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Resumo

Um fato bem conhecido é que campos quânticos estudados pela Teoria Quântica

de Campos satisfazem o princípio da localidade, isso signi�ca que se x1 e x2 são separados

tipo-espaço, então ϕ(x1) e ϕ(x2) (anti-) comutam. A eles, referem-se como campos que

possuem localização do tipo ponto ou que são puntiformemente localizados. Nessa tese,

será feita a construção de campos quânticos livres com spins arbitrários para os casos

de spin inteiro (bósons) e semi-inteiro (férmions), com localização tipo-string1. Em

contraste aos campos usuais, que vivem em pontos do espaço-tempo, estes vivem em

strings Sx,e := x+ R+
0 e, que são semi-retas que começam em um certo ponto x do espaço

de Minkowski e estendem-se até o in�nito em uma certa direção e do tipo-espaço. Esses

campos satisfazem o princípio de localidade tipo-string, no sentido de que se Sx1,e1 e Sx2,e2

são causalmente separados, então ϕ(x1, e1) e ϕ(x2, e2) (anti-) comutam. Tal localização é

permitida pelos princípios da física quântica relativística, dado que os campos admitem

a construção de observáveis locais. Um campo quântico livre, com localização tipo-ponto

para partículas massivas com spin s atuando em um espaço de Hilbert, tem na melhor das

hipóteses, dimensão de escala (Ds) = s+1, que exclui seu uso na construção perturbativa

de modelos interagentes renormalizáveis para spin s ≥ 1. Até o momento, tais modelos

foram construídos apenas no contexto da teoria de calibre, ao custo da introdução

adicional de campos não-físicos (ghosts) e um espaço de estados não-físico (métrica

inde�nida). Os graus de liberdade não físicos são eliminados pela exigência de calibre ou

invariância (BRST). Construímos, então campos quânticos livres para partículas de spin

1Este conceito não tem a ver com a Teoria das Cordas.



mais altos. Para qualquer spin inteiro, os campos possuem o mesmo bom comportamento

UV que o campo escalar (s = 0), a saber, possuem dimensão de escala 1; já os campos

com spin semi-inteiro arbitrário, eles possuem o mesmo comportamento UV do campo

de Dirac (s = 1
2
), a saber, possuem dimensão de escala 3

2
e ao mesmo tempo agem em

um espaço de Hilbert sem ghosts. Os campos aqui construídos estão localizados em

strings semi-in�nitas, que se estendem ao in�nito do tipo-espaço, mas estão linearmente

relacionados a seus campos correspondentes localizados tipo-ponto. Argumentamos que

esse fato nos dá a chance de termos localidade su�ciente para construção perturbativa

de modelos interagentes do tipo teoria de calibre com uma matriz-S independente do

string e campos observavéis interagentes localizados tipo-ponto. O princípio usual de

invariância de calibre é aqui substituído pelo (mais profundo) princípio da localidade.

Palavras chaves: Campos quânticos tipo-string. Localidade. Função de dois

pontos. Representações do recobrimento do grupo de Poincaré.



Abstract

It is well known that quantum �elds studied in the quantum theory of �elds satisfy

the locality principle, this means that if x1 and x2 are space-like separated, then ϕ(x1) and

ϕ(x2) (anti-) commute. They are referred to as �elds that have point-like localization. In

this thesis, we will construct free quantum �elds with arbitrary spin for the cases of integer

(bosons) and semi-integer (fermions) spin, with a "string-like"location2. In contrast to the

usual �elds living in space-time points, they live in strings Sx,e := x+ R+
0 e, that are rays

that begins at a certain point x in Minkowski's space and extends to in�nity in a certain

space-like direction e. These �elds satisfy the string-like locality principle, in the sense

that if Sx1,e1 and Sx2,e2 are causally separated, then ϕx1,e1 and ϕx2,e2 (anti-) commute.

Such location is allowed by the principles of relativistic quantum physics, since the �elds

admit the construction of local observables. A (point-localized) free quantum �eld for

massive particles with spin s acting in a Hilbert space has, at best, scaling dimension

(Ds) = s + 1, which excludes its use in the perturbative construction of renormalizable

interacting models for higher spin (s ≥ 1). Up to date, such models have been constructed

only in the context of gauge theory, at the cost of introducing additional unphysical

(ghost) �elds and an unphysical (inde�nite metric) state space. The unphysical degrees

of freedom are divided out by requiring gauge (or BRST) invariance. We then construct

free quantum �elds for higher spin particles, where, for any integer spin, we have the

same good UV behavior as the scalar �eld (s = 0), namely, have scaling dimension 1. For

�elds with arbitrary semi-integer spin, we have the same UV behavior of the Dirac �eld

2This concept has nothing to do with String Theory.



(s = 1
2
), namely, a scaling dimension 3

2
, and at the same time, they act on a Hilbert space

without ghosts. They are localized on semi-in�nite strings extending to space-like in�nity,

but are linearly related to their point-local counterparts. We argue that this is su�cient

locality for a perturbative construction of interacting models of gauge theory type, with a

string-independent S-matrix and point-localized interacting observable �elds. The usual

principle of gauge invariance is here replaced by the (deeper) principle of locality.

Keywords: String-localized quantum �elds. Locality. Two-point function. Re-

presentations of the covering of the Poincaré group.
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Capítulo 1

Introdução

Como é bem conhecido, as exigências combinadas de localidade (ou causalidade de

Einstein), positividade de estados e positividade da energia levam a um mau comporta-

mento dos campos quânticos a curta distância (singularidades UV). Esse comportamento

é quanti�cado pela chamada dimensão de escala (Ds)
3 do campo quântico. A dimensão

de escala �ca pior com aumento de spin: em particular, um campo quântico livre com

localização tipo-ponto para partículas com spin s, atuando em um espaço de Hilbert, tem

na melhor das hipóteses, dimensão de escala s+ 1. Entre a in�nidade de campos quânti-

cos locais livres para partículas massivas com spin s [1], esse melhor comportamento UV

é obtido pelo chamado potencial tensor ϕp
µ1···µn ≡ Ap

µ1···µn . Este é um campo tensorial

simétrico de ordem-n, que tem divergência e traço iguais a zero, caracterizado unicamente

por estas propriedades [2]. A alta dimensão de escala (s+ 1) dos campos localizados tipo-

ponto exclui seu uso na construção perturbativa de modelos interagentes renormalizáveis

para s ≥ 1.

Para o spin um e dois, existem campos no contexto da teoria de calibre com o

mesmo bom comportamento UV que o campo de spin-zero escalar, ou seja, com dimen-

são de escala um [3]. No entanto, eles precisam da introdução de um espaço de estados

3Em inglês chamado de scaling dimension, entretanto nessa tese sempre denominamos por dimensão

de escala.
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não físico (um espaço de Krein com métrica inde�nida), bem como de campos não físi-

cos (ghosts). Na construção de modelos interagentes, os graus não físicos precisam ser

eliminados no �nal, exigindo a invariância de observáveis de calibre (ou BRST4) e da

matriz-S. Embora essa abordagem seja bem-sucedida - é a base do modelo padrão de

partículas elementares - ela tem algumas características insatisfatórias. Em primeiro lu-

gar, a introdução de graus de liberdade não físicos é contra o princípio da navalha de

Occam (Ockham's razor). Rigorosamente, a construção de estados físicos ou campos car-

regados em modelos interagentes é bastante complicada. Em particular, o campo de Dirac

interagente, minimamente acoplado ao bóson vetorial (no espaço de Krein), quando cons-

truído de uma maneira perturbativa direta, é não-físico no sentido de que sua função de

dois pontos não tem uma interpretação robusta, pois não é de�nida positivamente. Com

base nos estudos atuais, esse problema não foi superado no caso massivo.5 Finalmente, a

abordagem da teoria do calibre não pode explicar certas características do modelo padrão,

como a forma do potencial de Higgs ou a quiralidade das interações fracas, mas tem que

colocá-las à mão.

Nesse trabalho construímos, para cada spin s, que pode ser inteiro ou semi-inteiro,

campos quânticos livres ϕµ1...µn,α,
6 com n ∈ N0, para partículas massivas com spin s, que

têm o mesmo bom comportamento UV que a versão espacial de Krein (dimensão de escala

um para os bósons), e 3
2
para os férmions- s ≥ 3

2
, e ainda atuam em um espaço de Hilbert

4Esse nome é em homenagem aos responsáveis pela teoria, são eles: Carlos Becchi, Alain Rouet,

Raymond Stora e Igor Tyutin.
5 Para bósons vetoriais sem massa (fótons), de fato, tem sido alegado ser impossível construir estados

físicos carregados no espaço de Krein usando a métrica padrão [4] ou mesmo como limites de estados

locais em qualquer topologia fraca [5]. No entanto, duas construções de estados físicos carregados foram

propostas: (a) Morchio e Strocchi construíram esses campos em [6] em um ambiente espacial de Krein.

A construção é, no entanto, bastante sutil devido à fraca topologia. (b) O. Steinmann construiu esses

campos em [7], usando seu próprio esquema perturbativo, porém, não é amplamente conhecido.
6Para campos com spin inteiro excluímos o índice α, pois o mesmo corresponde ao índice do campo

de Dirac, que deve aparecer somente quando trabalhamos com spin semi-inteiro. Vamos denotar os

campos ϕµ1...µn,α por ϕr e quando não estiver claro se estamos tratando de campo com spin inteiro ou

semi-inteiro, vamos especi�car.
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sem métrica inde�nida e sem ghost. O preço que temos que pagar é que nossos campos

não são localizados em pontos, mas são localizados, conforme explicado abaixo, em strings

de Mandelstam que se estendem ao in�nito tipo-espaço [8, 9] (ou in�nito tipo-luz, veja

nota de rodapé 10).

Temos então que tomar cuidado para que existam observáveis locais (pontuais)

na classe de Borchers [10, Seção 4.6] dos nossos campos localizados tipo-string, e que te-

nhamos localidade su�ciente para uma construção perturbativa de modelos interagentes.

Para este �m, é grati�cante que os nossos campos coincidam com os campos localizados

tipo-ponto ϕp
r correspondentes por termos que são derivadas de campos tipo-string bem

de�nidos (que são responsáveis pelo mau comportamento UV); portanto, para uma in-

teração escolhida de forma adequada, as Lagrangianas, diferem do caso com localização

tipo-ponto correspondente por uma divergência que deveria ser irrelevante para a física.

(Esse fato foi provado no exemplo da Eletrodinâmica quântica (EDQ) massiva em ordens

mais baixas [11].) Assim, nossos campos têm um bom comportamento UV e localidade

su�ciente, de modo que a construção perturbativa de modelos interagentes com poder

preditivo parece viável. Além disso, obedecemos à navalha de Occam (Ockham's razor),

na medida em que não temos estados ou graus de liberdade não físicos. Uma vantagem

mais importante e concreta de nossa abordagem (sobre a abordagem de Krein) é que ela

permite uma construção perturbativa direta de campos físicos carregados. Finalmente,

nossa abordagem é capaz de derivar a quiralidade das interações fracas [12] e a forma

do potencial de Higgs [13, 14]. Isso requer mais investigação se a classe de modelos re-

normalizáveis em nossa abordagem for diferente da abordagem do BRST e se os modelos

renormalizáveis forem equivalentes7. Antes de apresentar nossos resultados com mais

detalhes, precisamos explicar nossa noção de campos quânticos localizados tipo-string.

Esse conceito foi introduzido por Steinmann [15], inspirado em ideias de Mandels-

tam [16] e Dirac [17]. Re�nado por Mund juntamente com Schroer e Yngvason nos artigos

[8, 9], em que, basicamente,8 a ideia atual foi cunhada: um campo quântico localizado tipo-

7Para essa questão da renormalização de modelos localizados tipo-string veja [18].
8Em [8, 9] apenas campos com comportamento de transformação escalar foram considerados.
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string é uma família de distribuições com valores operadores ϕr(x, e), r = 1, ..., N , onde x

é um ponto no espaço de Minkowski e e está na variedade das direções tipo espaço9

H := {e ∈ R4 : e · e = −1}. (1.1)

A string tipo-espaço10 que emana de x na direção e, Sx,e
.
= x + R+

0 e, é a região

de localização de ϕr(x, e) no sentido de compatibilidade de observáveis quânticos: se as

strings Sx,e e Sx′,e′′ são separadas tipo-espaço para todo e′′ em uma vizinhança aberta de

e′, então

[ϕr(x, e), ϕr′(x
′, e′)]± = 0, (1.2)

em que [A,B]±
.
= A ·B − λB · A, com λ = −1 para férmions e λ = 1 para bósons.

É ainda necessário que os campos se transformem de maneira covariante sob uma repre-

sentação unitária U do grupo de Poincaré P̃↑+ (que é o grupo de recobrimento universal

do grupo próprio ortócrono de Poincaré P↑+) de acordo com alguma representação D.11

U(a,A)ϕr(x, e)U(a,A)−1 = ϕr′(a+ Λ(A)x,Λ(A)e) D(A)r′r, (1.3)

onde a ∈ R4 é uma translação, A ∈ SL(2,C) e Λ(A) é a transformação de Lorentz

correspondente a A. Na Seção 2.2 recordamos o fato de que SL(2,C) é o recobrimento de

L↑+.12

Dizemos que o campo é um campo livre para um dado tipo de partícula se criar,

a partir do vácuo apenas estados de uma partícula do tipo dado. Um tipo de partícula

9Estamos usando a métrica de Minkowski, constituindo a matriz diagonal diag (1,−1,−1,−1).
10 A escolha de sequências com string localizados tipo-espaço é motivada pelo fato conhecido de que

em todo modelo massivo os operadores de campo portadores de carga são localizáveis em cones tipo-

espaço [19]. Parece, no entanto, que nossas construções possam também seguir por sequências parecidas

com strings localizados tipo-luz, substituindo H pelo cone de luz.
11No caso de spin inteiro (bósons) na equação (1.3) lê-se: U(a,Λ)ϕµ1···µk(x, e)U(a,Λ)−1 =

ϕµ′1···µ′k(a + Λx,Λe) Λµ
′
1µ1 · · ·Λµ

′
kµk , com Λ uma transformação de Lorentz e para o caso spin

semi-inteiro (férmions ) na equação (1.3) lê-se: U(a,A)ϕµ1···µk,α(x, e)U(a,A)−1 = ϕµ′1···µ′k,α′(a +

Λ(A)x,Λ(A)e) Λ(A)µ
′
1µ1
· · ·Λ(A)µ

′
kµkS

c
α′α(A). Onde Sc(A) := S(A−1)t, representação sob a qual o

campo de Dirac se transforma, veja nota de rodapé 68.
12Usamos a convenção de soma de Einstein's em índices repetidos.
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corresponde à uma representação irredutível unitária do grupo de Poincaré, caracterizada

pelos valores de massa e spin.

O grau de escala13 e a dimensão de escala dos campos não serão esmiuçados nesse

trabalho, porém, sempre vamos citá-los, pois temos que destacar que o grau de escala

das funções de dois pontos envolvidos em um determinado modelo é decisivo para a

renormalização do modelo. A dimensão de escala de um campo quântico localizado tipo-

string, denotada por (Ds), é um meio do grau de escala (sd), de sua função de dois pontos

com relação a x-argumentos coincidentes após integrada com uma função de teste na

variável e. Os detalhes do grau de escala e da dimensão de escala do campo, assim como,

o critério para existência do limite para massa zero dos nossos campos podem ser vistos

em [20, Seção 2.4].

Podemos resumir nossas descobertas da seguinte forma:

Teorema 1.0.1. Para todo campo massivo (m, s) com s ≥ 1, existe um campo quântico

livre localizado tipo-string ϕr(x, e) atuando no mesmo espaço de Hilbert que o campo

localizado tipo-ponto correspondente ϕpr(x), com as seguintes propriedades:

(i) Campos com spin inteiro, independente do spin, têm dimensão de escala um,

portanto, se comportam como um campo escalar-campo com spin s = 0- e campos com spin

semi-inteiro, independente do spin, têm dimensão de escala 3
2
, portanto, se comportam

como o campo de Dirac puntiforme-campo com spin 1
2
- depois de integrados com função

de teste na variável e;

(ii) Nossos campos localizados tipo-string, mais especi�camente, diferem do campo

localizado tipo-ponto correspondente ϕpr por algumas derivadas de certos campos (spinor)-

13 Em inglês, scaling degreee, entretanto, sempre escrevemos grau de escala e denotamos por sd. A

de�nição do grau de escala encontra-se no Apêndice E. A dimensão de escala do campo, denotada por

(Ds), é a grandeza que quanti�ca o comportamento UV do campo e é dada pela equação:

Ds =
sd

2
=
d+ 2

2
. (1.4)

Aqui d signi�ca o grau de homogeneidade da função de dois pontos sobre a concha.
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tensoriais14 localizados tipo-string φ(n,0), . . . , φ(n,n−1), em que φ(n,k) tem ordem k, em re-

lação aos índices tensoriais, tal que vale

ϕµ1···µn,α(x, e) = ϕpµ1···µn,α(x) +
∑

I⊂{1,...,n}
I 6=∅

∂µi1 · · · ∂µi|I|φ
(n,|Ic|)
µj1 ···µj|Ic| ,α

(x, e), (1.5)

em que escrevemos I = {i1, . . . , i|I|} e Ic = {j1, . . . , j|Ic|} = complemento de I.

Esses são campos livres para o mesmo tipo de partícula (m, s) atuando no mesmo

espaço de Hilbert.

(iii) Todos os campos ϕpr, ϕr, φ
(n,k)
r são localizados tipo-string em relação um ao outro.

Além disso, os campos Aµ1···µn e ϕµ1···µn,α têm um limite para massa zero. 15

Destacamos que o índice α só aparece quando estamos trabalhando com spin semi-

inteiro (férmions), portanto, para os campos com spin inteiro (bósons) devemos retirar

o índice α da Eq. (1.5) e os φ(n,k) são apenas campos tensoriais de ordem k localizados

tipo-string.

Também devemos destacar que, para os campos com spin inteiro, o índice n ∈

N0 irá corresponder ao próprio spin dos campos, ou seja, s = n onde denotamos por

ϕpµ1···µn(x) ≡ Apµ1···µn(x) e ϕµ1···µn(x, e) ≡ Aµ1···µn(x, e) os campos localizados tipo-ponto

e tipo-string, respectivamente. Para os campos com spin semi-inteiro temos s = n +

1
2
com n ≥ 1 e os campos são denominados de campos spinor-tensor, denotados por

ϕpµ1···µn,α(x) e ϕµ1···µn,α(x, e) com localização tipo-ponto e tipo-string, respectivamente,

como mostraremos no Capítulo 5.

Para spin um, nosso potencial localizado tipo-string Aµ(x, e) é �xado por esses

requisitos.16 O mesmo vale para o campo com spin 3
2
, o qual denominamos de spinor-

14Tal denominação se dá pelo fato de termos índices tensoriais e o índice α, com α = {1, 2, 3, 4}

correspondente ao campo de Dirac, que consiste da representação ( 1
2 , 0)⊕ (0, 12 ) para os campos com spin

semi-inteiro.
15Isto é, suas funções de dois pontos têm limites para massa zero. Vale ressaltar que os campos loca-

lizados tipo-ponto, não têm limite para massa zero, enquanto o tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µsνn

e o spinor-tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn,α têm. Conforme mostraremos.
16Veja Prop. 4.2.3.
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vetor e denotamos por Ψµ,α(x, e), esse na literatura é conhecido por campo de Rarita-

Schwinger. Não há fantasmas (ghosts) e todos os campos são físicos no sentido de que

atuam em um espaço de Hilbert e suas excitações elementares são as partículas de massa

e do spin dados. Isso também vale para os campos φ(n,k)
r , que chamamos de campos de

escolta.

Enfatizamos que se pode construir uma abundância de campos com bom compor-

tamento UV 17 , mas sem a relação (1.5) com campos localizados puntiformes eles seriam

inúteis para uma construção perturbativa ao longo das linhas esboçadas na [20, Seção

5]. Acontece assim, pois uma vez que uma Lagrangiana de interação �apropriadamente

localizada tipo-string�, não se difere de uma localizada tipo-ponto por uma divergência,

levaria a campos interagentes completamente deslocalizados.

Lembramos que para cada spin s = n, com n ∈ N há um segundo campo quântico

localizado tipo-ponto bem conhecido atuando no espaço de Hilbert com um bom com-

portamento UV : o chamado tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn . Para o caso de

spin semi-inteiro temos de forma análoga o que chamamos de spinor-tensor intensidade

de campo Fµ1ν1···µnνn,α. Este spinor-tensor intensidade de campo (semi-inteiro) ou ape-

nas tensor intensidade de campo (spin inteiro) de ordem-2n é simétrico18 sob troca de

qualquer um dos pares (µi, νi) ↔ (µj, νj) e antissimétrico sob troca de qualquer um dos

índices µi ↔ νi e ambos apresentam uma dimensão de escala s+ 1. Está relacionado com

o campo acima mencionado ϕpµ1···µn,α pela equação diferencial parcial (EDP)

Fµ1ν1···µnνn,α =
∑

I⊂{1,...,n}

(−1)|I|∂µj1 · · · ∂µj|Ic|∂νi1 · · · ∂νi|I|ϕ
p
νj1 ···νj|Ic|µi1 ···µi|I|,α

. (1.6)

Para spin inteiro não temos o índice α e substituímos o Fµ1ν1···µnνn,α por Fµ1ν1···µnνn na

Eq. (1.6) e por isso, que o campo quântico Ap
µ1···µn(x) é chamado de �potencial tensor�.

Nosso campo localizado tipo-string Aµ1···µn(x, e) também é um potencial tensor no sentido

que satisfaz Eq. (1.6) junto com Ap
µ1···µn . Ele aparece como uma integral de linha19 sobre

17Como feito na prova da Proposição 4.2.3.
18A ordem e a simetria dos campos sempre estão relacionadas aos índices tensoriais.
19No sentido explicado na seção 3.4.
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o tensor intensidade de campo, veja Eq. (4.48). De fato, classicamente as propriedades

em ter o mesmo tensor intensidade de campo (1.6) e estar relacionados como em (1.5) são

equivalentes, em analogia ao Lema de Poincaré, que a�rma que uma forma fechada em

Rn é exata [21].

Colocamos uma prova do análogo ao Lema de Poincaré para campos spinor-tensor

simétricos (em relação aos índices tensoriais) no Apêndice D, veja Prop. D.0.1.20 Os cam-

pos spinor-tensor localizado tipo-ponto ϕpµ1···µn,α(x) e spinor-tensor localizado tipo-string

ϕµ1···µn,α(x, e) têm o mesmo spinor-tensor intensidade de campo F(x), ou seja, satisfazem

a Eq. (1.6). Da mesma forma, o fato de terem o mesmo spinor-tensor intensidade de

campo e estarem relacionados como na Eq. (1.5) são equivalentes ao Lema de Poincaré.

O campo spinor-tensor localizado tipo-string ϕµ1···µn,α(x, e) aparece como uma integral de

linha sobre o spinor-tensor intensidade de campo, veja Eq. (5.88).

Vamos recordar o signi�cado físico dos potenciais para o spin um e dois. Para spin-

um, o potencial Ap
µ é o campo de Proca, que poderia descrever �sicamente os bósons

vetoriais da interação fraca. A Eq. (1.5) é uma reminiscência, que não deve ser confundida

com uma transformação de calibre. Nos casos não-abelianos (bósons fracos ou glúons),

a intensidade de campo Fµν = ∂µA
p
ν − ∂νAp

µ seria a aproximação linear para o tensor

de intensidade de campo. Para o spin dois, o potencial Ap
µν ≡ hpµν poderia descrever as

�utuações quânticas do campo métrico em gravidade massiva. A relação (1.6) é, então,

apenas a relação entre o tensor de Riemann linearizado Fµνµ′ν′ ≡ 2Rµνµ′ν′ e a perturbação

para uma métrica de fundo na aproximação linear:

Rµνµ′ν′ =
1

2

(
∂µ∂µ′h

p

νν′ + ∂ν∂ν′h
p

µµ′ − ∂ν∂µ′h
p

µν′ − ∂µ∂ν′h
p

νµ′

)
. (1.7)

A organização desse trabalho acontece da seguinte forma:

Na capítulo 2, são descritas algumas ferramentas matemáticas importantes para

o desenvolvimento do trabalho como recobrimento do grupo SL(2,C) sobre o grupo de

Lorentz, representações de dimensão �nita do Grupo SL(2,C) e espaço Fock.

20A analogia para campos tensoriais simétricos foi mostrado em [20, Apêndice A].
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No capítulo 3, relembra-se da teoria de representação para partículas massivas

com spin e constrói-se os �Intertwiners de Wigner� localizados tipo-string, isto é, funções

de onda de partículas simples com propriedades especí�cas de entrelaçamento21. Nós

estendemos o argumento de [8, 9] de que esses objetos estão em uma correspondência

um-para-um com campos quânticos livres localizados tipo-string para o tipo de partícula

dado. Recordamos o caso do campo quântico livre escalar s = 0 e construímos os campos

quânticos livres localizados tipo-ponto com spin s. Comentamos a construção de campos

localizados tipo-string como integrais de linha sobre campos localizados tipo-ponto.

No capítulo 4, construímos o potencial vetor localizado tipo-string e seu campo

de escolta para o spin um. Os intertwiners de Wigner do spin-um são a base para a

construção dos campos de spin mais altos- caso geral para spin inteiro-, que construímos

dentro do próprio capítulo. Como exemplo faz-se o caso do Gráviton massivo s = 2.

Em cada caso, calculamos a função de dois pontos e escrevemos o potencial localizado

tipo-string e os campos de escolta como integrais de linha sobre os campos tipo-pontos.

No capítulo 5, recordamos o campo de Dirac (s = 1
2
) com localização tipo-ponto.

Os intertwiners de Wigner do spin-um, determinados no capítulo 4, juntamente com o

intetwiner de Wigner do spin-1
2
tipo-ponto são a base para a construção dos campos de spin

mais alto- caso geral semi-inteiro, denominados por spinor-tensor localizado tipo-ponto e

tipo-string, s = n+ 1
2
com n ≥ 1, que construímos dentro do próprio capítulo. Calculamos

o caso especí�co, o campo spinor-vetor, conhecido como campo Rarita-Schwinger s = 3
2
.

Em cada caso, calculamos a função de dois pontos e escrevemos o spinor-tensor localizado

tipo-string e os campos de escolta como integrais de linha sobre os campos tipo-pontos.

Finalmente, no capítulo 6, serão discutidos os resultados construídos e apresenta-

dos os objetivos futuros com relação ao trabalho desenvolvido. Enfatizamos que grande

parte dessa tese se baseia em nossos resultados para os campos com spin inteiro que fo-

ram publicados no artigo, String-Localized Free Vector and Tensor Potentials for Massive

21Operadores entrelaçamentos são mais frequentemente chamados de intertwiner, portanto nesse tra-

balho sempre iremos escrever intertwiner.
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Particles with any Spin: I. Bosons [20], de minha autoria juntamente com o Prof. Dr.

Jens Mund, na Communications in Mathematical Physiscs, e que estamos trabalhando

na construção de um artigo com nossos resultados obtidos para os campos que carregam

as partículas com spin semi-inteiro-férmions (spinor-tensor) com o título String-Localized

Free Tensor Spinor for Massive Particles with Any Spin: II. Fermions.



Capítulo 2

Preliminares Matemáticas

2.1 Introdução

Nesse capítulo, será apresentada uma breve revisão de conceitos matemáticos bem

conhecidos, como recobrimento do grupo SL(2,C)22 sobre o grupo de Lorentz23, represen-

tação do grupo SL(2,C) e o espaço Fock para que, apoiados neles, consigamos desenvolver

o trabalho proposto.

2.2 Recobrimento do Grupo SL(2,C) sobre o grupo de

Lorentz

Há uma identi�cação natural entre o espaço-tempo R4 e o espaço das matrizes

(2× 2) complexa hermitianas, Mat(C, 2)h dada por: R4 ←→Mat(C, 2)h

R4 3 x 7→ x˜ = x0 + ~x · ~σ =

 x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ıx2 x0 − x3

 ∈Mat(C, 2)h, com σk as matrizes de

Pauli, σk = −σk e σ0 := 1 .

22O grupo SL(2,C) é o grupo formado pelas matrizes complexas 2× 2 de determinante igual a 1.
23Veja Apêndice A.

23
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Podemos veri�car que x˜ = x˜∗
Nota-se que:

det(x˜)=(x0+x3)(x0−x3)−{(x1−ix2)(x1+ix2)} = (x0)2−
(
(x1)2−(x2)2−(x3)2

)
= x·x = x2

Usando esta identi�cação, pode-se de�nir uma ação de SL(2,C) no espaço-tempo

de Minkowski A 7−→ Λ(A) : SL(2,C) 7−→ L, (observe que ainda sabemos que Λ(A)

pertence a L24) através do mapa: SL(2,C)×Mat(C, 2)h 7→Mat(C, 2)h dado por:

x˜ −→ Ax˜A∗ = x′˜ = Λ(A)x

˜
(2.1)

x˜ 7→ Ax˜A∗ ∈Mat(C, 2)h R4 Φ//

Λ(A)
��

Mat(C, 2)h

A·A∗
��

R4 Mat(C, 2)hΦ−1
oo

Λ(A)x := único x′ com x′˜ = Ax˜A∗, ou seja, Λ(A)x = Φ−1
(
Ax˜A∗)

Observa-se que é utilizado o fato de que A,A∗ ∈ SL(2,C) e que det(A) = det(A∗) =

1, tem-se que det(Ax˜A∗) = det(A)det(x˜)det(A∗) = x2. Isso implica em (Λ(A)x)2 = x2.

Percebe-se que a métrica é preservada, portanto Λ(A) ∈ L.

Com isso, vê-se que a ação de SL(2,C) no espaço-tempo de Lorentz preserva a

métrica de Lorentz. Em outras palavras, SL(2,C) atua isometricamente sobre o espaço-

tempo. Assim tem-se um mapa bem de�nido Φ : SL(2,C) −→ SO(1, 3), de fato um

homomor�smo de grupo.

O grupo de Lorentz é composto pela união de quatro componentes conexas [22],

L = L↑+ ∪L
↓
+ ∪L

↑
− ∪L

↓
−. Como a aplicação de SL(2,C) 7−→ L é contínua e como o grupo

SL(2,C) é conexo e contém a unidade, logo o recobrimento deve ser sobre a componente

L↑+, denominado grupo de Lorentz próprio ortócrono, pois é a única das componentes

conexas do grupo de L que contém a unidade (detΛ = 1 e Λ0
0 > 0), portanto, tem-se:

SL(2,C) −→ L↑+

A 7→ Λ(A)

24Onde vamos usar o símbolo L para grupo de Lorentz.
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Observação: Na notação que usaremos Λ = Λ(A).

Lema 2.2.1. Com isso, pode-se representar as transformações de Lorentz próprias através

de elementos de SL(2,C) em que os Boost são dados pelos elementos de sua pré-imagem

no recobrimento por matrizes ∈ SL(2,C) e as rotações são dadas pelos elementos de sua

pré-imagem no recobrimento por matrizes do subgrupo SU(2) de SL(2,C), como segue.

Ai(t)
.
= e

t
2
σi 7→ Λi(t)

R̃i(α)
.
= e

iα
2
σi 7→ Ri(α)

Isso mostra que o mapa SL(2,C) −→ L↑+ é sobrejetor [23]. Tem-se também que o núcleo

deste mapa é {±1 }, portanto, L↑+ = SL(2,C)/Z2 [22].

O mapa SL(2,C) −→ L↑+ de�ne um recobrimento de L↑+. Como SL(2,C) é sim-

plesmente conexo [24], o grupo SL(2,C) é o grupo de recobrimento universal do grupo

L↑+.

Da equação 2.1 veri�ca-se facilmente que:

Λ̃(A)x = A∗−1x̃A−1, (2.2)

com x̃ = x0 − ~x · ~σ =

 x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ıx2 x0 + x3

 .

Para todo A ∈ SL(2,C), usamos que A age no espaço de Minkowski como:

Ax := Λ(A)x.

2.3 Representações de dimensão �nita do Grupo

SL(2,C)

Primeiro serão colocados os aspectos da representação de SU(2) em que a repre-

sentação D(s) age no produto tensorial simetrizado em (C2)⊗2s na seguinte maneira:25

25Para entender o termo de produto tensorial simetrizado ver Eq. (2.11).
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De�nição 2.3.1. Seja A ∈ SU(2), então:

D(s)(A)u1 ⊗s · · · ⊗s u2s := Au1 ⊗s · · · ⊗s Au2s (Dimensão: 2s+ 1).

Teorema 2.3.2. A representação de SU(2) satisfaz: D(s1) ⊗ D(s2) = D(|s1−s2|) ⊕

D(|s1−s2+1|) ⊕ · · · ⊕D(|s1+s2|)

Pode-se notar que D(s) é unitário.

Como D(s)(A) preserva a norma no espaço (C2)⊗2s, a norma será preservada

em um subespaço menor. Mostra-se que D(s)(A) é unitária em um vetor da forma:

u1 ⊗ u2 . . .⊗ u2s em (C2)⊗2s.

Demonstração. ‖D(s)(A)u1 ⊗ . . . ⊗ u2s‖ = ‖Au1 ⊗ . . . ⊗ Au2s‖ = ‖Au1‖ . . . ‖Au2s‖ =

‖u1‖ . . . ‖u2s‖ = ‖u1 ⊗ . . .⊗ u2s‖ . Para A ∈ SU(2)

Pode-se estender a representação D(s) de SU(2) para SL(2,C), observando que

elas não são unitárias.

Representação (não unitária) de SL(2,C): Considere as representações de SL(2,C) em

C2.

(i) A 7−→ A

(ii) A 7−→ A

(iii) A 7−→ (At)−1

(iv) A 7−→ (A∗)−1 =
(
(At)−1

)
Lema 2.3.3. Dado ε :=

 0 1

−1 0

 este satisfaz: (At)−1 = εAε−1 o que mostrará que

(i) e (iii) são equivalentes, consequentemente será visto também que a (ii) e (iv) são

equivalentes.

Demonstração do Lema (2.3.3).
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Demonstração. Dado, A ∈ SL(2,C) tal que A
.
=

 a b

c d


A−1 =

 d −b

−c a

 det(A)−1, mas det(A) = 1 portanto A−1 =

 d −b

−c a

 , o

que implica (At)−1 =

 d −c

−b a

.

Por outro lado,

εAε−1=

 0 1

−1 0

 a b

c d

 0 −1

1 0

 =

 d −c

−b a

.

Comparando as matrizes obtidas acima, tem-se:

(At)−1 = εAε−1 (2.3)

Com isso, mostra-se que (i) é equivalente a (iii), que denotamos por (i) ∼= (iii), se

aplicar o conjugado em ambos os lados da equação (2.3), isso dará que (A∗)−1 = ε̄Āε̄−1

em que se mostra que (ii) ∼= (iv) uma vez que ε ∈ R.

Serão de�nidas 2 representações de SL(2,C) em C2 da seguinte forma:

De�nição 2.3.4.

D( 1
2
,0)(A) := A em C2 (2.4)

D(0, 1
2

)(A) := A∗−1 em C2 (2.5)

2.4 Representações irredutíveis unitárias de P̃↑+

Tendo-se P̃↑+ = R4oSL(2,C) o grupo de recobrimento universal de P↑+, se tivermos

duas transformações de Poincaré seguidas, de acordo com a regra de multiplicação, temos

que:

(a,A)(a′, A′) = (a+ Λ(A)a′, AA′)
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SL(2,C) −→ L↑+

A 7→ Λ(A)

O objetivo aqui é construir a representação irredutível unitária de P̃↑+ com energia positiva,

para isso faça-se o seguinte:

U(a) := U(a, 1 ) =: eia·P

acima, a · P = aµPµ

U(A) := U(0, A)

Lema 2.4.1. O operador quadrimomento irá se comportar como um vetor e quando ele-

vado ao quadrado irá comutar com a representação irredutível unitária de P↑+ ou seja,

U(A)PU(A−1) = Λ−1P onde P = (P0, P1, P2, P3)

[U(a,A), P 2] = 0

com P 2 := P · P =
∑

µ PµP
µ em que Pµ , operador vetor de energia-momento, o gerador

das translações na direção µ.

Seja |p, α > "autovetor"(generalizado) simultâneo de (P0, P1, P2, P3)

Pµ|p, α >= pµ|p, α >

e Hp autoespaço simultâneo de P com autovalores p = (p0, p1, p2, p3),Hp = span{|p, α >

, α = 1, 2, ....}

Lema 2.4.2. (i) Através do Lema 2.4.1 temos que U(A) : Hp −→ HΛp

(ii) espectro de P é invariante sobre L↑+ , isto é , p ∈ specP =⇒ Λp ∈ specP .
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De acordo com o Lema 2.4.1, tem-se que U(a,A)P 2 = P 2U(a,A), mas uma repre-

sentação U de um grupo G em um espaço vetorial V é dita ser uma representação irredu-

tível para operadores se valer à seguinte propriedade: os únicos operadores B : V −→ V

tais que BU(g) = U(g)B para todo g pertencente a G são da forma B = c1 .26 Como

U(a,A) é uma representação irredutível, conclui-se que P 2 ∈ CI. Por querer energia

positiva tem-se P 2 = m21 , m ≥ 0, P0>0, isso implica que, specP = H+
m ou H+

0 ou {0}.

E daqui para frente será denominado de concha de massa o H+
m := {p : p2 = m2, p0>0}.

Pegue o caso em que se tem uma partícula em repouso na concha de massa e com

energia positiva, ou seja, estando em p̄. Com isso tem-se:

p̄ ∈ specP = H+
m, p̄

.
= (m, 0, 0, 0)

e

Hp̄ = span{|p̄, α >, α = 1, ...., N}.

Para todo p ∈ H+
m, �xa Bp ∈ SL(2,C) tal que Λ(Bp) : p̄ −→ p, ver Eq.s (2.6) e (2.7).27

Com Hp: uma base ortonormal, B.O.N., de�nida por |p, α >:= U(Bp)|p̄, α > ∈ Hp, se

aplicar a representação irredutível U(A) em |p, α > e com alguns cálculos, consegue-se

chegar à importante representação irredutível unitária para partículas com massa m > 0

e spin s arbitrário.

Ψ vive em H+
m com valores em C2s+1, ou seja, Ψ : H+

m −→ C2s+1.

(
U(A, a)Ψ

)
(p) = eia·pD(s)

(
R(A, p)

)
Ψ(Λ−1p)

26Isso é o Lema de Schur, ver Apêndice B.1.
27Observe que no trabalho vamos utilizar em algumas equações que Bpx := Λ(Bp)x, em que x está no

espaço de Minkowski. De�ni-se:

Bp :=

√
p

m̃
= B∗p (2.6)

B−1p :=

√
p̃

m
= (B∗p)−1 (2.7)
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D(s) é representação irredutível de SU(2). Aqui está se identi�cando,

B−1
p ABΛ−1p = R(A, p), (2.8)

R(A, p), chamada de rotação de Wigner que deixa invariante o p̄. Vale observar que

R(A, p)−1 = R(A−1,Λ−1p).

Está sendo usada a seguinte notação: Ψ(p) =
2s+1∑
k=1

Ψk(p)e(k) ←→ Ψk(p) := compo-

nente k do vetor Ψ(p) em relação a um base {e(k)} em C2s+1.

Será utilizada a medida invariante de Lorentz na concha de massa H+
m:

dµ(p) =
d3(p)

2ω(p)
,

Em ω(p) lê se:

ω(p) =
√
| p |2 +m2

E de�ni-se

H(m,s) = L2(H+
m, dµ(p),C2s+1)

‖ Ψ ‖2=

∫
H+
m

dµ(p) ‖ Ψ(p) ‖2
s

Em que ‖ · ‖s representa a norma em C2s+1.

Com isso, tem-se:

‖ U(A)Ψ ‖2=

∫
dµ(p) ‖ Ψ(Λ−1p) ‖2

s=

∫
dµ(Λp) ‖ Ψ(p) ‖2

s=

∫
dµ(p) ‖ Ψ(p) ‖2

s=‖ Ψ ‖2

Acima foi utilizado o fato que D(s)
(
R(A, p)

)
é unitária.

Ficando com a representação irredutível unitária (m, s) dada da seguinte forma:

(
U(a,A)Ψ

)
(p) = eip·aD(s)

(
R(A, p)

)
Ψ(Λ−1p) (2.9)

A representação acima é chamada de representação de Wigner.
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2.5 Espaço Fock

Outro conceito importante para esse trabalho é do espaço de Fock, que em mecânica

quântica, é um sistema algébrico (um espaço de Hilbert) usado para descrever um estado

quântico com um número variável ou desconhecido de partículas. Tecnicamente, o espaço

de Fock é o espaço de Hilbert preparado através da soma direta dos produtos tensoriais

dos espaços de Hilbert para uma partícula. H1 é de�nido como o estado de uma partícula

e H1⊗n := H1 ⊗H1 ⊗ . . .⊗H1.

A �m de introduzir os subespaços relevantes para a descrição de bósons e férmions,

de�niu-se o operador projetor de simetrização ou antissimetrização sobre o espaço de Fock.

Primeiro de�niu-se:

Un
ε(π)φ1 ⊗ . . .⊗ φn := ε(π)φπ−1(1) ⊗ . . .⊗ φπ−1(n), (2.10)

em que π ∈ Sn o grupo de permutações.

Para todo φ1, . . . , φn pertencente ao espaço de Hilbert (H1). Agora pode-se de�nir o ope-

rador projetor de simetrização ou antissimetrização. Sua imagem são tensores totalmente

(anti)- simétricos.

De�nição 2.5.1. Portanto, tem-se o operador de simetrização ou antissimetrização:

Eε
n :=

1

n!

∑
π

Un
ε(π) (2.11)

O Espaço de Fock é de�nido da seguinte forma:

Hε :=
∞⊕
n=0

Eε
nH⊗n1 = Eε

∞⊕
n=0

H1
⊗npara n ≥ 2 (2.12)

H1ε := H1; H0 = C (vácuo Ω = (1, 0, 0, .....); o espaço Fock para bósons temos ε = 1 e

para Férmions ε = −1 .

Descrevem-se duas álgebras associadas aos bósons e férmions, respectivamente.

Ambas são de�nidas com o auxílio de partícula e operadores �aniquilação� e �criação� e

são apresentadas como se segue. Para cada φ pertencente ao espaço de Hilbert, de�ne-se

os operadores b(ψ) e b∗(ψ), em Hε, ver Eq. (2.12), da seguinte forma:
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De�nição 2.5.2.

b(ψ)
(
φ1 ⊗ . . .⊗ φn

)
:=
√
n(ψ, φ1)φ2 ⊗ . . . φn.

Tem-se a restrição de,

b(ψ)Ω = 0

b∗(ψ)φ1 ⊗ . . .⊗ φn :=
√
n+ 1ψ ⊗ φ1 ⊗ . . . φn.

Com isso, �ca de�nido os operadores aniquilação a(ψ) e criação a∗(ψ):

De�nição 2.5.3. �Aniquilador/ Criador�

a(ψ) = Eεb(ψ)Eε

a∗(ψ) = Eεb∗(ψ)Eε

Eε (anti-)simetrizador, ver Eq. (2.12).

Veri�ca-se, facilmente, que,

a(ψ) = Eεb(ψ)Eε = b(ψ)Eε

a∗(ψ) = Eεb∗(ψ)Eε = Eεb∗(ψ),

porque b(ψ) deixa o subespaço de Hilbert simetrizado ou antissimetrizado invariante. Note

que os mapas ψ 7−→ a(ψ) são antilineares, mas os mapas ψ 7−→ a∗(ψ) são lineares [25].

As relações de comutação que ligam os operadores aniquilação e criação acontecem

da seguinte forma:

[a(ψ), a∗(φ)]± = (ψ, φ)1

e

[a(ψ), a(φ)]± = [a∗(ψ), a∗(φ)]± = 0

[A,B]± := AB − εBA , com ε = −1 para férmions e ε = +1 para bósons.
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Em L2(Rν , dµ), onde dµ é alguma medida em Rν , pode-se de�nir as distribuições

a∗(p) e a(p) como:

a∗(Ψ) =:

∫
dµ(p)Ψ(p)a∗(p) (2.13)

a(Ψ) =:

∫
dµ(p)Ψ(p)a(p) (2.14)

Em que Ψ(p) é o complexo conjugado de Ψ(p). Os quais satisfazem as seguintes rela-

ções [25]:

Primeira relação- no caso bosônico, ε = +1

[ak(~p), a
∗
l (~q)]ε = 2ω(~p)δkl δ(~p− ~q),H =

∞⊕
n=0

E+H1 (2.15)

Segunda relação- no caso fermiônico, ε = −1

{ak(~p), a∗l(~q)} = 2ω(~p)δkl(~p− ~q),H =
∞⊕
n=0

E−H1 (2.16)

Note que estamos usando as de�nições [A,B] = AB −BA e {A,B} = AB +BA

Onde: H1 estado de uma partícula, E± operador que simetriza(+) e antissimetriza

(−) respectivamente.



Capítulo 3

Campos Quânticos

3.1 Introdução

A Teoria Quântica de Campos (TQC) é a aplicação conjunta da mecânica quântica

e da relatividade especial aos campos que fornecem a estrutura teórica usada na física de

partículas elementares. Em particular, a teoria quântica do campo eletromagnético e

a de Dirac, conhecida como eletrodinâmica quântica (tradicionalmente abreviada como

QED, do inglês Quantum Electrodynamics), é a teoria com alguns modelos veri�cados

experimentalmente com maior precisão na Física. Resumidamente, pode-se dizer que a

TQC é uma teoria criada com o objetivo de descrever os campos de forma quantizada (na

denominação mais antiga se chama segunda quantização que é uma das várias abordagens

para a construção de um modelo quântico).

Por outro lado, a mecânica quântica lida essencialmente com a quantização da

matéria e da energia. A TQC considera cada espécie de partículas que compõe a matéria

como excitações de um campo fundamental. Os campos que transmitem forças entre

partículas de matéria também têm excitações fundamentais que podem ser interpretadas

como partículas.

A origem da TQC é marcada pelos estudos de Max Born e Pascual Jordan, (1925),

34
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sobre o problema da computação da potência irradiada de um átomo em uma transição

energética.

Em 1926, Born, Jordan e Werner Heisenberg formularam a teoria quântica do

campo eletromagnético desprezando tanto a polarização como a presença de fontes, le-

vando ao que se chama hoje de uma teoria do campo livre. Para tanto, usaram o proce-

dimento da quantização canônica.

Duas razões principais motivaram o desenvolvimento da TQC:

(i) A necessidade de uma teoria que lidasse com a variação do número de partículas;

experimentalmente podemos criar partículas, por exemplo na colisão de um elétron com

pósitron em que se tem a criação de fótons.

(ii) A necessidade de conciliação entre as duas teorias: mecânica quântica e a relatividade.

Um campo, no esquema conceitual da teoria dos campos, é uma entidade com

in�nitos graus de liberdade, cujo estado de mais baixa energia é denominado vácuo (Ω),

correspondente ao estado de ausência de partículas.

Com mais detalhes, o campo quântico ϕ vive em R4 com valores operadores em H,

ou seja, ϕ : “R4 −→ {operadores em H}�. Portanto, para de�nirmos um campo quântico,

devemos especi�car um espaço de Hilbert H, cujos vetores descrevem os estados dos

sistemas e uma representação unitária do grupo de Poincaré.

Nesse caso, o espaço de Hilbert deve apresentar as seguintes especi�cações:

(i) U(a,A), representação unitária de P̃↑+ : spec(P ) = {(p0, . . . , p3) : pµ ∈ specPµ} ⊂

V + = {p2 ≥ 0, p0 ≥ 0}.

Como a energia deve ser positiva em qualquer referencial e devido à covariância

de Lorentz, o espectro deve ser em V +.

(ii) O estado de vácuo denotado por H0 = CΩ, Ω =: vetor vácuo; que satisfaz a seguinte

propriedade, U(a,A)Ω = Ω , para todo (a,A) ∈ P̃↑+ implicando que PµΩ = 0.[
Pµ = 1

i
d
dt
U(teµ)|t=0

]
H0 = autoespaço de P com auto-valor 0.
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Antes de continuar o trabalho recordamos o conceito de um campo quântico com

localização tipo-string. A de�nição central que usamos e que foi cunhada em [9] é a se-

guinte:

Um campo quântico localizado tipo string é uma família de distribuições com valor ope-

rador ϕr(x, e), r = 1, · · · , N , onde x é um ponto no espaço de Minkowski e e está na

variedade de direções tipo espaço

H := {e ∈ R4 : e · e = −1}. (3.1)

A string, com origem em x ∈ R4 e direção do tipo espaço e ∈ H, é o subconjunto

Sx,e := x+ R+
0 e (3.2)

é a região de localização de ϕ(x, e) no sentido de compatibilidade dos operadores: se as

strings Sx1,e1 e Sx2,e2 são separadas tipo espaço, e o mesmo vale para algumas vizinhanças

abertas delas, então28

[ϕr1(x1, e1), ϕr2(x2, e2)]± = 0. (3.3)

Em que [A,B]± = A ·B − λB · A, com λ = −1 para férmions e λ = 1 para bósons.

O campo se transforma de maneira covariante sob uma representação unitária U do grupo

de Poincaré P̃↑+ de acordo com alguma representação matricial D29

U(a,A)ϕr(x, e)U(a,A)−1 = ϕr′(a+ Λ(A)x,Λ(A)e) D(A)r′r. (3.4)

Deve-se especi�car que, em um campo livre, partículas podem ser criadas e des-

truídas através de dois operadores: o operador criação (a∗) e o operador aniquilação (a).

Esses operadores agem sobre a função de onda, respectivamente, simbolizando a criação

e a aniquilação de partículas dotadas de momento, possibilidade exigida pela relatividade

28Esta condição é equivalente a: Sx1, e′1 e Sx2, e2 são separados tipo-espaço para todo e′1 em alguma

vizinhança de e1; e também para : Sx1, e1 e Sx2, e2 são separados tipo-espaço e e1 e e2 são separados

tipo espaço, como feito no Lema A1 em [9].
29Para ver como essa equação deve ser entendida para os bósons e férmions, veja nota de rodapé 11.
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e agem sobre os estados de um tipo especí�co de espaço de Hilbert, chamado espaço de

Fock, criando e destruindo as partículas. Entretanto, há uma restrição aΩ = 0, o que quer

dizer que no vácuo não há aniquilação, uma vez que não há partículas nesse ambiente.

3.2 Campos Quânticos e Intertwiners Wigner

Campos livres são �xados pelos estados de uma partícula que eles criam a partir

do vácuo. Assim, a construção de campos livres é reduzida à construção de certos �in-

tertwiners� relacionando o espaço de uma partícula com o espaço de chegada do campo.30

Nesta seção, estabeleceremos uma correspondência entre campos livres e os in-

tertwiners. Todas as declarações e fórmulas se mantêm para a localização tipo-string,

bem como para o caso da localização tipo-ponto (simplesmente negligenciando o variável

e.)

O espaço de estado de uma partícula com massa m e spin s, spin esse podendo ser

inteiro ou semi-inteiro, no espaço de Minkowski quadridimensional possui uma representa-

ção irredutível unitária com energia-positiva31 U (m,s) ∈ P̃↑+ que é o grupo de recobrimento

universal do grupo próprio ortócrono de Poincaré P↑+. Para de�nir o cenário, vamos nos

lembrar dessas representações. O spin caracteriza uma representação irredutível unitária

D(s) do subgrupo estabilizador em L̃↑+, (o grupo de recobrimento do grupo L↑+), de um

momento de referência p̄ na concha de massa para m > 0,

H+
m
.
= {p ∈ R4 : p · p = m2, p0 > 0}.

Este subgrupo é o grupo de rotações, SU(2), e a representação D(s) atua em um espaço de

Hilbert h(s) de dimensão 2s + 1, o chamado pequeno espaço de Hilbert. A representação

U (m,s) de P̃↑+ é induzida por D(s) da seguinte forma.

30Este ponto de vista é elaborado na monogra�a de Weinberg [1].
31Energia positiva signi�ca que o espectro dos geradores de translações U(a, 1 ) é contido no cone de

luz positivo.
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O espaço de representação éH(m,s) := L2(H+
m, dµ; h(s)), em que dµ(p) é a medida invariante

de Lorentz em H+
m e U (m,s) age de acordo com(

U (m,s)(a,A)ψ
)
(p) = eip·aD(s)(R(A, p))ψ(Λ−1p) . (3.5)

Aqui Λ = Λ(A) e R(A, p) ∈ SU(2) e é chamado de rotação de Wigner, de�nida por

R(A, p) := B−1
p A BΛ−1p, (3.6)

onde Bp ∈ SL(2,C), para p ∈ H+
m, tal que age no espaço de Minkowski como:

Bpx := Λ(Bp)x, logo Bp : p̄ 7→ p.

Esta representação se estende ao recobrimento do grupo próprio de Poincaré por repre-

sentantes adjuntando à transformação j̃1. Considere-se a cunha32 W1,

W1
.
=
{
x ∈ R4| x1 >

∣∣x0
∣∣} , (3.7)

junto com o subgrupo uniparamétrico Λ1(·), os boosts de Lorentz que deixam W1 inva-

riante, e a re�exão j1 = (−1,−1, 1, 1) ∈ L↓+ ao longo da borda da cunha, satisfazendo,

j2
1 = 1.

Aqui utilizamos a representação da Eq. (3.5) e fazemos a extensão para a representação

antiunitária U(j̃1), através da proposição 3.2.4 abaixo, a qual será utilizada posterior-

mente no Teorema Bisognano-Wichmann.33

A construção de nossos campos é feita através dos intertwiners para spin inteiro (bósons)

e do intertwiner do campo de Dirac s = 1
2
, portanto, fazemos em dois passos a extensão.

Primeiro, no caso de férmions, mais precisamente com spin s = 1
2
, e depois para os bósons

com spin s = n, com n ∈ N0. Colocamos aqui somente para o caso de spin s = 1
2
.

No capítulo 4, Lema 4.3.1, colocamos os detalhes para o caso do spin s = n com

n ∈ N, ou seja, a forma como D(n)(j̃1) age. E no capítulo 5, Lemas 5.1.1 e 5.3.6, os

detalhes de como D( 1
2

)(j̃1) age e a generalização para os férmions, s = n + 1
2
, a saber,

D(n+ 1
2

)(j̃1) agindo. Para s = 1
2
, seja j̃1 tal que as relações são satisfeitas, Λ(j̃1Aj̃1) =

j1Λ(A)j1 ≡ Λ(σ1Aσ1) e j̃2
1 = 1.

32Na literatura é denominado em inglês por wedge.
33Veja Apêndice C.
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Lema 3.2.1. Temos que:

j̃1Aj̃1 = σ1Aσ1

Demonstração. Uma vez que j1 = −R1(π), temos: j1Λ(A)j1 = R1(π)Λ(A)R1(π)−1 =

Λ(iσ1)Λ(A)Λ(−iσ1) = Λ(σ1Aσ1).

Seja D(s)(j̃1) um operador antiunitário no pequeno espaço de Hilbert h(s) que

respeita as relações acima, e:

(i) D(s)(j̃1)2 = 1

(ii) D(s)(j̃1)D(s)(R)D(s)(j̃1) = D(s)(σ1Rσ1) ∀ R ∈ SU(2)

Para simpli�car as coisas, pode-se escolher a família Bp, p ∈ H+
m, de modo que j̃1Bpj̃1 =

B−j1p, o que implica

R(j̃1A j̃1, p) = j̃1R(A,−j1p) j̃1 (3.8)

Lema 3.2.2. Vamos mostrar o fato de que podemos ter B−j1p = j̃1Bpj̃1. Destaca-se uma

solução particular para o Bp.

Bp =

√
p

m̃
=
(
2m(p0 +m)

)− 1
2 ·

 p0 + p3 +m p1 + ip2

p1 + ip2 p0 − p3 +m

 (3.9)

e o fato de que j1(p0, p1, p2, p3) = (−p0,−p1, p2, p3).

Lema 3.2.3. Têm-se as seguintes relações:

(i) B−j1p = σ1Bpσ1

(ii) R(A,−j1p) = σ1R(σ1Aσ1, p)σ1

Demonstra-se o Lema 3.2.3:
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Demonstração. Utilizando a equação (3.9), e o σ1 =

 0 1

1 0

, tem-se:

σ1Bpσ1 =
(
2m(p0 +m)

)− 1
2

 p0 − p3 +m p1 + ip2

p1 + ip2 p0 + p3 +m

 ,

por outro lado tem-se,−j1p = (p0, p1,−p2,−p3), portanto:

B−j1p =
(
2m(p0 +m)

)− 1
2

 p0 − p3 +m p1 + ip2

p1 + ip2 p0 + p3 +m


Logo mostra-se (i). Agora, é mostrado (ii).

R(A,−j1p) = B−1
−j1pAB−Λ(A)−1j1p = . . .

Usando a primeira parte do Lema 3.2.3 e o fato que j2
1 = 1, tem-se: −Λ−1j1p =

−j1(j1Λ−1j1)p, com isso, obtém-se:

. . . = σ1B
−1
p σ1Aσ1Bσ1A−1σ1pσ1 = σ1R(σ1Aσ1, p)σ1,

�cando demonstrado todo o Lema 3.2.3 e consequentemente a Eq. (3.8).

Observe que as relações (i) e (ii), implicam que Λ(B−j1p) = Λ(σ1Bpσ1) =

j1Λ(Bp)j1 e R(Λ,−j1p) = R1(π)R(R1(π)ΛR1(π), p)R1(π), respectivamente uma vez que

j1 = −R1(π). Essas relações são utilizadas para os bósons, veja Lema 4.3.1.

Temos a seguinte Proposição:

Proposição 3.2.4. O representante da transformação j̃1 é:34(
U (m,s)(j̃1)ψ

)
(p)

.
= D(s)(j̃1)ψ(−j1p), (3.10)

é único módulo um fator e satisfaz:

(i) U(j̃1)2 = 1

(ii) U(j̃1)U(A)U(j̃1)−1 = U(j̃1Aj̃1)

34Em que Λ(j̃1)p
.
= j1p = (−p0, −p1, p2, p3).
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Demonstração. A parte (i) é facilmente veri�cada pelo fato de que D(s)(j̃1)2 = 1 e j2
1 = 1.

Portanto, mostra-se somente a (ii). Tem-se(
U(j̃1)U(A)U(j̃1)−1ψ

)
(p) = D(s)(j̃1)

(
U(A)U(j̃1)−1ψ

)
(−j1p) =

= D(s)(j̃1)
(
D(s)(R(A,−j1p))U(j̃1)−1ψ

)
(−Λ−1j1p) =

= D(s)(j̃1)D(s)(R(A,−j1p))D
(s)(j̃1)ψ(j1Λ−1j1p) = D(s)(j̃1R(A,−j1p)j̃1)ψ(j1Λ−1j1p)

Por outro lado, tem-se:

U(j̃1Aj̃1)ψ(p) = D(s)(R(j̃1Aj̃1, p))ψ(j1Λ−1j1p).

Usando a Eq. (3.8) e o Lema 3.2.3, comprovamos a veracidade de (ii). Observe que estamos

denotando Λ(A) por Λ.

Adotamos a seguinte convenção para os componentes de covetores. Dado um

sistema de referência, isto é um vierbein {e(0), . . . , e(3)} de vetores ortonormais de Lorentz

(vetores tangentes ao espaço de Minkowski), as componentes contravariantes ξµ de um

vetor de Lorentz ξ são os coe�cientes de expansão em ξ = ξµe(µ). As componentes

covariantes pµ de um vetor espacial de momento p são de�nidos por pµ
.
= p · e(µ). Assim,

identi�camos o espaço dos vetores de Lorentz, bem como seu espaço dual (espaço do

momento) com R4 através das componentes, e.g p 7→ (p0, · · · , p3). O produto de Lorentz

é lido como p · p = p2
0 − ‖p‖2 com ‖p‖2 = p2

1 + p2
2 + p2

3. A medida invariante de Lorentz

na concha de massa é

dµ(p) ≡ dµm(p) =
d3p

2ωm(p)
, ωm(p)

.
= (‖p‖2 +m2)

1
2 . (3.11)

Escolhemos o sistema de referência de modo que o momento de referência p̄ é identi�cado

com (m,0) em R4.

3.2.1 Dos campos quânticos aos intertwiners

Suponha que nos seja dado um campo quântico livre localizado tipo-string. Por

uma questão de generalidade, consideramos não apenas campos vetoriais, tensoriais,
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spinor-vetor ou spinor-tensor, mas um campo ϕr(x, e), r = 1, . . . , N com N -componentes,

que se transforma de maneira covariante sob alguma representação matricial D �nita de

SL(2,C), isto é, a Eq. (1.3), a qual colocamos aqui novamente

U(a,A)ϕr(x, e)U(a,A)−1 =
N∑
r′=1

ϕr′(a+ Λ(A)x,Λ(A)e) D(A)r′r, (3.12)

onde a ∈ R4 é uma translação, A ∈ SL(2,C) e Λ(A) é uma transformação de Lorentz

própria através de elementos de SL(2,C).

Presume-se que o campo atue em algum espaço de Hilbert que contém o espaço

irredutível H(m,s) para partículas elementares de massa m e spin s e, também, contém

o vetor de vácuo Ω, caracterizado pelo fato de ser invariante sob as transformações de

Poincaré. Suponha ainda que o campo crie, a partir do vácuo, estados de uma partícula

de massa m e spin s. Isso signi�ca que o vetor ϕr(x, e)Ω está no espaço de uma partícula

H(m,s).

A propriedade de covariância (3.12) com Λ(A) = 1 implica que há uma família de

distribuições vr(p, e), r = 1, . . . , N com valores-h(s), tal que para p ∈ H+
m

(
ϕr(x, e)Ω

)
(p)

.
= (2π)−

3
2 eip·x vr(p, e) ∈ h(s). (3.13)

Chamamos vr(p, e) função intertwiner do campo ϕr. (O fator (2π)−
3
2 foi introduzido para

ter relações canônicas de comutação no caso do campo escalar35, se a escolha for v ≡ 1.)

Demonstração. Aplicando as Eqs. (3.12) e (3.5) no vácuo (isso é su�ciente e bem de�nido

pela propriedade de Reeh-Schlieder) e usando o fato de que U (m,s)Ω = Ω vale,

(
U(a,A)ϕr(x, e)Ω

)
(p) = eip·aD(s)

(
R(A, p)

)
(ϕr(x, e)Ω)(Λ(A)−1p) (3.14)

q(
U(a,A)ϕr(x, e)U(a,A)−1Ω

)
p) =

(
ϕr′(a+ Λ(A)x,Λ(A)e)D(A)r′rΩ

)
(p). (3.15)

35Fazemos uma recordação do campo escalar na seção 3.2.4.
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Fazendo Λ(A) = 1 temos,

eip·aD(s)
(
R(A, p)

)
(ϕr(x, e)Ω)(p) =

(
ϕr′(a+ x, e)Dr′r(A)Ω

)
(p).

Uma vez que R(A, p) = 1 = D(A), para x = 0, �camos com eip·a(ϕr(0, e)Ω)(p) =(
ϕr(a, e)Ω

)
(p).

Fazendo a mudança de variável a para x temos,

(
ϕr(x, e)Ω

)
(p)

.
= (2π)−

3
2 eip·xvr(p, e)

com (ϕr(0, e)Ω)(p) =: (2π)−
3
2vr(p, e).

Para os campos com spin inteiro, consideramos o caso quando a antipartícula coin-

cide com a partícula: o adjunto de ϕr(x, e) cria partículas do mesmo tipo a partir do vácuo,

isto é, ϕr(x, e)∗Ω também está em H(m,s). Consideramos o caso em que para os campos

com spin semi-inteiro, a antipartícula não coincide com a partícula, o H(m,s) é substituído

por duas cópias H(m,s) ⊕ H(m,s) uma para a partícula e outra para antipartícula: o ad-

junto de ϕr′(x, e) não cria as mesmas partículas a partir do vácuo, porém, cria partículas

com mesma massa m e spin s, e portanto também temos ϕr′(x, e)∗Ω ∈ H(m,s). Assim,

há também uma família de distribuições vcr(p, e) com valores-h(s), o chamado intertwiner

conjugado, tal que para p ∈ H+
m

(
ϕr(x, e)

∗Ω
)
(p)

.
= (2π)−

3
2 eip·x vcr(p, e) ∈ h(s). (3.16)

A demostração da Eq. (3.16) é análoga a demonstração feita para veri�car a Eq. (3.13).

Aplicamos o adjunto na Eq. (3.15), substituindo ϕr(x, e)∗ no lugar de ϕr(x, e) na Eq. (3.14)

e de�nindo (ϕr(0, e)
∗Ω)(p) := (2π)−

3
2vcr(p, e), isso nos produz a Eq. (3.16).

Enfatizamos que todas as fórmulas devem ser entendidas no sentido de distribui-

ções, isto é, depois de integradas com funções de teste nas variáveis x e e: vamos colocar

para referência futura o sentido rigoroso da Eq. (3.13). Dado um par de funções de teste
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f ∈ S(R4) e h ∈ D(H), seja ϕr(f, h) o campo integrado com as funções de teste36

ϕr(f, h) =

∫
dσ(e)h(e)

∫
d4x f(x)ϕr(x, e), (3.17)

onde dσ(e) é a medida invariante de Lorentz sobre H37 e vr(p, h) é a função intertwiner

integrada com uma função de teste em e,

vr(p, h)
.
=

∫
dσ(e)h(e) vr(p, e). (3.19)

Então, a Eq. (3.13) signi�ca que o vetor de uma partícula ϕr(f, h)Ω, visto como

uma função com valores-h(s) na concha de massa, é dado por(
ϕr(f, h)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2 f̂(p) vr(p, h), (3.20)

onde f̂ é a transformada de Fourier de f .38

Demonstração. (
ϕr(f, h)Ω

)
(p) =

∫
dσ(e)h(e)

∫
d4x f(x)

(
ϕr(x, e)Ω

)
(p),

usando a Eq. (3.13) temos(
ϕr(f, h)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2

∫
dσ(e)h(e)

∫
d4x f(x) eip·xvr(p, e).

36É claro que, rigorosamente falando, esse objeto é primeiro de�nido e ϕ(x, e) é informalmente de�nido

pela Eq. (3.17). Estamos denotando por S(R4) e D(H) o espaço de funções Schwarz e o espaço de funções

C∞ com suporte compacto, respectivamente.
37A medida dσ é dada da seguinte forma: depois de escolher um sistema de referência de Lorentz,

um ponto e ∈ H corresponde a um ponto (e0, e) ∈ R × R3, e a parte espacial e deve ser da forma

(1 + (e0)2)1/2n, onde n está na esfera unitária S2 ⊂ R3. Então∫
H

dσ(e)h(e) =

∫
R
de0

(
1 + (e0)2

) ∫
S2

dΩ(n)h(e0,n), (3.18)

onde dΩ é a medida invariante na esfera unitária S2.
38Adotamos a seguinte convenção para a transformada de Fourier f̂ , cuja a transformada inversa é

denotada por f̌ :

f̂(p)
.
=

∫
d4x eip·xf(x), f̌(x) = (2π)−4

∫
d4p e−ip·xf(p). (3.21)
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Usando as Eqs. (3.19) e (3.21), produz:

(
ϕr(f, h)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2 f̂(p)vr(p, h).

A próxima proposição a�rma as propriedades especí�cas da função intertwiner que

estão implícitas na covariância e na localidade do campo. Para formulá-la, interpretamos

a família vr(p, e) como um mapa linear de algum espaço vetorial N-dimensional h com

base {e(1), . . . , e(N)}, o �espaço de chegada� do campo, para h(s) via

v(p, e) e(r)
.
= vr(p, e) ∈ h(s), (3.22)

e a matriz D(A)r′r como um endomor�smo linear de h de maneira usual. Além disso,

denotamos por Hc a complexi�cação de H,

Hc := {e ∈ C4, e · e = −1}, (3.23)

onde o ponto é a extensão bilinear da métrica de Minkowski para C4, e por T+ o tubo

consistindo de todos os pontos em Hc, cuja parte imaginária está no interior do cone de

luz futuro V+ ⊂ R4. Vamos considerar o subconjunto Θ de T+ da forma:

Θ = Hc ∩
(
K1 + iR+K2

)
, (3.24)

onde K1 e K2 são subconjuntos compactos de R4 e K2 está contido no cone de luz futuro.

Proposição 3.2.5. (i) A função intertwiner v satisfaz a relação de intertwiner:

D(s)
(
R(A, p)

)
◦ v(Λ(A)−1p,Λ(A)−1e) = v(p, e) ◦D(A) ∀ A ∈ SL(2,C) (3.25)

Em que Λ(A) ∈ L̃↑+ transformação de Lorentz através de elementos do SL(2,C).

O intertwiner conjugado vc satisfaz a mesma relação, mas com D(A) substituído pelo

complexo conjugado D(A).
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(ii) Para quase todos os p, a distribuição vr(p, e) é o valor de contorno de uma

função ṽr(p, e)39 em H+
m×T+, que é, para quase todos os p, analítica em e ∈ T+ e satisfaz

o seguinte limite: existe uma constante n ∈ N0 e uma função M em H+
m que é localmente-

L2 em relação à medida dµ e polinomialmente limitada, e para cada Θ ⊂ T+ da forma

indicada na Eq. (3.24), existe uma constante c = cΘ tal que para todos os e ∈ Θ assegura

‖ṽr(p, e)‖ ≤ cM(p) |Im e|−n. (3.27)

Aqui, | · | denota qualquer norma em R4 e a norma ṽr refere-se ao pequeno espaço de

Hilbert h(s).

(iii) O intertwiner conjugado vc é unicamente �xado por v via a relação

D(s)(j̃1) vc(−j1p, e) e(r) = v(p, j1e)D(j̃1) e(r), (3.28)

onde o lado direito é de�nido como a extensão analítica de v(p,Λ1(t)e) D(A1(t))e(r) em

t = iπ (depois de integrado com uma função de teste em e.)40

Demonstração. Para mostrar (i) aplicamos a = 0 nas Eqs. (3.14) e (3.15), o que implica

D(s)
(
R(A, p)

)
(ϕr(x, e)Ω)(Λ(A)−1p) =

(
ϕr′(Λ(A)x,Λ(A)e)D(A)r′rΩ

)
(p).

Usando as Eqs. (3.13) e (3.16), temos o lado esquerdo igual a

D(s)
(
R(A, p)

)
(2π)−

3
2 eiΛ(A)−1p·xvr(Λ(A)−1p, e)) = (2π)−

3
2 eip·Λ(A)xvr′(p,Λ(A)e)D(A)r′r.

39 Isso signi�ca que para h ∈ D(H) e quase todos os p, vr(p, h) é obtido como uma integral (fraca)

vr(p, h) =

∫
H

dσ(e)h(e) ṽr(p, e), (3.26)

onde se deixa os argumentos e de ṽr(p, e) aproximar H de Hc dentro do tubo após a integração, veja [26,

Teorema A.2 ].
40Onde D(j̃1)

.
= D(A1(t)) |t=iπ é a extensão analítica para t = iπ e de acordo com a nota de rodapé

11, temos D(j̃1)µ1···µn,α
.
= Λ(j̃1)µ1

⊗ · · · ⊗ Λ(j̃1)µn ⊗ Scα(A1(t)) |t=iπ, com

Sc(A1(t))
.
=

 e−
t
2σ1 0

0 e
t
2σ1

 e Sc(A1(t)) |t=iπ=

 −iσ1 0

0 iσ1

 .

Lembrando que o fator Scα(A1(t)) |t=iπ só irá aparecer quando tratarmos os campos fermiônicos.
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Através dessa última equação, usando o fato de que eiΛ(A)−1p·x = eip·Λ(A)x, veri�ca-se que

a família de distribuições vr deve satisfazer

D(s)
(
R(A, p)

)
vr(Λ(A)−1p,Λ(A)−1e) =

N∑
r′=1

vr′(p, e)D(A)r′r.

Isso produz Eq. (3.25).

Um argumento semelhante vale para demonstrar que o intertwiner conjugado vc

satisfaz a mesma relação, mas com D(A) substituído por D(A).

As partes (ii) e (iii) já foram demostradas em [9, Teorema 3.3 (iii)] para a representação

trivial D(Λ) = 1 , usando a propriedade de Bisognano-Wichmann, que é válido para todos

modelos massivos localizados tipo-string [27].

De acordo com a Proposição 3.2.4 temos que o representante da extensão analítica

é dado pela Eq. (3.10). Este é o mesmo representador de [9]. A partir daqui, temos

as mesmas suposições que [9], exceto que nosso D não é trivial. No entanto, D é uma

representação de dimensão �nita que se estende analiticamente, de modo que todos os

argumentos relativos à analiticidade e limites são válidos. A única modi�cação é a relação

entre vc e v, que corresponde a Eq. (30) em [9]. Ao invés dessa relação, chegamos à

Eq. (3.28). Portanto, vamos aqui mostrar a parte (iii). Através do Teorema de Bisognano-

Wichmann, ver Apêndice C, temos:

t 7→ (U(A1(t))ϕr(x, e)Ω)(p), é holomorfa para R + i(0, π) (3.29)

U(j̃1)(U(A1(t))|t=iπϕr(x, e)Ω) = cϕ∗r(x, e)Ω (3.30)

A Eq. (3.30) pode ser reescrita levando em consideração que U(j̃1) é antilinear como:

(U(A1(t))|t=iπϕr(x, e)Ω)(p) = c̄U(j̃1)
(
ϕ∗r(x, e)Ω

)
(p) (3.31)

Usando a covariância, Eq. (3.4), tem-se:(
U(A1(t))ϕr(x, e)Ω

)
(p) = Dr′r(A1(t))

(
ϕr′(Λ1(t)x,Λ1(t)e)Ω

)
(p) (3.32)

Utilizando a Eq. (3.13), na equação (3.32), tem:(
U(A1(t))ϕr(x, e)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2Dr′r(A1(t))eipΛ1(t)xvr′(p,Λ1(t)e) (3.33)
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Pegando o lado direito da equação (3.31)41 e usando a Proposição 3.2.4, tem-se:(
U(j̃1)ϕ∗r(x, e)Ω

)
(p) = D(s)(j̃1)

(
ϕ∗r(x, e)Ω

)
(−j1p), (3.34)

Utilizando a Eq. (3.16), na Eq. (3.34), chega-se a,(
U(j̃1)ϕ∗r(x, e)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2D(s)(j̃1)e−ij1pxvcr(−j1p, e) (3.35)

De acordo com a equação (3.31), fazendo a extensão analítica para t = iπ, deve-se ter as

equações (3.33) e (3.35) iguais, portanto, será obtido:

(2π)−
3
2D(s)(j̃1)e−ij1pxvcr(−j1p, e) = (2π)−

3
2 eipΛ1(iπ)xDr′r(A1(t))vr′(p,Λ1(t)e)|t=iπ. (3.36)

Com isso, obtemos o resultado:

D(s)(j̃1) vcr(−j1p, e) = Dr′r(j̃1)) vr′(p, j1e), (3.37)

o que produz a relação (3.28).

Usamos na Eq. (3.36) o fato de que D(s)(j̃1) é antilinear e Λ1(t) |iπ= j1, veja Eq. (C.1).

�

Observação: Para referências futuras, para s = n com n ∈ N0, ou seja para os

bósons, colocamos o fato de que a representação (3.5) se estende ao grupo próprio de

Poincaré, por representantes adjuntando a transformação PT, PT
.
= −1 .42

Há um operador de conjugação representando a transformação PT, isto é, uma involução

antiunitária D(n)(−1 ) que comuta com todos os D(n)(R), R ∈ SO(3). O operador PT é

dado por43 (
U (m,n)(−1 )ψ

)
(p)

.
= D(n)(−1 )ψ(p), (3.38)

onde D(n)(−1 ) é o operador antiunitário de�nido por:

D(n)(−1 )
.
= D(n)(R1(π)) ◦D(n)(j̃1)

41De�nimos U ′(j̃1)
.
= c̄ U(j̃1), mas sem perder generalidade podemos fazer c = 1.

42Veja [20, Seção 2].
43Onde j1 = −R1(π), −1 = R1(π) ◦ j1 e U(−1 ) = U(R1(π)) ◦ U(j̃1).
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e a relação entre v e vc é

D(n)(−1 ) vc(p, e) e(r) = v(p,−e)D(−1 ) e(r). (3.39)

Aqui, D(−1 ) surge da componente unitária via continuação analítica de uma represen-

tação uniparamétrica. Note que D(−1 ) é linear, enquanto D(n)(−1 ) é antilinear.

Vamos mostrar a Eq. (3.39).

Demonstração. A transformação PT
.
= −1 é a composição de uma rotação-π sobre o

eixo-1, com j1, onde j1 = −R1(π). Escolhendo a família Bp, com p ∈ H+
m, de modo que

R1(π) ◦Bp = BR1(π)p ◦R1(π), (3.40)

a rotação de Wigner satisfaz R(R1(π),−j1p) = R1(π) para todo p e usando Eq. (3.10),

produzimos a Eq. (3.38). Aplicando as propriedades de intertwiner de v e vc para a

rotação R1(π) claramente temos que a Eq. (3.28) e a Eq. (3.39) estão �xadas uma em

relação a outra.

De�nição 3.2.6 (Intertwiners). Uma família de distribuições vr, r = 1, . . . , N , com as

propriedades intertwiner (i) e analicidade (ii) da Proposição 3.2.5 é chamado de Intertwi-

ner de Wigner de D para D(s). Dado um Intertwiner de Wigner v, seu conjugado vc é

de�nido pelo Teorema Bisognano-Wichmann[27]44, ou seja, pela Eq. (3.28). O intertwiner

v é chamado autoconjugado se v = vc.

Note que para o momento de referência p = p̄, o intertwiner v(p̄, e)
.
= v̂(e) satisfaz

a �pequena relação de intertwiner�

D(s)(R) ◦ v̂(R−1e) = v̂(e) ◦D(R), R ∈ SU(2), (3.41)

uma vez que R ∈ SU(2) a rotação de Wigner R(R, p̄) coincide com R.

44Colocamos o Teorema no Apêndice C.
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Demonstração. Para mostrar a �pequena relação de intertwiner� para p̄, primeiro usamos

o fato de que Λ−1p = p̄ na Eq. (3.25), depois identi�camos nessa equação que p = p̄,

A = R e que Λ(R)x := Rx e por último utilizamos que R(R, p̄) = R. Isso irá produzir a

Eq. (3.41).

Por outro lado, a função intertwiner pode ser recuperada de v̂(e) pela identidade

v(p, e) = v̂(B−1
p e) ◦D(B−1

p ), (3.42)

que também segue da relação de intertwiner (3.25) uma vez que R(Bp, p) = 1 45.

Demonstração. Para mostrar a Eq. (3.42), primeiro pegamos a Eq. (3.25) e identi�camos

A = Bp e que Λ(Bp)x := Bpx. Depois usamos que B−1
p p = p̄ e que R(Bp, p) = 1 isso já

conclui a demostração.

Assim, a construção de funções de intertwiners resume-se a encontrar as soluções

para a relação (3.41).

3.2.2 Dos intertwiners para campos quânticos livres

Por outro lado, pode-se construir um campo livre por meio dos intertwiners de

Wigner, como é feito na monogra�a de Weinberg [1] para campos com localização tipo-

ponto. O primeiro passo é construir um intertwiner de Wigner a partir, de uma dada

representação D, do grupo Lorentz ou de SL(2,C) para D(s). Isso pode ser feito da

seguinte maneira:

Primeiro encontre uma solução v̂(e) para a �pequena relação de intertwiner�

Eq. (3.41), que tenha as propriedades analíticas necessárias, a saber, que é o valor de

contorno de uma função analítica no tubo T+. Então de�na v(p, e) como na Eq. (3.42).

45De acordo com Proposição 3.2.5, temos que o v̂c irá satisfazer a mesma �pequena relação de intertwi-

ner� trocando o D(R) por D(R) e para recuperar o vc(p, e) basta trocar D(B−1p ) por D(B−1p ). Portanto,

temos, D(s)(R) ◦ v̂c(R−1e) = v̂c(e) ◦D(R) e vc(p, e) = v̂c(B−1p e)◦D(B−1p ).
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Este é um intertwiner de Wigner no sentido da De�nição 3.2.6. A partir daqui, de�na o

intertwiner conjugado vc(p, e) pelo Teorema de Bisognano-Wichmann Eq. (3.28).

Em um segundo passo, constrói-se um campo livre do intertwiner de Wigner e de

seu conjugado. Denotamos por H, U e Ω o espaço Fock sobre H(m,s) (para spin inteiro,

o espaço de Fock Bosônico e para spin semi-inteiro, o espaço de Fock Fermiônico), a

segunda quantização da representação de uma partícula U (m,s) e o espaço de Fock-vácuo

invariante sobre U (m,s), respectivamente. Denotamos também a∗(ψ) e a(ψ), com ψ ∈

H(m,s), os operadores criação e aniquilação. Dado um par de funções de teste f ∈ S(R4) e

h ∈ D(H), deixe ψr ser o vetor de uma partícula de�nido pelo lado direito da Eq. (3.20),

e analogamente deixe ψcr ser de�nido por

ψcr(p)
.
= (2π)−

3
2 ˆ̄f(p) vcr(p, h̄).

(Claro que, ψr depende linearmente das funções de teste (f, h), enquanto ψcr depende

antilinearmente delas.)

Se exigirmos que ϕ∗(x, e) = ϕ(x, e), isso implica ϕ∗(f, h) = ϕ(f̄, h̄), portanto, a demos-

tração da relação acima de ψcr(p) é feita de forma análoga à prova da Eq. (3.20), em que

seria só substituir o
(
ϕ(f, h)Ω

)
(p) por

(
ϕ(f̄, h̄)Ω

)
(p).

Então de�na

ϕr(f, h)
.
= a∗(ψr) + a(ψcr).

Por uma versão do teorema de Jost-Schroer [10, 15, 28], este é o campo livre único

(módulo uma equivalência unitária) com a função intertwiner dada v. Vamos reescrevê-lo

na notação informal usual, assim simbolicamente

a∗(ψ) =:

∫
dµ(p)

2s+1∑
k=1

ψk(p)a∗(p, k), a(ψ) =:

∫
dµ(p)

2s+1∑
k=1

ψk(p)a(p, k).

Aqui, o subscrito k indica as componentes em relação à uma base {e(k)} em h(s), ou seja,

ψ(p) =
∑

k ψ
k(p) e(k), e a integral é feita através da concha de massa H+

m. Então

ϕr(x, e) = (2π)−
3
2

∫
dµ(p)

2s+1∑
k=1

{
eip·xvkr (p, e) a∗(p, k) + e−ip·xvc,kr (p, e) a(p, k)

}
. (3.43)
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Chamamos isso de campo livre para o intertwiner de Wigner v46. É claro que é hermitiano

se e somente se o intertwiner for autoconjugado, vc = v.

Podemos entender o campo dessa forma, Eq (3.43). A saber, a Eq. (3.13) pode ser escrita

como

(
ϕr(x, e)Ω

)k
(p) = (2π)−

3
2 eip·xvkr (p, e) = (2π)−

3
2

∫
dµ(q)eiqxvlr(q, e)(a

∗(q, l)Ω)k(p), (3.44)

com p ∈ H+
m.

Para escrever dessa forma usamos a Eq. (2.15) se o campo for bosônico e a Eq. (2.16) se

for fermiônico, a saber, (a∗(q, l)Ω)k(p) = 2ωm(p)δklδ(p− q).

Como queremos ϕr(x, e)∗Ω 6= 0, pois de acordo com o Teorema de Reeh-Schlieder [10,

Teorema 4.3 ], ϕr(x, e)∗Ω = 0 implica que ϕr(x, e)∗ = 0 será de�nido ϕr(x, e) da seguinte

forma:

ϕr(x, e) := (2π)−
3
2

∫
dµ(q)eiqxvlr(q, e)a

∗(q, l) + Ar, (3.45)

com ArΩ = 0, porém A∗rΩ 6= 0. Segundo o Teorema de Bisognano-Wichmann, para o caso

de campos quânticos com localização tipo-string [27], tem-se ϕr(x, e)∗Ω ∈ H1. Portanto,

aplicando o adjunto na equação (3.45), pode-se encontrar A.

Tem-se: (ϕr(x, e)
∗Ω)k(p) = (A∗rΩ)k(p). Logo devemos, então, escrever a Eq. (3.16) como:

(
ϕr(x, e)

∗Ω
)k

(p) = (2π)−
3
2 eip·xvc,kr (p, e) = (2π)−

3
2

∫
dµ(q)eiqxvc,lr (q, e)(a∗(q, l)Ω)k(p),

(3.46)

com p ∈ H+
m. De acordo com a equação (3.46), tem-se que:

Ar = (2π)−
3
2

∫
dµ(q)e−iqxvc,lr (q, e)a(q, l),

Substituindo Ar na Eq. (3.45), obtemos a Eq. (3.43).

A função de dois pontos para dois campos como ϕ1,r e ϕ2,r com os respectivos

46Para os férmions, deve-se substituir na Eq. (3.43), a∗ e a por b∗ e d, respectivamente. Em que b∗ cria

partícula e d∗ cria a anti-partícula.
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intertwiners de Wigner v1 e v2 sai como47

( Ω, ϕ1,r(x, e)ϕ2,r′(x
′, e′)Ω ) =(2π)−3

∫
dµ(p) e−ip·(x−x

′) Mϕ1ϕ2

r,r′ (p, e, e′) (3.47)

Mϕ1ϕ2

r,r′ (p, e, e′) = ( vc1r(p, e), v2r′(p, e
′) )h(s) , (3.48)

em que ( ·, · ) e ( ·, · )h(s) indicam os produtos escalares no espaço Fock H bosônico e

no pequeno espaço de Hilbert h(s), respectivamente. A distribuição Mϕ1ϕ2

r,r′ (p, e, e′) é a

transformada de Fourier da função de dois pontos, após separar o fator delta da concha

de massa, a qual denominamos de parte da função de dois pontos sobre a concha. Note

que a positividade da função de dois pontos é satisfeita por construção.

Demonstração. Substituindo a Eq. (3.43) na Eq. (3.47), temos

( Ω, ϕ1,r(x, e)ϕ2,r′(x
′, e′)Ω ) =

= (2π)−3

∫
dµ(p)

∫
dµ(q)

(
Ω, e−ip·xvc,k1r(p, e) a(p, k)eiq·x

′
vl2r′(q, e) a

∗(q, l)Ω
)
h(s)

=

= (2π)−3

∫
dµ(p)

∫
dµ(q) e−ip·xeiq·x

′
vc,k1r(p, e)v

l
2r′(q, e)

(
Ω, a(p, k) a∗(q, l)Ω

)
h(s)

= · · ·

Das Eqs. (3.11) e (2.15), temos

· · · = (2π)−3

∫
dµ(p)

∫
d3q

2ωm(q)
e−ip·xeiq·x

′
vc,k1r(p, e)v

l
2r′(q, e)

(
2ωm(p)δk,lδ

(
p− q)

)
h(s)

=

(2π)−3

∫
dµ(p)e−ip·(x−x

′)
(
vc1r(p, e), v2r′(p, e

′)
)
h(s)
.

Proposição 3.2.7. Seja v(p, e) um intertwiner de Wigner de D(s) para D no sentido

da De�nição 3.2.6, com seu respectivo vc(p, e), de�nido pela Eq. (3.28). Então o campo

47Essa de�nição será utilizada apenas para o caso de spin inteiro, s = n com n ∈ N0, pois campos

com spin semi-inteiro, s = n + 1
2 com n ≥ 1, não são observáveis no sentido de que uma rotação de 2π

gera um sinal. Além disso, há o fato de que o adjunto do campo semi-inteiro cria antipartícula que não

coincide com a partícula, portanto, se a de�nição fosse a mesma, a função de dois pontos seria igual a

zero. Para campos com spin semi-inteiro de�nimos a função de dois pontos no Capítulo 5, de acordo com

a Eq. (5.16) abaixo.
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de�nido na Eq. (3.43) é uma distribuição com valor operador.48 É localizado tipo-string e

covariante no sentido das Eqs. (1.2) e (3.12). Além disso, satisfaz as propriedades Reeh-

Schlieder e Bisognano-Wichmann (veja abaixo). Ademais, a simetria CPT49 assegura:

U(j̃1)ϕr(x, e)U(j̃1)−1 =
N∑
r′=1

ϕr′(j1x, j1e)
∗D(j̃1)r′r. (3.49)

Os campos construídos via Eq. (3.43) por diferentes intertwiner de Wigner de D(s) para

o mesmo D são relativamente localizados tipo-string entre si.

Pela propriedade Reeh-Schlieder queremos dizer que os polinômios dos campos já

geram um conjunto denso a partir do vácuo quando integrado com função de teste dentro

de conjuntos arbitrários, �xos e abertos O ⊂ R4 e U ⊂ H. A propriedade Bisognano-

Wichmann signi�ca que o grupo modular e a conjugação modular da álgebra associada à

uma cunhaW coincidem com os representantes dos boosts ΛW (t) e a re�exão jW associada

para W , respectivamente, veja por exemplo [29].

Demonstração. Para mostrar a propriedade de distribuição (fraca), é su�ciente mostrar

pelo teorema de Wick que ϕr(x, e)Ω é uma distribuição com valores no espaço de uma

partícula. Para esse �m, note que a Eq. (A.6) do Lema A.3 em [8] implica que vr(p, h),

tal como de�nido na Eq. (3.26), é limitado em norma por

‖vr(p, h)‖h(s) ≤M(p)N(h),

onde M é uma função positiva na concha de massa que é localmente L2 em relação

a medida dµ(p) e polinomialmente limitada,50 e N(h) é uma soma de seminormas da

topologia de D(H). Escrevendo o vetor ϕr(f, h)Ω que depois de integrado com função de

teste como em Eq. (3.20), isso produz o limite

‖ϕr(f, h)Ω‖2 ≤ N(h)2N ′(f̂)2(2π)−3

∫
dµ(p)(1 + |p|n)−2M(p)2 ≤ cN(h)2N ′′(f)2,

48 Com isso queremos dizer que (x, e) 7→
(
φ, ϕ(x, e)Ψ

)
com Ψ, φ ∈ D = {ϕ(f1) . . . ϕ(fn)Ω} [10].

49O teorema CPT é o princípio segundo o qual os sistemas físicos são invariantes para transformações

que envolvem, concomitantemente, as operações de inversão da carga C, inversão de paridade P e inversão

do tempo T .
50Existe um n su�cientemente grande, tal que (1 + |p|n)−1M(p) ≤ c.
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onde N ′(·) e N ′′(·) são somas (ponderadas) de seminormas na topologia de Schwartz, e |p|

é alguma norma euclidiana de p. (Escolhemos N ′ de modo que |f̂(p)| ≤ (1 + |p|n)−1N ′(f̂)

e usamos que existe N ′′(f) dominando N ′(f̂), pela continuidade da transformada de

Fourier.) Isso conclui a prova de que o campo é uma distribuição (fraca), no sentido da

nota de rodapé 48.

O campo é de�nido justamente para que as Eqs. (3.13) e (3.16) sejam mantidas.

Assim, o vetor de uma partícula U(A)ϕr(x, e)Ω é, por construção, dado pela seguinte

função com valores-h(s) na concha de massa:(
U(A)ϕr(x, e)Ω

)
(p) = eiΛ

−1p·xD(s)(R(A, p)) vr(Λ(A)−1p, e).

Pela propriedade de intertwiner (3.25) de v(p, e) o lado direito coincide com

eip·Λx
N∑
r′=1

vr′(p,Λ(A)e)D(A)r′r ≡
N∑
r′=1

(
ϕr′(Λ(A)x,Λ(A)e)Ω

)
(p)D(A)r′r.

Como Ω é invariante sob U , mostramos que a identidade (3.12) dos operadores é

válida se aplicada ao vetor de vácuo. Pelo teorema de Reeh-Schlieder, isso implica que os

operadores coincidem, portanto, Eq. (3.12). Um argumento semelhante mostra a simetria

CPT, Eq. (3.49).

Como a prova de localidade em strings (1.2) em [9] se baseia no conceito de locali-

zação modular que não é abordado nessa pesquisa, uma prova direta da relativa localidade

de strings, pode ser entendida a partir de uma ligeira adaptação da prova em [8]. Seja

v′(p, e) um segundo intertwiner de Wigner de D(s) para D e deixe ϕ′r(x, e) ser o campo

correspondente.

Suponha que (x, e) e (x′, e′) satisfaçam a condição para Eq. (1.2). Então há uma

vizinhança U e U ′ de e e e′, respectivamente, de forma que os cones tipo-espaço C
.
=

x + R+
0 U e C ′

.
= x′ + R+

0 U
′ são separados tipo-espaço. Isto implica [30] que existe uma

região da cunha (wedge) W da forma W = a + ΛW1 para alguma transformação de

Poincaré (a,Λ), tal que C ⊂ W e C ′ ⊂ W ′, onde W ′ denota o complemento causal de

W . Por invariância de translação da função de dois pontos, podemos supor que a cunha



3.2 Campos Quânticos e Intertwiners Wigner 56

contém a origem, ou seja, a = 0. Então x está na cunha W e U está contido em seu

fecho [9, Lema A1 ], uma vez que U é aberto, está no interior de W . Assim, x e e estão

em W e, da mesma forma, x′ e e′ estão no interior de W ′.

Seja jW e ΛW (t) uma re�exão e um boost, respectivamente, correspondendo a W ,

isto é, jW
.
= Λ j1 Λ−1 e ΛW (t)

.
= ΛΛ1(t)Λ−1. Denote por gt a transformação do grupo

próprio não ortócrono de Poincaré ΛW (−t)jW e D(g̃t) := D(AA1(−t)A−1) ◦D(A j̃1A
−1),

com A ∈ SL(2,C), tal que Λ(A) = Λ, A1(t)
.
= e

tσ1
2 e D(A j̃1A)

.
= D(AA1(t)A) |t=iπ .

Então se veri�ca a relação(
Ω, ϕr(x, e)

∗ϕ′r′(g
−1
t x′, g−1

t e′)Ω
)

=
∑
s,s′

( Ω, ϕ′s′(x
′, e′)ϕs(gtx, gte)

∗Ω ) D(g̃t)srD(g̃t)s′r′ . (3.50)

Usamos sucessivamente a invariância de Ω em U ≡ U(g̃t) := U(AA1(−t)j̃1A−1), antiuni-

tariedade de U , a saber, ( Ω, ψ ) = (U−1Ω, ψ ) = (Uψ,Ω ), em seguida a simetria CPT,

Eq. (3.49), e a covariância, Eq. (3.12). Finalmente, juntamos os operadores de campo

para o lado direito do produto escalar.

A função com valores-matrizes D(g̃t) (e, portanto, D(g̃t)) é função inteira51 no

boost com parâmetro t. Note que jW e ΛW (t) comutam, portanto, g−1
t = g−t e para t na

faixa R+ i(0, π) as partes imaginárias de gtx, gte, g−tx′ e g−te′ todas estão no cone de luz

futuro V+ (ver por exemplo Eq. (A.7) em [9]). Agora a função de dois pontos é uma função

analítica da segunda variável-x no tubo R4+iV+ devido ao suporte de sua transformada de

Fourier e, também, da segunda variável-e no tubo T+ devido à analiticidade da função de

intertwiner. Portanto, a equação (3.50) se estende, pelo princípio de re�exão de Schwarz,

a partir do limite em Im t = 0 sobre a faixa inteira até o limite superior e os valores de con-

torno em t = iπ coincidem para ambos os lados. Mas ΛW (±iπ) = jW , ou seja, g±iπ = 1.

Uma vez que D(g̃t)|t=iπ := D(AA1(−t)A−1)|t=iπ ◦D(A j̃1A) = ΛΛ1(−t)Λ−1|t=iπΛj1Λ−1⊗

· · · ⊗ ΛΛ1(−t)Λ−1|t=iπΛj1Λ−1 ⊗ Sc(AA1(−t)A−1)|t=iπSc(AA1(t)A−1)|t=iπ,52 temos que

51Uma função inteira (entire analytic), também chamada de função integral, é uma função de valor

complexo que é holomór�ca em todo o plano complexo
52Onde Sc(AA1(t)A−1)|t=iπ = Sc(A)Sc(A1(t))|t=iπSc(A−1) e Sc(A1(t) de�nido na nota de rodapé 40.
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D(g̃iπ) = giπ ⊗ · · · ⊗ giπ ⊗ 1 = 1 ⊗ · · · ⊗ 1 ⊗ 1 . E D(g̃t)|t=iπ = ΛΛ1(−t)Λ−1|t=iπΛj1Λ−1⊗

· · · ⊗ ΛΛ1(−t)Λ−1|t=iπΛj1Λ−1 ⊗ Sc(AA1(−t)A−1)|t=iπSc(AA1(t)A−1)|t=iπ.

Uma vez que Sc(A1(−t))|t=iπ = Sc(A1(−t))|t=iπ =

 iσ1 0

0 −iσ1

 e Sc(A1(t))|t=iπ = iσ1 0

0 −iσ1

 , temos que D(g̃t)|t=iπ = 1 ⊗· · ·⊗1 ⊗−1 . Portanto, D(g̃t)|t=iπ é igual a 1

para os bósons e −1 para os férmions, então a Eq. (3.50) em t = iπ é apenas a localidade

das funções de dois pontos. Isto implica a localização dos campos pelos argumentos

usuais de Jost-Schroer. As propriedades de Reeh-Schlieder e Bisognano-Wichmann são

mostradas como [9, Teorema 3.3 ]. �

W1

W'1

Sx',e'

x

e

x'

e'

x0

x1

x,e

Figura 3.1: cunha

A �gura 3.1 nos permite visualizar a cunha (wedge)W1 e o seu complemento causal

W ′
1, com seus respectivos strings.

3.2.3 Observação no caso localizado tipo-ponto

O conceito de intertwiner permite uma prova fácil de que um campo livre locali-

zado tipo-ponto para um determinado tipo de partícula (m, s) e transformando sob uma

representação irredutível D é único módulo equivalência unitária: no caso de localização
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tipo-ponto, o intertwiner não depende de e. Portanto, o mapa v̂ ≡ v(p̄) de h para h(s)

também é independente de e, e a Eq. (3.41) signi�ca apenas que é um intertwiner no

sentido usual.

Este intertwiner existe se e somente se D|SU(2) contém D(s) como uma subre-

presentação. Este é o caso se D contém alguma representação irredutível D(j,k) com

|j − k| ≤ s ≤ j + k. Cada uma dessas representações D(j,k)|SU(2) contém a represen-

tação do spin-s do grupo de rotação exatamente uma vez e, portanto, o correspondente

intertwiner v̂(j,k) é único módulo um fator. Consequentemente, se a representação D for

irredutível, o campo será exclusivo (módulo equivalência unitária).

Essa exclusividade não é válida para campos localizados tipo-string. Em particular,

v(p, e) pode ser multiplicado com F (p·e), onde F é o valor de contorno de qualquer função

analítica (numérica) no semi-plano complexo superior.

3.2.4 Recordando campo quântico livre escalar s = 0

Antes de começar a mostrar os resultados para os campos com spin geral s diferente

de zero obtidos, fazemos aqui uma recordação para o caso do campo quântico escalar s = 0

com localização tipo-ponto. Escolhemos fazer o caso do campo com localização tipo-ponto

devido ao fato de que o campo escalar localizado tipo-string não pode ser escrito como

seu correspondente tipo-ponto mais termos que são derivadas de algum campo localizado

tipo-string, Eq. (1.5). O espaço de representação nesse caso é H(m,0) := L2(H+
m, dµ), em

que dµ(p) é a medida invariante de Lorentz em H+
m e U (m,0) age de acordo com(

U (m,s)(a,A)ψ
)
(p) = eip·aψ(Λ−1p) . (3.51)

O campo livre escalar é caracterizado por:

(i) Satisfazer a equação de Klein-Gordon
(
� +m2

)
ϕ(x) = 0, ou alternativamente por,

(ii) ϕ(x)Ω ∈ H1 = H(m,0) ∼= Representação unitária irredutível de P̃↑+ correspondente a

massa m > 0 e spin s = 0, estado de uma partícula.

O campo quântico ϕ(x), no caso escalar, deve satisfazer às seguintes exigências:
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Covariância:

U(a,A)ϕ(x)U(a,A)−1 = ϕ(a+ Λx) (3.52)

Causalidade:

[ϕ(x), ϕ(y)] = 0 (3.53)

se (x− y)2 < 0 (intervalo entre dois eventos no R4, denominado de tipo espaço).

Tem-se então: (
U(a,A)ϕ(x)Ω

)
(p) = eip·a(ϕ(x)Ω)(Λ−1p). (3.54)

q(
U(a,A)ϕ(x)U(a,A)−1Ω

)
(p) =

(
ϕ(a+ Λx)Ω

)
(p). (3.55)

Fazendo x = 0 e Λ = 1 nas duas equações (3.54) e (3.55), pode-se concluir que(
ϕ(x)Ω

)
(p)

.
= (2π)−

3
2 eip·xv(p) com v(p) = (2π)

3
2

(
ϕ(0)Ω

)
(p).53

Facilmente se percebe através das equações (3.54) e (3.55), quando se faz a = 0 que(
ϕ(x)Ω

)
(Λ−1p) =

(
ϕ(Λx)Ω

)
(p) obtém-se eiΛ

−1p·xv(Λ−1p) = eip·Λxv(p). Com isso, chega-se

à equação.

v(Λ−1p) = v(p), p ∈ H+
m. (3.56)

Como L↑+ age transitivamente em H+
m �ca-se a conclusão de que v(p) é uma constante

e que, por convenção, faze-se a constante igual54 a 1, obtendo com tudo isso a seguinte

equação: (
ϕ(x)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2 eip·x = (2π)−

3
2

∫
dµ(q)eiq·x(a∗(q)Ω)(p) (3.57)

Com p ∈ H+
m.

Como queremos que ϕ∗(x)Ω 6= 0, pois de acordo com o Teorema de Reeh-Schlieder

[10, Teorema 4.3], ϕ∗(x)Ω = 0 implica ϕ∗(x) = 0, com isso, de�ni-se ϕ(x) da seguinte

53Podemos também a partir das equações (3.54) e (3.55) veri�car que e−ip·x
(
ϕ(x)Ω

)
(p) é independente

de x, por esta razão �zemos tal de�nição para v(p).
54O fator (2π)−

3
2 na de�nição do v(p) foi introduzido para que a relação canônica de comutação seja

satisfeita uma vez que escolhemos a constante igual a 1, a saber, [ϕ(0,x), ϕ̇(0,y)] = iδ(x− y).
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forma:

ϕ(x) := (2π)−
3
2

∫
dµ(q)eiqxa∗(q) + A, (3.58)

e deve-se ter AΩ = 0. Porém A∗Ω 6= 0 e devido ao Teorema de Bisognano-Wichmann

[31, 32] tem-se ϕ∗(x)Ω ∈ H1. Portanto, aplicando o adjunto na equação (3.58), pode-se

encontrar o A. Assim, tem-se ϕ∗(x)Ω = A∗Ω, deve-se então encontrar o ϕ∗(x)Ω.

Utilizando o espaço de representação (3.51) e a covariância (3.52) para o ϕ∗(x),

temos: (
U(a,A)ϕ∗(x)Ω

)
(p) = eip·a(ϕ∗(x)Ω)(Λ−1p). (3.59)

q(
U(a,A)ϕ∗(x)U(a,A)−1Ω

)
(p) =

(
ϕ∗(a+ Λx)Ω

)
(p). (3.60)

Fazendo x = 0 e Λ = 1 nas equações (3.59) e (3.60) pode-se concluir que
(
ϕ∗(x)Ω

)
(p)

.
=

(2π)−
3
2 eip·xvc(p) com vc(p) = (2π)

3
2

(
ϕ∗(0)Ω

)
(p).

Facilmente se percebe através das equações (3.59) e (3.60) quando se faz a = 0

que
(
ϕ∗(x)Ω

)
(Λ−1p) =

(
ϕ∗(x)Ω

)
(p) obtém-se eiΛ

−1p·xvc(Λ−1p) = eip·Λxvc(p). Com isso,

chega-se à equação:

vc(Λ−1p) = vc(p), p ∈ H+
m. (3.61)

Como L↑+ age transitivamente em H+
m, chega-se à conclusão de que v

c(p) é uma constante

que, pela mesma justi�cativa anterior, será igual à constante no caso de v(p), obtendo

com tudo isso a seguinte equação:

(
ϕ∗(x)Ω

)
(p) = (2π)−

3
2 eip·x = (2π)−

3
2

∫
dµ(q)eiqx(a∗(q)Ω)(p) (3.62)

Com p ∈ H+
m. De acordo com a equação (3.62), tem-se que:

A = (2π)−
3
2

∫
dµ(q)e−iqxa(q)

Com isso, chega-se:

(ϕ(x)Ω)(p) := (2π)−
3
2

∫
dµ(q)eiqx(a∗(q)Ω)(p) + e−iqx(a(q)Ω)(p)
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E obtém-se o campo quântico livre escalar:

ϕ(x) = (2π)−
3
2

∫
dµ(p){eipxa∗(p) + e−ipxa(p)} (3.63)

A equação acima é uma forma simbólica, pois o signi�cado é:

ϕ(f) = a∗(Ef) + a(Ef̄),

Ef := ϕ(f)Ω = (2π)−
3
2 · f̂ |H+

m
≡ a∗(Ef)Ω uma aplicação linear, Ef̄ := ϕ∗(f)Ω =

(2π)−
3
2 · ̂̄f |H+

m
≡ a(Ef̄)Ω uma aplicação antilinear e ϕ(f) =

∫
d4xf(x)ϕ(x).

Tem-se:

f̂(p) :=

∫
d4xf(x)eip·x.

Usando as equações (2.13) e (2.14), tem-se:

ϕ(f) = a∗(Ef) + a(Ef̄) =

∫
dµ(p){a∗(p)Ef(p) + a(p)Ef̄(p)} (3.64)

ϕ(f) =

∫
d4xf(x)(2π)−

3
2

∫
dµ(p){eip·xa∗(p) + e−ip·xa(p)} (3.65)

Note que conseguimos criar o campo escalar livre, simplesmente através de exigên-

cias feitas no começo. Vale mencionar que a solução é única pelo teorema de Jost-Schroer

[10, Teorema 4.15], em que se tem somente uma constante livre e que, por convenção,

toma-se tal constante igual a 1.

Com o campo será veri�cada a covariância e condição de causalidade, mas

antes disso, será visto o comportamento dos operadores criação e aniquilação sobre

transformações, de�nidos pelas equações (2.13) e (2.14).

U(a,A)a∗(Φ)U(a,A)−1 =

∫
dµ(p)Φ(p)U(a,A)a∗(p)U(a,A)−1 (3.66)

mas, temos de [25]

U(a,A)a∗(Φ)U(a,A)−1 = a∗
(
U(a,A)Φ

)
= (3.67)

=

∫
dµ(p)

(
U(a,Λ)Φ

)
(p)a∗(p) =

∫
dµ(p)eip·aΦ(Λ−1p)a∗(p) (3.68)
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Fazendo Λ−1p = q e umas pequenas modi�cações pode-se comparar as equações (3.66) e

(3.68) e obter-se:

U(a,A)a∗(p)U(a,A)−1 = eiΛp·aa∗(Λp) (3.69)

De forma análoga pode-se fazer para o operador aniquilação:

U(a,A)a(Φ)U(a,A)−1 =

∫
dµ(p)Φ(p)U(a,A)a(p)U(a,A)−1 (3.70)

mas

U(a,A)a(Φ)U(a,A)−1 = a
(
U(a,A)Φ

)
= (3.71)

=

∫
dµ(p)

(
U(a,A)Φ

)
(p)a(p) =

∫
dµ(p)e−ip·aΦ(Λ−1p)a(p) (3.72)

Fazendo Λ−1p = q e umas pequenas modi�cações pode-se comparar as equações (3.70) e

(3.72) e obter-se:

U(a,A)a(p)U(a,A)−1 = e−iΛp·aa(Λp) (3.73)

Agora, há condições para mostrar a covariância (3.52) e causalidade (3.53).

Demonstração. Covariância

U(a,A)ϕ(x)U(a,A)−1 = U(a,A)(2π)−
3
2

∫
dµ(p){eip·xa∗(p) + e−ip·xa(p)}U(a,A)−1 = (3.74)

= (2π)−
3
2

∫
dµ(p){eip·xU(a,A)a∗(p)U(a,A)−1 + e−ip·xU(a,A)a(p)U(a,A)−1} = . . .

(3.75)

Através das equações (3.69) e (3.73) e de simples substituições de varáveis será obtido a

relação de covariância.

. . . = (2π)−
3
2

∫
dµ(p){eip·(Λx+a)a∗(p) + e−ip·(Λx+a)a(p)} = ϕ(Λx+ a). (3.76)

A partir da �função� de dois pontos conseguiremos veri�car a causalidade do campo

livre escalar. A �função�(distribuição) de dois pontos para o campo escalar é de�nida

através da seguinte equação.

w2(x, y) :=
(
Ω, ϕ(x)ϕ(y)Ω

)
(3.77)
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Pela covariância (3.52) é fácil ver que:

w2(x, y) = w2(Λx+ a,Λy + a) (3.78)

Demonstração. Pode-se escrever, usando a equação (3.52) que:

w2(Λx+ a,Λy + a) =
(
Ω, U(A)ϕ(x)U(A)−1U(A)ϕ(y)U(A)−1Ω

)
=

=
(
Ω, U(A)ϕ(x)ϕ(y)U(A)−1Ω

)
= . . .

Agora, usando o fato de que U(a,A)Ω = Ω, para todo (a,A) ∈ P↑+ tem-se

= . . .
(
Ω, ϕ(x)ϕ(y)Ω

)
= w2(x, y)

Escreve-se a função de dois pontos da seguinte forma w2(x, y) = w2(x − y, 0) :=

w(x − y). Com isso, vê-se que em particular a �função� de dois pontos só depende de

x− y, por isso será escrito w2(x, y) = w(x− y).

Escrevendo de forma explicita a �função� de dois pontos, tem-se:

(
Ω, ϕ(x)ϕ(y)Ω

)
= (2π)−3

∫
dµ(p)

∫
dµ(q)

(
Ω, e−ip·xa(p) · eiq·ya∗(q)Ω

)
= (3.79)

= (2π)−3

∫
dµ(p)dµ(q)e−i(p·x−q·y)

(
Ω, a(p)a∗(q)Ω

)
= (3.80)

= (2π)−3

∫
dµ(p)

d3~q

2ω(~q)
e−i(p·x−q·y)

(
Ω, [a(p), a∗(q)]− a∗(q)a(p)Ω

)
= (3.81)

= (2π)−3

∫
dµ(p)

d3~q

2ω(~q)
e−i(p·x−q·y)

(
2ωm(~p)δ(~p− ~q)

)
= . . . (3.82)

Utilizou-se a medida já de�nida anteriormente, a equação (2.15) e com isso chegou-se à

função de dois pontos.

. . . w2(x, y) = w(x− y) = (2π)−3

∫
dµ(p)e−ip·(x−y) (3.83)

Pode-se, agora, calcular o comutador [ϕ(x), ϕ(y)] para veri�car a condição de causalidade

dada pela Eq. (3.53).



3.2 Campos Quânticos e Intertwiners Wigner 64

Causalidade:

[ϕ(x), ϕ(y)] = (2π)−3

∫
dµ(p)dµ(q)

[
eip·xa∗(p)+e−ip·xa(p), eiq·ya∗(q)+e−iq·ya(q)

]
= (3.84)

= (2π)−3

∫
dµ(p)dµ(q){eip·x−iq·y[a∗(p), a(q)] + e−ip·x+iq·y[a(p), a∗(q)]} (3.85)

Mais uma vez, pode-se utilizar a equação (2.15) e obter

[ϕ(x), ϕ(y)] = (2π)−3

∫
dµ(p){e−ip·(x−y) − eip·(x−y)}. (3.86)

Note que obteve-se o seguinte resultado

[ϕ(x), ϕ(y)] = w(x− y)− w(y − x). (3.87)

Portanto, para ter a condição de causalidade satisfeita, deve-se ter (x− y)2 < 0.

i4(x− y) := w(x− y)− w(y − x) = 0 que implica w(x− y) = w(y − x) (3.88)

Pode-se encontrar a condição de causalidade de uma forma mais simples, levando em conta

que todos os comutadores relevantes são múltiplos da 1 (ver equação (3.84)). Tem-se que

[ϕ(x), ϕ(y)] = c1 e c é dado pelo valor esperado do comutador. Será calculado o valor

esperado no estado do vácuo e terá então:

[ϕ(x), ϕ(y)] = (Ω, [ϕ(x), ϕ(y)]Ω)1 = i4(x− y)1

Mostra-se a equação (3.88).

Demonstração.

i4(x−y) = (2π)−3

∫
dµ(p){e−ip·(x−y)−eip·(x−y)} = −(2π)−3(2i)

∫
dµ(p)sen[p · (x−y)] =

(3.89)

= (2π)−3(2i)

∫
dµ(p)sen[−p · (x− y)] = (3.90)

Sendo p = (ω(p),p) e x = (x0,x) e y = (y0,y). Primeiro, será calculado para x0 e y0

iguais a 0, com isso, �ca-se com:

i4(0,x−y) = w(0,x−y)−w(0,y−x) = −(2π)−3(2i)

∫
d3(p)

2ω(p)
sen[p ·(x−y)] = (3.91)
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= (2π)−3(2i)

∫
d3(p)

2ω(p)
sen[−p · (x− y)], (3.92)

se faz uma mudança de variável de +p −→ −p tem-se

(2π)−3(2i)

∫
d3(−p)

2ω(p)
sen[p · (x− y)] (3.93)

e usa-se que d3(−p) é igual a d3(p). Logo, obtém-se

(2π)−3(2i)

∫
d3(p)

2ω(p)
sen[p · (x− y)] (3.94)

Comparando esta última equação com a equação (3.91) implica que w(0,x−y)−w(0,y−

x) = 0. Se x− y 6= 0.

Observa-se que, para Λ ∈ L↑+, tem-se i4(0,x − y) = i4(Λ(0,x − y)) o que,

pela covariância, �ca facilmente determinado ver equação (3.78), implicando a invariância

sobre transformação de Lorentz.

Para completar a demonstração, tem-se que para (x− y)2 < 0 existe Λ, z = x− y

tal que, x − y = Λ(0, z), logo i4(x − y) = i4(Λ(0, z)) = 0. Com isso, �naliza-se a

demonstração da causalidade do campo escalar para (x− y)2 < 0.

3.3 Campos quânticos livres localizados tipo-ponto

com spin s arbitrário

Fazemos aqui uma breve revisão sobre campos quânticos localizados tipo-ponto

com spin s para mostrar que os intertwiners são únicos módulo constante como dito

anteriormente. A maneira como é feito o desenvolvimento é similar ao que foi feito na

seção 3.2.1. A diferença é que nesse caso os campos e os intertwiners são independentes

da variável e.

Portanto, os campos ϕr(x) irão satisfazer a mesma relação de covariância Eq. (3.12)

negligenciando a variável e e a representação de Wigner no espaço de uma partícula H1

é:
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(
U(a,A)ϕ

)
(p) = eip·aD(s)

(
R(A, p)

)
ϕ(Λ(A)−1p).

Será exigido que ϕr(x)Ω ∈ H1 ∼= H(m,s), representação unitária irredutível de P̃↑+
correspondente à massa m > 0 e spin s arbitrário.

E em consequência, temos o campo quântico livre com spin s arbitrário localizado

tipo-ponto:

ϕr(x) = (2π)−
3
2

∫
dµ(p){eipxvkr (p)a∗(p, k) + e−ipxvc,kr (p)a(p, k)}. (3.95)

Por uma versão do teorema de Jost-Schroer [10, 15, 28], este é o campo livre único (módulo

equivalência unitária) com a função intertwiner dada v.

A equação (3.95) é uma forma simbólica, pois o signi�cado rigoroso é: ϕ(~f)
.
=∑

r

∫
d4xfr(x)ϕr(x).

ϕ(~f) := a∗(E ~f) + a(Ẽ ~f)

Aqui tem-se E uma aplicação linear da seguinte forma:

E : D(R4)⊗ CN 7−→ H(m,s)

(E ~f)k(p)
.
= (ϕ(~f)Ω)k(p) = (2π)−

3
2vkr (p)f̂r(p) ≡ a∗(E ~f)kΩ, (3.96)

e Ẽ uma aplicação antilinear da seguinte forma:

Ẽ : D(R4)⊗ CN 7−→ H(m,s)

(Ẽ ~f)k(p)
.
=
(
ϕ(~f)∗Ω

)k
(p) = (2π)−

3
2vc,kr (p) ̂̄fr(p) ≡ a(Ẽ ~f)kΩ (3.97)

Há a seguinte de�nição:

f̂r(p) :=

∫
d4xfr(x)eipx

Agora fazendo o uso das equações (2.13) e (2.14), obtém-se

ϕ(~f) =
2s+1∑
k=1

∫
dµ(p){a∗(p, k)(E ~f)k(p) + a(p, k)(Ẽ ~f)k(p)} (3.98)
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Utilizando a de�nição de E ~f e Ẽ ~f, chega-se à seguinte equação:

ϕ(~f) :=
∑
r

(2π)−
3
2

∫
d4xfr(x)

2s+1∑
k=1

∫
dµ(p){eip·xvkr (p)a∗(p, k) + e−ip·xvc,kr (p)a(p, k)}

(3.99)

Os v(p) e vc(p) devem ser determinados, já adiantando que serão operadores que

irão fazer o intertwiners entre representações e estão �xados pela covariância. De acordo

com a Eq. (3.25), temos que o v(p) satisfaz,

D(s)(R(A, p))v(Λ−1p) = v(p)D(A)

com Λ = Λ(A). Como feito para o caso tipo-string, veja Eq. (3.41), temos que o momento

de referência p = p̄ satisfaz,

D(s)(R)v0 = v0D(R) R ∈ SU(2)

Com v0 := v(p̄). Podemos recuperar o v(p), de acordo com a Eq. (3.42), através do v0

pela identidade

v(p) = v0 ◦D(B−1
p )

De acordo com a Proposição 3.2.5 o vc(p) satisfaz:

D(s)(R(A, p))vc(Λ−1p) = vc(p)D(A),

e o vc0 a pequena relação de intertwiner:

D(s)(R)vc0 = v0D(R) R ∈ SU(2)

Com vc0 := vc(p̄). Podemos recuperar o vc(p) através do vc0 pela identidade

vc(p) = vc0 ◦D(B−1
p )

Podemos utilizar a Eq. (3.28) para o caso tipo-ponto (negligenciando a variável e)

e determinar o vc(p) em função do v(p).
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3.3.1 Exemplos de intertwiners para certas representações

Acha-se agora o v0 para os casos em que D = D(s,0) e D = D(0,s), com v(p) ∈

Mat(2s+ 1).

Sabe-se que o v0 satisfaz: D(s)(R)v0 = v0D(R), primeiro fazemos o caso em que

D = D(s,0), mas deve-se observar que D(s,0)(R) = D(s)(R), portanto, �ca com a seguinte

equação:

D(s)(R)v0 = v0D
(s)(R)⇒ v0 = c1 , pois D(s) é irredutível, (3.100)

pelo Lema de Schur, veja Apêndice B.1.

Agora, para o caso em que D = D(0,s), observa-se o fato de que D(s,0)(R∗−1) =

D(s)(R∗−1), tem-se então:

D(s)(R)v0 = v0D
(0,s)(R) = v0D

(s,0)(R∗−1) = D(s)(R∗−1)u0 (3.101)

Mas como R ∈ SU(2), R é unitário, portanto, R∗−1 = R. Obtém-se novamente pelo

Lema de Schur:

v0 = c1 , pois D(s) é irredutível, (3.102)

escolhendo c = 1, tem-se a solução:

v(p) = D(B−1
p )

Vê que se D|SU(2) é irredutível, tem-se vc0 e v0 �xados módulo constante o que

implica que vc(p) e v(p) estão �xados módulos constante, portanto, tem-se duas constantes

em aberto.

Da mesma forma, é possível encontrar a solução para o vc0 via a pequena relação de

intertwiner, basta levar em conta o fato de que para nossas representações vale D(R) =

D(R̄) e que εR̄ = Rε, ver equação (2.3), o que nos produz vc0 = c · ε e vc(p) = c.ε D(B−1
p ).

A solução para o campo de Dirac localizado tipo-ponto é feita na seção 5.2, pois

seu intertwiner e sua função de dois pontos sobre a concha serão a base para a construção

dos campos com spin semi-inteiro geral.
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3.4 Integrais de linha

Todos os campos localizados tipo-string que estamos tratando nessa tese podem

ser vistos como integrais de linha sobre os campos com localização tipo-ponto. Essas

integrais devem ser entendidas no seguinte sentido: deixe n ∈ N e deixe ϕp(x) ser algum

campo livre com localização tipo-ponto.55 Então para um e ∈ H e ν ∈ N a integral

ϕ(ν)(x, e)
.
=

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn ϕ
p
(
x+ (s1 + · · ·+ sn)e

)
existe como uma distribuição em x, uma vez que integrando com uma função de teste

f(x) é o mesmo que integrar ϕp(x) com a função de teste

x 7→
∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn f
(
x− (s1 + · · ·+ sn)e

)
.

No entanto, no limite ν →∞, esta não é mais uma função Schwartz.56 Então, temos que

integrar também em e, ou seja, temos que entender ϕ(ν)(x, e) como uma distribuição em

x e e, isto é, como um campo localizado tipo-string. A questão é se os dois limites no

espaço de uma partícula

ψ
.
= lim

ν→∞
ϕ(ν)(f, h)Ω, ψc

.
= lim

ν→∞
ϕ(ν)(f, h)∗Ω (3.103)

existem. (A localidade em string (1.2) e a covariância (3.12) são então prontamente

veri�cadas.) Veri�ca-se que a função intertwiner do campo com localização tipo-string

ϕ(ν)(x, e) e de seu conjugado são dados por

vν(p, e) = tnν (p, e) vp(p), vcν(p, e) = tnν (p, e) vpc(p), (3.104)

onde vp e vpc são as funções de intertwiner, e seu conjugado, do campo com localização

tipo-ponto ϕp(x), e onde tnν (p, ·) é para p ∈ H+
m, a seguinte distribuição em H:

tnν (p, e)
.
=

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn e
i(s1+···+sn)p·e. (3.105)

55Pode ser um campo tensorial ou spinor-tensor, mas omitimos os índices tensoriais e spinor-tensor.
56O espaço de funções Schwartz S(Rm), é o espaço constituído pelas funções reais f(x) ∈ C∞(Rm) que

decrescem no in�nito, juntamente com todas as derivadas parciais, mais rapidamente do que qualquer

potência de 1/|x|.
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Demonstração. Mostramos a Eq. (3.104) para o vν(p, e), a prova da relação para o in-

tertwiner vcν(p, e) é feita de forma análoga.

(
ϕ(ν)(x, e)Ω

)
(p)

.
=

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn
(
ϕp
(
x+ (s1 + · · ·+ sn)e

)
Ω
)
(p),

utilizando a Eq. (3.13) temos,

(2π)−
3
2 eip·xvν(p, e)

.
= (2π)−

3
2

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn e
ip·xei

(
s1+···+sn

)
p·evp(p),

o que produz

vν(p, e)
.
=

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn e
i
(
s1+···+sn

)
p·evp(p).

Para mostrar que os limites da Eq. (3.103) existem na norma-L2 no espaço de uma

partícula, precisamos de um limite uniforme em p que fornecemos no próximo lema.

Lema 3.4.1. Para h ∈ D(H) e p ∈ H+
m, o limite limν→∞ t

n
ν (p, h) existe e é dado por

tn(p, h)
.
= lim

ε→0

∫
H

dσ(e)h(e)
in

(p · e+ iε)n
(3.106)

Além disso, para cada h ∈ D(H) existe uma constante N tal que para todos os p ∈ H+
m os

seguintes limites são válidos, uniformemente em ν:

|tnν (p, h)| ≤ N

(p0)n
. (3.107)

(Claro que, o mesmo limite vale para o limite tn(p, h).)

Demonstração. Note que a integração da distribuição tnν (p, h) pode ser escrita como

tnν (p, h) =

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn h̃
(
(s1 + · · ·+ sn)p

)
, (3.108)

onde

h̃(p)
.
=

∫
H

dσ(e)h(e) eip·e (3.109)
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é a transformada de Fourier da distribuição h(e)δ(e · e + 1). Esta é uma distribuição

em R4 com suporte compacto, então sua transformada de Fourier é uma função suave,

e diminui rapidamente fora do conjunto de frente de onda57 da distribuição δ(e · e + 1),

veja [33]. Este último é apenas o conjunto de covetores (e, k) tal que k é ortogonal ao

espaço tangente de H em e [33, Exemplo 8.2.5], que é e⊥ [34]. Isto é, o conjunto de frente

de onda de δ(e · e + 1) é o conjunto de covetores (e, k) com e · e = −1 e k ∈ Re. Em

particular, o conjunto da frente de onda não contém covetores tipo-tempo, portanto o

h̃(p) cai rapidamente dentro do cone de luz futuro. (Este fato também pode ser mostrado

diretamente, veja [20, Lema 8].) Assim, vemos a partir da Eq. (3.108) que o limite de

tnν (p, h) para ν →∞ existe para p ∈ H+
m. Escrevemos

tnν (p, h) =
1

(p0)n

∫ νp0

0

ds1 · · ·
∫ νp0

0

dsn h̃
(
(s1 + · · ·+ sn)p/p0

)
,

e observando que a norma euclidiana do covetor p/p0 = (1, p
p0

) é maior que um, encon-

tramos o limite uniforme para tnν (p, h) em Eq. (3.107). Finalmente, a identidade das

distribuições

lim
ν→∞

∫ ν

0

ds eisp·e = lim
ε→0

i

p · e+ iε

em H ( para p ∈ H+
m �xo) produz a Eq. (3.106). Essa identidade decorre do fato bem

conhecido de que
∫∞

0
ds eisω é justamente a transformada de Fourier da distribuição He-

aviside, a saber, i
ω+iε

, levando em conta que o pull-back sob o mapa e 7→ p · e é bem

de�nido [33, Teorema 8.2.4] já que este mapa é uma função coordenada em H. Isso com-

pleta a prova. �

Estes fatos implicam que os dois limites (3.103) existem no espaço de uma partícula

L2(H+
m, h

(s)), a saber,

ψ(p) = (2π)−
3
2 f̂(p) tn(p, h) vp(p), ψc(p) = (2π)−

3
2 ˆ̄f(p) tn(p, h̄) vpc(p).

Demonstração. Da Eq. (3.103), temos que

57Do inglês: Wave front set.
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ψ(p)
.
= lim

ν→∞

(
ϕ(ν)(f, h)Ω

)
(p) = lim

ν→∞

∫
H

dσ(e)h(e)

∫
d4xf(x)

(
ϕν(x, e)Ω

)
(p) =

= lim
ν→∞

∫
H

dσ(e)h(e)

∫
d4xf(x)

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn
(
ϕp
(
x+ (s1 + · · ·+ sn)e

)
Ω
)
(p),

usando a Eq. (3.13) temos

= lim
ν→∞

(2π)−
3
2

∫
H

dσ(e)h(e)

∫
d4xf(x)eip·x

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn e
i(s1+···+sn)p·e)vp(p) =

= lim
ν→∞

(2π)−
3
2 f̂(p)

∫
H

dσ(e)h(e)

∫ ν

0

ds1 · · ·
∫ ν

0

dsn e
i(s1+···+sn)p·e)vp(p) =

O que produz:

ψ(p) = lim
ν→∞

(2π)−
3
2 f̂(p)tnν (p, h)vp(p) = (2π)−

3
2 f̂(p)tn(p, h)vp(p)

(A relação para ψc(p) é veri�cada de forma análoga.)

Isto implica, por sua vez, que ϕ(ν)(f, h) converge fracamente para a∗(ψ)+a(ψc) no sentido

de elementos de matriz entre vetores com �nito número de partículas. Então o limite

ϕ(f, h)
.
= a∗(ψ)+a(ψc) de�ne um campo livre, que é uma distribuição com valor-operador

(no sentido da nota de rodapé 48) em x e e, e que denotamos por

ϕ(x, e)
.
=

∫ ∞
0

ds1 · · ·
∫ ∞

0

dsn ϕ
p
(
x+ (s1 + · · ·+ sn)e

)
. (3.110)

Sua função intertwiner associada é, após integrada com uma função de teste h(e), dada

por v(p, h) = tn(p, h) vp(p), que é 58

v(p, e) =
in

(p · e+ iε)n
vp(p). (3.111)

Demonstração. Da Equação (3.110) temos que

v(p, e) =

∫ ∞
0

ds1 · · ·
∫ ∞

0

dsn e
i(s1+···+sn)p·e)vp(p).

58Sempre entendemos p · e+ iε no sentido de distribuições como na Eq. (3.106).
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Uma vez que v(p, h) =
∫
H
dσ(e)h(e)v(p, e), temos:

v(p, h) =

∫
H

dσ(e)h(e)v(p, e) =

∫
H

dσ(e)h(e)

∫ ∞
0

ds1 · · ·
∫ ∞

0

dsn e
i(s1+···+sn)p·e)vp(p),

que por sua vez é v(p, h) = tn(p, h) vp(p).

Utilizando o Lema 3.4.1, mais especi�camente a Eq. (3.106) no lado direito da última

equação produzimos claramente a Eq. (3.111).

Agora para e = e′ + ie′′ no tubo T+, a parte imaginária e′′ está no cone de luz

futuro [26], portanto, p · e′′ é estritamente positivo. Assim, o intertwiner é o valor de

contorno de uma função analítica no tubo. Além disso, a desigualdade de Cauchy inversa

|p · e′′| ≥ m(e′′ · e′′)1/2 vale, portanto, esta função é de crescimento moderado perto do

limite real. Portanto, v(p, e) é uma função intertwiner no sentido da De�nição (3.2.6).

Pela Eq. (3.104), é autoconjugado se vp for. Mostramos que:

Proposição 3.4.2. A integral, Eq. (3.110) existe como uma distribuição fraca59 em

(x, e) ∈ R4 × H. É o campo quântico livre localizado tipo-string covariante, cuja fun-

ção de intertwiner é dada pela Eq. (3.111). É hermitiano se ϕp(x) o for.

Para referência posterior, exibimos a função de dois pontos dessas integrais de

linha60. Sejam ϕp
1 e ϕ

p
2 serem campos livres com localização tipo-ponto para o mesmo tipo

de partícula, deixe Mp(p) ser a parte da função de dois pontos sobre a concha, que é um

polinômio [1]. Deixe, para i = 1 e 2, ϕi(x, e) ser o campo localizado tipo-string construído

a partir de ϕp
i por uma integral como em Eq. (3.110). Lembrando Eq. (3.111), a parte da

função de dois pontos correspondente à concha ws(x− x′, e, e′) .
= ( Ω, ϕ1(x, e)ϕ2(x′, e′)Ω )

é então dada por

M s(p, e, e′) =
in2−n1 Mp(p)

(p · e− iε)n1(p · e′ + iε)n2
. (3.112)

59No sentido da nota de rodapé 48.
60Como dito anteriormente, veja nota de rodapé 47, a função de dois pontos para semi-inteiro será

de�nida �diferentemente�, entretanto, a Eq. (3.112), é também válida para os casos com spin semi-inteiro

como mostraremos no capítulo 5.
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Demonstração. De acordo com a Eq. (3.48), temos

M s(p, e, e′) =
(
vc1r(p, e), v2r′(p, e)

)
,

substituindo a Eq. (3.111), �camos com

M s(p, e, e′) =
( in1

(p · e+ iε)n1
vpc1 (p),

in2

(p · e+ iε)n2
vp2 (p)

)
=

i−n1

(p · e− iε)n1
· in2

(p · e′ + iε)n2

(
vpc1 (p), vp2 (p)

)
,

que produz a Eq. (3.112).

Finalmente, notamos que a integral, Eq. (3.110), pode ser escrita como∫ ∞
0

ds
s(n−1)

(n− 1)!
ϕp(x+ se)

e é desde modo a forma geral encontrada em [9, Teorema 4.4 ].



Capítulo 4

Bósons

4.1 Introdução

Nesse capítulo, fazemos somente a construção de campos com spin inteiro, s = n ∈

N0. Portanto, o desenvolvimento pode ser feito através dos elementos do grupo P̃↑+ (que

é o grupo de recobrimento universal do grupo próprio ortócrono de Poincaré P↑+) como

�zemos até o momento para uma formulação geral, ou seja, para o caso de spin inteiro

e semi-inteiro, ou simplesmente com o elementos do grupo P↑+. Escolhemos trabalhar

com elementos do grupo e não com os elementos do recobrimento. Todas as a�rmações

e equações demostradas anteriormente são válidas, trocando o grupo das rotações SU(2)

pelo grupo das rotações SO(3) e as transformações de Lorentz próprias através dos ele-

mentos do grupo SL(2,C), a saber, A ∈ L̃↑+, pelas transformações de Lorentz, a saber,

Λ = Λ(A) ∈ L↑+.

Isto é válido pelo fato do recobrimento duplo de SL(2,C) sobre o grupo de Lo-

rentz, uma vez que A e −A pertencentes a SL(2,C) de�nem a mesma transformação

de Lorentz. Para os bósons, U (m,s)(Λ) := U (m,s)(A), onde Λ(A) = Λ e U (m,s)(−Λ) =

U (m,s)(−1 )U (m,s)(A) = U (m,s)(R1(2π))U (m,s)(A) = U (m,s)(1 )U (m,s)(A) = U (m,s)(Λ).

Portanto, Λ(A) = Λ(−A) = Λ. Aqui R1(2π) = 1 ∈ SU(2).

75
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Para tal construção, será seguida a seguinte estratégia: primeiro versamos sobre os cam-

pos com spin-um, pois os intertwiners de Wigner para o campo de Proca (spin s = 1

com localização tipo-ponto) e do campo com localização tipo-string que carrega partí-

cula com spin 1, potencial vetor com localização tipo-string, são a base para a construção

dos intertwiners para os campos com spin s ≥ 2, os quais denominamos o localizado

tipo-ponto (Apµ1···µn) por potencial tensor e o nosso campo localizado tipo-string (Aµ1···µn)

por potencial tensor com localização tipo-string. Depois serão construídos os campos com

spin maior ou igual a dois (campos hermitianos, covariantes e que são tensores simétri-

cos de ordem n), em que mostramos que nossos campos tipo-string Aµ1···µn diferem do

localizado tipo-ponto correspondente, Apµ1···µn , por termos que são derivadas de campos

tipo-string bem de�nidos que são responsáveis pelo mau comportamento UV(apresentam

um comportamento melhor para altas energias em comparação ao seu correspondente

campo localizado tipo-ponto).

Desse modo, temos localidade su�ciente para uma construção perturbativa de mo-

delos interagentes, além disso escrevemos os campos localizados tipo-string, assim como

os campos de escolta, como integrais de linha sobre campos localizados tipo-pontos. Por

�m, apresentamos um caso particular para �exempli�car� os resultados obtidos, a saber,

para o campo que carrega partícula com spin-dois, denominado de Gráviton massivo e

denotado por hµν . Para cada caso calculamos a função de dois pontos.

4.2 Spin um: Bósons vetoriais massivos

O campo vetorial para partículas massivas livres com spin s = 1 que atua sobre

o espaço (Hilbert) Fock no espaço de uma partícula correspondente é o campo de Proca

Ap
µ(x), em homenagem ao seu inventor [35]. A função de dois pontos, veja Eq. (4.12)

abaixo, tem um termo quadrático no momento que é responsável pelo mau comportamento

energético do campo Ap
µ: tem dimensão de escala 2. O campo de Proca tem divergência
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zero e satisfaz a equação de Proca:

∂µAp
µ(x) = 0, ∂µF

µν(x) +m2Apν(x) = 0, (4.1)

onde F é o tensor intensidade de campo, F = dAp, com componentes

Fµν(x)
.
= ∂µA

p
ν(x)− ∂νAp

µ(x). (4.2)

O fato de que o campo de Proca tem divergência zero será mostrado abaixo, veja

Eq. (4.13). Devido ao fato de que o campo de Proca, como qualquer campo livre com

massa m, satisfaz a equação de Klein-Gordon (� + m2)Ap
µ(x) = 0, e tem divergência

zero, ∂µAp
µ(x) = 0, implicam que satisfaz a equação de Proca. Daqui por diante temos a

seguinte notação: �
.
= gµν∂µ∂ν .

Vamos mostrar que o campo de Proca satisfaz a equação de Proca.

Demonstração. F µν(x)
.
= gµµ

′
gνν

′
Fµ′ν′(x), logo substituindo Eq. (4.2) �camos com

∂µF
µν(x) = ∂µ

(
∂µApν(x)− ∂νApµ(x)

)
= �Apν(x)− ∂ν∂µApµ(x).

Uma vez que o campo de Proca tem divergência zero o segundo termo é zero, e portanto,

∂µF
µν(x) = −m2Apν(x),

o que produz ∂µF µν(x) +m2Apν(x) = 0.

O tensor intensidade de campo Fµν tem a mesma dimensão de escala que o campo

de Proca; na verdade, sua função de dois pontos sobre a conha, veja Eq. (4.16) abaixo, é

um polinômio homogêneo de grau 2.

Construímos uma versão localizada em string Aµ(x, e) do campo vetorial com spin-

um atuando no mesmo espaço de Hilbert, o qual possui uma dimensão de escala igual

a um, depois de integrado com uma função de teste em e e que tem o mesmo tensor

intensidade de campo do campo de Proca, isto é, satisfaz a identidade61

∂µAν(x, e)− ∂νAµ(x, e) = Fµν(x). (4.3)

61As derivadas parciais ∂µ sempre se referem à variável x.
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Por isso, chamamos de potencial vetor com localização tipo-string. De fato, as duas

versões do potencial diferem pela derivada de um campo quântico �escalar� φ(x, e), o qual

denominamos de campo de escolta:

Aµ(x, e) = Ap
µ(x) + ∂µφ(x, e). (4.4)

O campo localizado tipo-string φ transforma como um campo escalar, mas cor-

responde a partícula de spin-um. Na próxima subseção, construímos Aµ(x, e) e φ(x, e)

como integrais de linha sobre o tensor intensidade de campo e sobre o campo de Proca,

respectivamente. Na subseção 4.2.2 calculamos explicitamente os intertwiners de Wigner

correspondente, e provamos as relações (4.3) e (4.4). Ao longo da construção, veri�camos

também os fatos acima bem conhecidos sobre o campo de Proca.

4.2.1 De�nição como integrais de linha sobre campos com locali-

zação tipo-ponto

Uma solução formal para Eq. (4.3), de acordo com o Lema de Poincaré, é obtida

pela integral de linha

Aµ(x, e)
.
=

∫ ∞
0

dsFµν(x+ se)eν , (4.5)

onde e ∈ H. De fato, inserindo Eq. (4.2) dentro de Fµν e usando a identidade formal∫ ∞
0

ds eν∂νA
p
µ(x+ se) = −Ap

µ(x), (4.6)

é prontamente veri�cado que os dois potenciais A e Ap diferem formalmente por uma

derivada de um campo �escalar� como antecipado pela Eq. (4.4), onde o campo φ(x, e) é

de�nido por

φ(x, e)
.
=

∫ ∞
0

dsAp
ν(x+ se)eν . (4.7)

Assim, Aµ deve realmente satisfazer Eq. (4.3). Note que as integrais (4.5) e (4.7)

existem pela Proposição 3.4.2, e que a identidade (4.6) é rigorosa porque Ap
µ vai para zero

para grandes argumentos do tipo-espaço no sentido de elementos de matriz entre estados

locais.
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Demonstração. Inserindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.5), temos

Aµ(x, e) =

∫ ∞
0

ds∂µA
p
ν(x+ s.e)eν −

∫ ∞
0

ds∂νA
p
µ(x+ s.e)eν =

= ∂µ

∫ ∞
0

dsAp
ν(x+ s.e)eν −

∫ ∞
0

dseν∂νA
p
µ(x+ s.e)

Observe que no segundo termo temos uma derivada direcional, portanto

Aµ(x, e) = ∂µφ(x, e)−
∫ ∞

0

ds
d

ds
Ap

µ(x+ s.e) =

= ∂µφ(x, e)−Ap
µ(x+s.e)

∣∣∣∣∣
∞

0

= ∂µφ(x, e)−Ap
µ(x+s.e)|s=∞+Ap

µ(x) = ∂µφ(x, e)+Ap
µ(x).

Com isso mostramos a Eq. (4.4). Para ver que Aµ deve realmente satisfazer

Eq. (4.3), substituímos a Eq. (4.4) em Eq. (4.3) e temos:

∂µ
[
Ap

ν(x) + ∂νφ(x, e)
]
− ∂ν

[
Ap

µ(x) + ∂µφ(x, e)
]

= Fµν(x).

Uma vez que o campo de Proca tem divergência zero e o campo de escolta φ

satisfaz a equação de Klein-Gordon (como qualquer campo livre com massa m) existe a

relação:

∂µAµ(x, e) +m2φ(x, e) = 0. (4.8)

Demonstração. Substituindo a Eq. (4.4) em ∂µAµ(x, e), temos

∂µAµ(x, e) = ∂µAp
µ(x) + ∂µ∂µφ(x, e) = −m2φ(x, e)

(Onde usamos que o campo de Proca tem divergência zero.)

Uma propriedade adicional interessante do nosso potencial vetor é que ele é orto-

gonal à direção da string,

Aµ(x, e) eµ = 0, (4.9)
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que decorre da antissimetria do Fµν . Essa condição também pode ser mostrada direta-

mente através do intertwiner do campo Aµ(x, e) o qual construímos na próxima subseção,

veja Eq. (4.19). Isso é uma reminiscência da condição do calibre axial, no entanto, a

diferença é que ele é automaticamente satisfeito pela construção e que o campo deve ser

considerado uma distribuição em e.

4.2.2 Construção via Intertwiners Wigner

Calcularemos explicitamente os intertwiners para todos os campos mencionados

acima, veri�cando as relações reivindicadas entre eles, a saber, Eqs. (4.3), (4.4), (4.8) e

(4.9). Para começar, será usado a seguinte realização D(1) para a representação do spin-

um sobre o grupo estabilizador do nosso momento de referência p̄, o grupo de rotação

completa, denotado por O(3). Em um referencial de repouso com a componente e(0) igual

a p̄
m
, cada R ∈ O(3) corresponde a uma matriz 4× 4 da forma

R =

 1 0

0t R

 ,

onde R é uma matriz ortogonal 3× 3. Consideramos a representação D(1) realizada sobre

o espaço h(1) .= C3 pela representação de�nidora das rotações.

D(1)(R)
.
= R.

Seja u ∈ C3 e o operador antiunitário D(1)(j̃1) agindo como:

D(1)(j̃1)u
.
= D(1)(R1(π))ū = R1(π)ū,

em que ū signi�ca conjugação complexa de componentes.

De acordo com a observação abaixo da Proposição 3.2.5, temos o operador antiunitário

D(n)(−1 )
.
= D(n)(R1(π)) ◦D(n)(j̃1), portanto:

D(1)(−1 )u = D(1)(R1(π)) ◦D(1)(j̃1) u = D(1)(R1(π))D(1)(R1(π)) ū =

= R1(π) R1(π)ū = ū.
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(Usamos o fato de que R1(π)2 = 1 , uma vez que R1(π) ∈ SO(3).)

Logo a transformação PT é representada pelo operador conjugação complexa em

C3,

D(1)(−1 )(z1, z2, z3)
.
= (z̄1, z̄2, z̄3). (4.10)

Por irredutibilidade, esta escolha é única módulo um fator. Então a transformação PT,

veja Eq. (3.38), é representada no espaço de uma partícula L2(H+
m;C3) por

(
U (m,1)(−1 )ψ

)
(p) = ψ(p). (4.11)

O espaço de chegada para campos vetoriais é h
.
= C4 com base canônica, representado por

{e(0), . . . , e(3)} e D(Λ) atuando como a representação de�nidora de O(1, 3), D(Λ)z
.
= Λz.

Primeiro discutimos o campo da Proca. Como é um campo vetorial com localização

tipo-ponto, o intertwiner de Wigner correspondente é independente de e. Pelo que foi dito

anteriormente, veja Eqs. (3.41), (3.42) e a observação na subseção (3.2.3), o intertwiner

é dado por vp(p)
.
= v̂p ◦ B−1

p , onde v̂p é um mapa linear de C4 para C3 satisfazendo

R ◦ v̂p = v̂p ◦ R para todo R ∈ SO(3). Como queremos que o campo de Proca tenha

divergência zero, o intertwiner deve satisfazer p̄µv̂pµ = 0, isto é, v̂pp̄ = 0. A restrição

de v̂p para p̄⊥ é então um intertwiner entre duas representações irredutíveis de SO(3)

e, portanto, único (módulo uma constante). É dado por v̂pz
.
= i z, onde escrevemos

z
.
= (z1, z2, z3) se z = (z0, . . . , z3). O fator i foi escolhido de modo a tornar o intertwiner

autoconjugado. Assim, agora temos um intertwiner de Wigner

vpµ(p)
.
= vp(p)e(µ) ≡ v̂pB−1

p e(µ).

De�nimos Ap
µ(x) para ser o campo livre para este intertwiner como na Eq. (3.43) e

veri�camos os seguintes fatos bem conhecidos:

Lema 4.2.1. O campo de Proca Ap
µ(x) é hermitiano, local, covariante. E tem divergên-

cia zero, ∂µAp
µ = 0. É único, módulo equivalência unitária, campo quântico livre para
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partícula massiva com spin-um com estas propriedades. Sua função de dois pontos sobre

a concha é dada por

MApAp

µ,ν (p) = −gµν +
pµpν
m2

. (4.12)

Aqui, gµν
.
= e(µ) · e(ν) é o tensor métrico do espaço de Minkowski, constituindo a

matriz diagonal diag (1,−1,−1,−1) se {e(µ)} é um sistema de Lorentz.

Demonstração. Covariância e localidade seguem das propriedades do intertwiner de Wig-

ner. Para a prova de que Ap
µ é hermitiano, precisamos mostrar que a função intertwiner

vp(p) é autoconjugada. Uma vez que D(−1 ) = −1 é linear, D(1)(−1 ) é antilinear e as

transformações de Lorentz comutam com a conjugação complexa, Λz̄ = Λz, temos da

Eq. (3.39)

vpc(p)z = D(1)(−1 )vp(p)D(−1 )z̄ = −vp(p)z̄ = i B−1
p z̄ = i B−1

p z = vp(p)z,

o que prova a alegação62. Para veri�car a divergência do campo de Proca, dado pela

Eq. (3.43), observe que aplicando ∂µ no campo, temos o termo ivpµ(p)pµ. O fato de que o

campo de Proca tem divergência zero segue de

vpµ(p)pµ = vp(p)p = v̂pB−1
p p = v̂pp̄ = 0. (4.13)

(Usamos o fato de que v̂p está restrito para p̄⊥.)

Para calcular a função de dois pontos, observe que para x = (x0, x) e w = (w0, w) em R4

vale

( v̂px, v̂pw )C3 = (x,w )C3 = x0w0 − x · w,

onde x · w é o produto de Minkowski. Usando (B−1
p x)0 = p̄ ·B−1

p x/m = p · x/m, temos

( vp(p)x, vp(p)w )C3 =
(p · x) (p · w)

m2
− x · w. (4.14)

De acordo com a Eq. (3.48) temos que a parte da função de dois pontos sobre a concha

para o campo de Proca é dada por(
vp(p)e(µ), v

p(p)e(ν)

)
C3 .

62Lembrando que estamos utilizando que Bp age no espaço de Minkowski como Bpx := Λ(Bp)x.
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Utilizando a Eq. (4.14), temos(
vp(p)e(µ), v

p(p)e(eν)

)
C3 =

(p · e(µ)) (p · e(ν))

m2
− e(µ) · e(ν),

que claramente produz a Eq. (4.12).

A unicidade do campo decorre da observação na subseção 3.2.3, uma vez que a

representação vetorial do grupo de Lorentz é irredutível. �

A função intertwiner vF do tensor intensidade de campo Fµν que é lida a partir da

Eq. (4.2): é dada por

vFµν(p) = i (pµv
p
ν (p)− pνvpµ(p)). (4.15)

A parte da função de dois pontos sobre a concha de ( Ω, Fµν(x)Fµ′ν′(x
′)Ω ) sai como

MFF
µν,µ′ν′(p) = −pµpµ′gνν′ + pνpµ′gµν′ − pνpν′gµµ′ + pµpν′gνµ′ . (4.16)

(Os termos ∼ p4 cancelam).

Demonstração. Da Eq. (3.48) temos,

MFF
µν,µ′ν′(p) =

(
i (pµv

pc
ν (p)− pνvpcµ (p)), i (pµ′v

p

ν′(p)− pν′v
p

µ′(p))
)
.

Uma vez que vpc = vp �camos com:

MFF
µν,µ′ν′(p) =

= pµpµ′(v
p
ν (p), vpν′(p))− pµpν′(v

p
ν (p), vpµ′(p))− pνpµ′(v

p
µ(p), vpν′(p)) + pνpν′(v

p
µ(p), vpµ′(p)).

Note que cada produto é justamente a função de dois pontos sobre a concha do campo de

Proca, dado pela Eq. (4.12). Portanto,

MFF
µν,µ′ν′(p) =

= pµpµ′
(
−gνν′+

pνpν′

m2

)
−pµpν′

(
−gνµ′+

pνpµ′

m2

)
−pνpµ′

(
−gµν′+

pµpν′

m2

)
+pνpν′

(
−gµµ′+

pµpµ′

m2

)
.

Fazendo as multiplicações temos que os termos que vão com ∼ p4 se cancelam, isso produz

a Eq. (4.16).
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Discutimos agora o potencial vetor com localização tipo-string Aµ e o campo de

escolta φ. O campo de escolta φ(x, e) é de�nido pela integral Eq. (4.7) e a Prop. 3.4.2

a�rma que seu intertwiner de Wigner é dado por

v′(p, e)
.
=
i(vp(p)e)

p · e+ iε
. (4.17)

Similarmente, o potencial vetor Aµ é de�nido pela a integral Eq. (4.5) e pela Prop. 3.4.2

seu intertwiner de Wigner é dado por

vµ(p, e)
.
= i

vFµν(p)e
ν

p · e+ iε
. (4.18)

Substituindo vFµν(p) como em Eq. (4.15), isto produz

vµ(p, e) = vpµ(p)− pµ
p · e+ iε

vp(p)e. (4.19)

Reescrevemos como

vµ(p, e) = vpµ(p) + ipµ v
′(p, e) (4.20)

isto produz a relação (4.4), a saber, Aµ = Ap
µ + ∂µφ. Assim, podemos mostrar que nosso

potencial vetor Aµ(x, e) é ortogonal à direção da string diretamente pelo seu intertwiner

correspondente, Eq. (4.19). A demostração segue a abaixo.

Demonstração. Temos que:

vµ(x, e)eµ = vpµ(p)eµ − pµe
µ

p · e+ iε
vp(p)e = vp(p)e − p · e

p · e+ iε
vp(p)e = 0,

isto produz a relação (4.9), a saber, Aµ(x, e)eµ = 0.

Usando as Eqs. (3.48) e (4.14), as funções de dois pontos sobre a concha de Aµ e
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φ, bem como os termos mistos, saem como

MAA
µ,ν (p, e, e′) = −gµν −

pµpν (e · e′)
(p · e− iε)(p · e′ + iε)

+
pµeν

p · e− iε
+

pνe
′
µ

p · e′ + iε
(4.21)

Mφφ(p, e, e′) =
1

m2
− e · e′

(p · e− iε)(p · e′ + iε)
(4.22)

MAAp

µ,µ′ (p, e) = −gµµ′ +
pµeµ′

p · e− iε
(4.23)

MAφ
µ (p, e, e′) = −i

( e′µ
p · e′ + iε

− pµ e · e′

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

)
(4.24)

MApφ
µ (p, e′) = i

( pµ
m2
−

e′µ
p · e′ + iε

)
(4.25)

Demonstração.

MAA
µ,ν (p, e, e′) =

(
vcµ(p, e) , vν(p, e

′)
)

=

=
(
vpµ(p)− pµ

(p · e+ iε)
vp(p)e , vpν (p)− pν

(p · e′ + iε)
vp(p)e′

)
=
(
vpµ(p), vpν (p)

)
−

− pµ
(p · e− iε)

(
vp(p)e , vpν (p)

)
− pν

(p · e′ + iε)

(
vpµ(p), vp(p)e′

)
+
pµpν

(
vp(p)e , vp(p)e′

)
(p · e− iε)(p · e′ + iε)

Utilizando a Eq. (4.14), temos

MAA
µ,ν (p, e, e′) = −gµν +

pµpν
m2
− pµ

(p · e− iε)

{
(p · e)(p · e(ν))

m2
− e · e(ν)

}
−

− pν
(p · e′ + iε)

{
(p · e′)(p · e(µ))

m2
− e′ · e(µ)

}
+

+
pµpν

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

{
(p · e)(p · e′)

m2
− e · e′

}
=

= −gµν +
pµpν
m2
− pµ

(p · e− iε)

{
pν(p · e)
m2

− eν
}
− pν

(p · e′ + iε)

{
pµ(p · e′)
m2

− e′µ
}

+

+
pµpν

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

{
(p · e)(p · e′)

m2
− e · e′

}
.

Ao fazermos simples manipulações, temos a Eq. (4.21).

Mφφ(p, e, e′) =
(
v′cµ (p, e) , v′ν(p, e

′)
)

=
(i(vp(p)e)

p · e+ iε
,
i(vp(p)e′)

p · e′ + iε

)
=

(
vp(p)e , vp(p)e′

)
(p · e− iε)(p · e′ + iε)
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Utilizando a Eq. (4.14) temos

Mφφ(p, e, e′) =

=
1

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

{
(p · e)(p · e′)

m2
− e · e′

}
=

1

m2
− e · e′

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

Isso conclui a prova da Eq. (4.22).

MAAp

µ,µ′ (p, e) =
(
vcµ(p, e) , vµ′(p)

)
=(

vpµ(p)− pµ
(p · e+ iε)

vp(p)e , vpµ′(p)
)

=
(
vpµ(p) vpµ′(p)

)
− pµ

(p · e− iε)
(
vp(p)e , vpµ′(p)

)
Utilizando a Eq. (4.14), temos

MAAp

µ,µ′ (p, e) = −gµµ′ +
pµpµ′

m2
− pµ

(p · e− iε)
{

(p · e)(p · e(µ′))− e · e(µ′)

}
=

= −gµµ′ +
pµpµ′

m2
− pµ

(p · e− iε)
{(p · e)pµ′ − eµ′} .

Ao fazermos simples manipulações, temos a Eq. (4.23).

MAφ
µ (p, e, e′) =

(
vcµ(p, e) , v′(p, e′)

)
=
(
vpµ(p)− pµ

(p · e+ iε)
vp(p)e ,

i(vp(p)e′)

(p · e′ + iε)

)
=

i

(p · e′ + iε)

(
vpµ(p) , vp(p)e′

)
− ipµ

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

(
vp(p)e , vp(p)e′

)
Utilizando a Eq. (4.14), temos

MAφ
µ (p, e, e′) =

i

(p · e′ + iε)

(
− e′ · e(µ) +

pµ(p · e′)
m2

)
− ipµ

(p · e− iε)(p · e′ + iε)

(
− e · e′ + (p · e)(p · e′)

m2

)
=

−ie′µ
(p · e′ + iε)

+
ipµ(p · e′)

m2(p · e′ + iε)
+

ipµ(e · e′)
(p · e− iε)(p · e′ + iε)

− ipµ(p · e)(p · e′)
m2(p · e− iε)(p · e′ + iε)

Ao fazermos simples manipulações, temos a Eq. (4.24).

MApφ
µ (p, e′) =

(
vpµ(p)c , v′ν(p, e

′)
)

=
(
vpµ(p) ,

i(vp(p)e′)

p · e′ + iε

)
=

i

p · e′ + iε

(
vpµ(p) vp(p)e′

)
Utilizando a Eq. (4.14), temos

MApφ
µ (p, e′) =

i

p · e′ + iε

{
−e′ · e(µ) +

pµ(p · e′)
m2

}
= i
( pµ
m2
−

e′µ
p · e′ + iε

)
Isso conclui a prova da Eq. (4.25).
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Observe que podemos calcular as Eqs. (4.21) e (4.22), através da Eq. (3.112), a

saber:

MAA
µ,ν (p, e, e′) =

MFF
µµ′,νν′(p)e

µ′e′ν
′

(p · e− iε)(p · e′ + iε)
,

com MFF
µµ′,νν′(p) a função de dois pontos do tensor intensidade de campo Fµµ′ , dado pela

Eq. (4.16) e

Mφφ(p, e, e′) =
MApAp

µ,ν (p)eµe′ν

(p · e− iε)(p · e′ + iε)
,

com MApAp

µ,ν (p) a função de dois pontos do campo de Proca, dado pela Eq. (4.12).

Resumindo, temos

Proposição 4.2.2. Os campos Aµ e φ são hermitianos e localizados tipo-string (1.2).

Eles satisfazem a relação de covariância (1.3)(Veja nota de rodapé 11) com k = 1 e 0,

respectivamente. Suas funções de dois pontos são dadas pelas Eq.s (4.21) e (4.22). Eles

se relacionam com o campo da Proca como na Eq. (4.4). Todos três campos são localizados

tipo-string em relação uns aos outros. Por último, Aµ satisfaz o �calibre axial� condição

(4.9) e a relação (4.8).

Pela equação (1.4) ou [20, Proposição 7], temos que o campo Aµ tem uma dimensão

de escala melhor do que seu correspondente do tipo-ponto Ap
µ, a saber, 1. Observe que

a função de dois pontos difere da função da versão de Krein [20, Seção 3.3 ] pelos três

últimos termos na Eq. (4.21). Esses termos restauram a positividade da função de dois

pontos. Também é interessante notar que a Eq. (4.22) mostra que φ é da forma encontrada

em [9, Proposição 4.3] com F (e, p) = i(mp · e)−1, como feito pela Eq. (72) em [9].

Demonstração. (Relativo) a localização tipo-string, covariância e hermeticidade são con-

sequências das Props. 3.2.7 e 3.4.2. A relação (4.3) segue, é claro, a partir da identi-

dade (4.4), mas também pode ser veri�cada no nível do intertwiner a partir das identida-

des

pµvν(p, e)− pνvµ(p, e) = pµv
p
ν (p)− pνvpµ(p) = −ivFµν(p). (4.26)

Para mostrar a Eq. (4.26), substituímos a Eq. (4.20) no lado esquerdo da identidade,

pµvν(p, e)− pνvµ(p, e) = pµ
(
vpν (p) + ipνv

′(p, e)
)
− pν

(
vpµ(p) + ipµv

′(p, e)
)
.
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Dessa última relação observamos que os fatores que envolvem o intertwiner v′(p, e) se

cancelam, portanto, sobrevive apenas pµvpν (p)− pνvpµ(p) que de acordo com a Eq. (4.15)

é igual a −ivFµν(p).

As relações (4.8) e (4.9) já foram mostradas. �

Proposição 4.2.3. (Unicidade) Aµ é caracterizado unicamente pelas seguintes proprie-

dades: localização tipo-string, covariância, relação (4.3) e o fato de que sua função de

dois pontos ter grau de escala dois após ser integrada com uma função de teste na variável

e.

Observe que, no caso sem massa, o potencial vetor localizado tipo-string já está

�xo nas três primeiras propriedades, sem a condição do comportamento UV [9].

Demonstração. Seja Aµ(x, e) um campo livre satisfazendo as propriedades relatadas

e deixe v(p, e) ser seu intertwiner. Queremos mostrar que ele coincide com a expres-

são (4.19). Começamos com a relação dA = dAp que implica

(
pµvν(p, e)− pνvµ(p, e)

)
−
(
pµv

p
ν(p)− pνvpµ(p)

)
= 0

que escrevemos como,

p ∧
(
vk(p, e)− vpk(p)

)
= 0, k = 1, 2, 3.

Aqui consideramos vk(p, e)
.
= vkµ(p, e)e(µ) como um vetor em C4. Especi�cando-se

em p = p̄ ≡ (m,0) e observando que p̄∧w = 0 implica w = cp̄, a identidade acima implica

que para cada z ∈ C4 temos

v̂k(e)µe
(µ)z = v̂p,kµ e(µ)z + p̄µ · z χ(e)e(µ)

portanto, vale

v̂(e)z = v̂pz + p̄ · z χ(e), (4.27)

onde v̂(e)
.
= v(p̄, e) e v̂p

.
= vp(p̄) e χ é uma função em H com valores em C3. A �pe-

quena relação de intertwiner� (3.41) para v̂(e) e para v̂p implica que esta função deve ser
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invariante sob rotações,

R χ(R−1e) = χ(e) (4.28)

para todo R ∈ SO(3) e e ∈ H.

Demonstração. Aplicando a Eq. (3.41) para v̂(e) e v̂p, temos

D(1)(R)
(
v̂(R−1e)− v̂p

)
z =

(
v̂(e)− v̂p

)
D(R)z

Da Eq. (4.27) temos que (v̂(R−1e)− v̂p) = p̄χ(R−1e) e (v̂(e)− v̂p) = p̄χ(e), o que nos leva

a seguinte relação

D(1)(R)p̄χ(R−1e)z = p̄χ(e)D(R)z

Usando o fato de que D(1)(R) = R e D(R) = R temos,

R p̄χ(R−1e)z = p̄Rχ(e)z.

Uma vez que p̄R = p̄ a última relação produz a Eq. (4.28).

Relembrando a relação (3.42) entre v̂(e) e v(p, e), a Eq. (4.27) implica

v(p, e)z = vp(p)z + p · z χ(B−1
p e). (4.29)

Demonstração. Da relação (3.42) para v̂(e) e v(p, e), temos

(v(p, e)− vp(p))z = (v(B−1
p e)− v̂p) ◦B−1

p z.

Utilizando a Eq. (4.27) encontramos,

(v(p, e)− vp(p))z = (p̄ · zχ(B−1
p e)) ◦B−1

p .

Uma vez que p̄B−1
p = Bpp̄ = p, a última equação produz a Eq. (4.29).

Por outro lado, se χ(e) satisfaz a propriedade de invariância (4.28), então v(p, e),

conforme de�nido acima, satisfaz a relação de intertwiner. Resumindo, mostramos que

dA = dAp, com Aµ localizado tipo-string é equivalente à relação (4.29), com χ satisfa-

zendo (4.28). A localidade de Aµ é equivalente à analiticidade de χ no tubo T+. Assim,
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χ(p, e)
.
= χ(B−1

p e) é um intertwiner de Wigner da representação trivial (escalar) para D(1).

Tal intertwiner é único módulo a multiplicação com uma distribuição F que é o valor de

contorno de uma função meromorfa no semi-plano complexo superior [9, Teorema 3.3 ].

Note que um desses intertwiners, que também é autoconjugado, é dado por vp(p)e. Assim,

o intertwiner para Aµ deve ser da forma

vµ(p, e) = vpµ(p) + ipµ F (p · e) vp(p)e.

(Extraímos um fator i para conveniência posterior). A parte da função de dois pontos

sobre a concha para este campo aparece como

− gµν + ipµeνF (p · e)− ipνe′µF (p · e′)+
pµpν
m2

{
1− i F (p · e)p · e+ iF (p · e′)p · e′ + F (p · e)F (p · e′)

(
(p · e)(p · e′)−m2e · e′

)}
.

Demonstração. De acordo com a de�nição da função de dois pontos sobre a concha,

Eq. (3.48), temos MAA
µ,ν (p, e, e′) = (vcµ(p, e), vν(p, e

′)). Substituindo vµ(p, e) = vpµ(p) +

ipµ F (p · e) vp(p)e, �camos com

MAA
µ,ν (p, e, e′) =

(
vpµ(p), vpν(p)

)
− ipµF (p · e)

(
vp(p)e, vpν(p)

)
+

+ ipνF (p · e′)
(
vpµ(p), vp(p)e′

)
+ pµpνF (p · e)F (p · e′)

(
vp(p)e, vp(p)e′

)
.

Cada produto que aparece é calculado utilizando a Eq. (4.14), produzindo:

MAA
µ,ν (p, e, e′) =

− gµν +
pµpν
m2

+ ipµF (p · e)
(
eν −

(p · e)pν
m2

)
+ ipνF (p · e′)

(
− e′µ +

pµ(p · e′)
m2

)
+ pµpνF (p · e)F (p · e′)

(
− e · e′ + (p · e)(p · e′)

m2

)
.

Podemos reescrever a última equação obtida e claramente a veracidade da a�rmação sobre

a função de dois pontos sobre a concha do campo Aµ é con�rmada.

Agora entra a condição de que o grau de escala da função de dois pontos seja dois:

isso implica que a parte sobre a concha deve ser limitada para grandes p, em particular,
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que a expressão entre chaves deve cair pelo menos como |p|−2 para grandes p. Agora, se

F não for justamente da forma F (p · e) = c (p · e + i0)−1, então todos os cinco termos

da expressão entre chaves são linearmente independentes e o primeiro termo (constante

1, que não cai) não pode ser cancelado pelos outros. Portanto, F deve estar no formato

F (p ·e) = c (p ·e+ i0)−1, onde c é um coe�ciente complexo. Em seguida, a expressão entre

chaves indica

1− ic̄+ ic+ |c|2 − |c|2m2 e · e′

(p · e− i0)(p · e′ + i0)
,

e a condição de que isso deve cair pelo menos como |p|−2 implica que 1− ic̄+ ic+ |c|2 = 0.

Uma restrição adicional vem do requisito de autoconjugado. Note que as funções de

intertwiners vp(p) e ipµvp(p)e são autoconjugadas. Isto implica que o intertwiner v(p, e)

é autoconjugado se e somente se c = ir, com r ∈ R. A equação quadrática é, então, lida

1− 2r + r2 = 0, ou r = 1. Agora v(p, e) é �xo, isto é, dado apenas pela Eq. (4.19). �

4.3 Caso Geral s ≥ 2

Consideramos agora o caso do spin inteiro arbitrário s ≥ 2. Entre a in�nidade

de campos livres com localização tipo-ponto para o spin s [1] atuando em um espaço

de Hilbert, existem dois campos tensoriais com ótimo comportamento UV, a saber, com

dimensão de escala s + 1: um deles é um tensor totalmente simétrico Ap
µ1···µn de ordem

n, que tem divergência e traço iguais a zero e se transforma sob o grupo de Lorentz de

acordo com a representação irredutível D(s/2,s/2) [36, 37]. Ele é caracterizado unicamente

por essas propriedades módulo equivalência unitária. Aplicando um operador diferencial

linear de ordem n a este campo, como já dito na introdução geral do trabalho, capítulo 1,

veja Eq. (1.6), obtém-se o outro, que é o tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn de ordem

2n,

Fµ1ν1···µnνn =
∑

I⊂{1,...,n}

(−1)|I|∂µj1 · · · ∂µj|Ic|∂νi1 · · · ∂νi|I|A
p
νj1 ···νj|Ic|µi1 ···µi|I| , (4.30)
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onde escrevemos I = {i1, . . . , i|I|} e Ic = {j1, . . . , j|Ic|} o complemento de I.

Ele tem, surpreendentemente, a mesma dimensão de escala s + 1. De fato, sua função

de dois pontos sobre a concha é um polinômio homogêneo de grau 2s. Estes fatos são

convenientemente entendidos em nossa estrutura e recuperados abaixo.

Primeiro, temos a representação dessas partículas e a construção dos intertwiners

para o potencial com localização tipo-ponto e do tensor intensidade de campo. Em se-

guida, construímos nosso potencial localizado tipo-string de características mencionadas

na introdução geral do trabalho, capítulo 1, que está relacionado ao tensor intensidade de

campo pela relação Eq. (4.30). Ele difere do potencial localizado tipo-ponto por termos

que são derivadas de campos tipo-string bem de�nidos, conforme indicado na Eq. (1.5),

e tem dimensão de escala um, como a�rmado no Teorema 1.0.1.

4.3.1 Espaço de uma partícula

Tomamos a representação D(n) como realizada no espaço de tensores sobre C3 si-

métricos e com traço zero dentro do n-produto tensorial (C3)⊗n. Em (C3)⊗n consideramos

o produto escalar induzido por C3,

(u1 ⊗ · · · ⊗ un, v1 ⊗ · · · ⊗ vn)
.
= (u1, v1) · · · (un, vn), (4.31)

usando um e o mesmo símbolo. Seja g3 o tensor métrico do produto escalar canônico em

C3 e o ĝ3 ser seu levantamento para o tensor contravariante de ordem dois, caracterizado

pelo fato de

( ĝ3, u⊗ v ) = ( ū, v ) para todo u, v ∈ C3, (4.32)

e é obviamente invariante sob a representação do produto tensorial R ⊗ R de O(3). Um

tensor simétrico t ∈ (C3)⊗n tem traço zero se

(g3)ij t
iji3···in = 0 (4.33)
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para todo i3, . . . , in. O projetor ortogonal63 E(n) de (C3)⊗n para o subespaço de tensores

sobre C3 simétrico com traço zero é dado por [38, Eq. (1.13)]

E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un =
1

n!

∑
π∈Sn

[n/2]∑
k=0

(−1)kck (uπ(1), uπ(2)) · · · (uπ(2k−1), uπ(2k))×

× E(n)
+ uπ(2k+1) ⊗ · · · ⊗ uπ(n) ⊗ ĝ⊗k3 . (4.34)

Aqui, E(n)
+ é a projeção para os tensores simétricos, [n/2] denota a parte inteira de n/2

e os ck são determinados números positivos especí�cos calculados em [38], em particular

c0 = 1 e c1 = 1
3
. O espaço dos tensores simétricos com traço zero tem dimensão 2s+ 1 e é

irredutível sob a representação do produto do grupo de rotação [40]. Tomamos isso como

nosso pequeno espaço de Hilbert h(s), lembrando que s = n:

h(n) .= E(n)
(
C3
)⊗n

. (4.35)

A representação D(n) de O(3) é justamente a restrição da representação do produto

tensorial,

D(n)(R) E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un
.
= E(n) D(1)(R)u1 ⊗ · · · ⊗D(1)(R)un. (4.36)

Colocamos aqui como a representação antiunitária U(j̃1), Prop. 3.2.4, Eq. (3.10), age com

s = n e n ∈ N0. Para tanto, colocamos como o operador antiunitário D(n)(j̃1) age. Para

o caso dos bósons temos, j1Λj1 = R1(π)ΛR1(π) e D(n)(j̃1), com n ∈ N0, agindo como:

D(n)(j̃1)E(n)u1⊗· · ·⊗un
.
= D(n)(R1(π)) E(n) ū1⊗· · ·⊗ ūn = E(n)R1(π)ū1⊗· · ·⊗R1(π)ūn.

Lema 4.3.1. Este satisfaz:

(i) D(n)(j̃1)2 = 1

(ii) D(n)(j̃1)D(n)(R)D(s)(j̃1) = D(n)(R1(π)RR1(π))

Segue a demonstração do Lema 4.3.1.

63A ortogonalidade (hermiticidade) deste projetor não é reivindicada em [38], mas pode ser facilmente

veri�cada. Veja também [39, Eq. (C.1)], em que o mesmo projetor é usado e considerado hermitiano.
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Demonstração. Primeiro mostramos a equação que de�ne como D(n)(j̃1) age. Utilizando

Eq. (4.36), temos:

D(n)(R1(π)) E(n) ū1 ⊗ · · · ⊗ ūn = E(n) D(1)(R1(π))ū1 ⊗ · · · ⊗D(1)(R1(π))ūn.

Portanto,

D(n)(j̃1)E(n)u1 ⊗ · · · ⊗ un = E(n) R1(π)ū1 ⊗ · · · ⊗R1(π)ūn.

(Onde usamos a representação de�nidora das rotações.)

Agora a parte (i) do Lema 4.3.1,

D(n)(j̃1)2E(n)u1 ⊗ · · · ⊗ un = E(n) R1(π) R1(π)u1 ⊗ · · · ⊗R1(π) R1(π)un

Aqui R1(π) ∈ L↑+, grupo de Lorentz próprio ortócrono, que implementa um rotação

pura sobre o eixo-1 de um angulo-π nas coordenadas espaciais de R4, que é um elemento

do subgrupo estabilizador do momento de referência p̄ dentro do grupo L↑, este que

denotamos por O(3), e R1(π) uma matriz ortogonal especial 3×3, a saber, R1(π) ∈ SO(3).

Uma vez que R1(π) ∈ R �camos com:

D(n)(j̃1)2E(n)u1⊗· · ·⊗un = E(n) R1(π) R1(π)u1⊗· · ·⊗R1(π) R1(π)un = E(n) u1⊗· · ·⊗un.

Por último a parte (ii) do Lema 4.3.1,

D(n)(j̃1)D(n)(R)D(n)(j̃1)E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un =

= D(n)(R1(π))D(n)(R)D(n)(R1(π)) E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un.

Como R ∈ R, temos

D(n)(j̃1)D(n)(R)D(n)(j̃1)E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un =

= D(n)(R1(π))D(n)(R)D(n)(R1(π)) E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un,

que por sua vez é igual a

D(n)(R1(π)RR1(π)) E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un.

Onde j̃1Rj̃1
.
= j1Rj1 = R1(π)RR1(π).
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Portanto, para os bósons, temos que U(j̃1) de�nida pela Eq. (3.10), irá satisfazer

(i) U(j̃1)2 = 1

(ii) U(j̃1)U(Λ))U(j̃1)−1 = U(j̃1Λj̃1)

Demonstração. A parte (i) é facilmente veri�cada de acordo com a parte (i) do Lema 4.3.1,

para mostrar a parte (ii), os argumentos são semelhantes ao caso dos férmions, com

s = 1
2
, veja Proposição 3.2.4, basta trocar o j̃1Aj̃1 por j1Λj1 = R1(π)ΛR1(π) e

R(j̃1A j̃1, p) = j̃1R(A,−j1p) j̃1 por R(Λ,−j1p) = R1(π)R(R1(π)ΛR1(π), p)R1(π) uma

vez que j1 = −R1(π), veja Lema 3.2.3.

Sendo D(n)(−1 )
.
= D(n)(R1(π)) ◦D(n)(j̃1), temos:

D(n)(−1 ) E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un = D(n)(R1(π)) ◦D(n)(j̃1)E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un.

De acordo com o Lema 4.3.1,

D(n)(R1(π)) ◦D(n)(j̃1)E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un = D(n)(R1(π)) ◦D(n)(R1(π)) E(n) ū1 ⊗ · · · ⊗ ūn.

Utilizando a Eq. (4.36) e o fato de que R1(π)2 = 1 , temos que o representante antiunitário

da transformação PT −1 é dado por:

D(n)(−1 ) E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un
.
= E(n) ū1 ⊗ · · · ⊗ ūn, (4.37)

onde ūk signi�ca conjugação complexa de componentes, veja Eq. (4.10). Note que E(n)

é um intertwiner da representação D(1) ⊗ · · · ⊗ D(1) do grupo gerado pelas rotações e a

transformação PT para D(n), isto é, Eq. (4.36) vale para R ∈ O(3) e R = −1 . Isso nos

permite construir intertwiners de Wigner com spin-s, com s = n e n ∈ N0 qualquer a

partir do intertwiner de Wigner para spin-um.

Lema 4.3.2. Seja v um intertwiner de Wigner de uma representação D′ do grupo de

Lorentz para D(1), e deixe E(n) ser um intertwiner da representação do n-produto tensorial

D(1) ⊗ · · · ⊗D(1) do grupo de rotação para D(n). Então

v(s)(p, e)
.
= E(n) ◦ v(p, e)⊗ · · · ⊗ v(p, e)



4.3 Caso Geral s ≥ 2 96

é um intertwiner de Wigner da representação do n-produto tensorial D′⊗· · ·⊗D′ do grupo

de Lorentz para D(n). Se E(n) é um intertwiner também sob os respectivos representantes

da transformação PT −1 , então v(s) é autoconjugado se v for.

Em vez de tomar n vezes o mesmo intertwiner v, obviamente pode-se pegar dife-

rentes intertwiners.

Demonstração. Vamos demostrar o Lema 4.3.2, para isso temos R
.
= R(Λ, p), então:

v(s)(p, e) ◦D′(Λ)⊗ · · · ⊗D′(Λ) = E(n) ◦ v(p, e)D′(Λ)⊗ · · · ⊗ v(p, e)D′(Λ),

uma vez que v(p, e) ◦D′(Λ) = D(1)(R) ◦ v(p, e) temos:

E(n) ◦ v(p, e)D′(Λ)⊗ · · · ⊗ v(p, e)D′(Λ) = E(n) ◦D(1)(R)v(p, e)⊗ · · · ⊗D(1)(R)v(p, e),

por outro lado E(n) ◦D(1)(R)⊗ · · · ⊗D(1)(R) = D(n)(R) ◦ E(n), logo

v(s)(p, e)◦D′(Λ)⊗· · ·⊗D′(Λ) = D(n)(R)E(n) ◦ v(p, e)⊗· · ·⊗ v(p, e) = D(n)(R)◦ v(s)(p, e).

Assim �nalizamos a demostração.

Exibimos o produto escalar em h(s) para referência posterior. Inserindo o projetor

Eq. (4.34), temos

(
E(n) u1 ⊗ · · · ⊗ un, E(n) v1 ⊗ · · · ⊗ vn

)
=

=
1

(n!)2

∑
λ,σ∈Sn

[n/2]∑
k=0

(−1)kck
(
uλ(1), uλ(2)

)
· · ·
(
uλ(2k−1), uλ(2k)

)
×

×
(
vσ(1), vσ(2)

)
· · ·
(
vσ(2k−1), vσ(2k)

) (
uλ(2k+1), vσ(2k+1)

)
· · ·
(
uλ(n), vσ(n)

)
. (4.38)

A demostração da Eq. (4.38) está na Seção 5.4 com a diferença que lá temos um fator

(χ, χ′ ) , em que χ ∈ C2 que não temos aqui, entretanto a demostração é completamente

análoga.
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4.3.2 Campos com localização tipo-ponto

O espaço de chegada h para o potencial tensor é o espaço de tensores simétricos

com traço zero em (C4)⊗n e D(Λ) é a restrição correspondente de Λ⊗n, que é equivalente

a D(n/2,n/2) [37]. Para o tensor intensidade de campo, h é um subespaço invariante de

(C4)⊗2n e D(Λ) é a restrição correspondente de Λ⊗2n. Sejam vpµ(p) e vFµν(p) os intertwiners

para o potencial tensor e o tensor intensidade de campo de spin-um, respectivamente, e

de�na

vs,pµ1···µn(p)
.
= E(n) vpµ1(p)⊗ · · · ⊗ v

p
µn(p) (4.39)

vs,Fµ1ν1···µnνn(p)
.
= E(n) vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p). (4.40)

De acordo com Lema 4.3.2 estes são intertwiners de Wigner autoconjugados. Deixe

Ap
µ1···µn e Fµ1ν1···µnνn serem os campos tensoriais livres, hermitianos, locais e covarian-

tes correspondentes. O tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn de ordem-2n obviamente

tem as propriedades de simetria (permutação), ou seja, simétrico sob troca de qualquer

um dos pares (µi, νi) ↔ (µj, νj) e antissimétrico sob troca de qualquer um dos índices

µi ↔ νi.

Lema 4.3.3. Os campos Ap
µ1···µn e Fµ1ν1···µnνn são relacionados como na Eq. (4.30). O

potencial tensor Ap
µ1···µn tem traço e divergência iguais a zero,

gµνAp
µνµ3···µn = 0, ∂µAp

µµ2···µn(x) = 0. (4.41)

Ele é o único, módulo equivalência unitária, campo quântico livre para partículas massivas

com spin-n, n ∈ N0, que é um tensor simétrico com traço zero de ordem-n.

Os dois campos têm dimensão de escala s+ 164. De fato, a função de dois pontos

de Fµ1ν1···µnνn e Ap
µ1···µn sobre a concha é um polinômio homogêneo 65 e não homogêneo

respectivamente de grau 2n.

64Para o bósons s = n.
65Polinômio homogêneo é um polinômio onde os monômios com coe�cientes não-nulos têm o mesmo

grau, caso contrário, será dito não homogêneo.
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Mostra-se o Lema (4.3.3).

Demonstração. O fato de que o potencial Ap tem divergência zero segue como no caso

do spin-1 a partir das propriedades da função intetwiner do spin-1, veja Eq. (4.13). Para

provar que o Ap tem traço zero, observe que vpµ(p̄) = vpe(µ) = ie(µ) se µ = 1, 2, 3 e = 0 se

µ = 0. Consequentemente

gµνvpµ(p̄)⊗ vpν (p̄) = −gije(i) ⊗ e(j) = ĝ3, (4.42)

uma vez que gij = −gij3 . Portanto o tensor gµνvpµ(p̄)⊗vpν (p̄)⊗vpµ3(p̄)⊗· · · v
p
µn(p̄) é ortogonal

em (C3)⊗n para todo tensor com traço zero no sentido de (4.33), isto é, sua projeção E(n)

no espaço de tensores com traço zero é zero. Isto implica traço zero (4.41) de Ap
µ1···µn .

A unicidade decorre da observação na subseção 3.2.3, uma vez que a representação

do grupo de Lorentz em tensores simétricos com traço zero e de ordem-n é irredutível, a

saber, equivalente à representação D(n/2,n/2) [37]. Para provar a relação (4.30), insira a

fórmula explícita (4.15) de vF na de�nição (4.40). Isso produz

vs,Fµ1ν1···µsνn(p) = inE(n)
(
pµ1v

p
ν1

(p)− pν1vpµ1(p)
)
⊗ · · · ⊗

(
pµnv

p
νn(p)− pνnvpµn(p)

)
(4.43)

que pode ser escrito como

in
∑
I

(−1)|I|pµj1 · · · pµjlpνi1 · · · pνikE
(n) vpνj1 (p)⊗ · · · ⊗ vpνjl (p)⊗ v

p
µi1

(p)⊗ · · · vpµik (p),

onde I = {i1, . . . , ik} percorre sobre todos subconjuntos de {1, . . . , n} e Ic = {j1, . . . , jl}

é o complemento de I. Uma vez que a projeção do produto tensorial dos intertwiners-vpµ

é justamente o intertwiner para Ap
µj1 ···νik , isso prova Eq. (4.30) .

A parte da função de dois pontos sobre a concha do tensor intensidade de campo,

pela fórmula geral (3.48), é dada por

(
vs,Fµ1ν1···µsνn(p), vs,Fµ′1ν′1···µ′nν′n

(p)
)
≡(
vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p), E(n) vFµ′1ν′1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µ′nν

′
n
(p)
)
.
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Substituindo o projetor E(n) da Eq. (4.34) escrevemos o produto escalar em h(s) como

na Eq. (4.38) e temos que ela é dada por uma soma, em que cada termo é um produto

de n fatores da forma
(
vFµiνi(p), v

F
µ′jν
′
j
(p)
)
ou
(
vFµ′iν′i

(p), vFµ′jν′j
(p)
)
ou o complexo conjugado

deste último. A conjugação complexa dos intertwiners representa apenas um sinal global

e, assim, cada fator, a menos de um sinal, é justamente a função de dois pontos do ten-

sor intensidade de campo de spin-um sobre a concha, que já sabemos ser um polinômio

quadrático homogêneo, veja Eq. (4.16). Assim, a função de dois pontos do tensor inten-

sidade de campo com spin-s sobre a concha é um polinômio homogêneo de grau 2s, como

a�rmado. De maneira similar mostramos a parte da função de dois pontos sobre a concha

do potencial tensor Ap
µ1···µn . Pela fórmula geral (3.48) é(

vsµ1···µn(p), vsµ′1···µ′n(p)
)
≡
(
vµ1(p)⊗ · · · ⊗ vµn(p), E(n) vµ′1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µ′n

(p)
)
.

Já descobrimos que o produto é dado por por uma soma, em que cada termo é um

produto de n fatores da forma
(
vµi(p), vµ′j(p)

)
ou
(
vµ′i(p), vµ′j(p)

)
ou o complexo conjugado

deste último. A conjugação complexa dos intertwiners representa apenas um sinal global

e, assim, cada fator, a menos de um sinal, é justamente a função de dois pontos do campo

de Proca, que já sabemos ser um polinômio quadrático não homogêneo, veja Eq. (4.12).

Assim, a função de dois pontos do potencial tensor Ap
µ1···µn com spin-s sobre a concha é

um polinômio não homogêneo de grau 2s, como a�rmado. A Eq. (1.4) e [20, Proposição

7] implica que o grau de escala das funções de dois pontos é 2s+ 2, isto é, a dimensão de

escala dos campos é s+ 1. �

4.3.3 Campos com localização tipo-string

Nosso potencial tensor com localização tipo-string Aµ1···µn(x, e) é de�nido como o

campo livre correspondente ao intertwiner de Wigner

vsµ1···µn(p, e)
.
= E(n) vµ1(p, e)⊗ · · · ⊗ vµn(p, e). (4.44)

De acordo com o Lema 4.3.2, este é um intertwiner de Wigner (autoconjugado)
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da representação n-tensorial do grupo de Lorentz para D(n). Portanto, Aµ1···µn é um

tensor campo quântico localizado tipo-string, covariante e hermitiano. Inserindo a fórmula

explícita (4.20) em (4.44), temos que o intertwiner de Wigner pode ser escrito como

vsµ1···µn(p, e) = vs,pµ1···µn(p) +
n∑
j=1

ipµjv
(n,n−1)
µ1···µ̂j ···µn(p, e)+

+ i2
∑

i,j∈{1,...,n}
i 6=j

pµipµjv
(n,n−2)
µ1···µ̂i···µ̂j ···µn(p, e) + · · ·+ inpµ1 · · · pµnv(n,0)(p, e), (4.45)

onde o chapéu signi�ca omitir índice correspondente, com

v(n,k)
µ1···µk(p, e)

.
=

in−k

(p · e+ iε)n−k
E(n) vp(p)e⊗ · · · vp(p)e︸ ︷︷ ︸

n−k vezes

⊗vpµ1(p)⊗ · · · ⊗ v
p
µk

(p).

Pelo Lema 4.3.2 e Proposição 3.4.2, isto é um intertwiner de Wigner (autoconjugado).

Denotamos por φ(n,k)
µ1···µk o correspondente tensor campo quântico localizado tipo-string,

covariante e hermitiano. Novamente pela Proposição 3.4.2, esses �campos de escolta�

podem ser escritos como integrais de linha

φ(n,k)
µ1···µk(x, e) =

∫ ∞
0

dt1 · · ·
∫ ∞

0

dtn−k A
p
µ1···µn

(
x+ (t1 + · · ·+ tn−k)e

)
eµk+1 · · · eµn .

O potencial tensor com localização tipo-string Aµ1···µn e os campos de escolta φ
(n,k)
µ1···µk

satisfazem as propriedades relatadas no Teorema 1.0.1:

Proposição 4.3.4. O potencial tensor localizado tipo-string Aµ1···µn está relacionado à

sua versão com localização tipo-ponto e aos campos de escolta φ(n,k)
µ1···µk como na Eq. (1.5).

Sua função de dois pontos tem grau de escala dois depois de integrada com uma função

de teste na variável e e tem um limite para massa zero. É um potencial para o tensor

intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn no sentido de Eq. (4.30). Finalmente, satisfaz a condição

�calibre axial"

Aµµ2···µn(x, e) eµ = 0. (4.46)

No entanto, Aµ1···µn não tem divergência e nem traço iguais a zero. Fórmulas

explícitas para as funções de dois pontos no caso de spin dois são fornecidas nas Eqs. (4.53),

(4.54) e (4.55) abaixo.
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Demonstração. A relação (1.5) pode ser lida a partir da Eq. (4.45). Além disso, note que

na Eq. (4.43) pode-se substituir cada vpµ(p) por vµ(p, e) devido à relação de spin-um (4.26).

Isso prova a relação (4.30) com Ap substituído por A. Para provar as a�rmações sobre a

função de dois pontos, consideramos sua parte sobre a concha, ou seja,(
vsµ1···µn(p, e), vsµ′1···µ′n(p, e′)

)
.

Como na prova de Lema 4.3.3, descobrimos que é dada por uma soma, cada termo

do qual é um produto de n fatores da forma
(
vµi(p, e), vµ′j(p, e

′)
)
ou
(
vµ′i(p, e

′), vµ′j(p, e
′)
)

ou
(
vµi(p, e), vµj(p, e)

)
. Os fatores (vµ(p, e), vµ′(p, e

′)) são justamente as funções de dois

pontos sobre a conchaMAA
µµ′ (p, e, e

′) dado na Eq. (4.21) e os outros fatores são determinados

usando Eq. (4.14) e vpµ(p) = −vpµ(p), como

(
vµ(p, e), vν(p, e)

)
= gµν −

pµ · eν + pν · eµ
p · e+ iε

− pµpν
(p · e+ iε)2

(4.47)

e seu complexo conjugado.

Demonstração. Substituindo Eq.(4.19) em
(
vµ(p, e), vν(p, e)

)
temos,

(
vµ(p, e), vν(p, e)

)
=

=
(
vpµ(p)− pµ

p · e− iε
vp(p)e , vpν (p)− pν

p · e+ iε
vp(p)e

)
=
(
vpµ(p) , vpν (p)

)
−

− pµ
p · e+ iε

(
vp(p)e , vpν (p)

)
− pν
p · e+ iε

(
vpµ(p) , vp(p)e

)
+

pµpν
(p · e+ iε)2

(
vp(p)e , vp(p)e

)
.

Usando vpµ(p) = −vpµ(p) temos

(
vµ(p, e), vν(p, e)

)
= −

(
vpµ(p) , vpν (p)

)
+

pµ
p · e+ iε

(
vp(p)e , vpν (p)

)
+

+
pν

p · e+ iε

(
vpµ(p) , vp(p)e

)
− pµpν

(p · e+ iε)2

(
vp(p)e , vp(p)e

)
.

Agora usando a Eq. (4.14) para cada produto, produzimos a Eq. (4.47).

Note que todos os fatores são homogêneos em p de grau zero. Assim, cada produto

de n fatores também é homogêneo em p de grau zero. Mais precisamente, é uma soma de
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termos da forma (3.112), com o grau do polinômio Mp(p) igual a n1 + n2 (o número de

fatores p ·e±iε ou p ·e′±iε no denominador). De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposição

7 ] temos que o grau de escala é dois, o que implica dimensão de escala do campo igual

1, e pela [20, Proposição 9 ] que o limite para massa zero existe. A condição de �calibre

axial�, Eq. (4.46), segue da antissimetria do Fµµ2···µn . Mas também pode ser veri�cada no

nível do intertwiner do campo Aµµ2···µn(x, e), como feito para o caso de spin-um, veja a

demostração no �nal do Lema 4.2.1. �

Finalmente escrevemos nosso potencial tensor com localização tipo-string como

uma integral de linha sobre o campo tensor intensidade de campo em analogia ao caso de

spin-um, veja Eq. (4.5).

Lema 4.3.5. Vale

Aµ1···µn(x, e) =

∫ ∞
0

dt1 · · ·
∫ ∞

0

dtn Fµ1ν1···µnνn
(
x+

n∑
i=1

tie
)
eν1 · · · eνn . (4.48)

Demonstração. Inserindo a relação (4.18) na de�nição (4.44) do intertwiner de Wigner de

Aµ1···µn , produz

vsµ1···µn(p, e) =
in

(p · e+ iε)n
vs,Fµ1ν1···µnνn(p)eν1 · · · eνn .

Usando a Eq. (3.111), isso implica a a�rmação. �

Note que o Lema ou, equivalentemente, a última relação na sua demonstração,

implica que a função de dois pontos AA sobre a concha pode ser escrita como

MAA
µ1···µn,µ′1···µ′n

(p, e, e′) =
MFF

µ1ν1···µnνn,µ′1ν′1···µ′nν′n
(p)

(p · e− iε)n(p · e′ + iε)n
eν1 · · · eνn(e′)ν

′
1 · · · (e′)ν′n , (4.49)

onde MFF é a parte da função de dois pontos de FF sobre a concha. Como este é um

polinômio homogêneo de grau 2s, veja Lema (4.3.3), a Eq. (1.4) e [20, Proposição 7 ]

con�rmam nossa declaração de que a função de dois pontos de AA tem grau de escala

dois, e [20, Proposição 9] con�rma que o limite para massa zero existe.
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4.4 Spin dois: Gráviton massivo

Colocamos aqui fórmulas explícitas para o campo com localização tipo-ponto e

localização tipo-string com massa m e spin-dois.

As partículas de spin-dois podem ser interpretadas como Grávitons massivos, e

o potencial tensor hpµν(≡ Apµν) poderia, no caso massivo, modelar as �utuações quânti-

cas do campo métrico. O tensor intensidade de campo seria (duas vezes) o tensor de

Riemann linearizado Rµνµ′ν′ , veja Eq. (1.7). É interessante notar que o tensor Ricci

Rµµ′
.
= gνν

′
Rµνµ′ν′ coincide neste contexto linearizado de campos quânticos livres com um

múltiplo do potencial:

Rµµ′ = −1

2
m2hpµµ′ , (4.50)

devido às condições de "calibre harmônico", Eq. (4.41) e a equação de Klein-Gordon para

hpµν .

Demonstração. Temos :

Fµνµ′ν′ = 2.Rµνµ′ν′

Utilizando a Eq. (4.30) para n = 2, temos

Rµνµ′ν′ =
1

2

(
∂µ∂µ′h

p

νν′ + ∂ν∂ν′h
p

µµ′ − ∂ν∂µ′h
p

µν′ − ∂µ∂ν′h
p

νµ′

)
.

Então o tensor Ricci é:

Rµµ′
.
= gνν

′
Rµνµ′ν′ =

1

2

(
∂µ∂µ′g

νν′hpνν′ + � hpµµ′ − g
νν′∂ν∂µ′h

p

µν′ − g
νν′∂µ∂ν′h

p

νµ′

)
.

Utilizando o fato de que hµν′ = hν′µ, que as derivadas comutam e a Eq. (4.41), temos que

o único termo que sobrevive é � hpµµ′ , portanto

Rµµ′ =
1

2

(
� hpµµ′

)
.

Uma vez que o campo hpµµ′ , assim como qualquer campo livre massivo, satisfaz a equação

de Klein-Gordon (� hpµµ′ = −m2hpµµ′) , produz a Eq. (4.50).
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Colocamos a forma explícita do intertwiner para o campo do Gráviton massivo e,

por consequência, mostramos que o campo localizado tipo-string difere do localizado tipo-

ponto por 3 termos que são derivadas de campos tipo-string. Pela de�nição a Eq.(4.44) e

a forma explícita da Eq.(4.19), temos:

v2
µν(p, e) =E(2)

(
v(p)µ −

pµ
p.e+ iε

v(p)e
)
⊗
(
v(p)ν −

pν
p.e+ iε

v(p)e
)

=E(2) (v(p)µ ⊗ v(p)ν)−
pµ

p.e+ iε
E(2) (v(p)ν ⊗ v(p)e)− pν

p.e+ iε
E(2) (v(p)µ ⊗ v(p)e)

+
pµpν

(p.e+ iε)2
E(2) (v(p)e⊗ v(p)e).

Isto pode ser escrito, veja Eq. (4.45), como

v2
µν(p, e) = v2,p

µν (p) + ipµv
(2,1)
ν (p, e) + ipνv

(2,1)
µ (p, e)− pµpνv(2,0)(p, e). (4.51)

Com v2,p
µν (p)

.
= E(2) (v(p)µ ⊗ v(p)ν), v

(2,1)
ν (p, e)

.
= i

p.e+iε
E(2) (v(p)ν ⊗ v(p)e) e

v(2,0)(p, e)
.
=

−1

(p.e+ iε)2
E(2) (v(p)e⊗ v(p)e).

A Eq. (4.51) corresponde ao intertwiner do campo hµν , portanto, o mesmo é da forma:

hµν(x, e) = hpµν(x) + ∂µφ
(2,1)
ν (x, e) + ∂νφ

(2,1)
µ (x, e) + ∂µ∂νφ

(2,0)(x, e). (4.52)

Que comprova que o campo tipo-string difere do seu correspondente tipo-ponto por termos

que são derivadas de campos tipo-string como dito no Teorema 1.0.1, Eq. (1.5).

O hpµν(x) é o potencial (Gráviton massivo) localizado tipo-ponto e é �xado pelo

intertwiner v2,p
µν (p), φ(2,1)

ν (x, e) se comporta como um campo com spin-um, mas representa

um campo com spin-2 e é �xado por v(2,1)
ν (p, e) e φ(2,0)(x, e) que se comporta como um

campo escalar, mas também representa um campo com spin-2 e é �xado por v(2,0)(p, e).

Note que o campo φ(2,1) tem divergência zero,

∂ · φ(2,1) = 0,

devido ao fato de que pµv(p)µ = 0, veja Eq. (4.13).
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Como qualquer campo livre com massa m, o campo φ(2,0)(x, e) satisfaz a equação

de Klein-Gordon,

(� +m2)φ(2,0)(x, e) = 0.

Portanto, o traço de h(x, e)
.
= hµµ(x, e) satisfaz:

h(x, e) = −m2φ(2,0)(x, e).

Aqui usamos o fato de que o traço de hPµν é zero, que por sua vez vem do Lema 4.3.3.

Temos as seguintes notações: hµµ = gµνhµν e ∂ · φ(2,1) = gµν∂νφ
(2,1)
µ .

Damos uma lista das funções de dois pontos para os potenciais tensores com locali-

zação tipo-ponto e localização tipo-string, hpµν e hµν , bem como para o campos de escolta,

φ
(2,1)
µ e φ(2,0), sobre a concha. Todas são calculadas como nas provas do Lema 4.3.3 e

Proposição 4.3.4, usando o fato de que para s = n = 2 a projeção (4.34) nos tensores

simétricos com traço zero em (C3)⊗2 é dado por

E(2) u⊗ v = E
(2)
+ u⊗ v − 1

3
(ū, v) ĝ3.

Para o potencial com localização tipo-ponto, a função de dois pontos sobre a concha é

dada por

Mhphp

µν,µ′ν′(p) =
2

3

pµpνpµ′pν′

m4
+

1

2
(gµµ′gνν′ + gνµ′gµν′)−

1

3
gµ′ν′gµν

− 1

2

(pµpµ′
m2

gνν′ +
pνpν′

m2
gµµ′ +

pµpν′

m2
gνµ′ +

pνpµ′

m2
gµν′
)

+
1

3

(pµpν
m2

gµ′ν′ +
pµ′pν′

m2
gµν

)
.

Isto coincide com a Eq. (21) em [41], se levarmos em conta as diferentes convenções

substituindo o δµν por −gµν . A parte da função de dois pontos de hh com localização
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tipo-string sobre a concha é dada por

Mhh
µν,µ′ν′(p, e, e

′) =
pµpνpµ′pν′

(p · e)2(p · e′)2

(
(e · e′)2 − 1

3

)
(4.53)

− pµpνpµ′

(p · e)2(p · e′)
(
e · e′eν′ +

1

3
e′ν′
)
− (µ′ ↔ ν ′)

− pµpµ′pν′

(p · e)(p · e′)2

(
e · e′e′ν +

1

3
eν
)
− (µ↔ ν)

+
pµpν

(p · e)2

(
eµ′eν′ +

1

3
gµ′ν′

)
+

pµ′pν′

(p · e′)2

(
eµeν +

1

3
gµν
)

+
pµpµ′

(p · e)(p · e′)
(1

2
(eν′e

′
ν + e · e′gνν′)−

1

3
eνe
′
ν′

)
+ (µ′ ↔ ν ′)

+
pνpµ′

(p · e)(p · e′)
(1

2
(eν′e

′
µ + e · e′gµν′)−

1

3
eµe
′
ν′

)
+ (µ′ ↔ ν ′)

+
pµ
p · e

(1

3
gµ′ν′eν −

1

2
(gνµ′eν′ + gνν′eµ′)

)
+ (µ↔ ν)

+
pµ′

p · e′
(1

3
gµνe

′
ν′ −

1

2
(gν′µe

′
ν + gν′νe

′
µ)
)

+ (µ′ ↔ ν ′)

+
1

2
(gµµ′gνν′ + gνµ′gµν′)−

1

3
gµ′ν′gµν .

Estamos suprimindo os iε e iε′. Cada termo p · e tem que ser lido como p · e− iε e cada

termo p · e′ tem que ser lido como p · e′ + iε.

As partes das funções de dois pontos para os campos φ(2,1)
µ e φ(2,0) sobre a concha, saem

da seguinte maneira:

Mφ(2,1)

µ,µ′ (p, e, e′) =
pµpµ′

m2

( 2

3m2
− e · e′

2(p · e)(p · e′)
)

(4.54)

+
pµ
m2

( e′µ′

3p · e′
− eµ′

2p · e
)

+
pµ′

m2

( eµ
3p · e

−
e′µ

2p · e′
)

+
1

2
gµµ′

( e · e′

(p · e)(p · e′)
− 1

m2

)
+

1

2

eµ′e
′
µ

(p · e)(p · e′)
− 1

3

eµe
′
µ′

(p · e)(p · e′)

Mφ(2,0)(p, e, e′) =
2

3m4
− 1

3m2

( 1

(p · e)2
+

1

(p · e′)2

)
− 2(e · e′)
m2(p · e)(p · e′)

(4.55)

+
1

(p · e)2(p · e′)2

(
(e · e′)2 − 1

3

)
.

Novamente estamos suprimindo os iε e iε′. Cada termo p ·e tem que ser lido como p ·e− iε

e cada termo p · e′ tem que ser lido como p · e′ + iε.

De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposição 7], temos:
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Proposição 4.4.1. A função de dois pontos de hµν, hpµν, φ
(2,1)
µ e φ(2,0) tem grau de escala

2, 6, 4 e 2, respectivamente.

Isso signi�ca que, a dimensão de escala dos campos hµν , hpµν , φ
(2,1)
µ e φ(2,0) são

1, 3, 2 e 1, respectivamente. Comprovando, assim, nossa a�rmação inicial de que campos

tipo-string têm um melhor comportamento UV.

De acordo com a [20, Proposição 9 ], temos que nossos campos hµν possuem limite para

massa zero, enquanto os campos, hpµν , φ
(2,1)
µ e φ(2,0) não têm.



Capítulo 5

Férmions

5.1 Introdução

Consideramos nesse capítulo os campos que carregam partículas com spin arbi-

trário semi-inteiro, s = n + 1
2
com n ∈ N0. Ressaltamos que para campos com spin

semi-inteiro uma rotação de 2π gera um sinal, portanto, temos que trabalhar com a repre-

sentação irredutível unitária com energia positiva U (m,s)(a,A) do recobrimento do grupo

P↑+.

A construção dos campos quânticos fermiônicos que satisfazem a relação de cova-

riância Eq. (1.3), mais precisamente, veja a nota de rodapé 11, é feita de maneira similar

à construção dos campos com spin-inteiro, veja Sec. 4.3. Nesse trabalho, os intertwiners

para os campos são determinados a partir dos intertwiners dos bósons vetoriais massivos,

os quais já determinamos no capítulo 4 juntamente com o intertwiner do campo de Di-

rac s = 1
2
. Portanto, nossos campos têm índices tensoriais correspondentes aos campos

com spin inteiro e um índice espinorial α, (α = {1, · · · , 4}), correspondente ao campo

de Dirac que consiste da representação (1
2
, 0) ⊕ (0, 1

2
), assim, denominamos ϕpµ1···µn,α de

campo spinor-tensor localizado tipo-ponto e ϕµ1···µn,α de campo spinor-tensor localizado

tipo-string. Para o spinor-tensor localizado tipo-string, utilizamos o intertwiner do bóson

108
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vetorial s = 1 com localização tipo-string, dado pela equação (4.19), e para o spinor-tensor

com localização tipo-ponto, o intertwiner do bóson vetorial localizado tipo-ponto, a saber,

vpµ(p).

Em ambos os casos vamos utilizar o campo de Dirac localizado tipo-ponto e seu

intertwiner correspondente é denotado por vD(p). Dado a importância do intertwiner de

Dirac e de sua função de dois pontos para construção geral, fazemos na seção 5.2 uma breve

revisão sobre o campo de Dirac tipo-ponto.66 Para construir o caso geral determinamos

o projetor, denotado por E(n+ 1
2

), sobre o subespaço h(n+ 1
2

) ⊂ (C3)⊗n ⊗ C2, que contém

partículas com spin semi-inteiro, s = n + 1
2
com n ≥ 1, o qual é um intertwiner entre a

representação do (n + 1)-produto tensorial67 D(1) ⊗ · · · ⊗D(1)︸ ︷︷ ︸
n−vezes

⊗D( 1
2

) do grupo SL(2,C)

para D(n+ 1
2

), com n ≥ 1.

Colocamos na seção 5.5 fórmulas explícitas para um caso especí�co, a saber, o

campo com spin s = 3
2
, este denominamos de campo spinor-vetor, pois tem um índice

espinorial α e um índice vetorial µ correspondente ao spin-um e denotamos por Ψµ,α

e por Ψp
µ,α o localizado tipo-string e tipo-ponto, respectivamente. O campo Ψp

µ,α é mais

convenientemente descrito por Rarita-Schwinger [42], o que justi�ca o fato de ser conhecido

na literatura como Campo de Rarita-Schwinger.

Nossos campos spinor-tensor são simétricos de ordem n com relação aos índices

tensoriais, não são hermitianos e os localizados tipo-string diferem dos campos localizados

tipo-ponto correspondente por termos que são derivadas de campos localizados tipo-string

bem de�nidos que são responsáveis pelo mau comportamento UV (apresentam um me-

lhor comportamento para grandes energias comparado com o seu correspondente campo

66A motivação para utilizar o campo de Dirac localizado tipo-ponto se deve ao fato de que não podemos

escrever o campo de Dirac localizado tipo-string como sendo o campo localizado tipo-ponto correspondente

mais termos que são derivadas de campos tipo-string como descrito no Teorema 1.0.1, ou seja, o campo

não satisfaz a Eq. (1.5).
67Durante o desenvolvimento vamos denotar por (n+ 1)-produto tensorial, o produto de n-vezes D(1)

produto tensorial e uma vez D( 1
2 ). O mesmo vale para (n + 1)-produto tensorial, o produto de n-vezes

C3 e uma vez produto tensorial C2.
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localizado tipo-ponto); conforme a�rmamos na Eq. (1.5), logo temos localidade su�ciente

para uma construção perturbativa de modelos interagentes. Por �m, escrevemos nossos

campos spinor-tensor localizados tipo-string como uma integral de linha sobre campos

spinor-tensor localizados tipo-ponto.

Antes de continuar com nossos resultados, colocamos como o operador antiunitário

D( 1
2

)(j̃1) da representação U(j̃1) de�nida pela Eq. (3.10) age. Para s = 1
2
, temos j̃1Aj̃1 :=

σ1Aσ1 e D( 1
2

)(j̃1) agindo como:

D( 1
2

)(j̃1)χ
.
= D( 1

2
)(iσ3)χ̄ = iσ3χ̄, χ ∈ C2.

Lema 5.1.1. Este satisfaz:

(i) D( 1
2

)(j̃1)2 = 1

e

(ii) D( 1
2

)(j̃1)D( 1
2

)(R)D( 1
2

)(j̃1) = D( 1
2

)(σ1Rσ1) ∀ R ∈ SU(2).

Demonstração. A parte (i),

D( 1
2

)(j̃1)2χ = D( 1
2

)(j̃1)iσ3χ̄ = iσ3iσ3 χ =
iσ3σ3

i
χ = χ.

A parte (ii),

D( 1
2

)(j̃1)D( 1
2

)(R)D( 1
2

)(j̃1)χ = D( 1
2

)(j̃1)D( 1
2

)(R)D( 1
2

)(iσ3)χ̄ =

= D( 1
2

)(j̃1)D( 1
2

)(R iσ3)χ̄ = D( 1
2

)(
iσ3R̄σ3

i
)χ = D( 1

2
)(σ3R̄σ3)χ

Portanto, temos que veri�car que σ3R̄σ3 = σ1Rσ1.

σ3R̄σ3σ1R
−1σ1 = σ3σ3σ1R

−1∗R−1σ1 = σ1σ1 = 1

Aqui usamos que σk
.
= matrizes de Pauli, σ3σ1 = ε e que da Eq. (2.3) temos R̄ε = εR−1∗ =

εR, uma vez que R ∈ SU(2). Logo, nossa de�nição satisfaz a condição para que seja uma

representação.
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5.2 Campo de Dirac com localização tipo-ponto

Nessa seção recordamos o caso do campo de Dirac com localização tipo-ponto, o

qual é dado pela Eq. (3.43) com seu respectivo intertwiner e é denotado por Ψα(p). Assim

foi necessário devido ao fato de que todos os intertwiner para spin semi-inteiro, para s > 1
2
,

serão calculados a partir do vD(p), juntamente com o intertwiner do spin 1. Da mesma

forma como foi feito para o caso de spin inteiro, em que todos intertwiners para spin s > 1

foram �xados pelo o intertwiner do caso s = 1.

O campo de Dirac, s = 1
2
, se transforma de forma covariante como a Eq. (3.12)

com r = α, onde D(A) := Sc(A)68, a saber:

U(a,A) Ψα(x) U(a,A)−1 = Ψα′(Λ(A)x+ a)Sc(A)α′α,

com A ∈ SL(2,C) e Λ(A) transformação de Lorentz própria através de elementos de

SL(2,C). De acordo com a Prop. 3.2.5 e a Eq. (3.41) temos o intertwiner de Wigner

de Dirac para o momento de referência p̄, vD := vD(p̄) �xado pela representação Sc(A)

satisfazendo a �pequena relação de intertwiner�,

D( 1
2

)(R) ◦ vD = vD ◦ Sc(R), R ∈ SU(2).

Uma solução dessa relação é dada por 69

vD =
√
m
(
− ε ε

)
.

Usamos a de�nição do ε dada no Lema 2.3.3, o fato de que Sc(R) = S(R̄) e a Eq. (2.3) o

que nos produz Rε = εR̄.

68Onde Sc(A) := S(A−1)t é a representação sobre a qual o campo de Dirac se transforma de forma

covariante, S(A)
.
= D( 1

2 ,0)(A)⊕D(0, 12 )(A).

S(A)
.
=

 A 0

0 A∗−1


69A constante

√
m foi escolhida para que a relação canônica de anticomutação seja satisfeita, a saber,

{Ψα(0,x), Ψ̇β(0,y)} = iδαβδ(x− y).
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Utilizando a Eq. (3.42), temos

vD(p) = vD ◦ Sc(B−1
p ) =

√
m
(
− εBt

p εB
−1

p

)
.

Podemos utilizar a Eq. (2.3) e reescrever o vD(p) como:

vD(p) =
√
m
(
−B−1

p ε B∗pε
)
. (5.1)

O intertwiner conjugado de vD, denotado por vDc, é �xado pela Eq. (3.28) e é dado por:

vDc(p) =
√
m
(
B∗p B−1

p

)
. (5.2)

Vamos demostrar a Eq. (5.2).

Demonstração. Da Eq. (3.28), temos:

vDc(p) = D(s)(j̃1)v(−j1p)S
c(j̃1).

Utilizando o Lema (5.1.1) e Sc(j̃1) dado na nota de rodapé 40, temos:

vDc(p) =
√
m iσ3

(
−B−1

−j1pε B∗−j1pε
)  iσ1 0

0 −iσ1

 .

Usando o Lema 3.2.3, a saber, B−j1p = σ1Bpσ1, e o fato de que σ3σ1 = ε, �camos com

vDc(p) =
√
m
(
εB−1

p σ1εσ1 εB∗pσ1εσ1

)
.

Utilizando Eq. (2.3), podemos reescrever da seguinte forma:

vDc(p) =
√
m
(
B∗pεσ1εσ1 B−1

p εσ1εσ1

)
,

o que produz a Eq. (5.2).

Para determinar a função de dois pontos sobre a concha para o campo de Dirac,

função de�nida pela Eq. (5.5) abaixo, precisamos determinar o v̌Dc(p)
.
= vDc(p)γ0, com

γ0
.
=

 0 I

I 0

 .
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Temos que

v̌Dc(p)
.
= vDc(p)γ0 =

√
m
(
B∗p B−1

p

)
γ0 =

√
m
(
B∗p B−1

p

)
γ0 =

√
m
(
B∗p B−1

p

) 0 I

I 0

 .

(5.3)

O que nos produz,

v̌Dc(p) =
√
m
(
B−1
p B∗p

)
. (5.4)

Com as soluções dos intertwiners acima, determinamos a função de dois pontos

sobre a concha para o campo de Dirac localizado tipo-ponto, denotado por, Ψα(x). A

função de dois pontos para o campo de Dirac com seus respectivos intertwiners de Wigner

vDα (p) e vDβ (p) e sua respectiva função de dois pontos sobre a concha sai como:70(
Ω,Ψα(x) Ψβ(x′)Ω

)
=(2π)−3

∫
dµ(p) e−ip·(x−x

′) MΨαΨβ(p)

MΨαΨβ(p) =
(
vDcα (p), v̌Dcβ (p)

)
h(

1
2 ) ,

em que ( ·, · ) e ( ·, · )
h(

1
2 ) indicam os produtos escalares no espaço Fock H fermiô-

nico e no pequeno espaço de Hilbert h( 1
2

), respectivamente. Aqui, Ψβ :=
(
Ψ∗γ0

)
β
e

vDcα (p)
.
= vDc(p)eα.

Lema 5.2.1.

MΨαΨβ(p) :=
(
vDcα (p), v̌Dcβ (p)

)
=
(
6p+m

)
αβ
. (5.5)

Demonstração. Seja v ∈ C4 tal que:

v
.
=


v1

v2

v3

v4

 ≡
 va

vb

 com va, vb ∈ C2.

70Na seção 5.4, mostramos a expressão da função de dois pontos para o caso geral, spin s = n+ 1
2 , com

n ≥ 1.
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e (
v, w

)
=
(
va, wa

)
C2 +

(
vb, wb

)
C2 .

Portanto,

eα
.
=

 eaα

ebα

 (5.6)

e (
eα, eβ

) .
=

 eaα

ebα

 ,

 eaβ

ebβ

 = (eaα, e
a
β)C2 + (ebα, e

b
β)C2 (5.7)

Aplicando as Eq.s (5.2) e (5.4) temos,

MΨαΨβ(p) =
(
vDcα (p), v̌Dcβ (p)

)
= m.

(
(B∗p B−1

p )eα, (B
−1
p B∗p)eβ

)
.

Utilizando as relações dadas pelas Eq.s (5.6) e (5.7), as Eq.s (2.6) e (2.7) as quais

nos proporcionam, B2
p =

p

m̃
e (B−1

p )2 = p̃
m
, e 6p .

=

 0 p˜
p̃ 0

 temos:

MΨαΨβ(p) = m.{(eα, eβ) + (eα,
6p
m
eβ)} =

(
eα, (6p+m)eβ

)
=
(
6p+m

)
αβ
.

�

De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposição 7], temos que a função de dois pontos

tem grau de escala 3 e consequentemente a dimensão de escala Ds do campo de Dirac é

3
2
.

5.3 Espaço de uma partícula - Férmions

Vamos começar a construção dos campos com spin semi-inteiro com

s = n + 1
2
, n ≥ 1. Primeiro, lembramos a representação dessas partículas e

construímos os intertwiners para os campos. Tomamos a representação D(s) de SL(2,C),

onde s = n + 1
2

e n ≥ 1, como realizada no subespaço irredutível de (C3)⊗n ⊗ C2,

denotado por h(n+ 1
2

). O espaço (C3)⊗n ⊗ C2 contém vários subespaços irredutíveis de
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SU(2), mas mostramos no desenvolvimento do capítulo, que ele contém um subspaço

com spin n + 1
2
sem degenerescência. Em (C3)⊗n ⊗ C2 consideramos o produto escalar

induzido por C3 e C2,

(u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ, v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′)
.
= (u1, v1) · · · (un, vn)(χ, χ′) (5.8)

usando um e o mesmo símbolo, em que ui ∈ C3 e χ ∈ C2.

Proposição 5.3.1. O projetor ortogonal para o subespaço h(n+ 1
2

) ⊂ (C3)⊗n ⊗ C2 é dado

por:

E(n+ 1
2

) .= (1 − 1

ĉn
E(n)Θ∗nΘn) ◦ E(n) (5.9)

A constante ĉn deve ser inserida para que 1
ĉn

Θ∗nΘn seja um projetor.71

Em que o E(n) é o projetor de�nido pela Eq. (4.34). Aqui estamos usando a seguinte

notação,

E(n)
(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

) .
= E(n)

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un

)
⊗ χ.

Θn o mapa de (C3)⊗n ⊗ C2 −→ (C3)⊗n−1 ⊗ C2 de�nido por:

Θn

(
u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

) .
= u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un−1 ⊗ un˜χ,

em que u˜ .
=
∑3

k=1 ukσk. E Θ∗n o seu adjunto dado por:

Θ∗n
(
u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un−1 ⊗ χ

)
=

3∑
k=1

u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un−1 ⊗ e(k) ⊗ σkχ,

em que σk são as matrizes de Pauli e e(k) elemento k da base canônica em C3.

Demonstração. Determinamos que o projetor E(n+ 1
2

) tem imagem no subespaço h(n+ 1
2

) ⊂

(C3)⊗n ⊗ C2.

Como é bem conhecido, o produto tensorial de representações de SU(2) tem de-

composição através de uma soma direta de representações irredutíveis. Portanto, fazemos

71Em que ĉ0 = 1 e ĉ1 = 3. Ainda não determinamos para n ≥ 2.
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isso para a representação D(1) ⊗ · · · ⊗D(1)︸ ︷︷ ︸
n−vezes

⊗D( 1
2

), agindo em C3 ⊗ · · · ⊗ C3︸ ︷︷ ︸
n−vezes

⊗ C2.

Seja h′ := C3 ⊗ · · · ⊗ C3︸ ︷︷ ︸
n−vezes

⊗ C2 e E(n)
(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

) .
= E(n)

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un

)
⊗ χ.

Aplicando o operador E(n) dado pela Eq. (4.34) em h′, temos:

E(n) : C3 ⊗ · · · ⊗ C3︸ ︷︷ ︸
n−vezes

⊗C2 −→ hn ⊗ C2,

onde hn = E(n)(C3)⊗n é o espaço irredutível que contém partículas com spin n. Podemos

escrever hn ⊗ C2 = ĥn−
1
2 ⊕ hn+ 1

2 .

Seja Θn o mapa de (C3)⊗n ⊗ C2 −→ (C3)⊗n−1 ⊗ C2 de�nido por:

Θn

(
u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

)
= u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un−1 ⊗ un˜χ (5.10)

Novamente estamos denotando os ui ∈ C3 e χ ∈ C2.

Recordamos que o mapa adjunto Θ∗n : (C3)⊗n−1 ⊗ C2 −→ (C3)⊗n ⊗ C2 é de�nido

por:

(ψ,Θ∗nξ) = (Θnψ, ξ), ψ ∈ (C3)⊗n ⊗ C2 e ξ ∈ (C3)⊗n−1 ⊗ C2. (5.11)

Denotamos por {e(1), e(2), e(3)} a base canônica em C3, onde as componentes são dadas

por uk
.
=
(
e(k), u

)
.

Lema 5.3.2. (i) O adjunto Θ∗n é dado por

Θ∗n
(
u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un−1 ⊗ χ

)
=

3∑
k=1

u1 ⊗ u2 ⊗ · · · ⊗ un−1 ⊗ e(k) ⊗ σkχ. (5.12)

(ii) O mapa wn
.
= (ĉn)−

1
2 ΘnE

(n) = (ĉn)−
1
2 w′n é uma isometria parcial, isto é,

wnw
∗
n = 1

hn−
1
2

w∗nwn = E
(n− 1

2
)

Im Θ∗n
:= Projetor sobre a imagem de Θ∗n.

Demonstração. Começamos pela parte (i), adjunto:

Sendo ψ = u1⊗ · · ·⊗un⊗χ ∈ (C3)⊗n⊗C2 e ξ = u′1⊗ · · ·⊗u′n−1⊗λ ∈ (C3)⊗n−1⊗C2.

Logo temos:

(Θnψ, ξ) = (u1⊗· · ·⊗un−1⊗un˜χ, ξ) =
3∑

k=1

(un)k(u1⊗· · ·⊗un−1⊗χ, u′1⊗· · ·⊗u′n−1⊗σkλ).
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Usamos que u˜ =
∑3

k=1 ukσk e que as matrizes de Pauli σk são hermitianas. De acordo

com o produto de�nido pela Eq. (5.8) temos,

3∑
k=1

(un)k(u1⊗· · ·⊗un−1⊗χ, u′1⊗· · ·⊗u′n−1⊗σkλ) =
3∑

k=1

(un)k(u1, u
′
1) · · · (un−1, u

′
n−1)(χ, σkλ)

Por outro lado, se de�nirmos Θ∗n por (5.12), temos

(ψ, Θ∗n ξ) = (ψ, Θ∗n u
′
1 ⊗ · · · ⊗ u′n−1 ⊗ λ) =

=
3∑

k=1

(ψ, u′1⊗· · ·⊗u′n−1⊗e(k)⊗σkλ) =
3∑

k=1

(u1⊗· · ·⊗un⊗χ, u′1⊗· · ·⊗u′n−1⊗ e(k)⊗ σkλ) =

=
3∑

k=1

(u1, u
′
1) · · · (un−1, u

′
n−1)(un, e(k))(χ, σkλ).

Portanto, �ca demonstrado a veracidade da Eq. (5.12), uma vez que os dois lados

coincidem pois (un, e(k)) = (un)k.

Seja V ′ o operador que faz o intertwiner entre os espaços h′ e hn ⊗ C2, a saber,

V ′ : h′ −→ hn ⊗ C2 = ĥn−
1
2 ⊕ hn+ 1

2 ,

de�nido por

V ′
.
= E(n)Θ∗nΘnE

(n) = w′∗nw
′
n. (5.13)

Portanto, a imagem de V ′ é invariante e deve ser uma das opções:

ImV ′ = {0}, ImV ′ = {hn ⊗ C2}, ImV ′ = {ĥn− 1
2} ou ImV ′ = {hn+ 1

2}.

Lema 5.3.3. Por construção w′n = ΘnE
(n) : h′ −→ hn−

1
2 ⊂ (C3)⊗n−1 ⊗ C2 e V := w∗nwn

é o projetor sobre o subespaço ĥn−
1
2 da decomposição ĥn−

1
2 ⊕ hn+ 1

2 .

Logo temos w′nw
′∗
n : hn−

1
2 −→ hn−

1
2 e [w′nw

′∗
n , D

′(R)] = 0, onde D′(R) a representação

que age em h′ por isso implica que w′nw
′∗
n = ĉn1 em hn−

1
2 .

Analisamos a imagem de Θn para determinar qual dos casos acima é a ImV ′.

Pegue h′′ := hn⊗C2 = ĥn−
1
2 ⊕ hn+ 1

2 e ȟ :=

n−1︷ ︸︸ ︷
C3 ⊗ C3 · · · ⊗ C3⊗ C2, onde tanto h′′ quanto
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ȟ possuem decomposição por somas de subespaços irredutíveis.

Θn : h′′ −→ ȟ = h̃⊕ hn−1 ⊗ C2

Aqui h̃ é a soma de subespaços irredutíveis com s no intervalo {0, · · · , n − 2}, portanto,

ȟ = ĥ{s≤n−
3
2
} ⊕ hn−

1
2 .

Destacamos que dentro do conjunto de subespaços ĥ pertencente ao intervalo {s ≤

n− 3
2
} há subespaços irredutíveis com grau de degenerescência diferente de 1 e que para

o subespaço hn−
1
2 não existe degenerescência.

Em resumo temos:

Por equivalência entre os subespaços irredutíveis dentro da soma direta de subes-

paços irredutíveis,

Θn | hn+ 1
2 = 0 e Θn | ĥn−

1
2 −→ hn−

1
2 um isomor�smo, assim Im Θn = hn−

1
2 e

consequentemente Θ∗n | hn−
1
2 −→ ĥn−

1
2

h′
ΘnE(n)

//

E(n)

��

hn−
1
2 ∈ ȟ

hn ⊗ C2

Θn

66

Onde: h′ = C3 ⊗ · · · ⊗ C3︸ ︷︷ ︸
n

⊗ C2, hn ⊗ C2 = hn+ 1
2 ⊕ ĥn−

1
2 e ĥn−

1
2 ⊂ C3 ⊗ · · · ⊗ C3︸ ︷︷ ︸

n−1

⊗ C2.

Mostramos que w′nw
′∗
n : hn−

1
2 −→ hn−

1
2 ⇒ w′nw

′∗
n = ĉn1 em hn−

1
2 e que a ImV ′ = ĥn−

1
2 .

Consequentemente, wn
.
= (ĉn)−

1
2 w′n é uma isometria parcial, isto é,

wnw
∗
n = 1

hn−
1
2

w∗nwn = E
(n− 1

2
)

Im Θ∗n
:= projetor sobre ImΘ∗n = ĥn−

1
2

�

Com isso temos V
.
= w∗nwn : (C3)⊗n ⊗ C2 −→ ĥn−

1
2 ⊂ hn ⊗ C2.

Lema 5.3.4. (i) V 2 = V (ii) V ∗ = V (iii) ImV = ĥn−
1
2

Demonstração. A parte (i),

V 2 = w∗nwnw
∗
n︸ ︷︷ ︸

1

wn = w∗nwn = V.
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A parte (ii),

V ∗ = (w∗nwn)∗ = w∗nwn = V.

A parte (iii) já foi mostrada na prova do Lema 5.3.3. �

O Lema 5.3.4 implica que V ≡ E(n− 1
2

) é o projetor ortogonal sobre ĥn−
1
2 na

decomposição hn⊗ C2 = ĥn−
1
2⊕hn+ 1

2 . Como hn⊗C2 = ImE(n), isso implica que o projetor

ortogonal sobre subespaço invariante hn+ 1
2 ⊂ C3 ⊗ · · ·C3︸ ︷︷ ︸

n−vezes

⊗ C2 é dado pela Eq. (5.9).

O espaço h(n+ 1
2

) tem dimensão 2s+1 e é irredutível sob a representação do produto

do grupo de rotação. Tomamos isso como nosso pequeno espaço de Hilbert h(s):

h(s) .= E(n+ 1
2

)
(
(C3)⊗n ⊗ (C2)

)
, s = n+

1

2
, n ≥ 1. (5.14)

A representação D(s) de SU(2) é justamente a restrição da representação do produto

tensorial,

D(s)(R) E(n+ 1
2

) u1⊗· · ·⊗un⊗χ
.
= E(n+ 1

2
) D(1)(R)u1⊗· · ·⊗D(1)(R)un⊗D

1
2 (A)χ. (5.15)

Onde χ ∈ C2 e A ∈ SU(2).

Note que E(n+ 1
2

) é um intertwiner da representação D(1) ⊗ · · · ⊗ D(1) ⊗ D( 1
2

) do

grupo das rotações (grupo SL(2,C)) para a representação D(s) onde s = n+ 1
2
, com n ≥ 1.

Isso nos permite construir intertwiners de Wigner com spin-s = n+ 1
2
, com n ≥ 1 qualquer

a partir do intertwiner de Wigner para spin-um e do intertwiner de Wigner para spin-1
2
,

campo de Dirac localizado tipo-ponto.

Lema 5.3.5. Seja v um intertwiner de Wigner de uma representação D′ do grupo de

Lorentz para D(1), vD(p) um intertwiner de Wigner de Dirac de uma representação Sc do

recobrimento do grupo L↑+ para D( 1
2

) e deixe E(n+ 1
2

) ser um intertwiner da representação

do (n+ 1)-produto tensorial D(1)⊗ · · · ⊗D(1)⊗D( 1
2

) do grupo de rotações para D(s), com

s = n+ 1
2
, n ≥ 1. Então

v(s)(p, e)
.
= E(n+ 1

2
) ◦ v(p, e)⊗ · · · ⊗ v(p, e)⊗ vD(p)
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é um intertwiner de Wigner da representação do (n+1)-produto tensorial D′⊗· · ·⊗D′⊗Sc

do grupo de SL(2,C) para D(s).

O intertwiner v corresponde ao intertwiner de Wigner do spin-um e como expli-

cado no capítulo 4 ele é autoconjugado, entretanto, como mostrado acima, o intertwiner de

Wigner de Dirac, vD(p), não é autoconjugado, portanto, o intertwiner de Wigner v(s)(p, e)

também não o é e, consequentemente, nossos campos spinor-tensor que carregam partí-

culas com spin semi-inteiro não são hermitianos.

Tal qual no caso de spin-s inteiro, em vez de tomar n-vezes o mesmo intertwiner

v, pode-se pegar diferentes intertwiners.

Vamos demonstrar o Lema 5.3.5.

Demonstração. Temos

v(s)(p, e) ◦D′(A)⊗ · · · ⊗D′(A)⊗ Sc(A) =

= E(n+ 1
2

) ◦ v(p, e)D′(A)⊗ · · · ⊗ v(p, e)D′(A)⊗ vD(p)Sc(A).

Como v(p, e) ◦D′(A) = D(1)(R(A, p)) ◦ v(p, e) e vD(p) ◦Sc(A) = D( 1
2

)(A) ◦ vD(p), �camos

com

E(n+ 1
2

) ◦ v(p, e)D′(A)⊗ · · · ⊗ v(p, e)D′(A)⊗ vD(p)Sc(A) =

= E(n+ 1
2

) ◦D(1)(R(A, p))v(p, e)⊗ · · · ⊗D(1)(R(A, p))v(p, e)⊗D( 1
2

)(A)vD(p).

Uma vez que E(n+ 1
2

) ◦ D(1)(R(A, p)) ⊗ · · · ⊗ D(1)(R(A, p)) ⊗ D( 1
2

)(A) = D(s)(R(A, p)) ◦

E(n+ 1
2

), produzimos:

v(s)(p, e) ◦D′(A)⊗ · · · ⊗D′(A)⊗ Sc(A) =

= D(s)(R(A, p)) ◦ E(n+ 1
2

) ◦ v(p, e)⊗ · · · ⊗ v(p, e)⊗ vD(p) = D(s)(R(A, p)) ◦ v(s)(p, e).

Colocamos aqui como o operador antilinear D(n+ 1
2

)(j̃1) de�nido na representa-

ção antiunitária U(j̃1), Eq. (3.10), age. De acordo com nossas de�nições para D( 1
2

)(j̃1),

Lema 5.1.1, e D(n)(j̃1), Lema 4.3.1, temos no caso geral com s = n+ 1
2
.
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Lema 5.3.6.

D(n+ 1
2

)(j̃1)E(n+ 1
2

)
(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

) .
=
(
E(n) Λ(R1(π))ū1 ⊗ · · · ⊗ Λ(R1(π))ūn

)
⊗ iσ3χ̄.

Em que, ui ∈ C3, χ ∈ C2 e ūi a conjugação complexa de componentes.

Demonstração.

D(n+ 1
2

)(j̃1)E(n+ 1
2

)
(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

) .
=

.
= D(n)(j̃1)

(
E(n)u1⊗· · ·⊗un

)
⊗D( 1

2
)(j̃1)χ =

(
D(n)(R1(π))E(n)ū1⊗· · ·⊗ ūn

)
⊗D( 1

2
)(j̃1)χ =

=
(
E(n) D(1)(R1(π))ū1 ⊗ · · · ⊗D(1)(R1(π))ūn

)
⊗ iσ3χ̄.

Utilizamos os Lemas 4.3.1 e 5.1.1, juntamente com a Eq. (4.36).

Uma vez que nesse capítulo estamos utilizando os elementos do recobrimento,

R ∈ SU(2), temos

D(1)(R1(π))u1
.
= Λ(R1(π))u1.

Então,

D(n+ 1
2

)(j̃1)E(n)
(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ

) .
=
(
E(n) Λ(R1(π))ū1 ⊗ · · · ⊗ Λ(R1(π))ūn

)
⊗ iσ3χ̄.

5.4 Função de dois pontos para s = n + 1
2, n ≥ 1

Para os campos com spin inteiro, a função de dois pontos foi de�nida de acordo

com a Eq. (3.47) e a parte da função de dois pontos sobre a conha de�nida pela Eq. (3.48).

Para os campos com spin semi-inteiro, os campos spinor-tensor, de�nimos a função

de dois pontos para dois campos como ϕ1,r e ϕ2,r′ com os respectivos intertwiners de

Wigner v1 e v2 como72

72Os motivos para tal de�nição já foram ditos na nota de rodapé 47.
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(
Ω, ϕ1,r(x, e)ϕ2,r′(x′, e′)Ω

)
=(2π)−3

∫
dµ(p) e−ip·(x−x

′) Mϕ1ϕ2

r,r′ (p, e, e′) (5.16)

Mϕ1ϕ2

r,r′ (p, e, e′) = ( vc1r(p, e), v̌
c
2r′(p, e

′) )h(s) , (5.17)

em que ( ·, · ) e ( ·, · )h(s) indicam os produtos escalares no espaço Fock H fermiônico e

no pequeno espaço de Hilbert h(s), respectivamente e ϕr :=
(
ϕ∗γ0

)
r
. Observando que a

matriz γ0 irá contrair somente com o intertwiner de Dirac, a distribuição Mϕ1ϕ2

r,r′ (p, e, e′)

é a transformada de Fourier da função de dois pontos após separar o fator delta da

concha de massa, a qual denominamos de parte da função de dois pontos sobre a concha.

Note que a positividade da função de dois pontos é satisfeita por construção. Durante o

desenvolvimento, temos as seguintes de�nições:73

O intertwiner conjugado de vr(p, e), denotado por vcr(p, e), é dado por:

vcr(p, e)
.
= E(n+ 1

2
) ◦ vµ1(p, e)⊗ · · · ⊗ vµn(p, e)⊗ vDcα (p)

e o intertwiner v̌cr(p, e)
.
= (vc(p, e) ◦ γ0)r dado por:

v̌cr(p, e)
.
= E(n+ 1

2
) ◦ vµ1(p, e)⊗ · · · ⊗ vµn(p, e)⊗ v̌Dcα (p), com v̌Dcα (p)

.
= vDc(p)α′(γ0)α′α.

É importante lembrar que v(p, e) corresponde ao intertwiner de Wigner para spin 1 tipo-

string e vD(p) corresponde ao intertwiner de Wigner do campo de Dirac.

Vamos demostrar a Eq. (5.17).

Demonstração. Substituindo a Eq. (3.43) na Eq. (5.16), temos

(
Ω, ϕ1,r(x, e)ϕ2,r′(x′, e′)Ω

)
=

= (2π)−3
∫
dµ(p)

∫
dµ(q)

(
Ω, e−ip·xvc,k1r(p, e) a(p, k)eiq·x

′
(vc,l2 (q, e′)γ0)r′ a

∗(q, l)
)
h(s) =

= (2π)−3

∫
dµ(p)

∫
dµ(q) e−ip·xeiq·x

′
vc,k1r(p, e)(v

c,l
2(q, e)γ0)r′

(
Ω, a(p, k) a∗(q, l)Ω

)
h(s)

= · · ·

73Para os campos localizados tipo-ponto substituimos os v(p, e) por vp(p).
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Das Eqs. (3.11) e (2.16), temos

· · · = (2π)−3
∫
dµ(p)

∫
d3q

2ωm(q)
e−ip·xeiq·x

′
vc,k1r(p, e)(v

c,l
2 (q, e)γ0)r′

(
2ωm(p)δk,lδ

(
p− q)

)
h(s) =

= (2π)−3

∫
dµ(p) e−ip·(x−x

′)
(
vc1r(p, e), v̌

c
2r′(p, e

′)
)
h(s)

Destacamos que nossos intertwiners para os campos spinor-tensor também são

dados pela Eq. (3.111) e que a parte da função de dois pontos para nossos campos spinor-

tensor correspondente a função de dois pontos
(

Ω, ϕ1(x, e)ϕ2(x′, e′)Ω
)
também é dada

pela Eq. (3.112) com a diferença que agora o Mp(p) = ( vc1(p), v̌c2(p) )h(s) . A demostração

é completamente análoga à que foi feita na proposição 3.4.2, no caso do campo com spin

inteiro em que temos a função de dois pontos de�nida por ( Ω, ϕ1(x, e)ϕ2(x′, e′)Ω ) e o

Mp(p) = ( vc1(p), v2(p) )h(s) .

Todas as equações para o caso de campo com localização tipo-string são válidas

para o caso de localização tipo-ponto - que independe da variável e-, portanto, a variável

pode ser negligenciada em todas as equações.

Mostramos agora que o produto escalar para nosso pequeno espaço de Hilbert h(s),

Eq. (5.14), é dado pela soma de produtos escalares, o que implica que a função de dois

pontos para nossos spinor-tensor é da forma de soma de produtos de funções de dois

pontos de Aµ e Ψ.

Proposição 5.4.1. O produto escalar no pequeno espaço de Hilbert h(s) dado pela
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Eq. (5.14) é:

(E(n+ 1
2

) u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,E(n+ 1
2

) v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′)h(s) =

=
1

(n!)2

∑
λ,σ∈Sn

[n/2]∑
k′=0

(−1)k
′
ck′
(
uλ(1), uλ(2)

)
· · ·
(
uλ(2k′−1), uλ(2k′)

)
×

×
(
vσ(1), vσ(2)

)
· · ·
(
vσ(2k′−1), vσ(2k′)

) (
uλ(2k′+1), vσ(2k′+1)

)
· · ·
(
uλ(n), vσ(n)

)
(χ, χ′ )−

1

ĉn(n!)4

∑
σ,λ′,π,λ∈Sn

[n/2]∑
k,k′=0

3∑
i1···i2k,i′1···i′2k′=1

gi1i23 · · · gi2k−1i2k
3 g

i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3 (−1)k+k′ck.ck′×

× (vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))(uπ(1), uπ(2)) · · · (uπ(2k−1), uπ(2k))×

× (ωλ(1), ω
′
λ′(1)) · · · (ωλ(n−1), ω

′
λ′(n−1))(ωλ(n)

˜
χ, ω′λ′(n)

˜
χ′). (5.18)

Em que

ων =

 eiν , se ν ≤ 2k,

uπ(ν), se ν ≥ 2k + 1.

ω′ν =

 ei′ν , se ν ≤ 2k′,

vσ(ν), se ν ≥ 2k′ + 1.

Aqui, [n/2] denota a parte inteira de n/2 e os ck são determinados números positivos

especí�cos calculados em [38], em particular c0 = 1 e c1 = 1
3
. A constante ĉn, vem

do projetor dado pela Eq. (5.9) e ainda não foi determinada. No Lema 5.5.1 abaixo,

mostramos que ĉ1 = 3.

Demonstração. Deixe u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ e v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′ pertencerem ao espaço

(C3)⊗n ⊗ C2, portanto temos

(
E(n+ 1

2
) u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,E(n+ 1

2
) v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′

)
=

= (u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,E(n+ 1
2

) v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′). (5.19)

Onde utilizamos que E(n+ 1
2

) = (E(n+ 1
2

))∗ = (E(n+ 1
2

))2, uma vez que é um projetor orto-

gonal.
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Inserindo a Eq. (5.9) na Eq. (5.19) �camos com,

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,E(n) v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′

)
− (u1⊗ · · · ⊗ un⊗χ,

1

ĉn
E(n)Θ∗nΘn ◦E(n)v1⊗ · · · ⊗ vn⊗χ′).

(5.20)

Calculamos o primeiro termo da Eq. (5.20), inserindo no termo o projetor dado pela

Eq. (4.34) produz:

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,E(n) v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′

)
=

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,

1

(n!)

∑
σ∈Sn

[n/2]∑
k′=0

(−1)k
′
ck′ (vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))×

× E(n)
+ vσ(2k′+1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n) ⊗ ĝ⊗k

′

3 ⊗ χ′
)
. (5.21)

Usando o fato de que ĝ3 é o levantamento para um tensor contravariante de ordem 2, a

saber,

ĝ3 =
3∑

i′1i
′
2=1

g
i′1i
′
2

3 e(i′1) ⊗ e(i′2),

com respeito a uma base {e(1), e(2), e(3)} em C3 e a mudança de variável:

ω′ν =

 ei′ν , se ν ≤ 2k′,

vσ(ν), se ν ≥ 2k′ + 1.

Então a Eq. (5.21) �ca,

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,

1

(n!)

∑
σ∈Sn

[n/2]∑
k′=0

(−1)k
′
ck′ (vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))×

×
3∑

i′1···i′2k′=1

g
i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3

1

(n!)

∑
λ′∈Sn

ω′λ′(1) ⊗ · · · ⊗ ωλ′(n) ⊗ χ′
)
. (5.22)

Portanto, o primeiro termo da Eq. (5.20), utilizando o produto escalar de�nido pela
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Eq. (5.8) é dado por:

(
u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,E(n) v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′

)
=

1

(n!)2

∑
σ∈Sn

[n/2]∑
k′=0

(−1)k
′
ck′
(
vσ(1), vσ(2)

)
· · ·
(
vσ(2k′−1), vσ(2k′)

)
×

×
3∑

i′1···i′2k′=1

g
i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3

∑
λ∈Sn

(
uλ(1), w

′
1

)
· · ·
(
uλ(n), w

′
n

)
(χ, χ′ ) . (5.23)

A última linha da Eq. (5.23) pode ser escrita da seguinte forma:

3∑
i′1···i′2k′=1

∑
λ∈Sn

(uλ(1))i′1g
i′1i
′
2

3 (uλ(2))i′2 · · · (uλ(2k′−1))i′
2k′−1

g
i′
2k′−1

i′
2k′

3 (uλ(2k′))i′
2k′
×

×
(
uλ(2k′+1), vσ(2k′+1)

)
· · ·
(
uλ(n), vσ(n)

)
(χ, χ′ ) .

Finalizamos assim o cálculo da Eq. (5.21) e por consequência mostramos a primeira parte

da Eq. (5.18). Como dito anteriormente, esse cálculo é a demostração para a Eq. (4.38).

Agora, calculamos o segundo termo da Eq. (5.20).

(u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,
1

ĉn
E(n)Θ∗nΘn ◦ E(n)v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′) =

=
1

ĉn
(ΘnE

(n)u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,ΘnE
(n)v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′). (5.24)

Para isso, vamos calcular primeiro o termo Θn(E(n)v1⊗ · · · ⊗ vn)⊗ χ′, depois o resultado

será introduzido na Eq. (5.24).

Substituindo o projetor, Eq. (4.34), temos

ΘnE
(n)(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)⊗ χ′ = Θn

( 1

n!

∑
σ∈Sn

[n/2]∑
k′=0

(−1)k
′
ck′ (vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))×

× E(n)
+ vσ(2k′+1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n) ⊗ ĝ⊗k

′

3 ⊗ χ′
)

=

=
1

n!

∑
σ∈Sn

[n/2]∑
k′=0

(−1)k
′
ck′ (vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))×

×Θn

(
E

(n)
+ vσ(2k′+1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n) ⊗ ĝ⊗k

′

3 ⊗ χ′︸ ︷︷ ︸
4

)
(5.25)
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Novamente vamos utilizar o fato de que ĝ3 é o levantamento para um tensor contravariante

de ordem 2, a saber, ĝ3 =
∑3

i′1i
′
2=1 g

i′1i
′
2

3 e(i′1)⊗ e(i′2) com respeito a uma base {e(1), e(2), e(3)}

em C3. Então a parte representada por 4 na Eq. (5.25) �ca:

4 = ΘnE
(n)
+

(
vσ(2k′+1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n) ⊗ (

3∑
i′1i
′
2=1

g
i′1i
′
2

3 e(i′1) ⊗ e(i′2))
⊗k′ ⊗ χ′

)
=

= ΘnE
(n)
+

( 3∑
i′1···i′2k′=1

g
i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3 ei′1 ⊗ · · · ⊗ ei′2k′ ⊗ vσ(2k′+1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n) ⊗ χ′
)

Utilizando a mudança de variável,

ω′ν =

 ei′ν , se ν ≤ 2k′,

vσ(ν), se ν ≥ 2k′ + 1.

Temos:

4 =
3∑

i′1···i′2k′=1

g
i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3

1

(n!)

∑
λ′∈Sn

Θn

(
ω′λ′(1) ⊗ · · · ⊗ ω′λ′(n) ⊗ χ′

)
.

Usando Eq. (5.10), chega-se a

4 =
3∑

i′1···i′2k′=1

g
i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3

1

(n!)

∑
λ′∈Sn

ω′λ′(1) ⊗ · · · ⊗ ω′λ′(n−1) ⊗ ω′λ′(n)

˜
χ′. (5.26)

Substituindo a Eq. (5.26) em Eq. (5.25), �camos com

ΘnE
(n)v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′ =

=
1

(n!)2

∑
σ,λ′∈Sn

[n/2]∑
k′=0

3∑
i′1···i′2k′=1

gi
′
1i
′
2 · · · gi

′
2k′−1

i′
2k′ (−1)k

′
ck′ (vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))×

ω′λ′(1) ⊗ · · · ⊗ ω′λ′(n−1) ⊗ ω′λ′(n)

˜
χ′ (5.27)

Logo a Eq. (5.24) �ca:

1

ĉn
(ΘnE

(n)u1 ⊗ · · · ⊗ un ⊗ χ,ΘnE
(n)v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ χ′) =

1

ĉn

1

(n!)4

∑
σ,λ′,π,λ∈Sn

[n/2]∑
k,k′=0

3∑
i1···i2k,i′1···i′2k′=1

gi1i23 · · · gi2k−1i2k
3 g

i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3 (−1)k+k′ck.ck′×

(vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))(uπ(1), uπ(2)) · · · (uπ(2k−1), uπ(2k))×(
ωλ(1) ⊗ · · · ⊗ ωλ(n−1) ⊗ ωλ(n)

˜
χ , ω′λ′(1) ⊗ · · · ⊗ ω′λ′(n−1) ⊗ ω′λ′(n)

˜
χ′
)

= · · · (5.28)
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· · · = 1

ĉn(n!)4

∑
σ,λ′,π,λ∈Sn

[n/2]∑
k,k′=0

(−1)k+k
′
ck.ck′×

(vσ(1), vσ(2)) · · · (vσ(2k′−1), vσ(2k′))× (uπ(1), uπ(2)) · · · (uπ(2k−1), uπ(2k))×
3∑

i1···i2k,i′1···i
′
2k′=1

gi1i23 · · · gi2k−1i2k
3 g

i′1i
′
2

3 · · · g
i′
2k′−1

i′
2k′

3 (ωλ(1), ω
′
λ′(1)) · · · (ωλ(n−1), ω

′
λ′(n−1))(ωλ(n)

˜
χ, ω′λ′(n)

˜
χ′).

(5.29)

Em que

ων =

 eiν , se ν ≤ 2k,

uπ(ν), se ν ≥ 2k + 1.

ω′ν =

 ei′ν , se ν ≤ 2k′,

vσ(ν), se ν ≥ 2k′ + 1.

Utilizamos o produto escalar de�nido de acordo com a Eq. (5.8).

Portanto, inserindo a Eq. (5.23) e a Eq. (5.29) na Eq. (5.20) temos o produto

escalar de�nido no pequeno espaço de Hilbert, Eq. (5.14).

A última linha da Eq. (5.29), fornece: 1 fator da forma

{gii3 gi
′i′

3 }, (n − 1)-fatores da forma {gii′3 , v
i, ūi

′
e (u, v)} e 1 fator da forma

{(σiχ, σi′χ′ ) ,
(
σiχ, v˜χ′ ) , (u˜χ, σi′χ′ ) , (u˜χ, v˜χ′ )}. Como não podem sobrar índi-

ces i e i′, as únicas combinações possíveis entre esses fatores:

{gii3 gi
′i′

3 } × {gii
′

3 , v
i, ūi

′
, (u, v)} × {(σiχ, σi′χ′ ) ,

(
σiχ, v˜χ′ ) , (u˜χ, σi′χ′ ) , (u˜χ, v˜χ′ )},

são da forma:

{(χ, χ′) ,
(
u˜χ, v˜χ′ ) , ( v˜χ, u˜χ′ ) , ( v˜χ, v˜χ′ ) , (u˜χ, u˜χ′ )}.

Com a Eq. (5.18) podemos calcular a função de dois pontos sobre a concha de�nida

pela Eq. (5.17) em que os u e v correspondem aos intertwiners do spin-um (Bósons), χ e

χ′ ao intertwiners do campo de Dirac localizado tipo-ponto.
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5.5 Campo de Rarita-Schwinger s = 3
2

Colocamos fórmulas explícitas para o caso de n = 1, ou seja, para o spin s = 3
2
. O

campo apresenta um índice spinorial e um índice vetorial, daí a escolha do seu nome por

campo spinor-vetor. Começamos com os campos com localização tipo-string, denotado

por Ψµ,α e que da mesma forma que seu correspondente campo localizado tipo-ponto,

Ψp
µ,α, será denominado de campo de Rarita-Schwinger [42]74.

Determinamos o intertwiner correspondente para o campo spinor-vetor localizado

tipo-string o qual irá nos mostrar que o campo spinor-vetor tipo-string difere do seu

correspondente localizado tipo-ponto por uma derivada de um campo tipo-string. De

acordo com o Lema 5.3.5, nosso intertwiner de Wigner, v
( 3
2

)
µ,α(p, e), para o campo spinor-

vetor localizado tipo-string pode ser da seguinte forma:

v
( 3
2

)
µ,α(p, e) = E( 3

2
) ◦ (vµ(p, e)⊗ vDα (p)), (5.30)

com vµ(p, e) o intertwiner para o campo de spin-um, dado pela Eq. (4.19), vDα (p) o in-

tertwiner para o campo de Dirac puntiforme, dado pela Eq. (5.1) e E( 3
2

) o projetor para

o subespaço com spin s = 3
2
.

Para esse caso, o projetor E(n=1) dado pela Eq. (4.34) é a unidade-1 e a constante

ĉn do projetor E(n+ 1
2

) é ĉ1 = 3.75 Portanto, o projetor de�nido pela Eq. (5.9) é dado por:

E( 3
2

) =
(
1 − 1

3
Θ∗1Θ1

)
. (5.31)

Com

Θ1

(
u1 ⊗ χ

)
= u1˜ χ e Θ∗1 =

3∑
k=1

ek ⊗ σkχ,

para todo u1 ∈ C3 e χ ∈ C2.

74Denominamos tanto o campo spinor-vetor com localização tipo-string quanto tipo-ponto por campo

Rarita-Schwinger e especi�camos quando não estiver claro o tipo de localização que o campo tem.
75A demostração que ĉ1 = 3 será dada no Lema 5.5.1 abaixo quando mostramos que o termo 3−

1
2 Θ1 é

uma isometria parcial.
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Substituindo o projetor dado pela Eq. (5.31) e o intertwiner para spin-um tipo-

string, Eq. (4.19), na Eq. (5.30) temos que v
( 3
2

)
µ,α(p, e) é da forma76:

v
( 3
2

)
µ,α(p, e) = vpµ,α(p) + ipµv

′
α(p, e), (5.32)

com

vpµ,α(p) = vpµ(p)⊗ vDα (p)− 1

3

3∑
k=1

ek ⊗ σkvpµ(p)

˜
vDα (p)

e

v′α(p, e) =
i

p.e− iε
(
vp(p)e⊗ vDα (p)

)
− 1

3

3∑
k=1

ek ⊗ σkvp(p)e
˜

vDα (p).

Onde o vpµ,α(p) corresponde ao intertwiner do campo spinor-vetor localizado tipo-

ponto (campo de Rarita-Schwinger), denotado por Ψp
µ,α(x), e o v′α(p, e) ao intertwiner de

um campo localizado tipo-string, denotado por φα(x, e), que se transforma como o campo

de Dirac, mas representa um campo com spin-3
2
.

Portanto, a Eq. (5.32) nos mostra que o campo Rarita-Schwinger com localiza-

ção tipo-string Ψµ,α(x, e) difere do campo Rarita-Schwinger com localização tipo-ponto

Ψp
µ,α(x) por uma derivada de um campo de escolta tipo-string, comprovando a a�rmação

feita pela Eq. (1.5),

Ψµ,α(x, e) = Ψp
µ,α(x) + ∂µφα(x, e). (5.33)

Como dito no início dessa seção, para o campo de Rarita-Schwinger temos o caso

particular, n = 1, logo hn ⊗ C2 = h1 ⊗ C2, porém esse caso precisa de um melhor

detalhamento, então, temos que E( 3
2

) deve satisfazer a relação de intertwiner,

D( 3
2

) ◦ E( 3
2

) = E( 3
2

) ◦
(
D(1) ⊗D( 1

2
)
)
.

Como é bem conhecido, o produto tensorial das representações D(1) ⊗ D( 1
2

)

decompõe-se na soma direta de representações irredutíveis,

D(1) ⊗D( 1
2

) = D( 1
2

) ⊕D( 3
2

). (5.34)

76Na seção 5.6.2, determinamos a expressão geral para os intertwiners dos campos spinor-tensor lo-

calizado tipo-string, Eq. (5.84), sendo que, através dela, podemos veri�car o intertwiner do campo de

Rarita-Schwinger localizado tipo-string, fazendo n = 1.
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Desejamos identi�car as sub-representações correspondentes no espaço de repre-

sentação de D(1)⊗D( 1
2

), ou seja, dentro de C3⊗C2. Já sabemos que o mapa Θ1 de C3⊗C2

em C2 que faz o intertwiner entre as respectivas representações, é

Θ1 z ⊗ χ
.
= z˜χ.

Aqui, χ ∈ C2, z = (z1, z2, z3) ∈ C3, e

z˜ .
=

3∑
i=1

ziσi.

Calculamos o adjunto do mapa (Θ1)∗ : C2 → C3 ⊗ C2, de�nido por

(ψ, (Θ1)∗χ )
.
= ( Θ1ψ, χ ) , ∀ ψ ∈ C3 ⊗ C2, χ ∈ C2 (5.35)

e mostramos que o mapa normalizado w1
.
= 3−

1
2 Θ1 é uma isometria parcial, isto é,

w1w
∗
1 = 1 C2 , w∗1w1 = E

( 1
2

)

ImΘ∗1
, (5.36)

onde E
( 1
2

)

ImΘ∗1
é um projetor ortogonal sobre a imagem de Θ∗1 em C3 ⊗ C2. De�nimos por

{e(+), e(−)} a base canônica em C2, e por {e(1), e(2), e(3)} a base canônica em C3. Note

que para χ, χ′ ∈ C2 temos (χ, χ′ ) =
∑

ε χ̄ε χ
′
ε, onde as componentes são dadas por

χε
.
=
(
e(ε), χ

)
.

Lema 5.5.1. (i) O adjunto (Θ1)∗ é dado por

(Θ1)∗χ =
∑
ε=±1

3∑
k=1

(
σkχ

)
ε
e(k) ⊗ e(ε) =

3∑
k=1

e(k) ⊗ σkχ (5.37)

(ii) O mapa 3−
1
2 Θ1 é uma isometria parcial.

Demonstração. (Adjunto): considere z ⊗ ϕ ∈ C3 ⊗ C2. Então

( Θ1z ⊗ ϕ, χ ) =
(
z˜ϕ, χ ) =

(
ϕ, (z˜)∗χ

)
=

3∑
k=1

z̄k (ϕ, σkχ ) =
3∑

k=1

z̄k
∑
ε

ϕε
(
σkχ

)
ε
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Usamos o fato de que as matrizes de Pauli são hermitianas.

Por outro lado, (
z ⊗ ϕ,

∑
ε,k

(
σkχ

)
ε
e(k) ⊗ e(ε)

)
=
∑
ε,k

z̄k

(
σkχ

)
ε
ϕε.

Logo os dois lados coincidem, portanto, �ca provado a Eq. (5.37).

(Isometria parcial): pegue χ ∈ C2. Então

Θ1(Θ1)∗χ =
∑
k

(
σkχ)ε σk e(ε) =

∑
k

σk
(
σkχ)ε e(ε) =

∑
k

σk σk χ = 3χ.

Usamos o fato de que e(k)˜ = σk.

Isso prova o lado esquerdo da Eq. (5.36). O lado direito é uma consequência do lado

esquerdo. �

Por construção, a imagem de Θ∗1 é um subespaço bidimensional de C2 ⊗ C3 que é

invariante sob D( 1
2

)⊗D(1) e w∗1w1 é o projetor sobre ele. Esta é, necessariamente, a parte

D( 1
2

) da decomposição (5.34). Consequentemente, temos:

Lema 5.5.2. O projetor sobre o subespaço invariante 4-dimensional de C2 ⊗ C3 que

carrega a representação D( 3
2

) é dado por

E( 3
2

) .= 1 − w∗1w1

para z, z′ ∈ C3 e χ, χ′ ∈ C2 vale(
E( 3

2
) z ⊗ χ,E( 3

2
) z′ ⊗ χ′

)
= (z, z′ ) (χ, χ′ )− 1

3

(
z˜χ, z′˜χ′ ) . (5.38)

Com essa fórmula, Eq. (5.38), podemos calcular a função de dois pontos do campo

de Rarita-Schwinger, spin 3
2
, tanto no caso de localização tipo-ponto como do tipo-string.

Usando a de�nição dada pela Eq. (5.17) e substituindo os intertwiners correspondentes.

Demonstração. Como E( 3
2

) .= 1 − w∗1w1 é um projetor, temos(
E( 3

2
) z ⊗ χ,E( 3

2
) z′ ⊗ χ′

)
=
(
z ⊗ χ,E( 3

2
) z′ ⊗ χ′

)
=
(
z ⊗ χ, (1 − w∗1w1)z′ ⊗ χ′

)
=

(5.39)
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= (z ⊗ χ, z′ ⊗ χ′ )− ( z ⊗ χ, (w∗1w1)z′ ⊗ χ′ ) = (z, z′)(χ, χ′)− ( z ⊗ χ, (w∗1w1)z′ ⊗ χ′ )

Falta somente mostrar que

( z ⊗ χ, (w∗1w1) z′ ⊗ χ′ ) =
1

3

(
z˜χ, z′˜χ′ ) .

Como w1
.
= 3−

1
2 Θ1 , temos:

( z ⊗ χ, (w∗1w1) z′ ⊗ χ′ ) = (w1 z ⊗ χ,w1 z
′ ⊗ χ′ ) =

(
3−

1
2 Θ1 z ⊗ χ, 3−

1
2 Θ1 z

′ ⊗ χ′
)

=

=
1

3
( Θ1 z ⊗ χ, Θ1 z

′ ⊗ χ′ ) = · · ·

Sendo, Θ1 z ⊗ χ
.
= z˜χ.

= · · · 1
3

(
z˜χ, z′˜χ′ ) .

com isso mostramos a Eq. (5.38) �

Durante o desenvolvimento determinamos a constante ĉ1 = 3. Podemos usar a

Eq. (5.18) com n = 1 para determinar a expressão que nos permita calcular a função de

dois pontos para o campo de Rarita-Schwinger, entretanto, durante o desenvolvimento

devemos calcular a constante ĉ1, constante essa que agora sabemos ser, ĉ1 = 3.

5.5.1 Função de dois pontos para o Rarita-Schwinger tipo-ponto

Calculamos a função de dois pontos para o caso do campo spinor-vetor localizado

tipo-ponto, campo Rarita-Schwinger. Para tal, utilizamos a intertwiner de Wigner cor-

respondente ao spin 1, a saber, vpµ(p) e o intertwiner de Dirac vDα (p). De acordo com a

Eq. (5.16) e Eq. (5.17), temos respectivamente:

< Ψµ,α(x)Ψµ′,α′(x′) >=

∫
H+
m

dµ(p)e−ip(x−x
′)M

3
2

µα,µ′α′(p) (5.40)

e

M
3
2

µα,µ′α′(p) =
(
vcµ,α(p), v̌cµ′,α′(p)

)
. (5.41)
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De acordo com a seção 5.4, �camos com

M
3
2

µα,µ′α′(p) =
(
E( 3

2
) ◦ (vpµ(p)⊗ vDcα (p), E( 3

2
) ◦ (vpµ′(p)⊗ v̌

Dc
α′ (p)

)
= (5.42)

(
vpµ(p), vpµ′(p)

)(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
− 1

3

(
vpµ(p)

˜
vDcα (p), vpµ′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
︸ ︷︷ ︸

M̂
3
2
µα,µ′α′ (p)

. (5.43)

Utilizamos a Eq. (5.38).

Observe que o primeiro fator do primeiro termo da Eq. (5.43) corresponde justa-

mente à função de dois pontos do campo de Proca, Eq. (4.12),

(
vpµ(p), vpµ′(p)

)
= −gµµ′ +

pµpµ′

m2
. (5.44)

O segundo fator do primeiro termo refere-se justamente à função de dois pontos

do campo de Dirac localizado tipo-ponto que também já temos calculado, Eq. (5.5),

(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
=
(
6p+m

)
αα′
. (5.45)

Portanto, falta apenas calcular o termo

M̂
3
2

µα,µ′α′(p)
.
=
(
vpµ(p)

˜
vDcα (p), vpµ′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
. (5.46)

Para calcular esse termo, colocamos algumas de�nições e ferramentas.

Lembrando que o intertwiner do campo de Dirac, veja Eqs. (5.2) e (5.4) é:

vDcα (p)
.
=
√
m(B∗p B−1

p )eα

v̌Dcα (p)
.
=
√
m(B−1

p B∗p)eα

Com eα de�nido de acordo com a Eq. (5.6). Vale lembrar que o intertwiner para

spin-um para o momento de referencia p̄ é de�nido por v̂pz
.
= i z, onde escrevemos z

.
=

(z1, z2, z3) se z = (z0, . . . , z3), portanto, v̂pz˜ = i
(
z˜−z0

)
= −i

(
z̃−z0

)
, o que nos produzem

as seguintes relações abaixo:
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Lema 5.5.3.

vpµ(p)

˜
= i
(
B−1
p e(µ)

˜
− pµ
m

) = −i
(
B̃−1
p e(µ) −

pµ
m

)
vp(p)e

˜
= i
(
B−1
p e

˜
− p.e

m

)
= −i

(
B̃−1
p e− p.e

m

)
Logo,

vpµ(p)

˜
.vDcα (p) = i

√
m
(
B−1
p e(µ)˜ − pµ

m
B∗p
)
eaα − i

√
m
(
B∗p ẽ(µ) −

pµ
m
B−1
p

)
ebα

vpµ′(p)

˜
.v̌Dcα′ (p) = −i

√
m
(
B∗p ẽ(µ′) −

pµ′

m
B−1
p

)
eaα′ + i

√
m
(
B−1
p e(µ′)˜ − pµ′

m
B∗p
)
ebα′

vp(p)e

˜
.vDcα (p) = i

√
m
(
B−1
p e˜− p.e

m
B∗p
)
eaα − i

√
m
(
B∗p ẽ−

p.e

m
B−1
p

)
ebα

vp(p)e′

˜
.v̌Dcα′ (p) = −i

√
m
(
B∗p ẽ

′ − p.e′

m
B−1
p

)
eaα′ + i

√
m
(
B−1
p e′˜ − p.e′

m
B∗p
)
ebα′

Para se chegar as relações do Lema 5.5.3, utilizamos que vpµ(p) = v̂pB−1
p e(µ),

(B−1
p e(µ))

0 =
p̄B−1

p e(µ)
m

= pµ
m
, (B−1

p e)0 =
p̄B−1

p e

m
= p.e

m
, o fato de que Bp age no espaço

de Minkowski como, Bpp̄ := Λ(Bp)p̄ = p e por último as Eq.s (2.1) e (2.2).

Lema 5.5.4. Temos também as seguintes relações:

6 a .
= aµγ

µ =

 0 a˜
ã 0

, γµ .
=

 0 σµ

σµ 0

, γ0 .
=

 0 1

1 0

 , ã
.
= a0 − akσk = aµσ

µ =

aµσµ e a˜ .
= a0 + akσk = aµσµ = aµσµ

Em que σ0 = σ0 .
= 1 , σk

.
= matrizes de Pauli, σk = −σk e γµ = gµνγ

ν .

6a 6b =

 a˜̃b 0

0 ãb˜
 , (5.47)

6a 6b 6c =

 0 a˜̃bc˜,
ãb˜c̃ 0

 . (5.48)

E 6a 6b = − 6a 6b+ a · b. Por último o fato de que γµ =6e(µ) e γµ =6e(µ).

As demostrações dos Lemas (5.5.3) e (5.5.4) são simples e diretas.

Utilizando os Lemas (5.5.3) e (5.5.4), temos:

Lema 5.5.5.

M̂
3
2

µα,µ′α′(p) =
[(
− γµγµ′ +

pµ′γµ
m
− pµγµ′

m
+
pµpµ′

m2

)(
6p+m

)
αα′

]
(5.49)
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Substituindo as equações (5.44), (5.45) e (5.49) na equação (5.43), produzimos:

M
3
2

µα,µ′α′(p) =
(
−gµµ′+

pµpµ′

m2

)(
6p+m

)
αα′
−1

3

[(
−γµγµ′+

pµ′γµ
m
−pµγµ

′

m
+
pµpµ′

m2

)(
6p+m

)
αα′

]
(5.50)

5.5.2 Função de dois pontos para o Rarita-Schwinger tipo-string

Calculamos a função de dois pontos para o campo de Rarita-Schwinger localização

tipo-string, dada pela Eq. (5.16) e sua respectiva função de dois pontos sobre a concha,

Eq. (5.17). Temos,

< Ψµα(x, e)Ψµ′α′(x′, e′) >=

∫
H+
m

dµ(p)e−ip(x−x
′)M

3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) (5.51)

e

M
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) =

(
vcµ,α(p, e), v̌cµ′,α′(p, e

′)
)
. (5.52)

De acordo com a seção 5.4,

M
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) =

(
E( 3

2
) ◦ (vµ(p, e)⊗ vDcα (p), E( 3

2
) ◦ (vµ′(p, e

′)⊗ v̌Dcα′ (p)
)

= (5.53)

(
vµ(p, e), vµ′(p, e

′)
)(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
− 1

3

(
vµ(p, e)

˜
vDcα (p), vµ′(p, e

′)

˜
v̌Dcα′ (p)

)︸ ︷︷ ︸
M̂

3
2
µα,µ′α′ (p,e,e

′)

(5.54)

Utilizamos a Eq. (5.38).

O primeiro fator do primeiro termo é justamente à função de dois pontos do po-

tencial vetor localizado tipo-string, Aµ(p, e), que é dada pela Eq. (4.21),

(
vµ(p, e), vµ′(p, e

′)
)

= −gµµ′ −
pµpµ′e.e

′

(p.e− iε)(p.e′ + iε)
+

pµeµ′

(p.e− iε)
+

pµ′e
′
µ

(p.e′ + iε)
. (5.55)

O segundo fator do primeiro termo refere-se justamente à função de dois pontos

do campo de Dirac localizado tipo-ponto que também já temos calculado, Eq. (5.5),

(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
=
(
6p+m

)
αα′
. (5.56)
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Portanto, falta apenas calcular o fator M̂
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′). Substituindo o intertwiner do Aµ,

Eq. (4.19), temos:

M̂
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) =

=
(
vpµ(p)

˜
vDcα (p), vpµ′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
− pµ′

(p.e′ + iε)

(
vpµ(p)

˜
vDcα (p), vp(p)e′

˜
v̌Dcα′ (p)

)
−

− pµ
(p.e− iε)

(
vp(p)e

˜
vDcα (p), vpµ′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
+

pµ′pµ′

(p.e− iε)(p.e′ + iε)

(
vp(p)e

˜
vDcα (p), vp(p)e′

˜
v̌Dcα′ (p)

)
.

Utilizando os Lemas 5.5.3 e 5.5.4, pode-se mostrar que:

M̂
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) = m.

[ pµ 6eγµ′
(p.e− iε)

+
pµ′γµ 6e′

(p.e′ + iε)
− pµpµ′ 6e 6e′

(p.e− iε)(p.e′ + iε)
− γµγµ′ +

γµ 6pγµ′
m

− pµ′γµ 6p 6e′

m(p.e′ + iε)
− pµ 6e 6pγµ′
m(p.e− iε)

+
pµpµ′ 6e 6p 6e′

m(p.e− iε)(p.e′ + iε)

]
. (5.57)

Substituindo as equações (5.55), (5.56) e (5.57) na equação (5.54), temos:

M
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) = m.

[(
− gµµ′ −

pµpµ′e.e
′

(p.e− iε)(p.e′ + iε)
+

pµeµ′

(p.e− iε)
+

pµ′e
′
µ

(p.e′ + iε)

)( 6p
m

+ 1
)

− pµ 6eγµ′
3(p.e− iε)

− pµ′γµ 6e′

3(p.e′ + iε)
+

pµpµ′ 6e 6e′

3(p.e− iε)(p.e′ + iε)
+
γµγµ′

3
+

pµ′γµ 6p 6e′

3m(p.e′ + iε)

+
pµ 6e 6pγµ′

3m(p.e− iε)
− pµpµ′ 6e 6p 6e′

3m(p.e− iε)(p.e′ + iε)
− γµ 6pγµ′

3m

]
αα′

. (5.58)

Agora, substituindo a (5.58) na equação (5.51), produzimos a função de dois pontos para

o campo de Rarita-Schwinger localizado tipo-string.

Utilizando os fatos 6 a 6 b = − 6 a 6 b + a · b e γµ =6 e(µ), pode-se veri�car que a função de

dois pontos sobre a concha para o caso de Rarita-Schwinger localizado tipo-string é da

seguinte forma:

M
3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) =

[(
− gµµ′ −

pµpµ′e.e
′

(p.e− iε)(p.e′ + iε)
+

pµeµ′

(p.e− iε)
+

pµ′e
′
µ

(p.e′ + iε)
− pµ 6eγµ′

3(p.e− iε)

− pµ′γµ 6e′

3(p.e′ + iε)
+

pµpµ′ 6e 6e′

3(p.e− iε)(p.e′ + iε)
+
γµγµ′

3

)(
6p+m

)]
αα′

. (5.59)

De acordo com a Eq. (1.4) e as [20, Proposições 7 e 9], temos:

Proposição 5.5.6. As funções de dois pontos de M
3
2 (p), Eq. (5.50) e M

3
2 (p, e, e′),

Eq. (5.59), têm grau de escala 5 e 3, respectivamente, isso implica que a dimensão de
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escala dos campos Ψp
µ,α(x) e Ψµ,α(x, e) são 5

2
e 3

2
, respectivamente. O campo Ψp

µ,α(x) não

tem limite para massa zero enquanto o Ψµ,α(x, e) tem.

Vimos que o campo quântico spinor-vetor localizado tipo-ponto para partículas

massivas livres com spin s = 3
2
que atua sobre o espaço (Hilbert) Fock no espaço de uma

partícula correspondente ao campo Rarita-Schwinger é o Ψp
µ,α(x), cujo intertwiner corres-

pondente é vpµ,α(p) = E( 3
2

) ◦ vpµ(p)⊗ vDα (p). A função de dois pontos, veja Eq. (5.50), tem

um termo de grau 3 no momento que é responsável pelo mau comportamento energético

do campo Ψp
µ,α: ele tem dimensão de escala 5

2
.

O campo Rarita-Schwinger localizado tipo-ponto tem divergência zero e satisfaz a

equação:

∂µΨp
µ,α(x) = 0, ∂µFαµν(x) +m2Ψpν

α (x) = 0, (5.60)

onde F é o que denominamos de spinor-tensor intensidade de campo, F = dΨp:

Fµν,α(x)
.
= ∂µΨp

ν,α(x)− ∂νΨp
µ,α(x). (5.61)

Demonstração. O fato de que o campo tem divergência zero, ∂µΨp
µ,α(x) = 0, segue da

Eq. (4.13). Portanto temos,

ipµvpµ,α(p) = ipµE( 3
2

) ◦ vpµ(p)⊗ vDα (p) = E( 3
2

) ◦ ipµvpµ(p)⊗ vDα (p),

mas a Eq. (4.13) implica que pµvpµ(p) = 0, o que produz

ipµvµ,α(x) = E( 3
2

) ◦
(
0⊗ vDα (p)

)
= 0. (5.62)

Sendo Fαµν(x)
.
= gµµ

′
gνν

′Fµ′ν′,α(x), �camos com ∂µFαµν(x) = ∂µg
µµ′gνν

′(
∂µ′Ψ

p
ν′,α(x) −

∂ν′Ψ
p
µ′,α(x)

)
. Usando o fato de que o ∂µ

′
Ψp
µ′,α(x) = 0 e que como qualquer campo livre

com massa m Ψpν
α (x) satisfaz a equação de Klein-Gordon, ∂µ∂µΨpν

α (x) = −m2Ψpν
α (x),

produzimos: ∂µFαµν(x) +m2Ψpν
α (x) = 0.

O spinor-tensor intensidade de campo Fµν,α tem a mesma dimensão de escala que o

campo de Rarita-Schwinger, Ψp
µ,α(x); na verdade, sua função de dois pontos sobre a conha
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é um polinômio não homogêneo em p de grau 3, veja Eq. (5.71), portanto, a dimensão de

escala do spinor-tensor intensidade de campo é 5
2
.

A versão localizada em string Ψµ,α(x, e) do campo spinor-vetor com spin-3
2
atuando

no mesmo espaço de Hilbert, que tem uma dimensão de escala igual a 3
2
, depois de

integrado com função de teste em e, tem o mesmo spinor-tensor intensidade de campo do

campo Ψp
µ,α(x), isto é, satisfaz a identidade77

∂µΨν,α(x, e)− ∂νΨµ,α(x, e) = Fµν,α(x). (5.63)

De fato, as duas versões dos campos spinor-vetor diferem por uma derivada de um

campo quântico de �Dirac� φα(x, e), o qual denominamos de �campo de escolta�:78

Ψµ,α(x, e) = Ψp
µ,α(x) + ∂µφα(x, e). (5.64)

Inserindo a Eq. (5.64) na Eq. (5.63) comprovamos a a�rmação de que o Ψµ,α(x, e)

tem o mesmo spinor-tensor intensidade de campo do spinor-vetor Ψp
µ,α(x). O campo

localizado tipo-string, φα, se transforma como um campo de Dirac, mas corresponde a

um campo que carrega partícula com spin-3
2
.

Na próxima subseção, construiremos Ψµ,α(x, e) e φα(x, e) como integrais de linha

sobre o spinor-tensor intensidade de campo e sobre o campo de Rarita-Schwinger locali-

zado tipo-ponto, respectivamente.

5.5.3 De�nição como integrais de linha sobre campos spinor-

tensor com localização tipo-ponto

Uma solução formal para Eq. (5.63), de acordo com o Lema de Poincaré, é obtida

pela integral de linha

Ψµ,α(x, e)
.
=

∫ ∞
0

dsFµν,α(x+ se)eν , (5.65)

77As derivadas parciais ∂µ sempre se referem à variável x.
78Fato já demonstrado na Seção 5.5.
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onde e ∈ H. De fato, inserindo (5.61) dentro de Fµν,α e usando a identidade formal∫ ∞
0

ds eν∂νΨµ,α(x+ se) = −Ψµ,α(x), (5.66)

é prontamente veri�cado que os dois campos spinor-vetor Ψ e Ψp diferem formalmente

por uma derivada de um campo tipo-string como antecipado pela Eq. (5.64), em que o

campo φα(x, e) é de�nido por

φα(x, e)
.
=

∫ ∞
0

dsΨp
ν,α(x+ se)eν . (5.67)

Assim, Ψµ,α deve realmente satisfazer a Eq. (5.63). Note que as integrais (5.65) e

(5.67) existem pela Prop. 3.4.2 e que a identidade (5.66) é rigorosa porque Ψp
µ,α vai para

zero para grandes argumentos do tipo-espaço no sentido de elementos de matriz entre

estados locais.

Mostra-se a Eq. (5.64).

Demonstração. Inserindo a Eq. (5.61) na Eq. (5.65), temos

Ψµ,α(x, e) =

∫ ∞
0

ds∂µΨp
ν,α(x+ s.e)eν −

∫ ∞
0

ds∂νΨ
p
µ,α(x+ s.e)eν =

= ∂µ

∫ ∞
0

dsΨp
ν,α(x+ s.e)eν −

∫ ∞
0

dseν∂νΨ
p
µ,α(x+ s.e)

Observe que na segunda integral temos uma derivada direcional, portanto

Ψµ,α(x, e) = ∂µφα(x, e)−
∫ ∞

0

ds
d

ds
Ψp
µ,α(x+ s.e) = ∂µφα(x, e)−Ψp

µ,α(x+ s.e)

∣∣∣∣∣
∞

0

=

= ∂µφα(x, e)−Ψp
µ,α(x+ s.e)|s=∞ + Ψp

µ,α(x) = ∂µφα(x, e) + Ψp
µ,α(x).

Uma vez que o campo de Rarita-Schwinger Ψp
µ,α tem divergência zero e o campo

de escolta φα satisfaz a equação de Klein-Gordon (como qualquer campo livre com massa

m), existe a relação:

∂µΨµ,α(x, e) +m2φα(x, e) = 0. (5.68)
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Basta aplicar ∂µ na Eq. (5.64) e temos a relação Eq. (5.68).

Uma propriedade adicional interessante do nosso campo spinor-vetor é que ele é

ortogonal à direção da string,

Ψµ,α(x, e) eµ = 0, (5.69)

que decorre da antissimetria do spinor-tensor intensidade de campo Fµν,α. Essa condição

também pode ser mostrada diretamente através do intertwiner do campo Ψµ,α(x, e). Isso

é uma reminiscência da condição do gauge axial com a diferença, no entanto, de que aqui

ele é automaticamente satisfeito pela construção e que o campo deve ser considerado uma

distribuição em e.

Lema 5.5.7. A função intertwiner de vF do spinor-tensor intensidade de campo Fµν,α é

dada por

vFµν,α(p) = i (pµv
p
ν,α(p)− pνvpµ,α(p)) ≡ E( 3

2
)(vFµν(p)⊗ vDα (p)). (5.70)

E seguindo nossas de�nições, temos:

vFcµν,α(p)
.
= i (pµv

pc
ν,α(p)− pνvpcµ,α(p)) ≡ E( 3

2
)(vFµν(p)⊗ vDcα (p))

e

v̌Fcµν,α(p)
.
= i (pµv̌

pc
ν,α(p)− pν v̌pcµ,α(p)) ≡ E( 3

2
)(vFµν(p)⊗ v̌Dcα (p)).

A parte da função de dois pontos sobre a concha
(

Ω,Fµν,α(x)Fµ′ν′,α′(x′)Ω
)
de�-

nida pela Eq. (5.17) sai como

MFF
µν,α;µ′ν′α′(p) =

(
pµv

pc
ν,α(p)− pνvpcµ,α(p), pµ′ v̌

pc
ν′,α′(p)− pν′ v̌

pc
µ′,α′(p)

)
=

=
[
pµpµ′

(
−gνν′+

γνγν′

3

)
−pµpν′

(
−gνµ′+

γνγµ′

3

)
+pνpν′

(
−gµµ′+

γµγµ′

3

)
−pνpµ′

(
−gµν′+

γµγν′

3

)]
×
(
6p+m

)
αα′

(5.71)

Demonstração. Utilizando a Eq. (5.70), temos que

MFF
µν,α;µ′ν′α′(p) = pµpµ′

(
vpcν,α(p), v̌pcν′,α′(p)

)
− pµpν′

(
vpcν,α(p), v̌pcµ′,α′(p)

)
−

− pνpµ′
(
vpcµ,α(p), v̌pcν′,α′(p)

)
+ pνpν′

(
vpcµ,α(p), v̌pcµ′,α′(p)

)
.
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Cada produto é justamente a função dois pontos sobre a concha do campo de

Rarita-Schwinger localizado tipo-ponto, cuja solução é dada pela Eq. (5.50). Substituindo-

a em cada termo, temos que os fatores que vão com ∼ p4 e ∼ p5 se cancelam, produzindo

assim a Eq.(5.71).

Lema 5.5.8. O campo de escolta φα é de�nido pela integral, Eq. (5.67), e a Prop. 3.4.2

a�rma que seu intertwiner de Wigner é dado por

v′α(p, e)
.
=
ivpν,α(p)eν

p · e+ iε
≡ iE( 3

2
)(vp(p)e⊗ vDα (p))

p · e+ iε
. (5.72)

Similarmente, o campo spinor-vetor Ψµ,α é de�nido pela integral, Eq. (5.65), e pela

Prop. 3.4.2 seu intertwiner de Wigner é dado por

vµ,α(p, e)
.
= i

vFµν,α(p)eν

p · e+ iε
≡ i

E( 3
2

) ◦
(
vFµν(p)⊗ vDα (p)

)
eν

p · e+ iε
. (5.73)

Substituindo vFµν(p) como na Eq. (4.15), produzimos

vµ,α(p, e) = E( 3
2

)
(
vpµ(p)⊗ vDα (p)

)
− pµ
p · e+ iε

E( 3
2

)
(
vp(p)e⊗ vDα (p)

)
. (5.74)

Reescrevemos como

vµ,α(p, e) = vpµ,α(p) + ipµv
′
α(p, e). (5.75)

Observe que, através da de�nição do campo como uma integral de linha e da Prop. 3.4.2,

mostramos mais uma vez o que foi colocado no início da Seção 5.5, precisamente a

Eq.(5.32). Note também que a relação Eq. (5.64) pode ser lida a partir da Eq. (5.75).

Podemos mostrar que nosso spinor-vetor Ψµ,α(x, e) é ortogonal à direção da string,

Eq. (5.69), diretamente pelo seu intertwiner correspondente, Eq. (5.74).

Demonstração. Temos que:

vµ,α(p, e)eµ = E( 3
2

)
(
vpµ(p)⊗ vDα (p)

)
eµ − pµ

p · e+ iε
E( 3

2
)
(
vp(p)e⊗ vDα (p)

)
eµ =
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= E( 3
2

)
(
vpµ(p)eµ ⊗ vDα (p)

)
− pµe

µ

p · e+ iε
E( 3

2
)
(
vp(p)e⊗ vDα (p)

)
=

= E( 3
2

)
(
vp(p)e⊗ vDα (p)

)
− p · e
p · e+ iε

E( 3
2

)
(
vp(p)e⊗ vDα (p)

)
= 0

isto produz, Ψµ,α(x, e)eµ = 0.

Resumidamente, temos

Proposição 5.5.9. Os campos Ψµ,α e φα são localizados tipo-string (1.2) e (não são

hermitianos). Eles satisfazem a relação de covariância (1.3) (veja nota de rodapé 11,

com k = 1 e 0), respectivamente. Eles se relacionam com o campo de Rarita-Schwinger

localizado tipo-ponto como na Eq. (5.64). Todos três campos são localizados tipo-string em

relação uns aos outros. Por último, Ψµ,α satisfaz a condição de �calibre axial� Eq. (5.69)

e a relação Eq. (5.68).

Demonstração. A localidade em string, covariância e não hermeticidade são consequências

das Prop.s 3.2.7 e 3.4.2 e também do Lema 5.3.5. A relação (5.63) segue, é claro, a partir

da identidade (5.64), mas também pode ser veri�cada no nível do intertwiner a partir das

identidades

pµvν,α(p, e)− pνvµ,α(p, e) = pµv
p
ν,α(p)− pνvpµ,α(p) = −ivFµν,α(p). (5.76)

Substituindo a Eq. (5.75) no lado esquerdo da identidade, Eq. (5.76), temos

pµvν,α(p, e)− pνvµ,α(p, e) = pµ
(
vpν,α + ipνv

′
α(p, e)

)
− pν

(
vpµ,α + ipµv

′
α(p, e)

)
=

= pµv
p
ν,α(p)− pνvpµ,α(p).

De acordo com a Eq. (5.70) a última igualdade é o −ivFµν,α(p).

A condição de �calibre axial�, Eq. (5.69), e a relação Eq. (5.68), já foram demons-

tradas.



5.6 Caso geral, s > 3
2

144

5.6 Caso geral, s > 3
2

5.6.1 Campos spinor-tensor com localização tipo-ponto

Consideramos agora o caso de spin semi-inteiro arbitrário, s > 3
2
. O espaço de

chegada h para os campos spinor-tensor ϕpµ1···µn,α com localização tipo-ponto é o espaço

hn+ 1
2 em (C4)⊗n+1 e D(A) é a restrição correspondente de Λ(A)⊗n ⊗ Sc(A). Com Λ

sendo uma transformação de Lorentz, A ∈ SU(2) e Λ ≡ Λ(A). Sejam vpµ(p) e vDα (p) os

intertwiners de Wigner para o campo potencial vetor spin-um e para o campo de Dirac,

respectivamente, e de�na

v(s)
µ1···µn,α(p)

.
= E(n+ 1

2
) ◦ vpµ1(p)⊗ · · · ⊗ v

p
µn(p)⊗ vDα (p). (5.77)

De acordo com o Lema 5.3.5 este é um intertwiner de Wigner que não é autoconjugado.

Deixe ϕpµ1···µn,α ser o campo spinor-tensor livre, não hermitiano, local e covariante corres-

pondente. O campo tem dimensão de escala s+ 1(≡ n+ 3
2
), com n ≥ 1.

Demonstramos as propriedades do campo spinor-tensor citadas acima.

Demonstração. A covariância e localidade segue da propriedade dos intertwiners. Para

veri�car a dimensão de escala do campo (Ds), devemos analisar a função de dois pontos

do campo. A parte da função de dois pontos sobre a concha do spinor-tensor é, pela

fórmula geral, Eq. (5.17), dada por

(
v(s)c
µ1···µn,α(p), v̌

(s)c

µ′1···µ′n,α′
(p)
)
≡(

vpµ1(p)⊗ · · · ⊗ v
p
µn(p)⊗ vDcα (p), E(n+ 1

2
) ◦ vpµ′1(p)⊗ · · · ⊗ v

p
µ′n

(p)⊗ v̌Dcα′ (p)
)
.

Substituindo o projetor E(n+ 1
2

) dado pela Eq. (5.9), escrevemos

o produto escalar em h(s) como na Eq. (5.18), temos que o mesmo

é dado como uma soma, e cada termo é um produto de n fato-

res da forma
(
vpµi(p), v

p
µ′j

(p)
)(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
,

(
vpµn(p)

˜
vDcα (p), vpµ′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
,(

vpµ′i
(p), vpµ′j

(p)
)(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
,

(
vpµ′i

(p), vpµ′j
(p)
)(
vpµn(p)

˜
vDcα (p), vpµ′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
ou
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(
vpµi(p), v

p
µj(p)

)(
vpµn(p)

˜
vDcα (p), vpµ′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
. Os fatores

(
vpµi(p), v

p
µ′j

(p)
)

são justa-

mente a função de dois pontos do campo de Proca. A conjugação complexa dos

intertwiners vpµ(p) representa apenas um sinal global e, assim, cada fator, a menos de um

sinal, é justamente à função de dois pontos do campo de Proca sobre a concha, que já

sabemos ser um polinômio quadrático não homogêneo de grau 2, veja Eq. (4.12).

O fator
(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
corresponde justamente à função de dois pontos sobre

a concha do campo de Dirac que sabemos, também, ser um polinômio não homogêneo

de grau 1, veja Eq. (5.5). Então, cada termo da forma do produto desses fatores são

polinômios de grau 2 + 1 = 3. O fator
(
vpµ(p)

˜
vDcα (p), vpµ′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
é justamente uma das

partes da função de dois pontos do campo de Rarita-Schwinger, veja Eq. (5.49), que é

dada por:(
vpµ(p)

˜
vDcα (p), vpµ′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
=
(
− γµγµ′ +

pµ′γµ
m
− pµγµ′

m
+
pµpµ′

m2

)(
6p+m

)
αα′

(5.78)

De acordo como a Eq. (5.78), temos que é um polinômio não homogêneo de grau

2 + 1 = 3. Portanto, vê-se que a função de dois pontos dos campos spinor-tensor ϕpµ1···µn,α

sobre a concha é um polinômio não homogêneo de grau (2n+ 1), como s = n+ 1
2
, temos

o grau do polinômio dado por 2s. A Eq. (1.4) e [20, Proposição 7 ] a�rmam que o grau

de escala das funções de dois pontos é 2s + 2, isto implica que a dimensão de escala dos

campos Ds é s + 1 ou n + 3
2
, com n ≥ 1. Logo, para os campos spinor-tensor localizado

tipo-ponto, temos com o aumento do spin uma piora no comportamento UV.

Lembrando que temos, de acordo com a Eq. (1.6), para cada campo spinor-tensor

um segundo campo com o mesmo comportamento UV que denominamos de spinor-tensor

intensidade de campo, denotado por Fµ1ν1···µnνn,α. O espaço de chegada h para o spinor-

tensor intensidade de campo, Fµ1ν1···µnνn,α, é um subespaço invariante de (C4)⊗2n+1 eD(A)

é a restrição correspondente de Λ(A)⊗2n⊗Sc(A). Com Λ uma transformação de Lorentz,

A ∈ SU(2) e Λ ≡ Λ(A). Sejam vFµν(p) e vDα (p) os intertwiners de Wigner para o tensor

intensidade de campo de spin-1 e do campo de Dirac, respectivamente, e de�na

vs,Fµ1ν1···µnνn,α(p)
.
= E(n+ 1

2
) vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p)⊗ vDα (p). (5.79)
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Utilizando o Lema 5.5.7, temos:

vs,Fcµ1ν1···µnνn,α(p)
.
= E(n+ 1

2
) vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p)⊗ vDcα (p)

e

v̌s,Fcµ1ν1···µnνn,α(p)
.
= E(n+ 1

2
) vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p)⊗ v̌Dcα (p).

De acordo como Lema 5.3.5, este é um intertwiner de Wigner não-autoconjugado.

Deixe Fµ1ν1···µnνn,α ser o campo spinor-tensor intensidade de campo livre, não hermitiano,

local e covariante correspondente. O spinor-tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn,α de

ordem 2n tem as propriedades de simetria (permutação), ou seja, simétrico, sob troca

de qualquer um dos pares (µi, νi) ↔ (µj, νj) e antissimétrico sob troca de qualquer um

dos índices µi ↔ νi. Lembrando que a ordem e a simetria dos campos sempre vão estar

relacionadas aos índices tensoriais.

Lema 5.6.1. Os campos ϕpµ1···µn,α e Fµ1ν1···µnνn,α são relacionados como na Eq. (1.6). O

campo spinor-tensor ϕpµ1···µn,α tem divergência e traço iguais a zero,

gµνϕpµνµ3···µn,α = 0, ∂µϕpµµ2···µn,α(x) = 0. (5.80)

Ele é o único, módulo equivalência unitária, campo quântico livre para partículas massivas

com spin-s = n+ 1
2
com n ≥ 1 que é um spinor-tensor simétrico de ordem-n com relação

ao índice tensorial e com traço zero .

Ambos os campos têm dimensão de escala s+ 1. De fato, a função de dois pontos

de Fµ1ν1···µnνn,α sobre a concha é um polinômio (não homogêneo) de grau 2n+ 1 = 2s.

Demonstração. O fato de que o campo spinor-tensor ϕp tem divergência zero segue

como no caso do spin-3
2
, a partir das propriedades da função intertwiner do spin-1, veja

Eq. (5.62). Para provar que o ϕp tem traço zero, faremos como no caso de spin inteiro.

Um tensor t ∈ hn+ 1
2 tem traço zero se

(g3)ijt
iji3···in,α = 0
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para todo i3 · · · in, α. Recordando que vpµ(p̄) = vpe(µ) = ie(µ) se µ = 1, 2, 3 e = 0 se µ = 0.

Consequentemente

gµνvpµ(p̄)⊗ vpν (p̄) = −gije(i) ⊗ e(j) = ĝ3, (5.81)

uma vez que gij = −gij3 . Portanto o tensor gµνvpµ(p̄)⊗ vpν (p̄)⊗ vpµ3(p̄)⊗ · · · v
p
µn(p̄)⊗ vDα (p̄)

é ortogonal em (C3)⊗n ⊗ C2 para todo tensor com traço zero em hn+ 1
2 no sentido de

(g3)ijt
iji3···in,α = 0; para todo i3 · · · in, α, isto é, sua projeção E(n+ 1

2
) no espaço de tensores

em hn+ 1
2 , com traço zero é zero. Isto implica traço zero de ϕpµ1···µn,α, Eq. (5.80) .

A unicidade decorre do fato de que a representação do grupo SL(2,C) em hn+ 1
2

ser irredutível.

Para provar a relação (1.6), insira a fórmula explícita (4.15) de vF na de�nição

(5.79). Isso produz

vs,Fµ1ν1···µsνn,α(p) = inE(n+ 1
2

)
(
pµ1v

p
ν1

(p)− pν1vpµ1(p)
)
⊗ · · · ⊗

(
pµnv

p
νn(p)− pνnvpµn(p)

)
⊗ vDα (p)

(5.82)

que pode ser escrito como

in
∑
I

(−1)|I|pµj1 · · · pµjlpνi1 · · · pνikE
(n+ 1

2
) vpνj1 (p)⊗· · ·⊗vpνjl (p)⊗v

p
µi1

(p)⊗· · · vpµik (p)⊗vDα (p),

onde I = {i1, . . . , ik} percorre sobre todos os subconjuntos de {1, . . . , n} e Ic = {j1, . . . , jl}

é o complemento de I. Uma vez que a projeção do produto tensorial dos intertwiners vpµ,α

é justamente o intertwiner para ϕpµj1 ···νik ,α, veja Eq. (5.77), isso prova Eq. (1.6) .

A parte da função de dois pontos sobre a concha do spinor-tensor intensidade de

campo, MFF , pela fórmula geral (5.17), é dada por

(
vs,Fcµ1ν1···µnνn,α(p), v̌s,Fcµ1ν1···µnνn,α(p)

)
≡

≡
(
vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p)⊗ vDcα (p), E(n+ 1

2
) vFµ′1ν′1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µ′nν

′
n
(p)⊗ v̌Dcα′ (p)

)
.

Substituindo o projetor E(n+ 1
2

) da Eq. (5.9), escrevemos o produto escalar em

h(s), como na Eq. (5.18), em que cada termo é um produto de n fato-

res da forma
(
vFµiνi(p), v

F
µ′jν
′
j
(p)
)
×
(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
,
(
vFµnνn(p)

˜
vDcα (p), vFµ′nν′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
,
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(
vFµ′iν′i

(p), vFµ′jν′j
(p)
)
×
(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
,
(
vFµ′iν′i

(p), vFµ′jν′j
(p)
)
×
(
vFµnνn(p)

˜
vDcα (p), vFµ′nν′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
ou
(
vFµiνi(p), v

F
µjνj

(p)
)
×
(
vFµnνn(p)

˜
vDcα (p), vFµ′nν′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
.

Os fatores
(
vFµiνi(p), v

F
µ′jν
′
j
(p)
)
correspondem justamente à função de dois pontos so-

bre a concha do tensor intensidade de campo de spin-um que já sabemos ser um polinômio

homogêneo quadrático, veja Eq. (4.16). A conjugação complexa dos intertwiners repre-

senta apenas um sinal global e, assim, cada fator, a menos de um sinal, é justamente à fun-

ção de dois pontos do tensor intensidade de campo para spin-um. O fator
(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
corresponde justamente à função de dois pontos sobre à concha do campo de Dirac, que é

um polinômio de grau 1, veja Eq, (5.5). O fator
(
vFµnνn(p)

˜
vDcα (p), vFµ′nν′n(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
é dado

pelo próximo lema:

Lema 5.6.2. O fator é um polinômio de grau 3, dado por:

(
vFµν(p)

˜
vDcα (p), vFµ′ν′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
=(

− pµpµ′γνγν′ + pµpν′γνγµ′ + pνpµ′γµγν′ − pνpν′γµγµ′
)(
6p+m

)
αα′
.

Demonstração. Substituindo a Eq. (4.15) em
(
vFµν(p)

˜
vDcα (p) , vFµ′ν′(p)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
, temos:

(
(pµv

p
ν(p)
˜

− pνvpµ(p)

˜
) vDcα (p) , (pµ′v

p
ν′(p)

˜
− pν′vpµ′(p)

˜
) v̌D,cα′ (p)

)
=

pµpµ′
(
vpν(p)
˜

.vDcα (p) , vpν′(p)

˜
.v̌Dcα′ (p)

)
− pµpν′

(
vpν(p)
˜

.vDcα (p) , vpµ′(p)

˜
.v̌Dcα′ (p)

)
−

− pνpµ′
(
vpµ(p)

˜
.vDcα (p) , vpν′(p)

˜
.v̌Dcα′ (p)

)
+ pνpν′

(
vpµ(p)

˜
.vDcα (p) , vpµ′(p)

˜
.v̌Dcα′ (p)

)
.

Cada produto escalar é justamente uma das partes da função de dois pontos so-

bre a concha do campo de Rarita-Schwinger localizado tipo-ponto, a saber, Eq. (5.78).

Substituindo-a para cada produto, temos que os fatores que vão com ∼ p4 e ∼ p5 se

cancelam, produzindo a equação do Lema (5.6.2).

Assim, vê-se que a função de dois pontos do spinor-tensor intensidade de campo

com spin-s = n+ 1
2
sobre a concha é um polinômio não homogêneo de grau 2n+ 1 = 2s,

como a�rmado. A função de dois pontos do campo spinor-tensor, ϕpµ1···µn,α, sobre a concha
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é um polinômio não homogêneo de grau 2n+ 1 = 2s, como já mostrado anteriormente. A

Eq. (1.4) e [20, Proposição 7 ] implica que o grau de escala das funções de dois pontos é

2s+ 2, isto é, a dimensão de escala dos campos é s+ 1. �

5.6.2 Campos spinor-tensor com localização tipo-string

Nosso campo spinor-tensor localizado tipo-string ϕµ1···µn,α(x, e) é de�nido como o

campo livre correspondente ao intertwiner de Wigner

v(s)
µ1···µn,α(p, e)

.
= E(n+ 1

2
) ◦ vµ1(p, e)⊗ · · · ⊗ vµn(p, e)⊗ vDα (p). (5.83)

De acordo com o Lema 5.3.5 este é um intertwiner de Wigner (que não é autocon-

jugado) da representação (n + 1)-vezes tensorial D′(A) ⊗ · · · ⊗ D′(A) ⊗ Sc(A) do grupo

SL(2,C) para D(s)(R(A, p)). Assim, ϕµ1···µn,α é um campo quântico spinor-tensor locali-

zado tipo-string, covariante, porém, não é hermitiano.

Inserindo a Eq. (4.20) na equação (5.83), temos que o intertwiner de Wigner pode ser

escrito como

vsµ1···µn,α(p, e) = vs,pµ1···µn,α(p) +
n∑
j=1

ipµjv
(n,n−1)
µ1···µ̂j ···µn,α(p, e)+

+ i2
∑

i,j∈{1,...,n}
i 6=j

pµipµjv
(n,n−2)
µ1···µ̂i···µ̂j ···µn,α(p, e) + · · ·+ inpµ1 · · · pµnv(n,0)

α (p, e), (5.84)

onde o chapéu signi�ca omitir índice correspondente, com

v(n,k)
µ1···µk,α(p, e)

.
=

in−k

(p · e+ iε)n−k
E(n+ 1

2
) vp(p)e⊗ · · · vp(p)e︸ ︷︷ ︸

n−k times

⊗vpµ1(p)⊗ · · · ⊗ v
p
µk

(p)⊗ vDα (p).

Caracterizado pelo Lema 5.3.5 e Proposição (3.4.2), isto é, um intertwiner de Wigner (não

autoconjugado). Denotamos por φ(n,k)
µ1···µk,α o correspondente campo quântico spinor-tensor

localizado tipo-string, covariante e não hermitiano. Novamente pela Proposição 3.4.2,

esses �campos de escolta� podem ser escritos como integrais de linha

φ(n,k)
µ1···µk,α(x, e) =

∫ ∞
0

dt1 · · ·
∫ ∞

0

dtn−k ϕ
p
µ1···µn,α

(
x+ (t1 + · · ·+ tn−k)e

)
eµk+1 · · · eµn .
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O campo spinor-tensor com localização tipo-string ϕµ1···µn,α e os campos de escolta φ(n,k)
µ1···µk,α

satisfazem as propriedades relatadas no Teorema 1.0.1:

Proposição 5.6.3. O campo spinor-tensor localizado tipo-string ϕµ1···µn,α está relacionado

à sua versão com localização tipo-ponto e aos campos de escolta φ(n,k)
µ1···µk,α(x, e), como na

Eq. (1.5) . Sua função de dois pontos tem grau de escala três, depois de integrada com

uma função de teste na variável e, e têm limite para massa zero. É o campo spinor-tensor

para o spinor-tensor intensidade de campo Fµ1···µn,α no sentido da Eq. (1.6). Finalmente,

satisfaz a condição de �calibre axial�

ϕµµ2···µn,α(x, e)eµ = 0. (5.85)

No entanto, ϕµ1···µn,α não tem divergência e nem traço iguais a zero.

Demonstração. A relação (1.5) pode ser lida a partir da Eq. (5.84). Para mostrar que

é um campo spinor-tensor para o spinor-tensor intensidade de campo, usamos o fato de

que na Eq. (5.82), pode-se substituir cada intertwiner vpµ(p) por vµ(p, e) devido à relação

Eq. (4.26). Isso prova a relação Eq. (1.6), com ϕp substituído por ϕ. Para provar as

a�rmações sobre a função de dois pontos, consideramos sua parte sobre a concha, ou seja,

(
v(s)c
µ1···µn,α(p, e), v̌

(s)

µ′1···µ′n,α′
(p, e)

)
≡(

vµ1(p, e)⊗ · · · ⊗ vµn(p, e)⊗ vDcα (p), E(n+ 1
2

) ◦ vµ′1(p, e
′)⊗ · · · ⊗ vµ′n(p, e′)⊗ v̌Dcα′ (p)

)
.

De acordo com a Eq. (5.18), descobrimos que o produto escalar em

h(s) é dado por uma soma em que cada termo é um produto de n fa-

tores da forma
(
vµi(p, e), vµ′j (p, e

′)
)(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
,

(
vµn(p, e)

˜
vDcα (p), vµ′n(p, e′)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
,(

vµ′i(p, e
′), vµ′j (p, e

′)
)(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
,

(
vµ′i(p, e

′), vµ′j (p, e
′)
)(
vµn(p, e)

˜
vDcα (p), vµ′n(p, e′)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
ou(

vµi(p, e), vµj (p, e)
)(
vµn(p, e)

˜
vDcα (p), vµ′n(p, e′)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
.

Os fatores (vµ(p, e), vµ′(p, e
′)) são justamente às funções de dois pontos sobre a

concha MAA
µµ′ (p, e, e

′) dado na Eq. (4.21) e que é um polinômio de grau zero e os fatores

com o complexo conjugado dos intertwiner v(p, .), são determinados, usando Eq. (4.14) e
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vpµ(p) = −vpµ(p), como(
vµ(p, e), vν(p, e)

)
= gµν −

pµ · eν + pν · eµ
p · e+ iε

− pµpν
(p · e+ iε)2

(5.86)

e seu complexo conjugado.79

O fator
(
vDcα (p), v̌Dcα′ (p)

)
corresponde justamente à função de dois pontos do campo

de Dirac que sabemos ser um polinômio não homogêneo de grau 1, veja Eq. (5.5). O fator

do tipo
(
vµ(p, e)

˜
vDcα (p), vµ′(p, e

′)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
é justamente o termo M̂

3
2

µα,µ′α′(p, e, e
′) da função

de dois pontos para o campo de Rarita-Schwinger localizado tipo-string, o qual podemos

reescrever da seguinte forma:(
vµ(p, e)

˜
vDcα (p), vµ′(p, e

′)

˜
v̌Dcα′ (p)

)
=

=
( pµ 6eγµ′
p · e− iε

+
pµ′γµ 6e′

p · e′ + iε
− pµpµ′ 6e 6e′

(p · e− iε)(p · e′ + iε)
− γµγµ′

)(
6p+m

)
αα′

(5.87)

Da Eq. (5.87), temos que é um polinômio não homogêneo de mesmo grau que os fatores

anteriores. Portanto, todos os fatores que aparecem, são polinômios não homogêneos de

grau 0+1 = 1. Assim, cada produto de n fatores também é um polinômio não homogêneo

em p de grau (0n+ 1) = 1.

De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposição 7] temos que o grau de escala é três,

o que implica a dimensão de escala dos campos spinor-tensor localizado tipo-string ser 3
2
.

Ou seja, independente do spin, o campo spinor-tensor localizado tipo-string tem a mesma

dimensão de escala que o campo de Dirac localizado tipo-ponto, a saber 3
2
. Pela [20,

Proposição 9] temos que existe o limite para massa zero. A condição de �calibre axial�,

segue da antissimetria do F . Mas também pode ser veri�cada a nível do intertwiner do

campo spinor-tensor ϕµµ2···µn(x, e) como feito para o caso de spin-3
2
, veja a demostração

no �nal da Lema 5.5.8.

Finalmente escrevemos nosso campo spinor-tensor localizado tipo-string como uma

integral de linha sobre o spinor-tensor intensidade de campo F , em analogia ao caso

Rarita-Schwinger, veja Eq. (5.65).

79Já foi apresentada anteriormente, veja Eq. (4.47), com sua respectiva demonstração.
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Lema 5.6.4. Vale

ϕµ1···µn,α(x, e) =

∫ ∞
0

dt1 · · ·
∫ ∞

0

dtn Fµ1ν1···µnνn,α
(
x+

n∑
i=1

tie
)
eν1 · · · eνn . (5.88)

Demonstração. Inserindo a relação (4.18) na de�nição do intertwiner de Wigner (5.83)

para ϕµ1···µn,α, produz

vsµ1···µn,α(p, e) =
in

(p · e+ iε)n
E(n+ 1

2
)
(
vFµ1ν1(p)e

ν1 ⊗ · · · ⊗ vFµnνn(p)eνn ⊗ vDα (p)
)

=

in

(p · e+ iε)n
E(n+ 1

2
)
(
vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p)⊗ vDα (p)

)
eν1 · · · eνn .

Uma vez que,

vs,Fµ1ν1···µnνn,α(p)
.
= E(n+ 1

2
)
(
vFµ1ν1(p)⊗ · · · ⊗ v

F
µnνn(p)⊗ vDα (p)

)
é o intertwiner para o spinor-tensor intensidade de campo Fµ1ν1···µnνn,α(x), veja Eq. (5.79),

temos:

vsµ1···µn,α(p, e) =
in

(p · e+ iε)n
vs,Fµ1ν1···µnνn,α(p)eν1 · · · eνn

Usando a Eq. (3.111), implica a reivindicação. �

Note que o Lema ou, equivalentemente, a última relação na sua demostração, implica que

a função de dois pontos ϕϕ sobre a concha pode ser escrita como

Mϕϕ
µ1···µn,α;µ′1···µ′n,α′

(p, e, e′) =
MFF

µ1ν1···µnνn,α;µ′1ν
′
1···µ′nν′n,α′

(p)

(p · e− iε)n(p · e′ + iε)n
eν1 · · · eνn(e′)ν

′
1 · · · (e′)ν′n , (5.89)

ondeMFF é a função de dois pontos sobre a concha de FF . Uma vez que é um polinômio

não homogêneo de grau (2n + 1), veja o Lema (5.6.1), a Eq. (1.4) e [20, Proposição 7 ]

con�rmam que nossa função de dois pontos de ϕϕ tem grau de escala 3, consequentemente

o campo tem dimensão de escala 3
2
e a [20, Proposição 9 ] con�rma que existe o limite

para massa zero.



Capítulo 6

Conclusão e Perspectivas

Nessa tese apresentou-se a construção dos campos quânticos livres massivos locali-

zados tipo-string para um spin qualquer. Tal construção é parecida com a teoria de gauge

ou BRST, com a vantagem que nossos campos obedecem à navalha de Occam (Ockham's

razor), o que signi�ca que atuam em um espaço de Hilbert e a função de dois pontos é

positiva, ao contrário do modelo de gauge ou BRST em que temos os campos agindo em

um espaço com métrica inde�nida (Krein) e têm graus não físicos (ghosts).

Nossos campos também trocam a invariância BRST pela independência do string.80

Seguindo os critérios para existência, ou não, do limite para massa zero dos campos quân-

ticos,81 concluímos que os campos localizados tipo-string têm o limite para massa zero,

enquanto os localizados tipo-ponto não. Uma vez que nossos campos podem ser escri-

tos com uma integral de �linha� do campo puntiforme correspondente, isso garante que

existam observáveis locais (pontuais) na classe de Borchers de nossos campos localizados

tipo-string. Além disso, mostramos que nossos campos para s ≥ 1 diferem dos campos

correspondentes localizados tipo-ponto ϕpr por termos que são derivadas de campos locali-

zados tipo-string bem de�nidos, a saber, atuam no mesmo espaço de Hilbert e descrevem

80No artigo [20, Secão 3.3] é feita explanação apenas para o caso da potencial vetor Aµ, porém os

argumentos são válidos para nossos campos em geral. Para mais detalhes sobre esse fato, veja [13].
81Critérios esses dados na [20, Prop. 9].
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as mesmas partículas (que são responsáveis pelo mau comportamento UV); isso garante

que temos localidade su�ciente para uma construção perturbativa de modelos interagentes;

portanto, para uma interação escolhida de forma adequada, as Lagrangianas tipo-string,

diferem das Lagrangianas tipo-ponto correspondente por uma divergência que, de acordo

com o fato bem conhecido, deveria ser irrelevante para a física.

Concluímos que nossos campos localizados tipo-string apresentam um comporta-

mento melhor UV do que os campos localizado tipo-ponto, o que é medido pela dimensão

de escala do campo, a saber: para os campos tipo-ponto (bósons ou férmions) a dimensão

de escala dos campos é s+ 1, enquanto que para os campos localizado tipo-string bosôni-

cos, a dimensão de escala independente do spin é sempre 1, como a de um campo escalar

(s = 0) e para os campos com localização tipo-string fermiônicos, a dimensão de escala

também independe do spin e é sempre 3
2
como a de um campo de Dirac (s = 1

2
). Assim,

nossos campos têm um bom comportamento UV e localidade su�ciente, de modo que a

construção perturbativa de modelos interagentes com poder preditivo parece viável.

Como exemplo, pegamos a QED massiva para mostrar que a Lagrangiana tipo-

string difere da tipo-ponto por uma divergência. Sabemos que na QED massiva, os tipos

de partículas são o �fóton massivo�, o elétron e o pósitron, e o acoplamento é descrito pela

Lagrangiana de interação

LP (x)
.
= jµ(x)Ap

µ(x), (6.1)

onde jµ
.
= : ψ̄γµψ : é o operador de corrente e ψ é o campo Dirac livre. Uma vez que

a dimensão de escala de jµ é três (veja Seção 5.2) e a de Ap é dois (veja o Lema 4.2.1)

implica que a Lp tem dimensão de escala cinco. Assim, o modelo não é renormalizável

como explicado abaixo. Nossa saída, análoga à abordagem BRST [3], é substituir LP por

sua versão localizada em string

Ls(x, e)
.
= jµ(x)Aµ(x, e), (6.2)

que tem uma melhor dimensão de escala, a saber, quatro, veja a observação após a

Prop. 4.2.2. Pela Eq. (4.4) e conservação da corrente, ∂µjµ = 0, temos que a Lagrangiana
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de interação difere pela divergência do campo vetorial localizado em string Vµ(x, e)
.
=

jµ(x)φ(x, e), onde φ é o campo de escolta (4.7):

Lp(x) = Ls(x, e)− ∂µV µ(x, e). (6.3)

Con�rmando nossa conjectura e nos deixando preparados para começar a fazer os modelos

interagentes.

Portanto, uma vez que nossos campos localizados tipo-string apresentam melhores

dimensões de escala, desejamos a partir desses campos construir modelos interagentes

ao longo das linhas de Epstein e Glaser [43]. Tal solução perturbativa no esquema de

Epstein-Glaser usa o método da matriz-S de Bogoliubov que atribui à uma função de

teste g(x) e o dado Lagrangiano de interação L a série formal de operadores

S(gL) :=
∞∑
n=0

in

n!

∫
dx1 · · · dxn g(x1) · · · g(xn) TnL(x1) · · ·L(xn), (6.4)

onde Tn . . . denota o produto ordenado pelo tempo.

Se a dimensão de escala de L for maior que quatro, isso deixará um número in�nito

de parâmetros livres na série (6.4) e o modelo não será renormalizável. A versão intera-

gente ϕgL para um dado campo livre ϕ é construída através da fórmula de Bogoliubov:

ϕgL(f) :=
1

i

d

dλ
S(gL)−1S(gL+ λfϕ)

∣∣
λ=0

. (6.5)

Ao revisar a prova de localidade em [43] temos que o campo interagente ϕgL é

localizado em strings se o campo livre ϕ é localizado em string e a Lagrangiana de inte-

ração L é localizada em pontos. No entanto, se L for localizado em string, então ϕgL é

genericamente completamente deslocalizado, não importa se ϕ é localizado em ponto ou

string. A�rmamos que, com base na relação (1.5), podemos no entanto, construir modelos

a partir de uma Lagrangiana de interação com localização em strings com as seguintes

propriedades desejáveis:

A matriz-S é independente das strings e a versão interagente de um observável

localizado em ponto ainda é localizada em pontos. Mais detalhes sobre a construção de
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modelos interagentes para nossos campos são dados em [20, Seção 5].

O trabalho se encaminha para a publicação de um artigo análogo àquele de Bósons [20]

em que apresentaremos os resultados para os campos Fermiônicos, denominados como

campos spinor-tensor. Além disso, outro caminho necessário a ser percorrido é a pesquisa

com modelos interagentes ao longo das linhas de Epstein e Glaser com nossos campos.



Apêndice A

Grupos de Lorentz e Poincaré

A.1 Grupo de Lorentz

Considera-se o espaço-tempo quadridimensional dotado com a métrica de Min-

kowski proveniente do produto interno.

x · y = x0y0 −
3∑
i=1

xiyi (A.1)

Nota-se que a métrica está em relação a um sistema de coordenadas, a saber

"coordenadas de Lorentz ou inerciais". Contudo, a métrica não depende dos sistemas de

coordenadas.

Seja Λ, que aqui será denominado como transformações de Lorentz, que representa

uma transformação entre sistemas de referências inerciais que preserva a estrutura causal

e não envolve dilatações. O grupo de todas as transformações de Lorentz do espaço de

Minkowski é denominado de Grupo de Lorentz. Pode-se também dizer que o grupo de

Lorentz82 é o grupo de isometrias linear desta métrica, Eq. (A.1).

Depois da escolha de uma origem e de um sistema de coordenadas

x 7→ (x0, x1, x2, x3), o grupo L pode ser identi�cado pelo grupo O(1, 3), L = O(1, 3), que

82Onde vamos usar o símbolo L para grupo de Lorentz.
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é o grupo de todas as matrizes Λ 4 × 4, Mat(R, 4), e que satisfazem: Λ−1 = ηΛTη−1,

det(Λ) = ±1. Para η lê-se: η := diag (1,−1,−1,−1) denominado métrica de Minkowski.

Será introduzido o L↑+, subgrupo de L, que recebe o nome de grupo de Lorentz

próprio ortócrono ou grupo de Lorentz restrito. É um subgrupo de Lorentz de mapas

lineares de R4 que preservam a forma bilinear (A.1) e também deixa o cone positivo

invariante.

L↑+ := {Λ ∈ L|det(Λ) = +1 e sinal deΛ0
0 > 0}.

A.2 Grupo de Poincaré

O conjunto de transformações no espaço de Minkowski, constituído de todas as

translações e transformações do subgrupo próprio ortócrono de Lorentz e seu produto,

formam um grupo P↑+, chamado de grupo de Poincaré próprio ortócrono, ou grupo não

homogêneo de Lorentz que representa o grupo mais geral de transformações do espaço-

tempo, que mantêm os intervalos invariantes e, hoje, na Física, considera-se que o P↑+
representa uma simetria da natureza (na ausência de campos gravitacionais). Sua ação

no espaço-tempo é interpretada como uma transformação de Lorentz, seguida de uma

translação cujos elementos são constituídos por pares de translação e uma transformação

homogênea, denotado por g := (b,Λ), que induz transformação de um quadrivetor:

g : x 7→ x′ = b+ Λx.

Acima, b é um vetor quadridimensional e Λ ∈ L↑+.

Uma transformação (b′,Λ′), seguida por outra (b,Λ), é equivalente à uma única

transformação dada pela regra de multiplicação de grupo.

(b,Λ)(b′,Λ′) = (b+ Λb′,ΛΛ′)

Em particular,

(b,Λ) = (b, 1 ) · (0,Λ)



Apêndice B

Representação

No campo matemático da teoria da representação, representações de grupos des-

crevem grupos abstratos em termos de transformações lineares de espaços vetoriais; em

particular, eles podem ser usados para representar elementos de grupo como matrizes

assim como a operação do grupo pode ser representada por multiplicação de matrizes.

De�nição B.0.1. Uma representação de um grupo G em um espaço vetorial V é uma

aplicação que a cada g ∈ G associa um operador linear inversível D(g) : V −→ V de

modo que devem ter as seguintes propriedades satisfeitas:

1. D(gh) = D(g)D(h), para todos g, h ∈ G.

2. D(g−1)= D(g)−1, para todo g ∈ G.

3. D(e) = I e: elemento unitário de G e I: operador identidade em V .

Representação irredutível e unitária: antes de de�nir as representações irredutí-

veis e as representações unitárias, devemos, antes, de�nir o subespaço invariante. Seja

U(G) uma representação de G sobre o espaço vetorial V e V1 um subespaço de V com a

propriedade de que: U(g)x ∈ V1 para todo x ∈ V1 e g ∈ G, ou seja, U(G)V1 ⊂ V1. V1 é

dito ser um subespaço invariante de V em relação a U(G).

Representações irredutíveis: uma representação U(G) sobre V é irredutível se não

houver nenhum subespaço invariante não trivial em V com relação ao U(G). Caso con-
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trário, a representação é redutível. Nesse último caso, se o complemento ortogonal do

subespaço invariante é também invariante com respeito a U(G), a representação é dita

ser totalmente redutível.

Como as transformações de simetria são naturalmente associadas com operadores

unitários (que preservam a probabilidade), as representações unitárias desempenham um

papel central no estudo de simetria de grupos. Representação Unitária: se o espaço

de representação de grupo é um espaço com produto interno e os operadores U(g) são

unitários para todos os g pertencentes a G, então, a representação de U(G) é dita ser uma

representação unitária.

B.1 Lema de Schur

Lema B.1.1. Se U1 e U2 são duas representações irredutíveis de um grupo G em espaços

vetoriais V1 e V2, respectivamente, e A : V1 −→ V2 um entrelaçamento de U1 e U2, ou

seja, AU1(g) = U2(g)A para todo g ∈ G, então ou A é inversível ou A = 0. Caso A

seja inversível e V1 e V2 sejam espaços vetoriais complexos de dimensão �nita, então, A

é único, a menos de uma multiplicação por um escalar.



Apêndice C

Teorema de Bisognano-Wichmann

Para compreender o Teorema de Bisognano-Wichamnn é necessário entender a

representação U(j̃1), para isso veja a Prop. 3.2.4, Lema 4.3.1 e os Lemas 5.1.1 e 5.3.6 com

suas respectivas demonstrações.

Denotamos o Boost de Lorentz na direção x1 por Λ1(t), agindo como cosh t1 +

sinh tσ1 nas coordenadas x0 e x1,

Λ1(t) :=


cosh t sinh t 0

sinh t cosh t 0

0 1

 ,

t −→ Λ1(t) é holomorfa e tem-se:

Λ1(t)|±iπ = j1 (C.1)

O Teorema de Bisognano-Wichmann, para o caso de campos com localização punti-

forme [31, 32], não será colocado. Somente será colocado o Teorema Bisognano-Wichmann

para o caso de campos quânticos com localização tipo-string [27], que é o interesse no pre-

sente trabalho.

SejaW1 := {x ∈ R4, |x0| < x1}, cuja a forma geométrica será de uma cunha (�gura

C.1), assim como seu complemento causal W ′
1. Vale mencionar que a transformação j1
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faz a re�exão na �borda"de W1 e que Λ(A1(t)) = Λ1(t) deixa W1 invariante. Tem-se que

A1(t) := e
t
2
σ1 ∈ SL(2,C). Seja U(A1(t)) =: eitK1 o que implica U(A1(t+is)) = eitK1e−sK1 .

Como não é limitado, observa-se que o domínio de U(A1(t + is)) não é todo o espaço de

Hilbert.

W1

W'1

x0

x1

Figura C.1: cunha

Tem-se o seguinte teorema [27]:

Teorema C.0.1. Bisognano-Wichmann para localização de campo quântico tipo

string.

Seja, suppf ⊂ W1, supph ⊂ W1 ∩H, (h = h(e)) isso implica que ϕ(f, h) é localizado em

W1.

(i) ϕ(f, h)Ω ∈ dom U(A1(z)), para todo z ∈ R + i[0, π]

(ii) U(A1(z))ϕ(f, h)Ω é holomorfa em z ∈ R + i(0, π), e

(iii) U(j̃1)U(A1(z))|z=iπϕ(f, h)Ω = cϕ(f, h)∗Ω



Apêndice D

Um Lema tipo Poincaré para campos

spinor-tensor simétrico

O clássico Lema de Poincaré a�rma que, em uma região topologicamente trivial,

toda forma fechada é exata [21]. Em [20, Apêndice A] colocamos o análogo para os

campos tensoriais simétricos (bósons). Portanto, estamos interessados em uma a�rma-

ção semelhante para campos spinor-tensores simétricos (simetria em relação aos índices

tensoriais). Considere o operador diferencial P de ordem n que associa a um campo

spinor-tensor simétrico ϕµ1···µn,α(x) de ordem n no espaço plano (de Minkowski) um ten-

sor (Pϕ)µ1ν1···µnνn,α de ordem 2n (a ordem do tensor está vinculada aos índices tensoriais

e não ao índice α de Dirac) com a propriedade de simetria (permutação) do spinor-tensor

intensidade de campo,

(Pϕ)µ1ν1···µnνn,α
.
=
∑
I

(−1)|I|∂µj1 · · · ∂µjl∂νi1 · · · ∂νikϕνj1 ···νjlµi1 ···µik ,α, (D.1)

onde a soma percorre todo o subconjunto I = {i1, . . . , ik} de {1, . . . , n} e temos escrito

{j1, . . . , jl} para o complemento de I. Para n = 1, é justamente a derivada exterior,

(Pϕ)µν,α = ∂µϕν,α − ∂νϕµ,α (Rarita-Schwinger). Temos:

Proposição D.0.1. Deixe ϕ ser um campo spinor-tensor simétrico de ordem n que cai

rapidamente. Então Pϕ = 0 se, e somente se, existe um campo spinor-tensor φ(k) de
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ordem k, 0 ≤ k ≤ n− 1, tal que ϕ é da forma

ϕµ1···µn,α(x) =
∑

I({1,...,n}

∂µj1 · · · ∂µj|Ic|φ
(|I|)
µi1 ···µi|I| ,α

(x). (D.2)

Aqui a soma é sobre todos os subconjuntos apropriados de {1, . . . , n}. O campo spinor-

tensor φ(k) pode ser tomado como83

φ(k)
µ1···µk,α(x) = −

∫ ∞
0

dt1 · · ·
∫ ∞

0

dtn−k ϕµ1···µn,α
(
x+ (t1 + · · ·+ tn−k)e

)
eµk+1 · · · eµn . (D.3)

Demonstração. Se ϕ é da forma (D.2) com algum conjunto de campos spinor-tensor φ(k),

então um veri�ca prontamente que Pϕ é zero. Por outro lado, suponha que Pϕ é zero.

De�na o campo φ(k) pela Eq. (D.3), com algum vetor �xo e, e então substitua no lado

direito da Eq. (D.2). Então o lado direito da Eq. (D.2) é lido por

−
n−1∑
k=0

∫ ∞
0

dt1 · · · dtl ∂µj1 · · · ∂µjlϕµi1 ···µikνj1 ···νjl ,α
(
x+ (t1 + · · ·+ tl)e

)
eνj1 · · · eνjl ,

onde l
.
= n− k. Agora usamos a identidade

f(x) = (−1)k
∫ ∞

0

ds1 · · ·
∫ ∞

0

dsk ∂λ1 · · · ∂λkf
(
x+ (s1 + · · ·+ sk)e

)
eλ1 · · · eλk

e obtemos

−
n−1∑
k=0

(−1)k
∫ ∞

0

dt1 · · · dtn ∂µj1 · · · ∂µjl∂νi1 · · · ∂νikϕµi1 ···µikνj1 ···νjl ,α
(
x+

n∑
i=1

tie
)

× eνi1 · · · eνik eνj1 · · · eνjl .

Uma vez que {i1, . . . , ik}∪{j1, . . . , jl} ≡ I∪Ic = {1, . . . , n}, o produto dos e's é justamente

eν1 · · · eνn , independe de k, e temos

−
∫ ∞

0
dt1 · · ·

∫ ∞
0

dtn

{ n−1∑
k=0

(−1)k ∂µj1 · · · ∂µjl∂νi1 · · · ∂νikϕµi1 ···µikνj1 ···νjl ,α
(
x+

n∑
i=1

tie
)}
×

× eν1 · · · eνn .

83De acordo com a convenção de soma utilizada nesse trabalho, entende-se a soma sobre µk+1, . . . , µn.
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Agora por hipótese (Pϕ = 0) a expressão entre chaves é

−(−1)n∂ν1 · · · ∂νnϕµ1···µn,α
(
x+ (t1 + · · ·+ tn)e

)
.

Assim, o lado direito da Eq. (D.2) é

(−1)n
∫ ∞

0

dt1 · · ·
∫ ∞

0

dtn∂ν1 · · · ∂νnϕµ1···µn,α
(
x+ (t1 + · · ·+ tn)e

)
eν1 · · · eνn ,

que é claro apenas ϕµ1···µn,α(x), como reivindicado. Isso conclui a prova. �

No caso de campos tensorias simétricos a demostração é completamente análoga

à desenvolvida nesse apêndice, (caso s = n com n ∈ N0), veja [20, Apêndice A].

Nesse caso não temos o índice α que vem do campo de Dirac nas equações acima e

Pϕ ≡ PA. Para s = 1, é justamente a derivada exterior, (PA)µν = ∂µAν − ∂νAµ, e

para s = 2 é a relação linearizada (1.7) entre o tensor de Riemann e a uma pertubação à

métrica,

(PA)µναβ = ∂µ∂αAνβ − ∂ν∂αAµβ − ∂µ∂βAνα + ∂ν∂βAµα.



Apêndice E

Grau de escala

Seja u uma distribuição em R4. A distribuição rescalada uλ, 0 < λ ≤ 1, é de�nida (na

notação informal usual) por

uλ(ξ)
.
= u(λξ).

Mais formalmente, isso signi�ca

〈uλ, f〉
.
= 〈u, fλ〉 com fλ(ξ)

.
= λ−4 f(λ−1ξ). (E.1)

O scaling degree (grau de escala) de u (em relação a origem) é o ín�mo de todos os ω ∈ R

para os quais

λω 〈uλ, f〉 −→
λ→0

0 para todof ∈ D(R4). (E.2)

(Se não existe um tal ω, então dizemos que o grau de escala é in�nito.)

Agora consideramos nossas funções de dois pontos com localização tipo-string, que

são distribuições u(ξ, e, e′) em R4×H×H. A distribuição uλ que resulta do reescalamento

de u através de R4 é de�nida por

uλ(ξ, e, e
′)
.
= u(λξ, e, e′).

Por grau de escala de u, depois de ter integrado com funções de teste na variável e, nós

entendemos o ín�mo de todos os ω ∈ R para os quais

λω 〈uλ, f ⊗ h⊗ h′〉 −→
λ→0

0 para todof ∈ D(R4), h, h′ ∈ D(H). (E.3)
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Na literatura [44, 45], isso seria denominado grau de escala de u com respeito a subvarie-

dade {0}×H×H. O grau de escala com repeito às várias outras subvariedades relevantes

para a de�nição do produto temporalmente ordenados são analisados em [46].

Proposição E.0.1 (Grau de escala). Seja w(ξ, e, e′) função de dois pontos cuja parte

sobre a concha de massa é da forma (3.112), com Mp sendo um polinômio de grau d.

Então o grau de escala de w após integrado com uma função de teste na variável e é o

máximo de 0 e d+ 2− (n1 + n2).

Claro que, no caso de n1 = n2 = 0 isso é justamente o fato bem conhecido, a saber,

as funções de dois pontos com localização tipo-ponto com parte Mp sobre a concha de

massa têm grau de escala d+ 2.
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