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Resumo

Um fato bem conhecido é que campos quanticos estudados pela Teoria Quantica
de Campos satisfazem o principio da localidade, isso significa que se x; e x5 sao separados
tipo-espaco, entdao p(z1) e @(xs) (anti-) comutam. A eles, referem-se como campos que
possuem localizacao do tipo ponto ou que sao puntiformemente localizados. Nessa tese,
serd feita a construcao de campos quanticos livres com spins arbitrarios para os casos
de spin inteiro (bosons) e semi-inteiro (férmions), com localizagao tipo-string!. Em
contraste aos campos usuais, que vivem em pontos do espaco-tempo, estes vivem em
strings S, . := = + R e, que sdo semi-retas que comegam em um certo ponto = do espago
de Minkowski e estendem-se até o infinito em uma certa direcao e do tipo-espago. Esses
campos satisfazem o principio de localidade tipo-string, no sentido de que se S;, ¢, € Sz, e,
sdo causalmente separados, entdo ¢(x1,e1) e p(xa, €2) (anti-) comutam. Tal localizacao é
permitida pelos principios da fisica quantica relativistica, dado que os campos admitem
a construcao de observaveis locais. Um campo quantico livre, com localizacao tipo-ponto
para particulas massivas com spin s atuando em um espaco de Hilbert, tem na melhor das
hipoteses, dimensao de escala (D;) = s+ 1, que exclui seu uso na construgao perturbativa
de modelos interagentes renormalizaveis para spin s > 1. Até o momento, tais modelos
foram construidos apenas no contexto da teoria de calibre, ao custo da introducao
adicional de campos ndo-fisicos (ghosts) e um espaco de estados nao-fisico (métrica
indefinida). Os graus de liberdade nao fisicos sdo eliminados pela exigéncia de calibre ou

invariancia (BRST). Construimos, entdo campos quanticos livres para particulas de spin

1Este conceito ndo tem a ver com a Teoria das Cordas.



mais altos. Para qualquer spin inteiro, os campos possuem o mesmo bom comportamento
UV que o campo escalar (s = 0), a saber, possuem dimensao de escala 1; ja os campos

com spin semi-inteiro arbitrario, eles possuem o mesmo comportamento UV do campo

1

de Dirac (s = 3), a saber, possuem dimensao de escala

3
2

e a0 mesmo tempo agem em
um espaco de Hilbert sem ghosts. Os campos aqui construidos estao localizados em
strings semi-infinitas, que se estendem ao infinito do tipo-espaco, mas estao linearmente
relacionados a seus campos correspondentes localizados tipo-ponto. Argumentamos que
esse fato nos d& a chance de termos localidade suficiente para construcao perturbativa
de modelos interagentes do tipo teoria de calibre com uma matriz-S independente do

string e campos observavéis interagentes localizados tipo-ponto. O principio usual de

invaridncia de calibre é aqui substituido pelo (mais profundo) principio da localidade.

Palavras chaves: Campos quanticos tipo-string. Localidade. Funcao de dois

pontos. Representagoes do recobrimento do grupo de Poincaré.



Abstract

It is well known that quantum fields studied in the quantum theory of fields satisfy
the locality principle, this means that if ;7 and x5 are space-like separated, then ¢(z1) and
©(x2) (anti-) commute. They are referred to as fields that have point-like localization. In
this thesis, we will construct free quantum fields with arbitrary spin for the cases of integer
(bosons) and semi-integer (fermions) spin, with a "string-like"location?. In contrast to the
usual fields living in space-time points, they live in strings S, . := x + R e, that are rays
that begins at a certain point x in Minkowski’s space and extends to infinity in a certain
space-like direction e. These fields satisfy the string-like locality principle, in the sense
that if S,, ., and S,, ., are causally separated, then ¢,, ., and ¢,,., (anti-) commute.
Such location is allowed by the principles of relativistic quantum physics, since the fields
admit the construction of local observables. A (point-localized) free quantum field for
massive particles with spin s acting in a Hilbert space has, at best, scaling dimension
(Ds) = s + 1, which excludes its use in the perturbative construction of renormalizable
interacting models for higher spin (s > 1). Up to date, such models have been constructed
only in the context of gauge theory, at the cost of introducing additional unphysical
(ghost) fields and an unphysical (indefinite metric) state space. The unphysical degrees
of freedom are divided out by requiring gauge (or BRST) invariance. We then construct
free quantum fields for higher spin particles, where, for any integer spin, we have the
same good UV behavior as the scalar field (s = 0), namely, have scaling dimension 1. For

fields with arbitrary semi-integer spin, we have the same UV behavior of the Dirac field

2This concept has nothing to do with String Theory.



(s = %), namely, a scaling dimension %, and at the same time, they act on a Hilbert space
without ghosts. They are localized on semi-infinite strings extending to space-like infinity,
but are linearly related to their point-local counterparts. We argue that this is sufficient
locality for a perturbative construction of interacting models of gauge theory type, with a
string-independent S-matrix and point-localized interacting observable fields. The usual

principle of gauge invariance is here replaced by the (deeper) principle of locality.

Keywords: String-localized quantum fields. Locality. Two-point function. Re-

presentations of the covering of the Poincaré group.
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Capitulo 1

Introducao

Como ¢ bem conhecido, as exigéncias combinadas de localidade (ou causalidade de
Einstein), positividade de estados e positividade da energia levam a um mau comporta-
mento dos campos quanticos a curta distancia (singularidades UV). Esse comportamento
¢ quantificado pela chamada dimensao de escala (D;)? do campo quantico. A dimensao
de escala fica pior com aumento de spin: em particular, um campo quantico livre com
localizacao tipo-ponto para particulas com spin s, atuando em um espacgo de Hilbert, tem
na melhor das hipoteses, dimensao de escala s + 1. Entre a infinidade de campos quanti-
cos locais livres para particulas massivas com spin s [1], esse melhor comportamento UV

¢ obtido pelo chamado potencial tensor ¢?, . —~= AP Este é um campo tensorial

i J1 i -
simétrico de ordem-n, que tem divergéncia e traco iguais a zero, caracterizado unicamente
por estas propriedades [2]. A alta dimensao de escala (s+ 1) dos campos localizados tipo-
ponto exclui seu uso na construcao perturbativa de modelos interagentes renormalizaveis

para s > 1.

Para o spin um e dois, existem campos no contexto da teoria de calibre com o
mesmo bom comportamento UV que o campo de spin-zero escalar, ou seja, com dimen-

sdo de escala um [3]. No entanto, eles precisam da introducao de um espaco de estados

3Em inglés chamado de scaling dimension, entretanto nessa tese sempre denominamos por dimensio

de escala.
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nao fisico (um espago de Krein com meétrica indefinida), bem como de campos néo fisi-
cos (ghosts). Na construgao de modelos interagentes, os graus nao fisicos precisam ser
eliminados no final, exigindo a invariancia de observéveis de calibre (ou BRST?) e da
matriz-S. Embora essa abordagem seja bem-sucedida - é a base do modelo padrao de
particulas elementares - ela tem algumas caracteristicas insatisfatorias. Em primeiro lu-
gar, a introducao de graus de liberdade nao fisicos é contra o principio da navalha de
Occam (Ockham’s razor). Rigorosamente, a construgao de estados fisicos ou campos car-
regados em modelos interagentes é bastante complicada. Em particular, o campo de Dirac
interagente, minimamente acoplado ao bdson vetorial (no espago de Krein), quando cons-
truido de uma maneira perturbativa direta, é nao-fisico no sentido de que sua funcao de
dois pontos nao tem uma interpretacao robusta, pois nao é definida positivamente. Com
base nos estudos atuais, esse problema nao foi superado no caso massivo.> Finalmente, a
abordagem da teoria do calibre nao pode explicar certas caracteristicas do modelo padrao,
como a forma do potencial de Higgs ou a quiralidade das interacoes fracas, mas tem que

colocé-las & mao.

Nesse trabalho construimos, para cada spin s, que pode ser inteiro ou semi-inteiro,
campos quanticos livres @ulmuma,ﬁ com n € Ny, para particulas massivas com spin s, que
tém o mesmo bom comportamento UV que a versao espacial de Krein (dimensao de escala

um para os bosons), e % para os férmions- s > %, e ainda atuam em um espaco de Hilbert

4Esse nome é em homenagem aos responséveis pela teoria, sdo eles: Carlos Becchi, Alain Rouet,

Raymond Stora e Igor Tyutin.
5 Para bosons vetoriais sem massa (fétons), de fato, tem sido alegado ser impossivel construir estados

fisicos carregados no espago de Krein usando a métrica padrao [4] ou mesmo como limites de estados
locais em qualquer topologia fraca [5]. No entanto, duas construgdes de estados fisicos carregados foram
propostas: (a) Morchio e Strocchi construiram esses campos em [6] em um ambiente espacial de Krein.
A construgao é, no entanto, bastante sutil devido a fraca topologia. (b) O. Steinmann construiu esses

campos em [7], usando seu proprio esquema perturbativo, porém, ndo é amplamente conhecido.
6Para campos com spin inteiro excluimos o indice «, pois o mesmo corresponde ao indice do campo

de Dirac, que deve aparecer somente quando trabalhamos com spin semi-inteiro. Vamos denotar os
campos Py, ...u,,a POr ¢, € quando nao estiver claro se estamos tratando de campo com spin inteiro ou

semi-inteiro, vamos especificar.
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sem métrica indefinida e sem ghost. O preco que temos que pagar é que nossos campos
nao sao localizados em pontos, mas sao localizados, conforme explicado abaixo, em strings
de Mandelstam que se estendem ao infinito tipo-espago [8, 9] (ou infinito tipo-luz, veja

nota de rodapé 10).

Temos entdo que tomar cuidado para que existam observéaveis locais (pontuais)
na classe de Borchers [10, Se¢ao 4.6] dos nossos campos localizados tipo-string, e que te-
nhamos localidade suficiente para uma construcao perturbativa de modelos interagentes.
Para este fim, é gratificante que os nossos campos coincidam com os campos localizados
tipo-ponto ¢P correspondentes por termos que sao derivadas de campos tipo-string bem
definidos (que sdo responsaveis pelo mau comportamento UV); portanto, para uma in-
teracao escolhida de forma adequada, as Lagrangianas, diferem do caso com localizacao
tipo-ponto correspondente por uma divergéncia que deveria ser irrelevante para a fisica.
(Esse fato foi provado no exemplo da Eletrodinamica quantica (EDQ) massiva em ordens
mais baixas [11].) Assim, nossos campos tém um bom comportamento UV e localidade
suficiente, de modo que a construcao perturbativa de modelos interagentes com poder
preditivo parece vidvel. Além disso, obedecemos a navalha de Occam (Ockham’s razor),
na medida em que nao temos estados ou graus de liberdade nao fisicos. Uma vantagem
mais importante e concreta de nossa abordagem (sobre a abordagem de Krein) é que ela
permite uma construcao perturbativa direta de campos fisicos carregados. Finalmente,
nossa abordagem é capaz de derivar a quiralidade das interacoes fracas [12| e a forma
do potencial de Higgs [13, 14]. Isso requer mais investigacao se a classe de modelos re-
normalizaveis em nossa abordagem for diferente da abordagem do BRST e se os modelos
renormalizéveis forem equivalentes’. Antes de apresentar nossos resultados com mais

detalhes, precisamos explicar nossa nocao de campos quanticos localizados tipo-string.

Esse conceito foi introduzido por Steinmann [15], inspirado em ideias de Mandels-
tam [16] e Dirac [17]. Refinado por Mund juntamente com Schroer e Yngvason nos artigos

[8, 9], em que, basicamente,® a ideia atual foi cunhada: um campo quantico localizado tipo-

"Para essa questdo da renormaliza¢io de modelos localizados tipo-string veja [18].
8Em [8, 9] apenas campos com comportamento de transformagao escalar foram considerados.
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string é uma familia de distribui¢oes com valores operadores ¢, (z,e),7 = 1,..., N, onde x

& um ponto no espaco de Minkowski e e esta na variedade das direcoes tipo espaco’

H={ecR:ec.-e=-1} (1.1)

A string tipo-espago!® que emana de x na diregio e, S,. = z + RJe, é a regiao
de localizagao de ¢,.(x,e) no sentido de compatibilidade de observaveis quéanticos: se as
strings S, . € Sy o sa0 separadas tipo-espago para todo e” em uma vizinhanga aberta de
€', entao

[or(@,€), o (@', €)]x =0, (1.2)
em que [A,B]y =A-B—AB-A, com A = —1 para férmions e A = 1 para bésons.
E ainda necessario que os campos se transformem de maneira covariante sob uma repre-
sentacao unitaria U do grupo de Poincaré 751 (que é o grupo de recobrimento universal

do grupo proprio ortécrono de Poincaré 731) de acordo com alguma representacao D.!
Ula, A) p(x,e)U(a, A~ = pu(a+ A(A)z, A(A)e) D(A),,, (1.3)

onde a € R* ¢ uma translagio, A € SL(2,C) e A(A) é a transformagao de Lorentz
correspondente a A. Na Se¢do 2.2 recordamos o fato de que SL(2,C) é o recobrimento de
51 12

Dizemos que o campo é um campo livre para um dado tipo de particula se criar,

a partir do vacuo apenas estados de uma particula do tipo dado. Um tipo de particula

9Estamos usando a métrica de Minkowski, constituindo a matriz diagonal diag (1,—1,—1,—1).
10 A escolha de sequéncias com string localizados tipo-espaco é motivada pelo fato conhecido de que

em todo modelo massivo os operadores de campo portadores de carga sao localizaveis em cones tipo-
espaco [19]. Parece, no entanto, que nossas construgdes possam também seguir por sequéncias parecidas

com strings localizados tipo-luz, substituindo H pelo cone de luz.
1UNo caso de spin inteiro (bosons) na equagao (1.3) le-se: U(a,A)puy.py(z,€)Ula,A)™1 =

’ ’ ~ .
Oy (@ + Az, Ae) A1y - AMR, o com A uma transformacdo de Lorentz e para o caso spin

semi-inteiro (férmions ) na equagao (1.3) le-se: U(a, A) 9uy-ppa(,€) Ula, A)™" = ¢ or(a +

’

A(A)z, A(A)e) A(A)H1,, - A(A)#r,, S (A). Onde S¢(A) := S(A~')!, representacio sob a qual o

o’ o
campo de Dirac se transforma, veja nota de rodapé 68.
12Usamos a convencao de soma de Einstein’s em indices repetidos.



17

corresponde a uma representacao irredutivel unitaria do grupo de Poincaré, caracterizada

pelos valores de massa e spin.

O grau de escala'® e a dimensdo de escala dos campos nio serao esmiucados nesse
trabalho, porém, sempre vamos cita-los, pois temos que destacar que o grau de escala
das funcoes de dois pontos envolvidos em um determinado modelo é decisivo para a
renormalizacao do modelo. A dimensao de escala de um campo quantico localizado tipo-
string, denotada por (Dy), ¢ um meio do grau de escala (sd), de sua fungao de dois pontos
com relacao a x-argumentos coincidentes apés integrada com uma funcao de teste na
variavel e. Os detalhes do grau de escala e da dimensao de escala do campo, assim como,
o critério para existéncia do limite para massa zero dos nossos campos podem ser vistos
em [20, Segao 2.4].

Podemos resumir nossas descobertas da seguinte forma:

Teorema 1.0.1. Para todo campo massivo (m,s) com s > 1, existe um campo qudntico
livre localizado tipo-string p.(z,e) atuando no mesmo espaco de Hilbert que o campo

localizado tipo-ponto correspondente P .(x), com as sequintes propriedades:

(1) Campos com spin inteiro, independente do spin, tém dimensao de escala um,

portanto, se comportam como um campo escalar-campo com spin s = 0- e campos com spin
.. . . . A . ~ 3

semi-inteiro, independente do spin, tém dimensao de escala 5, portanto, se comportam

. . . 1 . . ~

como o campo de Dirac punliforme-campo com spin 3- depois de integrados com fungao

de teste na varidvel e;

(73) Nossos campos localizados tipo-string, mais especificamente, diferem do campo

localizado tipo-ponto correspondente P, por algumas derivadas de certos campos (spinor)-

13 Em inglés, scaling degreee, entretanto, sempre escrevemos grau de escala e denotamos por sd. A
defini¢do do grau de escala encontra-se no Apéndice E. A dimensdo de escala do campo, denotada por

(Ds), é a grandeza que quantifica o comportamento UV do campo e é dada pela equagio:

: . (1.4)

Aqui d significa o grau de homogeneidade da fun¢do de dois pontos sobre a concha.
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tensoriais'* localizados tipo-string ¢, ... o™=V em que ¢™*) tem ordem k, em re-

lacao aos indices tensoriais, tal que vale

Qom'“un,a(x’ e) - (ppur'-un,a(m) + Z a/“l o .a/”m (bLZ;l{?lLl\Icl’a(x’ 6), (1.5)
Ic{1,..,n}
140
em que escrevemos I = {iy,... i} e I°={ji,...,Jj1c|} = complemento de I.

FEsses sao campos livres para o mesmo tipo de particula (m,s) atuando no mesmo
espaco de Hilbert.
(1ii) Todos os campos ©E, o, ¢,€”’k) sao localizados tipo-string em relacao um ao outro.

L 5 . 15
Além disso, 0s campos Ay, ..., € Puyepn,a tEM um limite para massa zero.

Destacamos que o indice «a s6 aparece quando estamos trabalhando com spin semi-
inteiro (férmions), portanto, para os campos com spin inteiro (bésons) devemos retirar
o indice a da Eq. (1.5) e os #™F) 30 apenas campos tensoriais de ordem k localizados

tipo-string.

Também devemos destacar que, para os campos com spin inteiro, o indice n €
Ny ir4 corresponder ao proprio spin dos campos, ou seja, s = n onde denotamos por
b () = AL (%) € Py, (7€) = Ay, (T, €) 08 campos localizados tipo-ponto
e tipo-string, respectivamente. Para os campos com spin semi-inteiro temos s = n +
% com n > 1 e os campos sao denominados de campos spinor-tensor, denotados por
P i a(T) € Oy a(z,€) com localizagao tipo-ponto e tipo-string, respectivamente,

como mostraremos no Capitulo 5.

Para spin um, nosso potencial localizado tipo-string A,(x,e) é fixado por esses

requisitos.'® O mesmo vale para o campo com spin %, o qual denominamos de spinor-

14Tal denominagao se d4 pelo fato de termos indices tensoriais e o indice a, com o = {1,2,3,4}
correspondente ao campo de Dirac, que consiste da representacgio (%, 0) @ (0, %) para 0s campos com Spin

semi-inteiro.
5Isto &, suas funcdes de dois pontos tém limites para massa zero. Vale ressaltar que os campos loca-

lizados tipo-ponto, nao tém limite para massa zero, enquanto o tensor intensidade de campo F, ., ... 0,

e o spinor-tensor intensidade de campo Fy, 1, ...y 0,0 t€m. Conforme mostraremos.
16Veja Prop. 4.2.3.
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vetor e denotamos por ¥, ,(z,e), esse na literatura é conhecido por campo de Rarita-
Schwinger. N&ao ha fantasmas (ghosts) e todos os campos sao fisicos no sentido de que
atuam em um espaco de Hilbert e suas excitagoes elementares sao as particulas de massa
e do spin dados. Isso também vale para os campos ¢£n’k), que chamamos de campos de

escolta.

Enfatizamos que se pode construir uma abundancia de campos com bom compor-
tamento UV''" | mas sem a relagao (1.5) com campos localizados puntiformes eles seriam
intiteis para uma construgao perturbativa ao longo das linhas esbogadas na [20, Se¢ao
5]. Acontece assim, pois uma vez que uma Lagrangiana de interagao “apropriadamente
localizada tipo-string”, nao se difere de uma localizada tipo-ponto por uma divergéncia,

levaria a campos interagentes completamente deslocalizados.

Lembramos que para cada spin s = n, com n € N had um segundo campo quantico
localizado tipo-ponto bem conhecido atuando no espaco de Hilbert com um bom com-
portamento UV: o chamado tensor intensidade de campo F), ., ...,.,,. Para o caso de
spin semi-inteiro temos de forma analoga o que chamamos de spinor-tensor intensidade
de campo F vy pnm.o- Este spinor-tensor intensidade de campo (semi-inteiro) ou ape-
nas tensor intensidade de campo (spin inteiro) de ordem-2n é simétrico'® sob troca de
qualquer um dos pares (p;,v;) <> (45,v;) e antissimétrico sob troca de qualquer um dos
indices u; <> v; e ambos apresentam uma dimensao de escala s + 1. Esta relacionado com

o campo acima mencionado ¢? . pela equagao diferencial parcial (EDP)

s, O

— _ )Ml e e
Fhvrvpiavn.a = Z (=170, 8“1\1%&”1 a”imgpﬁn"'Vjuc\“il“'mwo" (1.6)
Ic{1,...n}

Para spin inteiro nao temos o indice « e substituimos o F, ., ...upvp,a POT Fluivyeppr, Da

nVn
Eq. (1.6) e por isso, que o campo quantico AP, ..., (x) é chamado de “potencial tensor”.
Nosso campo localizado tipo-string A, ..., (, €) também é um potencial tensor no sentido

que satisfaz Eq. (1.6) junto com AP, .., . Ele aparece como uma integral de linha'® sobre

17Como feito na prova da Proposicio 4.2.3.
18 A ordem e a simetria dos campos sempre estdo relacionadas aos indices tensoriais.
9No sentido explicado na secdo 3.4.
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o tensor intensidade de campo, veja Eq. (4.48). De fato, classicamente as propriedades
em ter o mesmo tensor intensidade de campo (1.6) e estar relacionados como em (1.5) sao
equivalentes, em analogia ao Lema de Poincaré, que afirma que uma forma fechada em

R™ ¢ exata [21].

Colocamos uma prova do analogo ao Lema de Poincaré para campos spinor-tensor
simétricos (em relagdo aos indices tensoriais) no Apéndice D, veja Prop. D.0.1.2° Os cam-

pos spinor-tensor localizado tipo-ponto ¢ x) e spinor-tensor localizado tipo-string

i1 pimal
M1 n, 0
Opypm,a (T, €) tém o mesmo spinor-tensor intensidade de campo F(z), ou seja, satisfazem
a Eq. (1.6). Da mesma forma, o fato de terem o mesmo spinor-tensor intensidade de
campo e estarem relacionados como na Eq. (1.5) s@o equivalentes ao Lema de Poincaré.

O campo spinor-tensor localizado tipo-string ¢, ..., (2, €) aparece como uma integral de

linha sobre o spinor-tensor intensidade de campo, veja Eq. (5.88).

Vamos recordar o significado fisico dos potenciais para o spin um e dois. Para spin-
um, o potencial AP, é o campo de Proca, que poderia descrever fisicamente os bosons
vetoriais da interagao fraca. A Eq. (1.5) é uma reminiscéncia, que nao deve ser confundida
com uma transformacao de calibre. Nos casos nao-abelianos (bosons fracos ou glions),
a intensidade de campo F), = 0,AP, — 0, AP, seria a aproximacao linear para o tensor
de intensidade de campo. Para o spin dois, o potencial AP,, = hf, poderia descrever as
flutuacoes quanticas do campo métrico em gravidade massiva. A relagao (1.6) é, entao,
apenas a relacao entre o tensor de Riemann linearizado F),,,,» = 2R,,,,»,» € a perturbagao

para uma métrica de fundo na aproximacao linear:

(0uBrhE,, + D,0h2 , — 0,0,0h0,, — 0,0 HE ). (1.7)

/
pv'!

N | —

Ruyu/l// =

A organizacao desse trabalho acontece da seguinte forma:

Na capitulo 2, sao descritas algumas ferramentas matematicas importantes para
o desenvolvimento do trabalho como recobrimento do grupo SL(2,C) sobre o grupo de

Lorentz, representagoes de dimensao finita do Grupo SL(2,C) e espago Fock.

20A analogia para campos tensoriais simétricos foi mostrado em [20, Apéndice A].
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No capitulo 3, relembra-se da teoria de representacao para particulas massivas
com spin e constroi-se os “Intertwiners de Wigner” localizados tipo-string, isto é, funcoes
de onda de particulas simples com propriedades especificas de entrelacamento?'. Nos
estendemos o argumento de |8, 9] de que esses objetos estao em uma correspondéncia
um-para-um com campos quanticos livres localizados tipo-string para o tipo de particula
dado. Recordamos o caso do campo quantico livre escalar s = 0 e construimos os campos
quanticos livres localizados tipo-ponto com spin s. Comentamos a construcao de campos

localizados tipo-string como integrais de linha sobre campos localizados tipo-ponto.

No capitulo 4, construimos o potencial vetor localizado tipo-string e seu campo
de escolta para o spin um. Os intertwiners de Wigner do spin-um sao a base para a
construcao dos campos de spin mais altos- caso geral para spin inteiro-, que construimos
dentro do proprio capitulo. Como exemplo faz-se o caso do Gréviton massivo s = 2.
Em cada caso, calculamos a funcao de dois pontos e escrevemos o potencial localizado
tipo-string e os campos de escolta como integrais de linha sobre os campos tipo-pontos.

No capitulo 5, recordamos o campo de Dirac (s = %) com localizagao tipo-ponto.
Os intertwiners de Wigner do spin-um, determinados no capitulo 4, juntamente com o
intetwiner de Wigner do spin—% tipo-ponto sao a base para a construcao dos campos de spin
mais alto- caso geral semi-inteiro, denominados por spinor-tensor localizado tipo-ponto e

tipo-string, s = n+% com n > 1, que construimos dentro do proprio capitulo. Calculamos

o caso especifico, o campo spinor-vetor, conhecido como campo Rarita-Schwinger s = %
Em cada caso, calculamos a funcao de dois pontos e escrevemos o spinor-tensor localizado

tipo-string e os campos de escolta como integrais de linha sobre os campos tipo-pontos.

Finalmente, no capitulo 6, serao discutidos os resultados construidos e apresenta-
dos os objetivos futuros com relacao ao trabalho desenvolvido. Enfatizamos que grande
parte dessa tese se baseia em nossos resultados para os campos com spin inteiro que fo-

ram publicados no artigo, String-Localized Free Vector and Tensor Potentials for Massive

21OQperadores entrelacamentos sdo mais frequentemente chamados de intertwiner, portanto nesse tra-

balho sempre iremos escrever intertwiner.
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Particles with any Spin: I. Bosons [20], de minha autoria juntamente com o Prof. Dr.
Jens Mund, na Communications in Mathematical Physiscs, e que estamos trabalhando
na construcao de um artigo com nossos resultados obtidos para os campos que carregam
as particulas com spin semi-inteiro-férmions (spinor-tensor) com o titulo String-Localized

Free Tensor Spinor for Massive Particles with Any Spin: II. Fermions.



Capitulo 2

Preliminares Matematicas

2.1 Introducao

Nesse capitulo, sera apresentada uma breve revisao de conceitos matematicos bem
conhecidos, como recobrimento do grupo SL(2, C)?? sobre o grupo de Lorentz?®, represen-
tagao do grupo SL(2,C) e o espago Fock para que, apoiados neles, consigamos desenvolver

o trabalho proposto.

2.2 Recobrimento do Grupo SL(2,C) sobre o grupo de

Lorentz

Ha uma identificacdo natural entre o espaco-tempo R* e o espaco das matrizes
(2 x 2) complexa hermitianas, Mat(C,2)" dada por: R* +— Mat(C,2)"
. o 20+ 23 ol —ia? A i .
R'sz—z=2+7-0= € Mat(C,2)", com 0" as matrizes de
ot 4?2 — 23

Pauli, 0, = —0* e 0% :=1.

220 grupo SL(2,C) é o grupo formado pelas matrizes complexas 2 X 2 de determinante igual a 1.
23Veja Apéndice A.

23
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Podemos verificar que z = z*

Nota-se que:

det(z) = (2"+2%)(20—2%) —{(z' —ia?) (e +ia?)} = (20— (212~ (22)2— (2%)?) = 22 = a?
Usando esta identificacao, pode-se definir uma agao de SL(2,C) no espago-tempo

de Minkowski A —— A(A) : SL(2,C) — L, (observe que ainda sabemos que A(A)

pertence a £21) através do mapa: SL(2,C) x Mat(C,2)" — Mat(C,2)" dado por:

x— AzA* =1/ = AN(A)x (2.1)

x> AgA* € Mat(C,2)" Rt 20jat(C,2)"
A(A)l LA-A*
RY <2 Mat(C,2)"
A(A)z := tnico 2’ com 2’ = AgA*, ou seja, A(A)x = O~ (AzA*)
Observa-se que é utilizado o fato de que A, A* € SL(2,C) e que det(A) = det(A*) =
1, tem-se que det(AzA*) = det(A)det(z)det(A*) = x2. Tsso implica em (A(A)x)? = 22

Percebe-se que a métrica é preservada, portanto A(A) € L.

Com isso, vé-se que a acao de SL(2,C) no espaco-tempo de Lorentz preserva a
métrica de Lorentz. Em outras palavras, SL(2,C) atua isometricamente sobre o espago-
tempo. Assim tem-se um mapa bem definido ® : SL(2,C) — SO(1,3), de fato um
homomorfismo de grupo.

O grupo de Lorentz é composto pela unido de quatro componentes conexas [22],
L= El U Ei ULl UL, Como a aplicacio de SL(2,C) — L ¢é continua e como o grupo
SL(2,C) é conexo e contém a unidade, logo o recobrimento deve ser sobre a componente
ﬁl, denominado grupo de Lorentz proéprio ortécrono, pois é a Gnica das componentes

conexas do grupo de £ que contém a unidade (detA =1 e Ay > 0), portanto, tem-se:

SL(2,C) — L

A A(A)

240Onde vamos usar o simbolo £ para grupo de Lorentz.
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Observagao: Na notacao que usaremos A = A(A).

Lema 2.2.1. Com isso, pode-se representar as transformacoes de Lorentz proprias através
de elementos de SL(2,C) em que os Boost sao dados pelos elementos de sua pré-imagem
no recobrimento por matrizes € SL(2,C) e as rotagoes sao dadas pelos elementos de sua
pré-imagem no recobrimento por matrizes do subgrupo SU(2) de SL(2,C), como segue.

Ai(t) = e2% 5 Ay(t)

Ri(0) = e%% > Ry(a)
Isso mostra que o mapa SL(2,C) — El é sobrejetor [23]. Tem-se também que o nicleo

deste mapa € {£1 }, portanto, El = SL(2,C)/Zsy [22].

O mapa SL(2,C) — £ define um recobrimento de £. Como SL(2,C) é sim-
plesmente conexo [24], o grupo SL(2,C) é o grupo de recobrimento universal do grupo

cl.

Da equacao 2.1 verifica-se facilmente que:

AA)x = A'TA (2.2)
_ o e A e o P
comrT=2"—7F-d= ,
—x! —a? 20 4 23

Para todo A € SL(2,C), usamos que A age no espago de Minkowski como:

Az = A(A)x.

2.3 Representacoes de dimensao finita do Grupo

SL(2,C)

Primeiro serdo colocados os aspectos da representacdo de SU(2) em que a repre-

sentacdo D® age no produto tensorial simetrizado em (C?)®2s na seguinte maneira:?

ZPara entender o termo de produto tensorial simetrizado ver Eq. (2.11).
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Definicao 2.3.1. Seja A € SU(2), entao:
D(S)(A)ul Ry Qg Ugs := AUy Ry« -+ ® Augs (Dimensao: 2s +1).

Teorema 2.3.2. A representacio de SU(2) satisfaz: DGV @ D#2) = Dlsi=s2D) g
DUsi=s2+1) oy ...y Dlsitsz])

Pode-se notar que D® & unitario.

Como D®)(A) preserva a norma no espaco (C?)®?* a norma sera preservada
em um subespaco menor. Mostra-se que D(S)(A) ¢ unitaria em um vetor da forma:

U @ Uy ... @ Uy, em (C?)®2%,

Demonstracio. ||[D®(A)u; @ ... @ ugsl| = [[Aug @ ... @ Augy|| = [|Auq]| ... || Augs|| =
Nugll .. |Jugs]] = [lur @ ... @ ugs|| . Para A € SU(2) O

Pode-se estender a representacido D) de SU(2) para SL(2,C), observando que
elas nao sao unitarias.
Representacao (nao unitdria) de SL(2,C): Considere as representagbes de SL(2,C) em
C2.
(1) Ar— A
(i) Av— A
(ii) A —s (AD)~!
(i) A (497 = (49 1)

0 1
Lema 2.3.3. Dado ¢ := este satisfaz: (AY)™' = eAe™! o que mostrard que

-1 0

(1) e (ii7) sao equivalentes, consequentemente serd visto também que a (ii) e (iv) sao

equivalentes.

Demonstra¢ao do Lema (2.3.3).
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a b
Demonstracao. Dado, A € SL(2,C) tal que A=
c d
d —b d —b
A7l = det(A)~!, mas det(A) = 1 portanto A™! = , 0
—c a —c a
—c
que implica (A*)~1 =
-b a
Por outro lado,
0 1 a b 0 —1 d —c
gAe™1= =
-1 0 c d 1 0 —b a

Comparando as matrizes obtidas acima, tem-se:

(ANt =cAe! (2.3)

Com isso, mostra-se que () é equivalente a (i), que denotamos por (i) = (7i7), se
aplicar o conjugado em ambos os lados da equagdo (2.3), isso dard que (A*)~! = gAe7?

em que se mostra que (i) = (iv) uma vez que € € R.

O
Serao definidas 2 representacoes de SL(2,C) em C? da seguinte forma:
Definicao 2.3.4.
DEO(A) := A em C? (2.4)
D2 (A) := A" em C? (2.5)

2.4 Representagoes irredutiveis unitarias de ﬁl

Tendo-se 751 =R*xSL(2,C) o grupo de recobrimento universal de 731, se tivermos
duas transformacoes de Poincaré seguidas, de acordo com a regra de multiplicagao, temos
que:

(a,A)(d',A") = (a+ A(A)d’, AA")
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SL(2,C) — LT

A A(A)

O objetivo aqui é construir a representacao irredutivel unitéaria de 791 com energia positiva,

para isso faca-se o seguinte:
acima, a - P = a" P,
U(A):=U(0,A)

Lema 2.4.1. O operador quadrimomento ird se comportar como um vetor e quando ele-

vado ao quadrado 1rd comutar com a representacao irredutivel unitdria de 771 ou seja,

U(A)PU(Ail) :Ailp onde P = (Po,Pl,PQ,Pg)
[U(a, A), P*] =0

com P? .= P.P = ZM P,P* em que P, , operador vetor de energia-momento, o gerador

das translagoes na direcao ji.

Seja |p, « > "autovetor"(generalizado) simultaneo de (P, Py, Ps, P3)

P,lp,a >=p,|p,a >

e H, autoespaco simultaneo de P com autovalores p = (po, p1, D2, p3), H, = spand{|p, a >

ya=1,2 ...}

Lema 2.4.2. (i) Através do Lema 2.4.1 temos que U(A) : H, — Ha,

(71) espectro de P € invariante sobre [,1 , isto € , p € specP = Ap € specP.
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De acordo com o Lema 2.4.1, tem-se que U(a, A)P?> = P?U(a, A), mas uma repre-
sentagao U de um grupo G em um espaco vetorial V' é dita ser uma representagao irredu-
tivel para operadores se valer a seguinte propriedade: os tnicos operadores B : V — V
tais que BU(g) = U(g)B para todo g pertencente a G sao da forma B = ¢1.?® Como
U(a,A) é uma representagio irredutivel, conclui-se que P? € CI. Por querer energia
positiva tem-se P? = m?1, m > 0, Py>0, isso implica que, specP = H,, ou Hy ou {0}.

E daqui para frente serd denominado de concha de massa o H," := {p : p* = m? py>0}.

Pegue o caso em que se tem uma particula em repouso na concha de massa e com

energia positiva, ou seja, estando em p. Com isso tem-se:

p € specP = H' p=(m,0,0,0)

H; = span{|p,a >, a=1,...,N}.

Para todo p € H,!, fixa B, € SL(2,C) tal que A(B,) : p —> p, ver Eq.s (2.6) e (2.7).%"

Com H,: uma base ortonormal, B.O.N., definida por |p,a >:= U(B,)|p,a > € H,, se
aplicar a representacao irredutivel U(A) em |p,a > e com alguns célculos, consegue-se
chegar a importante representacao irredutivel unitaria para particulas com massa m > 0

e spin s arbitrario.

U vive em H; com valores em C**! ou seja, U : H — C**+1.

(U(A,a)¥)(p) = "D (R(A, p))¥(A"p)

26Tsso & o Lema de Schur, ver Apéndice B.1.

2TObserve que no trabalho vamos utilizar em algumas equacdes que Bz := A(B))z, em que z estd no

espaco de Minkowski. Defini-se:
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D) & representacio irredutivel de SU(2). Aqui est4 se identificando,
B, 'ABy-1, = R(A,p), (2.8)

R(A,p), chamada de rotacdo de Wigner que deixa invariante o p. Vale observar que

R(A,p)™" = R(A™H, A7"p).
25+1
Esta sendo usada a seguinte notacao: ¥(p Z Vi(p)ew <— Yi(p) := compo-

nente &k do vetor ¥(p) em relagio a um base {ex)} em CQS“

Sera utilizada a medida invariante de Lorentz na concha de massa H,|:

du(p) =

Em w(p) lé se:

w(p) =+|p[* +m?

E defini-se
HOm) = LQ(H;;? d,u(p), Czs+1)
1= [ duto) | 0 |2
Hi
Em que || - ||s representa a norma em C**1,

Com isso, tem-se:

nUmwwz/w@uwrwmz/wmmwww%/MMwwwmaww

Acima foi utilizado o fato que D (R(A, p)) é unitéria.

Ficando com a representagao irredutivel unitaria (m, s) dada da seguinte forma:
(U(a, A)¥) (p) = ™" DO (R(A, p)) ¥(A™'p) (2.9)

A representacdo acima é chamada de representacao de Wigner.
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2.5 Espaco Fock

Outro conceito importante para esse trabalho é do espago de Fock, que em mecanica
quéantica, é um sistema algébrico (um espacgo de Hilbert) usado para descrever um estado
quantico com um ntmero variavel ou desconhecido de particulas. Tecnicamente, o espago
de Fock é o espaco de Hilbert preparado através da soma direta dos produtos tensoriais
dos espacos de Hilbert para uma particula. H' é definido como o estado de uma particula

eH" =H' QH' ® ... H .

A fim de introduzir os subespacos relevantes para a descricao de bosons e férmions,
definiu-se o operador projetor de simetrizagao ou antissimetrizacao sobre o espago de Fock.

Primeiro definiu-se:

U (M)p1 @ ... @ by i= €(T)Pr1(1) @ ... @ Pr1(n), (2.10)

em que ™ € S, o grupo de permutacoes.
Para todo ¢y, ..., ¢, pertencente ao espago de Hilbert (H!). Agora pode-se definir o ope-
rador projetor de simetrizacao ou antissimetrizacao. Sua imagem sao tensores totalmente

(anti)- simétricos.

Definicao 2.5.1. Portanto, tem-se o operador de simetrizacao ou antissimetrizacao:
€ 1 €
EE = EZUn (m) (2.11)
O Espaco de Fock é definido da seguinte forma:

He =P EsHY" = B P H, " para n > 2 (2.12)
n=0

n=0
Hic .= HY; HO = C (vacuo Q = (1,0,0,.....); o espago Fock para bosons temos ¢ = 1 e

para Férmions e = —1 .

Descrevem-se duas algebras associadas aos bosons e férmions, respectivamente.
Ambas sao definidas com o auxilio de particula e operadores “aniquilacao” e “criacao” e
sao apresentadas como se segue. Para cada ¢ pertencente ao espaco de Hilbert, define-se

os operadores b(¢)) e b*(¢), em H€, ver Eq. (2.12), da seguinte forma:
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Definicao 2.5.2.

b(1) (1 @ ... ® ¢n) == V(1 ¢1)d2 ® ... ¢y

Tem-se a restricao de,

b2 = 0

V') ® ... 0P, = Vn+ 1Y @1 @ ... Py

Com isso, fica definido os operadores aniquilacdo a(v) e criagao a*(v):
Definicao 2.5.3. “Aniquilador/ Criador”
a(y) = ED()E°
a* () = EV(¢) E
E< (anti-)simetrizador, ver Eq. (2.12).

Verifica-se, facilmente, que,
a(y) = Eb(¢)E° = b(y) E°

a*() = E" (V) E° = Eb*(¥),

porque b(1)) deixa o subespaco de Hilbert simetrizado ou antissimetrizado invariante. Note

que os mapas 1 — a(t) sao antilineares, mas os mapas ¢ — a*(1) sdo lineares [25].

As relacoes de comutacao que ligam os operadores aniquilacao e criacao acontecem

da seguinte forma:

[a(y),a*(9)]+ = (¥, ¢)1

[a(¥), a(9)]+ = [a"(¢), a*(¢)]+ = 0

[A,B]+ :== AB — ¢BA , com € = —1 para férmions e ¢ = +1 para bosons.



2.5 Espacgo Fock 33

Em L*(R”,du), onde dp é alguma medida em R”, pode-se definir as distribuigoes
a*(p) e a(p) como:

www;/W@W@w@ (2.13)

o) = [ dutp)TF)a(r) (2.14)
Em que ¥(p) é o complexo conjugado de ¥(p). Os quais satisfazem as seguintes rela-
coes [25]:

Primeira relagao- no caso bosonico, € = +1

lar(p), a; (§))e = 20(P)ow 6(5— ), H = P ETH' (2.15)

n=0

Segunda relacdao- no caso fermionico, e = —1
{ap(P), a" (@)} = 20(P)ou(p — ), H = P EH' (2.16)
n=0

Note que estamos usando as defini¢oes [A, B] = AB — BA e {A,B} = AB+ BA

Onde: H' estado de uma particula, E* operador que simetriza(+) e antissimetriza

(—) respectivamente.
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Campos Quanticos

3.1 Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é a aplicacao conjunta da mecanica quantica
e da relatividade especial aos campos que fornecem a estrutura teérica usada na fisica de
particulas elementares. Em particular, a teoria quantica do campo eletromagnético e
a de Dirac, conhecida como eletrodindmica quantica (tradicionalmente abreviada como
QED, do inglés Quantum Electrodynamics), é a teoria com alguns modelos verificados
experimentalmente com maior precisao na Fisica. Resumidamente, pode-se dizer que a
TQC é uma teoria criada com o objetivo de descrever os campos de forma quantizada (na
denominacao mais antiga se chama segunda quantizacao que é uma das varias abordagens

para a constru¢ao de um modelo quantico).

Por outro lado, a mecanica quantica lida essencialmente com a quantizacao da
matéria e da energia. A TQC considera cada espécie de particulas que compoe a matéria
como excitacoes de um campo fundamental. Os campos que transmitem forcas entre
particulas de matéria também tém excitacoes fundamentais que podem ser interpretadas

como particulas.

A origem da TQC é marcada pelos estudos de Max Born e Pascual Jordan, (1925),

34
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sobre o problema da computacao da poténcia irradiada de um atomo em uma transicao

energética.

Em 1926, Born, Jordan e Werner Heisenberg formularam a teoria quéantica do
campo eletromagnético desprezando tanto a polarizacao como a presenca de fontes, le-
vando ao que se chama hoje de uma teoria do campo livre. Para tanto, usaram o proce-

dimento da quantizagao canonica.

Duas razoes principais motivaram o desenvolvimento da TQC:
(1) A necessidade de uma teoria que lidasse com a variacdo do numero de particulas;
experimentalmente podemos criar particulas, por exemplo na colisao de um elétron com
poOsitron em que se tem a criacao de fotons.

(77) A necessidade de conciliagdo entre as duas teorias: mecanica quantica e a relatividade.

Um campo, no esquema conceitual da teoria dos campos, é uma entidade com
infinitos graus de liberdade, cujo estado de mais baixa energia é denominado vacuo (2),

correspondente ao estado de auséncia de particulas.

Com mais detalhes, o campo quantico ¢ vive em R* com valores operadores em H,
ou seja, ¢ : “R* — {operadores em H}”. Portanto, para definirmos um campo quéntico,
devemos especificar um espago de Hilbert H, cujos vetores descrevem os estados dos

sistemas e uma representagao unitaria do grupo de Poincaré.

Nesse caso, o espaco de Hilbert deve apresentar as seguintes especificacoes:
(1) U(a, A), representacdo unitaria de ﬁl . spec(P) = {(po,-..,p3) : pu € specP,} C
Vi={p*>0,p" >0}

Como a energia deve ser positiva em qualquer referencial e devido a covariancia
de Lorentz, o espectro deve ser em V.
(ii) O estado de vicuo denotado por H® = C, Q =: vetor vicuo; que satisfaz a seguinte
propriedade, U(a, A)Q2 = Q , para todo (a, A) € ﬁl implicando que P,{) = 0.
[Pu = %%U(teu)‘ﬁo}

H® — autoespaco de P com auto-valor 0.
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Antes de continuar o trabalho recordamos o conceito de um campo quantico com
localizacdo tipo-string. A definigao central que usamos e que foi cunhada em [9] é a se-
guinte:

Um campo quantico localizado tipo string é uma familia de distribui¢oes com valor ope-
rador ¢,(x,e), r = 1,--- /N, onde z é um ponto no espago de Minkowski e e estd na

variedade de direcoes tipo espaco
H={ecR:ec.-e=—1} (3.1)
A string, com origem em x € R* e direcao do tipo espaco e € H, é o subconjunto
See =z +Rfe (3.2)

é a regiao de localizagdo de ¢(z,e) no sentido de compatibilidade dos operadores: se as
strings Sy, ¢, € Suy e, SA0 separadas tipo espaco, e 0 mesmo vale para algumas vizinhancas

abertas delas, entao?
[pri (71, €1), ry (22, €2)]2 = 0. (3.3)

Em que [A,B]t = A-B—AB- A, com A\ = —1 para férmions e A = 1 para bosons.
O campo se transforma de maneira covariante sob uma representacao unitaria U do grupo

de Poincaré P! de acordo com alguma representacio matricial D%’

Ula, A) pp(x,e)U(a, A" = pu(a+ A(A)z, A(A)e) D(A),. (3.4)

Deve-se especificar que, em um campo livre, particulas podem ser criadas e des-
truidas através de dois operadores: o operador criacao (a*) e o operador aniquilagao (a).
Esses operadores agem sobre a funcao de onda, respectivamente, simbolizando a criagao

e a aniquilagao de particulas dotadas de momento, possibilidade exigida pela relatividade

28Fsta condicdo é equivalente a: Sz1, €} e Sza,es sdo separados tipo-espaco para todo €} em alguma
» C1 ) 1
vizinhanca de e;; e também para : Sz1,e; e Sxa,es sao separados tipo-espaco e e; e ez sao separados

tipo espago, como feito no Lema Al em [9].
29Para ver como essa equacio deve ser entendida para os bésons e férmions, veja nota de rodapé 11.
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e agem sobre os estados de um tipo especifico de espaco de Hilbert, chamado espaco de
Fock, criando e destruindo as particulas. Entretanto, ha uma restricao af2 = 0, o que quer

dizer que no vacuo nao ha aniquilagao, uma vez que nao hé particulas nesse ambiente.

3.2 Campos Quanticos e Intertwiners Wigner

Campos livres sao fixados pelos estados de uma particula que eles criam a partir
do vacuo. Assim, a construcao de campos livres é reduzida a construcao de certos “in-

tertwiners” relacionando o espago de uma particula com o espaco de chegada do campo.?®

Nesta secao, estabeleceremos uma correspondéncia entre campos livres e os in-
tertwiners. Todas as declaracdes e formulas se mantém para a localizacdo tipo-string,

bem como para o caso da localiza¢ao tipo-ponto (simplesmente negligenciando o variavel
e.)

O espaco de estado de uma particula com massa m e spin s, spin esse podendo ser
inteiro ou semi-inteiro, no espago de Minkowski quadridimensional possui uma representa-
cao irredutivel unitaria com energia-positiva®' U™#) ¢ 751 que é o grupo de recobrimento
universal do grupo proprio ortécrono de Poincaré 791. Para definir o cenério, vamos nos
lembrar dessas representacoes. O spin caracteriza uma representacao irredutivel unitéaria
D®) do subgrupo estabilizador em Zl, (o grupo de recobrimento do grupo L’l), de um

momento de referéncia p na concha de massa para m > 0,
Hy={peR*: p-p=m® p’ >0}

Este subgrupo é o grupo de rotacdes, SU(2), e a representacio D) atua em um espaco de
Hilbert h*) de dimensio 2s + 1, o chamado pequeno espaco de Hilbert. A representacio

U™ de 731 ¢ induzida por D) da seguinte forma.

30Este ponto de vista é elaborado na monografia de Weinberg [1].

31Energia positiva significa que o espectro dos geradores de translacdes U(a,1) é contido no cone de

luz positivo.
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O espaco de representacio é H(™*) := L2(H* du; ), em que du(p) é a medida invariante

de Lorentz em H e U™ age de acordo com
(U™ a, A)p) (p) = €™ D (R(A, p)) (A "p). (3.5)
Aqui A = A(A) e R(A,p) € SU(2) e é chamado de rotagao de Wigner, definida por
R(A,p) := B, A By-1,, (3.6)

onde B, € SL(2,C), para p € H,, tal que age no espaco de Minkowski como:
B,x := A(B,)x, logo B, : p — p.
Esta representagao se estende ao recobrimento do grupo préprio de Poincaré por repre-

sentantes adjuntando & transformacao }1. Considere-se a cunha3? W/,
Wy = {z eRYz" > |2°|}, (3.7)

junto com o subgrupo uniparamétrico A;(-), os boosts de Lorentz que deixam W inva-
riante, e a reflexado j; = (—1,—-1,1,1) € Ei ao longo da borda da cunha, satisfazendo,
2=t

Aqui utilizamos a representacao da Eq. (3.5) e fazemos a extensdo para a representagao
antiunitaria U (}1), através da proposicao 3.2.4 abaixo, a qual sera utilizada posterior-
mente no Teorema Bisognano-Wichmann.?3

A construgao de nossos campos é feita através dos intertwiners para spin inteiro (bosons)
e do intertwiner do campo de Dirac s = %, portanto, fazemos em dois passos a extensao.
Primeiro, no caso de férmions, mais precisamente com spin s = %, e depois para os bosons
com spin s = n, com n € Ny. Colocamos aqui somente para o caso de spin s = %
No capitulo 4, Lema 4.3.1, colocamos os detalhes para o caso do spin s = n com

n € N, ou seja, a forma como D(")(}l) age. E no capitulo 5, Lemas 5.1.1 e 5.3.6, os

1

5, & saber,

detalhes de como D(%)(}l) age e a generalizacao para os férmions, s = n +
D(’”%)(}l) agindo. Para s = %, seja j; tal que as relagoes sdo satisfeitas, AGlA}l) =

J1A(A)j = A1 Agy) e 2 = 1.

32Na literatura é denominado em inglés por wedge.
33Veja Apéndice C.
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Lema 3.2.1. Temos que:

;114}1 — UlAUl

Demonstragdo. Uma vez que j; = —Ry(m), temos: jiA(A)j; = Ri(m)A(A)Ry(m)™! =
A(’LO'l)A(A)A<—’LO'1> = A(O'lAO'l). ]

Seja D(S)(}l) um operador antiunitirio no pequeno espaco de Hilbert h) que

respeita as relacoes acima, e:

(i) D(j1)* =1

(i) DY (j1) DY (R)DY)(j) = D¥(01Rov) ¥V R e SU(2)

Para simplificar as coisas, pode-se escolher a familia B,, p € H;}, de modo que lepjl

B_j p, 0 que implica

RGlA jhp) = }1 R(A, —jlp) 1 (3-8)

Lema 3.2.2. Vamos mostrar o fato de que podemos ter B_;,, = }1Bp;1. Destaca-se uma

solugao particular para o B,,.

p —1 po+p3+m  pi+ips
B,=4/= = (2m(po+m)) *- ' (3.9)
m D1+ P2 Po—DpP3s+m

e o fato de que jl(p07p17p27p3> = (_p07 —p1,p27p3)-

Lema 3.2.3. Tém-se as sequintes relagoes:
(i) B_jip = 01By01
(Zl) R(A, —jlp) = O'lR(O'lAO'l,p)O'l

Demonstra-se o Lema 3.2.3:
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Demonstracao. Utilizando a equagdo (3.9), e 0 01 = , tem-se:

1 [ po—p3t+tm  p1+ips
o1Byo1 = (2m(po +m)) 2 ,

p1+ip2  po+pst+m

por outro lado tem-se,—j1p = (po, p1, —p2, —P3), portanto:

B = (2mpo+m))* | P e
—J1 -
p1+ip2  po+pst+m

Logo mostra-se (i). Agora, é mostrado (ii).
R(A, —jlp) = B:}lpAB*A(A)_ljlp =...
Usando a primeira parte do Lema 3.2.3 e o fato que ji = 1, tem-se:

—71(51A7171)p, com isso, obtém-se:
= apr_lalAalBglAqglpal = 01R(01A01, p)o,

ficando demonstrado todo o Lema 3.2.3 e consequentemente a Eq. (3.8).

40

—Ajp =

Observe que as relagoes (i) e (i¢), implicam que A(B_j;,,) = A(01Byo1) =

AA(By)j1 e R(A, —jip) = Ri(m)R(Ry(m)AR (), p) Ry (), respectivamente uma vez que

j1 = —Ri(m). Essas relagoes sao utilizadas para os bosons, veja Lema 4.3.1.

Temos a seguinte Proposigao:

Proposicio 3.2.4. O representante da transformacio j, é:3*

(U(m’s) (;1)¢) (p) = D® (31) Y(—J1p),

¢ unico modulo um fator e satisfaz:

(i) U(h)* =1
(i) UG)U (AU (1)~ = U(j1Aj)

SEm que A(j1)p = jip = (—po, —p1, D2, P3)-

(3.10)
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Demonstracio. A parte (1) é facilmente verificada pelo fato de que D) (}1)2 =leji=1.

Portanto, mostra-se somente a (ii). Tem-se
(U(jl)U(A)U(jl)ilw) (p) = DY (j) (U(A)U(;l)flw) (=g1ip) =
= DY (5,) (DY (R(A, —jip))U(r) ) (—A~ip) =

= DO () D (R(A, —j1p)) D (1) (1A ip) = DO (5L R(A, —jip) i )¢ (j1 A~ 1)

Por outro lado, tem-se:

U(j1471)%(p) = D(R(j1Ajr, p)(h A jip).

Usando a Eq. (3.8) e o Lema 3.2.3, comprovamos a veracidade de (ii). Observe que estamos

denotando A(A) por A. O

Adotamos a seguinte convencao para os componentes de covetores. Dado um
sistema de referéncia, isto é um vierbein {e(), ..., e} de vetores ortonormais de Lorentz
(vetores tangentes ao espago de Minkowski), as componentes contravariantes &# de um
vetor de Lorentz { sao os coeficientes de expansao em § = {!e(,). As componentes
covariantes p,, de um vetor espacial de momento p sao definidos por p, = p - e(,). Assim,
identificamos o espago dos vetores de Lorentz, bem como seu espaco dual (espaco do
momento) com R* através das componentes, e.g p— (po,--- ,p3). O produto de Lorentz
¢ lido como p - p = p2 — ||p||* com ||p||*> = p? + p% + p3. A medida invariante de Lorentz
na concha de massa é
d’p

= 5oy “n® = (Pl m) (3.11)

dp(p) = dpim(p)

Escolhemos o sistema de referéncia de modo que o momento de referéncia p é identificado
com (m,0) em R™.
3.2.1 Dos campos quanticos aos intertwiners

Suponha que nos seja dado um campo quantico livre localizado tipo-string. Por

uma questao de generalidade, consideramos nao apenas campos vetoriais, tensoriais,
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spinor-vetor ou spinor-tensor, mas um campo ¢,(x,e), r = 1,..., N com N-componentes,
que se transforma de maneira covariante sob alguma representacao matricial D finita de

SL(2,C), isto é, a Eq. (1.3), a qual colocamos aqui novamente
N
Ula, A) o, (z,e) Ula, A)™ =Y pl(a+ A(A)z, A(A)e) D(A),,, (3.12)
=1

onde a € R* ¢ uma translagio, A € SL(2,C) e A(A) ¢ uma transformagiao de Lorentz

propria através de elementos de SL(2,C).

Presume-se que o campo atue em algum espago de Hilbert que contém o espaco
irredutivel #(™*) para particulas elementares de massa m e spin s e, também, contém
o vetor de vacuo (2, caracterizado pelo fato de ser invariante sob as transformacoes de
Poincaré. Suponha ainda que o campo crie, a partir do vicuo, estados de uma particula
de massa m e spin s. Isso significa que o vetor ¢, (z, )2 esta no espago de uma particula

Hm),

A propriedade de covariancia (3.12) com A(A) = 1 implica que ha uma familia de

distribuicées v, (p,e), 7 = 1,..., N com valores-h(*), tal que para p € H,
(pr(@,)2) () = (2m)F ¥ v, (p) € B0, (3.13)

Chamamos v,(p, ) fun¢ao intertwiner do campo ¢,.. (O fator (ZW)’% foi introduzido para

ter relagoes canonicas de comutagao no caso do campo escalar®; se a escolha for v = 1.)

Demonstracao. Aplicando as Egs. (3.12) e (3.5) no vacuo (isso ¢é suficiente e bem definido

pela propriedade de Reeh-Schlieder) e usando o fato de que U™*Q = Q vale,

(U(a, A)p,(x,e)) (p) = €D (R(A, p)) (¢, (x,e)Q)(A(A)"p) (3.14)

(Ula, A)pr (i, €)U(a, A)'Q)p) = ({0 + A(A)z, A(A)e) D(A), Q) (p). (3.15)

35Fazemos uma recordacio do campo escalar na sec¢io 3.2.4.
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Fazendo A(A) =1 temos,

e”“ DY (R(A, p)) (pr(x,€)2)(p) = (pr(a+x,€) D (A)Q) (p).

Uma vez que R(A,p) = 1 = D(A), para x = 0, ficamos com e?%(¢,.(0,e)Q)(p) =
(¢r(a,€)2) (p).

Fazendo a mudanca de varidvel a para x temos,
: -2 ipx
(r(z,€)Q)(p) = (2m) 2" v, (p, €)

com (,(0,€)2)(p) = (27) v, (p,e). =

Para os campos com spin inteiro, consideramos o caso quando a antiparticula coin-
cide com a particula: o adjunto de ¢, (z, €) cria particulas do mesmo tipo a partir do vacuo,
isto &, ¢,.(r,e)*Q também estd em H™*). Consideramos o caso em que para os campos
com spin semi-inteiro, a antiparticula nio coincide com a particula, o H™* ¢ substituido
por duas copias H™*) @ H(™*) uma para a particula e outra para antiparticula: o ad-
junto de p,(x,e) nao cria as mesmas particulas a partir do vacuo, porém, cria particulas
com mesma massa m e spin s, e portanto também temos ¢, (x,e)*Q € H™) ., Assim,
h4 também uma familia de distribuicdes v°,(p, €) com valores-h*), o chamado intertwiner

conjugado, tal que para p € H}

(r(a.0)"Q) (p) = (27) 3 7" 0, (pe) € bl (3.16)

A demostragao da Eq. (3.16) ¢ analoga a demonstracao feita para verificar a Eq. (3.13).
Aplicamos o adjunto na Eq. (3.15), substituindo ¢, (z, €)* no lugar de ¢,.(z, ¢) na Eq. (3.14)
e definindo (,(0,€)*Q)(p) := (27)~20(p, €), isso nos produz a Eq. (3.16).

Enfatizamos que todas as formulas devem ser entendidas no sentido de distribui-
coes, isto é, depois de integradas com funcoes de teste nas variaveis x e e: vamos colocar

para referéncia futura o sentido rigoroso da Eq. (3.13). Dado um par de fungoes de teste
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feSM®Y eheD(H),seja ¢.(f, h) o campo integrado com as fungoes de teste®

or(f1h) = / do(e) h(e) / &'z f(z) ooz, ¢), (3.17)

onde do(e) é a medida invariante de Lorentz sobre H3" e v,(p, h) é a fungdo intertwiner

integrada com uma funcao de teste em e,
v.(p, h) = /da(e) h(e) v.(p,e). (3.19)

Entao, a Eq. (3.13) significa que o vetor de uma particula ¢,.(f, h)Q, visto como

uma funcio com valores-h*) na concha de massa, é dado por

(NI

(¢r(f: )Q2) (p) = (21) 72 f(p) vr(p. D), (3.20)

onde f é a transformada de Fourier de f.3®

Demonstracao.

(0 (f. 1)) (p) = / do(e) h(e) / d' (z) (0 (2,€)2) (),

usando a Eq. (3.13) temos

(2 (/. 1)) (p) = (27) / do(e) h(e) / &'z f(z) P70, (p, ).

36F claro que, rigorosamente falando, esse objeto é primeiro definido e ¢(z, €) é informalmente definido
pela Eq. (3.17). Estamos denotando por S(R*) e D(H) o espago de fungoes Schwarz e o espago de fungoes

C*° com suporte compacto, respectivamente.
3TA medida do é dada da seguinte forma: depois de escolher um sistema de referéncia de Lorentz,

um ponto e € H corresponde a um ponto (e,e) € R x R3, e a parte espacial e deve ser da forma
(14 (e°)?)'/2n, onde n esta na esfera unitaria S> ¢ R®. Entao
/ do(e)h(e) :/deo (1+(eo)2)/ dQ(n) h(e, n), (3.18)
H R 52
onde d) é a medida invariante na esfera unitéria S2.
38 Adotamos a seguinte convencdo para a transformada de Fourier f , cuja a transformada inversa é

denotada por f:
fo) = [daerei@), fa)=ent [ape s, (3.21)
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Usando as Egs. (3.19) e (3.21), produz:

(20 (£, 1)) (p) = (27)72 f(p)v,(p, ).

A préxima proposicao afirma as propriedades especificas da funcao intertwiner que
estao implicitas na covariancia e na localidade do campo. Para formula-la, interpretamos
a familia v,(p,e) como um mapa linear de algum espago vetorial N-dimensional f com

base {e(1),...,em)}, 0 “espaco de chegada” do campo, para h) via

v(p, e) ey = vr(p, €) e hl), (3.22)

e a matriz D(A),,, como um endomorfismo linear de h de maneira usual. Além disso,

denotamos por H¢ a complexificacao de H,
H :={ecC e e=—1}, (3.23)

onde o ponto & a extensao bilinear da métrica de Minkowski para C*, e por 75 o tubo
consistindo de todos os pontos em H¢, cuja parte imaginaria esta no interior do cone de

luz futuro V, C R%. Vamos considerar o subconjunto © de 7, da forma:
© = H°N (K +iRTK>), (3.24)
onde K, e K, sao subconjuntos compactos de R* e K, esta contido no cone de luz futuro.
Proposicao 3.2.5. (i) A func¢ao intertwiner v satisfaz a relagdo de intertwiner:
DY (R(A,p)) ov(A(A)'p, A(A)"e) = v(p,e) o D(A) V A€ SL(2,C) (3.25)

Em que A(A) € LY transformagio de Lorentz através de elementos do SL(2,C).

O intertwiner conjugado v° satisfaz a mesma relagao, mas com D(A) substituido pelo

complezo conjugado D(A).
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(13) Para quase todos os p, a distribui¢iao v,.(p,e) € o valor de contorno de uma
funcao 0,(p,e)*® em H x T,, que é, para quase todos os p, analitica em e € T, e satisfaz
o sequinte limite: existe uma constante n € Ny e uma fungao M em H.} que é localmente-
L? em relacao a medida du e polinomialmente limitada, e para cada © C T, da forma

indicada na Eq. (3.24), existe uma constante ¢ = cg tal que para todos os e € © assegura
[or(p, e)|| < ¢ M(p) [Im e|™". (3.27)

Aqui, | - | denota qualquer norma em R* e a norma o, refere-se ao pequeno espaco de

Hilbert b(®).
(1i1) O intertwiner conjugado v¢ é unicamente fizado por v via a rela¢ao
DY Gl) v(—=J1p; e) ey = v(p, jie) D(?l) €(r), (3.28)
onde o lado direito é definido como a extensio analitica de v(p, Ai(t)e) D(Ai(t))eq) em

t =i (depois de integrado com uma funcdo de teste em e.)*°

Demonstra¢ao. Para mostrar (i) aplicamos a = 0 nas Eqgs. (3.14) e (3.15), o que implica
DI (R(A, ) (91, )2 (A(A)p) = (00 (A(A)z, A(A)e) D(A)1,2) ().
Usando as Egs. (3.13) e (3.16), temos o lado esquerdo igual a

DO (R(A, p)) (27) 3eAO P70, (A(A) p,0)) = (21) 3P XD (p, A(A)e) D(A),vr

39 Isso significa que para h € D(H) e quase todos os p, v.(p, h) é obtido como uma integral (fraca)

vn(p, ) = /H do(e) h(e) 5, (p, e), (3.26)

onde se deixa os argumentos e de ¥,.(p, e) aproximar H de H¢ dentro do tubo apds a integracdo, veja [26,

Teorema A.2 ].

100nde D(j1) = D(A1(t)) |i—ix ¢ a extensdo analitica para t = ir e de acordo com a nota de rodapé

11, temos D(J1) - pnsa = A1)y ® -+ @ A1), @ SS(AL(E)) |iin, com

e"z91 () —ioy 0
SC(Al(t))i< 0 o )650(A1(t))|t_m=( 0 )

Lembrando que o fator SS(A1(t)) |t=ix 80 ird aparecer quando tratarmos os campos fermionicos.
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, e < A(A) 1 - .
Através dessa tltima equacdo, usando o fato de que A4 P2 = ¢ AMAT  yerifica-se que

a familia de distribuicoes v, deve satisfazer

D (R(A, p))vr(A(A)'p, A(A)"e) = > v(p,€) D(A)y.

r'=1

Isso produz Eq. (3.25).

Um argumento semelhante vale para demonstrar que o intertwiner conjugado v°

satisfaz a mesma rela¢do, mas com D(A) substituido por D(A).

trivial D(A) = 1, usando a propriedade de Bisognano-Wichmann, que é vilido para todos

modelos massivos localizados tipo-string [27].

De acordo com a Proposicao 3.2.4 temos que o representante da extensao analitica
¢ dado pela Eq. (3.10). Este é o mesmo representador de [9]. A partir daqui, temos
as mesmas suposigoes que [9], exceto que nosso D nao é trivial. No entanto, D é uma
representacao de dimensao finita que se estende analiticamente, de modo que todos os
argumentos relativos a analiticidade e limites sao validos. A tnica modificacao é a relacao
entre v° e v, que corresponde a Eq. (30) em [9]. Ao invés dessa relagdo, chegamos a
Eq. (3.28). Portanto, vamos aqui mostrar a parte (iii). Através do Teorema de Bisognano-

Wichmann, ver Apéndice C, temos:
t— (U(A1(t))pr(z,e)Q)(p), é holomorfa para R + (0, ) (3.29)
U () (U (A1 () i=intpr (7, €)2) = ey (, )02 (3.30)
A Eq. (3.30) pode ser reescrita levando em consideracao que U(j;) é antilinear como:
(U (A1) limintor (2, €)2)(p) = U (1) (5 (x, )22) (p) (3.31)
Usando a covariancia, Eq. (3.4), tem-se:
(U(AL(0)pr(z, €)Q) () = Drrr(Ar(8)) (00 (A1), i (t)e)2) (p) (3.32)
Utilizando a Eq. (3.13), na equagao (3.32), tem:

(U(AL®)r(,€)Q) (p) = (27) 2 Dy (A1 (£))€™ D70, (p, As (t)e) (3.33)
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Pegando o lado direito da equagao (3.31)*' e usando a Proposigao 3.2.4, tem-se:
(UG)#; (. )92) () = DY (1) (¢} (x, €)2) (—1p), (3.34)
Utilizando a Eq. (3.16), na Eq. (3.34), chega-se a,
(UG)$; (2,€)Q) (p) = (27)"2 DO (Gr)e 0t (—jip, ) (3.35)

De acordo com a equagao (3.31), fazendo a extensao analitica para t = im, deve-se ter as

equagoes (3.33) e (3.35) iguais, portanto, sera obtido:
(2m) 72 D (Gi)e e (—jap, ) = (2m) 2PN D (A (8)) o (p, A (£)e) ii (3.36)

Com isso, obtemos o resultado:

D(S)(jvl) U?(_.jlpa 6) = Dr’r(jl)) Ur’(p7j1€)7 (337)
o que produz a relagao (3.28).
Usamos na Eq. (3.36) o fato de que D®)(7;) é antilinear e A;(t) |;z= j1, veja Eq. (C.1).

0J

Observacao: Para referéncias futuras, para s = n com n € Ny, ou seja para os
bosons, colocamos o fato de que a representacio (3.5) se estende ao grupo proprio de
Poincaré, por representantes adjuntando a transformacao PT, PT = —1 .42
H& um operador de conjugacao representando a transformacao PT, isto é, uma involucao
antiunitaria D™ (—1) que comuta com todos os D™ (R), R € SO(3). O operador PT &

dado por*?

(U™ (=1)) (p) = D™ (=1 ) 1)(p). (3.38)

onde D™ (—1) é o operador antiunitério definido por:

D™ (=1) = D™ (R,(n)) o D™ (};)

41 Definimos U’(}l) =c U(}l), mas sem perder generalidade podemos fazer ¢ = 1.
42Veja [20, Secdo 2].
#0nde ji = —Ry(r), =1 = Ry(m)oji e U(=1) = U(Ry(r)) o U(j1).
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e a relagao entre v e v° é
D™ (=1) v (p,€) ey = v(p, —¢) D(=1) efr). (3.39)

Aqui, D(—1) surge da componente unitaria via continuagdo analitica de uma represen-
tacdo uniparamétrica. Note que D(—1) ¢é linear, enquanto D™ (—1) ¢ antilinear.

Vamos mostrar a Eq. (3.39).

Demonstracao. A transformacao PT = —1 é a composicao de uma rotacao-m sobre o
eixo-1, com jj, onde j; = —R; (7). Escolhendo a familia B,, com p € H;}, de modo que
Ry(m) © By = B, (mp © Ba(7), (3.40)

a rotacado de Wigner satisfaz R(R;(m), —jip) = Ri(m) para todo p e usando Eq. (3.10),
produzimos a Eq. (3.38). Aplicando as propriedades de intertwiner de v e v¢ para a
rotagdo R;(m) claramente temos que a Eq. (3.28) e a Eq. (3.39) estao fixadas uma em

relacao a outra.

]

Defini¢ao 3.2.6 (Intertwiners). Uma familia de distribuicées v,, r = 1,..., N, com as
propriedades intertwiner (i) e analicidade (ii) da Proposi¢ao 3.2.5 é chamado de Intertwi-
ner de Wigner de D para D). Dado um Intertwiner de Wigner v, seu conjugado v¢ ¢
definido pelo Teorema Bisognano- Wichmann[27]**, ou seja, pela Eq. (3.28). O intertwiner

v € chamado autoconjugado se v = v°.

Note que para o momento de referéncia p = p, o intertwiner v(p, e) = v(e) satisfaz

a “pequena relacao de intertwiner”
D@ (R)o (R 'e) =d(e)o D(R), R e SU(2), (3.41)

uma vez que R € SU(2) a rotacao de Wigner R(R, p) coincide com R.

44 Colocamos o Teorema no Apéndice C.
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Demonstracao. Para mostrar a “pequena relacao de intertwiner” para p, primeiro usamos
o fato de que A~!'p = p na Eq. (3.25), depois identificamos nessa equagio que p = p,
A = R e que A(R)z := Rz e por tltimo utilizamos que R(R,p) = R. Isso ird produzir a
Eq. (3.41). m

Por outro lado, a funcdo intertwiner pode ser recuperada de 0(e) pela identidade
v(p.e) = 0(B,'e) o D(B, ), (3.42)
que também segue da relagiao de intertwiner (3.25) uma vez que R(B,,p) = 1%.

Demonstra¢ao. Para mostrar a Eq. (3.42), primeiro pegamos a Eq. (3.25) e identificamos
A = B, e que A(B,)z := B,z. Depois usamos que B;lp =peque R(B,,p) =1 isso ja

conclui a demostracao. O]

Assim, a construcao de funcoes de intertwiners resume-se a encontrar as solucoes

para a relacdo (3.41).

3.2.2 Dos intertwiners para campos quanticos livres

Por outro lado, pode-se construir um campo livre por meio dos intertwiners de
Wigner, como é feito na monografia de Weinberg [1] para campos com localizacao tipo-
ponto. O primeiro passo ¢ construir um intertwiner de Wigner a partir, de uma dada
representacdo D, do grupo Lorentz ou de SL(2,C) para D). Isso pode ser feito da

seguinte maneira:

Primeiro encontre uma solu¢do 0(e) para a “pequena relagao de intertwiner”
Eq. (3.41), que tenha as propriedades analiticas necessarias, a saber, que é o valor de

contorno de uma func¢ao analitica no tubo 7. Entao defina v(p,e) como na Eq. (3.42).

45De acordo com Proposicao 3.2.5, temos que o 9¢ ird satisfazer a mesma “pequena relacio de intertwi-
ner” trocando o D(R) por D(R) e para recuperar o v°(p, e) basta trocar D(B, ") por D(B,'). Portanto,
temos, D(*)(R) 0 9°(R™'e) = 1°(e) o D(R) e v°(p,e) = °(B, 'e)oD(By ).



3.2 Campos Quanticos e Intertwiners Wigner 51

Este é um intertwiner de Wigner no sentido da Defini¢ao 3.2.6. A partir daqui, defina o

intertwiner conjugado v°(p, €) pelo Teorema de Bisognano-Wichmann Eq. (3.28).

Em um segundo passo, constroi-se um campo livre do intertwiner de Wigner e de
seu conjugado. Denotamos por H, U e o espaco Fock sobre (™) (para spin inteiro,
o espaco de Fock Bosonico e para spin semi-inteiro, o espago de Fock Fermionico), a
segunda quantizacdo da representacio de uma particula U(™* e o espaco de Fock-vacuo
invariante sobre U(™*) respectivamente. Denotamos também a*(1)) e a(v), com ¢ €
H (™) os operadores criacdo e aniquilacdo. Dado um par de funcdes de teste f € S(R?*) e
h € D(H), deixe 1, ser o vetor de uma particula definido pelo lado direito da Eq. (3.20),

e analogamente deixe ¢ ser definido por

f(p) o, (p, h).

N

wr(p) = (2m)”

(Claro que, v, depende linearmente das funges de teste (f,h), enquanto ¢¢ depende
antilinearmente delas.)

Se exigirmos que *(z,€) = p(x, e), isso implica ©*(f,h) = ©(f, h), portanto, a demos-
tracao da relagao acima de ¥¢(p) é feita de forma anédloga & prova da Eq. (3.20), em que

seria s6 substituir o (go(f, h)Q) (p) por (gp(f, B)Q) (p).
Entao defina

pr(f, h) = a”(¢r) + alyy).

Por uma versao do teorema de Jost-Schroer [10, 15, 28|, este é o campo livre tnico
(mo6dulo uma equivaléncia unitaria) com a fun¢io intertwiner dada v. Vamos reescrevé-lo

na notacao informal usual, assim simbolicamente

2s+1 2s+1

)= [ dulp) 3" o). o) = [ dne) Y Falp. k)

k=1 k=1
Aqui, o subscrito k indica as componentes em relacdo & uma base {eg)} em h®), ou seja,
Y(p) = X, ¥*(p) ey, € a integral é feita através da concha de massa H,);. Entao

2s+1

pr(z ) = (2m)73 / au(p) D {em ok (p,e)a* (0. k) + e v (p,e)alp. k) | (3.43)
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Chamamos isso de campo livre para o intertwiner de Wigner v*6. E claro que é hermitiano
se e somente se o intertwiner for autoconjugado, v¢ = v.
Podemos entender o campo dessa forma, Eq (3.43). A saber, a Eq. (3.13) pode ser escrita

como

(NI

(el 0)2) (p) = (2m) 2P0 (p, ) = (2m)° / dpu(g)e™ v, (g, e)(a*(¢,))" (p), (3.44)

com p € H.

Para escrever dessa forma usamos a Eq. (2.15) se o campo for bosonico e a Eq. (2.16) se
for fermiénico, a saber, (a*(q,1)Q)*(p) = 2w (P)dd(P — q).

Como queremos @, (z,e)*Q2 # 0, pois de acordo com o Teorema de Reeh-Schlieder |10,
Teorema 4.3 |, ¢,.(z,e)*Q2 = 0 implica que ¢,(x,e)* = 0 seré definido ¢,(x, e) da seguinte

forma:

N|w

or(z,e) = (2m)~ / dp(q)e’™vl(q, e)a* (g, 1) + A, (3.45)

com A,) = 0, porém A’Q) # 0. Segundo o Teorema de Bisognano-Wichmann, para o caso
de campos quanticos com localizagao tipo-string [27], tem-se ¢, (z,€)*Q € H!. Portanto,
aplicando o adjunto na equagao (3.45), pode-se encontrar A.

Tem-se: (¢, (x,e)*Q)*(p) = (A2Q)*(p). Logo devemos, entdo, escrever a Eq. (3.16) como:

3

(pr(x,)Q) " (p) = (2m) 2P0k (p, €) = (2m) 73 / dp(q)e' ™ v (q. €)(a* (g, 1))" (p),
(3.46)

com p € H;. De acordo com a equacao (3.46), tem-se que:

N

A, = (2n) / dp(g)e v (g, e)a(q, 1),

Substituindo A, na Eq. (3.45), obtemos a Eq. (3.43).

A funcao de dois pontos para dois campos como ¢, € @y, com 0S respectivos

46Para os férmions, deve-se substituir na Eq. (3.43), a* e a por b* e d, respectivamente. Em que b* cria

particula e d* cria a anti-particula.
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intertwiners de Wigner v, e v, sai como*”
(2 @1(x,€) po, (', ) /du e~ (=) M?72(p,e,€) (3.47)
M:‘j’;/‘/& (p7 €, € ) (vlr(pa 6)7 UZT’( ) ) (s) 5 (348)

em que (-,-) e ("')h(s> indicam os produtos escalares no espaco Fock H bosonico e
no pequeno espaco de Hilbert h®), respectivamente. A distribuicdo Mfif” (p,e,€') é a
transformada de Fourier da fungao de dois pontos, apos separar o fator delta da concha
de massa, a qual denominamos de parte da funcao de dois pontos sobre a concha. Note

que a positividade da funcao de dois pontos é satisfeita por construcao.

Demonstrac¢ao. Substituindo a Eq. (3.43) na Eq. (3.47), temos

(Q, 901,7“(1‘7 6) P2, (l‘/’ 6/)9) =

= (2m) ™" / dp(p) / du(q) (2 e~ veg(p, e) alp, k)e"* vh, (g, €) a*(g,1)2) ) =

—n)* [ dulp) [ dute) e v pe)ud (a0 alp b’ (0,D9) . =

Das Eqgs. (3.11) e (2.15), temos

-3 dll’ / (q) e_ip'meiq'xlvcilcr(pa )UQT (Q7 )(2wm(p>6k,l6<p - q))h(S) -

(27T)_3 / d'u(p)e_ip.(x_xl) (1}617"(]77 6)7 Var! (p7 6,))h(s)’

]

Proposicao 3.2.7. Seja v(p,e) um intertwiner de Wigner de D para D no sentido
da Defini¢io 3.2.6, com seu respectivo v°(p,e), definido pela Eq. (3.28). Entdo o campo

4"Essa definicio sers utilizada apenas para o caso de spin inteiro, s = n com n € Ny, pois campos
com spin semi-inteiro, s = n + % com n > 1, ndo sao observaveis no sentido de que uma rotagao de 27w
gera um sinal. Além disso, hé o fato de que o adjunto do campo semi-inteiro cria antiparticula que nao
coincide com a particula, portanto, se a definicao fosse a mesma, a funcao de dois pontos seria igual a
zero. Para campos com spin semi-inteiro definimos a funcao de dois pontos no Capitulo 5, de acordo com

a Eq. (5.16) abaixo.
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definido na Eq. (3.43) é uma distribui¢io com valor operador.*® E localizado tipo-string e
covariante no sentido das Eqgs. (1.2) e (3.12). Além disso, satisfaz as propriedades Reeh-

Schlieder e Bisognano-Wichmann (veja abaizo). Ademais, a simetria CPT' assegura:
~ ~ N -~
UG) er(a,e) UG ™ =D ez, j1€) D), (3.49)
=1

Os campos construidos via Eq. (3.43) por diferentes intertwiner de Wigner de D'®) para

o mesmo D sao relativamente localizados tipo-string entre si.

Pela propriedade Reeh-Schlieder queremos dizer que os polindomios dos campos ja
geram um conjunto denso a partir do vacuo quando integrado com funcao de teste dentro
de conjuntos arbitrérios, fixos e abertos O C R* e U C H. A propriedade Bisognano-
Wichmann significa que o grupo modular e a conjugagao modular da algebra associada a
uma cunha W coincidem com os representantes dos boosts Ay () e a reflexdo jy associada

para W, respectivamente, veja por exemplo [29].

Demonstra¢ao. Para mostrar a propriedade de distribuigao (fraca), é suficiente mostrar
pelo teorema de Wick que ¢, (z,€)Q2 é uma distribui¢do com valores no espaco de uma
particula. Para esse fim, note que a Eq. (A.6) do Lema A.3 em [8] implica que v,.(p, h),

tal como definido na Eq. (3.26), é limitado em norma por

[[or(p, 1)l

pr < M(p) N(h),

onde M é uma funcao positiva na concha de massa que é localmente L? em relacio
a medida du(p) e polinomialmente limitada,”® e N(h) é uma soma de seminormas da
topologia de D(H). Escrevendo o vetor ¢,(f, h)2 que depois de integrado com fungao de

teste como em Eq. (3.20), isso produz o limite

ler (f, W)U < N(h)2N'(f)2(27T)_3/du(p)(l +p") M (p)* < e N(R)*N"(f)?,

8 Com isso queremos dizer que (z,€) — (¢, p(z,e)¥) com ¥, ¢ € D = {p(f1)...¢(f2)Q} [10].
490 teorema C'PT & o principio segundo o qual os sistemas fisicos sdo invariantes para transformacoes

que envolvem, concomitantemente, as operacoes de inversao da carga C', inversao de paridade P e inversao

do tempo T.
50Existe um n suficientemente grande, tal que (1 + |p|™)"1M(p) < c.
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onde N'(-) e N”(-) sdo somas (ponderadas) de seminormas na topologia de Schwartz, e |p|
¢ alguma norma euclidiana de p. (Escolhemos N’ de modo que |f(p)| < (1+ [p|™) " 'N'(f)
e usamos que existe N”(f) dominando N'(f), pela continuidade da transformada de
Fourier.) Isso conclui a prova de que o campo é uma distribui¢do (fraca), no sentido da

nota de rodapé 48.

O campo ¢ definido justamente para que as Eqgs. (3.13) e (3.16) sejam mantidas.
Assim, o vetor de uma particula U(A)p,(x,e)Q &, por constru¢ao, dado pela seguinte

funcio com valores-h*) na concha de massa:
(U(A)gr(z,€)2) (p) = €™ 77D (R(A, p)) v, (A(A) 'p, e).

Pela propriedade de intertwiner (3.25) de v(p, e) o lado direito coincide com

eipr Z Vyr (p’ A(A)e)D(A)r/r = (SOT/(A<A)3:a A(A)G)Q) (p) D(A)r/r'

/

—_

T

Como (2 é invariante sob U, mostramos que a identidade (3.12) dos operadores é
valida se aplicada ao vetor de vacuo. Pelo teorema de Reeh-Schlieder, isso implica que os

operadores coincidem, portanto, Eq. (3.12). Um argumento semelhante mostra a simetria

CPT, Eq. (3.49).

Como a prova de localidade em strings (1.2) em [9] se baseia no conceito de locali-
zacao modular que nao é abordado nessa pesquisa, uma prova direta da relativa localidade
de strings, pode ser entendida a partir de uma ligeira adaptacao da prova em [8]. Seja
v'(p, e) um segundo intertwiner de Wigner de D) para D e deixe ¢/.(z,¢e) ser o campo

correspondente.

Suponha que (z,¢e) e (2, €') satisfagam a condi¢do para Eq. (1.2). Entdo h4 uma
vizinhanca U e U’ de e e ¢/, respectivamente, de forma que os cones tipo-espaco C' =
T+ RIU e C" =2/ + Ry U’ sdo separados tipo-espago. Isto implica [30] que existe uma
regido da cunha (wedge) W da forma W = a + AW, para alguma transformagao de
Poincaré (a,A), tal que C C W e C" C W', onde W’ denota o complemento causal de

W. Por invariancia de translacao da funcao de dois pontos, podemos supor que a cunha
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contém a origem, ou seja, a = 0. Entao x estd na cunha W e U estd contido em seu
fecho |9, Lema A1l |, uma vez que U é aberto, esta no interior de W. Assim, x e e estao

em W e, da mesma forma, 2’ e €’ estao no interior de W”.

Seja jw e Ay (t) uma reflexdo e um boost, respectivamente, correspondendo a W,
isto é, jw = Aj1 A7t e Ay (t) = AA(t)A~L. Denote por g; a transformagiao do grupo
proprio ndo ortécrono de Poincaré Ay (—t)jw e D(G;) := D(AA,(—t)AY) o D(A j;A™Y),
com A € SL(2,C), tal que A(A) = A, Aj(t) = e e D(A ;A) = D(AA(t)A) |imir .

Entao se verifica a relacao

(2 erlz,e)dg; o’ g )Q)
- Z ’(’05 (105<gtx gte) Q) D(gt)sr D(gt)s/r/. (350)

Usamos sucessivamente a invariancia de Q em U = U(g;) := U(AA;(—t)j,A™"), antiuni-
tariedade de U, a saber, (Q,v) = (U™'Q,v) = (Uy,Q), em seguida a simetria CPT,
Eq. (3.49), e a covariancia, Eq. (3.12). Finalmente, juntamos os operadores de campo

para o lado direito do produto escalar.

A funcdo com valores-matrizes D(g;) (e, portanto, D(g;)) é funcio inteira®! no
boost com parametro t. Note que ji e Ay (t) comutam, portanto, g, = g_ e para t na
faixa R+ (0, ) as partes imaginarias de gz, gie, g_2' e g€’ todas estdo no cone de luz
futuro V. (ver por exemplo Eq. (A.7) em [9]). Agora a funcdo de dois pontos é uma fungao
analitica da segunda variavel-z no tubo R*+iV, devido ao suporte de sua transformada de
Fourier e, também, da segunda variavel-e no tubo 7., devido a analiticidade da funcao de
intertwiner. Portanto, a equacao (3.50) se estende, pelo principio de reflexdo de Schwarz,
a partir do limite em Im ¢ = 0 sobre a faixa inteira até o limite superior e os valores de con-
torno em ¢t = i coincidem para ambos os lados. Mas Ay (Fim) = jw, ou seja, g+ = 1.
Uma vez que D(§y)|imir := D(AA;(—t)A™ ) |jmix 0 D(A 1 A) = AN (—)A | min AJIA @

c @ AN (=) A min A AT ® S(AA(—t) A jmin SC(AAL () A™Y) |1=in,® temos que

51Uma funcdo inteira (entire analytic), também chamada de fungao integral, ¢ uma fungao de valor

complexo que é holomorfica em todo o plano complexo
%20nde S¢(AA1 (1) A |1mix = S€(A)S(A1(1))]1=in S (A7) € S(A;1(t) definido na nota de rodapé 40.
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D(Gir) = 9in @ Q9ir®1 =1 ®---®1 ®1.E D(G)1=ir = A (—O)AHimin AIATT ®
e ® AAl(—t)A_lhziﬁAle_l (24 SC(AAl(—t)A_l)|t:iﬂ—Sc(AA1 (t)A_1)|t:iﬂ—.

_ 101 0 —
Uma vez que S¢(A;(—t))|i=ir = S(A1(=1))|i=ir = e S(AL(t))]t=ir =
0 —igl
Z-0—1 0 = EYaY .
, temos que D(gy)|i=ir = 1 ®---®1 ®@—1 . Portanto, D(g;)|=ir € igual a 1
0 —?:O'l

para os bosons e —1 para os férmions, entdo a Eq. (3.50) em t = im é apenas a localidade
das funcoes de dois pontos. Isto implica a localizacao dos campos pelos argumentos
usuais de Jost-Schroer. As propriedades de Reeh-Schlieder e Bisognano-Wichmann sao

mostradas como |9, Teorema 3.3 |. O

Figura 3.1: cunha

A figura 3.1 nos permite visualizar a cunha (wedge) W e o seu complemento causal

W/, com seus respectivos strings.

3.2.3 Observacao no caso localizado tipo-ponto

O conceito de intertwiner permite uma prova facil de que um campo livre locali-
zado tipo-ponto para um determinado tipo de particula (m,s) e transformando sob uma

representacao irredutivel D é inico modulo equivaléncia unitaria: no caso de localizacao
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tipo-ponto, o intertwiner nao depende de e. Portanto, o mapa v = v(p) de bh para h(®)
também ¢é independente de e, e a Eq. (3.41) significa apenas que é um intertwiner no

sentido usual.

Este intertwiner existe se e somente se D|SU(2) contém D) como uma subre-
presentacdo. Este é o caso se D contém alguma representacido irredutivel DU com
|j — k| < s < j+k Cada uma dessas representacoes DU*)|SU(2) contém a represen-
tacao do spin-s do grupo de rotacao exatamente uma vez e, portanto, o correspondente
intertwiner ¢U*) & unico modulo um fator. Consequentemente, se a representacdo D for

irredutivel, o campo sera exclusivo (modulo equivaléncia unitaria).

Essa exclusividade nao é valida para campos localizados tipo-string. Em particular,
v(p, €) pode ser multiplicado com F'(p-e), onde F' é o valor de contorno de qualquer fungao

analitica (numérica) no semi-plano complexo superior.

3.2.4 Recordando campo quantico livre escalar s = 0

Antes de comecar a mostrar os resultados para os campos com spin geral s diferente
de zero obtidos, fazemos aqui uma recordacao para o caso do campo quantico escalar s = 0
com localizagao tipo-ponto. Escolhemos fazer o caso do campo com localizagao tipo-ponto
devido ao fato de que o campo escalar localizado tipo-string nao pode ser escrito como
seu correspondente tipo-ponto mais termos que sao derivadas de algum campo localizado
tipo-string, Eq. (1.5). O espaco de representacio nesse caso é H™% .= L2(HF du), em

que du(p) é a medida invariante de Lorentz em HY e U™ age de acordo com

(U™ (a, A)p) (p) = e"*$(A~"p). (3.51)

O campo livre escalar ¢ caracterizado por:

(i) Satisfazer a equagdo de Klein-Gordon (O + m?)¢(z) = 0, ou alternativamente por,
(ii) p(x)Q € H' = H(™O) = Representacio unitaria irredutivel de 731 correspondente a
massa m > 0 e spin s = 0, estado de uma particula.

O campo quantico ¢(x), no caso escalar, deve satisfazer as seguintes exigéncias:
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Covariancia:
U(a, A)p(x)U(a, A)~" = ¢(a + Ax) (3.52)
Causalidade:

[p(z), 0(y)] =0 (3.53)

se (z — y)? < 0 (intervalo entre dois eventos no R*, denominado de tipo espaco).

Tem-se entao:

(U(a, A)p(2)Q) (p) = ™ ((x) Q) (A p). (3.54)

(U0, Ap(a)U e, A)7'2) (6) = (la + o)) (). (3.55)

Fazendo © = 0 e A = 1 nas duas equagoes (3.54) e (3 55), pode-se concluir que
(p(2)2) (p) = (2m) 267 0(p) com v(p) = (2m)2 (£(0)22) (p)

Facilmente se percebe através das equagoes (3.54) e (3.55), quando se faz a = 0 que
(p(2)Q) (A~'p) = (p(Az)Q)(p) obtém-se e Poy(A~1p) = €A%y (p). Com isso, chega-se
a equacao.

v(A7'p) = w(p), peH (3.56)

Como /Jl age transitivamente em H,! fica-se a conclusao de que v(p) é uma constante
e que, por convencdo, faze-se a constante igual®* a 1, obtendo com tudo isso a seguinte

equagao:
(2)0) = 2mEer = 0 [dulaer @ @) 630
Com p € H .

Como queremos que ¢*(x) # 0, pois de acordo com o Teorema de Reeh-Schlieder

[10, Teorema 4.3], ¢*(x)Q2 = 0 implica ¢*(z) = 0, com isso, defini-se p(z) da seguinte

3Podemos também a partir das equagdes (3.54) e (3.55) verificar que e~"7* (¢ (2)2) (p) ¢ independente

de z, por esta razao fizemos tal defini¢do para v(p).

540 fator (27) 2 na definicdo do v(p) foi introduzido para que a relacdo canénica de comutacio seja

satisfeita uma vez que escolhemos a constante igual a 1, a saber, [¢(0,x), $(0,y)] = id(z — y).
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forma;

W

() = (2m)" / du(g)é"a*(q) + A, (3.58)

e deve-se ter AQQ = 0. Porém A*Q # 0 e devido ao Teorema de Bisognano-Wichmann
[31, 32| tem-se ¢*(2)2 € H'. Portanto, aplicando o adjunto na equagao (3.58), pode-se

encontrar o A. Assim, tem-se p*(z)Q2 = A*Q), deve-se entdo encontrar o ¢*(x)Q.

Utilizando o espago de representagdo (3.51) e a covariancia (3.52) para o ¢*(z),

temos:
(U@, A" @D () = (" (@)D(A ). (359
I
(U(a, A)p*(z)U(a, A)~'Q)(p) = (¢*(a + Az)Q) (p). (3.60)
Fazendo x =0 e A =1 nas equagdes (3.59) e (3.60) pode-se concluir que (¢*(2)Q)(p) =
(2m) "2 ¢ e (p) com ve(p) = (21)2 (#"(0)2) (p)-

Facilmente se percebe através das equagoes (3.59) e (3.60) quando se faz a = 0
que (¢*(2)Q)(A~1p) = (¢*(2)Q)(p) obtém-se e 77pe(A~1p) = ePA7pe(p). Com isso,
chega-se a equacao:

v (A7 tp) = v°(p), peHL. (3.61)
Como 51 age transitivamente em . chega-se a conclusao de que v°(p) é uma constante

que, pela mesma justificativa anterior, sera igual & constante no caso de v(p), obtendo

com tudo isso a seguinte equagao:

njw

(¢ (2)9) () = (2m) Fe® = (2m)" / dyi(g)e™ (a* (9)2) (p) (3.62)

Com p € H;. De acordo com a equagao (3.62), tem-se que:

[SI)

A= (2n) / dp(g)e*a(q)

Com isso, chega-se:

N|w

(o(2))(p) := (2m)~ / du(q)e™ (a* (¢)Q)(p) + e (a(q) Q) (p)
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E obtém-se o campo quantico livre escalar:

o) = (2 / du(p){ePa* (p) + e P a(p)} (3.63)

A equacao acima é uma forma simbolica, pois o significado é:

o(f) =a’(Ef) + a(ES),

ﬂ%* = a*(Ef)Q uma aplicagio linear, Ef = ¢*(f)Q

Ef = ¢(f)Q = 2m)73 - [l
(2#)_% ?|H$ = a(Ef)Q uma aplicacio antilinear e o(f) = [ d*zf(x)p(x).

Tem-se:

fo) = [ dtap@er.
Usando as equagoes (2.13) e (2.14), tem-se:

o(f) = a*(Ef) + a(E) = / )" E W)+ aWEF D)} (364)

_3 T —ip-
o) = [ dat@en [ dupiera m) + e rap) (3.65)
Note que conseguimos criar o campo escalar livre, simplesmente através de exigén-
cias feitas no comeco. Vale mencionar que a solucao é tnica pelo teorema de Jost-Schroer
[10, Teorema 4.15|, em que se tem somente uma constante livre e que, por convencao,
toma-se tal constante igual a 1.
Com o campo serd verificada a covariancia e condicao de causalidade, mas

antes disso, serd visto o comportamento dos operadores criacao e aniquilacao sobre

transformagoes, definidos pelas equacoes (2.13) e (2.14).

Ula, A)a* (®)U(a, A) " = / dp(p)®(p)U (a, A)a* (p)U (a, A)~* (3.66)

mas, temos de [25]
U(a, A)a*(®)U(a, A~ = a* (U(a, A)D) = (3.67)
(3.68)

/ d(p) (U, M) ®) (p)a* (p) = | dpu(p)e?*B(A " p)a* (p)
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Fazendo A~'p = ¢ e umas pequenas modificagoes pode-se comparar as equagoes (3.66) e
(3.68) e obter-se:
Ula, A)a* (p)U(a, A)™* = e72a* (Ap) (3.69)

De forma anéloga pode-se fazer para o operador aniquilacao:
Ula, )a(@)U(a, 4)" = [ dulp)B)U(a, Aalp)U(a, 4) (3.70)
mas
Ula, A)a(®)U(a, A)~" = a(U(a, A)®) = (3.71)

— [ o) U )2)pap) = [ dutpye > TETpa(p (3.72)
Fazendo A~'p = ¢ e umas pequenas modificagoes pode-se comparar as equagoes (3.70) e

(3.72) e obter-se:
Ula, A)a(p)U(a, A~ = e ™Pag(Ap) (3.73)

Agora, ha condigbes para mostrar a covariancia (3.52) e causalidade (3.53).

Demonstracao. Covariancia

U(a, A)p(x)U(a, A)™ = Ula, A)(27) "2 /du(p){e”’“a*(p) +e " a(p)}U(a, A)" = (3.74)

= (2m)72 /dﬂ(p){eip‘xU(%A)a*(p)U(%A)_l +e P U(a, A)a(p)U(a, A) '} = ...
(3.75)
Através das equagoes (3.69) e (3.73) e de simples substituicoes de varaveis sera obtido a

relacao de covariancia.

o= (2m)"2 /du(p){ei”'(/‘”a)a*(p) + em P At ()} = p(Az + a). (3.76)
O
A partir da “funcao” de dois pontos conseguiremos verificar a causalidade do campo

livre escalar. A “funcao”(distribui¢ao) de dois pontos para o campo escalar é definida

através da seguinte equacao.

wy(z,y) == (2, p(z)p(y)Q) (3.77)
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Pela covariancia (3.52) é facil ver que:

wa(x,y) = wa(Azx + a, Ay + a) (3.78)

Demonstracao. Pode-se escrever, usando a equacao (3.52) que:
wa(Az + a, Ay + a) = (2 U(A)p(@)U(A) " U(A)ply)U(A) Q) =

— (2, U(A)p(e)o () U(A) 1) = ...
Agora, usando o fato de que U(a, A)Q2 = Q, para todo (a, A) € 731 tem-se
= (2 0(2)e(y)Q) = wa(,y)
O
Escreve-se a funcao de dois pontos da seguinte forma ws(x,y) = we(z — y,0) =

w(z —y). Com isso, vé-se que em particular a “fun¢ao” de dois pontos s6 depende de

X — Y, por isso sera escrito wo(zr,y) = w(xr —y).

Escrevendo de forma explicita a “funcao” de dois pontos, tem-se:

(2, p(x)p(y)Q) = (2m)? / dp(p) / du(q) (e P a(p) - €Va* (q)2) = (3.79)

=20 [ dutp)duta)e ) (0,a(p)a’()9) = (3.80)
= Cn)* [ dulp) e (@ el (@)~ (@) = (38D
= (2m)7° / dp(p) 23(?) e~ 0Tt (20, (F)(F— ) = . .. (3.82)

Utilizou-se a medida ja definida anteriormente, a equacdo (2.15) e com isso chegou-se a

funcao de dois pontos.

ooy, y) = w(r —y) = (27) 73 / dp(p)e= P @y (3.83)

Pode-se, agora, calcular o comutador [p(z), p(y)] para verificar a condi¢ao de causalidade

dada pela Eq. (3.53).



3.2 Campos Quanticos e Intertwiners Wigner

Causalidade:
[o(2), o(y)] = (2m)~* / du(p)du(q) [eP*a*(p)+e P a(p), e Ya*(q)+e "Ya(q)] =

= (2m)™ / dp(p)du(g){e™ " [a" (p), a(@)] + e~ """ [a(p), a” ()]}

Mais uma vez, pode-se utilizar a equacao (2.15) e obter
[p(a) o) = ) [ dulp)fe ) = e,
Note que obteve-se o seguinte resultado
[o(2),0(y)] = w(z —y) —w(y — ).
Portanto, para ter a condigao de causalidade satisfeita, deve-se ter (z — y)* < 0.
iNz—y) =w(lx—y)—wly—2z)=0 queimplica w(z—y)=w(y—x)

Pode-se encontrar a condicao de causalidade de uma forma mais simples, levando em

64

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

conta

que todos os comutadores relevantes sao multiplos da 1 (ver equagao (3.84)). Tem-se que

lo(x),o(y)] = 1 e ¢ é dado pelo valor esperado do comutador. Seréa calculado o valor

esperado no estado do vacuo e terd entao:

Mostra-se a equagao (3.88).

Demonstracao.

i —y) = (2m) / dy(p){e P @0 — P EvY = (2m)73(2i) / dyu(p)senlp- (z —

— (20)°(20) [ dup)senl—p- (o~ )] =
Sendo p = (w(p),p) e x = (2%, ) e y = (y°,y). Primeiro, sera calculado para x

iguais a 0, com isso, fica-se com:

B(0.2-y) = w0 2—y) w0,y —2) = ~(20)20) [ £ Phsenfp-(a—y)] -

0

y)] =
(3.89)

(3.90)

ey’

(3.91)
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— 20 (20) [ 5 Psenl-p- (2 - v, (3.92)
se faz uma mudanca de variavel de +p — —p tem-se
(2m)3(2i) / dQ(EJ(—;)))sen[p- (x —y)] (3.93)

e usa-se que d>(—p) ¢ igual a d*(p). Logo, obtém-se

) 2i) [ jwi’;)) senlp - (z — y)| (3.94)

Comparando esta ultima equagao com a equagao (3.91) implica que w(0,x —y) —w(0,y —

x)=0.Sex—y#0.

Observa-se que, para A € El, tem-se iIA(0,x —y) = iIAA0,z — y)) o que,
pela covariancia, fica facilmente determinado ver equagao (3.78), implicando a invariancia

sobre transformacao de Lorentz.

Para completar a demonstragao, tem-se que para (r —y)? < 0 existe A,z =z —y
tal que, v —y = A(0, z), logo iA(z — y) = iA(A(0,z)) = 0. Com isso, finaliza-se a

demonstragao da causalidade do campo escalar para (z — y)? < 0. O

3.3 Campos quanticos livres localizados tipo-ponto

com spin s arbitrario

Fazemos aqui uma breve revisao sobre campos quanticos localizados tipo-ponto
com spin s para mostrar que os intertwiners sao tnicos modulo constante como dito
anteriormente. A maneira como é feito o desenvolvimento é similar ao que foi feito na
secao 3.2.1. A diferenca é que nesse caso os campos e os intertwiners sao independentes

da variavel e.

Portanto, os campos ¢, (x) irdo satisfazer a mesma relagao de covariancia Eq. (3.12)
negligenciando a variével e e a representacao de Wigner no espaco de uma particula #H*

é:
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(U(a, A)p) (p) = e7*D™ (R(A, p)) o(A(A)"p).

66

Sera exigido que ¢, (1) € H' = H(™) representacdo unitaria irredutivel de 751

correspondente a massa m > 0 e spin s arbitrario.

E em consequéncia, temos o campo quantico livre com spin s arbitrario localizado

tipo-ponto:

or(x) = (2m) 3 / dp(p) (€™ (p)a (0, k) + P o (p)a(p, k).

(3.95)

Por uma versao do teorema de Jost-Schroer [10, 15, 28|, este é o campo livre inico (modulo

equivaléncia unitaria) com a fun¢ao intertwiner dada v.

—

A equacao (3.95) é uma forma simbolica, pois o significado rigoroso é: ¢(f) =

> [ dsiz)ono)

—

o(f) = a"(Ef) + a(Ef)
Aqui tem-se F uma aplicacao linear da seguinte forma:

E:DR*) @ CN — H™?)

~

(BN (D) = ((HDH(p) = 27) 20k (p) f(p) = (B,
¢ E uma aplicacao antilinear da seguinte forma:

E :D(RY) @ CN —s Hm)

~

—

(B = (2()*Q)"(0) = @7) 204 () fo(p) = a(EF)'Q
Ha a seguinte defini¢ao:

Fip)i= [ dagiz)er

Agora fazendo o uso das equagoes (2.13) e (2.14), obtém-se

[\
+

S

1

o) = / du(p)a* (o, K)(ES* () + alp, k) (B ())

1

£
Il

(3.96)

(3.97)

(3.98)
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Utilizando a definicao de Efe Ef, chega-se a seguinte equacao:

2s+1

o(F) =3 (om) / Paf(z) Y / dp(p){eP o (p)a* (0, k) + e P o (pa(p, k)
' = (3.99)

Os v(p) e v°(p) devem ser determinados, ja adiantando que serdo operadores que
irao fazer o intertwiners entre representacoes e estao fixados pela covariancia. De acordo

com a Eq. (3.25), temos que o v(p) satisfaz,
D®(R(A,p))v(A™"p) = v(p) D(A)

com A = A(A). Como feito para o caso tipo-string, veja Eq. (3.41), temos que o momento

de referéncia p = p satisfaz,
D®(R)vy = voD(R) R e SU(2)

Com vy := v(p). Podemos recuperar o v(p), de acordo com a Eq. (3.42), através do vy

pela identidade
v(p) = v 0 D(Bgl)

De acordo com a Proposicao 3.2.5 o v°(p) satisfaz:
D®(R(A, p))v°(A™'p) = v°(p) D(A),
e 0 v§ a pequena relagao de intertwiner:
D¥(R)vé = v,D(R) R € SU(2)

Com v§ := v(p). Podemos recuperar o v¢(p) através do v§ pela identidade

v¥(p) = v5 o D(B, 1)

Podemos utilizar a Eq. (3.28) para o caso tipo-ponto (negligenciando a variavel e)

e determinar o v°(p) em fungao do v(p).
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3.3.1 Exemplos de intertwiners para certas representacoes

Acha-se agora o vy para os casos em que D = D0 e D = DO#) com v(p) €

Mat(2s + 1).

Sabe-se que o vy satisfaz: D) (R)vy = voD(R), primeiro fazemos o caso em que
D = D®9 mas deve-se observar que D% (R) = D®)(R), portanto, fica com a seguinte
equagao:

D@ (R)vy = vyD'¥(R) = vy = cl , pois D & irredutivel, (3.100)
pelo Lema de Schur, veja Apéndice B.1.

Agora, para o caso em que D = D% observa-se o fato de que D&Y (R*1) =

D@(R*1), tem-se entdo:
D (R)vg = voD " (R) = veD(R*™1) = DO (R* ), (3.101)

Mas como R € SU(2), R é unitario, portanto, R*7! = R. Obtém-se novamente pelo
Lema de Schur:

vo = ¢l , pois D© é irredutivel, (3.102)

escolhendo ¢ = 1, tem-se a solugao:

Vé que se D|gy(z) é irredutivel, tem-se v e vy fixados modulo constante o que
implica que v¢(p) e v(p) estao fixados modulos constante, portanto, tem-se duas constantes

em aberto.

Da mesma forma, é possivel encontrar a solugao para o v§ via a pequena relagao de
intertwiner, basta levar em conta o fato de que para nossas representagoes vale D(R) =

D(R) e que eR = Re, ver equagao (2.3), o que nos produz v§ = c-€ e v°(p) = c.c D(B;!).

A solugao para o campo de Dirac localizado tipo-ponto é feita na secao 5.2, pois
seu intertwiner e sua funcao de dois pontos sobre a concha serao a base para a construcao

dos campos com spin semi-inteiro geral.
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3.4 Integrais de linha

Todos os campos localizados tipo-string que estamos tratando nessa tese podem
ser vistos como integrais de linha sobre os campos com localizacao tipo-ponto. Essas
integrais devem ser entendidas no seguinte sentido: deixe n € N e deixe ¢P(x) ser algum
campo livre com localizacao tipo-ponto.”> Entdo para um e € H e v € N a integral

@(u)(x,e)i/ dsl.../ dsnsop(x+(sl+---+sn)e)
0 0

existe como uma distribuigdo em x, uma vez que integrando com uma funcdo de teste

f(z) &€ o mesmo que integrar ¢P(x) com a fungao de teste

x»—>/Vd51~-~/ydsnf(x—(51+~~~+5n)e).
0 0

No entanto, no limite v — oo, esta nao ¢ mais uma funcao Schwartz.’® Entdo, temos que
integrar também em e, ou seja, temos que entender ¢, (x,e) como uma distribuicao em
x e e, isto é, como um campo localizado tipo-string. A questao é se os dois limites no

espaco de uma particula
U= lim g (LR = lim g (f.h)0 (3.103)

existem. (A localidade em string (1.2) e a covariancia (3.12) sdo entdo prontamente
verificadas.) Verifica-se que a funcdo intertwiner do campo com localizagao tipo-string

©w)(z,e) e de seu conjugado sao dados por

v, (p,e) =t (p,e)v’(p),  vy(p,e) =t (p,e) v (p), (3.104)

onde vP e vP¢ sao as funcoes de intertwiner, e seu conjugado, do campo com localizacao

tipo-ponto ¢P(z), e onde t"(p, ) é para p € H' a seguinte distribuicdo em H:

ty(p.e) = / dsy - - / dsy, /1t tsnipe, (3.105)
0 0

55Pode ser um campo tensorial ou spinor-tensor, mas omitimos os indices tensoriais e spinor-tensor.

%60 espago de fungdes Schwartz S(R™), é o espago constituido pelas fungdes reais f(z) € C°°(R™) que
decrescem no infinito, juntamente com todas as derivadas parciais, mais rapidamente do que qualquer

poténcia de 1/|z|.
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Demonstra¢ao. Mostramos a Eq. (3.104) para o v,(p,e), a prova da relacgdo para o in-

tertwiner v¢(p, e) é feita de forma analoga.

(gp(y) (x, e)Q) (p) = /OV dsy - /Oy ds,, (gop (x +(s1+- -+ sn)e)Q) (p),

utilizando a Eq. (3.13) temos,
-2 ipx - -3 Y Y ip-x i(51+---+sn)p-e D
(2m) 2P0, (p,e) = (2m)"2 [ dsy--- | ds,ePTe vP(p),
0 0

o que produz

Uu(p, 6) - / dSl . / dSn ei(s1+~.-+5n)p.evp(p)‘

0 0

O

Para mostrar que os limites da Eq. (3.103) existem na norma-L? no espago de uma

particula, precisamos de um limite uniforme em p que fornecemos no préximo lema.

Lema 3.4.1. Para h€ D(H) ep € H,

-+, 0 limite lim,_,o. t7(p, h) existe e € dado por

£ (p, h) = Tim [ do(e) h(e) ——

—_— 3.106
e=0 g (p-e+ie)" ( )

Além disso, para cada h € D(H) existe uma constante N tal que para todos os p € H os

sequintes limites sao vdlidos, uniformemente em v:

ity (p, h)| < (3.107)

(po)™

(Claro que, o mesmo limite vale para o limite t"(p, h).)

Demonstracao. Note que a integracao da distribui¢do ¢7(p, h) pode ser escrita como

th(p,h) = /OV dsq - ~~/0V dsniz((sl + o+ 5,)p), (3.108)

onde

h(p) = /H do(e) he) P (3.109)
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¢ a transformada de Fourier da distribuicdo h(e)d(e - e + 1). Esta ¢ uma distribuicdo
em R* com suporte compacto, entdo sua transformada de Fourier ¢ uma funcio suave,
e diminui rapidamente fora do conjunto de frente de onda®" da distribuicao d(e - e + 1),
veja [33]. Este ultimo é apenas o conjunto de covetores (e, k) tal que k é ortogonal ao
espaco tangente de H em e [33, Exemplo 8.2.5], que é e [34]. Tsto é, o conjunto de frente
de onda de §(e - e+ 1) é o conjunto de covetores (e, k) com e-e = —1 e k € Re. Em
particular, o conjunto da frente de onda nao contém covetores tipo-tempo, portanto o
ﬁ(p) cai rapidamente dentro do cone de luz futuro. (Este fato também pode ser mostrado
diretamente, veja [20, Lema 8|.) Assim, vemos a partir da Eq. (3.108) que o limite de

t"(p, h) para v — oo existe para p € H,'. Escrevemos

vpo vpo -
th(p,h) = /0 dsl---/o dsnh((31+---+sn)p/p0),

(Po)™

e observando que a norma euclidiana do covetor p/py = (1, p%) ¢ maior que um, encon-
tramos o limite uniforme para ¢(p,h) em Eq. (3.107). Finalmente, a identidade das

distribuicoes
14

lim dse =lim —
v—o0 Jq 5%0p-6—|—25

isp-e i
em H ( para p € H fixo) produz a Eq. (3.106). Essa identidade decorre do fato bem
conhecido de que fooo ds e’ & justamente a transformada de Fourier da distribuicio He-

aviside, a saber, #‘w levando em conta que o pull-back sob o mapa e — p-e é bem
definido [33, Teorema 8.2.4] ja que este mapa é uma func¢ao coordenada em H. Isso com-

pleta a prova. O

Estes fatos implicam que os dois limites (3.103) existem no espago de uma particula

L2(H*,p®), a saber,

Nl

W(p) = (2m) 7 f(p) " (p, h) 0P (p), &< (p) = (2m) 2 f(p) t"(p, h) v*(p).

Demonstracao. Da Eq. (3.103), temos que

5"Do inglés: Wave front set.
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v(p) = lim () (f,2)Q)(p) = lim [ do(e) h(e) / d'zf(z)(ev(z,€)Q) (p) =

V—00 H

= lim [ do(e)h(e) /d%f(x) /u dsq - - - /V dsn (¢° (2 + (514 + 8,)e)Q) (p),

vV—00 H 0 0

usando a Eq. (3.13) temos

v—0o0

— lim (271_)%/ do(e) h(e) /d4xf<x>eip-m/ d81"'/ dsnei(s1+...+5n)pe)vp(p) —
H 0 0

[SJIe]

= lim (27)~

V—00

F) [ doteynte) [asiee ["as, o) -
H 0 0
O que produz:

3
2

¥(p) = lim (2m) 72 f(p)t(p, h)vP (p) = (2m) 72 f(p)t" (p, v (p)

v—0o0

(A relagao para 1¢(p) é verificada de forma analoga.)
Isto implica, por sua vez, que @, (f, h) converge fracamente para a* () +a(¢°) no sentido
de elementos de matriz entre vetores com finito nimero de particulas. Entao o limite
o(f,h) = a*(¢)+a(yp°) define um campo livre, que é uma distribuigdo com valor-operador

(no sentido da nota de rodapé 48) em z e e, e que denotamos por

o0 o
oz, e) = / dsy - - / dsy, P (x4 (514 -+ sp)e). (3.110)
0 0

Sua funcdo intertwiner associada é, apos integrada com uma fungao de teste h(e), dada

por v(p, h) = t"(p, h) vP(p), que & >

in

=————vP(p). 3.111
v(p,e) bt (») (3.111)

Demonstra¢ao. Da Equagao (3.110) temos que

U(p’ e) = / dSl e / dSn ei(51+"'+Sn)P'€)UP(p)'
0 0

58Sempre entendemos p - e + ic no sentido de distribui¢des como na Eq. (3.106).
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Uma vez que v(p, h) = [}, do(e) h(e)v(p, e), temos:

ol ) = [ dote)h(eulp.e) = [ doten(e) [dsieo [Tas o),

que por sua vez é v(p, h) = t"(p, h) v°(p).
Utilizando o Lema 3.4.1, mais especificamente a Eq. (3.106) no lado direito da altima

equagao produzimos claramente a Eq. (3.111). ]

Agora para e = € + ie¢” no tubo 7., a parte imaginaria ¢’ estd no cone de luz
futuro [26], portanto, p - €’ é estritamente positivo. Assim, o intertwiner é o valor de
contorno de uma funcao analitica no tubo. Além disso, a desigualdade de Cauchy inversa
lp - €’| > m(e” - ")Y/? vale, portanto, esta funcdo é de crescimento moderado perto do
limite real. Portanto, v(p,e) é uma fungao intertwiner no sentido da Defini¢ao (3.2.6).

Pela Eq. (3.104), é autoconjugado se vP for. Mostramos que:

Proposigao 3.4.2. A integral, Eq. (3.110) eziste como uma distribui¢ao fraca®® em

(r,e) € R* x H. E o campo qudntico livre localizado tipo-string covariante, cuja fun-

¢do de intertwiner ¢ dada pela Eq. (3.111). E hermitiano se oP(z) o for.

Para referéncia posterior, exibimos a funcao de dois pontos dessas integrais de
linha®. Sejam ¢! e ) serem campos livres com localizagao tipo-ponto para o mesmo tipo
de particula, deixe MP(p) ser a parte da fun¢io de dois pontos sobre a concha, que é um
polinomio [1]. Deixe, parai = 1e 2, ;(x, e) ser o campo localizado tipo-string construido
a partir de ¢! por uma integral como em Eq. (3.110). Lembrando Eq. (3.111), a parte da
fungao de dois pontos correspondente a concha w*(x — 2/, e,€e’) = (Q, p1(z, €)pa(2’, € )Q)
é entao dada por

e MY (p)

M3(p,e,e) = .
v ) (p-e—ie)m(p-e +ig)m

(3.112)

59No sentido da nota de rodapé 48.
60Como dito anteriormente, veja nota de rodapé 47, a funcio de dois pontos para semi-inteiro serd

definida “diferentemente”, entretanto, a Eq. (3.112), é também valida para os casos com spin semi-inteiro

como mostraremos no capitulo 5.
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Demonstrac¢ao. De acordo com a Eq. (3.48), temos

Ms<p7 €, 6/) = (,Utlzr<p7 6)7 UQW(I% 6)),

substituindo a Eq. (3.111), ficamos com

i

(p-e+ic)m

n2

pc
Ul (p)7 (p e + Z€)n2

M:(p,e,¢€) :(

i i" pc p
- = (), ),

(p-e—ie)m (p-e +ie)
que produz a Eq. (3.112). ]

Finalmente, notamos que a integral, Eq. (3.110), pode ser escrita como

o0 S(nfl) P
/0 ds (n—l)!@ (x + se)

e ¢ desde modo a forma geral encontrada em |9, Teorema 4.4 |.



Capitulo 4

Bo6sons

4.1 Introducao

Nesse capitulo, fazemos somente a construcao de campos com spin inteiro, s =n €
Ny. Portanto, o desenvolvimento pode ser feito através dos elementos do grupo ﬁi (que
é o grupo de recobrimento universal do grupo proprio ortocrono de Poincaré 731) como
fizemos até o momento para uma formulacao geral, ou seja, para o caso de spin inteiro
e semi-inteiro, ou simplesmente com o elementos do grupo 731. Escolhemos trabalhar
com elementos do grupo e nao com os elementos do recobrimento. Todas as afirmacoes
e equacoes demostradas anteriormente sao validas, trocando o grupo das rotagoes SU(2)
pelo grupo das rotagbes SO(3) e as transformagoes de Lorentz proprias através dos ele-
mentos do grupo SL(2,C), a saber, A € Zl, pelas transformacoes de Lorentz, a saber,

A=AA) el

Isto é valido pelo fato do recobrimento duplo de SL(2,C) sobre o grupo de Lo-
rentz, uma vez que A e —A pertencentes a SL(2,C) definem a mesma transformacao
de Lorentz. Para os bosons, U™*)(A) := UM% (A), onde A(A) = A e UM (—A) =
Ums)(—1) ) UM)(A) = UM™) (R, (27)) U™ (A) = UM (1)UM)(A) = UM (A).
Portanto, A(A) = A(—A) = A. Aqui R1(27) =1 € SU(2).

I6)
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Para tal construgao, sera seguida a seguinte estratégia: primeiro versamos sobre os cam-
pos com spin-um, pois os intertwiners de Wigner para o campo de Proca (spin s = 1
com localiza¢ao tipo-ponto) e do campo com localizagao tipo-string que carrega parti-
cula com spin 1, potencial vetor com localizacao tipo-string, sao a base para a construcao
dos intertwiners para os campos com spin s > 2, os quais denominamos o localizado
tipo-ponto (AL . ) por potencial tensor e o nosso campo localizado tipo-string (A, ...,)
por potencial tensor com localizacao tipo-string. Depois serao construidos os campos com
spin maior ou igual a dois (campos hermitianos, covariantes e que sdo tensores simétri-
cos de ordem n), em que mostramos que nossos campos tipo-string A,,..,, diferem do
localizado tipo-ponto correspondente, AP . por termos que sdo derivadas de campos
tipo-string bem definidos que sdo responsaveis pelo mau comportamento UV (apresentam

um comportamento melhor para altas energias em comparagao ao seu correspondente

campo localizado tipo-ponto).

Desse modo, temos localidade suficiente para uma construcao perturbativa de mo-
delos interagentes, além disso escrevemos os campos localizados tipo-string, assim como
os campos de escolta, como integrais de linha sobre campos localizados tipo-pontos. Por
fim, apresentamos um caso particular para “exemplificar” os resultados obtidos, a saber,
para o campo que carrega particula com spin-dois, denominado de Graviton massivo e

denotado por h,,. Para cada caso calculamos a funcao de dois pontos.

4.2 Spin um: Boésons vetoriais massivos

O campo vetorial para particulas massivas livres com spin s = 1 que atua sobre
o espago (Hilbert) Fock no espaco de uma particula correspondente é o campo de Proca
AP, (z), em homenagem ao seu inventor [35]. A funcdo de dois pontos, veja Eq. (4.12)
abaixo, tem um termo quadratico no momento que é responsavel pelo mau comportamento

energético do campo AP,: tem dimensao de escala 2. O campo de Proca tem divergéncia
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zero e satisfaz a equacao de Proca:
OMAP,(x) =0, 0, F" (x) + m* AP (z) = 0, (4.1)
onde F' é o tensor intensidade de campo, F' = dAP, com componentes
F.(x) =0,A%, () — 0,A°,(x). (4.2)

O fato de que o campo de Proca tem divergéncia zero serd mostrado abaixo, veja
Eq. (4.13). Devido ao fato de que o campo de Proca, como qualquer campo livre com
massa m, satisfaz a equagdo de Klein-Gordon (O + m?)AP,(z) = 0, e tem divergéncia
zero, 0" AP, () = 0, implicam que satisfaz a equacao de Proca. Daqui por diante temos a
seguinte notagao: O = ¢"70,0,.

Vamos mostrar que o campo de Proca satisfaz a equagao de Proca.
Demonstragio. F*(z) = g gV Fu,(x), logo substituindo Eq. (4.2) ficamos com
0,F" (z) = 8, (8“Ap”(9c) . 8”Ap“(a:)> = DA (z) — 8”0, AP ().
Uma vez que o campo de Proca tem divergéncia zero o segundo termo ¢ zero, e portanto,
O, F" (z) = —m2 AP (z),
o que produz 9, F" (z) + m? AP (z) = 0. O
O tensor intensidade de campo F),,, tem a mesma dimensao de escala que o campo

de Proca; na verdade, sua funcao de dois pontos sobre a conha, veja Eq. (4.16) abaixo, é

um polinémio homogéneo de grau 2.

Construimos uma versao localizada em string A, (x, ) do campo vetorial com spin-
um atuando no mesmo espaco de Hilbert, o qual possui uma dimensao de escala igual
a um, depois de integrado com uma funcao de teste em e e que tem o mesmo tensor

intensidade de campo do campo de Proca, isto é, satisfaz a identidade®!

A, (z,e) —0,A,(x,e) = F(x). (4.3)

61 As derivadas parciais d,, sempre se referem a variavel z.
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Por isso, chamamos de potencial vetor com localizacdo tipo-string. De fato, as duas
versoes do potencial diferem pela derivada de um campo quantico “escalar” ¢(z, €), o qual

denominamos de campo de escolta:

A, (z,e) = AP, () + 0,0(z,e). (4.4)

O campo localizado tipo-string ¢ transforma como um campo escalar, mas cor-
responde a particula de spin-um. Na proxima subsegdo, construimos A, (z,e) e ¢(z,e)
como integrais de linha sobre o tensor intensidade de campo e sobre o campo de Proca,
respectivamente. Na subsecao 4.2.2 calculamos explicitamente os intertwiners de Wigner
correspondente, e provamos as relagoes (4.3) e (4.4). Ao longo da construcao, verificamos

também os fatos acima bem conhecidos sobre o campo de Proca.

4.2.1 Defini¢cao como integrais de linha sobre campos com locali-

zacao tipo-ponto

Uma solucao formal para Eq. (4.3), de acordo com o Lema de Poincaré, é obtida
pela integral de linha
A, (z,e) = / dsF,,(x + se)e”, (4.5)
0

onde e € H. De fato, inserindo Eq. (4.2) dentro de F),, e usando a identidade formal
/ dse”0,AP,(x + se) = — AP, (), (4.6)
0

¢ prontamente verificado que os dois potenciais A e AP diferem formalmente por uma
derivada de um campo “escalar” como antecipado pela Eq. (4.4), onde o campo ¢(x,e) é

definido por
o(z,e) = / dsAP,(z + se)e”. (4.7)
0

Assim, A, deve realmente satisfazer Eq. (4.3). Note que as integrais (4.5) e (4.7)
existem pela Proposicao 3.4.2, e que a identidade (4.6) é rigorosa porque AP, vai para zero
para grandes argumentos do tipo-espaco no sentido de elementos de matriz entre estados

locais.
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Demonstracao. Inserindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.5), temos

A (x,e) = /0 ds0, AP, (x + s.e)e” — /0 ds0, AP, (x + s.e)e” =

= 0ﬂ/ dsAP,(x + s.e)e” — / dse”0,AP ,(z + s.e)
0 0

Observe que no segundo termo temos uma derivada direcional, portanto

Ay(z,e) =0up(x,e) — / ds%Apﬂ(x +s.e) =
0

[e.e]

= 0up(z,e) = AP (z+s.e)| = 0ud(z,e) = AP (T +5.€)|sm00 + A7) = O (x, €) + AP ().

0
[l

Com isso mostramos a Eq. (4.4). Para ver que A, deve realmente satisfazer

Eq. (4.3), substituimos a Eq. (4.4) em Eq. (4.3) e temos:

0u[A%, () 4+ 0,0 (x,€)] — 0, [AP,(2) + 0,0(x, )] = Fu(x).

Uma vez que o campo de Proca tem divergéncia zero e o campo de escolta ¢
satisfaz a equacao de Klein-Gordon (como qualquer campo livre com massa m) existe a
relacao:

o' A, (z,e) + m*¢(x,e) = 0. (4.8)
Demonstragao. Substituindo a Eq. (4.4) em 0*A,,(z, ), temos
A, (z,e) = AP, (z) + "0, ¢ (,€) = —m>¢(x, €)

(Onde usamos que o campo de Proca tem divergéncia zero.) O

Uma propriedade adicional interessante do nosso potencial vetor é que ele é orto-
gonal a direcao da string,

A, (z,e)et =0, (4.9)
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que decorre da antissimetria do F),,. Essa condi¢ao também pode ser mostrada direta-
mente através do intertwiner do campo A, (z, e) o qual construimos na proxima subsecao,
veja Eq. (4.19). Isso é uma reminiscéncia da condicao do calibre axial, no entanto, a
diferenca é que ele é automaticamente satisfeito pela construcao e que o campo deve ser

considerado uma distribui¢ao em e.

4.2.2 Construgao via Intertwiners Wigner

Calcularemos explicitamente os intertwiners para todos os campos mencionados
acima, verificando as relagoes reivindicadas entre eles, a saber, Eqs. (4.3), (4.4), (4.8) e
(4.9). Para comegar, sera usado a seguinte realizac¢do D para a representacio do spin-
um sobre o grupo estabilizador do nosso momento de referéncia p, o grupo de rotagao
completa, denotado por O(3). Em um referencial de repouso com a componente e igual

a £ cada R € O(3) corresponde a uma matriz 4 x 4 da forma

1 0
R= )
0" R

onde R é uma matriz ortogonal 3 x 3. Consideramos a representacio D realizada sobre

o espaco hM) = C? pela representacio definidora das rotacdes.
DW(R) = R.
Seja u € C3 ¢ o operador antiunitario DM (j;) agindo como:

DO (Gyu = DO (Ry(x))a = Ri(r)a.

em que u significa conjugacao complexa de componentes.
De acordo com a observacao abaixo da Proposicao 3.2.5, temos o operador antiunitério

D™ (=1) = DM(Ry(r)) o D™ (j,), portanto:
DW(=1)u = DY (R(r)) o DV (1) u = DW(Ry(m)) DV (R () 1 =

= Ry(m) Ri(m)u = .
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(Usamos o fato de que Ry(7)* =1, uma vez que R;(7) € SO(3).)

Logo a transformacao PT é representada pelo operador conjugagao complexa em
C?)
DY (1) (21, 29, 23) = (21, Za, Z3). (4.10)

Por irredutibilidade, esta escolha é tinica modulo um fator. Entao a transformacao PT,

veja Eq. (3.38), é representada no espago de uma particula L?(H'; C3) por

(D (=1)9) (p) = ¥ (p). (4.11)

ra campos vetoriais é h = m nonica, represen r
O espago de chegada para campos vetoriais é C* com base canonica, representado po

{ew),---, e} e D(A) atuando como a representagao definidora de O(1,3), D(A)z = Az.

Primeiro discutimos o campo da Proca. Como é um campo vetorial com localizacao
tipo-ponto, o intertwiner de Wigner correspondente ¢ independente de e. Pelo que foi dito
anteriormente, veja Eqs. (3.41), (3.42) e a observacao na subsegio (3.2.3), o intertwiner
é dado por vP(p) = o o B!, onde ©P é um mapa linear de C* para C? satisfazendo
Ro9” = 9P o R para todo R € SO(3). Como queremos que o campo de Proca tenha
divergéncia zero, o intertwiner deve satisfazer p"of = 0, isto é, 9Pp = 0. A restrigao
de 9P para p- é entdo um intertwiner entre duas representacoes irredutiveis de SO(3)
e, portanto, tnico (médulo uma constante). E dado por 9Pz = iz, onde escrevemos

0

2= (21, 22,2%) se 2 = (2°,...,2%). O fator i foi escolhido de modo a tornar o intertwiner

autoconjugado. Assim, agora temos um intertwiner de Wigner
va(p) = v (P)eqy = 0B, ey

Definimos AP, (z) para ser o campo livre para este intertwiner como na Eq. (3.43) e

verificamos os seguintes fatos bem conhecidos:

Lema 4.2.1. O campo de Proca A?,(x) € hermitiano, local, covariante. E tem divergén-

cia zero, O AP, = 0. E tnico, mddulo equivaléncia unitdria, campo qudntico livre para
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particula massiva com spin-um com estas propriedades. Sua funcao de dois pontos sobre

a concha € dada por

PPy
M (0) = =g + =255 (4.12)

Aqui, g = e - ew) € o tensor métrico do espago de Minkowski, constituindo a

matriz diagonal diag (1,—1, -1, —1) se {e(,)} é um sistema de Lorentz.

Demonstracao. Covariancia e localidade seguem das propriedades do intertwiner de Wig-
ner. Para a prova de que AP, é hermitiano, precisamos mostrar que a funcao intertwiner
vP(p) é autoconjugada. Uma vez que D(—1) = —1 & linear, D (—1) é antilinear e as
transformacdes de Lorentz comutam com a conjugacio complexa, AZ = Az, temos da

Eq. (3.39)

vP(p)z = DW (=1 )oP(p)D(=1)z = —wP(p)Z =i B; 12 =i By 'z = vP(p)2,

o que prova a alegacao®?. Para verificar a divergéncia do campo de Proca, dado pela
Eq. (3.43), observe que aplicando 9" no campo, temos o termo ivf(p)p”. O fato de que o

campo de Proca tem divergéncia zero segue de
vh(p)p* =P (p)p = 0P B, 'p = 0*p = 0. (4.13)

(Usamos o fato de que ©P esté restrito para p.)

0 0

Para calcular a fungao de dois pontos, observe que para z = (z%,z) e w = (w°, w) em R*

vale

(@pl’,f)pw)(c?, = (£7M)(C3 = IOU)O — T w,

onde z - w é o produto de Minkowski. Usando (B, 'z) = p- B, 'z/m = p - x/m, temos

(o) o (s = LL) oy, (4.14)

De acordo com a Eq. (3.48) temos que a parte da fungido de dois pontos sobre a concha

para o campo de Proca é dada por

(Up(p>e(u)7 P <p>€(l’) )(C3 :

82Lembrando que estamos utilizando que B, age no espago de Minkowski como B,z := A(B,)z.
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Utilizando a Eq. (4.14), temos

(Up(p)e(,u)a Up(p)e(eu) )(C3 =
que claramente produz a Eq. (4.12).
A unicidade do campo decorre da observacao na subsecdo 3.2.3, uma vez que a

representacao vetorial do grupo de Lorentz é irredutivel. O

A fungdo intertwiner v¥" do tensor intensidade de campo F,, que é lida a partir da
Eq. (4.2): é dada por
v (P) = i (000 (P) — 2oV (D). (4.15)
A parte da funcao de dois pontos sobre a concha de (€, F,, (z)F/(2')§2) sai como

M;ﬂi V! ( ) = —PuPw guv' +pupu/guu’ — PuDv' G +pupzx’gz/u/- (4-16)

(Os termos ~ p* cancelam).

Demonstragao. Da Eq. (3.48) temos,

M () = (i (puvle (p) — pooi (), i (Dl (p) — Pt (p))).

Uma vez que vP¢ = vP ficamos com:

M/i}; v ( ) =
= pupw (0 (p), vy (P)) — Pupw (V5 (P), vy (P)) — Pupw (U (P), vy (P)) + Pupw (Vi (D), vy (P))-

Note que cada produto é justamente a funcao de dois pontos sobre a concha do campo de

Proca, dado pela Eq. (4.12). Portanto,

My (p) =
= Puby ( g””/+p b ) “Pubv ( gvu’+p i ) —PvPw ( guy/—l-pup )+pupu’( 9u;ﬂ+pup# )

Fazendo as multiplicacdes temos que os termos que vao com ~ p* se cancelam, isso produz

a Eq. (4.16).
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Discutimos agora o potencial vetor com localiza¢ao tipo-string A, e o campo de
escolta ¢. O campo de escolta ¢(x,e) é definido pela integral Eq. (4.7) e a Prop. 3.4.2
afirma que seu intertwiner de Wigner é dado por

. i(vP(p)e)

! = . 4.17

Similarmente, o potencial vetor A, é definido pela a integral Eq. (4.5) e pela Prop. 3.4.2

seu intertwiner de Wigner é dado por

oF, (p)e”
= 4.18
U#(p7€) Zp-e—i—z's ( )

Substituindo v}, (p) como em Eq. (4.15), isto produz

— P(p) — P 4.19
vu(ps e) = vi(p) et (pe. (4.19)

Reescrevemos como
vu(pse) = vi(p) + ip, V'(p, €) (4.20)

isto produz a relacao (4.4), a saber, A, = AP, + 0, ¢. Assim, podemos mostrar que nosso
potencial vetor A,(z,e) é ortogonal & direcdo da string diretamente pelo seu intertwiner

correspondente, Eq. (4.19). A demostracao segue a abaixo.

Demonstracao. Temos que:

[T, I puc” P — P p-€ p —0
vz, e)e —%(P)e —mv (p)e =v"(p)e —m?) (p)e =0,

isto produz a relacdo (4.9), a saber, A,(z,e)e’ = 0. ]

Usando as Eqgs. (3.48) e (4.14), as fun¢bes de dois pontos sobre a concha de A, e
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¢, bem como os termos mistos, saem como

M2 (p,e,e') = —gu — 3 ep_"zz;)((;_i,)+ 5t _pé‘e_”l,g - ‘i”,i/ﬁ - (4.21)
M%(p,e,e’) = % e ;)'(;,. e (4.22)

MM (pe) = —guw + ]fg—?ig (4.23)
M (e, ) = i (p : e(f;:r ie (p-e —122)6(1;96-/6’ + @5)) (4.24)

/

(&
MA(p, ey =i (P — 1 4.25
Sy =i (B - ) (4:25)

Demonstracao.

My (poese’) = (Vi(p.e) , v(p,e)) =

p P p p _ Py p Y — (4P p _
= (/Uu(p) - <p e+ ié)v (p)e 7/01/(27) <p e +’l€) v (p)e) - (U,u(p)?/lju(p))
P (i wP(o)) - PY () (el o PuPr (PP (P)E  vP(p)e)
(p-e—is)( (b)e, vw(p) (p-e’+ie)( u(p), v (p)e') + (p-e—ie)(p-e +ie)
Utilizando a Eq. (4.14), temos
44 n_ Pubv D p-)p-cw) .
Mu,y (pve7e) — gMV+ mz <p_6_2'€) { m2 (V)}

D {(p-e’)(ﬂe(u)) _e,‘%)}jL

(p-e +ie) m?

P gp@@ev_ﬂé}:

(p-e—ie)(p-e +ie) m?

. . /
D 7 S {py(p e) _ey} - Py {pu(p ¢) _eL}JF

m?  (p-e—ig) m? p- e +ig)

PuPv {(p-e)(p-e’) _e_e,}‘

+(p-e—i6)(p-e’+@'a)

Ao fazermos simples manipulagdes, temos a Eq. (4.21).

M#(p,e.d) = (o50.6) 10, )) = (

i(w*(p)e) i(U"(P)(f’)) _ (0P(pe, v*(p)e)
(

p-e+ic’ p-e+ie p-e—ie)(p-e +ie)
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Utilizando a Eq. (4.14) temos

M (p,e, ) =

1 (06, 11 s

(p-e—ie)(p-e +ie) " m? (p-e—ie)(p- e +ic)

Isso conclui a prova da Eq. (4.22).

MY (p.€) = (v (p.)  vw(p) =

(eh) = g e ) = () W) = iy (P e s )

Utilizando a Eq. (4.14), temos

AAP o Pubw Pu _
M (p.€) = —guw + m2 (p-e—ie) {(p e)(peun) —e- e(u’)} =
_ PuPw Pu
= —Guw + m2 (p-e—ig) {(p'(f)pu’_eu’}-

Ao fazermos simples manipulagoes, temos a Eq. (4.23).

By, AWy

M, ¢) = (i) o p,)) = (50)

. p-etie) (p-e +ic)
v p P(n)e) — Pu Pne P (p)e’
o g ) W) = s (e ()

Utilizando a Eq. (4.14), temos

Ap n o
M,u (paeae)_

i , pu(p-€) Dy ,, e)p-e)y
(p-e’+ie)(_e.€(“)+ m2 )_(p~e—i5)(p-e’—|—z's)<_e'e+ m2 )7
—ie/, ipu(p - €) ipule - ¢) ipu(p-e)(p-e)

(p-e'+ic) m2(p-e+ic) (p-e—ic)(p-€+ic) m2(p-e—ie)(p-e + ie)

Ao fazermos simples manipulagoes, temos a Eq. (4.24).

M) = () o) = (s20) ) - () ()

Utilizando a Eq. (4.14), temos

. Lol e/
WAy oy b puP-€)\ _ o Pu
o (p7e) p'€,+i8 e e(/")—i_ mQ Z(mQ p_e/+i€)

Isso conclui a prova da Eq. (4.25). O
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Observe que podemos calcular as Eqs. (4.21) e (4.22), através da Eq. (3.112), a

saber: op
MEE  (p)et e
M (p,e,e) = ke (») —
Ho (p-e—ie)(p-e +ie)

com Mfi,w, (p) a funcd@o de dois pontos do tensor intensidade de campo F),,/, dado pela

Eq. (4.16) e

AP A v
V) — M@
T (p-e—ie)(p-e +ie)

com M;4"(p) a fungao de dois pontos do campo de Proca, dado pela Eq. (4.12).

Resumindo, temos

Proposicao 4.2.2. Os campos A, e ¢ sio hermitianos e localizados tipo-string (1.2).
Eles satisfazem a relagao de covaridncia (1.3)(Veja nota de rodapé 11) com k =1 e 0,
respectivamente. Suas fungoes de dois pontos sao dadas pelas Eq.s (4.21) e (4.22). Eles
se relacionam com o campo da Proca como na Eq. (4.4). Todos trés campos sao localizados
tipo-string em relacao uns aos outros. Por dltimo, A, satisfaz o “calibre azial” condigao

(4.9) e a relagao (4.8).

Pela equacao (1.4) ou |20, Proposicao 7|, temos que o campo A, tem uma dimensao
de escala melhor do que seu correspondente do tipo-ponto AP, a saber, 1. Observe que
a funcdo de dois pontos difere da funcao da versdao de Krein [20, Secdo 3.3 | pelos trés
altimos termos na Eq. (4.21). Esses termos restauram a positividade da fungdo de dois
pontos. Também é interessante notar que a Eq. (4.22) mostra que ¢ é da forma encontrada

em |9, Proposigao 4.3] com F(e,p) = i(mp-e)~!, como feito pela Eq. (72) em [9].

Demonstracao. (Relativo) a localizacdo tipo-string, covariancia e hermeticidade sdo con-
sequéncias das Props. 3.2.7 e 3.4.2. A relagdo (4.3) segue, é claro, a partir da identi-
dade (4.4), mas também pode ser verificada no nivel do intertwiner a partir das identida-

des
Putu(p,€) — puvu(p,e) = puvh(p) — pl(p) = —ivh,(p). (4.26)

Para mostrar a Eq. (4.26), substituimos a Eq. (4.20) no lado esquerdo da identidade,

Puvv(py€) — puvu(p, e) = pu (VS (p) + ipu' (p, €)) — pu (V5(p) + ipv'(p.e)).
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Dessa tltima relacgdo observamos que os fatores que envolvem o intertwiner v'(p,e) se
cancelam, portanto, sobrevive apenas p,vp(p) — p,vk(p) que de acordo com a Eq. (4.15)
é igual a —iv},(p).

As relagoes (4.8) e (4.9) ja foram mostradas. O

Proposicao 4.2.3. (Unicidade) A, € caracterizado unicamente pelas seguintes proprie-
dades: localizacao tipo-string, covaridncia, rela¢ao (4.3) e o fato de que sua funcao de
dois pontos ter grau de escala dois apds ser integrada com uma fungao de teste na varidvel

€.

Observe que, no caso sem massa, o potencial vetor localizado tipo-string j& estéa

fixo nas trés primeiras propriedades, sem a condi¢do do comportamento UV [9).

Demonstragao. Seja A,(x,e) um campo livre satisfazendo as propriedades relatadas
e deixe v(p,e) ser seu intertwiner. Queremos mostrar que ele coincide com a expres-

sao (4.19). Comegamos com a relagdo dA = dAP que implica
(puvv(p. €) — povu(p, €)) — (puvh(p) — pvh(p)) =0
ue escrevemos como,

pA (WF(pe) =P (p) =0, k=1,2,3.

Aqui consideramos v*(p, e) = vl’j(p, e)e™) como um vetor em C*. Especificando-se
em p =p = (m,0) e observando que pAw = 0 implica w = ¢p, a identidade acima implica

que para cada z € C* temos

@k(e)ue(“)z = ﬁz’ke(“)z + Dy - zx(e)e(“)

portanto, vale
v(e)z=0"z+p-zx(e), (4.27)

onde ¥(e) = v(p,e) e O = vP(p) e y ¢ uma fungdo em H com valores em C3. A “pe-

quena relagao de intertwiner” (3.41) para 0(e) e para 0P implica que esta funcao deve ser
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invariante sob rotagoes,

R x(R™"e) = x(e) (4.28)

para todo R € SO(3) ee € H.
Demonstragao. Aplicando a Eq. (3.41) para 0(e) e 0P, temos
DW(R)(0(R™'e) — 1P)z = (0(e) — ") D(R)z

Da Eq. (4.27) temos que (6(R7'e) —9P) = px(R'e) e (0(e) — ©P) = px(e), o que nos leva
a seguinte relacao

DW(R)px(R"e)z = px(e) D(R)z
Usando o fato de que DY(R) = R e D(R) = R temos,
R px(R™"e)z = pRx(e)z.
Uma vez que pR = p a tltima rela¢do produz a Eq. (4.28). ]
Relembrando a relagao (3.42) entre 0(e) e v(p, e), a Eq. (4.27) implica
v(p,e)z =1°(p)z+p- 2 X(Bp_le). (4.29)

Demonstracao. Da relacao (3.42) para v(e) e v(p, e), temos

(v(p,e) —v*(p))z = (v(B,'e) — ") 0 B 2.

p

Utilizando a Eq. (4.27) encontramos,

(v(p,e) = v"(p))z = (p- 2x(B, 'e)) o B, .

Uma vez que ﬁBp_l = B,p = p, a altima equacdo produz a Eq. (4.29). O

Por outro lado, se x(e) satisfaz a propriedade de invariancia (4.28), entao v(p, e),
conforme definido acima, satisfaz a relacao de intertwiner. Resumindo, mostramos que
dA = dAP, com A, localizado tipo-string é equivalente a relacao (4.29), com x satisfa-

zendo (4.28). A localidade de A, é equivalente & analiticidade de y no tubo 7. Assim,
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X(p,e) = X(Bp_le) ¢ um intertwiner de Wigner da representacio trivial (escalar) para D),
Tal intertwiner é inico modulo a multiplicacao com uma distribuicao F' que é o valor de
contorno de uma fungdo meromorfa no semi-plano complexo superior |9, Teorema 3.3 |.
Note que um desses intertwiners, que também é autoconjugado, é dado por vP(p)e. Assim,

o intertwiner para A, deve ser da forma

vu(p, €) = vh(p) +ip. F'(p-e) vP(p)e.

(Extraimos um fator i para conveniéncia posterior). A parte da funcao de dois pontos

sobre a concha para este campo aparece como

G + 1D T @) — i, F(p- )+

%{1 —iF(p-elp-e+iF(p-)p-e + Fp-e)Flp-¢)((p-)p-¢') = me- ) }.

Demonstracao. De acordo com a definicao da funcao de dois pontos sobre a concha,
Eq. (3.48), temos M (p,e,€') = (vi(p,e),v,(p,€')). Substituindo v,(p,e) = v5(p) +

ip, F(p - e)vP(p)e, ficamos com

M p,e ) = (V(p), vh(p)) — ipuF(p - ) (v"(p)e, vh(p))+

+ip, F(p-€)(v0(p), v"(p)e') + pup F(p - €)F(p - €) (vP(p)e, v (p)€’).

Cada produto que aparece é calculado utilizando a Eq. (4.14), produzindo:

AA N o
MM (p7€76) -

vV

_gw+%+z‘m(p.e)(ey_%) ”p”F(p'e”(—@HW)
- OF(p-¢)(—e-d + LNy

m2
Podemos reescrever a tltima equacao obtida e claramente a veracidade da afirmacao sobre

a fun¢ao de dois pontos sobre a concha do campo A, é confirmada. n

Agora entra a condicao de que o grau de escala da funcao de dois pontos seja dois:

isso implica que a parte sobre a concha deve ser limitada para grandes p, em particular,
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que a expressao entre chaves deve cair pelo menos como |p|~2 para grandes p. Agora, se
F nao for justamente da forma F(p-e) = c¢(p- e+ 10)"!, entdo todos os cinco termos
da expressao entre chaves sao linearmente independentes e o primeiro termo (constante
1, que nao cai) ndo pode ser cancelado pelos outros. Portanto, F' deve estar no formato
F(p-e) = c(p-e+i0)"!, onde ¢ & um coeficiente complexo. Em seguida, a expressio entre

chaves indica
lc|>m?e- ¢

1 —ic+i 2 —
ic + ic + |c| (p-c—i0)(p- ¢ +i0)

e a condigao de que isso deve cair pelo menos como |p|~2 implica que 1 —ic+ic+|c|* = 0.
Uma restricao adicional vem do requisito de autoconjugado. Note que as funcgoes de
intertwiners vP(p) e ip,vP(p)e sdo autoconjugadas. Isto implica que o intertwiner v(p, e)
é autoconjugado se e somente se ¢ = ir, com 7 € R. A equacdo quadratica é, entao, lida

1—2r+7r*=0,our=1. Agora v(p,e) ¢ fixo, isto ¢, dado apenas pela Eq. (4.19). [

4.3 Caso Geral s > 2

Consideramos agora o caso do spin inteiro arbitrario s > 2. Entre a infinidade
de campos livres com localizagao tipo-ponto para o spin s [1] atuando em um espago
de Hilbert, existem dois campos tensoriais com 6timo comportamento UV, a saber, com

dimensao de escala s + 1: um deles é um tensor totalmente simétrico AP de ordem

p1epin
n, que tem divergéncia e traco iguais a zero e se transforma sob o grupo de Lorentz de
acordo com a representacdo irredutivel D(*/25/2) [36, 37]. Ele é caracterizado unicamente
por essas propriedades modulo equivaléncia unitaria. Aplicando um operador diferencial
linear de ordem n a este campo, como ja dito na introducao geral do trabalho, capitulo 1,

veja Eq. (1.6), obtém-se o outro, que é o tensor intensidade de campo F},,,, ..., de ordem

2n,

I
B = Z (_1)‘ laujl "'aﬂjucwa”h "'a”imAp”jy"”jucw“il'“’”m’ (4.30)
Ic{1,..,n}
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onde escrevemos [ = {iy,...,4} e I° = {j1,..., jje|} 0 complemento de I.
Ele tem, surpreendentemente, a mesma dimensao de escala s + 1. De fato, sua funcao
de dois pontos sobre a concha é um poliné6mio homogéneo de grau 2s. Estes fatos sao

convenientemente entendidos em nossa estrutura e recuperados abaixo.

Primeiro, temos a representacao dessas particulas e a construcao dos intertwiners
para o potencial com localizacao tipo-ponto e do tensor intensidade de campo. Em se-
guida, construimos nosso potencial localizado tipo-string de caracteristicas mencionadas
na introducao geral do trabalho, capitulo 1, que estéa relacionado ao tensor intensidade de
campo pela relagdo Eq. (4.30). Ele difere do potencial localizado tipo-ponto por termos
que sao derivadas de campos tipo-string bem definidos, conforme indicado na Eq. (1.5),

e tem dimensao de escala um, como afirmado no Teorema 1.0.1.

4.3.1 Espaco de uma particula

Tomamos a representacido D™ como realizada no espaco de tensores sobre C? si-
métricos e com trago zero dentro do n-produto tensorial (C*)®". Em (C?)®" consideramos

o produto escalar induzido por C3,
(U @ @ Uy, v @+ @ vy) = (ug,v1) -+ (Up, V), (4.31)

usando um e o mesmo simbolo. Seja g3 o tensor métrico do produto escalar canénico em
C? e 0 g3 ser seu levantamento para o tensor contravariante de ordem dois, caracterizado

pelo fato de

(g3, u®v) = (w,v) paratodo u,v e C? (4.32)

e é obviamente invariante sob a representagao do produto tensorial R ® R de O(3). Um

tensor simétrico ¢ € (C?)®" tem trago zero se

(g3)i; 7% =0 (4.33)
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para todo is, ..., i,. O projetor ortogonal®® E™ de (C3)®" para o subespago de tensores
sobre C? simétrico com trago zero é dado por [38, Eq. (1.13)]

[n/2]

n 1 — -
EMuy @ @u, = o E E (—=1)*ex (Tnqy, Un(2)) * * (Un(@hot)s Un(2r)) X
weSn k=0

X EJ(rn)ufr(ZkJrl) Q- Q Un(n) ® g?k (434)

Aqui, Esrn) é a projecdo para os tensores simétricos, [n/2] denota a parte inteira de n/2
e 0s ¢ sao determinados numeros positivos especificos calculados em [38], em particular
co=1lec = % O espacgo dos tensores simétricos com traco zero tem dimensao 2s+1 e é
irredutivel sob a representagao do produto do grupo de rotacao [40]. Tomamos isso como

nosso pequeno espaco de Hilbert h®), lembrando que s = n:
h = p) (@3)®”_ (4.35)
A representacdo D™ de O(3) é justamente a restricio da representacio do produto
tensorial,
DMRYE™Muy @ -+ @uyp = E™ DY(R)u; @ - - @ DY (R)u,. (4.36)

Colocamos aqui como a representacao antiunitaria U(}l), Prop. 3.2.4, Eq. (3.10), age com
s =mnen € Ny. Para tanto, colocamos como o operador antiunitario D™ (51) age. Para

o caso dos bosons temos, jiAj; = Ry(7)AR;(7) e D™ (5;), com n € Ny, agindo como:

D(”)Gl)E(")m@- - Quy = DRy (7)) E™W @ ®---®0, = E™ Ry (7)1 Q- - - @ Ry (7).

Lema 4.3.1. FEste satisfaz:

(i) D™ (jr)* =1

(i1) D™ (j,) D™ (R)DY(j;) = D™ (Ry(r)RR:(r))

Segue a demonstracao do Lema 4.3.1.

63 A ortogonalidade (hermiticidade) deste projetor nio ¢ reivindicada em [38], mas pode ser facilmente

verificada. Veja também [39, Eq. (C.1)], em que o mesmo projetor é usado e considerado hermitiano.
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Demonstracdo. Primeiro mostramos a equacio que define como D™ (;1) age. Utilizando

Eq. (4.36), temos:
D™(Ry(m)) E™ iy ® -+ @ 1, = E™ DY(Ry (7))t ® - - - @ DW(Ry (1)),

Portanto,

DY (G)EMu @ -+ @ up = E™ Ry(1)iy ® -+ - @ Ry ().

(Onde usamos a representacao definidora das rotagoes.)

Agora a parte (i) do Lema 4.3.1,

D(”)(71)2E(”)u1 Q- Qu, = FE™ Ry(m) Ry(m)ug @ -+ @ Ry(m) Ry(m)uy,

Aqui Ry(m) € El, grupo de Lorentz proprio ortécrono, que implementa um rotagao
pura sobre o eixo-1 de um angulo-m nas coordenadas espaciais de R*, que é um elemento
do subgrupo estabilizador do momento de referéncia p dentro do grupo LT, este que
denotamos por O(3), e R;(7) uma matriz ortogonal especial 3 x 3, a saber, R;(7) € SO(3).

Uma vez que Ry(w) € R ficamos com:

D(”)(jl)QE(")u1®~ —Qu, = E™ Ri(m) Ri(m)u ®- - @Ry () Ry(m)uy, = E™u @ -@u,.

Por tltimo a parte (i) do Lema 4.3.1,
1512 Gl)D(n)(R)D(n)Gl)E(n) W R Qu, =
= D™(Ry (7)) D™ (R)D™ (Ry(n)) E™ uy @ - - - @ uy.
Como R € R, temos
D Gl)D(n)(R)D(n)Gl)E(n) U R R, =
= D"(Ry(m))D™(R)D™ (Ry(n)) E™uy @ -+ @ u,
que por sua vez é igual a
D™ (R ()RR (7)) E™ 11 @ - ® uy,.

Onde j,Rj; = j1Rj1 = Ry (m)RRy (). U
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Portanto, para os bosons, temos que U(}l) definida pela Eq. (3.10), ira satisfazer

(i) U()* =1
(i5) U(jn)U(M)U(G1) ™" = U(jiAjr)
Demonstragao. A parte (i) é facilmente verificada de acordo com a parte (i) do Lema 4.3.1,
para mostrar a parte (i7), os argumentos sao semelhantes ao caso dos férmions, com
s = %, veja Proposicdo 3.2.4, basta trocar o jiAj; por j1Aj; = Ry(m)AR (7)) e
RG1A jlap) = }1 R(A, _jlp)jl por R(A,—jip) = Ri(m)R(Ri(7)ARy (), p)Ri(7) uma
vez que j; = —Ry(m), veja Lema 3.2.3. O

Sendo D™ (—1) = D™ (R(x)) o D™ (},), temos:
DW(=1)E™u; ® -+ @ up = D(Ry (7)) o DV GHE™ wy @ -+ - @ .
De acordo com o Lema 4.3.1,
D™ (Ry(n)) o D™ (GE™ uy @ - - @ u, = D™ (Ry(n)) o D™(Ry (7)) E™ ity @ - -+ @ .

Utilizando a Eq. (4.36) e o fato de que R; (7?)2 =1, temos que o representante antiunitario

da transformacao PT —1 ¢ dado por:
D(")(—l ) E® UL R @ Uy = E® U Q- @ Uy, (4.37)

onde @, significa conjugacio complexa de componentes, veja Eq. (4.10). Note que E™
é um intertwiner da representacdo DM ® --- ® DM do grupo gerado pelas rotacoes e a
transformacdo PT para D™ isto é, Eq. (4.36) vale para R € O(3) e R = —1. Isso nos
permite construir intertwiners de Wigner com spin-s, com s = n e n € Ny qualquer a

partir do intertwiner de Wigner para spin-um.

Lema 4.3.2. Seja v um intertwiner de Wigner de uma representacio D' do grupo de
Lorentz para DU, e deize E™ ser um intertwiner da representacao do n-produto tensorial

DWW ... DW do grupo de rotagio para D™ . Entdo

U(S)(pa 6) = E(n) © U(py 6) K- U(pv 6)
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¢ um intertwiner de Wigner da representacao do n-produto tensorial D'®---® D" do grupo
de Lorentz para D™ . Se E™ ¢é um intertwiner também sob os respectivos representantes

da transformacao PT —1 , entdo v®) é autoconjugado se v for.

Em vez de tomar n vezes o mesmo intertwiner v, obviamente pode-se pegar dife-

rentes intertwiners.

Demonstra¢ao. Vamos demostrar o Lema 4.3.2, para isso temos R = R(A, p), entdo:
v (p,e)o D'(A) @ -+ @ D'(A) = E™ ouv(p,e)D'(A) @ --- @ v(p, e)D'(A),
uma vez que v(p,e) o D'(A) = DY(R) o v(p,e) temos:
E™ ouv(p,e)D'(A)® - @v(p,e)D'(A) = E™ o DY(R)v(p,e) ® - -- @ DY (R)w(p, e),
por outro lado E™ o DM(R) ® -+ ® DV (R) = D™ (R) o E™, logo
v (p,e)oD'(A)®---@D'(A) = D™(RYE™ ov(p,e)@---®@v(p,e) = D™ (R)ov®(p,e).

Assim finalizamos a demostracao. O

Exibimos o produto escalar em h®) para referéncia posterior. Inserindo o projetor

Eq. (4.34), temos

(E(n)ul®...®un7E(n)fU1®...®f0n> f—
[n/2]

Z Z (—1)"ex (U,\(l),m) e (UA(Qk—l)auA(Qk)) X

N2
(n) \o€Sy k=0

1

X (To(), Vo(2) ) * ** (Vo@riet)s Vork) ) (Un@ks1)s Voiar) ) -« (Unm)s Vo) ) - (4.38)

A demostracido da Eq. (4.38) estd na Segdo 5.4 com a diferenca que 14 temos um fator
(x, X' ), em que xy € C? que nao temos aqui, entretanto a demostragao é completamente

analoga.
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4.3.2 Campos com localizacao tipo-ponto

O espaco de chegada b para o potencial tensor é o espaco de tensores simétricos
com traco zero em (C1)®" e D(A) é a restrigao correspondente de A®", que é equivalente
a DM/2n/2) [37]. Para o tensor intensidade de campo, h é um subespago invariante de
(C*)®*™ e D(A) € a restri¢ao correspondente de A®*". Sejam v (p) e v}, (p) os intertwiners
para o potencial tensor e o tensor intensidade de campo de spin-um, respectivamente, e

defina

VP () = EW 0l (p) @ -+ @0f, (p) (4.39)
s, F - n) F F
Uit @) = BT 00, () @ - @ v, (). (4.40)

De acordo com Lema 4.3.2 estes sao intertwiners de Wigner autoconjugados. Deixe

o D . . .
APy € Fuinpn, serem os campos tensoriais livres, hermitianos, locais e covarian-
tes correspondentes. O tensor intensidade de campo F), ..., de ordem-2n obviamente
tem as propriedades de simetria (permutagao), ou seja, simétrico sob troca de qualquer

um dos pares (u;,v;) <> (45,v;) e antissimétrico sob troca de qualquer um dos indices

Wi <> V.

Lema 4.3.3. Os campos AP, ... € Fvpnw, S40 relacionados como na Eq. (4.30). O

potencial tensor AP, ... tem traco e divergéncia iguais a zero,
9" AP e, = 0, A g () = 0. (4.41)

Ele € o inico, mddulo equivaléncia unitdria, campo qudntico livre para particulas massivas

com spin-n, n € Ny, que € um tensor simétrico com trago zero de ordem-n.

164

Os dois campos tém dimensao de escala s + 1°*. De fato, a funcao de dois pontos

65

» ; N 5 - A
de Fpyvyepnvn € APy, s0bre a concha é um polindmio homogéneo *° e nao homogéneo

respectivamente de grau 2n.

64Para o bosons s = n.
65Polinomio homogéneo é um polindmio onde os monémios com coeficientes nao-nulos tém o mesmo

grau, caso contrario, serd dito nao homogéneo.



4.3 Caso Geral s > 2 98

Mostra-se o Lema (4.3.3).

Demonstracao. O fato de que o potencial AP tem divergéncia zero segue como no caso
do spin-1 a partir das propriedades da funcao intetwiner do spin-1, veja Eq. (4.13). Para
provar que o AP tem trago zero, observe que vg(]ﬁ) = vPe,) =te) se p=1,2,3e=0se

1 = 0. Consequentemente
g b (p) @ vE(p) = —g7ew) ® ey = gs, (4.42)

uma vez que g = —g¥. Portanto o tensor g b (p) @l (p) @b,

(p)®---vh () é ortogonal
em (C3)®" para todo tensor com trago zero no sentido de (4.33), isto é, sua projecio £™

no espaco de tensores com traco zero é zero. Isto implica traco zero (4.41) de AP, ...

A unicidade decorre da observagao na subsecao 3.2.3, uma vez que a representacao
do grupo de Lorentz em tensores simétricos com traco zero e de ordem-n é irredutivel, a
saber, equivalente & representacio D(/2™/2) |37|. Para provar a relacdo (4.30), insira a

formula explicita (4.15) de v* na defini¢ao (4.40). Tsso produz

U @) = " E™ (p, 08 (p) = pu, R, (9) @ -+ ® (p, 08, (p) = pu, V%, (p))  (4.43)

que pode ser escrito como
" Z(_l)mp#jl © Py Puiy Py, E™ Ugjl (p) Q- Ugjl (p) ® Uzil (p) Q- Ugik (p)v
I

onde I = {iy,...,ix} percorre sobre todos subconjuntos de {1,...,n} e I°= {ji,..., 5}
é o complemento de /. Uma vez que a proje¢ao do produto tensorial dos intertwiners-vh

¢ justamente o intertwiner para AP, ..., , isso prova Eq. (4.30) .

A parte da funcao de dois pontos sobre a concha do tensor intensidade de campo,

pela formula geral (3.48), é dada por

F F —
(Ulilyl"'ﬂsyn (p)7 UZ&V{'“,LL;LV,/,L (p)) -
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Substituindo o projetor E™ da Eq. (4.34) escrevemos o produto escalar em h*) como
na Eq. (4.38) e temos que ela é dada por uma soma, em que cada termo é um produto
de n fatores da forma (v, (p),vﬁ;y; (p)) ou (m7 UE}”} (p)) ou o complexo conjugado
deste tltimo. A conjugacgao complexa dos intertwiners representa apenas um sinal global
e, assim, cada fator, a menos de um sinal, é justamente a funcao de dois pontos do ten-
sor intensidade de campo de spin-um sobre a concha, que ja sabemos ser um polinémio
quadratico homogéneo, veja Eq. (4.16). Assim, a fun¢do de dois pontos do tensor inten-
sidade de campo com spin-s sobre a concha ¢ um polinémio homogéneo de grau 2s, como

afirmado. De maneira similar mostramos a parte da funcao de dois pontos sobre a concha

do potencial tensor AP, .., . Pela formula geral (3.48) é
(VS (), 0% (0)) = (v (D) ® -+ @ 0, (p), E™ vy (p) @ -+ @ 0F, ().
1 fhn p LR AR i p M1 p Hn p ) 131 p W, p

Ja descobrimos que o produto ¢ dado por por uma soma, em que cada termo é um
produto de n fatores da forma (v, (p), Uyt (p)) ou (W, Uy, (p)) ou o complexo conjugado
deste tltimo. A conjugacao complexa dos intertwiners representa apenas um sinal global
e, assim, cada fator, a menos de um sinal, é justamente a funcao de dois pontos do campo
de Proca, que ja sabemos ser um polinémio quadratico ndo homogéneo, veja Eq. (4.12).
Assim, a funcao de dois pontos do potencial tensor AP, .., com spin-s sobre a concha é
um polinémio ndo homogéneo de grau 2s, como afirmado. A Eq. (1.4) e [20, Proposigao
7] implica que o grau de escala das fungoes de dois pontos é 2s + 2, isto é, a dimensao de

escala dos campos é s + 1. O

4.3.3 Campos com localizagao tipo-string

Nosso potencial tensor com localizacdo tipo-string A, ..., (x,e) é definido como o

campo livre correspondente ao intertwiner de Wigner

v, (pv 6) = E(Tb) Upy (p7 6) K- Upp (p7 6)' (444)

P pin

De acordo com o Lema 4.3.2, este é um intertwiner de Wigner (autoconjugado)
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da representacdo n-tensorial do grupo de Lorentz para D™. Portanto, Ay, € um

tensor campo quantico localizado tipo-string, covariante e hermitiano. Inserindo a férmula

explicita (4.20) em (4.44), temos que o intertwiner de Wigner pode ser escrito como

n
. n—1
Uponnn (2 €) = 0P, (0) + D im0, (0 €)+
j=1

+ 42 E pmpujU,(ﬁ’.q.l.,;iz..).ﬂj...un (p,e) + -+ i"puy - P ™0 (p,€), (4.45)
b€}
i#j

onde o chapéu significa omitir indice correspondente, com

‘n—k
(n.k) - ! (n)
Uy, (p7 6) - (p e+ ig)”—k’ E Up<p>€ ®V vp(p)€®vﬂl (p) & & U,Ek (p)

n—k vezes

Pelo Lema 4.3.2 e Proposi¢do 3.4.2, isto é um intertwiner de Wigner (autoconjugado).
Denotamos por ng,(ﬁk)uk o correspondente tensor campo quantico localizado tipo-string,
covariante e hermitiano. Novamente pela Proposicao 3.4.2, esses “campos de escolta”

podem ser escritos como integrais de linha
qﬁfﬁk)%(x, e) = /0 dty--- /0 Aty APy (T + (B4 - -+ g )e) 5 ehn,

O potencial tensor com localiza¢ao tipo-string A, .., e os campos de escolta ¢fﬁk)uk

satisfazem as propriedades relatadas no Teorema 1.0.1:

Proposicao 4.3.4. O potencial tensor localizado tipo-string A,,..,, estd relacionado a
sua versao com localizacao tipo-ponto e aos campos de escolta gbﬂik)uk como na Eq. (1.5).
Sua funcao de dois pontos tem grau de escala dois depois de integrada com uma funcdao
de teste na varidvel e e tem wm limite para massa zero. E um potencial para o tensor
intensidade de campo F,, ,, ..., 10 sentido de Eq. (4.30). Finalmente, satisfaz a condigdo
“calibre axial”

Aoy (T, €) € = 0. (4.46)

No entanto, A,,..,, nao tem divergéncia e nem trago iguais a zero. Foérmulas
explicitas para as fungoes de dois pontos no caso de spin dois sao fornecidas nas Eqgs. (4.53),

(4.54) e (4.55) abaixo.
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Demonstracao. A relacao (1.5) pode ser lida a partir da Eq. (4.45). Além disso, note que
na Eq. (4.43) pode-se substituir cada vf,(p) por v, (p, e) devido a relagao de spin-um (4.26).
Isso prova a relagao (4.30) com AP substituido por A. Para provar as afirmacgoes sobre a

funcao de dois pontos, consideramos sua parte sobre a concha, ou seja,
S S /
(v,ulm,un (p7 6)7 UM&"‘M% (pa € ) ) .

Como na prova de Lema 4.3.3, descobrimos que é dada por uma soma, cada termo
do qual é um produto de n fatores da forma (vui (p,e), Uyt (p,€) ) ou (v% (p,€e), Uy (p, e’))
ou (v, (p,e), vy, (p,e)). Os fatores (v,(p,e), v, (p,€’)) sdo justamente as fun¢des de dois
pontos sobre a concha M:‘j‘ (p, e, €e’) dado na Eq. (4.21) e os outros fatores sao determinados

usando Eq. (4.14) e vu(p) = —vi(p), como

Pu- €y +pu'eu . PubPv
p-e+ie (p-e+ic)?

(Ult(p’ 6)7 U,,(p, 6)) = Guv — (447)

e seu complexo conjugado.

Demonstragao. Substituindo Eq.(4.19) em (U#(p, e), v, (p, e)) temos,

= (W)~ e W ) — v )e) = (VR0 L b)) -

P (e vb(p) )~ (oB) . v (p)e )+ 2 (P (p)e, vP(p)e).

Cpoe+ic p-e+ie (p-e+ie)?

Usando vji(p) = —vb(p) temos

(0ap.€), 00, )) = = (vh(0) , 020)) + 25— (VP(p)e , 2(p))+

p-e+ie

i 1%1@'6 <Uﬁ(p) ’ Up<p)€> a % (“p(p)e : vp(p)e>.

Agora usando a Eq. (4.14) para cada produto, produzimos a Eq. (4.47). ]

Note que todos os fatores sao homogéneos em p de grau zero. Assim, cada produto

de n fatores também é homogéneo em p de grau zero. Mais precisamente, ¢ uma soma de
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termos da forma (3.112), com o grau do polinomio MP(p) igual a ny + ny (0 nimero de
fatores p-e=+iec ou p-€’ +ie no denominador). De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposigao
7 | temos que o grau de escala é dois, o que implica dimensao de escala do campo igual
1, e pela [20, Proposi¢ao 9 | que o limite para massa zero existe. A condi¢do de “calibre
axial”, Eq. (4.46), segue da antissimetria do F,,,..,.,. Mas também pode ser verificada no
nivel do intertwiner do campo A,,,.... (z,€), como feito para o caso de spin-um, veja a

demostracao no final do Lema 4.2.1. O

Finalmente escrevemos nosso potencial tensor com localizagao tipo-string como
uma integral de linha sobre o campo tensor intensidade de campo em analogia ao caso de

spin-um, veja Eq. (4.5).

Lema 4.3.5. Vule

Ay (z,e) = /o dty - - -/0 Aty Fpyvoppnn ( + Ztie) et e, (4.48)

i=1

Demonstragao. Inserindo a relagao (4.18) na defini¢ao (4.44) do intertwiner de Wigner de
Ay, Produz

Ve (92 €) = (g U (P)°

l/l...l/n

Usando a Eq. (3.111), isso implica a afirmacao. O

Note que o Lema ou, equivalentemente, a tltima relacao na sua demonstracao,

implica que a funcao de dois pontos AA sobre a concha pode ser escrita como

AA / Mlifl;"l"'/inanltﬁVi"'HﬁLV;L <p) vy v AV nv!
Mﬂl"'ﬂnyﬂll"'/";w,(p7 €€ ) - (p e — Zg)n(p . 6, + i€>7l € e (e ) tees (6 ) n’ (449)

onde MFF & a parte da funcdo de dois pontos de F'F sobre a concha. Como este ¢ um
polindmio homogéneo de grau 2s, veja Lema (4.3.3), a Eq. (1.4) e |20, Proposi¢ao 7 |
confirmam nossa declaracao de que a funcao de dois pontos de AA tem grau de escala

dois, e [20, Proposi¢ao 9| confirma que o limite para massa zero existe.
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4.4 Spin dois: Graviton massivo

Colocamos aqui férmulas explicitas para o campo com localizacao tipo-ponto e

localizacao tipo-string com massa m e spin-dois.

As particulas de spin-dois podem ser interpretadas como Gréavitons massivos, e
o potencial tensor hﬁy(z Aﬁy) poderia, no caso massivo, modelar as flutuacoes quanti-
cas do campo métrico. O tensor intensidade de campo seria (duas vezes) o tensor de
Riemann linearizado R, veja Eq. (1.7). E interessante notar que o tensor Ricci
R, = g””’RWM/V/ coincide neste contexto linearizado de campos quanticos livres com um
miltiplo do potencial:
1

— 2P
R.Uﬂul - 2m h[u,p/?

(4.50)
devido as condigoes de "calibre harmonico", Eq. (4.41) e a equacao de Klein-Gordon para

P
hL, .

Demonstracao. Temos :

FEp = 2. Ry

Utilizando a Eq. (4.30) para n = 2, temos

ijul’/ _ (aﬂaﬂ/hp 4 al/al/’hz,u’ —_ 8,,8M/hp — aud,lhgu, )

vv'! uv’

N —

Entao o tensor Ricci é:

(8,0,09™" 12,

P v/ p
+Uh,,, — 9" 0,0uh

!

_ gul/aﬂa’/ hl}jﬂ’ )

N | —

77
Ruyw = 9" Ry =

Utilizando o fato de que h,,» = h,/,, que as derivadas comutam e a Eq. (4.41), temos que

p

0 tnico termo que sobrevive ¢ U A,

portanto
1 P
Ry = 5 (O ).

p
pp'

de Klein-Gordon (O b , = —m?h} ) , produz a Eq. (4.50). O

Uma vez que o campo h; ,, assim como qualquer campo livre massivo, satisfaz a equacao
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Colocamos a forma explicita do intertwiner para o campo do Graviton massivo e,
por consequéncia, mostramos que o campo localizado tipo-string difere do localizado tipo-
ponto por 3 termos que sao derivadas de campos tipo-string. Pela defini¢ao a Eq.(4.44) e

a forma explicita da Eq.(4.19), temos:

i ,€) =B (0(p) = - vp)e) @ (vlp) = Fo(p)e)

—E® (u(p), @ v(p),) — ﬁE@) (v(p), ® v(p)e) — ﬁff@ (v(p)u ® v(p)e)

+ %E(z) (v(p)e ® v(p)e).

Isto pode ser escrito, veja Eq. (4.45), como

vl (p.e) = viE(p) + ip vl (p,e) + ip, vV (b, €) — pup v (p, ). (4.51)
Com v22(p) = E® (v(p), @ v(p).), v (p,e) = o E® (v(p), @ v(pe) e
—1
2,0) e 2)
0@V (p,e) = mE( (v(ple @ v(p)e).

A Eq. (4.51) corresponde ao intertwiner do campo h,,,, portanto, o mesmo é da forma:
hy (. €) = W2, (x) + 0,00 (2, €) + 0,60 (x, €) + 8,0, (x, €). (4.52)

Que comprova que o campo tipo-string difere do seu correspondente tipo-ponto por termos
que sao derivadas de campos tipo-string como dito no Teorema 1.0.1, Eq. (1.5).

O hP,(z) é o potencial (Graviton massivo) localizado tipo-ponto e é fixado pelo
intertwiner vZf(p), ,(,2’1)(35, €) se comporta como um campo com spin-um, mas representa
um campo com spin-2 e ¢ fixado por vl(,z’l)(p, e) e 9 (x,e) que se comporta como um

campo escalar, mas também representa um campo com spin-2 e é fixado por v>(p, e).

Note que o campo ¢>V) tem divergéncia zero,
0 - ¢(271) =0,

devido ao fato de que p"v(p), = 0, veja Eq. (4.13).
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Como qualquer campo livre com massa m, o campo ¢0) (x,e) satisfaz a equagao

de Klein-Gordon,

(O+m*)¢*9 (z,e) = 0.
Portanto, o traco de h(z,e) = hfi(z,e) satisfaz:
h(z,e) = —m2p0 (z,e).

Aqui usamos o fato de que o traco de hfj,j é zero, que por sua vez vem do Lema 4.3.3.

Temos as seguintes notagdes: h = g hy,, e - = g‘“’&,gbff’l).

Damos uma lista das funcoes de dois pontos para os potenciais tensores com locali-

zagao tipo-ponto e localizagdo tipo-string, il e 1, bem como para o campos de escolta,
,(3’1) e 29 sobre a concha. Todas sio calculadas como nas provas do Lema 4.3.3 e
Proposigao 4.3.4, usando o fato de que para s = n = 2 a projecao (4.34) nos tensores

simétricos com trago zero em (C*)®% é dado por

1
EYu@u= Ef)u@) v — g(a,u)gg.

Para o potencial com localizacao tipo-ponto, a funcao de dois pontos sobre a concha é

dada por
2 pupupu Py 1 1
hPRP _ 4DPuPvPpu
M;w,,u’l/( ) - gT + 5 (g,u,u’gw/’ + gl/,u’g,ul/') - ggu’u’guy
L (pubw PPy Pubv Pup L (pupv Pw P
_§< m? G+ m? Guus m? G + m2 g’w/>+§<m2 wv & m? g“”)

Isto coincide com a Eq. (21) em [41], se levarmos em conta as diferentes convengoes

substituindo o d,, por —g,,. A parte da funcao de dois pontos de hh com localizagao
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tipo-string sobre a concha é dada por

hh DuDvP P’ 9 1

pv,u'v’! (p7 e, 6/) = m((e . 6/) — §) (453)
PuPvDw 1

" o) (et 3e) = W o)

PuPpPv' 1
I A S

Pubv 1 Pw Dy 1
- (p-e)? (ewew + 3gw) + (p- )2 (enes + 39W)
Pubw 1 / / 1 / / !
+ ——(zleve, +e-€eg,) —ceve, ) + (U v
PuvPw 1 / / 1 / / /
+ W(i(el/eu +e-e g/ﬂ/') — ge#eyl) + (W V)
+p—“(lg~e = L gurerr + Gure ) + (pev)
p‘egule/Quyu v/ Cp
P 1 1
o (Gl — 0+ 90) + ()
1 1
+ 5 (gu,u’gm/’ + ng/g,uV/) - gg/ﬂu’g,uu-

Estamos suprimindo os ic e ie’. Cada termo p - e tem que ser lido como p - e — ic e cada
termo p - ¢’ tem que ser lido como p - ¢’ + ic.

As partes das funcoes de dois pontos para os campos gzﬁ,(f’l) e > sobre a concha, saem

da seguinte maneira:

b2 e-¢e
M (pyeyel) = B (2 454
Jy 1 (p7€76) m2 <3m2 2(]3'6)(]9'6/)) ( )
p_u(i_i)+@(e_ﬂ_ ! )
m2 3p-e  2p-e m2 3p-e 2p-¢
1 e-e 1 1 eve 1 eue,
+_9uu’(—/__2)+_ Y N 2 vee 7
27 (p-e)(p-€e) m* 2(p-e)(p-€) 3(p-e)p-e)
2 1 1 1 2(e-€)
MY = — - 4.55
2ed) =51 = 52 (e T o) " - ) (459

1
TR

Novamente estamos suprimindo os ic e ie’. Cada termo p-e tem que ser lido como p-e —ie

» 1

+ (e-¢€) 5)

e cada termo p - €’ tem que ser lido como p - €' + ie.

De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposi¢ao 7], temos:
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Proposicao 4.4.1. A fungao de dois pontos de hy,, hf,,, ngf’l) e >0 tem grau de escala

2,6, 4 e 2, respectivamente.

.. . ~ (2,1) 2,0) oz
Isso significa que, a dimensao de escala dos campos hy,, hi,, ¢u"" e #0) s3o

1,3,2 e 1, respectivamente. Comprovando, assim, nossa afirmacao inicial de que campos
tipo-string tém um melhor comportamento UV.

De acordo com a [20, Proposicdo 9 |, temos que nossos campos h,, possuem limite para

21 L
massa zero, enquanto os campos, k2 . o2V e ¢20 nio tém.
) ) ma 123



Capitulo 5

Férmions

5.1 Introducao

Consideramos nesse capitulo os campos que carregam particulas com spin arbi-
trario semi-inteiro, s = n + % com n € Nj. Ressaltamos que para campos com spin
semi-inteiro uma rotacao de 27 gera um sinal, portanto, temos que trabalhar com a repre-
sentacdo irredutivel unitaria com energia positiva U™ (a, A) do recobrimento do grupo
Pl

A construcao dos campos quanticos fermionicos que satisfazem a relacao de cova-
ridncia Eq. (1.3), mais precisamente, veja a nota de rodapé 11, é feita de maneira similar
a construcao dos campos com spin-inteiro, veja Sec. 4.3. Nesse trabalho, os intertwiners
para os campos sao determinados a partir dos intertwiners dos bésons vetoriais massivos,
os quais ja determinamos no capitulo 4 juntamente com o intertwiner do campo de Di-

rac s = Portanto, nossos campos tém indices tensoriais correspondentes aos campos

1

5

com spin inteiro e um indice espinorial «, (a = {1,---,4}), correspondente ao campo
. . ~ 1 1 . . p

de Dirac que consiste da representacio (5,0) @ (0, 3), assim, denominamos O . e

campo spinor-tensor localizado tipo-ponto e @, ..., o« de campo spinor-tensor localizado

tipo-string. Para o spinor-tensor localizado tipo-string, utilizamos o intertwiner do béson

108
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vetorial s = 1 com localizacdo tipo-string, dado pela equacao (4.19), e para o spinor-tensor
com localizacao tipo-ponto, o intertwiner do béson vetorial localizado tipo-ponto, a saber,
v (p)-

Em ambos os casos vamos utilizar o campo de Dirac localizado tipo-ponto e seu
intertwiner correspondente é denotado por v”(p). Dado a importancia do intertwiner de
Dirac e de sua funcgao de dois pontos para construcao geral, fazemos na se¢do 5.2 uma breve
revisao sobre o campo de Dirac tipo-ponto.®® Para construir o caso geral determinamos
o projetor, denotado por E(+2) sobre o subespaco h("2) C (C3)®" @ C2, que contém
particulas com spin semi-inteiro, s = n + % com n > 1, o qual é um intertwiner entre a

representacao do (n + 1)-produto tensorial® p(l) R ® D(1)1®D(%) do grupo SL(2,C)

para D"+3) com n > 1.

Colocamos na secao 5.5 formulas explicitas para um caso especifico, a saber, o
campo com spin s = %, este denominamos de campo spinor-vetor, pois tem um indice
espinorial o e um indice vetorial u correspondente ao spin-um e denotamos por ¥, ,
e por VP o localizado tipo-string e tipo-ponto, respectivamente. O campo W/  é mais
convenientemente descrito por Rarita-Schwinger [42], o que justifica o fato de ser conhecido

na literatura como Campo de Rarita-Schwinger.

Nossos campos spinor-tensor sao simétricos de ordem n com relagao aos indices
tensoriais, nao sao hermitianos e os localizados tipo-string diferem dos campos localizados
tipo-ponto correspondente por termos que sao derivadas de campos localizados tipo-string
bem definidos que sdo responsaveis pelo mau comportamento UV (apresentam um me-

lhor comportamento para grandes energias comparado com o seu correspondente campo

66 A motivacdo para utilizar o campo de Dirac localizado tipo-ponto se deve ao fato de que ndo podemos
escrever o campo de Dirac localizado tipo-string como sendo o campo localizado tipo-ponto correspondente
mais termos que sao derivadas de campos tipo-string como descrito no Teorema 1.0.1, ou seja, o campo

nao satisfaz a Eq. (1.5).
6"Durante o desenvolvimento vamos denotar por (n + 1)-produto tensorial, o produto de n-vezes D)

1
2

produto tensorial e uma vez D(z). O mesmo vale para (n + 1)-produto tensorial, o produto de n-vezes

C3 e uma vez produto tensorial C2.
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localizado tipo-ponto); conforme afirmamos na Eq. (1.5), logo temos localidade suficiente
para uma construcao perturbativa de modelos interagentes. Por fim, escrevemos nossos
campos spinor-tensor localizados tipo-string como uma integral de linha sobre campos

spinor-tensor localizados tipo-ponto.

Antes de continuar com nossos resultados, colocamos como o operador antiunitario
DG)(5,) da representacio U(j;) definida pela Eq. (3.10) age. Para s = 5, temos J1Aj =

o1 Ao, e D& (jl) agindo como:

~ . N, ..
)(]1))( = D(Z‘)(wg)x =103, XE C2.

VI

Dt

Lema 5.1.1. FEste satisfaz:

Gl
=
S
Gl
=
|
S
ol
S
=T
2
<
=
m
N
P

(it) D) (j;) D"

Demonstragao. A parte (i),

. 1 — 10303
)(]1) X = D® (]1)203X 103103 X = ; X=X

N|=

D¢

A parte (i1),

DR (G)DD(R)DP (j)x = DD (j,) DZ)(R)DH (i) x =

ZO'3RO'3

— DD (G)DP (R o)y = D'3)( )x = D) (03 Ras)x

1

Portanto, temos que verificar que o3Ro3 = 01 Ro;.
O'3R0'30'1R_10'1 = 0’30’30‘1R_1*R_10'1 = 0101 = 1

Aqui usamos que o, = matrizes de Pauli, 0301 = ¢ e que da Eq. (2.3) temos Re = eR™* =
eR, uma vez que R € SU(2). Logo, nossa defini¢ao satisfaz a condigdo para que seja uma

representacao. O
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5.2 Campo de Dirac com localizacao tipo-ponto

Nessa secao recordamos o caso do campo de Dirac com localizacao tipo-ponto, o
qual é dado pela Eq. (3.43) com seu respectivo intertwiner e é denotado por ¥, (p). Assim
foi necessario devido ao fato de que todos os intertwiner para spin semi-inteiro, para s > %,
serao calculados a partir do v”(p), juntamente com o intertwiner do spin 1. Da mesma
forma como foi feito para o caso de spin inteiro, em que todos intertwiners para spin s > 1

foram fixados pelo o intertwiner do caso s = 1.

O campo de Dirac, s = %, se transforma de forma covariante como a Eq. (3.12)

2

com r = q, onde D(A) := S¢(A)% a saber:
Ula, A) Vo (z) Ula, A" = Uy (A(A)z + a) S(A)wa,

com A € SL(2,C) e A(A) transformacao de Lorentz propria através de elementos de
SL(2,C). De acordo com a Prop. 3.2.5 ¢ a Eq. (3.41) temos o intertwiner de Wigner
de Dirac para o momento de referéncia p, v? := vP(p) fixado pela representagao S¢(A)

satisfazendo a “pequena relacao de intertwiner”,
D@ (R)ov? =vP 0 S4(R), ReSU(?2).
Uma solucio dessa relacio ¢ dada por
P =yvm(—¢ e).

Usamos a definicdo do £ dada no Lema 2.3.3, o fato de que S¢(R) = S(R) e a Eq. (2.3) o

que nos produz Re = eR.

680nde S¢(A) := S(A~1)! é a representagdo sobre a qual o campo de Dirac se transforma de forma

covariante, S(A) = D(z:0(4) @ D©:2)(A).

A0
0 A*

69A constante \/m foi escolhida para que a relacio canonica de anticomutacdo seja satisfeita, a saber,

{0a(0,2),95(0,y)} = idapd(@ — y).
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Utilizando a Eq. (3.42), temos

vP(p) =v” 0 S4B, ") = vVm(—¢eB, EE;I).

p
Podemos utilizar a Eq. (2.3) e reescrever o v (p) como:
vP(p) = vm(— B,'c Bje). (5.1)

O intertwiner conjugado de v”, denotado por vP¢, é fixado pela Eq. (3.28) e é dado por:
vP(p) =vm(B; B,'). (5.2)
Vamos demostrar a Eq. (5.2).

Demonstra¢ao. Da Eq. (3.28), temos:
vP(p) = D (Gi)v(=ip) ().
Utilizando o Lema (5.1.1) e 5°(j;) dado na nota de rodapé 40, temos:

. . R 107 0
b (p) = \/E 10-3( - B—Jllpg Bijw€>

()
0 —Z'01

Usando o Lema 3.2.3, a saber, B_;,, = 018,01, e o fato de que 030, = ¢, ficamos com
vPe(p) = vm (5@01501 5?;501501).

Utilizando Eq. (2.3), podemos reescrever da seguinte forma:
vP(p) = vVm (Breoyeoy Bp_lsaleal),

o que produz a Eq. (5.2). ]

Para determinar a funcao de dois pontos sobre a concha para o campo de Dirac,

fungao definida pela Eq. (5.5) abaixo, precisamos determinar o 97¢(p) = vP¢(p)~y, com

0 I
I 0

Yo =
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Temos que

oP¢(p) = vP(p)yo = vm(B, B, )y =vm(B, B,")v =vm(B; B,")

O que nos produz,

(p) = vm(B," B}). (5.4)

Com as solucoes dos intertwiners acima, determinamos a funcao de dois pontos
sobre a concha para o campo de Dirac localizado tipo-ponto, denotado por, ¥, (x). A

funcao de dois pontos para o campo de Dirac com seus respectivos intertwiners de Wigner

D

vy (p) e vf(p) e sua respectiva fungao de dois pontos sobre a concha sai como:

70

(2 0a@ Ta@i0) =20 [ dutp) e 3%y

M‘ya%(p) :(vo[z)c(p)v ﬁé)%p))f,(%)’

em que (-,-) e (-,~)h(%> indicam os produtos escalares no espaco Fock H fermio-

nico e no pequeno espaco de Hilbert h(%), respectivamente. Aqui, \If_ﬁ = (\I’*%)ﬁ e

vPe(p) = vP¢(p)e,.

Lema 5.2.1.
MY¥5(p) = (v2(p), 55°(p)) = (B+m), (5.5)

Demonstracdo. Seja v € C* tal que:

U1
_ Vo v?
v = = com U“,vb e C2.
U3 'Ub
Uy

"ONa secdo 5.4, mostramos a expressdo da funcio de dois pontos para o caso geral, spin s = n + %, com

n > 1.
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e
(U,w) = (v“,w“)(CZ + (Ub,wb)@.
Portanto,
o = :
o
e
o €
(eon 65) = b ) bB = (egu 6%)@2 + (627 6%)((:2 (57)
e’ ey
Aplicando as Eq.s (5.2) e (5.4) temos,
MY (p) = (v7°(p), 95°(p)) = m.((B; B, ")eas (B, Byles).
Utilizando as relacoes dadas pelas Eq.s (5.6) e (5.7), as Eq.s (2.6) e (2.7) as quais
~ 0
nos proporcionam, B2 = = e (B,')? = £, e yf = 2 temos:
p o0

MY (p) = m.{(ear €5) + (€a %66)} = (ea, (F+m)es) = (F+m) 5

OJ

De acordo com a Eq. (1.4) e [20, Proposi¢ao 7|, temos que a funcao de dois pontos

tem grau de escala 3 e consequentemente a dimensao de escala Dy do campo de Dirac é

3
5

5.3 Espaco de uma particula - Férmions

Vamos comecar a construcao dos campos com spin semi-inteiro com
s = n+ %, n > 1. Primeiro, lembramos a representacao dessas particulas e
construimos os intertwiners para os campos. Tomamos a representacio D) de SL(2,C),
onde s =n+1 e n > 1, como realizada no subespaco irredutivel de (C*)*" ® C2,

denotado por h™2). O espaco (C3)®" @ C? contém vérios subespacos irredutiveis de
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SU(2), mas mostramos no desenvolvimento do capitulo, que ele contém um subspago
com spin n + % sem degenerescéncia. Em (C3*)®" @ C? consideramos o produto escalar

induzido por C? e C?,

(U @ Uy X, 011 @+ @y @X') = (ur,v1)+++ (Uny v3) (X, X) (5.8)

usando um e o mesmo simbolo, em que u; € C3 e y € C2.

Proposicao 5.3.1. O projetor ortogonal para o subespaco f)(”+%) C (C3)®" @ C? ¢ dado
por:
1
EMH) = (1 — —E™r0,) o EM (5.9)

Cn
A constante ¢, deve ser inserida para que éin@;@n seja um projetor.”
Em que o E™ ¢ o projetor definido pela Eq. (4.34). Aqui estamos usando a seguinte
notacao,

EW (@ @u,®@y) = EM(uy®@- - Qup) @ x.

0, 0 mapa de (C3)*" @ C? — (C3)®"~! @ C? definido por:
On(U @U@ DUy ®X) = U QU @ -+ ® Up—1 D Uy X,

em que u = 22:1 upo,. E O o seu adjunto dado por:

3
O (1 ®U @+ Uy 1 ®Y) = D U @U@+ @ Up_1 D €ty ® Ok,
k=1

em que o® sdo as matrizes de Pauli e ey elemento k da base canonica em C3.

Demonstracao. Determinamos que o projetor E™+3) tem imagem no subespaco h("+%) C
(C3)®m @ C2.
Como é bem conhecido, o produto tensorial de representacoes de SU(2) tem de-

composicao através de uma soma direta de representacoes irredutiveis. Portanto, fazemos

"lEm que é = 1 e ¢, = 3. Ainda nio determinamos para n > 2.
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isso para a representacio DV @ ... @ DW ®D(%), agindoem C*® --- ® C*® C2

-

Seja b’ =C ---C*® CQGE(”)(U1®-~®un®X)iE(”)(u1®~~-®un)®X.
—_————

n—vezes

Aplicando o operador E™ dado pela Eq. (4.34) em b’, temos:

EM . Cg. .. .9CeC?— e C?
————

n—vezes
onde h" = EM(C3)®" ¢ o espago irredutivel que contém particulas com spin n. Podemos

escrever " @ C2 = hm~2 @ hns.
Seja ©,, 0 mapa de (C3)®" @ C? — (C*)®"~! @ C? definido por:
@n(u1®u2®~--®un®x):u1®u2®-~-®un71®’g@x (5.10)
Novamente estamos denotando os u; € C? e y € C2.

Recordamos que o mapa adjunto 7 : (C*)®"~1 @ C? — (C?)®" @ C? ¢ definido
por:
(¥,0,6) = (On1,8), ¥ E(C)"RC* e £ (C)"aC (5.11)
Denotamos por {e(),e(), €@} a base canonica em C3, onde as componentes sao dadas
por u = (e(k),u).

Lema 5.3.2. (i) O adjunto ©F € dado por
3
O (W QU @ @ Up_1 @ X) = Zul @U@+ @ Up_1 @ ey @ TpX- (5.12)
k=1

(ii) O mapa w, = (&,)"2 ©,E™ = (&,)"2 w, é uma isometria parcial, isto é,

wpw, =1 .3 wrwy, = E;m @23 := Projetor sobre a imagem de O
Demonstra¢ao. Comecamos pela parte (i), adjunto:
Sendo ) =1 ® - Qu,@x € (CH*"RC?* e (=u® --@u, ;@)Xe (C)*1xC.

Logo temos:

3
(@nw7 6) = (U,]@ : '®Un—1®£{@X7 f) = Z (un)k(ul® ' '®un—1®X7 u/1® : '®u;—1®0k/\)'
k=1
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3 . . - ..
Usamos que u = Y ,_, up0) € que as matrizes de Pauli o}, sdo hermitianas. De acordo

com o produto definido pela Eq. (5.8) temos,

w

Moo

ul® ®un 1®X, u1® ®U/n 1®0k>\

ulaul (un—lau;—lx%alﬂ)‘)
k:l

,_.

Por outro lado, se definirmos O} por (5.12), temos

3 3
= Z(w, Uy - - '®u;,1®e(k)®ak)\) = Z(u1®~ S QULRX, U R UL ® € ® TRN) =
k=1 k=1

3
Z ul’ ul un 15 u%—l)(um 6(’¢))(X7 Uk)‘)
k=1

Portanto, fica demonstrado a veracidade da Eq. (5.12), uma vez que os dois lados

coincidem pois (un, emy) = (Un),.

Seja V' o operador que faz o intertwiner entre os espacos b’ e h” ® C2, a saber,
V/ . bl — hn ®C2 — 6117% D bn+%7

definido por
V' = E™ere,E™ = wiu, (5.13)

n n

Portanto, a imagem de V' é invariante e deve ser uma das opgoes:

ImV'={0}, ImV' ={p"®C2}, ImV'={b""2} ou ImV'={p"*t=}.

Lema 5.3.3. Por construgio w', = ©,E™ 1§ —s h"2 C (C3)*" 1@ C2 ¢ V := wiw,
€ o projetor sobre o subespaco 6”’% da decomposicao 6”’% D f)”*é.
Logo temos w/w'* : "~z —s h"2 e [w/,w’*, D'(R)] = 0, onde D'(R) a representagio

L . _1
que age em b por isso implica que w,w)* = ¢,1 em h" 2

Analisamos a imagem de ©,, para determinar qual dos casos acima é a ImV’.
n—1
o\

Pegue " := h" @ C? = f)"_% D [)”*% e b= cs ®C3. .. ®C*® C?, onde tanto h” quanto
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h possuem decomposicio por somas de subespacos irredutiveis.
O.:h —h=hep e’

Aqui b é a soma de subespagos irredutiveis com s no intervalo {0,--- ,n — 2}, portanto,

Destacamos que dentro do conjunto de subespagos h pertencente ao intervalo {s <
n— g} ha subespacos irredutiveis com grau de degenerescéncia diferente de 1 e que para
1 ~ . A .
o subespaco h" "z nao existe degenerescéncia.

Em resumo temos:

Por equivaléncia entre os subespacos irredutiveis dentro da soma direta de subes-

pacos irredutiveis,

O, | hrt:i =0 e O, | h"~3 — h"2 um isomorfismo, assim Im O, = h"~ 2 e

consequentemente O | f)”’% — 6”’%

e, E™ 1 >

b’ h""zeh
En)
j 97L
Onde:  =C*® - - C*x C2, "eC2=t2phze "2CC® -0 C
— —
n n—1

1 _1 . 1 1

Mostramos que w,w/* : h""2 — h"72 = wiw) =¢,1 em h"72 e que a ImV' = h" 7=,
PN S : . C
Consequentemente, w,, = (¢,)” 2 w), é uma isometria parcial, isto ¢é,

n—2 . A
Wnp = El(m @2*) := projetor sobre ImO; = h"

n

ol

*

wpw, =1 w;,

K3
Com isso temos V = w}w, : (C*)®" @ C? — b2 C h" @ C2.

Lema 5.3.4. (i) V2=V (i) V*=V (i) ImV = Gn—%

Demonstracao. A parte (i),
2 * * *
V? = w, waw, w, = w,w, = V.

1



5.3 Espaco de uma particula - Férmions 119

A parte (1),

V= (wiw,)" = wiw, =V.

A parte (zii) ja foi mostrada na prova do Lema 5.3.3. O]

O Lema 5.3.4 implica que V = EM3) ¢ o projetor ortogonal sobre 6”_% na
decomposi¢io h*® C2 = h 2 dh" 2. Como h"®C? = ImE™, isso implica que o projetor

ortogonal sobre subespaco invariante b"+% CC*®---C*® C? ¢ dado pela Eq. (5.9).
—_——

]

O espacgo f)("+%) tem dimensao 2s+1 e é irredutivel sob a representacao do produto

do grupo de rotaciao. Tomamos isso como nosso pequeno espaco de Hilbert h():

b(S) = E(n-&-%) ((CS)®n ® ((CQ)), Ss=n-+ %, n Z 1. (5.14)

A representacdo D®) de SU(2) é justamente a restricdo da representa¢do do produto

tensorial,
D(S)(R) E(”+%)u1®- CRULR X = Et3) D(l)(R)u1®- . -®D(1)(R)un®D%(A)X. (5.15)
Onde y € C? e A € SU(2).

Note que E™+2) ¢ um intertwiner da representacio DV @ ... @ DM @ D) do
grupo das rotacdes (grupo SL(2,C)) para a representaciao D®) onde s = n+ %, comn > 1.
Isso nos permite construir intertwiners de Wigner com spin-s = n-+ %, com n > 1 qualquer
a partir do intertwiner de Wigner para spin-um e do intertwiner de Wigner para spin—%,

campo de Dirac localizado tipo-ponto.

Lema 5.3.5. Seja v um intertwiner de Wigner de uma representacao D' do grupo de

Lorentz para DY, vP (p) um intertwiner de Wigner de Dirac de uma representagio S¢ do

recobrimento do grupo El para DG ¢ deize EMY3) ser um intertwiner da representacao
do (n+ 1)-produto tensorial DV @ --- @ DM @ DG do grupo de rotacoes para D), com

s=n+1

5, n> 1 Entao

1

U(S)(pa 6) = E(TH_E) © U(py 6) K- U(pv 6) ® UD(p)
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é um intertwiner de Wigner da representacao do (n+1)-produto tensorial D'®---® D'®S°¢
do grupo de SL(2,C) para D).

O intertwiner v corresponde ao intertwiner de Wigner do spin-um e como expli-
cado no capitulo 4 ele é autoconjugado, entretanto, como mostrado acima, o intertwiner de
Wigner de Dirac, v”(p), ndo ¢ autoconjugado, portanto, o intertwiner de Wigner v (p, e)
também nao o é e, consequentemente, nossos campos spinor-tensor que carregam parti-

culas com spin semi-inteiro nao sao hermitianos.

Tal qual no caso de spin-s inteiro, em vez de tomar n-vezes o mesmo intertwiner
v, pode-se pegar diferentes intertwiners.

Vamos demonstrar o Lema 5.3.5.

Demonstracao. Temos
v (p,e) o D'(A)®--- @ D'(A) @ 5°(A) =
= E"3) o y(p,e)D'(A) @ -+ - @ v(p, €)D'(A) ® vP (p)S(A).

Como v(p,e) o D'(A) = DY(R(A, p)) ov(p, e) e vP(p) o S¢(A) = DE)(A) o vP(p), ficamos

E™2 o v(p,e)D'(A) @ - @ v(p,e)D'(A) @ vP (p)S(A) =
= B2 o DY(R(A,p))u(p,e) © - © DO(R(A, p))o(p. e) © D' (A)o (p).
Uma vez que E®2) o DO(R(A,p)) @ ---® DW(R(A,p)) ® DE)(A) = D (R(A,p)) o
E™+3), produzimos:
v (p,e)oD'(A) @+ ® D'(A)® S°(A) =
= DY(R(A,p)) o B2 ou(p.e)®-® v(p.e)® vP(p) = DY(R(A,p) o v (p.e).
O
Colocamos aqui como o operador antilinear D("Jr%)(}l) definido na representa-

¢do antiunitéria U(7;), Eq. (3.10), age. De acordo com nossas definicoes para D) (j,),

Lema 5.1.1, e D(”)(}'l), Lema 4.3.1, temos no caso geral com s =n + %
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Lema 5.3.6.
D) (G B a) (w1 @ @u, ®@x) = (E™ AR (7))t @ -+ @ ARy (7)) ® io3Y-

Em que, u; € C3, x € C? e 4; a conjugacdo compleza de componentes.

Demonstracao.

1y~

D(n+§)(j1)E(n+%) (Ul R QU ® X) =

[N

= DM (G)(EMu @ @u,) @ DE)(G)x = (D™ (R, (r)) E" oy ®---®@1,) @ DP () =
Utilizamos os Lemas 4.3.1 e 5.1.1, juntamente com a Eq. (4.36).

Uma vez que nesse capitulo estamos utilizando os elementos do recobrimento,
R € SU(2), temos
D(1)<R1(7T))u1 = A(R1<7T))U1

Entao,

DD GEM (uy @ -+ @ u, @ x) = (E™ ARy (1))t @ - - - © ARy (7)),) @ iosX-

5.4 Funcao de dois pontos para s =n + %,n > 1

Para os campos com spin inteiro, a funcao de dois pontos foi definida de acordo

com a Eq. (3.47) e a parte da fungao de dois pontos sobre a conha definida pela Eq. (3.48).

Para os campos com spin semi-inteiro, os campos spinor-tensor, definimos a funcao

de dois pontos para dois campos como ¢, e ¢;,» com os respectivos intertwiners de

Wigner v; e vy como’?

"2(0s motivos para tal definicdo ja foram ditos na nota de rodapé 47.
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(2010 par i) =(20)° [ dutp) 7 MEPpe,e) (510)

va;’@(n €, 6/) = (vi,(p, €), 03,4 (p, ¢') >h<3> J (5.17)

em que (-,-) e () indicam os produtos escalares no espago Fock H fermionico e
no pequeno espaco de Hilbert h®)| respectivamente e @, := (‘P*%)r' Observando que a
matriz 7 ird contrair somente com o intertwiner de Dirac, a distribuicdo M, 172(p, e, €)
é a transformada de Fourier da funcdo de dois pontos apds separar o fator delta da
concha de massa, a qual denominamos de parte da funcao de dois pontos sobre a concha.
Note que a positividade da funcao de dois pontos é satisfeita por construcao. Durante o
3

desenvolvimento, temos as seguintes defini¢oes:”

O intertwiner conjugado de v,.(p, e), denotado por v:(p, e), é dado por:
vi(p,e) = B0 00, (p€) ® - @ v, (p,0) ® 0 (p)
e o intertwiner 9¢(p, e) = (v(p, €) o o), dado por:
Ui(p.e) = B0 0wy, (p.€) @ - @ 0, (p.€) @ 02°(p), com 57%(p) = 0P (p)ov (o)

E importante lembrar que v(p, e) corresponde ao intertwiner de Wigner para spin 1 tipo-

string e v (p) corresponde ao intertwiner de Wigner do campo de Dirac.

Vamos demostrar a Eq. (5.17).

Demonstragao. Substituindo a Eq. (3.43) na Eq. (5.16), temos

(Q, ©1,(x,e) WQ) -

=20 [ duto) [ duta) (@70 0) alp 0 (00 o) 0 0.0) 0 =

= (2m)7° /d,u(p) /dﬂ(Q) e*ip‘xeiq'xlvcilfn(p, 6)(1)6’;((], e)vo0)r (Q, a(p, k) a*(q, Z)Q)b(s) =

"Para os campos localizados tipo-ponto substituimos os v(p, e) por vP(p).
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Das Eqs. (3.11) e (2.16), temos

. 3 JP—
o= m [ du) [ G e e )0 (0.0 (e (2)5d (0= @)y =

= (27T)_3 /dﬂ(p) e~ (e (Uclr(p7 €), V3, (p, 6,))b<5>

Destacamos que nossos intertwiners para os campos spinor-tensor também sao
dados pela Eq. (3.111) e que a parte da fungao de dois pontos para nossos campos spinor-
tensor correspondente a func¢ao de dois pontos (Q, o1(z,e) WQ) também é dada
pela Eq. (3.112) com a diferenca que agora o M?(p) = (v{(p), 95(p) )y - A demostragao
¢ completamente andloga a que foi feita na proposicao 3.4.2, no caso do campo com spin
inteiro em que temos a funcao de dois pontos definida por (€, ¢1(x,e) pa(a’,€)Q2) e o

MP(p) = (vi(p), v2(p) Jyeo -

Todas as equagoes para o caso de campo com localizacao tipo-string sao validas
para o caso de localizacao tipo-ponto - que independe da variavel e-, portanto, a variavel

pode ser negligenciada em todas as equacoes.

Mostramos agora que o produto escalar para nosso pequeno espaco de Hilbert h(),
Eq. (5.14), é dado pela soma de produtos escalares, o que implica que a fun¢ao de dois
pontos para nossos spinor-tensor é da forma de soma de produtos de funcoes de dois

pontos de A, e V.

Proposicao 5.4.1. O produto escalar no pequeno espaco de Hilbert §) dado pela
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Fq. (5.14) ¢

(E(n+%) U Q- Q Uy XX, E(nJr%) V1 QU & X/)h(s) -
[n/2

Ck’ UN(1)s UN(2) ) T (UA(zkuU, UN(2k") ) X
/\ €Sy k/=

X (T(l), Vo (2 )) T (%(21«4) U0(2k/)) (u)\(%’+1)a U0(2k/+1)) T (Ux(n), Uo‘(n)) (X, X’) -
n/2]

1112 2k—112k 19 ok! — 1ok k4-k
Cn(n)4 Z Z § : g3 " Y3 g3 " 03 (—1) Cl.Clot X
n\ T

o, N T AES, k,k'=041-igk,i) -3/ 1

2k’ =
X (To(1), Vo2)) - - (Uo@w—1), Vo(2r')) (Un(1), Un(2)) - - (Un(2h—1)> U (2R)) X

X (w,\(l),wi\,(l)) s (w,\(n_l), wi\/(n_l))(wx, wf\,(n))(') (518)

—_~—

Em que
€, s se v <2k,
W, =
Un(y, S v =>2k+1.
. ey, se v <2k,
w, =

Vo), s€ v =>2K +1.
Aqui, [n/2] denota a parte inteira de n/2 e os ¢ sao determinados nimeros positivos
especificos calculados em [38], em particular co = 1 e ¢; = % A constante ¢,, vem
do projetor dado pela Eq. (5.9) e ainda nao foi determinada. No Lema 5.5.1 abaizo,

mostramos que ¢; = 3.

Demonstra¢ao. Deixe 11 ® - Qu, @ x e v ®---Q v, ® X pertencerem ao espaco

(C3)®" @ C?, portanto temos
(E(n+%)u1®"'®un®X,E(n+%)U1®“'®Un®xl> —
— (U ® QU O, E™ 0 @ @v, ®Y). (5.19)

Onde utilizamos que E™2) — (EM2))* = (E(+2))2 uma vez que é um projetor orto-

gonal.
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Inserindo a Eq. (5.9) na Eq. (5.19) ficamos com,

1
(u1®~-~®un®x,E(”>u1®---®vn®x’) —(ul®---®un®x,6—E<”>®;®noE(”)v1®-~-®vn®x’).
(5.20)

Calculamos o primeiro termo da Eq. (5.20), inserindo no termo o projetor dado pela

Eq. (4.34) produz:

(ul®---®un®X7E(”)v1®---®vn®x') =
[n/2]

(u1 @ @ Uy XX, Z Z ¥ e (V(1), Vo2) - (Va(2hi—1), Vo(2r')) X
UES k=

X B 0papr 41y @ -+ @ oy © 05K @ X'). (5.21)

Usando o fato de que g3 é o levantamento para um tensor contravariante de ordem 2, a

saber,

com respeito a uma base {e), ¢@2), ¢} em C* e a mudanca de variavel:

er, se v <2k,

W, =
VUs(v), S€ V > 2k + 1.
Entao a Eq. (5.21) fica,
[n/2]
(u1 Q- Uy XX, Z Z Ck/ Ua(1)7 UU(Q)) (m7 UU(Qk;’)) X
! UES k'=
3 Y]
X Z g§122,. g32k/ 1ot n' Z w}\/ '®W>\’(n) ®X/)- (5.22)
1 A’ES

iy =

Portanto, o primeiro termo da Eq. (5.20), utilizando o produto escalar definido pela
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Eq. (5.8) é dado por:

(u1®---®un®x,E(")v ®"'®Un®X/):

[n/2]
E Z Z Ck’ Ua(l),va(z) ) T (UJ(%'—U,UJ(%/)) X
o€ESy k'=
3 -/ i ,
X Z 9;122 c. g;%,’l 2k Z (u,\(l),wll) (U)\(n) ) (X X ) (523)
i) 1%, =1 AESH

A dltima linha da Eq. (5.23) pode ser escrita da seguinte forma:

, ,
1112 _ Yo/ —1 %2k
E E Ux(1) )\(2))1"2 (UA(%’ 1)) i 93 (u)‘(%/))i/%’ x

(A 7,%,_1 AESH

X (UA(Qk’-i-l); Ua(2k’+1)> (u)\(n)vva(n)> (X, X’)~

Finalizamos assim o calculo da Eq. (5.21) e por consequéncia mostramos a primeira parte

da Eq. (5.18). Como dito anteriormente, esse calculo é a demostracao para a Eq. (4.38).

Agora, calculamos o segundo termo da Eq. (5.20).

1
(ug ® - - ®Un®X,é—E(n)9jz®”OE(n)Ul ® - ®Un®X/) =

n

1
= (0, E™u; @ @, @\, 0,EM0, @@, @X). (5.24)

Cn
Para isso, vamos calcular primeiro o termo ©,(E™v; ® --- ® v,) ® ¥/, depois o resultado
serd introduzido na Eq. (5.24).
Substituindo o projetor, Eq. (4.34), temos

[n/2]
n 1 ’
@nE( )(Ul QKRR Un) & X/ = @n(ﬁ Z Z( 1)k Cy (UJ(1)7 UO'(Q)) ce <—UU(2]€/—1)7 UJ(Qk/))X
oc€Sn k'=
X B vo0pr41) © -+ @ Vo) ® G5 ®X) =
[n/2]
n| Z Z Ck’ Vs (1) Uo(2)) T (%(21«-1), UU(%/)) X

o€Sn k'=

« @ (E Vo2 41) @ @ Vg(n) ®§§§k{ 2 X/) (5.25)

A
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Novamente vamos utilizar o fato de que g3 € o levantamento para um tensor contravariante
de ordem 2, a saber, g3 = Zf’ - 93 * e,y @ e(iy) com respeito a uma base {e(), e(2), €(3)}

em C3. Entao a parte representada por A na Eq. (5.25) fica:

3
A = @nE_(i_n) (vg(gk/H) R ® Vo) D ( 9;122 e ® e(ié))(g)k/ & X/) =
it ih=1
3 - 7 Y
= @nE(f) ( Z g5 '9;%,_11%/ ey @+ ey O Vs(2k41) &+ @ Ug(n) & X')
11 z%/ 1
Utilizando a mudanca de variavel,
w' er, se v <2k,

Us(v), S€ V > 2k" + 1.

Temos:

il ! o/ 1
Z 912.. Qk 12k W Z @n<w3\/(1)®®&)&/(n) ®X,)

- Z2k/ 1 NeS,
Usando Eq. (5.10), chega-se a
3
it il / ’ 1
N\ = Z g3 g Togr 1Tk (_ Z C® Wﬁ\/(nq) ® w;\/(n)x/. (5.26)
=1 €Sn -

7’1 le/

Substituindo a Eq. (5.26) em Eq. (5.25), ficamos com

O EM @ - Qu, ® X =
K o
g : gl%lilz%/ (_1)k Cy (UO'(I)7 vo(2)> e (UU(2k’—1)7 UU(Zk’)) X

a,\'esn k=0 il il =1

W;\/(l) ® e ® W;\/(nfl) ® W;\/(n)xl (527)

—_~—

Logo a Eq. (5.24) fica:

1
T(@nE(n)ul K- ®Un X X @nE(n)vl DR ®Un ®X/) =

[n/2]

11 i1d2 iok—1iok 1115 gt _ B 1 k+kK'
PRV g3 " 93 g3 " Y3 (=1)""" cp.cwr X
¢ (n!)

o, N T AESy K k'=0 41 i9p,2] -]

2k’ — =1
(V1) Vo(2)) "+ * (Vo —1)s Vo(2k)) (Un(1), Un(2)) =+ (Un(2h—1), Un(2k)) X

(W)\(l) X ® Wi(n-1) ® Wam)X wﬁ\,(l) K- ® wﬁ\,(n_l) & U)S\/(n)X/) = (528)

P —~—
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[n/2]

1 k+k:’
D — CL.C X
e (nl) Z Z k- Ch

o\ AES, kk'=

(To(1),Vo(2)) " o2l —1)» Vo(2kr)) X (Un(1), Un(2)) == - (Ur(2k—1) Un(2k)) X
3 ./ v
Z 9;,”2 .. .g;mf—llzlvg;fm .. .932;9/,1 2K (WA(l)a W;«(l)) o (anil)’ wg\’(n—l))(“j\(_@Xvwi\'(n)X/)

T,
G102k 8] iy =1

(5.29)

Em que
€i, s se v <2k,
W, =
Ur), Se v 2=>2k+ 1.
ey, se v <2k,

Vo), S€ v >2K 4 1.
Utilizamos o produto escalar definido de acordo com a Eq. (5.8).

Portanto, inserindo a Eq. (5.23) e a Eq. (5.29) na Eq. (5.20) temos o produto
escalar definido no pequeno espaco de Hilbert, Eq. (5.14). ]

A dltima linha da Eq.  (5.29), fornece: 1 fator da forma
{giigi"}, (n — 1)-fatores da forma {g¥, v, 4" e(u,v)} e 1 fator da forma
{(oix.oox'), (o, ux’), (wx.ovx'), (ux,ux’)}. Como nao podem sobrar indi-

ces i e 7/, as inicas combinagoes possiveis entre esses fatores:
{8} x {gif', v!, @”, (u,0)} x {(oix, 00X )5 (oo, ux') s (ux,oux' ), (wiux' )},
sao da forma:
{06X) s (woux) (T ax' ) (Tux') - (weax') b

Com a Eq. (5.18) podemos calcular a fun¢ao de dois pontos sobre a concha definida
pela Eq. (5.17) em que os u e v correspondem aos intertwiners do spin-um (Bésons), x e

X' ao intertwiners do campo de Dirac localizado tipo-ponto.
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5.5 Campo de Rarita-Schwinger s =

NI [oV)

Colocamos formulas explicitas para o caso de n = 1, ou seja, para o spin s = % O

campo apresenta um indice spinorial e um indice vetorial, dai a escolha do seu nome por
campo spinor-vetor. Comecamos com os campos com localizacao tipo-string, denotado
por ¥,, e que da mesma forma que seu correspondente campo localizado tipo-ponto,
|7

WP, serd denominado de campo de Rarita-Schwinger [42

Determinamos o intertwiner correspondente para o campo spinor-vetor localizado
tipo-string o qual ird nos mostrar que o campo spinor-vetor tipo-string difere do seu
correspondente localizado tipo-ponto por uma derivada de um campo tipo-string. De
acordo com o Lema 5.3.5, nosso intertwiner de Wigner, v,ﬁl (p,e), para o campo spinor-

vetor localizado tipo-string pode ser da seguinte forma:

3

3 3
vl (pe) = ES o (vu(p, €) @02 (p)), (5.30)

com v,(p, e) o intertwiner para o campo de spin-um, dado pela Eq. (4.19), v2(p) o in-

tertwiner para o campo de Dirac puntiforme, dado pela Eq. (5.1) e E®) o projetor para

w

o subespago com spin s = 3.
Para esse caso, o projetor £("=1) dado pela Eq. (4.34) é a unidade-1 e a constante

¢, do projetor E™2) ¢ ¢ = 3.7 Portanto, o projetor definido pela Eq. (5.9) é dado por:

,):(1_%

|

E! 076,). (5.31)

Com

3
O1(u1 ® x) =wx e @T:Z€k®0kx,
=1

para todo u; € C3 e y € C2.

"Denominamos tanto o campo spinor-vetor com localizacdo tipo-string quanto tipo-ponto por campo

Rarita-Schwinger e especificamos quando nao estiver claro o tipo de localizacao que o campo tem.
7 A demostracdo que ¢, = 3 serd dada no Lema 5.5.1 abaixo quando mostramos que o termo 3720, é

uma isometria parcial.
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Substituindo o projetor dado pela Eq. (5.31) e o intertwiner para spin-um tipo-

3
string, Eq. (4.19), na Eq. (5.30) temos que v,(ﬁcz(p, e) ¢ da forma’®:

U;(L,%cz(p, e) =vh (p) +ipuv,(p,e), (5.32)
CcoI1 3
Bale) = 0) © 00 p) — 3 3 ek ® oiah(p) 2 (o)
© . - 3
) = g (0 0) — 5 3w @ ot e )
=1

Onde o vﬁ’a(p) corresponde ao intertwiner do campo spinor-vetor localizado tipo-
ponto (campo de Rarita-Schwinger), denotado por W (z), e o v, (p,€) ao intertwiner de
um campo localizado tipo-string, denotado por ¢, (x,€), que se transforma como o campo

de Dirac, mas representa um campo com spin—%.

Portanto, a Eq. (5.32) nos mostra que o campo Rarita-Schwinger com localiza-
cao tipo-string U, ,(z,e) difere do campo Rarita-Schwinger com localizagdo tipo-ponto
\Iffla(m) por uma derivada de um campo de escolta tipo-string, comprovando a afirmagao
feita pela Eq. (1.5),

U, oz, e) = \Ifﬂa(x) + 0,¢a(z, €). (5.33)

Como dito no inicio dessa secao, para o campo de Rarita-Schwinger temos o caso

particular, n = 1, logo h” ® C? = h! @ C?, porém esse caso precisa de um melhor

3
2

detalhamento, entdo, temos que E(2) deve satisfazer a relacdo de intertwiner,

Njw

D® o E® = g o (DV g D).

Como ¢ bem conhecido, o produto tensorial das representacoes D) ® DG)

decompoe-se na soma direta de representacoes irredutiveis,

DD g DG = p&) g D&, (5.34)

"6Na secdo 5.6.2, determinamos a expressdo geral para os intertwiners dos campos spinor-tensor lo-
calizado tipo-string, Eq. (5.84), sendo que, através dela, podemos verificar o intertwiner do campo de

Rarita-Schwinger localizado tipo-string, fazendo n = 1.
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Desejamos identificar as sub-representacoes correspondentes no espago de repre-
sentacio de DM @ D), ou seja, dentro de C3®@C2. J4 sabemos que o mapa ©; de C3® C?

em C? que faz o intertwiner entre as respectivas representacoes, é
01z®x = zx.

AqUiJ X € (C27 z = (Z17227Z3) € Cgv €

3
%i E Z2i0;.
i=1

Calculamos o adjunto do mapa (0;)* : C* — C* ® C?, definido por
(,(©1)x) = (619, x), VypeCoC? yeC (5.35)

. . _1 , . . . . ,
e mostramos que o mapa normalizado w; = 372 ©; é uma isometria parcial, isto é,

1
wiwy =1 ¢, wiwy = El(rflzap (5.36)

1
onde El(rfl)@; ¢ um projetor ortogonal sobre a imagem de ©% em C* ® C2. Definimos por

{ew), e} a base canonica em C?, e por {1, e@), e} a base canonica em C*. Note
que para x,X € C? temos (x,X') = >..XeX., onde as componentes sdo dadas por

Xe = (6(5)7X)'

Lema 5.5.1. (i) O adjunto (©1)* € dado por

3

O =Y. > (onx) e ®ee) =

3
€(k) ® OrX (537)
e==+1 k=1 k=1

(ii) O mapa 372 ©1 é uma isometria parcial.

Demonstragdo. (Adjunto): considere z ® p € C* @ C?. Entao

(0120 ¢,x) = (zo.x) = (. (2)°X) =Dz (@,06x) = > _ % >_ e (0nx).
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Usamos o fato de que as matrizes de Pauli sao hermitianas.
Por outro lado,
<Z X ¥, Z (UkX)E E(k) @ €(e) ) = Z 2k (UkX) Pe-
e,k ek

Logo os dois lados coincidem, portanto, fica provado a Eq. (5.37).

(Isometria parcial): pegue y € C%. Entao

01(01)"x = Z(ka) Ukee)—zak OkX)e €(c) = ZUkUkX—?)X
k

k

Usamos o fato de que ey = o0y
Isso prova o lado esquerdo da Eq. (5.36). O lado direito é uma consequéncia do lado

esquerdo. 0

Por construgao, a imagem de ©% ¢ um subespago bidimensional de C* ® C? que ¢
invariante sob DG) @ DO e wjw; é o projetor sobre ele. Esta é, necessariamente, a parte

DG da decomposicio (5.34). Consequentemente, temos:

Lema 5.5.2. O projetor sobre o subespago invariante 4-dimensional de C* @ C® que

carrega a representacao D3 ¢ dado por
EG) =1 — wiw,

para z,z' € C3 e x,x' € C? vale

)z’®x’>=(z,Z')(X,x’)—%(zx,zN’x’) (5.38)

(NI

(E(%)Z(X)X,E(

Com essa formula, Eq. (5.38), podemos calcular a func¢ao de dois pontos do campo
de Rarita-Schwinger, spm , tanto no caso de localizacao tipo-ponto como do tipo-string.

Usando a defini¢ao dada pela Eq. (5.17) e substituindo os intertwiners correspondentes.

Demonstracao. Como EG® =1 — wjw; € um projetor, temos

(E(%)z@@x,E(%) '®X'> = <Z®X,E(%)Z'®X') = <Z®x7(1 —wikwl)Z'@X/) =
(5.39)
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=(ze0x,2'®X) - (2@ x, (wjw)z' ®X') = (2,2") (x, X) — (2 ® X, (Wjw1)z' @ x')

Falta somente mostrar que

(z@x, (wiw) 2" @X' ) == (2x,2'X).

W =

Lol
Como wy; =372 O , temos:

(z@x, (wjw) 2’ @) )=(wmzex w2z @)= (37%@1Z®X737%@12'®X/> =

(0120x,0,2/@Y)="-

LWl

Sendo, ©; z ® x = zX.

(zx, 2'X).

Wl =

com isso mostramos a Eq. (5.38) O

Durante o desenvolvimento determinamos a constante ¢; = 3. Podemos usar a
Eq. (5.18) com n = 1 para determinar a expressao que nos permita calcular a func¢do de
dois pontos para o campo de Rarita-Schwinger, entretanto, durante o desenvolvimento

devemos calcular a constante ¢;, constante essa que agora sabemos ser, ¢; = 3.

5.5.1 Funcao de dois pontos para o Rarita-Schwinger tipo-ponto

Calculamos a funcao de dois pontos para o caso do campo spinor-vetor localizado

tipo-ponto, campo Rarita-Schwinger. Para tal, utilizamos a intertwiner de Wigner cor-

D

2 (p). De acordo com a

respondente ao spin 1, a saber, v (p) e o intertwiner de Dirac v

Eq. (5.16) e Eq. (5.17), temos respectivamente:

- A N3
ol @) 5= [ e ™M, ) (5.40)
Y,
e
3
M,uza,,u’a’(p) = (U;,a<p)’{)z’,a’<p))' (541)
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De acordo com a secao 5.4, ficamos com

Mfa,war(P) = (B® o (8 (p) @ v2(p), EZ o (08, (p) @ 5°(p)) = (5.42)
(V2 (p), o8, (p)) (02 (p), 05°(p)) — % (v (p)og(p), v (P) B () (5.43)
A

Utilizamos a Eq. (5.38).

Observe que o primeiro fator do primeiro termo da Eq. (5.43) corresponde justa-

mente a funcdo de dois pontos do campo de Proca, Eq. (4.12),

PuPu
(Vi) v (P)) = —Guw + =57 (5.44)

O segundo fator do primeiro termo refere-se justamente a funcao de dois pontos

do campo de Dirac localizado tipo-ponto que também ja temos calculado, Eq. (5.5),

(v (p), 00(p)) = ( P+ m) . (5.45)

aa’

Portanto, falta apenas calcular o termo

M2, o (D) = (U5(p)0)(p), v} (D)TLC(p)). (5.46)

Para calcular esse termo, colocamos algumas definices e ferramentas.

Lembrando que o intertwiner do campo de Dirac, veja Eqs. (5.2) e (5.4) é:

oD (p) = V(B By)eo

Com e, definido de acordo com a Eq. (5.6). Vale lembrar que o intertwiner para
spin-um para o momento de referencia p é definido por vPz = 7 2z, onde escrevemos z =
(21,22, 2%) se 2 = (2°,..., 2%), portanto, 9Pz = i(z—2°) = —i(2—2°), 0 que nos produzem

as seguintes relagoes abaixo:
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Lema 5.5.3.
%@:Nﬁ%m—%ﬁrﬂéza—%)
Plple=i(Byle~ ) = —i(ByTe 1)
Logo,
Vh(p) 0 (p) = iv/m (B, e — 2 B;)et, - iﬁ(B;% - @B‘l)ez
o (p) 52 (p) = —ivm(ByeGa) — U By ety + ivim(B, e — T By) el

vP(p)e.vl(p) = ivm(B, e — %B;)eg - @\/E(B;'ev— m;Bp_ )eb
-~ . . !
VP (p)e' 05 (p) = —iv/m(Bje — be B Y)ed +iv/m(B, e pﬂ: B)el,

Para se chegar as relacoes do Lema 5.5.3, utilizamos que vﬁ(p) = f)po_le(u),
_ 716 _ 716 e
(B lew)” = % = 2 (Ble) = I’B% = E£ o fato de que B, age no espago

de Minkowski como, B,p := A(B,)p = p e por tltimo as Eq.s (2.1) e (2.2).

Lema 5.5.4. Temos também as sequintes relacoes:

0 a 0 o 0 1
ﬂiiaﬂfy#: Tt = H 770i ,5ia0—akak:au0“:
a 0 ot 0 1 0
ato, e a = ag+ arot = atot = au0,
Em que o9 = 0° =1, 0% = matrizes de Pauli, % = —oy, € 7, = g, 7"
QE 0
dly= R (5.47)
0 ab
0 ab,
aye=|{ _ _ : (5.48)
abc 0

EdlY=—dlU+a-b. Por dltimo o fato de quefy“—ﬁf“) e Yu =&()-

As demostragoes dos Lemas (5.5.3) e (5.5.4) sdo simples e diretas.
Utilizando os Lemas (5.5.3) e (5.5.4), temos:

Lema 5.5.5.

: PuVu  Pulw | Dubw
A%WW@%:K_%%W—Zf— ““+‘“ﬁ<¢+mLJ (5.49)
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Substituindo as equagoes (5.44), (5.45) e (5.49) na equagao (5.43), produzimos:

3 B Pubu 1 PV PuVy | Pulw
Mia,u’a’ <p) N (_gmﬂ—i_ m2 ) ( ﬁ—i_m) aa’_g [<—")/M’YM/+ m B m + m2 ) ( ﬂ—i_m) 040/:|
(5.50)

5.5.2 Funcao de dois pontos para o Rarita-Schwinger tipo-string

Calculamos a fun¢ao de dois pontos para o campo de Rarita-Schwinger localizagao
tipo-string, dada pela Eq. (5.16) e sua respectiva fungao de dois pontos sobre a concha,

Eq. (5.17). Temos,

S s
< Uy(z,e)U e (2, e) >= /H+ du(p)e”p(x’z)Miavu,a,(p, e,e) (5.51)
e
3
M2, so(Dye€) = (v5 0 (ps€), 05 (D €)). (5.52)

De acordo com a segao 5.4,

3 3 ¢ 3 ~Dc
M2, e (0s65¢') = (B 0 (u,(p,€) @ v7(p), B 0 (vu(p, ) @ 05°(p)) = (5.53)
/ c ~Dc 1 c N\~Dc
(0P, €), v (p,€) (03 (9), 027 (p)) = 5 (v, €02 (), v (P, )00 (1) (5.54)
ﬁ% /o1 (Pres€’)

'}L(I.,}L a

Utilizamos a Eq. (5.38).
O primeiro fator do primeiro termo é justamente & funcao de dois pontos do po-
tencial vetor localizado tipo-string, A,(p,€), que é dada pela Eq. (4.21),

pupu’€~6/ 4 Puy i Pw 6;‘

el 70 e—ia) et )

(Uu(p7 6)7 U (p7 6,)) = —Guw —

O segundo fator do primeiro termo refere-se justamente a funcao de dois pontos

do campo de Dirac localizado tipo-ponto que também ja temos calculado, Eq. (5.5),

(02 (p), 5250) = (#+m) . (5.56)

aa’
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—3
Portanto, falta apenas calcular o fator M ? (p, e, €'). Substituindo o intertwiner do A,,,

popl o
Eq. (4.19), temos:

—~3

M:a”u,’a’ (pa €, 6/) =

= (Uﬁ(p)vgc(p)a @\(ﬁ)ﬂgc(p)) - ﬁ (%j@u}fc(p), vﬁg)_)/e’@g,c(p)) _
~ e iy (@R 0, v ) (0) + S s (P @)enk (), 0 () 5 ).

Utilizando os Lemas 5.5.3 e 5.5.4, pode-se mostrar que:

=2 Pu PV | P pubw ¢ ¢ Tu Pl
M2 !yt ! = . |: £ £ £ £ — ner — ’ B B
poprar (P2 €:€) mn (p.e —ic) (p.e +ie) (p.e—ie)(p.e +ic) Ve + m
PV P& _ Pu ¢ Py n Pubw B¢ } (5.57)
m(p.e’ +ic) m(p.e —ic) m(p.e—ic)(p.e’ +ic)l '

Substituindo as equagoes (5.55), (5.56) e (5.57) na equacao (5.54), temos:

3 Pubye-€’ Puty pue, ¥
M2, (peé) = [(_ L uPu nCp u)(i 1)
paprar (P15 €) " Jun (p.e — i) (p.e’ + ic) - (p.e — ig) + (p.€’ +ig)/ \m +
_ DPu ¢’Yu’ __Pwu 4 PuPu x4 Yu V! PuwVu XA
3(pe—ie) 3(pe +ie) 3(p.e—ic)(p.e +ie) 3 3m(p.e’ + ie)
Pu ¢ ﬁ')/u’ _ PuPu’ ¢ ]é ¢/ T 15711/] (5 58)
3m(p.e —ie) 3m(p.e —ic)(p.e’ + ic) 3m  laa’ ’

Agora, substituindo a (5.58) na equagao (5.51), produzimos a fungao de dois pontos para
o campo de Rarita-Schwinger localizado tipo-string.

Utilizando os fatos g4 p = — 4 p+a-be vy, =£y), pode-se verificar que a funcao de
dois pontos sobre a concha para o caso de Rarita-Schwinger localizado tipo-string é da

seguinte forma:

3 re.e’ Dulus pure, Pu EYw
M2, (peé) = [(_ , PuPu wCu b Pu
paprar (P15 €) Jun (p.e —ie)(p.e’ + ic) + (p.e —ic) * (p.e’ +ic)  3(p.e —ie)
PuwVu ¢ Pubw x4 YV )( )}
- . 5.99
3(p.e’ + ie) + 3(p.e —ic)(p.e’ +ic) * 3 ptm aa’ (5.59)

De acordo com a Eq. (1.4) e as |20, Proposigoes 7 e 9|, temos:

Proposicao 5.5.6. As func¢oes de dois pontos de M%(p), Eq. (5.50) e M%(p,e,e’),

Eq. (5.59), tém grau de escala 5 e 3, respectivamente, isso implica que a dimensao de
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escala dos campos WP, () e U, o(x,¢e) sio 3 e 3

5 € 5, respectivamente. O campo VI () ndo

tem limite para massa zero enquanto o \I/Ma(x, e) tem.

Vimos que o campo quantico spinor-vetor localizado tipo-ponto para particulas
massivas livres com spin s = % que atua sobre o espago (Hilbert) Fock no espaco de uma
particula correspondente ao campo Rarita-Schwinger é o \Iliz’a(x), cujo intertwiner corres-
pondente ¢ vt (p) = E® o v (p) ® vP(p). A fungao de dois pontos, veja Eq. (5.50), tem
um termo de grau 3 no momento que é responsavel pelo mau comportamento energético

do campo WP : ele tem dimensao de escala g

O campo Rarita-Schwinger localizado tipo-ponto tem divergéncia zero e satisfaz a
equagao:

MU (x) =0, 9 F(x) +m V¥ (z) =0, (5.60)

onde F ¢é o que denominamos de spinor-tensor intensidade de campo, F = dW?:
Fuva(r) = 8H®§7a(x) - 8,,\117;’&(96). (5.61)

Demonstracao. O fato de que o campo tem divergéncia zero, B“Wzya(x) = 0, segue da

Eq. (4.13). Portanto temos,
P} o (p) = ip" B 0 i (p) @ 0 (p) = B 0 ipvl(p) ® 07 (p),
mas a Eq. (4.13) implica que p*vf,(p) = 0, o que produz
ip'va(z) = E® o (0@ vY(p)) =0. (5.62)

Sendo F, " (x) = g"* g"' Fu o(z), ficamos com 9,F," () = 8Mg““/g””/(8ulllfﬁ,va(x) -
8,,,‘111';,70[(:6)). Usando o fato de que o 8“/\111;,0(90) = 0 e que como qualquer campo livre
com massa m WP(zx) satisfaz a equacao de Klein-Gordon, 9,0V (x) = —m?W¥P"(z),

produzimos: 9, F,""(z) + m*W?”(z) = 0. O

O spinor-tensor intensidade de campo F,, , tem a mesma dimensao de escala que o

campo de Rarita-Schwinger, ‘lfﬁva(x); na verdade, sua funcao de dois pontos sobre a conha
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é um polindmio nao homogéneo em p de grau 3, veja Eq. (5.71), portanto, a dimensao de

5

escala do spinor-tensor intensidade de campo ¢ 3.

A versao localizada em string ¥, ,(x, €) do campo spinor-vetor com spin—% atuando

no mesmo espaco de Hilbert, que tem uma dimensao de escala igual a %, depois de
integrado com funcgao de teste em e, tem o mesmo spinor-tensor intensidade de campo do

campo WP (z), isto ¢, satisfaz a identidade’

0V, a(z,€) — 0V, 0(2,€) = Fupa(z). (5.63)

De fato, as duas versoes dos campos spinor-vetor diferem por uma derivada de um

campo quantico de “Dirac” ¢, (z,e), o qual denominamos de “campo de escolta™"™®

Uyalz,€) = V) o(2) + 0uda(z,€). (5.64)

Inserindo a Eq. (5.64) na Eq. (5.63) comprovamos a afirmagao de que o ¥, ,(z, e)
tem o mesmo spinor-tensor intensidade de campo do spinor-vetor £ (z). O campo
localizado tipo-string, ¢,, se transforma como um campo de Dirac, mas corresponde a

. -3
um campo que carrega particula com spin-3.

Na proéxima subsecdo, construiremos ¥, ,(z,€) e ¢,(z, e) como integrais de linha
sobre o spinor-tensor intensidade de campo e sobre o campo de Rarita-Schwinger locali-

zado tipo-ponto, respectivamente.

5.5.3 Definicao como integrais de linha sobre campos spinor-

tensor com localizagao tipo-ponto

Uma solugao formal para Eq. (5.63), de acordo com o Lema de Poincaré, é obtida
pela integral de linha
U, o(z,e) = / dsFa(z + se)e”, (5.65)
0

"7 As derivadas parciais 0, sempre se referem a variavel z.
"8Fato ja demonstrado na Secdo 5.5.
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onde e € H. De fato, inserindo (5.61) dentro de F,, , e usando a identidade formal
/ dse” 0,V o(x + se) = =V, ,(x), (5.66)
0

é prontamente verificado que os dois campos spinor-vetor ¥ e WP diferem formalmente
por uma derivada de um campo tipo-string como antecipado pela Eq. (5.64), em que o

campo ¢, (z,e) é definido por
Golz,e) = / dsW? (z + se)e”. (5.67)
0

Assim, VU, , deve realmente satisfazer a Eq. (5.63). Note que as integrais (5.65) e
(5.67) existem pela Prop. 3.4.2 e que a identidade (5.66) ¢ rigorosa porque WP  vai para
zero para grandes argumentos do tipo-espago no sentido de elementos de matriz entre
estados locais.

Mostra-se a Eq. (5.64).

Demonstracao. Inserindo a Eq. (5.61) na Eq. (5.65), temos

U, oz, e) = / dsd, VWt (v + s.e)e” — / dsd, ¥ (x + s.e)e” =
0 0

= 8u/ dsW? (z + s.e)e” — / dse”0,Vh (x + s.e)
0 0

Observe que na segunda integral temos uma derivada direcional, portanto

(e o]

U, olz,e) =0,0a(x,e) — /0 dsdiilliﬁ’a(x +s.) = Ouda(z,€) — Vb (v +s.e)| =
0

= Opdal; ) = Wi (2 + 8.€)]s=00 + U, () = Tpa(w; €) + W ().

]

Uma vez que o campo de Rarita-Schwinger WE | tem divergéncia zero e o campo
de escolta ¢, satisfaz a equacao de Klein-Gordon (como qualquer campo livre com massa

m), existe a relacao:

o'W, o7, €) + m*po(z,€) = 0. (5.68)
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Basta aplicar 0% na Eq. (5.64) e temos a relagdo Eq. (5.68).

Uma propriedade adicional interessante do nosso campo spinor-vetor é que ele é
ortogonal a direcao da string,

U, o(x,e)et =0, (5.69)

que decorre da antissimetria do spinor-tensor intensidade de campo F,, . Essa condicao
também pode ser mostrada diretamente através do intertwiner do campo ¥, .(z,e). Isso
é uma reminiscéncia da condi¢ao do gauge axial com a diferenca, no entanto, de que aqui
ele é automaticamente satisfeito pela construcao e que o campo deve ser considerado uma

distribuicao em e.

Lema 5.5.7. A funcdo intertwiner de v> do spinor-tensor intensidade de campo Fuva €
dada por
. 3
Uiy,a(p) =1 (plivg,a(p) - pVUfL,Oé<p)) = E(Q)(Uiu(p) ® Uo?(p)) (570)
E sequindo nossas definicoes, temos:
Fec

0FC (D) = i (Do, (p) — ptn(p) = B (0 (p) @ vP(p))

e o (p) = i (pu5, (p) — 2%, (p)

ED (T (p) @ 524(p)).

A parte da funcao de dois pontos sobre a concha (Q,fwva(x)]-"ww’a/(x’)9> defi-
nida pela Fq. (5.17) sai como

M;ﬁi;wu’a’ (p) = <p/‘t,U€,COL<p) - pVUﬁ,ca(p)7 pﬂ/ﬁﬁ/c,o/ (p) - pl"flv];p;,o/ (p)) =

R % YoV YV
3 3 3

)40 (=G +5) = Doy (= G+

) — PPy (—gme TV ﬂ

3
x (p+m),., (5.71)

= [pupuf (= g+

Demonstracao. Utilizando a Eq. (5.70), temos que

M;ﬁ{;;u’u’a/ (p) = PuPy (Ulyj,coa (p>7 'Dly)'c’a’ (p)) — PuDv (Ug,ca (p)7 @zia’ (p)) -

- pl/pM' (vffa (p)a {]zzjf:,a’ (p)) + Pvpv (Uﬁ,ca (p)7 {}z?,a’ (p)) .
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Cada produto é justamente a funcao dois pontos sobre a concha do campo de
Rarita-Schwinger localizado tipo-ponto, cuja solugao é dada pela Eq. (5.50). Substituindo-
a em cada termo, temos que os fatores que vao com ~ p* e ~ p° se cancelam, produzindo
assim a Eq.(5.71).

m

Lema 5.5.8. O campo de escolta ¢, € definido pela integral, Eq. (5.67), e a Prop. 8.4.2

afirma que seu intertwiner de Wigner € dado por

P (p)e’  iEG) (vP D
’U;(p, 6) : y (p) = ? (U (p)e ® Ua (p)) . (572)
p-e+e p-e—+e

Similarmente, o campo spinor-vetor U, , € definido pela integral, Eq. (5.65), e pela

Prop. 3.4.2 seu intertwiner de Wigner é dado por

vt e’ EG o (vF () @ vP(p))e”
W,a(p). Z. (v),(p) )V (»)) | (5.73)
p-e+e p-e+1e

Vua(p,e) =i

Substituindo vfy(p) como na Eq. (4.15), produzimos

3 D 3
Vualpi€) = E@ (8 (p) @ 02 (p)) — ——F%) (v*(p)e @ v2 (p)). (5.74)
p-e—+e
Reescrevemos como
VoD, €) = v () + ipuvl(p,e). (5.75)

Observe que, através da definicao do campo como uma integral de linha e da Prop. 3.4.2,
mostramos mais uma vez o que foi colocado no inicio da Secao 5.5, precisamente a
Eq.(5.32). Note também que a relacdo Eq. (5.64) pode ser lida a partir da Eq. (5.75).

Podemos mostrar que nosso spinor-vetor W, ,(z,e) é ortogonal a direcdo da string,

Eq. (5.69), diretamente pelo seu intertwiner correspondente, Eq. (5.74).

Demonstracao. Temos que:

[N

L 2 L P
U,u,oa(pv e)el = E(2)(U5(p) ® Ug(p))el - —HE(

p-e+ic ) (vP(p)e @ v2 (p))et =
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3 D puc” 2 D
= EQ (0} (p)e" @ vl (p)) - mE(” (V" (p)e ® vy (p) =
= ED (0P (p)e @ 0(p)) — - ED (P (p)e & vL)(p) = 0
@ p-e+ie @
isto produz, ¥, ,(x,e)e* = 0. ]

Resumidamente, temos

Proposicao 5.5.9. Os campos ¥, , e ¢, sio localizados tipo-string (1.2) e (nao sao
hermitianos). FEles satisfazem a rela¢io de covaridncia (1.3) (veja nota de rodapé 11,
com k =1 e 0), respectivamente. FEles se relacionam com o campo de Rarita-Schwinger
localizado tipo-ponto como na Eq. (5.64). Todos trés campos sao localizados tipo-string em
relag¢do uns aos outros. Por iltimo, U, , satisfaz a condi¢io de “calibre azial” Eq. (5.69)

e a relagao Fq. (5.68).

Demonstracao. A localidade em string, covariancia e nao hermeticidade sao consequéncias
das Prop.s 3.2.7 e 3.4.2 e também do Lema 5.3.5. A relacido (5.63) segue, é claro, a partir
da identidade (5.64), mas também pode ser verificada no nivel do intertwiner a partir das

identidades

Puva(ps€) = Puvua(p,€) = puvlo(p) — puth o (p) = —iv], o (D). (5.76)

Substituindo a Eq. (5.75) no lado esquerdo da identidade, Eq. (5.76), temos

p/ﬂ]u,a<p> 6) - puvp,a(pa 6) = DPu (Uﬁa + Z.puvg (p7 6)) — Dv (Uﬁ,a + ipw;(% 6)) =

= puvho(p) — Pl (D).

De acordo com a Eq. (5.70) a tltima igualdade é o —iv?, (p).

pr,o

A condigao de “calibre axial”, Eq. (5.69), e a relagao Eq. (5.68), ja foram demons-
tradas. O
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5.6 Caso geral, s > %

5.6.1 Campos spinor-tensor com localizacao tipo-ponto

Consideramos agora o caso de spin semi-inteiro arbitrario, s > % O espaco de

chegada b para os campos spinor-tensor ¢ ., com localizagao tipo-ponto € o espago

b2 em (CHE"H e D(A) é a restricio correspondente de A(A)®" @ S¢(4). Com A
sendo uma transformagao de Lorentz, A € SU(2) e A = A(A). Sejam v’(p) e v7(p) os
intertwiners de Wigner para o campo potencial vetor spin-um e para o campo de Dirac,

respectivamente, e defina

Vi) = BT 0l () @ - @ 0 (p) @ 07 (). (5.77)

De acordo com o Lema 5.3.5 este é um intertwiner de Wigner que nao ¢ autoconjugado.

Deixe ¢ .., , ser o campo spinor-tensor livre, nao hermitiano, local e covariante corres-

pondente. O campo tem dimensao de escala s + 1(=n + %), comn > 1.

Demonstramos as propriedades do campo spinor-tensor citadas acima.

Demonstracao. A covariancia e localidade segue da propriedade dos intertwiners. Para
verificar a dimensao de escala do campo (D), devemos analisar a funcao de dois pontos
do campo. A parte da funcao de dois pontos sobre a concha do spinor-tensor é, pela

formula geral, Eq. (5.17), dada por

(D), 005 (D)) =
1

(o, () @ @vf (p) @V (p), E™F2) 0wy, (p) @ -+ @ vy, (p) @ U3 (D))

Substituindo o  projetor E®+3)  dado pela  Eq. (5.9), escrevemos
o produto escalar em §h®) como na Eq. (5.18), temos que o mesmo
¢ dado como wuma soma, e cada termo ¢é um produto de n fato-
res da forma (vf (p), v () (03 (0), 027 (), (v, ()0 (p), vl (P)EEF (),
(T, D) (28w, () oty () (B, ()R ().l ()0 p) o
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(v (), vl (1)) (0 (P)ve*(p), v, (P)05(p)). Os fatores (o], (p), vy (p)) sdo justa-
mente a funcdo de dois pontos do campo de Proca. A conjugacao complexa dos
intertwiners vﬁ(p) representa apenas um sinal global e, assim, cada fator, a menos de um
sinal, é justamente & funcao de dois pontos do campo de Proca sobre a concha, que ji

sabemos ser um polinémio quadrético ndo homogéneo de grau 2, veja Eq. (4.12).

O fator (UDC(p),T)DC(p)) corresponde justamente a funcdo de dois pontos sobre

«@ o

a concha do campo de Dirac que sabemos, também, ser um polinémio nao homogéneo
de grau 1, veja Eq. (5.5). Entdo, cada termo da forma do produto desses fatores sao

polinomios de grau 2 + 1 = 3. O fator (v1(p)vl°(p), v}, (p)ol°(p)) ¢ justamente uma das

partes da fungao de dois pontos do campo de Rarita-Schwinger, veja Eq. (5.49), que é
dada por:

c ~Dc Puwy b / Pubp
(VB (p)U2(p), %, (p)52C (p)) = <— e+ 2 uﬂzu + B )<¢+ m)m, (5.78)

De acordo como a Eq. (5.78), temos que é um polindmio ndo homogéneo de grau
2+1 = 3. Portanto, vé-se que a fun¢ao de dois pontos dos campos spinor-tensor ©f =~
sobre a concha é um polinémio ndo homogéneo de grau (2n + 1), como s = n + %, temos
o grau do polinémio dado por 2s. A Eq. (1.4) e |20, Proposi¢ao 7 | afirmam que o grau
de escala das funcoes de dois pontos é 2s + 2, isto implica que a dimensao de escala dos

campos D, é s+ 1 ou n+ 32, com n > 1. Logo, para os campos spinor-tensor localizado
2 ’

tipo-ponto, temos com o aumento do spin uma piora no comportamento UV. 0

Lembrando que temos, de acordo com a Eq. (1.6), para cada campo spinor-tensor
um segundo campo com o mesmo comportamento UV que denominamos de spinor-tensor
intensidade de campo, denotado por F, ., .ww,.a- O espaco de chegada b para o spinor-
tensor intensidade de campo, Fy,, v, .as € Um subespago invariante de (C*)®?"1 e D(A)
é a restrigao correspondente de A(A)®?" ® S¢(A). Com A uma transformagao de Lorentz,
A e SU(2) e A = A(A). Sejam v/, (p) e v)(p) os intertwiners de Wigner para o tensor

intensidade de campo de spin-1 e do campo de Dirac, respectivamente, e defina

v, (p) = E™D ol (p) @@l (0) @ D(p). (5.79)

K1Vl PnVn,& Hivi HnVn
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Utilizando o Lema 5.5.7, temos:

. n+1 c
Us,}'cm“nyma(p) - E( +3) UF (p) R ® UF (p) ® UO? (p)

H1V1 H1v1 HnVn

.s,Fc . n+i ~Dc
U/J"I};l'“/»lfnl/n,a(p> - E( 2) U511/1 (p) K- ® /U/Zjnljn (p) & Uf (p)

De acordo como Lema 5.3.5, este é um intertwiner de Wigner nao-autoconjugado.
Deixe F, 0, .. pnim,a S€T 0 campo spinor-tensor intensidade de campo livre, nao hermitiano,
local e covariante correspondente. O spinor-tensor intensidade de campo F, v, ppim,a de
ordem 2n tem as propriedades de simetria (permuta¢do), ou seja, simétrico, sob troca
de qualquer um dos pares (j;,v;) <> (ij,v;) e antissimétrico sob troca de qualquer um
dos indices p; <> v;. Lembrando que a ordem e a simetria dos campos sempre vao estar

relacionadas aos indices tensoriais.

Lema 5.6.1. Os campos ¢, e Flyvrpnima $G0 relacionados como na Eq. (1.6). O

“'/”“’L?a

campo spinor-tensor o . tem divergéncia e trago iguais a zero,

guywﬁuugmun,a = O? augpﬁuguﬂn,a(m) = O (580)

Ele € o 1inico, mddulo equivaléncia unitdria, campo qudntico livre para particulas massivas
com spin-s = n + % comn > 1 que é um spinor-tensor simétrico de ordem-n com relacao

ao indice tensorial e com traco zero .

Ambos os campos tém dimensdo de escala s+ 1. De fato, a funcao de dois pontos

de Foyvypnim.a SObre a concha é um polinémio (ndo homogéneo) de grau 2n + 1 = 2s.

Demonstracao. O fato de que o campo spinor-tensor ¢P tem divergéncia zero segue

como no caso do spin-3

5, a partir das propriedades da fungao intertwiner do spin-1, veja

Eq. (5.62). Para provar que o ¢? tem trago zero, faremos como no caso de spin inteiro.

Um tensor t € f)”*é tem trago zero se

(93)st 7 = 0
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para todo i3 - - -1,,a. Recordando que UE(]E) =vPeq,y =tepysepn=1,23e=0se u=0.
Consequentemente

g (p) @ vE(p) = —g7ew) ® () = ds, (5.81)
uma vez que g = —g5. Portanto o tensor g"vR(p) ® vE(p) ® vE, (p) ® - - - VP (p) ® vE (p)
¢ ortogonal em (C3)®" @ C? para todo tensor com trago zero em b”*é no sentido de
(g3)ijt¥95s i = 0; para todo i - - - iy, @, isto é, sua proje¢ao E™+2) no espaco de tensores

em h"*2, com traco zero é zero. Isto implica traco zero de o Eq. (5.80) .

P
1, Q0

A unicidade decorre do fato de que a representagao do grupo SL(2,C) em f]"+%

ser irredutivel.

Para provar a relacdo (1.6), insira a formula explicita (4.15) de v na defini¢ao

(5.79). Isso produz

S N n l
U ona(®) = B2 (p 0P () = pu, R () ®@ -+ @ (D, vD, (9) — pu, Vb, () @ 02 (p)
(5.82)

que pode ser escrito como

n nti

i Z(_l)mp% Dy Do, ...py%E( +3) Ugjl (p)®- - .@v}jjl (p)®vzi1 (p)®--- Uzk (p)®vg(p)’
I

onde [ = {iy,..., i} percorre sobre todos os subconjuntos de {1,...,n} e I°= {j,..., 5}
é o complemento de I. Uma vez que a projegao do produto tensorial dos intertwiners vl ,
veja Eq. (5.77), isso prova Eq. (1.6) .

é justamente o intertwiner para @ﬁj i a0
1 Kk’

A parte da fungao de dois pontos sobre a concha do spinor-tensor intensidade de

campo, M77 | pela formula geral (5.17), é dada por

(UZ71.FV§"'/J/7LV’VL7OC (p)’ {1271]:’/(1:'”Hny'n7a (p))

1 > Dc
= (v, (P) ® - ®@vh , () @vl(p), E™ 2wl (p) © - @ vl (p) @ 00 (p)).

Substituindo o projetor EM+3) da Eq. (5.9), escrevemos o produto escalar em

b, como na Eq. (5.18), em que cada termo ¢ um produto de n fato-

tes da forma (v}, (p).ufs, (1)) % (v2°(0). 624(0)). (v, (P)0D"(0). vy (P)PED)),
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(V02 (P 03,1 (0)) 3 (03 (), 82 (P)) s (00 (P)s V311 (P)) X (U, (PO () v, (P) O ()

ou (U, (P)s Vi, (P)) X (Ui, (P03 (D), 0y, (P) 0 ().

Os fatores (vim (p), Uﬁ;v;- (p)) correspondem justamente a funcao de dois pontos so-

bre a concha do tensor intensidade de campo de spin-um que ja sabemos ser um polinémio
homogéneo quadratico, veja Eq. (4.16). A conjugacao complexa dos intertwiners repre-
senta apenas um sinal global e, assim, cada fator, a menos de um sinal, é justamente a fun-

¢ao de dois pontos do tensor intensidade de campo para spin-um. O fator (v7<(p), 52°(p))

«a o
corresponde justamente a funcao de dois pontos sobre a concha do campo de Dirac, que é

um polindmio de grau 1, veja Eq, (5.5). O fator (vf , (p)vgc(p),vﬂ% (p)v2°(p)) € dado

pelo préximo lema:

Lema 5.6.2. O fator é um polinomio de grau 3, dado por:

( = PuPu VWY T+ PuPv VoY + PuPpw Yu Yo' — puPu’Vu’Yu’) ( P+ m>

aa!

Demonstragio. Substituindo a Eq. (4.15) em (v, (p)v2(p) , v, (p)oD¢(p)), temos:

((ruv2(p) = Pol(p)) v2°0) . (Bt (b) = Dty () T2 () =

o~

Puluw (U/g@‘va (p) y U ’(p)'@gc(p)) — PuDv’ (Qﬁ@'va (p) ) UZ'(p)‘Ua’ (p))_

= o (V(P)-0(p) » vy (0)-02°(P)) + Popr (Vi (P)-0 (D) » v (P)-5° (D).

—_— —~— o~ —

Cada produto escalar é justamente uma das partes da funcao de dois pontos so-
bre a concha do campo de Rarita-Schwinger localizado tipo-ponto, a saber, Eq. (5.78).
Substituindo-a para cada produto, temos que os fatores que vao com ~ p? e ~ p° se

cancelam, produzindo a equagio do Lema (5.6.2). ]

Assim, vé-se que a funcao de dois pontos do spinor-tensor intensidade de campo
com spin-s =n + % sobre a concha é um polinémio nao homogéneo de grau 2n + 1 = 2s,

como afirmado. A fungao de dois pontos do campo spinor-tensor, ¢¥, = . sobre a concha
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é um polinéomio nao homogéneo de grau 2n + 1 = 2s, como ja mostrado anteriormente. A
Eq. (1.4) e [20, Proposi¢ao 7 | implica que o grau de escala das fungoes de dois pontos é

2s + 2, isto é, a dimensao de escala dos campos é s + 1. O

5.6.2 Campos spinor-tensor com localizacao tipo-string

Nosso campo spinor-tensor localizado tipo-string ¢, ..u...o(x, €) é definido como o

campo livre correspondente ao intertwiner de Wigner

v (pe) = B o v, (p,e) @ - ® vy, (p,€) @ v2(p). (5.83)

K1, &

De acordo com o Lema 5.3.5 este é um intertwiner de Wigner (que nao é autocon-
jugado) da representacao (n + 1)-vezes tensorial D'(A) ® --- ® D'(A) ® S¢(A) do grupo
SL(2,C) para D (R(A,p)). Assim, ¢, ..., o ¢ UM campo quantico spinor-tensor locali-
zado tipo-string, covariante, porém, nao ¢ hermitiano.

Inserindo a Eq. (4.20) na equacdo (5.83), temos que o intertwiner de Wigner pode ser

escrito como

3 (n,n—1)

Uu1~~~un,a(pa e) = Ulstf-ﬂma(p) + Z ipﬂjvul---ﬂj---un,a(p’ e)+
j=1

. n,n—2 .n n,
Y b a0 €)My P00 (pre), (5.84)
i,j€{1,...,n}
i#]
onde o chapéu significa omitir indice correspondente, com

‘n—k
(nk) - ¢ n+1) D
Ultl"'ltk,()c(p7 6) - (p ce+ 7;6)"7]“ Bt Z)p(p)e ®\'r' -'Up(p)e ®U/Ijl (p> Q- & ka (p) ® Uy (p)

n—k times

Caracterizado pelo Lema 5.3.5 e Proposi¢ao (3.4.2), isto ¢, um intertwiner de Wigner (nao
autoconjugado). Denotamos por ¢,(ﬁk)uka o correspondente campo quantico spinor-tensor
localizado tipo-string, covariante e nao hermitiano. Novamente pela Proposi¢ao 3.4.2,

esses “campos de escolta” podem ser escritos como integrais de linha

¢§Z’.1?Lk7a($7 6) - A dtl s A dtn—k’ (pzl...#n,a (37 + (tl +-+ tn—k)e) elrrt .. el
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. N . &
O campo spinor-tensor com localizagao tipo-string ¢, ..., .o € 0s campos de escolta gbfﬁ)uka

satisfazem as propriedades relatadas no Teorema 1.0.1:

Proposicao 5.6.3. O campo spinor-tensor localizado tipo-string . ...u, o €std relacionado
a sua versao com localizacao tipo-ponto e aos campos de escolta gzﬁ,(ﬁ’.lf)%a(x,e), como na
FEq. (1.5) . Sua fun¢ao de dois pontos tem grau de escala trés, depois de integrada com
uma funcao de teste na varidvel e, e tém limite para massa zero. Eo campo Spinor-tensor

para o spinor-tensor intensidade de campo F ..., o no sentido da Eq. (1.6). Finalmente,

satisfaz a condicao de “calibre axial”

Cupin-pna (T, €)= 0. (5.85)

No entanto, Q..o nao tem divergéncia e nem trago iguais a zero.

Demonstracao. A relagdo (1.5) pode ser lida a partir da Eq. (5.84). Para mostrar que
¢ um campo spinor-tensor para o spinor-tensor intensidade de campo, usamos o fato de
que na Eq. (5.82), pode-se substituir cada intertwiner v%(p) por v,(p,e) devido & relagao
Eq. (4.26). Isso prova a relacdo Eq. (1.6), com ¢ substituido por ¢. Para provar as

afirmacoes sobre a funcao de dois pontos, consideramos sua parte sobre a concha, ou seja,

(Ul('fl)'(':"ﬂn,a (p7 6)7 f[)/(/;l)“;“a/ (p, 6)) =

(V4 (pr€) @ - @ v, (p,€) @ V2(P), B 0 vy (p,€) @ -~ ® v (p, ) @ D2(p)).

De acordo com a Eq. (5.18), descobrimos que o produto escalar em

h®) & dado por uma soma em que cada termo é um produto de n fa-

tores  da  forma (v (p,e) vy (p,¢) (B°0), D), (0, (P )0E (), vy, (0 €20 )

(qui (pa el)av;L; (pv 6/)) (U([x)c(p)af}g’c(p)): (Uu; (pae/)vvu;- (pae/)) (Uu/n_(\]_);e)v([x)c(p)avugl (pa e/)ﬁgc(p)) ou

(v (py €), vy, (ps €)) (U, (0, €)0E (D), vy (p, €) TR (p))-

—_~ o~

Os fatores (v,(p,e), v (p,€')) sdo justamente as funcdes de dois pontos sobre a
concha M/fu“,‘(p, e,€') dado na Eq. (4.21) e que é um polindémio de grau zero e os fatores

com o complexo conjugado dos intertwiner v(p, .), sdo determinados, usando Eq. (4.14) e
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vp(p) = —vh(p), como

Py €Cy +pu'eu . Pubv
p-e+ie (p-e+ic)?

(Uu<pa e), vy (p, e)) = v — (5.86)

e seu complexo conjugado.™

O fator (vfc(p), {JDC(p)) corresponde justamente a fun¢ao de dois pontos do campo

de Dirac que sabemos ser um polinémio nao homogéneo de grau 1, veja Eq. (5.5). O fator
—3
do tipo (vu(p, €)v2*(p), v (p, €)05¢(p)) é justamente o termo Mg, o (Ds€;€') da fungao

—~— e~

de dois pontos para o campo de Rarita-Schwinger localizado tipo-string, o qual podemos

reescrever da seguinte forma:

(000 )22 (0), vy (p, €024 (0) ) =

yym ¢’7u’ PV 93/, PuPuw ¢ ¢/ )( >
_ _ e 5.87
<p-e—ia+p-e’+i5 (p-e—ie)(p-e +ie) W )\ P aa/ (5:87)

Da Eq. (5.87), temos que é um polindmio nao homogéneo de mesmo grau que os fatores
anteriores. Portanto, todos os fatores que aparecem, sao polind6mios nao homogéneos de
grau 0+1 = 1. Assim, cada produto de n fatores também ¢ um polinémio nao homogéneo

em p de grau (On + 1) = 1.

De acordo com a Eq. (1.4) e |20, Proposi¢do 7| temos que o grau de escala é trés,

3

o que implica a dimensao de escala dos campos spinor-tensor localizado tipo-string ser 3.

Ou seja, independente do spin, o campo spinor-tensor localizado tipo-string tem a mesma

dimensao de escala que o campo de Dirac localizado tipo-ponto, a saber % Pela |20,

Proposigao 9] temos que existe o limite para massa zero. A condicao de “calibre axial”,

segue da antissimetria do F. Mas também pode ser verificada a nivel do intertwiner do

campo Spinor-tensor ..., («,e) como feito para o caso de spin—%,

no final da Lema 5.5.8. O

veja a demostracao

Finalmente escrevemos nosso campo spinor-tensor localizado tipo-string como uma
integral de linha sobre o spinor-tensor intensidade de campo JF, em analogia ao caso

Rarita-Schwinger, veja Eq. (5.65).

™ J4 foi apresentada anteriormente, veja Eq. (4.47), com sua respectiva demonstragao.
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Lema 5.6.4. Vale

Opyeeopin (T, €) = / dty--- / Aty Fuyopnma (T + Z tie) e .- en, (5.88)
0 0

i=1

Demonstrag¢ao. Inserindo a relacao (4.18) na definicao do intertwiner de Wigner (5.83)

para ©,,...u,,a; produz

pnt D) (,UF (P @ ® UFnun (p)e’™ @ Uf(p)) =

uiv1

Uma vez que,

s . (nal
U/‘L’ljl—_jl"'ﬂnl/n,a(p) - E( +2)(U51V1 (p> Q- ® UinVn(p> ® vf(p))

é o intertwiner para o spinor-tensor intensidade de campo F,,,...unun .o (), veja Eq. (5.79),
temos:
'
S

1
Uﬂl“‘ﬂn,a<p7 6) = ( 57

Usando a Eq. (3.111), implica a reivindicagao. O

Note que o Lema ou, equivalentemente, a tltima relacao na sua demostragao, implica que

a funcao de dois pontos ¢ sobre a concha pode ser escrita como

P ! VL i Vi Q5 V] - i Vi & (p) 2 Un ( IV} INZ
= ) PR n
L o s QG e iy 0 (p,e.€) (p-e—ie)*(p-e +ie)" ‘ e (¢) (e, (5:89)

onde MF7F ¢ a funcao de dois pontos sobre a concha de FF. Uma vez que é um polindomio
nao homogéneo de grau (2n + 1), veja o Lema (5.6.1), a Eq. (1.4) e [20, Proposicao 7 |
confirmam que nossa funcao de dois pontos de @y tem grau de escala 3, consequentemente
o campo tem dimensao de escala % e a |20, Proposicao 9 | confirma que existe o limite

para massa zero.



Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

Nessa tese apresentou-se a construcao dos campos quanticos livres massivos locali-
zados tipo-string para um spin qualquer. Tal construcao é parecida com a teoria de gauge
ou BRST, com a vantagem que nossos campos obedecem a navalha de Occam (Ockham’s
razor), o que significa que atuam em um espago de Hilbert e a fungao de dois pontos é
positiva, ao contrario do modelo de gauge ou BRST em que temos os campos agindo em

um espago com métrica indefinida (Krein) e tém graus nao fisicos (ghosts).

Nossos campos também trocam a invariancia BRST pela independéncia do string.®°
Seguindo os critérios para existéncia, ou nao, do limite para massa zero dos campos quan-

81 concluimos que os campos localizados tipo-string tém o limite para massa zero,

ticos,
enquanto os localizados tipo-ponto nao. Uma vez que nossos campos podem ser escri-
tos com uma integral de “linha” do campo puntiforme correspondente, isso garante que
existam observaveis locais (pontuais) na classe de Borchers de nossos campos localizados
tipo-string. Além disso, mostramos que nossos campos para s > 1 diferem dos campos

correspondentes localizados tipo-ponto ¢? por termos que sao derivadas de campos locali-

zados tipo-string bem definidos, a saber, atuam no mesmo espaco de Hilbert e descrevem

80No artigo [20, Secdo 3.3] ¢ feita explanagdo apenas para o caso da potencial vetor A4, porém os

argumentos sao validos para nossos campos em geral. Para mais detalhes sobre esse fato, veja [13].
81Critérios esses dados na [20, Prop. 9.

153
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as mesmas particulas (que sdo responsaveis pelo mau comportamento UV); isso garante
que temos localidade suficiente para uma construcao perturbativa de modelos interagentes;
portanto, para uma interacao escolhida de forma adequada, as Lagrangianas tipo-string,
diferem das Lagrangianas tipo-ponto correspondente por uma divergéncia que, de acordo

com o fato bem conhecido, deveria ser irrelevante para a fisica.

Concluimos que nossos campos localizados tipo-string apresentam um comporta-
mento melhor UV do que os campos localizado tipo-ponto, o que ¢ medido pela dimensao
de escala do campo, a saber: para os campos tipo-ponto (bosons ou férmions) a dimensao
de escala dos campos é s+ 1, enquanto que para os campos localizado tipo-string bosoni-
cos, a dimensao de escala independente do spin é sempre 1, como a de um campo escalar

(s = 0) e para os campos com localizacao tipo-string fermionicos, a dimensao de escala

também independe do spin e é sempre % como a de um campo de Dirac (s = %) Assim,
nossos campos tém um bom comportamento UV e localidade suficiente, de modo que a

construcao perturbativa de modelos interagentes com poder preditivo parece viavel.

Como exemplo, pegamos a QED massiva para mostrar que a Lagrangiana tipo-
string difere da tipo-ponto por uma divergéncia. Sabemos que na QED massiva, os tipos
de particulas sao o “féton massivo”, o elétron e o positron, e o acoplamento é descrito pela
Lagrangiana de interacao

LY (x) = j"(2) AP (), (6.1)

onde j# = :¢y*): é o operador de corrente e @ é o campo Dirac livre. Uma vez que
a dimensdo de escala de j, é trés (veja Sec@o 5.2) e a de AP é dois (veja o Lema 4.2.1)
implica que a LP tem dimensdo de escala cinco. Assim, o modelo nao é renormalizével
como explicado abaixo. Nossa safda, andloga & abordagem BRST |[3], é substituir L por

sua versao localizada em string
LS(I,B) ijM(I)AM(ZL‘,e), (62)

que tem uma melhor dimensao de escala, a saber, quatro, veja a observacao apos a

Prop. 4.2.2. Pela Eq. (4.4) e conservagao da corrente, d,j* = 0, temos que a Lagrangiana
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de interagdo difere pela divergéncia do campo vetorial localizado em string V,,(z,e) =

j*(z)¢(x,e), onde ¢ é o campo de escolta (4.7):
LP(x) = L*(z,e) — 0,VH(x,e). (6.3)

Confirmando nossa conjectura e nos deixando preparados para comecar a fazer os modelos

interagentes.

Portanto, uma vez que nossos campos localizados tipo-string apresentam melhores
dimensoes de escala, desejamos a partir desses campos construir modelos interagentes
ao longo das linhas de Epstein e Glaser [43|. Tal solugao perturbativa no esquema de
Epstein-Glaser usa o método da matriz-S de Bogoliubov que atribui & uma funcao de

teste g(x) e o dado Lagrangiano de interagao L a série formal de operadores

S(gL) := Z ;—n' / dxy - -dx, g(xy) - g(xy) ToL(zy) -+ - L(zy), (6.4)

onde T}, ... denota o produto ordenado pelo tempo.

Se a dimensao de escala de L for maior que quatro, isso deixaréd um ntmero infinito
de parametros livres na série (6.4) e o modelo nao serd renormalizével. A versdo intera-

gente @, para um dado campo livre ¢ é construida através da formula de Bogoliubov:

ear(f) == liS(gL)AS(gL +Af0) |- (6.5)

i dA
Ao revisar a prova de localidade em [43] temos que o campo interagente ¢,z é
localizado em strings se o campo livre ¢ ¢é localizado em string e a Lagrangiana de inte-
racao L ¢ localizada em pontos. No entanto, se L for localizado em string, entao o4z, é
genericamente completamente deslocalizado, nao importa se ¢ é localizado em ponto ou
string. Afirmamos que, com base na relagao (1.5), podemos no entanto, construir modelos
a partir de uma Lagrangiana de interagao com localizacao em strings com as seguintes

propriedades desejaveis:

A matriz-S ¢ independente das strings e a versdo interagente de um observavel

localizado em ponto ainda é localizada em pontos. Mais detalhes sobre a construcao de
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modelos interagentes para nossos campos sao dados em [20, Secao 5.

O trabalho se encaminha para a publicacao de um artigo analogo aquele de Bosons [20]
em que apresentaremos os resultados para os campos Fermionicos, denominados como
campos spinor-tensor. Além disso, outro caminho necessario a ser percorrido é a pesquisa

com modelos interagentes ao longo das linhas de Epstein e Glaser com nossos campos.



Apéndice A

Grupos de Lorentz e Poincaré

A.1 Grupo de Lorentz

Considera-se o espago-tempo quadridimensional dotado com a métrica de Min-

kowski proveniente do produto interno.
3
z-y=a2%"— ley’ (A.1)
i=1

Nota-se que a métrica estd em relacao a um sistema de coordenadas, a saber
"coordenadas de Lorentz ou inerciais". Contudo, a métrica nao depende dos sistemas de

coordenadas.

Seja A, que aqui serd denominado como transformacoes de Lorentz, que representa
uma transformacao entre sistemas de referéncias inerciais que preserva a estrutura causal
e nao envolve dilatacoes. O grupo de todas as transformacoes de Lorentz do espaco de
Minkowski ¢ denominado de Grupo de Lorentz. Pode-se também dizer que o grupo de
Lorentz®? é o grupo de isometrias linear desta métrica, Eq. (A.1).

Depois da escolha de uma origem e de um sistema de coordenadas

1

x— (2% 21 2% 23), o grupo L pode ser identificado pelo grupo O(1,3), £ = O(1, 3), que

820nde vamos usar o simbolo £ para grupo de Lorentz.
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¢ o grupo de todas as matrizes A 4 x 4, Mat(R,4), e que satisfazem: A~! = nATn~1
det(A) = £1. Para n 1é-se: n:=diag (1,—1,—1,—1) denominado métrica de Minkowski.

Seré introduzido o El, subgrupo de L, que recebe o nome de grupo de Lorentz
proprio ortécrono ou grupo de Lorentz restrito. E um subgrupo de Lorentz de mapas
lineares de R* que preservam a forma bilinear (A.1) e também deixa o cone positivo

invariante.

Ll = {A € L|det(A) = +1 e sinal deA) > 0}.

A.2  Grupo de Poincaré

O conjunto de transformacgoes no espaco de Minkowski, constituido de todas as
translacoes e transformagoes do subgrupo préprio ortéocrono de Lorentz e seu produto,
formam um grupo 771, chamado de grupo de Poincaré proprio ortécrono, ou grupo nao
homogéneo de Lorentz que representa o grupo mais geral de transformacoes do espaco-
tempo, que mantém os intervalos invariantes e, hoje, na Fisica, considera-se que o 731
representa uma simetria da natureza (na auséncia de campos gravitacionais). Sua agdo
no espago-tempo é interpretada como uma transformacao de Lorentz, seguida de uma
translacao cujos elementos sao constituidos por pares de translacao e uma transformacao

homogénea, denotado por g := (b, A), que induz transformagao de um quadrivetor:
g:r— 12 =b+ Az
Acima, b é um vetor quadridimensional e A € ﬁl.

Uma transformacao (V/,A’), seguida por outra (b,A), é equivalente & uma tnica

transformacao dada pela regra de multiplicacao de grupo.
(b, N)(b',A") = (b+ AV, AN)

Em particular,

(b,A) = (b,1)-(0,A)



Apéndice B

Representacao

No campo matematico da teoria da representacao, representacoes de grupos des-
crevem grupos abstratos em termos de transformacoes lineares de espacos vetoriais; em
particular, eles podem ser usados para representar elementos de grupo como matrizes

assim como a operacao do grupo pode ser representada por multiplicagao de matrizes.

Definicao B.0.1. Uma representacao de um grupo G em um espaco vetorial V é uma
aplicacio que a cada g € G associa um operador linear inversivel D(g) : V. — V de
modo que devem ter as sequintes propriedades satisfeitas:

1. D(gh) = D(g)D(h), para todos g,h € G.

2. D(g~Y)= D(g)~*', para todo g € G.

3. D(e) =1 e: elemento unitirio de G e I: operador identidade em V.

Representacao irredutivel e unitaria: antes de definir as representagoes irreduti-
veis e as representacoes unitarias, devemos, antes, definir o subespaco invariante. Seja
U(G) uma representagiao de G sobre o espago vetorial V' e V; um subespaco de V' com a
propriedade de que: U(g)x € V; para todo z € Vj e g € G, ou seja, U(G)V; C Vi V) é

dito ser um subespaco invariante de V' em relacao a U(G).

Representagoes irredutiveis: uma representacao U(G) sobre V' é irredutivel se nao

houver nenhum subespago invariante nao trivial em V com relacdo ao U(G). Caso con-
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trario, a representacao ¢ redutivel. Nesse tltimo caso, se o complemento ortogonal do
subespago invariante é também invariante com respeito a U(G), a representacao é dita

ser totalmente redutivel.

Como as transformacoes de simetria sao naturalmente associadas com operadores
unitarios (que preservam a probabilidade), as representagoes unitarias desempenham um
papel central no estudo de simetria de grupos. Representacao Unildria: se o espago
de representagao de grupo é um espago com produto interno e os operadores U(g) sao
unitarios para todos os g pertencentes a GG, entdo, a representacao de U(G) é dita ser uma

representacao unitaria.

B.1 Lema de Schur

Lema B.1.1. Se U, ¢ U, sao duas representacoes irredutiveis de um grupo G em espagos
vetoriais Vi e Va, respectivamente, e A : Vi — Vo um entrelacamento de Uy e Us, ou
seja, AU1(g) = Ua(g)A para todo g € G, entao ou A € inversivel ou A = 0. Caso A
seja inversivel e Vi e Vi sejam espacos vetoriais compleros de dimensao finita, entao, A

€ unico, a menos de uma multiplicacao por um escalar.



Apéndice C

Teorema de Bisognano-Wichmann

Para compreender o Teorema de Bisognano-Wichamnn é necessario entender a
representacao U(;l)7 para isso veja a Prop. 3.2.4, Lema 4.3.1 e os Lemas 5.1.1 e 5.3.6 com

suas respectivas demonstragoes.

Denotamos o Boost de Lorentz na diregao x' por A;(t), agindo como coshtl +

sinhto; nas coordenadas z° e !,

cosht sinht 0
Ai(t):=| sinht cosht 0 [,
0 1

t — A4(t) € holomorfa e tem-se:
Ay ()| xir = 1 (C.1)

O Teorema de Bisognano-Wichmann, para o caso de campos com localizagao punti-
forme [31, 32|, ndo sera colocado. Somente sera colocado o Teorema Bisognano-Wichmann
para o caso de campos quanticos com localizagio tipo-string [27], que é o interesse no pre-

sente trabalho.

Seja Wy := {x € R |2°| < z'}, cuja a forma geométrica serd de uma cunha (figura

C.1), assim como seu complemento causal W{. Vale mencionar que a transformacao j;
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faz a reflexdo na “borda"de W; e que A(A;(t)) = A;(t) deixa W invariante. Tem-se que
Ay(t) := 27 € SL(2,C). Seja U(A;(t)) =: €51 o que implica U (A, (t+is)) = eiFK1e—sK1,
Como nao ¢é limitado, observa-se que o dominio de U(A;(t + is)) ndo é todo o espago de

Hilbert.

Figura C.1: cunha

Tem-se o seguinte teorema [27]:
Teorema C.0.1. Bisognano-Wichmann para localizagao de campo quéntico tipo
string.

Seja, suppf C Wi, supph C Wi N H, (h = h(e)) isso implica que p(f,h) é localizado em
Wi.

(1) o(f, h)Q2 € dom U(A1(2)), para todo z € R +i[0, 7]
(17) U(A1(2))e(f,h)Q € holomorfa em z € R+ i(0,7), e

(iti) U(j1)U(A1(2))sminp(f, B)Q = cip(f, h)* Q2



Apéndice D

Um Lema tipo Poincaré para campos

spinor-tensor simétrico

O cléssico Lema de Poincaré afirma que, em uma regiao topologicamente trivial,
toda forma fechada ¢ exata [21]. Em [20, Apéndice A] colocamos o analogo para os
campos tensoriais simétricos (bosons). Portanto, estamos interessados em uma afirma-
¢ao semelhante para campos spinor-tensores simétricos (simetria em relacdo aos indices
tensoriais). Considere o operador diferencial P de ordem n que associa a um campo
spinor-tensor simétrico ¢, ..., o() de ordem n no espaco plano (de Minkowski) um ten-
SOT (P®) 11 pinvm,a de ordem 2n (a ordem do tensor esta vinculada aos indices tensoriais
e nao ao indice a de Dirac) com a propriedade de simetria (permutagao) do spinor-tensor

intensidade de campo,

: I
(ng)lflll’l"‘#nl/nya = Z(_D' ‘aﬂjl o 'aﬂjl al’il o 'awk Pujy vy iy = priy 00 (Dl)
I
onde a soma percorre todo o subconjunto I = {iy,... it} de {1,...,n} e temos escrito
{j1,-..,5i} para o complemento de I. Para n = 1, é justamente a derivada exterior,

(PY) o = 0upva — Ovpua (Rarita-Schwinger). Temos:

Proposicao D.0.1. Deixe ¢ ser um campo spinor-tensor simétrico de ordem n que cai

rapidamente. Entao Pp = 0 se, e somente se, exriste um campo spinor-tensor gb(k) de
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ordem k, 0 < k <n —1, tal que ¢ ¢ da forma

I
‘Pur--un,a(w) = Z aﬂh o 'aﬂjuc‘ (bﬂil‘?"/iimya(x)' (D'Q)
I1C{1,...,n}
Aqui a soma € sobre todos os subconjuntos apropriados de {1,...,n}. O campo spinor-

tensor o) pode ser tomado como®®

¢/(ﬁ)~~uk7a(x) —— /0 dty--- /0 dt,—_1 Pt pim (l‘-f— (tl 4. +tn—k)€) eFk+1 ... phn (D3)

Demonstracio. Se o é da forma (D.2) com algum conjunto de campos spinor-tensor ¢,
entdo um verifica prontamente que Py é zero. Por outro lado, suponha que Py é zero.
Defina o campo ¢®) pela Eq. (D.3), com algum vetor fixo e, e entdo substitua no lado

direito da Eq. (D.2). Entao o lado direito da Eq. (D.2) é lido por

n—1 00
_ Z/ dt, - - di 8#;'1 .. 'auj, Ppasy -ty vy vy (CB +(t -+ tl)e)eyjl e
k=00
onde [ =n — k. Agora usamos a identidade

flz) = (_1)k/oood51"'/oood5kam"'axkf(x—l-(éj+~~~—|—Sk)e)eM~~~eA’“

e obtemos

3
—

k[ -
N (-1 /0 dty - dty O, - 0y O, Doy Py sy, oy o (T + Ztie)

0 i=1

B
Il

vj

Xeyil...eyikeyjl...e L,

Uma vez que {iy, ..., i }U{j1,..., 51} = IUI° = {1,...,n}, o produto dos €’s é justamente

e’t - .- e’ independe de k, e temos

‘/oood“'”/omdt”{

—_

n

— n
k
(=1)" Oy, -+ Oy, Oviy +++ Ovyy Ppagy s vjy vy (w + E :tie) } X
k=0 i=1

83De acordo com a convencao de soma utilizada nesse trabalho, entende-se a soma sobre fig 1, ..., fin.
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Agora por hipotese (Pp = 0) a expressao entre chaves é
—(=1)"yy + O Ppgepma (T + (L1 4 -+ + tn)e).

Assim, o lado direito da Eq. (D.2) é

(_1)n/ dtl e / dtnayl . al/ngp,ul'”,“n:a (.T —+ (tl + -+ tn)e)em . eVn7
0 0
que ¢é claro apenas ¢, ..., o(z), como reivindicado. Isso conclui a prova. 0J

No caso de campos tensorias simétricos a demostragao ¢ completamente analoga
a desenvolvida nesse apéndice, (caso s = n com n € Ny), veja [20, Apéndice Al.
Nesse caso nao temos o indice a que vem do campo de Dirac nas equacoes acima e
Py = PA. Para s = 1, é justamente a derivada exterior, (PA),, = 0,4, — 0,4,, e
para s = 2 ¢ a relagdo linearizada (1.7) entre o tensor de Riemann e a uma pertubagao a
meétrica,

(PA>NVC¥5 = 8#(9&141,5 — 8Z,8QAM5 — 8u85A,,a -+ 8,,85AW.



Apéndice E

(GGrau de escala

Seja u uma distribuicio em R*. A distribuicao rescalada uy, 0 < A < 1, é definida (na

notagao informal usual) por
ux(€) = u(AE).
Mais formalmente, isso significa
(un, f) = (u, f2) com fA(€) = A7 F(ATHE). (E.1)

O scaling degree (grau de escala) de u (em relagao a origem) é o infimo de todos os w € R

para os quais

A? (un, f) = 0 para todof € D(RY). (E.2)
—
(Se ndo existe um tal w, entdo dizemos que o grau de escala ¢ infinito.)

Agora consideramos nossas fun¢oes de dois pontos com localizacao tipo-string, que
sao distribui¢oes u(&, e, e’) em R* x H x H. A distribuigao uy que resulta do reescalamento

de u através de R* & definida por

ur(§,e,e’) =u(N e, ).

Por grau de escala de u, depois de ter integrado com fungoes de teste na variavel e, n6s

entendemos o infimo de todos os w € R para os quais

X A{uy, f@h @MW) P 0 para todof € D(R*Y), h,h' € D(H). (E.3)
—

166



167

Na literatura [44, 45], isso seria denominado grau de escala de u com respeito a subvarie-
dade {0} x H x H. O grau de escala com repeito as varias outras subvariedades relevantes

para a defini¢do do produto temporalmente ordenados sdo analisados em [46].

Proposicdo E.0.1 (Grau de escala). Seja w(§,e,e’) funcao de dois pontos cuja parte
sobre a concha de massa € da forma (3.112), com MP sendo um polindmio de grau d.
Entao o grau de escala de w apds integrado com uma funcdo de teste na varidvel e € o

mdzimo de 0 e d+ 2 — (nq + ng).

Claro que, no caso de n; = ny = 0 isso é justamente o fato bem conhecido, a saber,
as funcoes de dois pontos com localizacao tipo-ponto com parte MP sobre a concha de

massa tém grau de escala d + 2.
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