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RESUMO

Neste trabalho, métodos de elementos finitos mistos hibridos estabilizados sdo propostos
para a simulagdo numérica de escoamentos incompressiveis, baseados em modelos descritos
pelas equagoes de Stokes, Oseen e Navier-Stokes. A partir de uma formulacao desenvolvida
e analisada para o escoamento de Stokes, propomos extensoes para os problemas de Oseen e
Navier-Stokes. Os métodos em questao se caracterizam pela introducao de multiplicadores
de Lagrange, definidos como os tracos da velocidade e pressdo. Devido a escolha dos
multiplicadores, esta estratégia permite a eliminacao das variaveis velocidade e pressao,
no nivel dos elementos, condensando estas informagdes nos multiplicadores de Lagrange
definidos nas arestas dos elementos, dando origem a um problema global que depende
somente dos graus de liberdade dos multiplicadores. Quando os multiplicadores sao
determinados, os problemas locais sao resolvidos no nivel do elemento. Neste contexto,
estudos numéricos sao realizados para avaliar as taxas de convergéncia na norma L? obtidas

em cada problema.

Palavras-chave: Métodos de elementos finitos. Stokes. Método de Galerkin descontinuo.
Métodos hibridos. Navier-Stokes.



ABSTRACT

In this work, stabilized mixed hybrid finite element methods are proposed for the numerical
simulation of incompressible flows, based on the models described by the Stokes, Oseen
and Navier-Stokes equations. From a developed and analyzed formulation for the Stokes
flow, we propose an extension for the Oseen and Navier-Stokes problems. The methods
in question are characterized by the introduction of multipliers, defined as velocity and
pressure traces, in order to weakly imposes the continuity between the elements. Due to
the choice of multipliers, this strategy allows the elimination of variables, velocity and
pressure, at the element level, condensing this information into the Lagrange multipliers
defined at the edges of the elements, giving rise to a global problem that depends only
the degrees of freedom of the multipliers. Once the multipliers have been determined,
local problems can be solved at the element level. In this context, numerical studies are

performed to evaluate the convergence rates in the L?-norm to each problem.

Key-words: Finite element methods. Stokes. Discontinuous Galerkin method. Hybrid

methods. Navier-Stokes.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento de métodos numéricos visando a obtencao de solugoes aproxi-
madas precisas para equagoes diferenciais parciais (EDPs) que modelam problemas de
escoamentos de fluidos incompressiveis tem sido de suma importancia em diversas aplica-
¢Oes nas areas de engenharia de petroleo, dindmica de fluidos, hidrologia, hemodinédmica,
por exemplo. Dentre as diversas aplicagdes, podemos destacar as que modelam escoamentos
de aguas subterraneas, no qual o fluido escoa em duas regides: uma regiao porosa e uma
regiao de fluido livre. Comumente, o escoamento que ocorre na regiao de fluido livre é
modelado pelas equagoes de Stokes, como pode ser visto no trabalho de Faulkner e seus
colaboradores [36]. Em se tratando de aplicagdes na drea de hemodindmica, podemos
considerar a simulacdo do fluxo de entrada em vasos sanguineos através do problema de
Oseen, como apresentado no trabalho de Lew e Fung [35]. Aplicagbes das equagoes de
Navier-Stokes podem ser encontradas na otimizacao da aerodinamica da asa de avido,
como apresentado por Jameson e seus colaboradores [45]; e nas simulagoes de fumaga e

explosoes em designes graficos desenvolvida por Selle e seus colaboradores [50].

Nas ultimas décadas, muitas metodologias numéricas foram consideradas para
tratar problemas com escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos, dentre as quais
destacam-se os métodos de diferencas finitas, presentes, por exemplo, nos trabalhos de
Takemitsu [53], com a simulagdo de escoamentos governados pelas equagoes de Navier-
Stokes; e no trabalho de Morinishi e seus colaboradores [47], onde é apresentado um
método de diferengas finitas com conservacao de massa, momento e energia. Além dos
métodos de diferencgas finitas, como os supracitados, outras metodologias numéricas muito
utilizadas para escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos sdo os métodos de
volumes finitos, como exemplificado nos trabalhos de Chai e seus colaboradores [52], onde
os autores modelam fluxo de radiacdo e transferéncia de calor; e no trabalho de Jenny e seus
colaboradores [38], com a simulagdo de escoamento em meios porosos que surgem abaixo
da superficie. Uma terceira classe de métodos numéricos para aproximacao da solucio
de problemas com escoamentos incompressiveis sao os método de elementos finitos que
contemplam, por exemplo, os métodos de elementos finitos mistos, baseados na aproximacao
simultdnea dos campos de velocidade e pressao [29, 31, 40]. Entretanto, este tipo de
abordagem exige que os espacos de aproximacao satisfacam condigoes de compatibilidade,
reduzindo a flexibilidade na construcao dos espagos de elementos finitos, como por exemplo,
as que empregam aproximacoes por bases lagrangianas de mesma ordem para velocidade
e pressao [2, 5]. Aproximagoes estdveis bem sucedidas para este problema podem ser
encontradas em Crouzeix e Raviart [30], que utiliza elementos conformes e ndo conformes
para aproximar o problema estaciondrio de Stokes com interpolacdo descontinua para a
pressao; ou em Taylor e Hood [32], que utiliza espagos de aproximagdes que empregam

interpolagoes lagrangianas continuas com uma ordem a mais para a velocidade em relagao
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a pressao. Além dos métodos estaveis, que visam compatibilizar o problema através da
construcao de espacos de aproximagoes, sao propostos também métodos estabilizados,
caracterizados pela introdugao de termos (muitas vezes baseados em residuos de minimos
quadrados das equagoes do modelo), que visam manter a consisténcia e a simetria desses
problemas, adicionando estabilidade as formulagoes. Com isso é possivel utilizar espagos de
aproximagcoes com elementos lagrangianos de mesma ordem para os campos de velocidade
e pressao. Exemplos de formulagoes estabilizadas podem ser encontradas no trabalho de
Karam Filho e Loula [16], utilizando residuos de minimos quadrados, e em [43], desenvolvida
por Hughes e seu colaboradores, utilizando uma formulacao de Petrov-Galerkin. Nesses
trabalhos, sdo introduzidas formula¢oes com interpolacao continua para os campos de
velocidade e pressao, obtendo estabilidade inclusive nos casos com mesma ordem de
aproximacao. Um outro exemplo classico de método estabilizado foi construido para
o problema de Navier-Stokes, buscando compatibilizar os espacos e tratar os efeitos
convectivos. O método em questdao, denominado SUPG (Streamline Upwind Petrov-
Galerkin), foi introduzido por Brooks e Hughes [33]. Esse método trata, principalmente,
oscilagoes na aproximagao da solucao geradas pela turbuléncia no escoamento. Fisicamente
isso ocorre quando os efeitos convectivos sdo predominantes em relacao aos efeitos viscoso

no escoamento.

Além dos métodos classicos de elementos finitos, formulagoes de Galerkin Desconti-
nuo (DG) tém sido desenvolvidas para tratar problemas de escoamentos incompressiveis.
Para o problema de Stokes, Baker et al. [46] apresentaram um dos primeiros trabalhos
envolvendo métodos DG; ja em [17] um método DG local denominado LDG é proposto.
Posteriormente, [54, 13, 23] introduziram formulagbes DG mistas simétricas com pena-
lidade interior (SIPG), apresentando estabiliza¢oes apenas para o campo de velocidade.
Em [13] Schotzau et al. propuseram uma formula¢do DG com termos de estabilizagao
tanto para o campo de velocidade como para o campo de pressao, assim como em [24].
Para o problema de Oseen, destacam-se os trabalhos presentes em [20], que introduziu
e analisou um método DG local para o problema de Oseen, denominado LDG. Mais
tarde, [37] apresentou e analisou uma formulagdo DG para a solugdo do problema genera-
lizado de Oseen; enquanto [8] propos a andlise de um método DG, demonstrando taxas
otimas de convergéncias a partir de escolhas adequadas de parametros presentes em sua
formulagao. Trabalhos que abordam o problema de Navier-Stokes, utilizando métodos DG,
podem ser encontrados em [11], que apresenta um método LDG localmente conservativo;
em [34], estudos numéricos sdo realizados para verificar a performance de um método DG.
Formulag¢oes DG considerando aproximagcoes de alta ordem para a soluc¢do do problema de

Navier-Stokes podem ser encontradas em [51, 7, 4].

Formulagbes de Galerkin descontinuo apresentam muitas vantagens, dentre as quais
se destacam: robustez, conservacao local, flexibilidade na implementacao de estratégias de

h e p adaptatividade e estabilizagoes; além da possibilidade de uso de espacos de elementos
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finitos que consistem em polindmios descontinuos por partes [9]. Por outro lado, essas
formulagoes apresentam alto custo computacional por conta dos muitos graus de liberdade,
além da complexidade de implementacao, principalmente em casos de alta ordem. Em
virtude disso, hibridiza¢oes para os métodos DG foram propostas com o intuito de derivar
novos métodos de elementos finitos, com melhores caracteristicas de estabilidade e reduzido
custo computacional, porém, preservando a robustez e a flexibilidade dos métodos DG [49,
18, 48, 1, 9.

A primeira hibridizacao do método de elementos finitos foi proposta em 1965 por
Fraeijs de Veubeke [10] que desenvolveu um método para tratar as equagoes da elasticidade
linear utilizando uma manipulacao algébrica matricial denominada condensacao estdtica,
que era vista unicamente como uma técnica computacional. Duas décadas depois, Arnold
et al. [21] provaram que essa técnica era mais do que um truque computacional, visto
que a nova variavel que impoe a continuidade do fluxo de forma fraca em cada aresta,
interpretada como o multiplicador de Lagrange, contém informagoes adicionais sobre a

solugdo exata [29].

Recentemente, diversas formulacoes mistas hibridas foram propostas para esco-
amentos incompressiveis. Em se tratando do problema de Stokes, Cockburn e seus
colaboradores introduziram hibridizacoes de Galerkin descontinuo em duas e trés dimen-
soes, respectivamente, em [26, 27]. Na mesma época, Carrero e Cockburn [12] introduziram
e analisaram uma formulagdo LDG hibridizada, otimamente convergente. Mais tarde, [39]
apresentou comparagoes de formulacoes hibridizadas de Galerkin descontinuo que ado-
tam multiplicadores de Lagrange para sistemas de equagoes que envolvem as variaveis
velocidade-pressao-gradiente da velocidade, velocidade-pressao-tensao e velocidade-pressao-
vorticidade. Para o problema de Oseen, Aghili e Di Pietro [19] propuseram uma formulagao
para problemas em que a advec¢do é dominante, na qual a pressao é aproximada por
polinémios descontinuos. Em [55] estudos numéricos para o problema de Oseen foram
realizados. Nesses, taxas 6timas para os campos de velocidade, pressao e para o gradiente
do campo de pressao sao verificadas. Dentre as diversas referéncias com formulagoes
hibridizadas para as equagoes de Navier-Stokes, considere a apresentada em [3], que propoe
uma hibridizacao de Galerkin descontinuo, exibindo taxas 6timas de convergéncia para
velocidade, pressao e gradiente da velocidade, em problemas com viscosidade dominante.

Em [28], uma formulagao hibridizada é proposta considerando malhas poliedrais.

Métodos de elementos finitos mistos hibridos estabilizados para o problema de Stokes
destacam-se, por exemplo, no trabalho de Egger e Waluga [18], no qual introduziram
e analisaram uma formulacao, considerando multiplicadores associados ao campo de
velocidade, com estabilizacao apenas para o campo de velocidade. Mais tarde, Igreja e
Loula [15] também propuseram uma formulagao hibrida estabilizada para o problema de

Stokes, porém com estabilizagoes tanto para o campo de velocidade como para o campo
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de pressao, incluindo além do multiplicador para a velocidade um multiplicador associado
ao campo de pressao. Nesse trabalho demonstraram a unicidade da solugdo dos problemas
locais e verificaram, através de estudos de convergéncia, taxa 6tima para o campo de
velocidade na norma L? com elementos triangulares e quadrilaterais, atribuindo mesma
ordem para velocidade, pressao e multiplicadores; e uma ordem a mais para o campo
de velocidade em relacao ao campo de pressao. Uma formulagao mista hibrida similar,
adotando, também, multiplicadores associados aos campos de velocidade e pressao foi
proposta e analisada por Rhebergen e Wells em [22]. Como resultado da analise, os
autores demonstraram que sua formulacao é localmente conservativa quando o parametro
de estabilizacao associado ao campo de pressao é nulo. Além disso, demonstraram taxa

6tima de convergéncia para os campos de velocidade e pressdao na norma L2

Neste contexto de métodos mistos hibridos estabilizados, o presente trabalho recorda
e discute as formulagoes desenvolvidas em [18], [15] e [22] para o problema de Stokes. A
partir disso, sao realizadas comparacoes entre os métodos supracitados considerando suas

respectivas limitagoes, o que permite delinear os seguintes objetivos:

e Objetivo geral:

— Construir e implementar em linguagem de programacao Fortran formulacoes
para os problemas de Oseen e Navier-Stokes, a partir da extensao da formulagao

que trata o problema de Stokes em [22].
e Objetivos especificos:

— Apresentar uma metodologia de resolucao via técnica de condensacao estdtica

a ser utilizada na construcao das trés formulagoes
— Linearizar o problema de Navier-Stokes com os métodos de Picard e Newton

— Comparar os resultados de convergéncia dos métodos de Newton e Picard para

a formulagao de Navier-Stokes

— Obter resultados das convergéncias p e h para os trés métodos na norma L*((2).

A estrutura do trabalho foi construida da seguinte maneira: no capitulo 2 a
fundamentacgao tedrica do trabalho é apresentada para o entendimento da construcao
das formulagoes. No capitulo 3 o problema de Stokes é introduzido e para este, estudos
numéricos sao desenvolvidos a fim de verificar a convergéncia h e a convergéncia p do
método. No capitulo 4, uma extensao do método hibrido para o problema de Stokes é
proposta para tratar o problema de Oseen, bem como estudos numéricos de convergéncia
na norma L2. No capitulo 5, a formulacio de Oseen é estendida e linearizada para tratar
o problema de Navier-Stokes. Por fim, no capitulo 6 sao feitas conclusoes gerais acerca

dos trés métodos estudados, além de destacar sugestoes para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Este capitulo apresenta o problema modelo estudado neste trabalho, notacoes
e defini¢oes que serao utilizadas ao longo do texto, bem como relagoes e propriedades
matematicas indispensaveis para a apresentacao dos métodos de elementos finitos mistos

hibridos nos capitulos subsequentes.

2.1 Notagoes e Defini¢oes

Seja ) C R? (esta dissertacio limita-se ao caso bidimensional) um dominio limitado

com contorno I' = 9€2. O espago das fungoes quadrado integraveis em €2 define-se como
L*(Q) = {q ; / ¢ dx < oo}.
Q

Neste contexto, o espago de Hilbert de ordem “0” em € é dado por H°(Q2) = L*(Q), cuja
norma ¢ dada por ||¢||o = ||¢||. De modo geral, dado um inteiro m > 0, H™(£2) define o
espaco de Hilbert de ordem m sobre €, contendo funcdes ¢ € L?(f2) tais que sua m-ésima

derivada pertence a L?(2). Em simbolos,
H™ () = {q € I2(Q): D¢ € L*(Q), |a] < m},com

B alal<.)
© 0oz’

T1 Y2

D> :

la| = a1 + ay,
sendo «; e ap inteiros nao negativos. Nesse espaco, a norma e a semi-norma sao denotadas
por || - |ma € |- |ma, respectivamente.

O espago HJ () é o espago das fungdes em H'(Q2) com trago nulo na fronteira,

definido como
Hy(Q) ={qe H(Q):q=0em I'}. (2.1)

Semelhantemente, o subespago L2(€2) é o espaco das fungoes em L?*(£2) com média nula

em () e expressa-se por
12(Q) = {q e 12(): [ qdx = o}. (2.2)

Simbolos em negrito denotam vetores ou tensores. Definindo vetores v e w € R?
e matrizes A e B € R**? entdo v ® w é o tensor com componentes (v ® w);; = v;w; e

A :B é o produto escalar entre dois tensores. Com essa notagao,

2
v-Aw = Z Vz'Aijo =A: (V X W) (23)

ij=1
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Além disso, para funcoes suaves f : Q - R, g: Q — R2e H: Q — R?>*2, considere as

seguintes definig¢oes:

2

vf = [aatzf]zzzl ) Vg = [azjgz}ijzl ) (24>
2 2 2
e divg = Z@xigi, divH := {Z@Ijh”} , (2.5)
i=1 = i=1

em que div e V denotam, respectivamente, os operadores divergéncia e gradiente. De
maneira semelhante, o operador laplaciano A define-se como segue:
2

2 2
Af:=divVf = Z@ilf e Ag :=divVg = [Z 8§jgi] : (2.6)
i=1 j=1 i=1

1=

2.2 Problema Modelo

O escoamento incompressivel de um fluido viscoso, sujeito a efeitos inerciais e forgas

de corpo, é descrito pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais [42]:
p(Ou+u-Vu) = pf+dive, (2.7)
divu = 0, (2.8)
onde u define o campo de velocidade, o o tensor das tensoes (ou tensor de Cauchy) e
f denota uma forga atuando sobre o fluido. Em (2.7) tem-se a equac¢ao da conservagao

do momento. A conservagao da massa é garantida em (2.8). Para fluidos newtonianos, o

tensor de Cauchy pode ser definido como [42]:
o =2vD(u) — pl, (2.9)

sendo p a pressao, I o tensor identidade, v := R~! a viscosidade e o ntimero de Reynolds.

Além disso, o tensor D(u) é definido por
1
D(u) = 2{vu + (Vu)T}. (2.10)

Aplicando o operador divergéncia na equacao (2.9), utilizando a identidade divD(u) =

1(Au+ Vdivu) e a equagio da continuidade (2.8), chega-se em
dive = vAu — Vp.

Substituindo esse resultado na equagao (2.7) obtém-se as equagoes de Navier-Stokes, que

podem ser escritas como

—vAu+pu-Vu+Vp = pf em (2.11)
divu = 0 em Q, (2.12)
u = u sobre T (2.13)
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A equagao (2.13) descreve a condigdo de contorno de Dirichlet, na qual o campo de

velocidade é prescrito por uma funcao u: I' — R2.

Ao longo desta dissertacao trés problemas sao tratados: Problema de Stokes,
Problema de Oseen e Problema de Navier-Stokes. Todos estes podem ser escritos a partir

do conjunto de equacoes abaixo:

—vAu+w-Vu+Vp = f em (2.14)
divu = 0 em €, (2.15)
u =20 sobre T (2.16)

Definindo w = 0 surge o problema de Stokes, no qual os efeitos convectivos sao negli-
genciados. Por outro lado, a escolha w = b definira o problema de Oseen, sendo b uma
velocidade conhecida, préxima da solucdo u. Finalmente, escolhendo w = u surge o

problema de Navier-Stokes.

Na préxima secao algumas definicoes importantes serdao introduzidas e relacionadas
as formulagoes de elementos finitos hibridos que visam aproximar cada um dos problemas

propostos.

2.3 Notacgoes e Defini¢oes dos Métodos Hibridos

Seja Tj, uma discretizacao regular do dominio €2 em elementos finitos K definida
como

Tn = {K} := unido de todos os elementos K

da discretizacao Tj,. Para cada aresta e dos elementos K, é necessario definir os seguintes
conjuntos:

En = {e, tal que e é uma aresta de cada elemento K € T, }

define o conjunto de todas as arestas e de todos os elementos K da particao Ty,
E) = {e € &, tal que e é uma aresta interior, isto é,e ¢ I'},
define o conjunto das arestas interiores e
£l ={ec &, tal que e € T},

define o conjunto das arestas da fronteira I'. Uma vez que o dominio 2 é poligonal e Ty, é
uma particao regular de €2, entao existe ¢ > 0 tal que h < ch,, em que h, é o didmetro
da aresta e € K e h (pardmetro da malha) é o didmetro do elemento. Cada aresta e de

cada elemento K estd associada a um vetor normal unitario ng.

Para qualquer escalar g, € &, a semi-norma dependente da malha é definida por

|Qh|i1/2,771 = Z |Qh|il/2,aK € |Qh|2—1/2,7'h = Z |Qh|2—1/2,8Kv (2.17)
KeTy KeTy
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com

lan|+1/2,0K = hZ1/2|qh!o,aK e lan|-1/2,0x = hizl/2|Qh|0,8K- (2.18)

Para fungoes escalares g, € H™(7y), considere as seguintes norma e semi-norma:

lanllon = D Nl e lanlon = > law
KeT, KeTy,

2K (2.19)

As definigoes (2.17), (2.18) e (2.19) também sdo validas para fungoes vetoriais vy, € &j,.

Para estabelecer uma conexao entre os métodos DG e os métodos hibridos, algumas
defini¢bes comumente utilizadas para formular e analisar métodos de Galerkin descontinuo
serao recordadas. Dados os elementos Kte K~ € 7, compartilhando a aresta e =
OKT NOK~, os correspondentes vetores normais unitérios sao definidos por nx, e nx_
em e. Para uma funcao escalar ¢, uma funcao vetorial v ou uma funcao matricial A,
suaves em cada elemento K=, (A% vt ¢F) simbolizam os tracos de (A, v,q) na aresta e
do interior de K™, respectivamente. A seguir, os operadores salto e média, nessa ordem,

sao definidos em e € &) como

[l = ¢ mes+ g 0k e fa} = ;(Cf +a7); (2:20)
[v] = vi ng,+v -ng_ e {v} = ;(V+ +v7); (2.21)
[A] = A'ng, +A ng_ e {A} = ;(AJr +A7). (2.22)

Para as arestas e € &, os operadores salto e média sdo definidos como

{ad=q¢ ld=@m; {vi=v, [vl=v-n; {A}=A, [A]=An, (2.23)

sendo n o vetor unitario normal & 9. Por fim, o salto triplo [[-] do vetor v sobre as

arestas e € &) pode ser expresso por
[Vl = vi®ng,+v @ng_ (2.24)
ou como
[vI = v®n, (2.25)

para as arestas e € &f.

2.3.1 Espagos de Aproximagao

Para a construcao das formulagoes hibridas, é necessario introduzir espacos de
fungoes quebradas. Esses espagos de dimensao finita sao definidos sobre a discretizagao 7Ty

como segue.
Vi = {ve [P@)ivix € [sum)] VK e Tl

Qh = {a € *@idl € SK), VK € Tif, (2.26)
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em que Si(K') pode ser denotado por Py (K), isto é, o espago das fungdes polinomiais com
grau menor do que ou igual a k, associadas com elementos triangulares; analogamente, é
possivel denotar Sy(K) por Qx(K), ou seja, o espago das fungoes polinomiais com grau

menor do que ou igual a k associadas com elementos quadrilaterais.

2.3.2 Metodologia

A metodologia utilizada para obter aproximacoes da solucao de cada problema
proposto ao longo deste trabalho consiste na aplicacao da técnica de condensacdio estdtica.
Para tanto, multiplicadores de Lagrange sao introduzidos entre as arestas de cada elemento
finito K € T,. Esses multiplicadores tém como principal objetivo impor as condi¢oes de
continuidade entre os elementos de maneira fraca, ou seja, forcar a continuidade entre as
arestas de cada elemento diretamente nas formulagoes. Existem diferentes possibilidades
para escolhas dos multiplicadores. Em [25] os multiplicadores sdo definidos como o fluxo
normal; ja em [18, 22, 15 e 14], sdo definidos como o trago da varidvel de interesse, isto é,
o valor da varidvel de interesse (neste trabalho, velocidade e pressdo) definido nas arestas
de cada elemento. A partir da introducao dos multiplicadores de Lagrange, a técnica de
condensagdo estatica pode ser aplicada. Com isso, damos origem a dois tipos de problemas:
problema global, definido na malha 7y, e problemas locais, definidos em cada elemento.
A Figura 1 ilustra essa estratégia de resolucdo: no lado direito, tem-se um problema
global, definido na malha 7;,. A partir da resolucao desse problema, os multiplicadores sao
determinados nas arestas de cada elemento. Desse modo, os problemas locais (Figura 1,

lado esquerdo) sao resolvidos no nivel do elemento.

Problemas Locais

x X * X Problema Global

x| O O %] O O | x X ¥ a3 X
X X X
X1 O O ﬂ( O O | X X X X

% = =% % H—¢ X—¢
X| O O x| O O X % % X
X X X

Xl O O 1( @) O |X % % % 3¢
¢ % % % Multiplicadores de Lagrange

Variaveis

Figura 1 — Método Hibrido: Problemas locais e global (adaptado de [9]).
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3 PROBLEMA DE STOKES

O Problema de Stokes é um caso particular do Problema de Navier-Stokes para
baixos valores do niimero de Reynolds. Neste caso os efeitos convectivos sao despreziveis
em relacao aos efeitos viscosos e, por isso, podem ser negligenciados. O problema de Stokes
¢ obtido adotando w = 0 em (2.14).

3.1 Problema Modelo

As equagoes de Stokes descrevem o escoamento lento e laminar de um fluido
newtoniano, incompressivel e com efeitos gravitacionais e inerciais despreziveis. O conjunto
de equagoes diferenciais parciais que descrevem esse escoamento pode ser definido em um

dominio 2 C R?, com contorno I' = 9 como segue.

Problema de Stokes. Dadas a viscosidade v > 0, e uma fonte £: Q — R%, encontre o

campo de velocidade u : Q@ — R? e a pressio p: Q — R, tais que

—vAu+Vp = f em (3.1)
divu = 0 em (3.2)
u = 0 sobrel. (3.3)

A equacao (3.3) satisfaz a condi¢do de compatibilidade

/u-nds:O, (3.4)
r

que expressa o balanco do fluxo através de sua fronteira associado & incompressibilidade

do fluido, sendo n o vetor unitario exterior normal a I'.

3.2 Formulacao Variacional

A fim de apresentar uma formulagao variacional para o Problema de Stokes,

a equagdo (3.1) é multiplicada por uma fungao teste v € [Hy(Q2)]?

, a equacao (3.2) é
multiplicada por uma fungio teste ¢ € L3(2) e ambas as equagdes sao integradas em ).

Com isso, obtém-se

—I//Au-vdx+/Vp-vdx = /f-vdx7 (3.5)
Q Q Q
0

/Q gdivudx = (3.6)

Integrando, por partes, o primeiro e o segundo termos do lado esquerdo da equacao (3.5),
multiplicando a equagao (3.6) por (—1) para garantir a simetria do sistema e impondo a

condigdo (3.3), a formulagdo fraca mista dual cldssica pode ser enunciada como:
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Encontrar o par (u,p) € [H}(Q)]? x LE(Q2), de modo que
y/ Vu:VvdX—/pdiVde - /f~vdx, Vve [HYQ], (37
Q Q Q
—/quivudx — 0, Vg e L3(Q) (3.8)

ou ainda, em formas bilineares,

a(u,v) + b(v,p) = f(v), Vv e [Hy (), (3.9)
b(u,q) =0, Vq € Li(9Q),

com
a(u,v) :/ vVu:Vvdx, 0b(u,q)= —/ gdivadx, f(v) :/ f-vdx.
Q Q Q
O problema (3.9) possui uma tnica solucao (u,p) € [Hg(Q)]> x LE(Q), garantida
pelo Teorema de Brezzi [5] (veja mais detalhes em [31, 44, 40]).

A partir dos espagos de aproximagoes conformes U, C [H}(Q)]? e P, C L3(Q), é

possivel apresentar a seguinte aproximacao de elementos finitos via método de Galerkin:
Encontrar o par (uy,pp) € Uy, X Py, tal que

a(up, va)+ (Vi pn) = f(Vva), Vi €Uy,
b(up, qn) = 0, Van € Pp.

(3.10)

Uma opcao de espacgo de elementos finitos conformes cujas condicoes de compa-
tibilidade entre os mesmos sejam satisfeitas para a formulagao (3.10) foi proposta por
Taylor-Hood em [32] e é conhecida como elementos de Taylor-Hood, caracterizados por
bases lagrangianas que interpolam a velocidade com uma ordem a mais em relagao a

pressao.

3.3 Método de Elementos Finitos Hibrido para o Problema de Stokes

Nesta secao, formulagoes mistas hibridas propostas por [15,18,22] para o Problema
de Stokes sao recordadas. Para tanto, é necessario definir o problema (3.1)-(3.3) em cada

elemento K de uma malha de elementos finitos 7y, resultando no seguinte problema forte

local:
—vAu+Vp = femkK, (3.11)
divu = 0 emK, (3.12)
u = 0sobreec &, (3.13)

suplementado pelas condigoes de interface

[u] = 0 Ve € &, (3.14)
[pPI—vVu] = 0 Ve € &. (3.15)
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Os operadores salto [-] e [-]] sdo devidamente definidos na Segéo (2.3). Nas equagoes (3.14)
e (3.15), esses operadores indicam que a velocidade e o fluxo de Stokes s@o continuos entre

as arestas interiores de quaisquer dois elementos que compartilham dessa mesma aresta.

Multiplicando a equacao (3.11) por uma fungao teste v, a equagao (3.12) por uma

funcao teste ¢ e integrando sobre K, tem-se

—V/ Au-vdx+/ Vp-vdx = /f-vdx, (3.16)
K K K
0.

/ gdivadx = (3.17)
K

Integrando, por partes, o primeiro e o segundo termos do lado esquerdo da equagao (3.16)

e multiplicando a equagdo (3.17) por (—1), obtém-se o seguinte problema fraco local:

1// Vu:Vvdx — I// (Vung) - vds —/ pdivvdx
K K K
—|—/ p(v-nK)ds:/ f-vdx,
oK K
—/ gdivudx = 0. (3.18)
K
E possivel aproximar o problema (3.18) em espacos de dimenséo finita V¥ e @, definidos

em (2.26). Desse modo, a partir das funcoes vy, € V’fL e q, € Q, surge a seguinte

aproximacao do problema (3.18) definido em cada elemento K € Ty,

1// Vuh:Vvhdx—z// (VuhnK)-vhds—/phdivvhdx
K oK K

—l—/ ph(vh-nK)ds:/ f-vydx,
oK K

—/ g divu, dx = 0. (3.19)
K

Para impor a continuidade entre os elementos dada pelas equagoes (3.14) e (3.15), intro-
duzimos um multiplicador de de Lagrange 1 € \A)Z, definido como o trago da velocidade,
isto é, Gy, = ul,, entre as arestas dos elementos e € &,. Esse multiplicador encontra-se no

espago
V= {vh € [L2(EN? : On € [pm(@)]%, ¥ ¢ € En, Vnle = 0, Ve € 5,?},

e permite apresentar a formulagdo mista hibrida a seguir, proposta e analisada por Egger
e Waluga em [18].

Formulacdo E-W: Encontrar o par [uy,pp] € VE x Q' e o multiplicador de Lagrange

0y, € \A)T, tais que, para todo [vy,qn] € VE x Q' e para todo ¥, € \A?T,

L([wn, Vi, Gn, Vi), [Prs qnl) + Z/ P (Vi — Vi) - ng ds + Z/ qn (u, —0p) -ng ds
it Jox Ko Jox

-y /Kf.vhdx’ (3.20)

KeTy,
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onde

E([u;“Vh, ﬁh,\A’h], [ph, qh]) = Z [l// Vllh . VV}L dx — l// Vuh Nng - (Vh — \A/h) ds
KeT, K 0K

—V/ VthK'(uh—ﬁh)dSJrﬁu/ (wp —0p) - (v — V1) ds
oK oK

—/ Dh divvhdx—/ div uy, qhdxl, (3.21)
K K
sendo

8, = ”50 com By >0, (3.22)

o parametro de estabilizacao para o campo de velocidade.

Para solugio exata regular u € H*"(Q) e p € H*(2), os autores demonstraram as

seguintes taxas de convergéncia na norma da energia:
[ = wp, & = @fln + lp = Dallos < CR™ ([l grov + [[p]l s,
com as respectivas normas para os campos de velocidade e pressao

IV 0 = VI, + v =¥ 0 (3.23)

lalls, = llall7.- (3.24)

Mais tarde, Igreja e Loula [15] provaram que os problemas locais associados a essa
formulacao nao sao resolviveis, o que impede a aplicagao da técnica de condensagdo
estdatica. Nessa dire¢do os autores propuseram uma formulagao mista hibrida que inclui,
além de um multiplicador de Lagrange associado a velocidade, um multiplicador relacionado
ao campo de pressao. Esse ultimo é definido como o traco da pressao, isto é, p, = p|. no

espaco

O = {Gn € L2(E) : G € pmle), ¥V e € &}, (3.25)
onde p,,(e) denota o espago das fungoes polinomiais com grau menor do que ou igual a m.
Essa estratégia deu origem a seguinte formulagao:
Formulacao I-L: Encontrar o par [un,py] € V¥ x QL e os multiplicadores de Lagrange

[0, ] € Y, x QI tais que para todo [vi, qn] € VE x QL e para todo [, ] €V, x O™,

L([ap, vy, Qp, V1], [P, qn]) + Z/ Pr (Vi -ng)ds + Z/ gn (uy, - ng)ds
Ko Jox i Jox

+ Y 6 [ - —a)ds = X [ v (3.26)

KeT;, KeTy,

O multiplicador py, associado ao campo da pressao surge naturalmente na formulacgao

a partir da integragao por partes do termo que contém o gradiente da pressao na equacao
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(3.11). A partir desta escolha para o multiplicador, podemos inserir o seguinte termo de

estabilizagdo na formulacao:

By /BK(ph — Pn)(an — 4n) ds, (3.27)
onde
_ B
Bop=—> (3.28)

denota o parametro de estabilizacdo associado ao campo de pressao. Desse modo, o
termo (3.27) ndo apenas torna os problemas locais resolviveis, como também inclui uma

estabilidade adicional a aproximacao do campo de pressao.

Uma abordagem similar a utilizada para a Formulacao I-L foi apresentada e
analisada por Rhebergen e Wells em [22]. A partir da introdugao de multiplicadores de
Lagrange para os campos de velocidade e pressao, os autores derivaram uma formulagao

mista hibrida, enunciada a seguir.

Formulacgdo R-W: Encontrar o par [uy,, py] € VE x QL e os multiplicador de Lagrange
[0, ] €V, x O, tais que para todo [vy, qn] € VEx QL e para todo [V1, pr] € V), x O,

th([uha ﬁhaphap\h]a [Vfw‘/}h? dh, th]) = Fff([vh? qh])? (329)
em que
Bff([uh,ﬁh,z?h,ﬁh] [Vha{’hthanh]) _E([uh,Vh,flhﬂA’h] [p}wCIh]) (3-30)
Z/ Prn (Vi — V) - g ds + Z/ Gn (up, — 0yp,) - ng ds (3.31)
KeTh KeTh
£ B [ o= 50 an — ) ds (3:32)
KeTy,
e
F'(vinal) = 3 / £ - vy, dx. (3.33)
KeTy,

A formulagao (3.29) se diferencia da formulagao (3.26) devido a inclusao dos termos
cruzados entre Py, e ¥V, e g, € 0. A inclusdo destes termos torna o método proposto por
Rhebergen e Wells em [22] consistente, diferentemente do método proposto por Igreja e
Loula em [15].

Para a Formulacao R-W os autores demonstraram resultados da consisténcia
e da continuidade da formulacao. Além disso, a estabilidade foi provada para os casos
em que se atribui mesma ordem de aproximacao para os campos de velocidade e pressao

e uma ordem a mais para o campo de velocidade em relagao a pressao. Os resultados
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supracitados foram obtidos através das respectivas normas para os campos de velocidade
€ pressao:
v, 0T = 1YV + v =¥ 207 (3.34)
g,h = ||Q||Th +1q— @|31/2,an- (3.35)
lal

E importante ressaltar que a norma utilizada para demonstrar existéncia, unicidade e
estimativas de erro da formulagdo (3.32), se comparada a norma (3.23)-(3.24), inclui
um termo relacionado a estabilizagdo 5, em (3.35), isto se deve ao fato da inclusao do

multiplicador associado a pressao.

Neste contexto, estimativas de erro na norma L? demonstradas em [22] garantem
que escolhas de elementos do tipo [Sg]* — Sy, ou [Sg)? — Sk_1 acarretam nas seguintes taxas

de convergéncia para os campos de velocidade e pressao:

lu—upflon < ch™™ e [lp—pullogn < ch”, (3.36)

Os resultados numéricos para o problema de Stokes exibidos nas proximas sec¢oes
sao obtidos através da Formulacao R-W. Em virtude disso, cabem alguns comentarios

a seu respeito. Os termos

V/ Vving - (u, —ap)ds e / qn (Wp — 0y) - ng ds,
oK oK

por exemplo, foram inseridos na formulacao por meio do multiplicador de Lagrange 1y,

para garantir a simetria da formulagao; ja os termos

G [ (=) (vi—w)ds e By [ (o= ) — ) ds

foram introduzidos através dos multiplicadores de Lagrange 4, e p, com o objetivo de
garantir estabilidade para o campo de velocidade e para o campo de pressao, respectiva-

mente.

A seguir, a técnica de condensagao estditica sera aplicada. Como discutido em
secOes anteriores, essa técnica se caracteriza pela resolugao de dois tipos de problemas:
problema local e problema global. A partir das formas bilineares aiy (-, ), b (-, ), e do

funcional fg&, (), o problema local pode ser definido como
agy ([an, prl, [Vis an)) + bsa ([On, Brl, [Vas an)) = fsu (Vi an]) VK € Th. (3.37)
com
ady([an, pr)s Ve, an]) = V/KVuh : Vv, dx — V/aK(Vuh ng) - vyds
— V/ (Vvyng) -uhds+6u/ uy, - vy ds
oK oK
— / Pn diVVh dx —/ aqn diVllh dx
K K

+ ﬁp/aKph qn ds,
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by ([0, Prl, [V an]) = V/ (Vving) -Gy ds — /3u/ Uy, - vy ds
oK oK
+ / (Prgc) - Vi ds — Bp/ Dr qn ds (3.38)
oK oK
e
Su([Va, an]) = /Kf' vp dx. (3.39)

Ademais, com as formas bilineares c&, (-, ) e d¥, (-, -), pode-se definir o problema global

pela equagao

> ey (Vn, anls [anepn)) + D d¥y([Gn, Prl, [Va, dn]) = 0, (3.40)
KeTy, KeTy
sendo
C?H([{’hagh]a [uh)phD = V/@K(VUh nK) -Vpds — ﬁu ‘/8[( \A/h -uy, ds
+ / (Gnng) - upds — Bp/ qnpn ds (3.41)
oK OK
e

@y ([, ), [0, ) = Bu [ G- Suds +8, [ puinds
0K 0K
— / ﬁhl’lK '\A’h dS—/ (jhl’lK -ﬁhds.
oK 0K

A equagao (3.37) juntamente com a equagao (3.40) podem ser reescritas para formar o

seguinte sistema matricial:

AxU+BgkA = Fg, VK €Ty, (3.42)
> CxkU+ ) DA = 0, (3.43)
KeTy, KeTy,

com U e A definidos por, respectivamente,

U= [uh,ph] e A= [ﬁh,ﬁh]. (344)

Para o caso no qual a formulacio é simétrica, tem-se ¢y (-,-) = by ()" e,
portanto, Cx = B};. Multiplicando a equagao (3.42) por AI_{1 tem-se a seguinte expressao

para U:

Vale ressaltar que a matriz A ¢é invertivel devido a escolha do multiplicador associado a
pressao, além do associado a velocidade, que possibilita a inclusao de forma consistente do

termo de estabilizagao (3.27) (para mais detalhes ver [15]).
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Assim, substituindo (3.45) em (3.43), eliminam-se as varidveis de interesse U em

favor do multiplicador A, redefinindo o problema global como

> (CxkAR'Bx —Dg)A = > CrAL'Fg. (3.46)
KeTy KeTy,

Resolver o problema global consiste em resolver o sistema linear (3.46), cuja solucao
fornece o vetor A nas arestas de cada elemento da discretizacao 7T,. A partir de um pds-
processamento de A na equagao (3.45), U pode ser determinado para cada elemento
KeT,.

Nos proximos capitulos a metodologia de resolucao via condensacdo estatica sera

aplicada nos problemas de Oseen e Navier-Stokes.

3.4 Estudos de Convergéncia

Nesta secao serao exibidos resultados numéricos para avaliar a convergéncia da
Formulacao R-W (3.29) proposto para a solugao do problema de Stokes. Esses estudos
contemplam o emprego de elementos triangulares e quadrilaterais, em simulacoes denotadas
por PyP,—p,, e Q. Q; —p.,, respectivamente. As letras k, [ e m denotam o grau das fungoes
polinomiais para aproximacao da velocidade, da pressao e dos multiplicadores de Lagrange,

nessa ordem.

Todas as simulagoes foram realizadas em um dominio bidimensional

o~ (-32)(-)

com condicao de contorno de Dirichlet, dada como o valor da solucao exata no contorno, e

Reynolds # = 20, considerando a solugao exata de Kovasznay em [41], dada por

" 1 A— exp(Az) <?os(27ry) (3.48)
5 exp(Ax) sin(27y)
e
1
p=3 exp(2Azx) + ¢,, com ¢y € R (3.49)
e
R R2
_ 2
A 5 1 +4n

A constante ¢q é obtida integrando a equagao da pressdao (3.49) em (2 e igualando a zero,

isto é, impondo média nula na pressao.
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Substituindo as equagoes (3.48)-(3.49) no problema modelo (3.1)-(3.3), tem-se

f=—(u-V)u (3.50)

Para verificar o desemprenho do método hibrido em diferentes cenarios, seis tipos de
combinagoes de bases lagrangianas foram escolhidas. Essas combinagoes sdo aproximadas
por funcgoes bilineares e lineares, associadas a elementos quadrilaterais e triangulares,
respectivamente. Sao elas: Q;Q; — p; e P1P; — p;1, que utilizam fungoes bilineares e
lineares para aproximacoes de velocidade, pressao e multiplicadores; Q,Q1 —p2 € PPy —po,
que utilizam funcgoes biquadraticas e quadraticas para aproximagao da velocidade e do
multiplicadores, bem como polinémios bilineares e lineares para aproximacao da pressao.
E finalmente, Q,Q2 — po € PoPy — po, que utilizam funcoes biquadraticas e quadraticas

para aproximagoes da velocidade, pressao e multiplicadores.

Para os parametros de estabilizacao 3y e 1, adotou-se 5y = (5. A escolha do
parametro [, foi feita com base no estudo numérico que avalia a influéncia desse parametro
no erro da velocidade, como mostrado na Figura 2 e na Figura 3. Essas figuras apresentam
resultados obtidos nas simula¢des com malhas uniformes, discretizadas em 64 elementos
quadrilaterais e triangulares, respectivamente. Para esse estudo, o método (3.29) foi
simulado diversas vezes, sendo que em cada simulacao, o parametro de estabilizacao
sofreu variagdo em uma unidade. Feito isso, o erro associado a velocidade foi observado e

atribuido a cada (3. Ao final escolheu-se o 5y que apresentou o menor erro associado a

velocidade.
1 7‘ T T T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T ] 1 7‘ T T T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T ] 1 7‘ T T T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T ]
8 —*— Velocidade 3 8 —*— Velocidade 3 8 —*— Velocidade 3
0.5 F = 0.5F = 0.5 F =
. 0F 4 o 4 o .
= 1= 1=
'—l" 0.5 E 'T’ 0.5F E T‘ 05 E
Ee 12 4 12 ab
o0 E E Y E EYS E E
° E Epel E Epel E E
-1.5 e E -1.5 e E -1.5 e E
_2'5 i‘ L L L ‘ L L L ‘ L L L ‘ L L E _2.5 i‘ L L L ‘ L L L ‘ L L L ‘ L L E _2'5 i‘ L L L ‘ L L L ‘ L L L ‘ L L E
0 20 40 60 0 20 40 60 0 20
Bu Bu Bu
(a) QQ1 — (b) QuQ1 — p2 (c) QQ2 — po

Figura 2 — Estudo numérico da influéncia do pardmetro de estabilizagao fy nas aproximacoes
para o campo de velocidade em uma malha uniforme com 64 elementos quadrilaterais.

A partir dos resultados apresentados na Figura 2 e na Figura 3, escolheram-se

os seguintes valores para os parametros de estabilizacao: [, = [y = 12,36 e 25, para as
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(a) PPy —py (b) PolPy — py (c) PolPy — py

Figura 3 — Estudo numérico da influéncia do pardmetro de estabilizagao Sy nas aproximacoes
para o campo de velocidade em uma malha uniforme com 128 elementos triangulares.

simulagoes utilizando elementos Q;Q; — p1, Q,Q1 — p2 e Q;Qs — po, respectivamente,
realizadas em malhas de elementos quadrilaterais; ja para as simulagoes empregando
elementos P1P; — py, PolPy — py e PolPy — po em malhas de elementos triangulares, os

valores para os parametros de estabilizacao sao: 81 = [y = 10,22 e 22, nessa ordem.

3.4.1 Convergéncia h

Nesta subsecao serdao apresentados resultados numéricos para o estudo da con-
vergéncia h do método hibrido (3.29), utilizando malhas com elementos quadrilaterais
e triangulares. Em outras palavras, serao feitos estudos para avaliar a convergéncia h
das varidveis de interesse uy, pp, 0y € p,. Para isso, simulacdes com malhas de 16, 64,
256, 1024 e 4096 elementos quadrilaterais do tipo Q;Q; — p1, Q,Q1 — p2 e Q,Q2 — p2 sdo
consideradas. Da mesma forma, malhas de 32, 128, 512, 2048 e 8192 elementos triangulares

do tipo PPy — p1, PolPy — ps e PylPy — py sao adotadas.

A Figura 4 exibe resultados da aproximagao do campo de velocidade (em vermelho)
para o problema de Stokes em comparagao com a interpolante (em verde). Esses resultados
foram obtidos a partir de simulagoes em malhas de elementos quadrilaterais e apresentam
taxa 6tima de convergéncia para a aproximacao da velocidade nas trés simulagdes propostas.
Além disso, aproximagoes da velocidade se mostram mais precisas quando comparadas
com a interpolante. Por outro lado, a Figura 5 apresenta resultados da aproximagao do
campo de pressdo (em vermelho) em comparagdo com a interpolante (em verde). Os
resultados atestam taxa de convergéncia esperada para o campo da pressao, exceto a
taxa de convergéncia apresentada na simulagdo Q,Q; — p;, Figura 5 (a), que nao deve

ser esperada segundo a estimativa (3.36). A justificativa para esse resultado reside na
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escolha apropriada para os parametros de estabilizacao, o que refor¢a ainda mais a sua

importancia na formulacao.

L ‘ LN B A B B B B ‘ TTr T T rT L ‘ LN B B B B ‘ L LI ‘ TT T rrrrr ‘ LU
: 3 —— Velocidade 1 ! 3 —— Velocidade 1 ! 3 —— Velocidade 1
E —o— Interpolante 3 E —o— Interpolante 3 E —o— Interpolante 3
0= E U E U E
| ) 1T T
= 2 % R 422 .
0 = 1 = 1 & = E
< E i e E E -t E E
3F ERar 3 B ERar 3& E
i ;
b 1o L é
I ] l ] l ] I | I N l ] Y l I | I ] l ] l L1l |
1 1.5 1 1.5 1 1.5
—log(h) —log(h) — log(h)
(a) QQ1 — (0) QQ1 — p2 (c) QQ2 — p2

Figura 4 — Estudo da convergéncia h da velocidade uy em comparagdo com a interpolante da ve-
locidade na norma L?(2), realizado em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.
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=l E 154
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—log(h) —log(h) —log(h)
(a) QQ1 — (0) QQ1 — p2 (c) QQ2 — p2

Figura 5 — Estudo da convergéncia h da pressao pj, em comparagdo com a interpolante da pressao
na norma L?(Q), realizado em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.

Como discutido em sec¢Oes anteriores, os multiplicadores de Lagrange 1y, e py, sao
obtidos a partir da solugdo do problema global. Esta solugao é diretamente utilizada para
obtenc¢ao da solugdo dos problemas locais, que fornecem as aproximagodes para os campos
de velocidade (uy,) e pressao (py) em cada elemento K. Em virtude disso, é de fundamental
importancia verificar se o problema global fornece, de fato, uma solugao precisa. Para
tanto, a Figura 6 e a Figura 7 exibem resultados de convergéncia das aproximagoes para os

multiplicadores 0y, e pj, em comparagao com suas respectivas interpolantes. Esses resultados



32

foram obtidos através de simulagoes em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.

Os resultados indicam taxa de convergéncia O™ "% para os multiplicadores de Lagrange

associados aos campos de velocidade e pressao nas trés simulacoes, com excecao da

simulagao com elementos Q,Qy — po, Figura 7 (c), que apresenta taxa com uma ordem a

menos.

log(fla — wy[)

LI L L L L B B N B
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(a) QQ1 —p1

Figura 6 — Estudo da convergéncia

log([[p = pull)

Figura 7 — Estudo da convergéncia
norma L?(Q), realizado

norma L?(Q2), realizado
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h do multiplicador G, em comparacio com a interpolante

em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.
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h do multiplicador P em comparacao com a interpolante na
em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.

Os resultados das simula¢oes em malhas uniformes de elementos triangulares sao

discutidos a partir daqui. Os estudos da convergéncia h para os campos de velocidade e

pressao consideraram simulagoes empregando elementos PPy — py, PsP; — ps e PolPy — po.
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Figura 8 — Estudo da convergéncia h da velocidade u, em comparacdo com a interpolante da
velocidade na norma L?(2), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.
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Figura 9 — Estudo da convergéncia h da pressao p; em comparagdo com a interpolante da pressao
na norma L?(Q), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.

Na Figura 8 é possivel observar resultados da convergéncia h para o campo da
velocidade em comparacdo com a interpolante na norma L?. Perceba que para as trés
simulagbes propostas obtemos taxa Otima de convergéncia para a velocidade. Além
disso, assim como observado nas simulagoes com malhas formadas por quadrilateros, as
aproximacoes para o campo de velocidade se mostram mais precisas do que a interpolante
em todos os casos estudados. Em contrapartida, a Figura 9 apresenta resultados da
convergéncia h para o campo da pressao em comparacao com a interpolante. Os resultados
também apontam taxa de convergéncia esperada para o campo da pressao nas simulacgoes

P5P; — ps e PoPy — py e taxa de convergéncia acima do estimado pela analise numérica



34

para o elemento P1P; — p;. Novamente, esse resultado vem de escolhas apropriadas dos

parametros de estabilizacao.
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Figura 10 — Estudo da convergéncia h do multiplicador G5, em comparag¢do com a interpolante
na norma L?((2), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.
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Figura 11 — Estudo da convergéncia h do multiplicador p;, em comparacdo com a interpolante
na norma L?(Q), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.

E possivel visualizar a convergéncia h dos multiplicadores associados aos campos

de velocidade (1,) e pressdo (p,) em comparagdo com suas respectivas interpolantes na

Figura 10 e na Figura 11. Nestas figuras, tem-se taxa de convergéncia O™%5 para 1y,

nas trés simulagoes propostas (Figura 10). Para o multiplicador associado ao campo de

pressdo, as mesmas taxas obtidas para 1y, sao verificadas nas trés simulagoes, exceto para

o elemento PPy — ps.
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3.4.2 Convergéncia p

Estudos da convergéncia p para as aproximacoes da velocidade uy e da pressao
pn sao apresentados nesta subsecao. Esses estudos adotam malhas uniformes com 64
elementos quadrilaterais e 128 elementos triangulares. Aproximacoes polinomiais de
mesma ordem para os campos de velocidade, pressao e para o multiplicador sao denotadas
pelas simulacoes do tipo Q,Q; — pim € PilPy —pp, com k =1=m =1,2,3,4,5. As Figuras
12 e 13 mostram a influéncia do grau do polinémio no erro das aproximacgoes, em que
Hdof denota o ntimero dos graus de liberdade do multiplicador. E possivel visualizar uma

queda bem acentuada do erro a medida em que o grau do polindmio aumenta.

1; —»— Velocidade 1 1; —»— Pressio E

E —o— Interpolante 1 E —o— Interpolante 1

U E 0F E
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5 18 ¢ i
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I H\‘\\\HHH‘HHH\H‘HHHH\‘HHH\H‘HH | I H\‘H\H\H\‘H\H\H\‘\HHHH‘HHH\H‘HH |

29 3 31 32 33 29 3 31 32 33
log(#dof) log(#dof)

(@) (b)

Figura 12 — Estudo da convergéncia p da aproximagao da velocidade (a) e pressao (b) para o
problema de Stokes com malhas de elementos quadrilaterais.
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Figura 13 — Estudo da convergéncia p da aproximagcao da velocidade (a) e pressdo (b) para o
problema de Stokes com malhas de elementos triangulares.

3.5 Conclusao do Capitulo

Este capitulo se dedicou em tratar o problema de Stokes, composto por um
conjunto de equagbes que descrevem o escoamento lento e laminar de um fluido newtoniano
e incompressivel. Para obter a solucdo desse problema, recordamos trés formulagoes
mistas hibridas estabilizadas, dentre as quais, a Formulagao R-W foi eleita para ter seus
resultados reproduzidos no presente trabalho. Neste contexto, um estudo da convergéncia
h foi feito para validar as estimativas de erro (3.36). Esses estudos foram realizados por
meio de simulagoes utilizando elementos Q;Q; — p1 e P1P1 — p1; Q,Q1 — p2 e PolPy — py;
Q,Qs — py e PPy — po. Como resultado, taxa de convergéncia esperada para os campos
de velocidade e pressao foram verificadas em todas as simulagoes propostas, indo do
encontro dos resultados da analise numérica. Em algumas simulacoes, verificou-se taxa de
convergéncia acima da estimada pela andlise para o campo da pressao. Isso ocorreu em
virtude da escolha apropriada dos parametros de estabilizacao e possivelmente da solugao
exata escolhida para os testes. Os parametros de estabilizacao em questao foram escolhidos
através de repetidas simulagoes, nas quais o parametro 3y sofreu variagoes de modo que o
menor erro associado a este parametro fosse determinado. Além disso, a convergéncia p
mostrou que, fixada uma malha, o erro decai significativamente a medida em que o grau

do polindémio aumenta, seguindo a taxa de decaimento da interpolante.
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4 PROBLEMA DE OSEEN

O presente capitulo tem por objetivo estender a formulagdo mista hibrida (3.29)
utilizada para simular o problema de Stokes para o problema de Oseen. Uma vez que
pretende-se construir uma formulagao mista hibrida estabilizada para o problema de
Navier-Stokes, é razoavel introduzir o problema de Oseen, que surge da linearizacao do

problema de Navier-Stokes.

4.1 Problema Modelo

O problema de Oseen é composto por um conjunto de equacgoes lineares que regem
o escoamento incompressivel de um fluido newtoniano. Este problema ¢ definido adotando
w = b em (2.14), em que b é uma velocidade de convecgao conhecida e préxima da

velocidade u. Desse modo, o problema de Oseen pode ser enunciado como segue.

Problema de Oseen. Seja Q@ C R? com fronteira I' = 9. Dadas a viscosidade v do
fluido, a fonte £:Q — R? e a velocidade de convecgdo b, encontre a pressio hidrostdtica

p:Q = R e avelocidade u : Q — R?, tais que

—vAu+(b-V)u+Vp = f em, (4.1)
divu = 0 em(, (4.2)
u = 0 sobrel (4.3)

A relacdo entre o problema de Stokes e o problema de Oseen se da através termo convectivo
(b - V)u, cuja velocidade de convecgao é conhecida em ambos os problemas; enquanto que

no de Stokes a velocidade de conveccao é 0, no de Oseen é b.

4.2 Formulacao Mista Dual para o Problema de Oseen

Seguindo a mesma abordagem do capitulo anterior, uma formulagao fraca mista
dual classica para o Problema de Oseen pode ser enunciada por meio do seguinte

problema:

Dada a viscosidade v, a forca de corpo prescrita f e o campo de velocidade b, encontrar o
par (u,p) € [Hy(Q)]* x L§(2), de modo que
V/ Vu: Vvdx+/(b-V)(u~v)dx—/pdivvdx = / f-vdx, Vv e [Hy (),
Q Q Q Q
—/qdivudx = 0, Vqe Li(Q)
Q

ou ainda, em formas bilineares,

a(u,v) +c(b;u,v) +b(v,p) = f(v),
b(u7 Q) =0,

(4.4)
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com
a(u,v) = / vVu: Vvdx, (4.5)
Q
c(bu,v) = /"a)-vvml-v)dx, (4.6)
0
b(u,q) = 5/mmuw, (4.7)
Q
= f-vdx.
fv) /Q vdx
Existéncia e unicidade da solucao (u,p) € [H,(Q)]* x L§(€2) sdo garantidas em [31],
com

[Hy Q) = {ue [H'(Q): ulr = g}.
Veja mais detalhes em [29].

Definindo espagos de elementos finitos conforme Uy, C [H,;(Q)]* e P, C L§(Q), é

possivel obter aproximacoes via método de Galerkin com o seguinte problema:

Encontrar o par (uy,pn) € Uy, X Py, tal que

a(up, vi) + c(bywy, vi) + b(va,pn) = f(va) (4.8)
b(up, qn) = 0, (4.9)
onde
Mumwﬂrz.4VVu:VV“k, (4.10)
c(b;up, vi) = /gaa-wm(uh-Vﬁ)dx, (4.11)
b(un, qn) = —A&vawﬂx (4.12)

flvy) = /Qf~vhdx,

desde que os espagos U, e Py, sejam compativeis.

4.3 Método de Elementos Finitos Hibrido para o Problema de Oseen

Esta secao tem por objetivo apresentar uma formulacao hibrida estabilizada de
elementos finitos para a solu¢ao do Problema de Oseen. Para a construcao da formulacao
a mesma metodologia do capitulo anterior sera utilizada. Definindo o problema (4.1)-(4.3)
em cada elemento K de uma malha de elementos finitos 7, surge o seguinte problema

forte local:
—vAu+ (b-V)u+Vp = femkK, (4.13)
divu = 0 emK, (4.14)
u = 0 sobree € &, (4.15)
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suplementado pelas condi¢oes de interface

[u] = 0 Vec &, (4.16)

[pI—vVu] = 0 Ve € &) (4.17)

Os operadores salto [-] e [[-]] sdo definidos na Secao (2.3). Nas equagoes (4.16) e (4.17),
esses operadores impoem a continuidade da velocidade de Oseen entre as arestas interiores.

Multiplicando a equagao (4.13) por uma fungao teste v, a equagao (4.14) por uma

funcao teste ¢ e integrando sobre K, chega-se em

—V/KAU-VdX—i—/K(b'V)<U-V)dx+/KVP'VdX = /Kf~vdx, (4.18)
0.

/ gdivudx = (4.19)
K

Integrando, por partes, os primeiro e terceiro termos do lado esquerdo da equagao (4.18) e

multiplicando a equacao (4.19) por (—1), obtém-se

1// Vu:Vvdx—y/ (VunK)-vds—/ pdivvdx
K 0K K

+/ (b-V)(u-V)dx+/ p(v-nK)dSZ/ f-vdx,
K oK K
—/ gdivudx = 0. (4.20)
K
O problema acima pode ser aproximado em espacos de dimensao finita através dos espagos

definidos em (2.26). Desse modo, tem-se a seguinte formulacao fraca definida localmente

em cada elemento K € Tj:

Encontrar o par [u,,py] € VE x QL tal que, para todo vy, qn] € VE x Q,

l// Vuh:VVth—V/ (Vu, ng) -Vhds—/ pp div vy, dx

K oK K

+/(b-V)(u-v)dx+/ ph(vh-nK)ds:/ f-v,dx, Yv,€V},
K oK K

—/ grdivu,dx =0, Vg, € QL. (4.21)
K

A fim de estabelecer uma relagdo entre cada um desses problemas locais, multiplicadores
A AT A A A ~ . .
de Lagrange 0, € V, com 1y = ul. e P, com P, = pl. sdo introduzidos entre as aresta

e € &, dando origem ao seguinte problema:

AT N
m

Encontrar o par [uy,, py] € VE x Q% e os multiplicadores de Lagrange [Qy,, pn] € V), x QI
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tais que, para todo [vi,qn] € VI x Q7 e [V, Gn] € \A)hm X Q’,ZL,

>

KeET,
—/ divuhqhdx+/ (b-V)(uh-V)dx+5p/ (Pr — Dn)(qn — Gn) ds
K K oK

+/ ﬁh(vh_{’h)'anS‘f’/ Gn (0, — p) - ng ds
oK oK

y/ Vuh:Vvhdx—z// VuhnK-(vh—{fh)ds—V/ Vving - (u, — y)ds
K oK oK

-I—Bu/ (up, —p) - (v — Vp) ds — / pp, div vy, dx]
oK K

=Y /Kf-Vth. (4.22)

KeTy,

Portanto, o método de elementos finitos misto hibrido estabilizado para o problema

de Oseen é enunciado como segue.

A M A

Encontrar o par [y, pp) € VE x Q) e os multiplicadores de Lagrange [y, pn] € V,, X O,

tais que, para todo [vy, qn] € VE x QL e para todo [V1, 4] € V; x O,

B;)LS([ufH ﬁhaphaph]a [th {,ha qhn, Qh]) = FZS([VM qh])? (423)

em que

B ([un, Qns pry Dol [Vas Vi, @iy Qi) = Z [I// Vuy, : Vv, dx
KeT, K

—V/ Vuh Ng - (Vh — \A/h) ds — l// VVh Ng - (llh — ﬁh)ds
oK oK
+6u/ (uh - ﬁh) . (Vh - \A/h) ds + / (b : V)(uh : Vh) dx

0K K

— pn)an — @) d —/ div vy d
+05p /M(ph Dn)(gn = dn)ds — | pn div vy dx
+/ ﬁh(Vh—\A’h)'anS—l-/ éh(uh—ﬁh)-ans
0K oK

- / div Uy gy dX]
K
(4.24)

F;S([vh,qh]):KZT /Kf~vhdx. (4.25)

O método em questao é uma extensao do método proposto por Rhebergen e Wells em [22],

porém com a adi¢ao do termo convectivo

/K (b-V)(up - vi) dx,

que torna o problema nao simétrico.
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O problema acima pode ser reescrito através das formas bilineares a2’ (-, -), b%y (-, -,

¢y (+,-), d¥y (-, -) e do funcional f23(-), definidos como

ag”sH([uhaphL [Vha(Ih]) = V/K VUh : VVh dx — V/aK(th nK) -V, ds
- V/ (VthK)'uhd8+5u/ uy, - v ds
oK oK

- /ph diVVth—/ qn divuy, dx
K K

" /K(b V) (uy - va) dx + 5, /C()K Ph qn ds, (4.26)

([ ) i) = v [ (Vvumi) - tnds = B [ - vids
+ /aK(f)h ng) - vyds —f3, /8Kﬁh an ds, (4.27)

¢SV, @l [un, prl) = z//aK(Vuh ng) - vy ds — Ba /aK Gy ds
+ /8K(@h ng)-u,ds — 3, /8K G i ds, (4.28)

d%SH([ﬁhvﬁh]v [‘A’thh]) = Bu /8K 0y, -V ds +ﬁp /z?Kﬁh gn ds

— / ﬁhnK'\A’hdS—/ thIlK'ﬁhdS.
0K oK

fSu (Vi an]) Z/Kf'Vh dx. (4.29)

Com essas definigdes, o problema (4.23) pode ser reescrito em forma matricial, de
forma similar ao apresentado em (3.42)-(3.43), e os mesmos passos podem ser seguidos

para a condensagao estatica.

As formas bilineares para os problemas de Stokes e Oseen se diferenciam pela
presenca do termo

/K(b V) (wy - Vi) dx

os
na formas agy;.

4.4 Estudos de Convergéncia

Com o objetivo de avaliar numericamente o método de elementos finitos hibrido
estabilizado (4.23), alguns estudos sdo propostos ao longo desta segdo. Vale ressaltar que
os resultados aqui discutidos sao de fundamental importancia, uma vez que serao utilizados

como elementos motivadores para tratar o problema de Navier-Stokes no proximo capitulo.
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As simulagoes realizadas nesta sec¢ao utilizam os mesmos dados das simulac¢oes do

problema de Stokes na secao (3.4).

O escoamento de Oseen foi simulado na mesma regiao bidimensional (3.47) na
fronteira da qual adotou-se a condigao de Dirichlet (4.3). A solugdo exata em questao
¢ definida como em (3.48)-(3.49). Substituindo a soluc¢do exata no problema de Oseen
(4.1)-(4.3), obtém-se

f=0 ¢ b=u, (4.30)

com u definido em (3.48).

Os parametros de estabilizacao 3y e 4, adotados nas simulagoes foram os mesmos

pardmetros adotados no capitulo anterior para a simulagdo do escoamento de Stokes.

4.4.1 Convergéncia h

Os resultados da convergéncia h do método hibrido (4.23) sao apresentados nesta
subsecao. Todas as simulac¢oes foram realizadas em malhas de 16, 64, 256, 1024 e 4096

elementos finitos quadrilaterais e 32, 128, 512, 2048 e 8192 elementos finitos triangulares.

A Figura 14 e a Figura 15 apresentam resultados da convergéncia h das aproximagoes
dos campos de velocidade e pressdo (em vermelho), respectivamente, em comparagiao com a
interpolante (em verde). A Figura 14 apresenta taxas de convergéncia para a aproximagao
do campo de velocidade para as trés simulagao propostas em malhas quadrilaterais. Vale
ressaltar que essas taxas sao similares as obtidas nos estudos do problema de Stokes,
tratado no capitulo anterior. Na Figura 14 (a) é possivel verificar que a aproximagao
para o campo de velocidade apresenta convergéncia superior a interpolante nas mesmas
condigoes; ja a Figura 14 (b) e a Figura 14 (c¢) s@o praticamente a sobreposigao das suas
respectivas interpolantes. Por outro lado, a Figura 15 apresenta a convergéncia h das
aproximacoes do campo de pressdo em comparacao com sua interpolante. Assim como
as taxas de convergéncia para o campo de velocidade, as taxas para o campo de pressao
também se assemelham as obtidas para o problema de Stokes na Figura 15 (a), Figura 15
(b) e na Figura 15 (c¢). A Figura 16 e a Figura 17 exibem resultados da convergéncia
h para as aproximagoes dos multiplicadores da velocidade e da pressao, respectivamente.

O™ "% para 1, nas trés

Esses resultados na Figura 16 apresentam taxa de convergéncia
combinagoes propostas. Por outro lado, para o multiplicador p, a Figura 17 exibe a

mesma taxa de convergéncia obtida para 1, nas trés simulagoes, exceto para o elemento
Q,Q3 — po.

Os estudos da convergéncia h em simulacoes realizadas em malhas de elementos fini-
tos triangulares sao apresentados a partir daqui. Para estes estudos, os seguintes elementos
foram adotados: PPy — py, PslPy — py e P3Py — ps. Resultados da convergéncia h para o

campo de velocidade uy e para o campo de pressao p, em comparacao com a interpolante
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Figura 14 — Convergéncia h do campo de velocidade uy, em comparacdo com a interpolante na
norma L2((2), realizado em malhas de elementos finitos quadrilaterais.
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Figura 15 — Convergéncia h do campo de pressao pp em comparacao com a interpolante na norma
L?(2), realizado em malhas de elementos finitos quadrilaterais.

na norma L?()) podem ser visualizados na Figura 18 e na Figura 19, respectivamente.
Taxas de convergéncia similares as obtidas nas simula¢oes com malhas compostas por
quadrilateros para o campo de velocidade é constatada nas trés simulagoes propostas,
como mostrado na Figura 18. Nessa, os resultados se mostraram mais satisfatorios nas
simulagoes com mesma ordem, como mostram a Figura 18 (a) e a Figura 18 (c). Para o
campo de pressao, a mesma similaridade nas taxas obtidas para os casos com elementos

quadrilaterais é observada.

Por fim, os resultados da convergéncia h para os multiplicadores de Lagrange associ-

ados aos campos de velocidade (li,) e pressao (py) em comparagao com a interpolante sao
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Figura 16 — Convergéncia h do multiplicador associado a velocidade 1, em comparagdo com a
interpolante na norma L?(2), realizado em malhas de elementos quadrilaterais.
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Figura 17 — Convergéncia h do multiplicador associado ao campo de pressdo pp em comparagao

com a interpolante na norma L?(Q), realizado em malhas de elementos quadrilaterais.

exibidos na Figura 20 e na Figura 21, respectivamente. Na Figura 20 os resultados de con-
vergéncia se aproximam dos resultados obtidos para os casos com elementos quadrilaterais,

com taxa de convergéncia O™ ou O™ %% para 1, e P, nas trés simulacoes.
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Figura 18 — Convergéncia h do campo de velocidade uy, em comparacdo com a interpolante na
norma L?((2), realizado em malhas de elementos finitos triangulares.
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Figura 19 — Convergéncia h do campo de pressao pp em comparacao com a interpolante na norma
L?(2), realizado em malhas de elementos finitos triangulares.

4.4.2 Convergéncia p

Nesta subsecao, estudos da convergéncia p sao apresentados para as aproximagoes

da velocidade uy, e da pressao p,. Nesses estudos, foram adotadas malhas uniformes com

64 elementos quadrilaterais e 128 elementos triangulares. Aproximacgoes polinomiais de

mesma ordem para os campos de velocidade, pressao e para o multiplicador sdo denotadas

pelas simulagoes Q,Q; — pm € PPy — py, com k=1 =m =1,2,3,4,5. As Figuras (22) e

(23) mostram a influéncia do grau do polinémio no erro das aproximagoes, em que #dof

denota o niimero dos graus de liberdade do multiplicador.
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Figura 21 — Convergéncia h do multiplicador associado a pressdo pp em comparacdo com a
interpolante na norma L?((2), realizado em malhas de elementos finitos triangulares.

4.5 Conclusao do Capitulo

finitos misto hibrido no presente capitulo.

O problema de Oseen foi apresentado e modelado com um método de elementos

Esse problema pode ser visto como uma

generalizagdo do problema de Stokes, introduzido no capitulo anterior. De fato, a diferenca

entre os dois problemas reside em um termo convectivo presente no problema de Oseen,

cuja velocidade de convecgao é conhecida. No caso em que essa velocidade de convecgao é

nula, o problema de Stokes pode ser recuperado.

Considerando a semelhanca entre os problemas de Stokes e Oseen, as mesmas simu-
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Figura 22 — Estudo da convergéncia p da aproximagao da velocidade (a) e pressdo (b) para o
problema de Oseen com elementos quadrilaterais.
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Figura 23 — Estudo da convergéncia p da aproximagao da velocidade (a) e pressao (b) para o
problema de Oseen com elementos triangulares.

lagoes para o estudo da convergéncia h das varidveis uy,, pp, Gy € P, propostas no capitulo
anterior foram propostas no presente capitulo. Através dessas simulacoes, foi possivel
obter resultados a respeito da convergéncia do método. Para tanto, foram consideradas
malhas discretizada por 16, 64, 256, 1024 e 4096 elementos finitos quadrilaterais e 32, 128,
512, 2048 e 8192 elementos finitos triangulares. Como resultado, as aproximagoes para o
campo de velocidade e para o campo de pressao apresentaram taxas similares as taxas
obtidas nos estudos numeéricos da formulacao que tratou o problema de Stokes no capitulo
anterior. As aproximagoes para os multiplicadores associados ao campo de velocidade 1y,

Om+0,5

e ao campo de pressao p, convergiram com taxa em todas as simulacoes, exceto
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nas simulagoes do tipo Q;Q; — p; ou P1P; — p;, que apresentaram taxas com uma ordem
a menos para o campo da pressao. Além disso, a convergéncia p mostrou que, fixada uma
malha, o erro decai significativamente, a medida em que o grau do polinémio aumenta,

seguindo a taxa de decaimento da interpolante.

Por fim, é importante ressaltar que apesar de nao haver andlise numérica para
o método proposto para o problema de Oseen neste trabalho, foram obtidos resultados
similares aos obtidos para o problema de Stokes, principalmente no que diz respeito as

taxas de convergéncia.
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5 PROBLEMA DE NAVIER-STOKES

Este capitulo trata o problema de Navier-Stokes em regime estacionario e foi
motivado tanto pelo problema de Stokes como pelo problema de Oseen, apresentados nos
dois tultimos capitulos. A principal diferenca entre o problema tratado no presente capitulo
dos problemas tratados nos capitulos anteriores esta no termo convectivo. Considerando
o problema de Stokes, por exemplo, a velocidade de conveccao ¢é nula. Isso faz com que
o conjunto de equacoes que modelam seu escoamento nao possua um termo convectivo;
ja o problema de Oseen possui um termo convectivo, porém a velocidade de convecgao
é conhecida e, por conseguinte, seu escoamento é regido por um conjunto de equagoes
lineares. Finalmente, o problema de Navier-Stokes contém um termo convectivo cuja
velocidade de convecgao precisa ser determinada. Isso faz com que este problema seja nao

linear, por isso necessita a aplicagao de uma técnica de linearizacao.

No decorrer do capitulo uma formulagao mista hibrida sera proposta como uma

extensao da formulagao (4.23) para simular o problema de Navier-Stokes.

5.1 Problema Modelo

O problema de Navier-Stokes é composto por um conjunto de equagoes que regem
o escoamento incompressivel de um fluido newtoniano. O problema em questao é obtido

definindo w = u em (2.14) e enuncia-se como segue.

Problema de Navier-Stokes. Dadas a viscosidade v > 0 e uma forca de corpo f: ) —

R2, encontre o campo de velocidade u : Q@ — R? e a pressio p: Q — R, tais que

—vAu+ (u-V)u+Vp = f em Q, (5.1)
divu = 0 em Q, (5.2)
u = 0 sobrel. (5.3)

Perceba que as equagoes acima generalizam os dois tultimos problemas tratados até aqui.
Em virtude do termo convectivo (u - V)u, linearizagbes com o método de Newton e o
método de Picard sao utilizadas e, em seguida, a formulacao mista hibrida estabilizada é
construida com base no problema linearizado. A linearizacao em questao é detalhadamente

apresentada na préxima secao.

5.2 Linearizacao do Problema Modelo

Um dos desafios em simular o escoamento modelado pelas equagoes de Navier-Stokes
estd presente no termo nao linear (u- V)u. Dentre as diversas técnicas de linearizagao,

utilizamos o método de Picard e o método de Newton.
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5.2.1 Método de Picard

O método de Picard é comumente utilizado para linearizagao do problema de

Navier-Stokes tomando a seguinte aproximacao:
un+1 . VunJrl ~u®- vunJrl' (54)

Assim, nas iteragoes deste método, primeiramente é resolvido o problema de Stokes com

u’ = 0. Logo apds, é resolvido o problema de Oseen que pode ser definido como

VAU (- V)u"tt + Vpttt = £ em Q, (5.5)

diva™t = 0 em Q, (5.6)

comn =1,2,3,---. Como critério de parada para esta técnica definimos a seguinte relagao
lup ™ = ujllo <, (5.7)

onde € define a tolerancia deste critério.

5.2.2 Método de Newton

Geralmente, o método de Newton ¢ utilizado para encontrar uma raiz de uma
equagao do tipo H(xz) = 0, em que x = [u,p|]. Nesse caso, seguindo [6], o método de

Newton pode ser definido como:
H'(z,0z) = —H(z), (5.8)

ou ainda, dado uma aproximacao z° dessa raiz,

7 ~ / 7
comn =0,1,---. Vale ressaltar que no caso em que x é um escalar, entdo H (z) é uma
. . /7 . .7 7’ ~ ! 7’ . . .
derivada ordinaria; j4 no caso em que x é um vetor, entdo H (x) é a matriz jacobiana. A

derivada de Gateaux sera ttil no processo de linearizacao. Esta é dada por

H (. 62) = lim H(x + edx) — H(x)

e—0 €

(5.9)

Defina
H([u,p]) = —vAu+ (u-V)u+Vp—*
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Utilizando a derivada de Gateaux, tem-se

/

H ([u",p"], [6u, p]) (5.10)

= lim1 — vA(u" 4+ edu”) + (u" + edu) - V(u" + edu) + V(p" + €dp)

e—0 €

—f— (—vAu" +u" - Vu" + Vp" —f)

—evAdu +u” - V(u" + edu) + edu - V(u” + edu”) + eVip — u” - Vu”

= lim
e—0 €

— lim —evAdu + eu™ - Vou + edu - Vu" + ¢26u - Vou + eVip
e—0 €

= —vAfu+u"-Véu+ou-Vu" + Vip.

Sabendo que

ou=u"—u" e op=p"" —p",

o resultado anterior pode ser simplificado como

H ([u",p"], [0u, p]) = —vAu™ + vAu™ + u" - Vu™! + 0. Vu" — 2u™ - Vu"
+Vpn+l - vpn

Substituindo o resultado anterior em (5.8), obtém-se
—vAu" u . vut +ut - Vattt V= u” - Yt

Logo, dado um valor inicial u®, é possivel construir uma sequéncia de aproximacoes do
sistema linear
—vAu" +u"t Va4 u” - vVttt 4 Vpttt = w4, (5.11)
diva™*t = 0, (5.12)
para obter uma aproximagao da solucdo u do sistema (5.1)-(5.3). Se u® estiver suficiente-
mente proximo da solugao exata, entao a sequéncia convergirda quadraticamente.

A metodologia descrita nesta secao segue os seguintes passos:

Passo 1: defina um valor inicial u}} = 0, com n = 0 para o problema (5.24).

Passo 2: Encontre u} ! utilizando (5.24).

Passo 3: Verifique se a tolerancia |[u}™ —u?||y < ¢ foi alcancada. Em caso positivo,

va para o Passo 5. Em caso negativo, siga para o Passo 4.

Passo 4: Defina u} = u}™ n =n + 1 e retorne ao passo 2.

Passo 5: Finalize o algoritmo.
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5.3 Formulacao Variacional para o Problema de Navier-Stokes

A formulagao variacional classica mista dual para o problema forte (5.1)-(5.3) pode
ser desenvolvida seguindo a mesma abordagem apresentada nos dois tltimos capitulos.

Esta pode ser expressa através do seguinte problema:

Dadas a viscosidade v e a forga de corpo f, encontrar o par (u,p) € [Hj(2)]* x L3(2), de

modo que
V/QVu ; Vvdx—l—/ﬂ(u-V)(u-v)dx—/ﬂpdivvdx = Qf-vdx Vv e [Hy (),
—/quivudx =0 Vq € Li(Q),
ou ainda, em formas bilineares e trilineares,
(W, v) + c(w;u,v) + b(v,p) = f(v), (5.13)
b(u,q) =0,
com
a(u,v) = /QVVU : Vv dx, (5.14)
c(usu,v) = /Q(u -V)(u-v)dx, (5.15)
bu,q) = — /Q g divudx, (5.16)
flv) = f-vdx

A partir do problema linearizado (5.11)-(5.12), juntamente com a condigao de Dirichlet

(5.3), uma formulagao fraca pode se expressa como:
—1// vVu't . Vvdx + / (u"t . V) (u" - v)dx + / (u™ - V)(u" - v)dx
Q Q Q

—/p"+1divvdX:/f-vdx+/(u"-V)(u”-v)dx
Q Q Q

/quiv u"tdx = 0. (5.17)

5.4 Método de Elementos Finitos Hibrido para o Problema de Navier-Stokes

Nesta secao o método de elementos finitos misto hibrido sera introduzido para
simular o escoamento incompressivel modelado pelas equacoes de Navier-Stokes. A
formulagao desenvolvida nessa se¢ao sera feita para o problema linearizado, definido nas
equagoes (5.11)-(5.12). A metodologia utilizada na construgao da formulagao é a mesma

apresentada nos capitulos anteriores, através da técnica de condensacao estdtica. Por conta
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disso, é preciso definir o problema forte (5.11)-(5.12) em cada elemento K de uma malha

de elementos finitos 7, o que resulta no seguinte problema forte:

—vAu" +u" V"t +u" - VutT VT = u" - Vut +f em K, (5.18)

divu"™ = 0 em K, (5.19)
utt = 0 sobre e € &7, (5.20)
suplementado pelas condig¢oes de interfaces
[u] = 0 Vecé&, (5.21)
[pI—vVu] = 0 Ve € &) (5.22)

Os operadores salto [-] e [[-] sdo devidamente definidos na Segao (2.3) e impdem, nas

equagoes (5.21) e (5.22), a continuidade entre cada elemento K € Tj,.

Seguindo a mesma estratégia dos tltimos capitulos é possivel definir o problema
global como a seguir.

Encontrar o par [uy™ pit] € VE x QL e os multiplicadores de Lagrange [Qy,pp] €

\A}T X QZ”, tais que, para todo [vy,qn] € VE x Q' e [V1,dn] € \A)Zl X Q;l”,

/ Vut!: Vv, dx — / Vu ng - (v, — V) ds — /BK Vving - (up™ —aptt

KeTn
—/ divuj*tq, dx+/ V) (uf - v) dx—i—/ () - V)(upt - v) dx
=t nds 8, [ (it = @) - (v - ) ds

+5p/ (™ =) (an — ) d8+/ Pt (v, — V) - ng ds

/pn+1 divvhdxl > / f- Vth+/ uy - V)(uj - v)dx (5.23)

KeTy,
com os pardmetros de estabilizacdo 3, e 8, definidos em (3.22) e (3.28), respectivamente.

Assim, o método de elementos finitos misto hibrido estabilizado para o problema

de Navier-Stokes enuncia-se como segue.

Encontrar o par [u)™, pitl] € VE x QL e os multiplicadores de Lagrange [y, pp] €

V) x Q. tais que para todo [vi,, ] € VE x Q) e [on, pu] € V), x QFF,

an([ pl An+1ap2+17ﬁn+1] [Vha \/\/ha qh, th]) - FZS<[V}L7 qh])a (524>
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com

B ([up ™ ot o™ 5n Y, Vi Vs gns Gn)) / Vup ™ Vv, dx

KeTh
—/Kdivu qhdx—l—/ ot V)(uz-v)dqu/ (uy - V) (uptt - v)dx
- / Vva g - (W — @) ds + B, / (W — @Y - (v — Op) ds
oK OK

+/ n+1 - uZ“) nNg ds —/ Vu”“ . (Vh - \A/h> ds

+5, /BK( wt— ) (gn — Gn) ds+/ it (v, — V1) - ng ds
/ pptt divvy, dx] (5.25)

e

F*([vh, qn)) /f Vth+/ (uy - V)(u} - v) dx. (5.26)
KeTh

O método (5.24) pode ser reescrito em forma matricial definindo formas bilineares
gy () Ugu (), 5 (s-), dgiy () e o funcional fgj () como
ot v, an)) / Vu} Vv, dx — /a (Vuy ™ ng) - vy, ds
/8K(Vvh ng)-uyttds + 3, /BK ultt v, ds
/ pitt div vy, dx — /K g, divu) ™ dx

+ 5p/ p"Jrl qnds + /K(u?fl -V)(uj, - vp) dx

agy(fu

+ / uy - V)(uptt - vy,) dx (5.27)
gil([An—i-l’ﬁz-i—l] [Vh’qh]) = l//(aK(Vvh nK) ,ﬁn—i—l dS . Bu/ ﬁZ—H vy, dS
/ax(ﬁz ng)-vyds — Bp/ Pt ds, (5.28)

P = [ (Tu e Sads = 6, [ e wtds

sy ([Vn, @n), [up ™, pp
- /8 (Gomg) - wptds — B, / aptlds  (5.29)
K

(0070 ) ) = A [ 6 ds g, [ s
- / ot HK'VhdS—/ gnn -0y ds
oK oK
Fei([va, an)) /f vhdx—{—/ uy - V)(up - v) dx. (5.30)

Com estas definigdes, o sistema matricial (3.43) pode ser montado e os mesmos

passos para aplica¢ao da condensacao estatica (3.42)-(3.46) podem ser seguidos.
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5.5 Estudo de Convergéncia

Nesta secao, estudos numéricos sao apresentados para avaliar o desempenho do
método hibrido (5.24) proposto para simular o escoamento de Navier-Stokes. Inicialmente,
a convergéncia do método de Newton e do método de Picard serao verificadas por meio de
simulacoes que avaliam o erro do campo de velocidade em funcao do niimero de iteracgoes
na linearizagdo do problema, tanto para elementos quadrilaterais como para elementos
triangulares. Em seguida, a convergéncia h das aproximacoes do campo de velocidade
uy, do campo de pressao py, do multiplicador associado ao campo de velocidade 1, e do
multiplicador associado ao campo pressao pj, sera avaliada. Para isso, os mesmos tipos de
simulacoes apresentadas para simular o problema de Stokes e o problema de Oseen serao

adotados.

Todas as simulagoes do escoamento de Navier-Stokes foram realizadas no dominio
bidimensional (3.47). Em sua fronteira, a condigdo de contorno de Dirichlet (5.3) foi
adotada. Para a solucao analitica em questao, considerou-se a solugao de Kovasznay [41],
definida em (3.48)-(3.49). O termo fonte foi construido a partir da substituigao da solugao

exata na equacao (5.1), dando origem a

f=0. (5.31)

5.5.1 Convergéncia dos Métodos de Linearizacao

Nesta subsecao a convergéncia dos métodos de Picard e Newton para a linearizagao
do problema (5.24) sao avaliadas. Para tanto, sdo realizadas simulagbes em uma malha
com 64 elementos quadrilaterais e outra malha com 128 elementos triangulares empregando

ordens k = 1,2,3,4,5, com tolerancia ¢ = 10712

Na Figura 24 é possivel visualizar o resultado da convergéncia dos métodos de
Newton e Picard considerando elementos quadrilaterais. Os resultados atestam a eficiéncia
do método de Newton em relagao ao Picard, uma vez que a convergéncia foi alcancada em
apenas seis iteracoes. Utilizando malhas de elementos triangulares, resultados podem ser
vistos na Figura 25. Neste caso, apesar do método de Picard necessitar de menos iteragoes
se comparado a simulacao em malhas de quadrilateros, o método de Newton apresenta

uma performance superior atingindo a tolerancia nas mesmas 6 iteragoes do caso anterior.

Por conta destes resultados, o método de linearizacao de Newton serd utilizado em

todas as simulacgoes desta secao.

5.5.2 Convergéncia h

Nesta subsecao, alguns resultados numéricos para o estudo da convergéncia h do
método hibrido (5.24) serao exibidos. Na Figura 26 a convergéncia da aproximagao do

campo de velocidade (em vermelho) em comparac¢do com a interpolante (em verde) pode
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ser visualizada. Esses resultados apresentam taxa de convergéncia similares as obtidas

nos dois capitulos anteriores para o campo de velocidade. J& a Figura 27 apresenta a

convergéncia da aproximagao do campo de pressao (em vermelho) em comparagao com
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a interpolante (em verde). Também é possivel verificar taxa préximas das obtidas nos

estudos do problema de Stokes e Oseen em todas as simulagdes.
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Figura 26 — Estudo da convergéncia h da velocidade uj em comparacdo com a interpolante da
velocidade na norma L?(Q2), realizado em malhas uniformes de elementos quadrilate-

rais.
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Figura 27 — Estudo da convergéncia h da pressao p, em comparagdo com a interpolante da
pressao na norma L2((2), realizado em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.

A Figura 28 e a Figura 29 apresentam resultados de convergéncia das aproximagoes

para o multiplicadores 0, e P, em comparacao com suas respectivas interpolantes. Taxas
de convergéncia com ordem O™ podem ser observadas para ambos os multiplicadores
em todas as simulagdes, com excegao na simulagao do tipo Q,Q2 — pe, Figura 29 (c), que

apresenta taxa O™ %5,
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Figura 29 — Estudo da convergéncia h do multiplicador p;, em comparacdo com a interpolante
na norma L?(2), realizado em malhas uniformes de elementos quadrilaterais.

Os resultados da convergéncia h para simulagoes em malhas de elementos triangu-

lares sao comentados a partir deste ponto.

A Figura 30 exibe resultados onde é possivel verificar taxa de convergéncia similares

as obtidas nas simulagoes com elementos quadrilaterais para o campo de velocidade nas trés

simulagoes propostas. Em contrapartida, a Figura 31 apresenta resultados da convergéncia

h para o campo da pressao em comparacao com sua interpolante. A mesma similaridade

em relacao aos resultados da convergéncia em simulagoes com elementos quadrilaterais é

observada para o campo da pressao.

Por fim, a convergéncia h dos multiplicadores associados aos campos de velocidade
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Figura 30 — Estudo da convergéncia h da velocidade u; em comparacdo com a interpolante da
velocidade na norma L?(Q), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.
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Figura 31 — Estudo da convergéncia h da pressao p;, em comparagdo com a interpolante da
pressdo na norma L2((2), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.

() e pressao (pp), em comparacdo com suas respectivas interpolantes é apresentada
na Figura 32 e na Figura 33. Os multiplicadores associados ao campo de velocidade
convergiram com O™%%% em todas as simulacoes; J4 o multiplicador p, convergiu com
taxa O™~ %5 na Figura 33 (c).

5.5.3 Convergéncia p

Nesta subsecao, estudos da convergéncia p das aproximacoes da velocidade uy, e
da pressao p;, sao realizados. Nesses estudos, foram adotadas malhas uniformes com 64

elementos quadrilaterais e com 128 elementos triangulares. Aproximacoes polinomiais de
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Figura 32 — Estudo da convergéncia h do multiplicador G, em comparacado com a interpolante
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Figura 33 — Estudo da convergéncia h do multiplicador p;, em comparacdo com a interpolante
na norma L?(2), realizado em malhas uniformes de elementos triangulares.

mesma ordem para os campos de velocidade, pressao e para o multiplicador sdo denotadas

pelas simulagoes Q,Q; — pm, com k =1 =m = 1,2,3,4,5. Ademais, os parametros de

estabilizacdo para cada simulacao sao dados por [y = 12,24, 40,62, 79, para elementos

quadrilaterais e 5y = 11,22, 35,51, 70, para elementos triangulares. A Figura 34 e a Figura

35 mostram a influéncia do grau do polindmio no erro das aproximacgoes, em que #dof

denota o nimero dos graus de liberdade do multiplicador.
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Figura 34 — Estudo da convergéncia p da aproximagao da velocidade (a) e pressdo (b) para o
problema de Navier-Stokes com elementos quadrilaterais.
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Figura 35 — Estudo da convergéncia p da aproximagao da velocidade (a) e pressao (b) para o
problema de Navier-Stokes com elementos triangulares.

5.6 Conclusao do Capitulo

O conjunto de equagoes que modelam o escoamento de Navier-Stokes pode ser visto
como uma generalizacao das equacoes de Stokes e de Oseen, no qual o termo convectivo
introduz uma dificuldade adicional ao problema: a nao linearidade. Em virtude disso, o
método de Newton foi utilizado para linearizar o problema devido a sua melhor performance
se comparado ao método de Picard. Com o problema linearizado, uma formulag¢ao mista
hibrida com estabilizagoes para os campos de velocidade e pressao foi introduzida e
implementada, generalizando as duas formulagoes apresentadas nos capitulos anteriores.

Resultados numéricos apontaram a convergéncia do método de Newton em apenas seis
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iteracoes. Ja o resultado da convergéncia h e p para aproximagoes do campo de velocidade
uy, e do campo de pressao py foram bastante similares as simula¢oes anteriores para os
problemas de Stokes e Oseen em todas as simula¢oes propostas, assim como em Stokes e

Oseen.
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6 CONCLUSOES

O conteiudo apresentado nesta dissertacao foca exclusivamente nas formulagoes de
elementos finitos mistas hibridas estabilizadas para problemas de escoamentos incompres-
siveis. Estas formulagoes sao construidas a partir da introducao de multiplicadores de
Lagrange, definidos nas arestas de cada elemento da discretizacao espacial. O principal
objetivo desses multiplicadores é impor as condi¢des de continuidade fracamente. Uma
vez introduzidos na formulacao, é possivel utilizar a técnica de condensacgao estatica, que
elimina as variaveis de interesse em favor dos multiplicadores. Isso conduz a um problema
global que envolve apenas os graus de liberdade dos multiplicadores de Lagrange. Resol-
vido o problema global, entdao os problemas locais sao resolvidos por pés-processamento.

Utilizando essa metodologia, os problemas de Stokes, Oseen e Navier-Stokes foram tratados.

No capitulo 3 uma formulacao hibrida estabilizada com multiplicadores associados a
velocidade e pressao foi recordada para tratar o problema de Stokes. Para essa formulacao,
estudos numéricos da convergéncia h e da convergéncia p foram realizados e atestaram taxa
de convergéncia esperada para os campos de velocidade e pressdao em todas as simulagoes

propostas, indo ao encontro das estimativas apontadas pela analise numérica.

O capitulo 4 se dedicou em tratar o problema de Oseen. Esse problema é caracteri-
zado por um conjunto de equagodes que contém a presenca de um termo convectivo cuja
velocidade de convecgao é conhecida. Adotando as mesmas estratégias do capitulo anterior,
uma formulacao mista hibrida com estabilizacao para os campos de velocidade e pressao
foi proposta para o problema de Oseen. Ao final do capitulo, estudos numéricos foram
desenvolvidos para verificar as taxas de convergéncia do método na norma L?(f2). Apesar
de nao haver analise numérica para o problema de Oseen, as taxas de convergéncia obtidas
foram similares as da formulacao do capitulo anterior, que tratou o problema de Stokes.
O problema de Oseen foi proposto no presente trabalho pois ele surge da linearizacao do

problema de Navier-Stokes, tratado no capitulo seguinte.

Por fim, uma formulacao mista hibrida estabilizada para simular o escoamento
incompressivel modelado pelas equagoes nao lineares de Navier-Stokes foi proposta no
capitulo 5. Em virtude da nao linearidade do problema, o método de Newton foi utilizado e
a formulacao hibrida em questao foi construida tomando como base o problema linearizado.
Para esta formulagao, estudos numéricos foram realizados, iniciando com estudos de
convergéncia dos métodos de Picard e Newton para a formulagao proposta. Como resultado,
constatou-se a superioridade do método de Newton, que convergiu em apenas seis iteragoes;
enquanto que o método de Picard convergiu com mais de quinze iteragées. Além disso,
taxas da convergéncia h similares as obtidas para os problemas de Stokes e de Oseen
para os campos de velocidade e pressao foram verificadas nos estudos de convergéncia do

presente capitulo, para a formulacao que tratou o problema de Navier-Stokes. O problema
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de Navier-Stokes foi eleito para ocupar o capitulo 5 dessa dissertacao por ser caracterizado

como a generalizacao dos problemas tratados nos capitulos anteriores.

Como sugestoes para trabalhos futuros, destacam-se alguns pontos que nao puderam

ser agregados ao trabalho. Sao eles:

e Desenvolver a analise numérica das formulagoes utilizadas para o problema de Oseen
e o problema de Navier-Stokes. Com isso, sera possivel comparar os resultados
obtidos nos estudos da convergéncia h para os campos de velocidade e pressao e

constatar se as taxas obtidas foram 6timas.

e Incluir um termo de estabilizacdo que permita simular a formulacao proposta para o
problema Navier-Stokes em regime turbulento e submeter a formulacao estabilizada

aos problemas classicos, como o problema da cavidade e o problema do degrau.

e Por fim, sugere-se simular todas as formulagoes apresentadas no presente trabalho

em regime transiente.
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