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"Para tudo ha um tempo,

para cada coisa ha um momento.

As coisas que Deus fez sao boas a seu tempo."
Eclesiastes 3, 1.11



RESUMO

Os Grafos Variantes no Tempo (GVTs) nos permitem estudar e entender melhor a dindmica
dos sistemas do mundo real, pois conseguem expressar as variacoes de suas conexoes ao
longo do tempo. A nogao de centralidade em cenarios de GVT, geralmente, se referem a
métricas que avaliam a importancia relativa dos nés ao longo do tempo na evolucao da rede
dindmica complexa. A nocao de Centralidade do Tempo, que avalia a importancia relativa
de instantes de tempo em redes complexas dinamicas, ainda é pouco explorada. De fato,
os poucos trabalhos sobre a centralidade do tempo baseiam suas descobertas no processo
de difusao, por exemplo, identificando o melhor momento para receber uma mensagem
ou o instante crucial para aplicar uma vacina em determinada populacdo. Em contraste,
neste trabalho, estudamos a Centralidade do Tempo sob a 6tica da conectividade de rede.
Nés propomos duas métricas para identificar o instante de tempo mais importante na rede.
A primeira é a Centralidade de Grau do Tempo, que possui a ideia tradicional, mas calcula
o numero de ligagoes que cada instante de tempo possui. Ja a segunda, Centralidade
de PageRank do Tempo, classifica os instantes de tempo de acordo com o nimero de
arestas entrantes e do peso carregado por cada aresta. Esta segue o principio da métrica
tradicional de PageRank. Modelamos uma rede de transporte publico por meio de um
GVT, no qual avaliamos as métricas propostas. Nos resultados obtidos validamos que as
centralidades calculadas sao eficazes para identificar e classificar os instantes de tempo
mais importantes do sistema. Vimos também que é fundamental aplicar as métricas no
conjunto de dados que representa a rede como um todo, pois assim sera identificado o
instante de tempo mais importante da rede completa. No cenario avaliado, visualizamos
horarios que se destacam em cada dia, como por exemplo, pelo nimero de partidas e

chegadas.

Palavras-chave: Centralidade de Tempo. Grafos Variantes no Tempo. Conectividade.



ABSTRACT

Time-varying Graphs (GVTs) allow us to study and better understand the dynamics
of real-world systems because they can express the variations of their connections over
time. The notion of centrality in GV'T scenarios generally refers to metrics that assess the
relative importance of nodes over time in the evolution of the complex dynamic network.
The notion of the time centrality, which evaluates the relative importance of time instants
in dynamic complex networks, is still little explored. Indeed, the few works on the time
centrality base their findings on the diffusion process, for example by identifying the best
time to receive a message or the crucial time to apply a vaccine in a particular population.
In contrast, in this work, we study the Centrality of Time from the point of view of network
connectivity. We propose two metrics to identify the most important time in the network.
The first is the Time Degree Centrality, which has the traditional idea but calculates
the number of connections that each instant of time has. The second, Time PageRank
Centrality, classifies the time instants according to the number of incoming edges and the
weight loaded by each edge. This follows the principle of traditional PageRank metrics.
We model a Public Transport Network through a GVT, in which we evaluate the proposed
metrics. In the obtained results we validate that the calculated centralities are effective to
identify and classify the most important instants of time of the system. We have also seen
that it is fundamental to apply the metrics in the data set that represents the network as a
whole because this will identify the most important time instant of the complete network.
In the scenario evaluated, we visualize times that stand out each day, such as the number

of departures and arrivals.

Key-words: Time Centrality. Time-varyng graphs. Connectivity.
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1 INTRODUCAO

Compreender o comportamento de sistemas do mundo real vem impulsionando
estudos que investigam sua dinamica através do uso de redes complexas. Sao chamadas
redes complexas todas as redes que possuem grande volume de informagoes, tais como
redes neuroldgicas, redes de transporte, redes de telefonia, internet, entre outras. Existem
varios desafios que envolvem rede complexas. Um deles é representar a rede e extrair

informagoes dela.

Os Grafos Variantes no Tempo (GVTs), também conhecidos na literatura como
redes temporais ou dependentes do tempo, foram apresentados em varias pesquisas para
compreender e representar melhor a dindmica das redes complexas (CASTEIGTS et al.,
2012; HOLME; SARAMAKI, 2012; KOSTAKOS, 2009; WEHMUTH et al., 2015). Com o
uso de GVTs conseguimos visualizar e estudar o comportamento dos sistemas do mundo
real. Um GVT representa a informacao temporal além dos vértices e arestas. Assim, é

possivel observar o surgimento e comportamento temporal desses vértices e arestas.

Para exemplificar o uso de um GVT consideremos uma rede telefénica. Cada
aparelho seria um vértice e cada telefonema entre dois aparelhos seria uma aresta. Cada
aresta so existe enquanto os dois aparelhos estiverem se comunicando. Assim, cada aresta
carrega as informagoes de vértice de origem e de destino da ligacao, instante inicial da
comunicacao e a duracao da chamada. Além disso, podemos representar a disponibilidade
de cada aparelho, indicando instantes nos quais ele pode realizar ligagoes. Nesse cenario
é possivel observar diversas caracteristicas, tais como, qual momento do dia com mais

ligagoes, qual dia e horario da semana possui menos aparelhos ativos, entre outros.

Como nos grafos tradicionais, o uso das métricas de centralidade possibilita identi-
ficar a importancia relativa de vértices ou arestas. De fato, a no¢ao de centralidade nos
cenarios de GVT geralmente ainda se refere a métricas que avaliam a importancia relativa

dos vértices ao longo da evolugao temporal da rede complexa dindmica.

Por exemplo, diferentes métricas de centralidade temporal foram apresentadas para
analisar a importancia dos vértices na evolugao do tempo em GVTs (KIM; ANDERSON,
2012; NICOSIA et al., 2013). Os poucos trabalhos sobre a centralidade do tempo baseiam
suas descobertas no processo de difusdao, como encontrar o melhor momento para levar uma
mensagem ou o melhor momento para aplicar a vacina em uma populagdao. Por exemplo, a
Centralidade de Tempo, proposta por (COSTA et al., 2015), procura o instante de tempo
mais importante para realizar uma determinada acao. Ele apresentou duas métricas que
calculam a centralidade de tempo baseada em difusdo, nas quais sao detectados esses
momentos-chave para agir. Porém, a nocao da centralidade de tempo ainda é pouco

explorada.

Entretanto, no GVT, os instantes de tempo podem ser os vértices, ligados a outros
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instantes de tempo através da estrutura de uma rede (WEHMUTH et al., 2015). Nesse
caso, a noc¢ao da importancia de um instante de tempo baseada em um processo de difusao
pode nao fazer sentido. Assim, deve-se analisar a importancia do tempo com base na

topologia do GV'T, analisando a conectividade do tempo.

Neste trabalho, estudamos a Centralidade de Tempo sob a visao de conectividade
da rede. Propomos duas métricas de Centralidade de Tempo baseadas em conectividade,
ou seja, as Centralidades de Grau do Tempo e de PageRank do Tempo. Ambas as métricas
sao analogas as tradicionais Degree e PageRank, mas neste caso, nos concentramos no
instante de tempo como um vértice do grafo e modelamos os eventos que correlacionam os
diferentes instantes. Por exemplo, o Grau do Tempo refere-se a quantas agdes (nimero
de conexoes para outros momentos no GVT) estao associadas a cada instante de tempo.
Quanto maior o nimero de conexoes, mais importante serd o instante de tempo. Ja o
PageRank do Tempo leva em consideracao o nimero de arestas que chegam até ele e o peso
que cada uma dessas arestas carrega para classificar o instante de tempo mais importante.
Assim como na métrica tradicional de PageRank, cada vértice terd um peso calculado que

¢ a probabilidade de ser alcangado.

Avaliamos as métricas que definimos usando o conjunto de dados de uma rede de
transporte publico do mundo real. Mais precisamente, modelamos os servigos de trans-
porte publico da Gra-Bretanha (GALLOTTI; BARTHELEMY, 2015) como MultiAspect
Graph (WEHMUTH et al., 2016), onde o tempo é uma das principais caracteristicas
(aspecto). Além do tempo, consideramos outros dois aspectos: o tipo de transporte e
a localizagao da estacao. Nossos resultados expressam instantes de tempo centrais tais
como horarios ja conhecidos como importantes em uma rede de transporte, que indicam
o momento do dia em que se deve prestar mais atengao ao sistema de transporte. Tra-
dicionalmente, ao analisar a rede de transporte, faz-se uma analise individual de cada
meio de transporte. Pelo fato de considerarmos o sistema de transporte como um todo e
analisando diferentes caracteristicas, obtivemos instantes de tempo importantes distintos

da andlise de cada meio de transporte separadamente.

1.1 IMPACTO NA AREA

Este trabalho busca contribuir com a ampliacao de conceitos sobre Centralidade do
Tempo em Redes Complexas Dindmicas. Até o momento foram identificadas propostas de
Centralidade do Tempo baseadas em processos de difusao. Nos propusemos duas métricas

de Centralidade do Tempo baseadas em conectividade, sendo:

e Centralidade de Grau do Tempo: visa classificar os instantes de tempo do
maior para o menor grau dentro de uma rede complexa. O calculo do grau parte do

principio que a rede serd modelada com o maior niimero de caracteristicas possiveis,
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incluindo o fator tempo, para representar melhor o cenario do mundo real. A partir
do modelo da rede, é possivel ranquear todos os instantes de tempo, possibilitando
identificar o mais central, conforme o niimero de liga¢cbes com os outros instantes de

tempo.

e Centralidade de PageRank do Tempo: visa ranquear todos instantes de tempo
da rede e identificar o instante de tempo com maior importancia de PageRank em
uma rede complexa. Assim como no PageRank tradicional, cada instante de tempo
adquire uma reputacao que é transmitida percentualmente aos proximos instantes
de tempo, possibilitando classificd-los do maior para o menor. Instantes de tempo
importantes nessa métrica possuem duas caracteristicas: sao apontados por muitos
instantes e/ou sdo apontados por outros instantes também importantes considerando

suas pontuacoes.

1.2 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Esse trabalho esta organizado trazendo um referencial teérico contemplando grafos,
digrafos, Grafos MultiAspectos (MAGs), grafos variantes no tempo (GVT) e representacoes
no Capitulo 2; trabalhos relacionados no Capitulo 3; o conceito de centralidade do tempo
bem como das métricas baseadas em conectividade estao dispostas no Capitulo 4; o estudo
de caso com aplicacao e avaliacdo das centralidades calculadas no Capitulo 5; e conclusoes

e trabalhos futuros no Capitulo 6.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Esse capitulo tem como objetivo inserir o leitor no universo da pesquisa realizada,
trazendo conceitos fundamentais seguidos de exemplos. Primeiro, serao conceituados
grafos tradicionais na Secao 2.1. Em seguida, apresentamos a defini¢ao, caracteristicas e
propriedades do Grafo MultiAspecto (MAG) na Secao 2.2. Por fim, trazemos os Grafos
Variantes no Tempo (GVTs), junto a suas representacoes algébricas e seus modelos de

representacao na Secao 2.3.

2.1 GRAFOS TRADICIONAIS

Grafos sao largamente utilizados para representacao de redes na literatura. Seus
conceitos estao relacionados. Em (EVANS; MINIEKA, 1992) uma rede é um grafo com
um ou mais nimeros associados a cada aresta ou arco. Esses niimeros podem representar

distancias, custos, confiabilidade ou outros parametros relevantes.

Um grafo G ¢ tradicionalmente definido pelo par (V(G), E(G)) que satisfaz E(G) C
[V(G)]?, sendo V(G) o conjunto dos vértices e F(G) o conjunto de arestas. Cada aresta serd
representada por {a,b} € E(G) sendo a,b € V(G) (BONDY; MURTY, 2008; DIESTEL,
2010). A Figura 1 ilustra um grafo A composto pelo conjunto de vértices V(A) =
{a,b,c,d,e, f,g} e pelo conjunto de arestas E(A) = {{a, b}, {a, e}, {b,e},{c,d},{e, g}}.
Esse é um grafo nao-orientado, pois suas arestas nao possuem dire¢do. Assim, podemos
afirmar que a aresta que liga o vértice a no vértice b é a mesma que liga o vértice b no

vértice a. Além disso, sempre que um grafo admitir mais de uma aresta entre os vértices

{a,b} serd chamado de multigrafo (BANG-JENSEN; GUTIN, 2007).

Figura 1 — Exemplo de um Grafo A.

Digrafos sao grafos orientados, nos quais a aresta que liga dois vértices a,b € V(G)
¢é chamada de arco e possui uma diregao, isto é, a aresta com origem no vértice a e destino
no vértice b é diferente da que possui origem no vértice b e destino no vértice a. Por
esta razao, para representar arcos sao utilizados pares ordenados como (a,b), para indicar

que é uma aresta direcional com origem no vértice a e destino no vértice b. Um digrafo
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possui um conjunto finito nao-vazio de vértices e um conjunto finito de pares ordenados de
vértices distintos chamados arcos (BANG-JENSEN; GUTIN, 2007). Na Figura 2 temos
um digrafo B composto pelo conjunto de vértices V(B) = {a,b,c,d, e, f, g} e pelo conjunto
de arcos E(B) = {(a,b), (b,a), (a,e), (b,e), (c,d),(d,c), (e, 9)}.

Figura 2 — Exemplo de um Digrafo B.

2.2 MAG

Grafo MultiAspecto (MAG) é uma estrutura capaz de representar diferentes tipos
de redes, tais como redes multicamadas, varidveis no tempo ou de alta ordem (WEHMUTH
et al., 2016). Nas se¢bes a seguir definiremos o MAG, apresentaremos algumas de suas

caracteristicas e propriedades.

2.2.1 Definicao

Ele é definido como H = (A(H), E(H)), sendo que E(H) é um conjunto de arestas e
A(H) é uma lista finita de conjuntos, onde cada elemento dessa lista é chamado de aspecto.
Cada aspecto 0 € A(H) é um conjunto finito, e o ntimero de aspectos p = |A(H)| é definido
como da ordem de H. Cada aresta e € E(H) é uma tupla com 2 X p elementos. Todas
arestas sao construidas seguindo o formato (ay, ..., ap, b, ..., b,), sendo ay, by elementos do

primeiro aspecto de H, as, by elementos do segundo aspecto de H, e assim por diante, até
ap, b, elementos do ultimo aspecto de H (WEHMUTH et al., 2016).

Dois conjuntos podem ser construidos a partir do produto cartesiano dos aspectos
A(H) na ordem p:

V(H) = X A(H)[n], (2.1)
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que representa o conjunto de todos os vértices compostos possiveis do MAG H, gerado a

partir do produto de todos os aspectos desse MAG H, e:

E(H) = >_2 A(H)[(n — 1)(mod p) + 1], (2.2)

que representa o conjunto de todas as arestas possiveis no MAG H, sendo que F(H) C
E(H).

Cada u € V(H) é chamado de vértice composto do MAG H. Para todo e € E(H)
existem dois vértices compostos u,v € V(H ), sendo que u possui os elementos de origem,
que sao (ay,as,...,a,), € v os elementos de destino, que sao (by, ba,...,b,), da aresta
e=(ay,as,...,ap,b1,bs,...,b,) € E(H).

Na Figura 3 esta representado um MAG composto por quatro aspectos representados
pelos niimeros, isto é, o conjunto (Al, B1,C1, D1, ..., K1) pertence ao primeiro aspecto, o
conjunto (A2, B2,C2, D2, ..., K2) pertence ao segundo aspecto, e assim por diante. Esse

MAG é composto pelo conjunto de onze vértices compostos
V ={(Al, A2, A3, A4),(B1,B2,B3,B4), ..., (K1, K2, K3, K4)}

e pelo conjunto de trés arestas descritas e ilustradas, como por exemplo, a aresta
(A1, A2, A3, A4,C1,C2,C3,C4) € E(H).

Na Figura 4 temos um exemplo de uma pequena rede de transporte que pode ser
representada por um MAG. Para essa rede, a lista de aspectos A(H) contém trés aspectos:
as estagoes, os meios de transporte e os instantes de tempo. Cada aspecto possui um
conjunto finito de informagoes, por exemplo, o conjunto de estagoes é {1,2,3}. O conjunto
de arestas E(H) nesse exemplo possui 22 arestas representadas pelas setas na figura. As
setas pretas representam viagens de uma estacao para outra em um meio de transporte, as
setas azuis representam a troca de meio de transporte e as setas vermelhas a permanéncia
em uma estagdo e meio de transporte. Nessa rede, a aresta (2, Onibus,t1,2, Metro,t1) é
um exemplo de aresta que liga dois vértices em um mesmo instante de tempo; a aresta
(2, Onibus, t1,2, Onibus, t2) é um exemplo de aresta que liga 0 mesmo vértice em dois
instantes de tempo; e, a aresta (2, Onibus, t1, 3, Onibus, t2) é um exemplo de aresta que

liga dois vértices em dois instantes de tempo.
2.2.2 Propriedades

2.2.2.1 Isomorfismo entre MAGs e Grafos Direcionados

Embora a estrutura de uma aresta do MAG seja semelhante a uma aresta de um
hipergrafo uniforme, a definicdo de adjacéncia usada em MAGs é préxima a utilizada

em grafos orientados tradicionais. Pois, uma aresta do MAG pode ser vista como uma
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(A1,A2,A3,A4,€1,€2,C3,C4) (E1,E2,E3,E4,H1,H2,H3,H4) (H1,H2,H3,H4,K1,K2,K3,K4)

Figura 3 — Exemplo ilustrativo de trés arestas MAG (WEHMUTH et al., 2017).

relacao entre dois vértices compostos, que sao objetos compostos construidos a partir dos
elementos de aspecto. Portanto, uma aresta do MAG representa uma relacao entre dois
objetos (compostos) da mesma maneira que uma aresta de um grafo direcional. Esse
conceito leva ao isomorfismo entre os MAGs e os grafos orientados, bem como aproxima
seus conceitos sobre passeios, trilhas e caminhos WEHMUTH et al. (2016).

Dado que um MAG é isomorfo a um grafo direcionado, a representacao algébrica e
os algoritmos para MAGs se assemelham aos dos grafos direcionados. Este isomorfismo
entre MAGs e grafos direcionados abre o caminho para adaptar algoritmos de grafos bem
conhecidos para aplicagdo em MAGs, facilitando assim o esforgo para desenvolver a analise
e aplicacdo de MAGs para modelagem de redes complexas WEHMUTH et al. (2016).

2.2.2.2 Predecessor e Sucessor

Dada a aresta e = (a1, as, ..., a,,b1,ba,...,b,) € E(H), na qual existem os vértices
compostos u = (ay,as,...,a,) € V(H) e v = (b1,bs,...,b,) € V(H), diz-se que u é

predecessor de v e v é sucessor de u.

Serao adjacentes, ou vizinhas, todas as arestas que possuirem um vértice composto
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Figura 4 - MAG (WEHMUTH et al., 2017).

em comum. Isto é, se u € eg e u € e, ey € adjacente a e;.

2.2.3 Sub-MAG

Um digrafo X ¢é sub-digrafo de Y se V(X) C V(Y), A(X) C A(Y), e se para todo
arco pertencente a A(X) existem os vértices no conjunto V(X) (BANG-JENSEN; GUTIN,
2007). Uma vez que um MAG é isomorfo a um digrafo tradicional, um sub-MAG é uma
nogao equivalente a nogao de sub-digrafos em digrafos tradicionais (WEHMUTH et al.,
2016).

Dado um MAG, é possivel extrair uma parte dele, chamada de sub-MAG. Por
defini¢do, um sub-MAG também é um MAG. Podemos gerar um sub-MAG para realizar
uma analise detalhada em um conjunto reduzido de vértices compostos de um determinado
MAG (WEHMUTH et al., 2016). Por exemplo, do MAG expresso na Figura 4 poderfamos
gerar um sub-MAG contento apenas Onibus como meio de transporte (Figura 2.2.3).
Assim, nesse exemplo, todas as arestas que possuem o Metré como parte de seus vértices e

aqueles aspectos que estiverem relacionados apenas ao Metré nao estarao nesse sub-MAG.
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Onibus

Figura 5 — Sub-MAG da Figura 4.

2.2.4 Subdeterminacao

A subdeterminacao é uma generalizacao do conceito de agregacao aplicado a grafos
multicamadas ou variaveis no tempo, em que todas as camadas podem ser agregadas,
resultando em um grafo tradicional (WEHMUTH et al., 2017). Um MAG subdeterminado
serd um MAG com aspectos agregados de acordo com a subdeterminagdo determinada pela
tupla zeta (). A tupla ¢ tem o mesmo ntiimero de elementos que o nimero de aspectos no
MAG original, e para cada aspecto terd um valor 1 ou 0, de modo que somente os aspectos

marcados com 1 permanecerao no MAG resultante.

Dessa forma, é possivel subdeterminar um MAG H em 2P — 2 formas distintas,
sendo p = |A(H)|, isto ¢, p é o numero de aspectos do MAG H. Além disso, pode-se
optar por considerar multigrafos direcionados (multiplos arcos sem lagos (loops)), ou
pseudografos direcionados (multiplos arcos com lagos (loops)), ou digrafos (sem multiplos

arcos e sem lagos (loops)) ou grafos direcionados com lagos (loops).

O MAG subdeterminado resultante terd as arestas do MAG original projetadas
sobre a estrutura de aspecto reduzido dada pela subdeterminacao definida. Sendo assim,
o MAG subdeterminado tera ordem menor que a do MAG original. A operagao de

subdeterminagao nao tera inversa, pois acarreta em perda de informacao.

(1)
@)

3)
Figura 6 — MAG subdeterminado.

Como exemplo, podemos aplicar a subdeterminacdo no MAG representado na



25

Figura 4, no qual manteremos apenas o aspecto que representa as estagoes (1, 2 e 3)
criando um multigrafo direcionado sem lagos (loops). Durante essa subdeterminagao no
MAG da Figura 4, na qual consideramos apenas as estagoes, observe que as arestas em
linhas tracejadas (azuis) e pontilhadas (vermelhas) serdo lagos (loops) no MAG resultante,
e que as arestas em linhas continuas (pretas) continuarao ligando diferentes estagoes.
Assim, apés retirar os lagos, teremos a Figura 6 representando o MAG resultante dessa

subdeterminacao descrita.

2.2.5 Centralidades em MAG

Em teoria dos grafos e andlise de redes, uma centralidade pode ser entendida como
um indicador da importancia relativa dos vértices ou arestas no grafo em analise. A
avaliacao das centralidades em um MAG pode ser feita a partir de qualquer representagao
do MAG, por exemplo, pode ser feita de maneira direta usando a representagao de vértices
compostos do MAG. Esta representacdo é isomorfa a um grafo orientado tradicional e
transporta todas as arestas do MAG, preservando assim as suas propriedades topolégicas,
isto é, suas propriedades de adjacéncia. Assim, as centralidades podem ser calculadas
utilizando os mesmos métodos aplicados aos grafos orientados tradicionais (WEHMUTH;
ZIVIANI, 2018).

Como o MAG ¢ isomorfo a um grafo direcionado no qual os vértices sao os
vértices compostos do MAG, qualquer métrica de centralidade conhecida para grafos

direcionados pode ser aplicada diretamente para calcular as centralidades do vértice

composto MAG (WEHMUTH; ZIVIANI, 2018).

Um caso particular de centralidades em MAG é a centralidade de aspecto tnico,
onde o conjunto A(H)[j] pode ser obtido por uma subdeterminagdo ¢; na qual a j-ésima
entrada na tupla da subdeterminacao é 1 e todas as outras entradas sao 0. Em particular,
para qualquer MAG que tenha um aspecto designado como tempo, uma centralidade de
tempo é uma centralidade de aspecto para este aspecto particular (WEHMUTH; ZIVIANI,
2018).

23 GVT

Uma vez que grafos estaticos nao possibilitam visualizar o comportamento da
rede relacionado ao tempo, os GVTSs surgiram para proporcionar uma representacao da
dindmica desses grafos. Na literatura eles também sao conhecido por Grafos Temporais
ou Dependentes do Tempo (CASTEIGTS et al., 2012; HOLME; SARAMAKI, 2012;
KOSTAKOS, 2009). Em um GVT, podem ocorrer diferentes conexoes entre os vértices
com o passar do tempo, assim arestas podem existir em um determinado intervalo de
tempo e nao existir em outros (WEHMUTH et al., 2015).
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Nas secoes a seguir, serdo expostos os modelos de representacao para GVTs e a

matriz de adjacéncia para representacao algébrica de GV'Ts.

2.3.1 Modelos para representacao de GVTs

Existem diferentes modelos para representar um GVT. Alguns modelos de GV'Ts
sao capazes de representar outros modelos de GVTs. Apresentaremos modelos baseados
em snapshots, baseados em intervalos de tempo continuo, baseados em arestas espaciais
e temporais, baseados em temporais e mistas, o modelo de representacao unificado e
finalizamos com o MAG que também pode ser utilizado para representar um GVT e que

serd utilizado nessa dissertagao.

2.3.1.1 Baseados em snapshots

Consideramos modelos baseados em snapshots aqueles que apresentam uma sequén-
cia de grafos (snaphots), onde cada grafo da sequéncia representa um determinado instante
de tempo de um GVT. Isto é, ele expressa os vértices e arestas existentes para cada
instante de tempo de um GVT. Na literatura, os trabalhos (BUI-XUAN et al., 2003; FER-
REIRA, 2004; HOLME, 2005; HOLME; SARAMAKI, 2012; TANG et al., 2009, 2010a,b)

se enquadram nesse modelo.

Na Figura 7, apresentamos um exemplo composto por quatro instantes de tempo ¢y,
ts, t7 e t15, e em cada um deles sdo apresentadas as arestas e os vértices existentes naquele
instante de tempo. Ainda nessa Figura 7, podemos visualizar um caminho partindo do

vértice 0 na instante de tempo ¢; e alcancando o vértice 2 no instante t5.

t

1

t5

t

15

(=) o) +
J

()
)
® ©

@ ©
@)

Figura 7 — Exemplo de snapshot.

Esse modelo é amplamente utilizado, pois ele tras uma forma facil de visualizagao
de um GV'T, por serem, em geral, intuitivos e diretos. Porém, algumas informagoes

ficam implicitas nesse modelo. Por exemplo, geralmente é assumido em tais modelos
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de snapshots que os nés tém uma espécie de memoria que permite que a transitividade
induzida pelas arestas se propague em cada vértice ao longo do tempo. Isso significa que
um caminho pode ser construido passando por um determinado vértice, mesmo se esse
vértice for desconectado de todos os outros durante um periodo de tempo, o que significa
que o vértice é capaz de reter a transitividade de aresta durante o periodo de desconexao.
Mesmo que esse comportamento seja direto e intuitivamente esperado em muitos casos, ele
nao ¢ construido dentro do modelo e deve ser assumido como uma propriedade adicional
(externa) ao modelo, resultando que essa suposicao também deve ser incorporada nos

algoritmos usados com o modelo.

2.3.1.2 Baseados em intervalos de tempo continuos

Uma outra maneira de representar GV'Ts é utilizando modelos baseados em in-
tervalos de tempo continuos, nos quais a existéncia da aresta é vinculada a um ou mais
intervalos de tempo continuo. O trabalho (CASTEIGTS et al., 2012) apresenta um modelo

de intervalo continuo.

Como exemplo, trazemos a Figura 8, na qual temos a aresta que liga os vértices 0 e
1 com duracao entre os instantes 1 e 15, e a aresta que liga os vértices 1 e 2 com duracao

entre os instantes 5 e 7.

@ (1,15] >@ (5,71 >@

Figura 8 — Exemplo de intervalos de tempo continuo.

2.3.1.3 Baseados em arestas espaciais e temporais

Alguns modelos como o proposto por (KOSTAKOS, 2009) sao baseados na ideia de
que um tipo de aresta representa conexoes instantaneas entre vértices distintos enquanto
outro tipo de aresta representa a “espera” de um dado vértice por uma nova conexao.
Essa aresta de “espera” tem como origem um dado vértice a em um instante de tempo
x e como destino o mesmo vértice a no instante de tempo y, onde o vértice a é origem
em uma ou mais arestas com destino em vértices distintos a ele no instante x, nao possui
nenhuma conexao com outro vértice entre os instantes = e y, e é origem em uma ou mais

arestas com destino em vértices distintos a ele no instante y.

Na Figura 9 temos as arestas em linhas continuas (em preto), que indicam a
conexoes entre diferentes vértices no mesmo instante de tempo, as quais chamamos de
arestas espaciais; e, temos as arestas em linhas tracejadas (em vermelho), que indicam o
estado de “espera” do vértice nos diferentes instantes de tempo, as quais chamamos de

arestas temporais. O vértice 0, por exemplo, possui arestas temporais para ele mesmo
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nos proximos instantes, pois em todos instantes existe uma aresta espacial saindo dele

(ligando ao vértice 1).

Figura 9 — Exemplo de arestas espaciais e temporais.

2.3.1.4 Baseados em arestas temporais e mistas

Alguns trabalhos, como (KIM; ANDERSON, 2012), trazem a ideia de conectar
vértices distintos em instantes de tempos diferentes. Assim como mostra a Figura 10, na

qual tras uma aresta que liga o vértice 0 no instante t; ao vértice 1 no instante ts.

t t t t
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Figura 10 — Exemplo de arestas temporais e mistas.

2.3.1.5  Modelo de representagao unificado

O modelo unificado foi proposto por (WEHMUTH et al., 2015), trds uma maneira
de representar todos os modelos anteriormente apresentados. WEHMUTH et al. (2015)

diz que um GVT é um caso particular de MAG, no qual a caracteristica temporal
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serda um de seus aspectos. Ele podera pode ser representado considerando o objeto
H=(V(H),E(H),T(H)), onde V(H) representa o conjunto de vértice, T'(H) o conjunto de
instantes de tempo em que a rede esta representada e E(H) C V(H)xT(H)xV(H)xT(H)
o conjunto de arestas. Assim, V(H) é o conjunto de todos os vértices de H, F(H) é o
conjunto de todas as arestas de H, T'(H) é o conjunto de todos os instantes de tempo em
H. Uma aresta e € F(H) serd uma quadrupla ordenada e = (u, t,,v,t), onde u,v € V(H)
sao vértices de origem e destino, respectivamente, enquanto t,,t, € T'(H) sao instantes de
tempo de origem e destino, respectivamente. Entretanto, também podemos dizer que e é
uma aresta direcional do vértice u no instante t, para o vértice v no instante t,. Sendo
assim, podemos considerar (u,t,) como um vértice composto de origem e (v, t,) como um
vértice composto de destino. O total de vértices compostos possiveis de um GVT pode ser
dado pelo produto cartesiano V(H) x T'(H).

Nesse modelo, cada aresta e = (u, t,, v, ;) pode ser classificada em quatro classes

de acordo com sua caracteristica temporal:

1. Arestas espaciais conectam dois vértices distintos no mesmo instante de tempo, e

estd na forma de e = (u, t,,v,t,), onde u # v;

2. Arestas temporais conectam o mesmo vértice em instantes de tempo distintos, e esta

na forma de e = (u, t,, u,t), onde t, # ty;

3. Arestas mistas conectam dois vértices distintos em instantes de tempo diferentes, e

estd na forma de e = (u, ty, v, 1), onde u # v e t, # ty;

4. Arestas auto-lago (self-loop) espago-temporais conectam o mesmo vértice no mesmo

instante de tempo, e estd na forma de e = (u, t4,u,t,).

A Figura 11 ilustra um GVT W, que possui o conjunto de vértices V(W) =
{0,1,2,3}, o conjunto de instantes de tempo T(W) = {to,t1,t2}. Temos a aresta e =
(0,19,3,t9)|e € E(W) como exemplo. As linhas continuas representam arestas espaciais
que ligam os vértices em um mesmo instantes de tempo, por exemplo a aresta que liga o
vértice 0 ao vértice 3 no instante de tempo ¢y. Ja as linhas tracejadas representam arestas
temporais que ligam vértices iguais em instantes de tempo distintos, por exemplo a aresta

que liga o vértice 0 do instante de tempo ty no vértice 0 do instante de tempo ¢;.

Através do GVT W da Figura 11, podemos observar um exemplo do comportamento
de um GVT, no qual vértices e arestas podem surgir e desaparecer com o passar do tempo.
E notério que para cada instante de tempo ha um comportamento distinto de arestas. Por
exemplo, o vértice 0 alcanca o vértice 3 no instante de tempo ty, ja nos demais instantes

de tempo isso nao ocorre.
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Figura 11 — Exemplo de um GVT W.

E importante observar que diferentes granularidades do tempo podem gerar grafos
distintos. Por exemplo, no instante de tempo ty existe uma aresta ligando o vértice 0
ao 3 e no instante de tempo t; existe uma aresta ligando o vértice 1 ao 0. Assim, nao é
possivel alcancar o vértice 3 partindo do vértice 1. Caso a granularidade do tempo fosse
modificada, e os instantes de tempo ty e t; representassem um unico instante de tempo,
todas as arestas presentes nesses instantes seriam representadas no novo. Essa alteracao
levaria a um passeio possivel do vértice 1 ao vértice 3, o que nao representa a realidade.
Em virtude desse fato, a auséncia de granularidade (isto é, a ndo representagao temporal)

pode representar passeios que nao existem.

2.3.1.6  Utilizacao do MAG para Representacao de GVTs

O MAG, conforme descrito na Secao 2.2, é capaz de representar diferentes tipos de

redes e de grafos, incluindo a representagdo de um GVT.

Para representar um GVT através um MAG H, inserimos o conjunto composto
pelos instantes de tempo presentes no GVT como um conjunto na lista de aspectos A(H).

A Figura 4 (Secao 2.2.1) representa um GVT através da representacao MAG.

Na Sec¢ao 5.2 descrevemos como utilizamos o MAG para representar um GVT e

analisar a Centralidade de Tempo.

2.3.2 DMatriz de Adjacéncia para Representacao Algébrica de GVTs

Existem diferentes formas de representar uma rede matematicamente. Uma forma
de representar grafos é utilizando uma Matriz de Adjacéncia (NEWMAN, 2010). A Matriz

de Adjacéncia A de um grafo simples ¢ uma matriz com elementos A;;, tal que:
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A { 1 se existe uma aresta entre os vértices i e j,
ij =

0 caso contrario.

Para um grafo nao-orientado e para um grafo orientado simétrico a matriz de
adjacéncia serd simétrica, isto é, A;; = A;;. Por exemplo, para o grafo ndo-orientado da

Figura 1, onde temos os vértices (a,b, ..., g), a matriz de adjacéncia seria:

01 0010O0®O0
1000100
00010O0®O0
A=1001 0000
1100001
000O0O0GO0®O
000O0T1TO0®O

Uma matriz de adjacéncia também podera representar lagos (loops), que serao
inseridos na diagonal principal da matriz, e multigrafos, nos quais a existéncia de aresta
é representado pela quantidade de arestas ligando dois vértices. Isto é, a Matriz de

Adjacéncia M de um multigrafo ¢ uma matriz com elementos M;;, tal que:

M. =

v

n sendo n a quantidade de arestas entre os vértices i e j,
0 caso nao exista aresta entre i e j.

Para GVTs, em que cada vértice pode possuir comportamento distinto para cada
instante de tempo e as arestas sao direcionadas, cada vértice composto pode ser repre-
sentado por um numero natural. Assim, podemos seguir o mesmo principio da matriz
de adjacéncia M;;, i e j sao nimeros naturais que representam seus respectivos vértices
compostos e também representam as linhas e colunas da matriz de adjacéncia. Assim,
dada a aresta (u,t,,v,t), i representa a tupla de origem (u,t,) e 7 a tupla de destino
(v,tp). Como exemplo temos a Figura 12 exibe representacdo da matriz de adjacéncia do

GVT W expresso na Figura 11.

Na Figura 12 cada um dos quatro nés (identificados como 0, 1, 2 e 3) do GVT
W aparecem separadamente em cada um dos trés instantes de tempo (g, t; e t3) que
compdem o GVT W. Assim, o vértice composto (0,%,) esta associado a linha 1 e coluna
1, o vértice composto (1,ty) estd associado a linha 1 e coluna 2 e a linha 2 e coluna 1,

e assim por diante. Além disso, podemos observar que ela possui cores distintas para
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W N = O

W= O
st

OO O OO
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NSO O = O
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Figura 12 — A matriz de adjacéncia do GVT W (WEHMUTH et al., 2015).

diferentes tipos de arestas. As arestas na diagonal principal em cada bloco sao arestas
espaciais que ligam dois vértices em um mesmo instante de tempo. As arestas em branco
sao arestas temporais, as quais ligam o mesmo vértice em instantes de tempo diferentes.
J& as arestas mais escuras sao arestas mistas, pois ligam vértices distintos em instantes de
tempo distintos (WEHMUTH et al., 2015).
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Muitos trabalhos na literatura buscam compreender o comportamento dos sistemas
do mundo real. Em varios estudos sao apresentadas diferentes formas de estruturar e
analisar a dindmica desses sistemas através do uso de redes complexas. O uso de Grafos
Variantes no Tempo (GVTs) aparecem como ferramenta para modelar redes complexas

com caracteristicas temporais.

Dentro do tema GV'T muitas propostas focam na sua representacao. Por exemplo,
alguns utilizam uma sequéncia de sub-grafos estaticos para modelar um GVT, que vao
representando a evolu¢ao da rede a medida que o tempo passa (TANG et al., 2010a;
HOLME; SARAM&KI, 2012; KIVELA et al., 2014). Além disso, encontramos modelos
mais generalistas que podem ser utilizadas para representar um GVT (WEHMUTH et al.,

2017). Dentre outras representagoes, ja citadas na Secao 2.3.1.

Existem pesquisas focadas na importancia do n6 observando a evolugao da rede
com o passar do tempo, isto é, analise da centralidade do n6. Dentro de Redes Temporais,
(TANG et al., 2010a) propuseram métricas de centralidade temporal baseadas em caminhos
temporais para medir a importancia de um né em uma rede dinamica usando versoes
temporais de métricas de centralidade convencionais. Por exemplo, ele utilizou a métrica
clossness que segue a ideia de encontrar o né que possui a menor distancia para os demais
no6s da rede. Ele também utilizou a métrica betweenness que segue a ideia de localizar o

no intermediario na rede, aquele que estd no meio, capaz de interligar a rede.

Em outro trabalho, temos o (KIM; ANDERSON, 2012) trazendo temporal degree,
temporal clossness e temporal betweenness, sendo os trés casos interessados em identificar
o no6 central de acordo com a evolugao da rede. O temporal degree localiza o né com mais
conexoes na evolucao da rede. O temporal clossness localiza o n6 que durante a evolugao
da rede esta mais proximo aos demais nos da rede. E, o temporal betweenness localiza o

n6 que durante a evolugdo da rede estd intermediando melhor a ligacao dos noés da rede.

A métrica de grau temporal foi estendida por (WANG et al., 2017), que propuseram
o calculo do desvio da centralidade do grau temporal. O objetivo desse trabalho é criar
uma métrica que aproxime melhor ao que ocorre em uma rede real, onde os nds importantes
variam com o tempo. Eles utilizam o modelo grafico de janela de tempo para simplificar
a rede para conseguir realizar os calculos, selecionaram dados empiricos, e avaliaram a
disseminacao de uma doenca durante uma epidemia. Diferente destes trabalhos, nosso
objetivo ¢ analisar o tempo dentro desse tipo de rede. Buscamos pelo instante de tempo
mais importante tendo como foco a conectividade da rede, observando as ligacoes desse
instante de tempo com os demais instantes de tempo. Elencamos os instantes de tempo

com mais ligagoes e com maior probabilidade de ligagao.

Nos trabalhos citados nos paragrafos anteriores, o foco principal é a importancia
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do né na evolucao temporal da rede. Sao trabalhos importantes para area, porém eles nao
analisam nenhum quesito referente a importancia de um instante de tempo. Nos trazemos
como foco deste trabalho, qualificar instantes de tempo dentro de um GVT, podendo
assim dizer quais instantes de tempo sao os mais importantes dentro da rede, de acordo

com as métricas propostas.

A Centralidade de Tempo foi um tema abordado por (COSTA et al., 2015), com a
finalidade de avaliar a importancia relativa de um instante de tempo comparado a outros
instantes de tempo de um mesmo Grafo Variante no Tempo. Este trabalho tras como
proposta duas métricas para analisar a Centralidade do Tempo em uma rede tendo como
foco processos de difusdo. Assim, o objetivo dessas métricas é identificar o melhor instante
de tempo para inicializar um processo de difusdao que alcance um maior niimero de nos na

rede com a menor duragao possivel.

A primeira métrica, denominada Tempo de Cobertura (Cover Time), analisa o
tempo necessario para a difusdo atingir um percentual ou um nimero dado de nés em
um GVT, partindo de um determinado instante de tempo. Por exemplo, a Figura 13
mostra um processo de difusao iniciado em ty e terminado ¢y e outro processo iniciado
em t; e terminado em t9. Intuitivamente, o instante de tempo ¢; é mais importante, uma
vez que a difusdo iniciada nele é mais rapida. Essa métrica é inversamente proporcional
a importancia dos instantes de tempo: quanto menor for o tempo médio de cobertura

a partir de um determinado instante de tempo, maior a importancia desse instante de

tempo.
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Figura 13 — Tempo de Cobertura (COSTA et al., 2015).

Ja a segunda, Cobertura com Restrigdo de Tempo ( Time-Constrained Coverage),
estima a quantidade (ou percentual)de nés de um GVT que é atingida pela difusao da
informagao, dado um ntmero de passos fixo ¢ do algoritmo de busca em largura. Por

exemplo, a Figura 14 apresenta dois diferentes processos de difusao. Ambos os processos
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ocorrem em ¢ passos. Percebe-se que o processo que comeca em t5 atinge um maior
numero de nés. Consequentemente, define-se que t5 ¢ mais importante que ¢y. Essa métrica
é diretamente proporcional a importancia dos instantes de tempo: quanto maior for a
quantidade (percentual) média de nés atingidos pela difusdo a partir de um determinado
instante de tempo, maior a importancia desse instante de tempo em comparagao aos
demais em um GVT. Pode-se dizer que a difusao iniciada no instante de tempo melhor
avaliado tende a ser mais eficiente, pois atingiu, em média, um ntimero maior de nds do

que a difusao iniciada nos demais instantes de tempo.

Figura 14 — Cobertura com Restri¢cdo de Tempo (COSTA et al., 2015).

Ao analisar as propostas feitas por (COSTA et al., 2015) percebemos a importancia
do trabalho no processo de difusao. Porém, entendemos que existe um nimero limitado de
cenarios que serao solucionados por essas propostas, onde somente aplicacdes com foco em
difusdo serao atendidas. Nés trazemos a proposta de analisar a importancia dos instantes
de tempo dentro de um GVT de acordo com a sua conectividade, atingindo assim, uma
nova gama de aplicagoes que nao se enquadram nos processos anteriores. Por exemplo, nés
buscamos identificar o instante mais ativo em um GVT, observando todas caracteristicas

dele em conjunto.
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4 CENTRALIDADE DE TEMPO

Tradicionalmente, o conceito de Centralidade em Teoria dos Grafos esta relacionado
ao vértice. Isto é, um dado vértice serd mais importante em um grafo dada uma determinada
métrica. O foco tradicional é quem se destaca. A ideia de centralidade foi introduzida
por (BAVELAS, 1950) aplicada & comunicagao humana. Ele analisou a comunica¢do em
pequenos grupos organizados de diferentes formas e concluiu que a centralidade estava
relacionada a eficiéncia do grupo na resolucao de problemas. Partindo dessa centralidade,
surgiram conceitos de Closeness, que calcula quao proximo um vértice é dos demais em
um grafo (SABIDUSSI, 1966), e de Betweenness, que identifica o vértice que melhor
intermedeia a comunicagdo entre todos outros pares de vértice em um grafo (FREEMAN;,

1977). Esses conceitos sdo baseados em calculos de caminho minimo entre vértices.

A Centralidade de Tempo em GVTs é similar as medidas de centralidade de vértice.
Porém, sua finalidade é avaliar a importancia relativa de um dado instante de tempo
comparado com outros instantes de tempo de um mesmo GVT (COSTA et al., 2015).
Aqui o foco esta no quando. Diferentes centralidades podem ser construidas para analisar
os instantes de tempo. A partir das centralidades baseadas em caminho minimo, técnicas
foram criadas para difusao de informagao. As métricas Tempo de Cobertura (Cover Time)
e Cobertura com Restri¢ao de Tempo ( Time-Constrained Coverage) propostas por (COSTA
et al., 2015), sdo exemplos. A primeira analisa o tempo necessario para a difusao atingir um
percentual predeterminado de vértices. Ja a segunda, estima a quantidade (ou percentual)

de nos alcangados dado um ntimero de passos fixos.

Em algumas redes, o contexto é distinto da difusao de informacgao. Por exemplo,
em uma Rede de Transporte Publico é importante saber quantos eventos ocorrem em
determinado instante de tempo, podendo observar seus picos e escassez durante os dias.
Nesse exemplo de rede, sabemos que existem horarios de picos das partidas e chegadas
correspondentes ao inicio e final do expediente de trabalho. Portanto, é importante
observar a topologia e conectividade da rede para analisar e classificar seus instantes de

tempo.

A Centralidade de Tempo baseada em Conectividade é aquela que classifica os
instantes de tempo em um GVT analisando sua topologia e conectividade. Diferentes
métricas podem ser criadas para classificar esses instantes de tempo. De acordo com o
objetivo surgirao novas métricas para analisar a rede de uma forma especifica. Em nossa
pesquisa focamos em métricas que classificam e identificam instantes de tempo com mais
conexoes. A seguir, descrevemos nossas métricas de Centralidades de Grau do Tempo e
Centralidade de PageRank do Tempo.
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4.1 CENTRALIDADE DE GRAU DO TEMPO

Em grafos tradicionais, a Centralidade de Grau do vértice foi definida inicialmente
por (FREEMAN;, 1978). Ele relaciona a centralidade de um vértice ao seu grau. O Grau
do vértice corresponde ao ntimero de ligagdoes que ele possui com outros nés em uma
rede. NEWMAN (2010) diz que o grau de um vértice em um grafo é o niimero de arestas

conectadas a ele. Serd mais central o vértice com maior grau.

Em grafos orientados, cada vértice v tera grau de entrada, grau de saida e grau
total. O grau de entrada de um vértice v equivale ao nimero de arestas que chegam em v,
isto é, o numero de arestas onde o vértice v é a cabeca. O grau de saida de um vértice v
equivale ao nimero de arestas que saem em v, isto é, o nimero de arestas onde o vértice
v é a cauda. O grau total do vértice v é dado pela soma dos seus graus de entrada e

de saida, que corresponde ao total de arestas que possuem o vértice v em uma de suas

extremidades (BANG-JENSEN; GUTIN, 2007).

Para calcular o Grau do Tempo em um GVT, propomos gerar uma estrutura
na qual os instantes de tempo sejam os vértices, mas que as demais caracteristicas do
GVT sejam mantidas na estrutura. Assim, conforme descrito na Secao 2.2.1, podemos
representar um GV'T utilizando a estrutura MAG; em seguida, subdeterminar o MAG
considerando apenas o aspecto tempo —isto é, em seus vértices teremos apenas os instantes
de tempo—; e por fim, gerar sua Matriz de Adjacéncia. Assim, seguimos os passos do
Algoritmo 1 que recebera como parametros de entrada o GVT G(V(G), E(G),T(G)) -
sendo V(G) o conjunto de vértices, T'(G) o conjunto de instantes de tempo em que a rede
estd representada e E(G) o conjunto de arestas — e a tupla (; — tupla contendo o valor 1
na posicao que indica o aspecto tempo, e 0 nas demais posi¢oes. Como saida, o Algoritmo
retorna a Matriz de Adjacéncia M que representa o MAG subdeterminado em fungao do

tempo e que sera utilizada para o calculo do Grau do Tempo.

Algoritmo 1: Geragao do MAG S a partir de um GVT G.

Entrada: G, (; // VT G(V(G), E(G),T(G)) e tupla (; tendo tempo como aspecto inico.
Saida: S, M // MAG subdeterminado S(A(S),E(S)) e sua Matriz de Adjacéncia M.
GeraMAGS(G, ;)
H + contruaMAG(G) // Constréi MAG H(A(H),E(H)) a partir do GVT G.
S + subdetermine M AG(H, () // Gera MAG subdeterminado S(A(S),E(S5)).
M + geraMatrizAdjacencia(S) // Contréi Matriz de Adjacéncia M do MAG S.
retorna S, M

Assim, observando o Algoritmo 1, seja um MAG H que representa um GVT G
hipotético e que possui o tempo como um de seus aspectos em A(H). Para obter a sua
Centralidade de Grau do Tempo, subdeterminamos o MAG H mantendo apenas o aspecto
tempo. Teremos entdo, o MAG subdeterminado S, e sua lista de aspectos A(S) com apenas
um aspecto que corresponde ao conjunto de instantes de tempo da rede. Os instantes

de tempo 7, j € V(.5), onde V(S) é o conjunto dos vértices compostos do MAG S, sendo
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que cada vértice composto possui apenas o instante de tempo. A Figura 15 representa o

MAG S onde cada vértice é um instante de tempo.

@
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Figura 15 — Exemplo MAG S.

O grau de entrada, denotado por d;”, e grau de saida, denotado por d?**, se dardao

da seguinte forma:

N

Cﬁn :ZZZ:]VQJ, (4.1)
i=1
N

't = My, (4.2)
j=1

onde M;; ¢ a posicao 7,j da matriz de adjacéncia do MAG S. O grau total do tempo ¢
serd a soma dos graus de entrada e saida, isto é, d; = di" + d**. Assim, o Instante de
Tempo 4 do MAG S representado pela Figura 15 tera d* =4, d3* =2 e d, = 6.

O Algoritmo 2 traz os passos para calcular os Graus de Entrada e Saida do
Tempo de um GVT, dada a Matriz de Adjacéncia que representa as conexoes desse GVT

considerando os instantes de tempo como vértices.

Algoritmo 2: Centralidade de Grau do Tempo para um GVT.

Entrada: M // Matriz de Adjacéncia M.
Saida: entrada, saida // Vetores com os Graus do Tempo de Entrada e de Saida.
CentralidadeGrauTempo (M)

N« |M[i]| // Armazena nimero de vértices.

// Calcula Grau do Tempo de Entrada e de Saida para cada instante de tempo do GVT.
parai<+ 1;i < N;i+ i+ 1 faga
para j < 1;5 < N;j < j+ 1 faca
entrada[j] + entradalj] + M]i][j]
saidali] < saidali] + Mi][j]
fim

fim
retorna entrada, saida
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4.2 CENTRALIDADE DE PAGERANK DO TEMPO

O PageRank, descrito em (BRIN; PAGE, 1998), foi o primeiro algoritmo utilizado
na ferramenta de pesquisa do Google. Sua proposta inicial era utilizar uma métrica capaz
de identificar e ranquear paginas importantes na web. Para isso, utiliza um processo de
calculo iterativo que envolve a simulagao da navegacao de forma aleatéria dentro de uma
rede de paginas web ligadas por hiperlinks. O objetivo ¢ identificar paginas altamente
recomendadas onde as pessoas tendem a acessar. Em outras palavras, o PageRank poderia

quantificar a acessibilidade de locais potencialmente alcancados por pessoas.

A Figura 16 representa um exemplo numérico do PageRank em um sistema pequeno,
sendo cada circulo um vértice e cada seta uma aresta que liga um vértice a outro. O
vértice ' tem um valor de PageRank mais elevado do que o vértice GG, pois a aresta que
chega em F' vem de um vértice importante, enquanto as que chegam em G sao de vértices

com menor importancia.

Figura 16 — Exemplo numérico do Pagerank em um sistema pequeno.

A centralidade de PageRank é derivada da Centralidade de Autovetor, que por
sua vez ¢ uma extensao da Centralidade de Grau (NEWMAN, 2010). Enquanto na
Centralidade de Grau somente a quantidade de arestas ligadas a um vértice importa, no
PageRank o valor da importancia de cada vértice também importa. Assim, o PageRank
gera uma distribuicdo que indica a probabilidade de um passeio aleatorio chegar em um

determinado vértice.

Para calcular o PageRank de um determinado instante de tempo, utilizamos a
quantidade de arestas que chegam ao vértice e o valor proporcional de PageRank de todos
os vértices que chegam a ele em um célculo iterativo. Isto é, todos os vértices da rede

comecam com um mesmo valor inicial de PageRank, assim o calculo iterativo sera realizado
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até que os valores de PageRank convirjam considerando um dado erro. Serd mais central

o vértice que tiver maior valor de PageRank.

Assim como na Centralidade de Grau do Tempo, executamos os passos do Algo-

ritmo 1 antes de calcular a Centralidade de PageRank do Tempo.

Assim, observando o Algoritmo 1, seja um MAG H que representa um GVT
hipotético e possui o tempo como um de seus aspectos em A(H). Para obter a Centralidade
de PageRank do Tempo, subdeterminamos o MAG H mantendo apenas o aspecto tempo,
dado um ¢;. Teremos entao, o MAG subdeterminado S, sua lista de aspectos A(S) com
apenas um elemento que corresponde ao conjunto de instantes de tempo da rede, e seu
conjunto de vértices compostos V(S). Os instantes de tempo 7,5 € V(S) estao presentes

nos vértices compostos.

O célculo do PageRank de um instante de tempo i € V(S), denominado por pr;,
segue o proposto por NEWMAN (2010) e se dard da seguinte forma:

pr
pri=ay Mgszjt + B, (4.3)
j J

onde 8 é um termo constante que garante um valor minimo para o PageRank; o é um
parametro utilizado para equilibrar o primeiro termo com o termo constante da equacao;
M;j; é a posicao j,7 da matriz de adjacéncia do MAG S que retorna a quantidade de arestas
que ligam esses dois vértices; pr; é valor de PageRank do instante de tempo j € V(5); e

d3** é o grau de saida do instante de tempo j € V/(5).

Além disso, a e 3 sdo constantes positivas, que somadas valem 1. O 3 é a parte
“livre”, o termo extra constante que todos os vértices recebem. Ao adicionar este segundo
termo, mesmo os vértices com grau zero ainda obtém a centralidade (3, e uma vez que
eles tém uma centralidade diferente de zero, entao os vértices para os quais eles apontam
derivam alguma vantagem de serem apontados. A Centralidade de PageRank difere da
Centralidade do Autovetor comum por ter um parametro livre «, que governa o equilibrio
entre o termo do autovetor e o termo constante na Equagao 4.3. Para utilizarmos a
Centralidade de PageRank do Tempo, devemos primeiro escolher um valor para essas
constantes. Ao fazer isso, é importante entender que a nao pode ser arbitrariamente
grande. Se @ — 0, entdo resta apenas o termo constante na Equacao 4.3 e todos os vértices
tém a mesma centralidade 3. A medida que aumentamos «, as centralidades aumentam e,

eventualmente, chega um ponto em que elas divergem (NEWMAN, 2010).

O Algoritmo 3 tras os passos para calcular o PageRank do Tempo de um GVT,
dada a Matriz de Adjacéncia que representa as conexoes desse GV'T considerando os

instantes de tempo como vértices.
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Algoritmo 3: Centralidade de PageRank do Tempo para um GVT.

Entrada: S, M, saida, o, B,erro // MAG subeterminado S(A(S),E(S)), sua Matriz de Adjacéncia
M, o Grau do Tempo de Saida saida, o e (3

Saida: pr // Vetor com PageRank do Tempo.
CentralidadePageRankTempo(S, M, saida, o = 0.85, 8 = 0.15, erro = 0.0001)
nv < |saidal // Armazena ntmero de vértices.
para i<+ 1;i < nv;i < i+ 1 faga
| prli] < 1/ // Calcula e armazena PageRank inicial.
fim

// Calcula e armazena o PageRank até que haja conversio dos valores, isto &, que o
valor de erro calculado seja menor que o estabelecido.

e=1
enquanto e > erro faga
prOld < pr
para i< 1;i < nv;i < i+ 1 faga
soma < 0
para j < 1;5 <nv;j«< j+ 1 faga
| soma M1 (prl)/saili)
fim
prli] < asoma + (3
fim
e + calculaNovoErro(pr, prOld)

fim
retorna pr
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5 APLICACAO E ANALISE DE CENTRALIDADE DE TEMPO

Com a finalidade de avaliar e validar a Centralidade de Tempo baseada em Conec-
tividade, aplicamos os conceitos propostos em um estudo de caso que usa um conjunto de
dados real. Escolhemos um conjunto de dados que contém a caracteristica temporal entre

os seus atributos. Nesse sentido, escolhemos trabalhar com uma rede de transportes.

Redes de transportes sao exemplo de Redes Complexas. Através da evolugao das
pesquisas em Redes Complexas tem sido possivel representar e analisar mais detalhes
de cada uma delas (STROGATZ, 2001). Compreender o funcionamento de uma rede de
transportes nos permite conhecer e prever acontecimentos. Uma forma de representar

essas redes é através da utilizacao de grafos.

Poucos conjuntos de dados de redes de transporte disponibilizados representam a
realidade com muitas caracteristicas. Por isso, escolhemos o conjunto de dados proposto
por (GALLOTTI; BARTHELEMY, 2015) que representa todo o transporte publico da
Gra-Bretanha através de uma rede temporal multicamadas. Esse conjunto serd descrito

na Se¢ao 5.1.

5.1 CONJUNTO DE DADOS

O conjunto de dados proposto por GALLOTTI; BARTHELEMY (2015) nos per-
mitiu remodelar os dados de acordo com a estrutura MAG e avaliar as centralidades de
tempo propostas. Seus autores extrairam os dados sobre 6nibus urbano (“Bus”), 6nibus
interurbano (“Coach”), trem (“Rail”), balsa ( “Ferry”) e metrd (“Metro”) do National
Public Transport Data Repository (NPTDR) (UK, 2017) correspondentes a uma semana
completa de Outubro de 2010, para evitar coincidir com feriados e periodos de férias. As
informagoes sobre voos domésticos foram fornecidas pela Innovata LLC (USA, 2017) da

semana de 18 a 24 de outubro de 2010. A Tabela 1 apresenta o conjunto de arquivos
gerados no modelo proposto em (GALLOTTI; BARTHELEMY, 2015) com suas dimensoes.

Tabela 1 — Dimensbes do Conjunto de Dados.

Arquivo  Linhas Tamanho
layers.csv 7 76 B

nodes.csv  267.032 12 MB
edges.csv 475503 14 M B
events.txt  465.216 893 M B

O arquivo layers.csv traz as camadas do sistema de transporte sendo um iden-
tificador layer e o meio de transporte layerLabel. A coluna layer possui os valores de
0 a 5 e correspondem aos meios de transporte Air, Ferry, Rail, Metro, Coach e Bus,

respectivamente, expressos na coluna layerLabel.
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O arquivo nodes.csv traz informacoes sobre os nés da rede, chamados de pontos,
como um simples ponto de 6nibus, ou areas de parada, como estacoes de trem e aeroporto.
Suas colunas s@o nodeid que contém um identificador numérico para cada né, layerid que
indica a camada em que o né aparece, lat que indica latitude, lon que indica longitude, e
0s campos areacode e atcocode que sao utilizados como identificador em outros arquivos

que trazem mais informagoes sobre o no.

O arquivo edges.csv traz informacoes sobre as arestas construidas pelos autores
desse conjunto de dados. Suas colunas sao ori node que indica o né de origem, des node que
indica n6 de destino, ori layer que indica camada de origem, des layer indicando camada
de destino, minutes que indica tempo minimo de viagem entre a origem e o destino em
minutos, e km que indica a distancia euclidiana entre a origem e o destino em quilometros.
Para areas de parada, nas quais o né é o mesmo e altera a camada, eles calcularam o
tempo de deslocamento de um ponto ao outro tendo como base a distancia e a velocidade
de 5 km/h. Na camada Air, tendo em vista os procedimentos realizados em aeroportos,
eles acrescentaram 2 h ao tempo de deslocamento do embarque e 30 min ao tempo de

deslocamento do desembarque.

O arquivo events.csv traz para cada aresta do arquivo edges.csv todos horarios de
partidas seguidos da duracao da viagem. Na descricdo do conjunto de dados é informado
que os eventos dos Onibus urbanos sao maioria, representando mais de 90 % do total
de eventos. ori node que indica o n6 de origem, des node que indica n6 de destino, ori
layer que indica camada de origem, des layer indicando camada de destino, seguidos
de um conjunto finito representado por {ti,dt;,ts,dts, ..., t,,dt,}, onde cada t,, com
x € {1,2,...,n}, representa cada horédrio de partida em minutos de ori node para des node
dentro da semana, e cada dt,, com x € {1,2,...,n}, representa a duracdo dessa viagem.
Os instantes de partida tem inicio nas 0 h de segunda-feira totalizando 10.080 min em

uma Ssemmana.

Além disso, a Figura 17 traz a distribuicao das duragoes das viagens que utilizaremos.
As camadas Bus e Metro nao foram analisadas, pois o objetivo deste estudo de caso é
realizar analises do comportamento do tempo no transporte entre cidades. Ainda, a
Tabela 2 complementa as informacoes referentes a essas duragoes. Com esses dados
podemos observar que grande maioria das viagens possuem menos de 100 min de duracao.
Dentro da camada Air temos uma rede de viagens mais longas, pois a maioria de suas
viagens, cerca de 75 %, possui duracao acima de 65 min. Nas demais camadas, a maioria
das viagens possui duracao de viagem mais curtas. A camada Rail se destaca com as
viagens mais curtas, cerca de 80 % das viagens duram menos que 10 min. Essa tltima
caracteristica se da por diversos fatores, tais como, velocidade do transporte, nimero de

estacoes e proximidade entre elas.
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Figura 17 — ECDF das duragdes das viagens.

Tabela 2 — Informacées das Duracoes das Viagens.

Camada  Qtde.  Média Desviop. Min. 25% 50% 75% Max.

(min) (min)  (min) (min) (min) (min) (min)
Air 4.357 724 18.3 2 65 75 85 115
Ferry 38.004  12.0 21.5 1 5 5 10 780
Rail 1.470.071 5.8 6.3 1 3 4 6 345
Coach 135.891  21.9 33.6 1 3 10 25 510

5.2 MODELO PROPOSTO

Conforme citado na Secao 2.3.1.6, utilizamos a estrutura MAG para modelar o GVT

selecionado (Segao 5.1) para aplicagao e analise das Centralidades de Tempo propostas.

Nessa secao trazemos a descricao do modelo construido para utilizar a estrutura
MAG. Em seguida apresentamos a validagdo desse modelo. E, por fim, explicamos como

realizamos a subdeterminacao nessa estrutura.

5.2.1 Descricao do Modelo

Modelamos o conjunto de dados de acordo com a estrutura MAG, considerando
trés aspectos pertencentes a A(H): o ponto ou area de parada, a camada (representando o
meio de transporte) e o instante de tempo (representando horarios de partida ou chegada),
sempre nessa ordem. O produto cartesiano desses aspectos geram todos vértices compostos

possiveis, e os nossos vértices compostos V(H) estdo contidos nesse conjunto, isto é,

V(H) S X A(H)n). (5.1)
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Ainda nesse modelo, cada viagem, embarque, desembarque e mudanca de meio de transporte
é representado por uma aresta pertencente ao conjunto E(H). Elas representam rotas

entre dois locais, e serao descritas a seguir.

O aspecto ponto ou area de parada é um conjunto composto por 267.031 locais. No
conjunto de dados utilizado (Sessdo 5.1), esse aspecto eram os nés da rede de transporte e
diversas informagoes estao associadas a ele. Porém, para esse modelo consideramos apenas
o valor nodeid. Sao denominados pontos de parada os pontos simples, por exemplo, um
terminal de balsa. E areas de parada sao aquelas que permitem dois ou mais meios de

transporte chegarem nela, como estagoes de trem ou aeroportos.

O aspecto camada é o conjunto composto pelos meios de transporte, também
descritos como camadas no conjunto de dados. Tendo em vista o objetivo de realizar
analises do comportamento do tempo no transporte entre cidades, as camadas Bus e
Metro nao foram utilizadas nesse modelo. Para cada meio de transporte serao utilizadas
duas camadas. Uma camada serd usada para representar as viagens e outra camada sera
usada para representar esperas e conexoes. Ou seja, a segunda camada de cada meio de
transporte é uma camada de “transito”, por isso identificaremos com o sufixo “t”. Por
exemplo, sera utilizado o valor “2” para indicar o inicio ou final de uma viagem de trem,
e sera utilizado “2t” para indicar a permanéncia na plataforma de uma estacao de trem.
Assim, o aspecto camada serda composto por oito itens. O conjunto desse aspecto esta

representado na Tabela 3.

Tabela 3 — Valores do Aspecto Camada.

Meio de Transporte Camada de transporte Camada de conexoes

Air 0 0t
Ferry 1 1t
Rail 2 2t
Coach 3 3t

O aspecto de instantes de tempo representa cada horario de partida ou chegada.
Ele serd um sub-conjunto de {0, 1,2, ...,10.079} que representa todos os minutos em uma
semana a partir das Oh de segunda-feira. Representara o instante de chegada sempre que

o vértice composto for o destino, e o instante de partida sempre que for origem.

Um vértice composto serd expresso da seguinte forma (node, layer,t), sendo node
o local ou area de parada, layer a camada (meio de transporte ou de conexoes) e t o
instante de tempo. Seja um exemplo de vértice composto dado por (1066, 0, 10060), onde
o item 1066 pertence ao primeiro conjunto da lista de aspectos, e representa o Aeroporto
de Barra em Eoligarry, Reino Unido no conjunto de dados. O item 0 pertence ao segundo
conjunto da lista de aspectos e representa a camada Air. E o item 10060 pertence ao

terceiro conjunto da lista de aspectos e representa domingo as 23 h 40 min.
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Modelamos arestas ponderadas contendo o vértice composto de origem, o vértice
composto de destino e o peso, que serda a duragao da aresta em minutos. Sua estrutura
estd ilustrada na Figura 18a, sendo os valores ori_mnode, ori_layer e t; correspondentes ao
vértice composto de origem, os valores des mnode, des layer, ty correspondes ao vértice
composto de destino, e o valor dt correspondente a duracao da aresta em minutos entre a
origem e o destino, isto é, dt = t5 — t1, que representa o peso da aresta. A Figura 18b trés
um exemplo de uma aresta que representa um voo com origem no vértice (46311, 0,00530),
com destino no vértice (1066, 0,00600) e com peso de 70 min correspondentes a duragao do
voo. Esse exemplo representa o voo partindo do Aeroporto de Glasgow em Paisley, Reino
Unido as 8 h 50 min da segunda-feira, chegando no Aeroporto de Barra em Eoligarry,

Reino Unido as 10 h da segunda-feira com duracao de 70 min.

(‘ori_node’,‘ori_layer’, °t ’,“des_node’,"des_layer’, ‘t’), <dt>
- o N\ - AN
origem destino peso

(a) Estrutura.

(‘46311°, “0°, ©00530°, “1066°, ‘0’, “006007), < 70 >

(b) Exemplo.

Figura 18 — Estrutura de uma aresta ponderada.

Para construir o conjunto de arestas F(H ), observamos o funcionamento do sistema
de transporte publico. Nao foram considerados translados até determinado ponto ou area
de parada, mas foi considerado tudo que pode ocorrer dentro do sistema a partir de todos
os pontos ou areas de parada do conjunto de dados. Por exemplo, estando em uma estacao
de trem ¢é possivel viajar para outra estacao que também tenha pontos de o6nibus, e nessa
é possivel ir para o ponto de 6nibus e viajar para outro local. Assim, foram construidos

cinco tipos de arestas conforme a representacao da Figura 19 que serao descritas a seguir.

Com efeito, observamos as etapas para uma viagem em apenas um meio de
transporte, na qual uma pessoa estd em um ponto ou area de parada, embarca no
transporte, viaja, e desembarca no ponto destino. Para cada uma dessas etapas gastam-se
tempos distintos. Nesse exemplo, observam-se trés tipos de arestas representadas na
Figura 19a, sendo uma para o embarque, outra para a viagem (deslocamento) e uma
terceira para o desembarque. Sempre que uma pessoa desce em uma area de parada e
decide continuar a viagem em outro meio de transporte, ela precisard caminhar do local
de desembarque para o local de embarque do outro meio de transporte. Esse cendrio esta
representado pelas arestas intermodais na Figura 19b. Por fim, foram modeladas as arestas

temporais, representadas na Figura 19c, para o cenario em que uma pessoa aguarda por
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Figura 19 — Tipos de Arestas.

uma partida especifica, mesmo tendo outras partidas e chegadas no mesmo local, ou ainda,
realiza conexoOes entre as viagens. Como o modelo de sistema de transporte se repete a
cada semana, as arestas temporais fecham o ciclo semanal. Ao alcancar o final da semana,

consideramos que a aresta esta apontando para uma ocorréncia na proxima semana.

Primeiro foram construidas as Arestas de Deslocamento (Travel Edges). FElas
representam todos os deslocamentos registrados no conjunto de dados entre os nds dentro
de uma mesma camada, isto é, voos entre os aeroportos, viagens entre estacoes de trem e
assim por diante. Para construi-las, utilizamos o arquivo events.csv do conjunto de dados.
Para cada linha desse arquivo, foi gerado o niimero de arestas correspondente ao nimero
de viagens realizadas em uma semana entre a origem e o destino. Cada aresta terd a

seguinte estrutura
(ori node, ori layer, t,, des node, des layer, t, + dt,), < dt, >,

onde, assim como os nomes de variaveis presentes no conjunto de dados, ori node e des
node sao identificadores do local; ori layer e des layer sao identificadores da camada; t,
o horario de partida representado em minutos; ¢, + dt, o horario de chegada no destino
em minutos; e dt, a duragdo da viagem em minutos. Apenas o horario de chegada foi
calculado, os demais dados vieram do conjunto de dados. Sempre que o horario destino
calculado ultrapassou o valor 10.079, consideramos que passou para proxima semana.
Assim, ajustamos o valor para a préxima semana, isto €, realizamos a operacao de modulo

a partir de (¢, + dt,) mod 10080. Portanto, qualquer tipo de aresta pode passar de uma
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semana para outra, usando esse processo de modulo.

As Arestas de Embarque (Departure Edges) representam o embarque no meio de
transporte, isto é, representam a transicdo entre camadas de conexoOes e a camada de
transporte. Por exemplo, o passageiro esta na plataforma do trem que pretende viajar e
entra no trem. As duragoes de embarque, que chamamos de dt., utilizados nessa aresta
foram definidos considerando que a pessoa ja esta no local para realizar o embarque, seja
plataforma ou portao. Isto é, na camada Air consideramos que o processo de check-
in ja foi realizado restando apenas o procedimento de embarque na aeronave, ao qual
consideramos um tempo de 30 min. E, para as demais camadas foram considerados 5 min.
Essas duragoes sao valores arbitrarios, uma vez que nao aparecem na base original. Para
construir essas arestas, utilizamos as Arestas de Deslocamento construidas anteriormente.
Assim, ordenamos as Arestas de Deslocamento por meio de transporte (ori_layer), por
ponto ou area de origem (ori_node) e por horario de partida. Para cada vértice composto
unico de origem das Arestas de Deslocamento foi criada uma Aresta de Embarque seguindo

a seguinte estrutura
(ori_node, ori_layer+t, t; — dt., ori_node, ori_layer, t1), < dt., >,

sendo que a parcela (ori_node, ori_layer+t, t; — dt.) representa o vértice composto
de origem da aresta, a parcela (ori_node, ori_layer, t;) representa o vértice composto
de destino da aresta e a parcela < dt. > representa o peso da aresta. Para contrui-la,
comecamos pelo vértice composto de destino, que serd o mesmo vértice composto de origem
da Aresta de Deslocamento, isto é, a Aresta de Embarque tem como destino a origem
da Aresta de Deslocamento (Figura 19a). Em seguida, ajustamos o vértice composto de
origem que terd o mesmo valor de ori_node, a camada sera a camada de origem da Aresta
de Deslocamento acrescida da letra ¢ e o instante de tempo sera calculado considerando o
instante de tempo de origem da Aresta de Deslocamento menos a duracao do embarque
(t; — dt.). Por fim, o peso serd a duragao do embarque dt.. Caso o instante de tempo de
origem calculado fique negativo, consideraremos que o embarque foi na semana anterior, e

ajustaremos somando 10.080 ao valor.

E importante observar que, para cada tupla (local, meio de transporte, hordrio
de partida) distinta das Arestas de Deslocamento, foi construida apenas uma Aresta de
Embarque. Ou seja, existem alguns locais, como aeroportos, nos quais ha mais de um voo
saindo no mesmo horario. Nesse caso, s6 serd gerada uma Aresta de Embarque para todos
0s voos que tiverem suas partidas no mesmo horario. Por exemplo, a Aresta de Embarque

da Figura 20a foi gerada a partir das Arestas de Deslocamento da Figura 20b.

As Arestas de Desembarque (Arrival Edges) representam o desembarque do meio
de transporte, isto é, a saida do meio de transporte para a plataforma, por exemplo. Nessa

aresta, as duragoes de desembarque, que chamamos de dty, foram arbitradas considerando
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(40906,0,00385,31874,0,00465), < 80 >
(40906,0,00385,41487,0,00480), < 95 >

(a) Aresta de Embarque. (b) Arestas de Deslocamento.

(40906,0t,00355,40906,0,00385), < 30 >

Figura 20 — Exemplos de Arestas.

que a pessoa saira do meio de transporte para plataforma ou portao. Para camada Air
foram considerados 30 min e para as demais 5 min. Como primeira etapa para essa
construcao, ordenamos os vértices compostos de destino das Arestas de Deslocamento.
Similar ao processo de criacao das Arestas de Embarque, para todo vértice composto tinico
de destino das Arestas de Deslocamento, uma Aresta de Desembarque é criada. Para
construi-las, fizemos um processo similar ao processo de criacdo das Arestas de Embarque

seguindo a seguinte estrutura
(des_node, des_layer, ty, des _node, des layer—+t, to + dty), < dtq >,

sendo que a parcela (des_node, des_layer, t3) representa o vértice composto de origem
da aresta, a parcela (des_node, des_layer+t, to + dty) representa o vértice composto de
destino da aresta e a parcela < dt; > representa o peso da aresta. O vértice composto de
origem da Aresta de Desembarque serd o mesmo vértice composto de destino da Aresta de
Deslocamento, isto é, a Aresta de Deslocamento tem como destino a origem da Aresta de
Desembarque (Figura 19a). J& o vértice composto de destino da Aresta de Desembarque
terd o mesmo valor de des mnode, a mesma camada de destino da Aresta de Deslocamento
acrescida da letra ¢ e o instante de tempo sera calculado considerando o instante de tempo
do destino da Aresta de Deslocamento somado a duragao do desembarque (to + dt4). Por
fim, o peso serda a duragao do desembarque dt;. Caso o instante de tempo do vértice
composto de destino calculado ultrapasse o valor 10.079, consideraremos que o desembarque

foi na préxima semana, e ajustaremos com a operagao de moédulo (to + dt4)%10080.

A Aresta Intermodal (Intermodal Edges), representada na Figura 19b, foi definida
para os locais que sao area de parada, nos quais existem a possibilidade de trocar o meio
de transporte, por exemplo um aeroporto que possui pontos de o6nibus ou estacao de
metrd integrados aos portoes de embarque. Nesse caso, teremos o deslocamento de uma
camada para outra, chamado de dt;. O tempo para este deslocamento vem do conjunto de
dados, e foi arbitrado pelos autores do conjunto de dados original considerando a distancia
percorrida entre as camadas e uma velocidade média de 5 Km/h. Sempre que a camada
destino era Air foram acrescidos ao tempo de deslocamento 90 min, pois, somando com
30 min que estao na Aresta de Embarque, é o tempo padrao para realizacao de check-in
nos aeroportos. Para construir essas arestas utilizamos as Arestas de Desembarque e de

Embarque, e representamos assim
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(des_mnodep,des_layerp,top,ori_nodeg,des_layerg,tig > (top + dt;)), < t1g — tap >.

Para cada Aresta de Desembarque em locais com mais de uma camada, foi criada uma
Aresta Intermodal para cada camada diferente do desembarque. Esse cenario esta exem-
plificado na Figura 21, que representa um aeroporto com pontos de énibus e plataformas
de trem. Nele, sempre que um passageiro chega de 6nibus ao aeroporto, ele poderd ir
para um portao de embarque aéreo ou para uma plataforma de trem. Assim, o vértice
composto de origem da Aresta Intermodal é o vértice composto de destino da Aresta de
Desembarque (Figura 19b). J& o vértice composto de destino da Aresta Intermodal é o
vértice composto de origem da proxima Aresta de Embarque em cada camada existente

no local, considerado o tempo de deslocamento dt;.

embarque

[}

@

‘\
v desembarque :
\ q Check-in
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Ponto de 6nibus
embarque

@

Plataforma

Figura 21 — Arestas Intermodais.

A Aresta Temporal (Temporal Edges), representada na Figura 19¢, possibilita
realizar conexoes de viagens em um mesmo meio de transporte, interligando todas as
chegadas e partidas de um mesmo local (ponto ou area de parada) e camada. Assim, ao
desembarcar em um local serd possivel aguardar por uma nova partida que seja de interesse
do passageiro. Podemos dizer que essas arestas costuram todas as chegadas e partidas
em determinado local e camada. Para construi-las, utilizamos as Arestas de Embarque e
Desembarque. As Arestas Intermodais nao foram utilizadas, pois os vértices compostos que
deram origem a essas arestas sdo os existentes nas Arestas de Embarque e Desembarque.
Primeiro, para cada local de cada camada, separamos todos os vértices compostos de
origem das Arestas de Embarque e todos os vértices compostos de destino das Arestas de
Desembarque. Ordenamos esses vértices compostos pelo aspecto dos instantes de tempo e

construimos arestas interligando os vértices compostos. Isto é, ligamos o primeiro vértice
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composto no segundo, o segundo no terceiro, e assim sucessivamente até ligarmos o ultimo

no primeiro. O tultimo liga-se ao primeiro para gerar o ciclo semanal do transporte piblico.

O tamanho de cada conjunto da lista de aspectos e de cada conjunto de arestas
gerados estao expressos na Tabela 4. A primeira linha dessa tabela expressa o cenario
completo do sistema de transporte publico intercidades trabalhado. As demais linhas
expressam cada meio de transporte sendo visto isoladamente. Esclarecemos que os
valores expressos na primeira linha nao sao somatorio dos demais, tendo em vista que
existem intersegoes entre os conjuntos da lista de aspectos (locais e instantes de tempo)
nas diferentes camadas. O conjunto do aspecto camada para cada meio de transporte
sempre tera apenas dois elementos, sendo o identificador do meio de transporte e o mesmo
identificador acompanhado da letra t. Por exemplo, ao analisar apenas o meio de transporte

Air o conjunto do aspecto camada serd {0, 0t}.

Tabela 4 — Arestas Construidas.

Meios de transporte Arestas  Locais Camadas Tempos
Air, Ferry, Rail e Coach 7.877.731 4.302 8 10.079
Air 19.062 48 2 1.803

Ferry 177.342 216 2 8.170

Rail 6.765.993  2.490 2 10.044

Coach 615.014 1.864 2 10.038

5.2.2 Validacao do Modelo

A fim de garantir uma estrutura solida, varias validac¢oes foram realizadas durante
a criacao das arestas em formato texto e apés a geracio do MAG. E importante garantir
que as arestas estejam interligas, que os instantes de tempo pertencam ao intervalo de

uma semana e que os instantes de tempo nao sejam negativos.

Durante a criacdo das arestas eram verificados o tempo de origem, o tempo
de destino e o peso. Tempos de origem e destino deveriam estar dentro do conjunto
{0,...,10.079}. Sempre que o tempo inicial gerado ficasse negativo, consideramos o inicio
da aresta na semana anterior calculando ¢; 4+ 10.080. Quando o tempo final ficasse superior
a 10.079, consideramos o final da aresta na semana seguinte calculando o resto da divisao,
12%10.080. O peso deveria ser sempre maior que 1, pois o tempo minimo suportado por
este modelo é 1 min. Assim, sempre que a duracdo da aresta fosse menor que 1, essa nao

era gerada.

Apés a geragao do MAG, foram verificadas a sequéncia embarque, deslocamento
e desembarque. Assim, analisamos se para toda Aresta de Embarque havia no minimo
uma Aresta de Deslocamento, sendo o vértice composto de destino da primeira o mesmo
vértice composto de origem da segunda. Para toda Aresta de Deslocamento se havia uma

e somente uma Aresta de Desembarque, sendo o vértice composto de destino da primeira
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0 mesmo vértice composto de origem da segunda. Para cada Aresta de Desembarque se
havia ao menos uma Aresta de Deslocamento, sendo o vértice composto de origem da

primeira o mesmo vértice composto de destino da segunda.

As Arestas Temporais devem fechar um ciclo em cada local e camada. Cada Aresta
Temporal devera apontar para uma e somente uma Aresta Temporal, isto é, o vértice
composto de destino de uma Aresta Temporal devera ser o vértice composto de origem da
proxima Aresta Temporal na linha do tempo. Foi verificado se existia uma e somente uma
préoxima Aresta Temporal, se a sequéncia dessas arestas era mondtona crescente, e se a

ultima ligava-se na primeira aresta.

Durante a validagao das Arestas Temporais, foram detectados quatro locais com
apenas uma Aresta de Embarque ou de Desembarque, conforme a Tabela 5, que além da
Aresta de Embarque ou de Desembarque possui a Aresta de Deslocamento que gerou o
embarque/desembarque. Essas viagens de fato existiram na semana em que as informagoes
foram extraidos para construgao do conjunto de dados original. Tendo em vista que a

quantidade de arestas era infima, mantivemos elas.

Tabela 5 — Locais com somente uma Aresta de Embarque ou de Desembarque.

Meio de Transporte mnodeid Descrigao Arestas

Air 163007 Coventry Baginton 163007, 0,00570, 163007, 0¢, 00600
Airport 38731, 0, 00555, 163007, 0 , 00570

< 30>
< 15>

Air 35785 Gloucestershire Airport 35785,0,00510, 35785, 0t,00540),< 30 >
38731,0,00495, 35785,0 ,00510), < 15>

Ferry Terminal 254019, 1, 06280, 254019, 1¢, 06285 5>

<
Rail 29424  Okehampton Rail Station 29424,2 ,08360, 22054,2,08367),< 7>
<

( ),
( ),
( ),
( ),
Ferry 254019  North Ronaldsay Orkney (  640,1,06120,254019,1 ,06280), < 160 >
( ),
( ),
( 29424,2t,08355, 29424, 2 08360), 5>

Dentre o conjunto de arestas foram identificados um grupo inferior a 0,1 % do
total de arestas que possuem duragao superior a 20 h. Parte dessas arestas sao Temporais
e outra parte Intermodais. KEsses casos ocorrem em lugares com poucos embarques e

desembarques.

Além disso, também identificamos um grupo de 0,3 % do total de arestas em que
o local de origem e destino possui o mesmo valor de identificagao, com mesmo meio de
transporte, com intervalos pequenos de tempo (maiores que 1 min). Alguns casos ocorrem
em rios, onde os terminais de balsas das duas margens recebem o mesmo identificador.
Outros sao em aeroportos, grandes estacoes de trem, ou qualquer local que possua mais
de uma parada para um meio de transporte, podendo ser mais de um ponto de 6nibus,

por exemplo.
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5.2.3 Subdeterminagao

Conforme descrito na Se¢ao 2.2.4, o MAG subdeterminado tem as arestas do MAG
original projetadas sobre a estrutura de aspecto reduzido dada pela subdeterminacao
conforme as configuragoes escolhidas. Como nosso objetivo é validar a Centralidade
de Tempo baseada em Conectividade, subdeterminamos o MAG gerado considerando o
aspecto unico instante de tempo (¢ = (0,0, 1)) e optamos por multigrafos sem lagos (loops)
para preservar todas arestas com tempos de origem e destino distintas. Como nenhuma
aresta do modelo tem peso zero, nao seria gerado nenhum lago (loop) e todas as arestas
permaneceram. Exceto as 4 arestas temporais que possuem duracao de 10080 min, que
foram geradas pelos locais descritos na Tabela 5. A Tabela 6 traz o quantitativo de arestas

resultantes da subdeterminacao.

Tabela 6 — Arestas apés a subdeterminagao.

Meios de Transporte Arestas  Instantes de Tempo
Air, Ferry, Rail e Coach 7.877.727 10.079
Air 19.060 1.803
Ferry 177.341 8.170
Rail 6.765.992 10.044
Coach 615.014 10.038

5.3 AVALIACAO DAS CENTRALIDADES DE TEMPO

Nessa secao trazemos a metodologia para calcular as Centralidades de Grau do

Tempo e de PageRank do Tempo, bem como a discussao dos resultados encontrados.

5.3.1 Metodologia

Para execugao e construcgao desse modelo utilizando a estrutura MAG, foi utilizado
o ferramental disponivel em (WEHMUTH et al., 2017). Este foi construido utilizando a
linguagem Python. Tendo em vista a quantidade de arestas no conjunto de dados escolhido,
foram utilizados computadores com no minimo 16 GB de memoéria RAM para a execugao

das ferramentas.

Em um primeiro momento, extraiu-se as informagoes necessarias do conjunto de
dados para a criacao das arestas. Em seguida, executamos a ferramenta para geragao da

estrutura MAG com todas as arestas.

Com a estrutura MAG construida, foi possivel manipula-la de diferentes maneiras
de acordo com o objetivo de avaliacao. Primeiro avaliamos a estrutura completa, e em
seguida, geramos sub-MAGs para cada meio de transporte, e para algumas combinagoes

de meios de transporte.
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Com a estrutura MAG a ser analisada em maos, subdeterminamos utilizando apenas
o aspecto instante de tempo, considerando multigrafo direcionado (multiplos arcos sem
lago loop). Pois, como nosso conjunto de dados é uma rede de transporte, era interessante

manter todas as viagens entre dois instantes de tempo.

Apébs a subdeterminacao, realizamos os calculos das centralidades desejadas. A

seguir apresentamos os resultados encontrados com suas respectivas analises.

5.3.2 Centralidade de Grau do Tempo

Nés calculamos grau de entrada, grau de saida e grau total para diferentes cenarios.
Todavia, nds colocamos no corpo da dissertacao apenas os graficos referentes ao grau total,
pois os trés graus possuem um comportamento similar. Ainda assim, todos os detalhes que
destacam diferencas entre eles serao ressaltados no texto. Além disso, todos os graficos

para grau de entrada e grau de saida estdao no Apéndice-A.

Em um primeiro momento, nés analisamos cada meio de transporte separadamente,
isto é, calculamos os graus do tempo para os meios de transporte Air (Figuras 22a e 22b),
Ferry (Figuras 22c e 22d), Rail (Figuras 22e e 22f), e Coach (Figuras 23a e 23b). Em
seguida, nés observamos a rede de transporte completa, com todos esses meios de transporte
juntos (Figuras 23c e 23d). Por fim, nds observamos os graus da rede combinando esses

meios de transporte trés a trés (Figura 24).

Todos os graficos dos Graus do Tempo apresentam a relagdo do grau calculado para
cada instante de tempo, isto é, o grau de entrada é o total de chegadas em cada minuto
(Apéndice-A — Figuras 32a, 32c, 32e, 33a, 33c e 34); o grau de saida é o total de partidas
em cada minuto (Apéndice-A — Figuras 35a, 35¢, 35e, 36a, 36¢ e 37); e o grau total é a
soma das partidas e chegadas em cada minuto (Figuras 22a, 22c, 22e, 23a, 23c e 24). Nos
trés casos foram calculados durante uma semana, a partir das 0 h da segunda-feira. Além

disso, os minutos em que nao ha partidas e chegadas também foram representados.

E importante ressaltar que nossa andlise é referente aos acontecimentos em cada
instante de tempo. Na andlise em questao, observamos o nimero de partidas e chegadas
em cada minuto em toda Gra-Bretanha. Isso significa que, se o grau de entrada igual
a 10, nao sao necessariamente 10 chegadas em um mesmo local. Ou, se existe alguma
periodicidade nos horarios de partida, por exemplo a cada 5 min, ela pode ser um padrao

em todo ou parte do territoério.

A primeira caracteristica observada em todos esses cdlculos e cendrios é comporta-
mento diario da rede. Pois, em cada grafico semanal das Figuras 22, 23 e 24 é possivel
visualizar sete agrupamentos dos graus totais por instantes de tempo. Ao observar os
instantes de tempo que iniciam um novo agrupamento, verificamos que correspondem de

fato a um novo dia dentro da semana. Assim, visualizamos o comportamento da rede nos
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Figura 23 — Grau do Tempo — Coach e Todos juntos.

sete dias da semana, iniciando na segunda-feira e indo até domingo. Esse comportamento
também ocorre nos graus de entrada (Apéndice-A — Figuras 32, 33 e 34) e de saida
(Apéndice-A — Figuras 35, 36 e 37).

Para cada cendrio calculado, existe um padrao de acontecimentos da segunda-feira
a sexta-feira, isto é, o total de partidas e chegadas em cada minuto do dia é similar nesse
periodo. O sdbado e o domingo nos meios de transporte Ferry (Figura 22c) e Coach
(Figura 23a) seguem o comportamento semanal, porém difere nos demais cenarios. E
importante ressaltar que este comportamento condiz com a realidade em uma rede de
transporte, na qual existem padroes de partidas e chegadas diarias, com diferencas aos
finais de semana. Assim, considerando esse padrao diario e com a finalidade de visualizar
melhor os minutos dentro de um dia, selecionamos a segunda-feira e fizemos uma ampliagao

dela em todos cenarios, representados nas Figuras 22b, 22d, 22f, 23b e 23d.

Ao observar as redes dos meios de transporte com uma quantidade menor de
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Figura 24 — Grau Total do Tempo combinando meios de transporte trés a trés.

partidas e chegadas (Se¢ao 5.1 — Tabela 2), como o Air (Figura 22a), visualizamos varios
instantes com grau igual a zero. Isso ocorre pelo fato de ter menos viagens na rede e,
nesse caso, por ter um padrao nos horarios de partidas e chegadas que sao a cada 5 man,
por exemplo. Em contrapartida, ao analisarmos as redes com mais viagens encontramos
poucos minutos na semana nao possuem ao menos uma partida ou chegada. Por exemplo,
na rede do Rail (Figura 22e) apenas 36 minutos dentro da semana nao possuem ao menos
uma partida ou chegada. Veja que a rede de cada meio de transporte possui um conjunto
especifico de minutos dentro de uma semana que possuem grau maior que zero. Ao
analisarmos a rede com todos os meios de transporte em conjunto (Figura 23c), unimos
esses conjuntos de minutos e identificamos apenas 1 minuto dentro da semana que nao
possui ao menos uma chegada ou partida. Esse fato demonstra um ponto importante
em analisar as redes em conjunto, pois tras de uma vez todos instantes nos quais a rede

completa estd ativa.
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Uma outra caracteristica presente em cada grafico semanal sao os vales entre um
dia e outro, que possuem poucas partidas e chegadas em cada minuto. Eles representam
os periodos noturno (madrugada) entre os dias e estdo bem evidenciados nas Figuras 22e
e 23c. Essas representagoes sao condizentes com a realidade ja conhecida em redes de
transporte publicas, nas quais é comum ter um fluxo maior de partidas e chegadas durante

o dia em relagao as madrugadas, as quais quase nao possuem viagens.

Assim como os vales, também identificamos picos em todos os graficos semanais.
Exceto na rede do Ferry, todas demais possuem uma caracteristica bimodal, com dois
picos bem demarcados em cada dia. Isto é, elas sao caracterizadas por grandes vales
nas madrugadas, um grande crescimento nas manhas, um pequeno decaimento durante
o dia, um novo crescimento a tarde, e um grande decaimento a noite. Observamos que
os horarios desses picos sao, geralmente, os mesmos em todos os dias da semana. Porém,
seus valores de grau nao sao os mesmos, a quantidade de partidas e chegadas nao sao as
mesmas mas ocorrem no mesmo horario na maioria dos dias (geralmente, de segunda-feira
a sexta-feira). No Apéndice- B trazemos esses horarios de picos para as redes analisadas
organizados em trés tabelas, sendo Grau de Entrada do Tempo na Tabela 9, Grau de Saida
do Tempo na Tabela 10 e Grau Total do Tempo na Tabela 11. Consideramos instantes de
tempo mais centrais por dia, os instantes em que ocorrem os picos diarios dos Graus do
Tempo. Por exemplo, a rede do Air possui dois horarios importantes, sendo o horario da
manha sempre as 8 h 25 min e o da tarde sempre as 16 h 30 min. Ao visualizar cada rede
isolada e a rede completa, verificamos que os horarios de pico nao sao semelhantes para
nenhuma rede e que os picos da rede completa se aproximam mais da rede Rail sofrendo
influéncia das demais redes. O instante de tempo mais central do Grau Total do Tempo
dentro da semana, considerando todos os meios de transporte, é sexta-feira as 8 h 25 min
com um total de 4.357 partidas e chegadas. E possivel visualizar esse ponto mais central

da semana no grafico da Figura 23c, pois esta destacado da curva.

Ainda analisando os picos do Grau Total do Tempo, observamos que os instantes
de pico sao aqueles que interligam viagens, isto €, esses picos sao aqueles que possuem um
grande nimero de chegadas e partidas, indicando o fluxo de pessoas nesses horarios. Por
exemplo, seja uma pessoa que mora na periferia de um grande centro e trabalha nesse
grande centro. Para essa pessoa chegar ao local de trabalho pode precisar pegar mais de
um transporte. O horario de saida da casa dessa pessoa vai depender o quao distante ela
mora da cidade destino, ao chegar em um local intermediario, ela pegaria outro transporte.
As chegadas e partidas em locais intermediarios como do exemplo representam os picos do

Grau Total, onde muitos transportes chegam em um mesmo horario e partem em seguida.

Também analisamos os picos dos Graus de Entrada e Saida do Tempo. Os dados
referentes ao Grau de Entrada do Tempo estdao no Apéndice- A nas Figuras 32, 33 ¢ 34 e

no Apéndice- B na Tabela 9. Ja os dados referentes ao Grau de Saida do Tempo estdao no
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Apéndice- A nas Figuras 35, 36 e 37 e Apéndice- B na Tabela 10). Observamos que os
picos matutinos dos Graus de Entrada do Tempo estao vinculados ao horario comercial,
no qual as pessoas chegam para o trabalho ou estudo. E os picos vespertinos dos Graus
de Saida do Tempo estao vinculados ao final do expediente, no qual as pessoas saem do
trabalho ou estudo. Essa caracteristica é mais marcante ao analisar a rede com todos os

meios de transporte.

Uma linha dupla pode ser observada nos graficos que representam as redes Ferry
(Figura 22c), Coach (Figura 23a) e o todos juntos (Figura 23c). Cada linha representa o
numero de partidas e chegadas por minuto durante a semana. Sendo que, a linha superior
indica que em determinados minutos existem um ntmero maior dessas partidas e chegadas
ocorrendo. Esses minutos geralmente sao aqueles que possuem uma periodicidade de
ocorréncia, por exemplo, partidas a cada 15 minutos a partir das 5 h. Ja linha inferior
representa as partidas e chegadas em horarios menos comuns, por exemplo, uma partida
as b h 03 mun. No caso das redes Ferry e Coach a linha superior chega a ter seis vezes
mais partidas e chegadas que a inferior, e que a superior de fato possui horarios com uma
periodicidade em varios pontos do territério. Essa caracteristica esta presente na rede
conjunto de todos os meios de transporte (Figura 23c), influenciada principalmente pelos
meios Ferry e Coach. Observe que a rede Rail (Figura 22e) possui um comportamento
diferenciado das demais, na qual o niimero de partidas e chegadas vai crescendo ao logo
do dia de uma forma unificada, representada por apenas uma linha no grafico. Fato
esse decorrente das partidas e chegadas a cada minuto nessa rede, na qual é comum ter
horario de partida como 8 h 48min. Esse comportamento da rede Rail faz com que a linha
inferior da na rede com todos meios de transporte fique mais préxima a linha superior.
Importante ressaltar, que essa caracteristica nao seria visualizada analisando apenas os
meios de transporte isoladamente. Olhar o conjunto todo tras informagoes nem sempre

observadas.

Nas redes Air (Figura 22a) e Coach (Figura 23a), o sdébado é marcado por uma
concentragao maior de chegadas e partidas pela manha. E, nas redes Air (Figura 22a)
e Rail (Figura 22e), o domingo é caracterizado pelas chegadas e partidas se concentram
a tarde. Essas duas caracteristicas aparecem no conjunto completo e representam o
diferencial dos finais de semana. Aos sabados as pessoas estdo indo para suas residéncias e

aos domingos ja iniciam o processo inverso em direcao aos locais de trabalho.

Com a finalidade de comparar a anélise de cada rede isolada com um agrupamento
delas, fizemos a andlise de todas em conjunto (Figura 23c) e também fizemos o agrupamento
delas considerando os meios de trés a trés (Figura 24). Ao comparar as quatro redes
geradas desses agrupamentos, podemos perceber que o comportamento do Grau Total
do Tempo segue principalmente as redes dos meios de transporte com maior niimero

de partidas e chegadas. Observe que as caracteristicas da rede Air (Figura 22a) nao se



60

destacam em nenhum agrupamento (Figuras 23c e 24), inclusive o resultado do Grau Total
para o agrupamento das redes Ferry, Rail e Coach (Figura 24d) é similar ao agrupamento
com todos os meios (Figura 23c). Outro fato notério, novamente, é o impacto que a
rede Rail gera nos agrupamentos, onde as redes que possuem o meio de transporte Razl
(Figuras 24b, 24c, 24d e 23c) seguem as caracteristicas da rede Rail isolada (Figura 22e¢). E
a rede com os meios de transporte Air, Ferry e Coach (Figura 24a) segue as caracteristicas

das redes Ferry (Figura 22c) e Coach (Figura 23a).

Construimos um ranqueamento dos valores de Grau Total do Tempo por instantes
de tempo, a fim de observar sua distribuicao. A Figura 25 apresenta esse ranqueamento,
no qual também conseguimos observar o impacto que os meios de transporte causam no
conjunto. E notério que a rede Rail gera um impacto maior na rede completa, porém,
as demais influenciam principalmente em dois momentos. Isto é, nos instantes de tempo
com maiores valores de Grau Total do Tempo que é impactado por todas redes, e nos
instantes com menor Grau Total do Tempo onde o impacto vem principalmente da rede
Coach. Afirmamos que a analise isolada de cada meio de transporte nao condiz com o

funcionamento da rede como um todo.

‘Grau Total

1] 2000 4000 6000 EOOD 10000
Ranqueamenta dos Instantes de Tempo [minutas)

Figura 25 — Classificagdo dos Graus do Tempo em todos tempos.

5.3.3 Centralidade de PageRank do Tempo

A métrica de PageRank do Tempo ranqueia os tempos considerando dois fatores:
o namero de instantes de tempo que apontam para o instante de tempo avaliado e a
reputagao que esses instantes de tempo carregam. Ou seja, um instante de tempo serd bem
ranqueado sempre que for apontado por uma combinacao de varios instantes de tempo e

por instantes com alta reputagao.

Nos calculamos o PageRank para os mesmos cenarios calculados na Secao 5.3.2.
Assim temos graficos do Pagerank para rede composta pelo meio de transporte Air
(Figura 26a), pelo Ferry (Figura 26¢), pelo Rail (Figura 26e), pelo Coach (Figura 27a) e

pela combinagao de todos (Figura 27c). Todos os gréficos dessa se¢ao possuem a relagao
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do valor de PageRank do Tempo pelo instante de tempo (minuto dentro de uma semana
ou de um dia), considerando a partir das 0 h de Segunda-feira. Os instantes de tempo
dentro da semana que nao possuem atividade na rede foram representados com PageRank

igual a 0 (zero).

Assim como observamos nos Graus do Tempo (Segao 5.3.2), os graficos dos Page-
Ranks do Tempo exibem sete agrupamentos bem definidos refente aos sete dias da semana

a partir da segunda-feira até o domingo.

Além disso, também ocorre um padrao diario dos valores de PageRank durante toda
a semana para cada cenario. Por essa razao, selecionamos as segundas-feiras e geramos
ampliacoes dela em cada grafico para visualizar mais detalhes do dia. Essas ampliagoes
estao expressas nas Figuras 26b (Air), 26d (Ferry), 26f (Rail), 27b (Coach) e 27d (Todos

0s meios).

Para todo cendrio é notério um pico matutino diario para o valor de PageRank do
Tempo. O pico equivale ao mesmo horario em todos os dias durante a semana, de acordo
com o cenario avaliado. Porém, os valores de PageRank desses picos nao sao os mesmos.
Descrevemos os horarios desses picos e seus valores de PageRank do Tempo na Tabela 7.
Por exemplo, o horario 6 h 10 min é o pico de segunda-feira ao sibado na rede com todos
os meios de transporte. De acordo com o ranqueamento feito pelo PageRank do Tempo,
chamamos os picos de instantes de tempo mais centrais em cada dia, e o maior valor de

PageRank do Tempo durante toda semana, de instante de tempo mais central da rede.

Tabela 7 — Maiores valores de PageRank diarios por Meio de Transporte.

Dia Air Ferry Rail Coach Todos
Horario PR! | Horario PR' | Hordrio PR! | Horario PR! | Hordrio PR!
Seg 6h30  3.24 Th40  4.13 | 5h40  2.07 | T7hb5  3.31 6h10  3.57
Ter 6h30  2.79 Th40  4.07 | 5h40  2.03 | T7hH5  3.22 | 6h10 @ 3.28
Qua 6h30 3.11 Th40  4.08 | 5h40  2.03 | T7h55  3.23 | 6h10  3.27
Qui 6h30  2.97 Th40  4.07 | 5h40  2.03 | T7h55  3.23 | 6h10  3.27
Sex 6h30  2.79 Th40  4.06 | 5h40  2.03 | T7hbH5  3.21 6h10  3.28
Sab 9h30  1.93 8h55  3.95 5h40  2.05 | T7hb5  3.36 | 6h10  2.93
Dom | 10h10 2.22 | 10A55 4.11 Th24 223 | Thb5  3.54 | 8h3b  3.76
1 PageRank

Analisando esses horarios de picos nas redes que possuem apenas um meio de
transporte, observamos que a rede com o Rail é a iinica com os horarios de pico anteriores
ao horario de pico da rede com todos os meios de transporte (Tabela 7). E como ela é
uma rede com mais viagens (Se¢ao 5.1 — Tabela 2), tem um peso maior, fazendo com
que o horario do pico com todos os meios de transporte seja um horario anterior ao das
demais redes dos outros meios (Air, Ferry e Coach). E importante observar que, a andlise
do PageRank em redes isoladas leva a um horario diferente da rede em conjunto. Assim,

a forma tradicional de avaliar cada meio de transporte separadamente pode nao trazer
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Figura 27 — PageRank do Tempo — Coach e Todos juntos.

horarios vistos nesse trabalho, sendo importante agrupar todos os meios de transporte

participantes da rede.

Observe que os valores de Pagerank na rede do meio de transporte Air (Figura 26a)
sao bem distribuidos, porém eles também seguem a caracteristica do pico matutino diario.
Na rede do meio de transporte Rail (Figura 26e) dentro do padrao diario, visualizamos um
comportamento similar a graficos de pulsos de batimentos cardiacos. Esse grafico explicita
um decaimento abrupto durante a noite (madrugada), um crescimento também abrupto
pela manha, um decaimento suave a tarde, voltando a cair a noite. Essa caracteristica esta
presente na rede com todos meios de transporte reunidos (Figura 27¢). Esse pico matutino
ocorre por ter um grupo significativo de instantes de tempo seguidos, com uma reputacao
alta, no qual um instante de tempo aponta para todos préximos dentro desse conjunto.

Esse fato tem menor ocorréncia no periodo da tarde, e ndo acontece a noite (madrugada).
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A fim de ilustrar melhor esse cenédrio de como um desses picos ganha valor, apresen-
tamos a Figura 28a que simula um grafo que tem como n6 principal o pico de segunda-feira
da rede com todos os meios de transporte (6 h 10 min), considerando apenas os instantes
de tempo com os maiores valores de PageRank que possuem arestas para esse pico, e os
instantes de tempo com os maiores valores de PageRank que possuem arestas para esses
anteriores. Fizemos essa simulagdo para todos os dias da semana (veja os demais grafos
nas figuras do Apéndice- C), e observamos que existe um padrao no qual os instantes
presentes no conjunto {5h10, 5h15,5h20, ...,6h00,6h05} apontam para os instantes superi-
ores do conjunto e para o pico 6 h 10 min. Esse comportamento faz com que os valores
de PageRank sejam acumulados até o horario de pico. Relacionamos esse fato a maior

probabilidade de pessoas estarem viajando no instante de tempo desses picos.

Também geramos um grafo para um instante de tempo com valor de PageRank do
Tempo intermediario (11 A 55 min) na Figura 28b. O comportamento nao é similar ao

pico do dia, o que reforca a ideia do acumulo de reputacao.

Além disso, é importante observar que nas figuras de ilustracao dos grafos apresenta-
das foi representada apenas uma aresta entre dois instantes de tempo, porém podem existir
varias conforme detalhado na Tabela 8, pois estamos trabalhando com um multigrafo
direcionado. Nessa tabela trazemos o quantitativo de cada tipo de aresta de trés horarios,
sendo Seg,4 h 11 o instante de tempo com menor valor de PageRank do Tempo didrio,
Seg,6 h 10 o pico superior diario e Seg, 11 h 55 o instante com valor de PageRank do
Tempo diario intermediario. Esse quantitativo de arestas também é importante para o

ganho de reputacao.

Tabela 8 — Tipos de Arestas que conectam ao instante.

Tempo Embarque  Desembarque Intermodal Temporal  Deslocamento Total
Seg, 4 h 11 0 ( 0.0%) 0 ( 0.0%) 0 ( 0.0%) 4 (80.0%) 1 (20.0%) 5
Seg, 6 h 10 211 (19.5%) 131 (12.1%) 259 (24.0%) 309 (28.6%) 171 (15.8%)  1.081
Seg,11 h 55 281 (16.1%) 292 (16.8%) 310 (17.8%) 561 (32.2%) 299 (17.2%)  1.743

Na Figura 29 apresentamos a distribuicao dos valores de PageRank do Tempo dos
instantes de tempo que apontam para os trés horarios descritos na Tabela 8, utilizando
uma ECDF (empirical cumulative distribution function) para cada conjunto. O instante
de tempo Seg,4 h 11 min com menor valor de PageRank é o destino de apenas 5 arestas.
Ja o instante de tempo Seg,6 h 10 min com maior valor de PageRank, ¢ o destino de
1.081 arestas. E, por fim, o instante de tempo Seg,11 h 55 min que possui um valor
intermediario de PageRank, é o destino de 1.743 arestas. Observe que esse tltimo possui
mais ligagoes que o instante de tempo pico, porém o instantes que ligam no intermediario
nao sao tao importantes quanto os que ligam no mais central, isto é, nao carregam uma

reputacao alta, um valor de PageRank alto.

Na rede do meio de transporte Coach (Figura 27a) existe um segundo pico do
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(b) Maiores PageRanks que chegam em Seg, 11h55min.
Figura 28 — Grafos.

valor de PageRank presente no turno vespertino. Esse pico recebe uma importancia
(reputagao) dos horérios anteriores a ele indica o horario final de expediente comercial.
Essa caracteristica aparece na rede que combina todos os meios de transporte (Figura 27c).
Além disso, o grafico dos valores de PageRank da rede Coach também tras duas linhas

assim como nos graficos de Grau do Tempo (Figuras 23a, 33a e 36a). A linha superior é
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Figura 29 — PageRanks dos instantes de tempo antecessores.

caracterizada pelos horarios com mais viagens se interligando e repassando suas reputacgoes,
ja a inferior sdo dos instantes que possuem menos viagens interligadas e menores reputagoes.
Assim, visualizamos que os horarios mais padroes de partidas e chegadas dentro territorio
do conjunto de dados, tais como 6h10 ou 10h30, terao uma reputagao maior, e estarao
presentes na linha superior indicando maior atividade da rede nesse instante, tanto na rede
Coach quanto na rede com todos juntos. Em contrapartida, os horarios mais incomuns,
tais como 4h11 ou 5h01, terao uma reputacao menor e estarao na linha inferior indicando

menor numero de viagens, tanto na rede Coach quanto na rede com todos juntos.

Os instantes de tempo com menores valores de PageRank aparecem nos vales
dos gréficos, e indicam menor fluxo de viagens, menor atividade da rede. Eles estao
presentes principalmente nos periodos noturnos (madrugadas), quando hd um menor fluxo

de viagens.

A Figura 27c apresenta o PagerRank do tempo da rede composta por todos os
meios de transporte citados a cima. Conseguimos visualizar o comportamento diario,
a caracteristica da rede Rail, e a pequena separagao assim como ocorre na rede Coach.
Porém, o horario de pico didrio nao é igual a nenhum meio de transporte isolado. Ao
juntar todos os meios de transporte para analisar, observamos que o horario pico ficou
entre o meio Rail e todos os outros. Entendemos que o Rail fez com que o horéario de pico
fosse mais cedo, tendo em vista o grande peso que possui na rede. O maior PageRank
do Tempo dentro da rede é o horario de Domingo,8 h 35 min com valor de 3.762, sendo

assim considerado o mais central da semana.

Assim como na anélise de ranqueamento dos valores de Grau Total do Tempo
(Secao 5.3.2 - Figura 25), construimos um ranqueamento dos valores de PageRanks do
Tempo por instantes de tempo para cada rede, Figura 30, a fim de observar sua distribuicao.
E notério que a rede Rail e a rede com todos seguem uma distribuicdo similar, porém,
as demais redes influenciam na rede com todos particularmente em cerca de 20% dos
instantes de tempo com maior valor de PageRank em cada. A rede Rail possui menos de

10% dos instantes de tempo com valores de PageRank acima de 2. J4 as redes Ferry e
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Coach possuem cerca de 20% dos instantes de tempo com valores de PageRank acima de
2. Esse fato faz com que a rede completa nao acompanhe apenas a rede Rail, é possivel
observar nesse ranqueamento que a linha da rede com todos os meios se distancia da linha

que representa a rede Rail nesse ponto.

o oy

PageRank

1] 2000 4000 6000 EOOD 10000
Rangueamento dos Instantes de Tempo [minutas)

Figura 30 — Classificagdo dos PageRank do Tempo.

A fim de observar melhor a importancia do agrupamento dos meios de transporte
no sistema, geramos sub-Mags do MAG inicial combinando as camadas trés a trés,
subdeterminamos seguindo os mesmos passos descritos na Segao 5.3.1 e calculamos o
PageRank para cada combinagdo. A Figura 31 tras os graficos desses PageRanks, sendo
as combinacoes dispostas na seguinte ordem “Air, Ferry e Rail”, “Air, Ferry e Coach”,
“Air, Rail e Coach” e “Ferry, Rail e Coach”. E importante observar que a presenca do Rail

faz os resultados acompanharem o seu comportamento, como visto nas Figuras 26 e 27.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, ampliamos a definicdo de Centralidade de Tempo em GVTs. De
maneira similar a centralidade de nd, a centralidade de tempo avalia a importancia de
um dado instante de tempo em um GVT, de acordo com o objetivo a ser analisado. Os
trabalhos anteriores buscavam identificar apenas os ndés centrais no decorrer do tempo,
e também identificar o instante de tempo para processos de difusdo. Porém, também é
importante identificar instantes de tempo centrais para tomadas de decisao, tendo como

base a estrutura e conectividade da rede.

Até o momento, nao foram identificados muitos trabalhos referentes a centralidade
de tempo em GVTs. Sendo que, os localizados, tem como objetivo a identificagao de
instantes de tempo para realizacdo de processos de difusao. Os demais, estdo mais
interessados em qualificar a importancia dos nés em uma rede, do que em determinar os

instantes de tempo mais importantes em um GVT.

A Centralidade de Tempo pode ser analisada de diferentes formas, de acordo com a
finalidade do estudo. Nesse trabalho, propomos duas métricas baseadas em conectividade:
Grau do Tempo e PageRank do Tempo. Ambas com intuito de identificar instantes da
rede mais ativos. Para avaliar nossas métricas, aplicamos a um conjunto de dados que
representa uma semana de viagens em uma Rede de Transporte Publico real, considerando
os meios de transporte aéreo, trem, balsa e 6nibus interurbano. Com as métricas foi
possivel elencar os momentos dos dias durante a semana que possuem maiores e menores

atividades, além de identificar os horarios mais ativos de cada dia.

Sabendo que muitas redes modeladas por GV'Ts sao notoriamente ciclicas, a Cen-
tralidade de Tempo pode ser 1til para construcao de previsdes de comportamentos futuros
em GVTs, tanto pelos padroes de conexoes, quanto pelo aparecimento ou movimentacao
de nos ao longo do tempo. Caracteristicas dos instantes de tempo do passado podem gerar
um modelo de previsao de instantes de tempo importante em potencial, uma vez que as

caracteristicas podem tornar a acontecer.

Os resultados avaliados na rede de transporte corroboram com a realidade desse
tipo de rede. Os instantes de tempo elencados como mais centrais (importantes) sao de
fato os instantes que possuem mais atividade de partidas e chegadas na rede. Além disso,
as métricas expressam o comportamento diario dentro de uma semana, com horarios de
pico correspondentes a inicio e fim de expedientes de trabalho, bem como os instantes de

tempo com menores avalia¢oes indicam horarios com menor fluxo de viagens.

Além disso, mostramos a importancia em se avaliar a rede considerando todos
os meios de transporte envolvidos. Pois, as diferentes caracteristicas de cada meio de
transporte impactam na rede completa, com todos os meios de transporte envolvidos. Vimos

que, ao analisar a rede em conjunto, encontramos instantes de tempo importantes os quais
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ainda nao haviam sido elencados, ao analisar cada meio de transporte individualmente.

A identificacdo dos instantes de tempo importantes demandam um conhecimento
prévio das caracteristicas da rede, bem como de sua evolugao ao longo do tempo. Porém,
esse fato nao ¢ um limitador, pois sabemos que muitas redes modeladas por GV'Ts sao

certamente ciclicas. Vimos isso no nosso estudo de caso aplicado em uma rede de transporte.

Dentro de centralidade do tempo ainda ha muito para ser pesquisado. Como
principais trabalhos futuros, trazemos a proposta de analisar o impacto de interrupgoes
em determinados instantes de tempo, realizando perturbacoes na rede a fim de observar o
comportamento do sistema a partir do calculo das centralidades. Nesse caso, levaria em
consideracao algo que gerasse um impacto na rede completa no mesmo instante de tempo,
por exemplo, algo que impactaria uma grande parte da rede de transporte seria condi¢oes

climaticas, tais como fortes nevascas.

Outra proposta seria a continuidade das avaliagoes e criagoes de métricas para
Centralidade do Tempo em GV'Ts, assim como existem diversas métricas de centralidade
tradicionais, buscando qualificar instantes de tempo importantes a partir de diferentes

redes e objetivos.
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Figura 32 — Grau de Entrada do Tempo — Air,Ferry e Rail.
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(b) Coach — Segunda-feira.
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(d) Todos juntos — Segunda-feira.

Figura 36 — Grau de Saida do Tempo — Coach e Todos juntos.
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Grau de Saida

Grau de Saida

Figura 37 — Grau de Saida do Tempo combinando meios de transporte trés a trés.
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B TABELAS DOS PICOS DOS GRAUS DO TEMPO

Tabela 9 — Graus de Entrada do Tempo.

Grau de Entrada

Instante de Tempo

Grau de Entrada

Instante de Tempo

do Tempo Rede Air do Tempo Rede Air
36%* Segunda-feira, 08h25 31 Segunda-feira, 19h20
35 Terca-feira, 08h25 33 Terga-feira, 16h30
35 Quarta-feira, 08h25 33 Quarta-feira, 17h00
35 Quinta-feira, 08h25 33 Quinta-feira, 17h00
33 Sexta-feira, 08h55 33 Sexta-feira, 16h30
23 Sabado, 10h00 16 Sabado, 13h00

Grau de Entrada

Instante de Tempo

Grau de Entrada

Instante de Tempo

do Tempo Rede Ferry do Tempo Rede Ferry
144 Segunda-feira, 12h00 145 Segunda-feira, 16h40
148 Terca-feira, 12h00 147 Terga-feira, 16h40
148 Quarta-feira, 12h00 147 Quarta-feira, 16h15 e 16h30
146 Quinta-feira, 12h00 146 Quinta-feira, 16h15
147 Sexta-feira, 12h00 149* Sexta-feira, 16h00 e 16h15
145 Sabado, 12h00 145 Sabado, 16h30

Grau de Entrada

Instante de Tempo

Grau de Entrada

Instante de Tempo

do Tempo Rede Rail do Tempo Rede Rail
1224%* Segunda-feira, 08h19 1180 Segunda-feira, 17h55 e 18h25
1224%* Terca-feira, 08h19 1180 Terga-feira, 17h55 e 18h25
1224* Quarta-feira, 08h19 1180 Quarta-feira, 17h55 e 18h25
1224* Quinta-feira, 08h19 1180 Quinta-feira, 17h55 e 18h25
1224* Sexta-feira, 08h19 1181 Sexta-feira, 17h55
1042 Sabado, 10h10 1052 Sabado, 18h28

Grau de Entrada

Instante de Tempo

Grau de Entrada

Instante de Tempo

do Tempo Rede Coach do Tempo Rede Coach
322 Segunda-feira, 09h30 308 Segunda-feira, 18h00
309 Terca-feira, 10h15 306 Terga-feira, 18h00
309 Quarta-feira, 10h15 306 Quarta-feira, 18h00
309 Quinta-feira, 10h15 306 Quinta-feira, 18h00
322 Sexta-feira, 09h30 312 Sexta-feira, 18h00 e 18h05
325% Sabado, 09h30 298 Sabado, 19h35

Grau de Entrada

Instante de Tempo

Grau de Entrada

Instante de Tempo

do Tempo Rede com todos do Tempo Rede com todos
2013 Segunda-feira, 09h55 1872 Segunda-feira, 18h30
2219 Terca-feira, 08h10 1884 Terga-feira, 18h30
2220 Quarta-feira, 08h10 1889 Quarta-feira, 18h30
2218 Quinta-feira, 08h10 1870 Quinta-feira, 18h30
2731% Sexta-feira, 08h25 1914 Sexta-feira, 18h55
2000 Sabado, 08h10 1716 Sabado, 18h55
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Tabela 10 — Graus de Saida do Tempo.

Grau de Saida

Instante de Tempo

Grau de Saida

Instante de Tempo

do Tempo Rede Air do Tempo Rede Air

41 Segunda-feira, 06h30 34 Segunda-feira, 16h30
42% Terga-feira, 06h30 37 Terga-feira, 16h30
40 Quarta-feira, 06h30 37 Quarta-feira, 16h30
42% Quinta-feira, 06h30 37 Quinta-feira, 16h30
36 Sexta-feira, 6h30 37 Sexta-feira, 16h30
24 Sabado, 09h30 16 Sabado, 13h30
18 Domingo, 11h00 34 Domingo, 19h25

Grau de Saida

Instante de Tempo

Grau de Saida

Instante de Tempo

do Tempo Rede Ferry do Tempo Rede Ferry
168 Segunda-feira, 11h55 174 Segunda-feira, 14h55
174 Terga-feira, 11h55 174 Terga-feira, 15h55
172 Quarta-feira, 11h55 173 Quarta-feira, 14h55
169 Quinta-feira, 11h55 172 Quinta-feira, 15h55
172 Sexta-feira, 11h55 175 Sexta-feira, 15h55
176* Sédbado, 11h55 176* Sabado, 14h55

Grau de Saida

Instante de Tempo

Grau de Saida

Instante de Tempo

do Tempo Rede Rail do Tempo Rede Rail
1220 Segunda-feira, 07h50 1198 Segunda-feira, 18h35
1221%* Terga-feira, 07h50 1198 Terga-feira, 18h35
1221* Quarta-feira, 07h50 1198 Quarta-feira, 18h35
1221* Quinta-feira, 07h50 1198 Quinta-feira, 18h35
1221%* Sexta-feira, 07h50 1196 Sexta-feira, 18h35
1042 Sabado, 8h40 1053 Sabado, 18h23

Grau de Saida

Instante de Tempo

Grau de Saida

Instante de Tempo

do Tempo Rede Coach do Tempo Rede Coach
335 Segunda-feira, 11h00 325 Segunda-feira, 18h00
329 Terga-feira, 11h00 323 Terga-feira, 18h00
329 Quarta-feira, 11h00 323 Quarta-feira, 18h00
329 Quinta-feira, 11h00 323 Quinta-feira, 18h00
335 Sexta-feira, 11h00 334 Sexta-feira, 18h00
339* Sabado, 09h30 309 Sabado, 18h30

Grau de Saida

Instante de Tempo

Grau de Saida

Instante de Tempo

do Tempo Rede com todos do Tempo Rede com todos
1725% Segunda-feira, 07h55 1701 Segunda-feira, 17h55
1721 Terca-feira, 07h55 1698 Terga-feira, 17h55
1719 Quarta-feira, 07h55 1697 Quarta-feira, 17h55
1721 Quinta-feira, 07h55 1699 Quinta-feira, 17h55
1721 Sexta-feira, 07h55 1713 Sexta-feira, 17h55
1539 Sabado, 10h10 1514 Sabado, 16h40
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Tabela 11 — Graus Totais do Tempo.

Grau Total Instante de Tempo Grau Total Instante de Tempo
do Tempo Rede Air do Tempo Rede Air
73* Segunda-feira, 08h25 64 Segunda-feira, 16h30
72 Terca-feira, 08h25 70 Terga-feira, 16h30
72 Quarta-feira, 08h25 68 Quarta-feira, 16h30
72 Quinta-feira, 08h25 68 Quinta-feira, 16h30
68 Sexta-feira, 08h25 70 Sexta-feira, 16h30
44 Sabado, 09h30 31 Sabado, 13h30
31 Domingo, 11h30 60 Domingo, 19h25 e 19h55
Grau Total Instante de Tempo Grau Total Instante de Tempo
do Tempo Rede Ferry do Tempo Rede Ferry
299 Segunda-feira, 11h55 307 Segunda-feira, 14h55
309 Terga-feira, 11h55 309 Terca-feira, 15h55
306 Quarta-feira, 11h55 307 Quarta-feira, 14h55
301 Quinta-feira, 11h55 306 Quinta-feira, 15h55
306 Sexta-feira, 11h55 310 Sexta-feira, 14h55 e 15h55
317* Sabado, 11h55 312 Sabado, 14h55
Grau Total Instante de Tempo Grau Total Instante de Tempo
do Tempo Rede Rail do Tempo Rede Rail
2422% Segunda-feira, 07h55 e 07h59 2373 Segunda-feira, 17h55
2422% Terga-feira, 07h55 e 07h59 2373 Terga-feira, 17h55
2422% Quarta-feira, 07h55 e 07h59 2373 Quarta-feira, 17h55
2422%* Quinta-feira, 07h55 e 07h59 2373 Quinta-feira, 17h55
2422* Sexta-feira, 07h55 e 07h59 2376 Sexta-feira, 17h55
2074 Sabado, 10h10 2089 Sabado, 18h28
Grau Total Instante de Tempo Grau Total Instante de Tempo
do Tempo Rede Coach do Tempo Rede Coach
652 Segunda-feira, 09h30 633 Segunda-feira, 18h00
636 Terga-feira, 11h00 629 Terga-feira, 18h00
636 Quarta-feira, 11h00 629 Quarta-feira, 18h00
636 Quinta-feira, 11h00 629 Quinta-feira, 18h00
652 Sexta-feira, 09h30 646 Sexta-feira, 18h00
664* Sabado, 09h30 602 Sabado, 18h30
Grau Total Instante de Tempo Grau Total Instante de Tempo
do Tempo Rede com todos do Tempo Rede com todos
3621 Segunda-feira, 08h10 3562 Segunda-feira, 18h00
3850 Terca-feira, 08h10 3547 Terga-feira, 18h00
3852 Quarta-feira, 08h10 3540 Quarta-feira, 18h30
3849 Quinta-feira, 08h10 3551 Quinta-feira, 18h00
4357* Sexta-feira, 08h25 3572 Sexta-feira, 18h00
3413 Sabado, 08h10 3142 Sabado, 18h55




C OUTROS GRAFOS SIMULADOS
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Figura 38 — Maiores PageRanks que chegam no Domingo, 8 h 35 min.
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Figura 39 — Maiores PageRanks que chegam na T'erca — feira,6 h 10 min.
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Figura 40 — Maiores PageRanks que chegam na Quarta — feira,6 h 10 min.
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Figura 41 — Maiores PageRanks que chegam na Quinta — feira,6 h 10 min.
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Figura 42 — Maiores PageRanks que chegam na Sexta — feira,6 h 10 min.
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Figura 43 — Maiores PageRanks que chegam no Sabado,6 h 10 min.
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