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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade apresentar um método parfagie de problemas de otimi-
zagao ndo-convexos e ndo-diferenciaveis. O método, clait&ad (Interior Epigraph Direc-
tions), aplica-se a problemas de otimizac&o cuja funcaetiobjé continua e definida em um
subconjunto compacto d&", sujeita a restricées de igualdade e/ou desigualdade.

O método IED considera o problema dual induzido por uma fotggrangeana aumentada e
obtém a solucéo primal gerando uma sequémcia de pontosermirdo epigrafo da funcao
dual. Primeiramente, um subgradiente € usado para geraapnmeimacao linear do problema
dual. Em seguida, usa-se esta aproximacao linear pararéfinma direcao de busca interior
ao epigrafo da funcdo dual. Obtém-se entdo, a partir de uo porinterior do epigrafo, um
novo ponto interior e, consequéntemente, uma sequéncantesinteriores € construida. Essa
sequéncia produz uma sequéncia dual que por sua vez origaaeaguéncia primal, através da
solugéo de um subproblema originado pela dualidade.

A analise de convergéncia do algoritmo é também apresebtad@omo resultados numéricos
da solugéo de problema extraidos da literatura.

Palavras-Chave: Programacao nao-linear. Otimizacaaiéw®nciavel. Dualidade Lagrange-
ana.



ABSTRACT

This work presents a method for solving constrained nongmaod nonconvex optimization
problems. The method, called IED (Interior Epigraph Dii@ts$) can be applied to optimization
problems with continuos objective functions defined ovenpact subsets &" and subjected
to equalities and/or inequalities constraints.

The IED method considers the dual problem induced by a gkreslaaugmented Lagrangian
function and obtains the primal solution by generating ausaqe of iterates in the interior
of the dual function. First, a subgradient is used to builthadr approximation to the dual
problem. Then, this linear approximation is used to defineaach direction in the interior of
the dual function. From an interior point of the epigraphew/point is obtained and an interior
sequence to the epigraph is built, This sequence of intpoarts generates a dual sequence
which in its turn generates a primal sequence by solving bBleno originated by duality.

The convergence analysis is also presented as well as rmanszsult of several problems
obtained from de literature.

Keywords: Nonlinear programming. Non-differentiableiopzation. Lagrangian duality.



1.1

1.2

2.1

3.1

3.2

3.3

3.4

6.1

6.2

6.3

7.1

LISTA DE FIGURAS

Existencia do hiperplano suporte de um conjuntoD . . . ... ... ...
Fungdoconvexa . . . . . . . . . .
Direcdode busca FDIPA . . . . . . . . . . . .
Passo do Método Subgradiente. . . . . . . ... ... L.

Exemplo de uma direcdo com sentido contrario a um sulegrtadque ndo é
umadirecdodedescida. . . . . . . ...

Método de Planos Cortantes . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ..
Falha do Métodode Plano Cortantes . . . . . .. ... ... ... . ...
PassosériodoMétodoIED . . . . . .. ... .. ... ...
PassonuloeadireGapsg. - - - - -« v o o e e
Diagrama de fluxodoMétodo IED . . . . . . . .. .. ... ... ... ...

Kissing Number Problem paradimensdo3 . . . . . . . ... .. ... ..



7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

LISTA DE TABELAS

Parametros e pontos iniciais usados pelo método DSG. ....... . . .. .. 89

niis=numero de iteracden, =numero de vezes que a funcéo lagrangeana é cal-
culada . . . . . . e 90

niis=numero de iteracden, =numero de vezes que a funcéo lagrangeana é cal-
culada . . . . . .. e 91

niis=numero de iteracden, =numero de vezes que a funcao lagrangeana é cal-
culada . . . . . .. e 92

Alguns valores conhecidos e limitantespgra. . . . . . . .. ... ... .. 93

IED frente a AUGPEN, DSG, Ipopt, ALBOX, LANCELOT .. ... ..... 95



LISTA DE SIMBOLOS

A,B,C
Rn
Of(x)
02f(x)
af(x)

D5 (X)

B(X 8) = {x & R"|x—]| < 5}
Lf)((C)

Xi

epi(f)

XO

Rnxn

xTy

I
clX
frx
R,

matriz

espaco Euclideano n-dimensional

gradiente d& emx

matriz Hessiana dé emx

subdiferencial de uma fungéo convekxaR" — R
no ponto x

e-subdiferencial da funcdo conveta R" — R
no ponto X

O cone normal de um conjuni® convexo nao vazio
uma sequéncia de pontos R8

derivada direcional generalizada tleR" — R
em x na direcdo d

0 conjunto de direcdes de descida da funtéo

a partir do ponto x

bola fechada de raid centrada no pontw < R"

0 conjunto de nivel da funcaba partir do ponto x
componente i do vetor x

epigrafo da funcad

interior do conjuntoX

espaco de matrizes efn

produto interno usual ef"

a norma Euclidiana n-dimensional

o fecho de conjunto X

a fronteira do conjuntX

0 conjunto dos numeros reais ndo negativos



SUMARIO

INTRODUCAO 14
1 NOCOES PRELIMINARES 16
1.1 PROBLEMA DE OTIMIZACAO E DEFINICOES BASICAS . . . ... .. .. 16
1.1.1 Problema Primal . . . . .. . . . . . . . . e 16
1.2 DIRECAODEDESCIDA/DIRECAOVIAVEL . ... .............. 18
1.3 CONJUNTOS CONVEXOSEPROPRIEDADES . . . .. ... ......... 19

1.4 FUNCOES CONVEXAS . . . . . i it e e e

1.4.1 Fungbes convexas diferenciaveis . . . . . . . . .. e e o 21
1.4.2 Propriedades basicas . . . . . . . . .. e 21
1.4.3 Funcbes convexas ndo diferenciaveis . . . . . . . .. ... L. 22
1.5 ELEMENTOS DA TEORIADE DUALIDADE . . . . .. ... ... ... .... L

2 FDIPA-FEASIBLE DIRECTIONS INTERIOR POINT ALGORITHM-UMM  E-
TODO DE PONTOS INTERIORES PARA OTIMIZACAO NAO LINEAR DIFE-

RENCIAVEL 31
2.1 OMETODOFDIPA . . . . . . e 31
2.2 HIPOTESE PARA A CONVERGENCIADOMETODO . . ... ......... 23
2.3 ALGORITMOFDIPA . . . . . e s, 35
2.4 CONVERGENCIADOMETODOFDIPA. . . . . . .o it 73
3 METODOS PARA OTIMIZAGAO CONVEXA NAO DIFERENCIAVEL 38

3.1 METODO SUBGRADIENTES . . . ... . . .. ..



3.1.1 Escolhado Tamanhodo Passo . . . . . . . . . . . . . . . i e 39

3.2 OMETODODEPLANOSCORTANTES . . . . . . . . i 42
3.3 METODODEFEIXE. . . . .o v ittt e e e 44
3.3.1 Algoritmo do método de feixe com programacgao quashati . . . . . . . . . .. 45

4 NFDA - NONSMOOTH FEASIBLE DIRECTIONS ALGORITHM - PARA OTI-

MIZACAO CONVEXA NAO DIFERENCIAVEL 48
41 INTRODUGCAO . . . . . . e 48
41.10métodoNFDA . . . . . . o 49
42 ALGORITMONFDA . . . . ot e s, 50
4.3 CONVERGENCIADOALGORITMONFDA . . .. ... ... ... .. 52

5 DSG - THE DEFLECT SUBGRADIENT METHOD - UM ALGORITMO TIPO
SUBGRADIENTE PARA OTIMIZACAO NAO-CONVEXA E

NAO-DIFERENCIAVEL 54
51 OMETODODSG . . . .\ i ittt e e 54
52 OALGORITMODSG . . . .ttt o et e e e 55
5.2.1 AlgoritmoDSG . . . . . . e e 55
5.3 CONVERGENCIADOMETODODSG . . . . . . . oot 58
5.4 Umaescolhaespecialde . ... .. .. ... .. ... ... 61

6 METODO DE DIRECOES INTERIORES AO EPIGRAFO PARA A SOLUCAO
DE PROBLEMAS DE OTIMIZACAO NAO-CONVEXOS E NAO-DIFERENCIAV  EIS

VIA DUALIDADE LAGRANGEANA 64
6.1 OMETODOIED . . . . . . it e e e 65
6.1.10passodolED . . . . . . . . . 73
6.2 O ALGORITMO DE DIRECOES INTERIORES AOEPIGRAFO . . . ... .. 75
6.2.1 Diagrama de fluxodo Método IED . . . . . . . . . ... .. ... .. ... .. 76

6.3 CONVERGENCIADOMETODOIED . . . . . .\ v vt 77



7 RESULTADOS NUMERICOS

7.1 PROBLEMASTESTE . . . . . . . ittt e,
7.1.1 Resultados Obtidos . . . . . . . . . . . . . . e .
7.2 APLICACAO . . . . . . o

7.2.1 Kissing Number Problem . . . . . . . . .. ... e
8 CONCLUSOES

REFERENCIA

93

96

97



14

INTRODUCAO

Otimizacdo é uma area da Matematica que vem sendo aplicatian@mero cada vez maior
de problemas reais. A Programacgdo Matemética, em partitea sido utilizada para modelar
e resolver diversos tipos de problemas de Engenharia, Bdanddministracdo, Fisica, Qui-
mica, etc. Existem muitos problemas em otimizacao cujoeste reside em encontrar pontos
de maximo ou de minimo de fun¢des que ndo possuem derivadasgens pontos de seu
dominio. E desse tipo de problema que trata a area da Progianviatematica denominada
Otimizag&o N&o Diferenciavel. Em particular, a OtimizaG@mvexa se ocupa de fun¢des con-
vexas nao necessariamente diferenciaveis.

Para resolver esta classe de problemas sédo necesséariaagamre substituem o célculo di-
ferencial classico. Tais técnicas sédo oriundas de uma @dédatematica chamada Andlise
Convexa. No caso de funcdes ndo convexas, estende-se @stasrta Andlise Convexa a
fungdes localmente lipschitzianas.

Apresentamos neste trabalho um algoritmo proposto poreeedutros [21] para minimizag&o

de funcbes ndo-convenxas e nao diferenciaveis.

O problema em estudo é definido por:

minimizar fo(x)
(P) f(x)=0
xe X,

ondeX C R" é compactofy: R" — R e f : R" — R™ sdo continuas.

Embora(P) seja estabelecido como um problema com restrigcGes de apaklpenas, res-
tricoes de desigualdade também podem ser incorporadog&sitda uso do operadart =
max{a,0},ac R.

Dualidade zero, propriedades de pontos de sela e ausénuiavixidade valem para funcdes
lagrangeanas tais como

L(x (u,¢)) = fo(x) +-ca(f(x)) — (Au, f(x)),
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ondexe R" ue RM™ ce R, =[0,), Ac R™™¢é uma matriz real e simétricace: R™ — R é
uma funcéo continua que satista@) > 0, Vze R™— {0} e g(0) = 0. O problema dual gerado
por lagrangeanas do tipo acima mencionadas é (ndo-diféveticconvexo o qual é usualmene
resolvido por técnicas de otimizagdo convexa nado-difédenttais como os métodos subgra-
dientes.

Estas lagrangeanas induzem variaveis duag € R™ xR, ondeu é o multiplicador associado
do termo linear € > 0 e o parametro de penalidade associado ao termo de aumento.

Dado um par de iteraddsi, cx), um iterado primaky é calculado pela regra

Xx € Argminex{ fo(X) + cka (f (X)) — (Au, (X)) }.

O iteradoxk € usado para a obtencdo de um subgradiente, o qual d& origera direcao de
busca que produz o préximo iterado duad, 1, Cxy1)-

O método IED é a mistura de dois outros algoritmos que sdo o (D&Bected Subgradient
Method), veja [6] e NFDA (Nonsmooth Feasible Directions étithm), veja [18].

De maneira geral, o método IED pode ser descrito como seguee€ando em um ponto
no interior do epigrafo da func¢éo dual, um subgradiente éaugara definir-se uma aproxima-
céo linear do epigrafo da funcéo dual. Usa-se essa aprokan@aya encontrar uma direcao
de busca que fornece um ponto auxiliar. Se este ponto auedtaver no interior do epigrafo,
temos uma passo sério e o ponto auxiliar serd o novo iteraparttia do qual o processo se
repete. Caso contrério, temos um passo nulo e aplica-setuadizacdo como definida no al-
gortimo DSG a partir do ponto original. Devido as proprieslado método DSG, neste caso,
0 novo iterato também se encontra no interior do epigrafo.0¥® ponto assume o lugar do
ponto original, a partir do qual 0 processo se repete até iueasso Sério ocorra. Se ocorrem
infinitos passos nulos, a convergéncia sera garantida p&odm DSG. O método IED gera
uma sequéncia no interior do epigrafo da funcéo dual bem econ@sequéncia primal. Isto
motiva o0 nome dado ao método.

Este trabalho esta organizado em oito capitulos. No caplitapresenta-se as preliminares.
Nos capitulos 2, 4, 5, e 6 sdo apresentados 0os métodos FDF2ANDSG e IED, respecti-
vamente. No capitulo 3 apresenta-se alguns métodos dezatidu convexa. No capitulo 7
apresenta-se os resultados numeéricos obtidos pelo mé&dtdara finalizar apresentamos a
concluséo e as referéncias bibliograficas.
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1 NOCOES PRELIMINARES

1.1 PROBLEMA DE OTIMIZACAO E DEFINICOES BA-
SICAS

1.1.1 Problema Primal

O problema a considerar neste trabalho é:

P { minimizar f (x)

xeD,

onde o conjunt® sera chamado conjunto viavel do proble(fa, os pontos d® serdo cha-

mados pontos viaveis esera chamada funcéo objetivo.

Definicdo 1.1.Dizemos que um pontoc D é

1. minimizador global d¢P), se

f(X) < f(x), ¥xeD.

2. minimizador local d¢P), se existe uma vizinhanca U geal que
f(x) < f(x), VvxeDnU.
Definicédo 1.2.Dizemos que € [—, +) definido por
v = inf f(x),

€ o valor 6timo do problemégP).

Tipicamente, o conjunto viavel de um problema de otimizagd@efinido pela intersecédo de
um sistema de desigualdades e/ou igualdades e um conjutiéoseninclui cotas superiores e
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inferiores das variaveis, isto €
D={xe X cR"/g(x) <0, h(x) =0},
ondeg:R"— RMeh:R"— R
Teorema 1.1(Teorema de Weierstrass$ejam DC R" um conjunto compacto ndo vazio e
f : D — R uma funcéo continua.
Entdo, f atinge um minimo e um maximo em D e o problgM&m solucdes globais veja

[8].

Definicdo 1.3.0 conjunto de nivel da fun¢do: D — R associado a & R, é o conjunto dado
por
Ltp(c) ={xeD/ f(x) <c}.

Coroléario 1.1.1. Sejam Dc R" um subconjunto nédo vazio e: D — R continua no conjunto
D. Suponhamos que existe ® tal que o conjunto de nivellp(c) seja néo vazio e compacto.

Ent&o o problemdP) possui uma solugéo global.

Lembremos agora alguma defini¢cdes basicas para fungoes.

Definicdo 1.4.Dado DC R", uma funcao f D — R diz-se Lipschitziana quando existe-k0
tal que, para quaisquer,y € D, tem-s¢g|| f (x) — f(y)|| <K|[x—y]|.

E imediato ver que toda fung&o Lipschitziana é continua.

Definicdo 1.5.Sejam f: D — R definida no aberto D_ R", ac D e ve R". A derivada
direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, &, o limite

of . f(a+tv)—f(a)
oy @ =1m t

guando existe.

A derivada def ema ao longo do vetod é denotada pof’(a;d) e dada pelo seguinte

limite se existir,
f(a+Ad)—f(a)

f'(a;d) = i
(2:d) AEE* A
Quandov=g¢g,i=1,...,n
of, . af, f(a+tg)—f(a)
da(a>_dxi(a>_!m t ’

sera chamado derivada parcial.
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Definicdo 1.6.Se as derivadas parciais de uma funcdo f de n-variaveisegrisio ponto a
definimos o gradiente

df(a) af(a)]’
Of(a) = :
@)= |
Definicdo 1.7.Dada f: D —+ R, com DcC R", seja ac D. Diremos que f é diferenciavel
no ponto a quando existirem as derivadas parciggf?(a),...,%(a) e para todo vetor v

(V1,...,Vn) € R", com at+ v € D, se tenha

f(a+v)=f(a) —|—ilg—;;(a)vi +r(v), onde\l/lnoﬁ =0.

Quandof é diferenciavel em todo os ponto Bedizemos simplemente queé diferencia-
vel.

1.2 DIRECAO DE DESCIDA / DIRECAO VIAVEL

Definicdo 1.8.Um conjunto KC R" chama-se cone quando
deK = tdeK, VteR;.

Definicdo 1.9.Dizemos que @& R" é uma direcdo viavel em relagdo ao conjunto D no ponto
a € D, quando existe > 0 tal que

a+tdeD, Vte|0,¢].
Denotemos po¥p(a) o conjunto de todas as diregdes viaveis em relagdo ao corijumd
pontoa € D.

Definicdo 1.10.Dizemos que & R" é uma dire¢do de descida de R" — R no ponto a R",
se existe > Otal que
f(a+td) < f(a), vt € (0,¢].
Denotemos po#Z; (a) o conjunto de todas as dire¢fes de descida da fuhg@&opontoa.

Lema 1.1(Direcoes de descidapeja f: R" — R uma funcgéao diferenciavel no pontaeaR".
Entéo

1. Paratodo de Z¢(a), tem-se(f’(a))Td < 0.

2. Se dec R"satisfaz(f'(a))",d < 0, tem-se que & Z;(a).
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Figura 1.1: Existencia do hiperplano suporte de um conjinto

1.3 CONJUNTOS CONVEXOS E PROPRIEDADES

Definicdo 1.11.Um conjunto Dc R" é dito convexo se para quaisquelyx D e para todo
A €10,1],
Ax+(1—A)yeD.

Definicdo 1.12.Sejam DC R" um conjunto convexo e@aD. O cone normal no ponto a em
relagédo ao conjunto D é dado por

Ap={deR"/d"(x—a) <0 ¥xeD}.
Definigdo 1.13.Um hiperplano H enR" € um colecao de pontos da forma
H(p,a) = {xeR"/ p'x=a}
onde p é um vetor ndo nulo €kt e a um escalar.

Um hiperplanoH define dois semi-espacos fechadts(p,a) = {(xc R"/ p'x> a} e
H (p,a) = {x € R"/ p'x < a} e dois semi-espagos abertgx ¢ R"/ p'x > a} e
{xeR"/ p'x< a}l.

Definicdo 1.14.Seja D um subconjunto ndo vazio &8, e seja ac frD. Um hiperplano
H(p,a)={xeR"/ p'x=a}, ondea = p'a, &€ chamado um hiperplano suporte de D em a se
para qualquer xc D ¢ H™, tem-se px > a ou para qualquer x D Cc H™, tem-se px < a.

Teorema 1.2.Seja D um conjunto convexo ndo vazio Bf e seja ac frD. Entdo existe
um hiperplano que suporta D em a, isto &, existe um vetor nimmtal que g x < a, onde
a = p'a, para cada x cID (Ver Teorema 2.4.7 [3]).
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I ar] + (1 — a)xs xo

Figura 1.2: Fungédo convexa
1.4 FUNCOES CONVEXAS

Definicdo 1.15.Seja f: D — R, onde D é conjunto convexo ndo vazio Bh A fungéo f é
convexa em D se:
F(AX1+ (1=A)x2) <Af(xe)+(1—=A)f(x2),

para todo X, x; € D e para todo € [0,1].

Definicdo 1.16.Seja f: D — R, onde D é conjunto convexo nao vazio Bh A funcéo f é
estritamente convexa em D se

f(AX1+(1—A)x2) <Af(x1)+(1—A)f(x2),
para quaisquer x X € D com % # xp e todoA € (0,1).
A funcéo f diz-se fortemente convexa com modwio- 0, quando para quaisquer,xo € D e
A €(0,1), tem-se
FAX1+(1=A)x2) <Af(x)+(L—=A)f(x) — y)\(l—)\)||x1—x2||2.
Definicdo 1.17.Seja f: D — R, onde D é um conjunto convexo ndo vazioRmA fungédo f
€ concava em D sef é convexa en D.

Lema 1.2. Seja D um subconjunto convexo nao vazi@®dee f: D — R uma fungdo convexa.
Entéo o conjunto de nivel¢dp(a) = {xe€ D/ f(x) < a}, ondea € um numero real, € um

conjunto convexo.
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Definicdo 1.18.Seja D um conjunto ndo vazio @, e seja f: D — R uma funcao. O epigrafo
de f, denotado por epf), € um subconjunto d&"** definido por

epi(f) ={(xy) eER"xR/yeR, y> f(x)}.

Teorema 1.3.Seja D um conjunto convexo nao vaziolfee seja f: D — R uma funcao.
Entdo f é convexa em D se, e somente se ©f ¢ gium conjunto convexo eRf' x R.

1.4.1 Funcgbes convexas diferenciaveis
Nesta secdo apresentaremos algumas propriedades de sfurgydeexas diferenciaveis
cujas demonstracdes poder ser emcontradas em [19].

Teorema 1.4.Sejam Dc R" aberto e convexo, D — R, f € CY(D). Entéo f é convexa se, e
somente se(f) > f(x) +0f(x)T (y—x), para todo xy € D.

Teorema 1.5.Seja DC R" um subconjunto aberto e convexo, e D — R uma funcao tal
que fe CYD). Entdo, f € convexa se, e somente se para togla>D, Of(x)T (y — x) <

Of ()" (y—x).
As funcdes convexas de clagd®sao caracterizadas pelo seguinte resultado:

Teorema 1.6.Seja Dc R" um conjunto aberto e convexo, e D — R uma funcao com &
C?(D). Entdo f é convexa se, e somenté&ldé&(x) < 0 para todo xc D.

Definicdo 1.19.Chamamos problema de programacao convexa ao problema

P { minimizar f(x)

xe D,

ondeD é um conjunto convexo &é uma fung¢do convexa.

Teorema 1.7.Em um problema de programacao convexa, todo minimizadait vglobal. O
conjunto dos minimizadores é convexo. Se f é estritamentexa, ndo pode haver mais de

um minimizador.

1.4.2 Propriedades basicas

Proposicao 1.1(Convexidade do supremo de funcdes convexa@s)am Dec R" um conjunto
convexo eif D — R, i €I, fungcbes convexas em D, onde | € um conjunto qualquer. Sapus
que existg8 € R tal que f(x) < B paratodoxc Dei€l.
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Entdo a funcao
f:D—R, f(x)=supfi(x)

icl
é convexa em D.

Definicdo 1.20.Seja D um subconjunto convexo 8. Dizemos que gD — R™ (g =
(01,92,-..,0m)) € convexa em D se todas as fun¢bes — R, i =1,...,m, sdo convexas
em D.

Coroléario 1.4.1. SejaQ um subconjunto convexo d&'. Sejam g R" — R™ uma funcao
convexa e hR" — R! uma funcéo afim. Ent&o o conjunto

D ={xe€Q/h(x) =0, g(x) <0}

€ convexo.

Teorema 1.8(Continuidade de fungbes convexaSkja D um conjunto convexo e aberto nao
vazio deR" e f: D — R uma funcao convexa.

Entdo f é localmente Lipschitz-continua em D. Em particula continua em D.

Teorema 1.9.Seja f: R" — R uma fungéo convexa. Suponhamos que exist&Rdal que o
conjunto de nivel
Lign(c) = {xeR"/ f(x) < c}

€ nao vazio e limitado.
Entdo Ls gn(t) € limitado para todo & R.

Teorema 1.10(Compacidade de conjuntos de nivel de uma funcdo fortencenteexa) Supo-
nhamos que a funcdo:fR" — R seja fortemente convexa . Entdo o conjunto de nivel

LfJRn(C) = {XE Rn/ f(X) < C}

€ compacto para todo€ R.

Corolario 1.4.2. Seja f: R" — R uma funcgéo fortemente convexaet D C R" um conjunto
fechado qualquer.

Entdao f tem um Unico minimizador em D.

1.4.3 Funcgdes convexas nao diferenciaveis

Nesta se¢cdo vamos ver algumas propriedades importantesiciie convexas. Veremos
também a definicdo de subgradiente e algumas de seus pegfEsennportantes na teoria de
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otimizagao.

Lema 1.3. Seja f: R" — R uma funcdo convexa. Entdo para tode &", existem as derivadas
direcionais em cada direcaod R". Além disso,

f(a+ad) > f(a)++af'(ad), Va e R;.

Proposicao 1.2.Seja f: R" — R uma funcao convexa. Entdo para qualquer das sequéncias
{X} = x, {d¥} = d (k— ), tem-se que

lim supf’(xX;d¥) < f'(x;d).
k—o0
Mais ainda, se f é diferenciavel eRY, entdo a derivada de f é continua &f.

Definicdo 1.21.Seja D um subconjunto convexo nao vazi®ie seja f: D — R uma fungao
convexa. Entdo s é chamado um subgradiente de f e ae

f(x) > f(a)+s' (x—a), paratodo xe D.

O conjunto de todos os subgradiented dama é chamado subdiferencial e é denotado por
df(a). Além disso, pelo lema 1.3 temos

df(a) = {xeR"/ f'(ad) > (x,d) Ve R"}.

Vejamos agora alguns importantes resultados sobre suegtasique também pode ser encon-
trados em [1] e [3].

O teorema seguinte garante a existéncia de subgradientealingcéo convexa.

Teorema 1.11.Seja D um conjunto convexo ndo vazioRbe seja f: D — R uma fungéo
convexa. Entéo para cadaaint D, existe um vetor s tal que o hiperplano suporte aq épi
no ponto(a, f(a)) € definido por

H={(xy) eR"xR/y=f(x)+s'(x—a)}.

Em particular
f(x) > f(a)+s' (x—a), paratodo x¢ D

isto €, s € um subgradiente de f em a.

Teorema 1.12(O subdiferencial da funcéo convex®eja f: R" — R uma fung¢éo convexa.
Entéo para todo a& R", o conjuntod f (a) é convexo, compacto e ndo vazio. Além disso, para
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todo de R", tem-se

f'(a;d) = max (y,d).
(@a)= max (v.d)

Proposicao 1.3.Uma funcao convexa:fR" — R é diferenciavel no ponto@aRR" se, e somente
se o conjunt@f(a) = {Of(a)}.

Teorema 1.13.Sejan f: R" — R uma fungao convexa e © R" um conjunto convexo. Entdo
ac R" é um minimizador de f em D se, e somente se

Jdyedf(a)talquede df(a)+ . 4p(a).

SeD =R"tem-se (= df(a).

Proposicdo 1.4(Continuidade de subdiferencialpejam f: R" — R uma funcdo convexa,
{xX} = a(k— ») e e af(x) para todo ke N. Entdo a sequéncigy}cn € limitada e
todos os seus pontos de acumulagéo pertenceéiia).

Definicdo 1.22.Sejam f: R" — R uma fungdo convexag&e R,. Dizemos que s R" é um
e— subgradiente de f no ponto@R" quando x) > f(a) +s' (x—a) — ¢, ¥xc R".
O conjunto de todos os—subgradiente dé em a, denotado poo;f(a), se chama o

e—subdiferencial dd ema. See = 0 chamaremos simplesmente subdiferencial.

Teorema 1.14(O e—subdiferencial) Seja f: R" — R uma funcao convexa. Entédo para todo
x € R" e todoe € R, 0 conjuntod; f (x) é convexo, compacto e nao vazio.

1.5 ELEMENTOS DA TEORIA DE DUALIDADE

Consideremos o problema de otimizacao restrita

minimizar fo(X)
(P) f(x) =0
xe X,

ondeX é um conjunto compacto d&" e as funcdedy : R" — R e f : R" — R™ sdo continuas.

SejaXp = {x € X/ f(x) = 0} o conjunto das restricdes do problef(#. Seja

Mp:xlen)l:0 fo(x)
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o qual sera o valor 6timo do probleniR). Seja/A um subconjunto ndo vazio @™ x R e
definamos a fun¢ah : R" x A — R o qual chamaremos a funcéo lagrangeana com variaveis
duais em\ do problema primal. Sejac R™ ec € R entdo definimos cada elemento/fieomo

um par ordenadgu,c).

Agora definimod : A - RU{—o} como

H(u,c) = )!2;‘( L(x, (u,c))

a funcéo dual, entdo o problema dual para o problema pfiR)alera definido como

D) { maximizarH (u,c)
(u,c) €A,

e portanto o valor 6timo dual é dado como

Mp = sup H(u,c).
(u,c)eN

Definicdo 1.23.Dizemos que a dualidade é débil com respeito a L se vale
i <
)I(Q;f( L(X7 (U7C)> < Mp,

para cada(u,c) € A

Definicdo 1.24.Dizemos que a dualidade é forte (dualidade zero) com respditse vale

Mp = Mp, que é sup inf L(x,(u,c)) = Mp.

(u,c)eNXEX

Para mais detalhes veja [4], as condi¢des para dualidadeebrero sdo dados através de
um conjunto de requerimentos sobre a lagrangeana e o dadwollerpa primal. Listaremos
isto no requirementos a seguir

(A1) Para todax > Mp, o conjunto de nive{z e X/ fp(z) < a} é compacto.

(H1) fo(x) = L(X,(u,c)) para todax € Xg e todo(u,c) € A.
Assumamos que existe un subconjufitoC A tal que

(H2(Ng)) Va < Mp eVa >0

sup | inf L(x, (u,c))] > a.
(u,c)eNg xe X

d(x,Xo) > 0
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(Hz(Mo))

fo(X) <L(x,(u,c))

para todo € X, (u,c) € \g

Teorema 1.15(Dualidade forte) Assuma que existy C R" x R, tal que (Hi), (H2(Ao)) e
(H3(/A\p)) séo satisfeitas e suponha também que a condiéépvale para , entdo M = Mp.

Demonstracéo. SejaMp o = sugerH()\). Mostremos quéMp = Mp . Entéo claramente
Mp = Mp. Note que a dualidade fraca segue(Hg), assimMp # Mp o. Suponha que exista
tal queMp > a > Mp o. Neste caso exisi& > 0 tal que

X(0) ={xe X/ d(x,Xo) < &} C {xe X/ fo(Xx) > a}. (1.1)

Com efeito, se um numerd nao existe entdo para cada inteiro positivo podemos eraontr
um elemento tal qued(x, Xo) < % e fo(xx) < a. De (A1) podemos assumir sem perda de
generalidade que exis&io!)im = Xo. Entéoxg € Xp € fo(Xg) < a < Mp = infyex, fo(x) 0 qual é
impossivel.

Sejad > 0 um namero tal que (5.2) mantem-se. Entédo para dodad\o; podemos escrever

infL(X,A)=H(A)<Mpg<a< inf f < inf L(x,a), 1.2
)I<eX (x.A) (A) < Mpo _erX(a) O(X>_xelxw) (xa) (1.2)

onde usamoéH3(Ag)) na ultima desigualdade. A expresséo acima implica que

H(A) = inf L(x,A). (1.3)
xeX

d(x,Xp) > &
Para todo\ € Ag. Comoa < Mp, podemos usaiHz(Ag)) e encontrai € /g tal que

inf L(X,A) > a =Mpo+E¢, (1.4)
Xe X

d(x,Xg) >0

parag = a —Mp o > 0. Usando (5.4) e (5.5), obtemos
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Mpo > H(a) inf L(x,A)>a=Mpo+e¢,
xe X
d(x,Xg) > o

€ uma contradicao. O

Definicdo 1.25.Considere o conjunto de variaveis duais dado por= R" x R, e a fungéo
continuao : R™ — R tal queo(z) > 0 para todo z= R™\ {0} e 0(0) = 0. Seja A« R™ ™ uma
matriz simétrica. A funcéo lagrangeana R" x A — R é definida como

L(x,u,c) = fo(X) +co(f(x)) — (Au, f(X)).

A lagrangeana na definicdo 1.25 verifica a hipotese do Teotkedt para a escolha
No = {0} x R,. De fato, note que a hipétese basica ¥ fj trivialmente satisfazeniA).
Também pode se verificar em uma maneira similar que as casfigd), (H2(/A\o)) e (Hz(/A\o))
também valem. Com efeitd,(x, (u,c)) = fo(X) + co(f(x)) — (Au, f(X)) = fo(x) para todo
X € Xp e todo(u,c) € A\, desde quer(0) = 0. Para toddu,c) € A\g tém-se qué_(x, (u,c)) =
fo(x) +co(f(x)) > fo(X), para todox € X como consequéncidiz(/o)) é valida. Mostremos
agora qugA;) implica a condicaddH2(/A\g)). Assuma que a condigéo Ultima ndo vale. Isto
significa que existep < Mp e & > 0 tal que

inf L(x,A) < ag
xeX

d(x,Xo) > &

. 1 .
paratodaa € A, ondeA = (u,c). Fixekg € N tal queap+ X < Mp para todd > ky entéo para
todoa € A\g ek > kg temos

inf L(x,a) < ap-+ },
k
xeX
d(x,Xo) > &

tomando a sequéncii, 0) € /g, conclui-se que existe uma sequénig C {x< X/ d(x,Xg) >

d} com
1

fo(x) < To(xi) +ko(f(x)) < a0+,

1 PR
onde usamos também quef(xx)) > 0, por (A1) paraa = dp+ —, a sequéncia € limitada e

ko
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portanto temos uma subsequénpig } que converge para algumEntéo temos

. , : 1
fo(X) = I|Gn fo(x) < Ilgn fo(X;) +kjo(f(x)) < I|En Qo+ . = do,
i

limjo(f(x)) =0, e pela continuidadé(x) = lim; f(x,) = 0. Consequéntementec X, €
entdofp(X) > Mp > ap, em contradicdo com a expressédo acima. Portghi(\o)) vale. Como
uma consequéncia, o esquema de dualidade possui a prajeriddadualidade brecha zero.
Definindo agora a fungdo dull: R™ x R, — R como

H(u,c) = min[fo(x) +co(f(x)) — (Au T(x))].
Xe
O seguinte teorema mostra que a funcéo dual é cncava.
Teorema 1.16.Para qualquer problema primal do tipd®), a funcéo dual H é concava.

Demonstracdo. Pela linearidade da lagrangeana em relagdo aos multiphesdpara todo
Xe X, up,ux € R, c1,c € Ry ea € [0,1], tém-se que

L(x,au;+ (1—a)up,acy+ (1—a)cy)

= aL(x,up,c1)+ (1—a)L(x,up,Cp).
Por isso,
H(aui+(1—a)up,aci+(1—a)cy)
= in;‘( L(x,au;+ (1—a)ug,acy+ (1—a)cy)
Xe

= in;‘({aL(x, U1, C1) + (1—a)L(x, uz,C2)}

Xe
>ainfL 1—a)infL
2 o inf L(X, g, €1) + (1 - a)infL(x, uz, c)
=aH(ug,c1)+ (1—a)H(up,cp)
0 qual mostra a concavidade He O
Desde queH é cdncava concluimos portanto que o problema dugPRdeé um problema
convexo dado por

(1.5)

(D maximizarH (u, c)
(u,c) e RMx Ry

e desde quel é finito emR" x R, (D) serd um problema de otimiza¢do sem restri¢des.

Vejamos alguns casos particulares como por exemplo quandad e o(.) = ||.||, onde

I|l.|| € a (Euclidiana),-norma, o lagrangeano dado na definicdo 1.25 obtem-se o deaxbon



29
lagrangeano forte, introduzido em [22], exemplo 11.58 e macasoA = 0, a lagrangeana
obtem-se a funcéo de penalidade com termo penalidade dado (iq(x)).

Denotaremos o conjunto solug¢éo do probldiacomoS(P) tal que um elemento d&P)
seja representado parDenotaremos o cojunto solugdo do probldiacomoS(D) tal que um
elemento d&(D) seja representado ppe (u,c). Como representagdo auxiliar introduziremos
para(u,c) o conjunto

X(u,c) = Argminex [fo(X) +co( (X)) — (Au, f(X))],

que é o conjunto de minimizadores da funGi®&) = fo(X) +co(f(x)) — (Au, f(x)) no conjunto
compactoX.

Lema 1.4. Seja H a funcéo dual do problem@). Para cada(u,c) € R™ x R, temos
X € X(u,c). Entéo
1. (=Af(X),0(f(R)(1+Y))) € deyo(t(x)H(u,c) para caday > 0.

2. Se(u,c) € (D), entdo(u,d) € S(D) para cada d> c. Nesta situagdo. para cada
X € X(u,d) devemos ter que(X) = 0.

Demonstracgdo.(a) Devemos provar que para todo,c’) € R™ x R, vale

H(U,c) <H(u,c)+ (U —u,—Af(R)) + (¢ —c)(1+ y)o(f(X)).

De fato, pela definicdo dd temos que

H(U,c) = E(r;i)?L(x,(u’,c’))

fo(X) +co(f(X)) — (Au, f (X)) + (¢’ —c)a(f(X)) + (U —u,—Af(X))
H(u,c) + (U —u,—Af(&)) + (¢ —c)(1+y)o(f(X)) — (¢’ —c)yo (X))
H(u,c) + (U —u,—Af(K)) + (¢~ 0)(1+y)a(f(X) +cyo (T (X))

VAR VAN

IA

onde usamos o fato que> 0 na ultima desigualdade. A prova (a) € completada.

(b) Desde que(u,c) € S(D), devemos teH(u,c) > H(u,d). Por outro lado, tomando
X € X(u,d), onded > c. Por item (a), temos

IN

H(u,d) <H(u,c) H(u,d)
H(u,d)

H(u,d).

(U—u,—Af(X))+ (c—d)o(f(X))

+
+(c—d)o(f(%)

IA
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Onde também usamos o fato goe> 0. PortantoH (u,c) = H(u,d) e (u,d) é também uma
solugéo dual. Desde que-c > 0 devemos tef (X) = 0.

Em particular temos o seguinte resultado.

Corolario 1.5.1. Dado a funcéo dual H do problem@) e um par coordenad(u, c) € R™ x
R, tomex € X(u,c), entdo(—Af(X),o(f(X))) € dH(u,c).

Teorema 1.17.Seja M > Mp e suponha qug € X(u,c). Entdox é a solu¢do d@P) e (u,c) é
uma solucdo déD) se, e somente s&X) = 0.

Demonstracdo. E suficiente provar qu& é uma solucéo, uma vez que o inverso € trivial.
Suponha qué (X) = 0 ex € X(u,c), entdoL(x,u,c) = fo(X) > Mp. Por outro ladol(X,u,C) =
E(réiQL(x,u_,E) = H(u,c) < Mp < Mp. Onde usamos dualidade fraca na ultima desigualdade.
Assim temosfy(x) = Mp e portantax € uma solucao deP).

O
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2 FDIPA - FEASIBLE DIRECTIONS
INTERIOR POINT ALGORITHM -
UM METODO DE PONTOS
INTERIORES PARA OTIMIZACAO
NAO LINEAR DIFERENCIAVEL

O algoritmo que apresentaremos neste capitulo, denomkRtRA (Feasible Directions
Interior Point Algortihm), foi proposto por José Herkovém [10]. Trata-se de um método
para solucdo de problemas nao-lineares com restricbesidielégle e/ou desigualdade. E um
algoritmo de facil implementacéo onde ndo € necessariaig@mtle subproblemas quadraticos.
Também né&o se trata de um método de penalidades ou bar@iragtodo requer somente a
solugéo de dois sistemas de equacdes lineares com a mesnzapmatipal em cada iteracéo,
seguida de uma busca linear inexata. O método convergelmlebie para pontos de Karush-
Kuhn-Tucker.

Apesar de ser um método para problemas de otimizacdo nao, leste método pode ser utili-
zado em problemas de otimizacao lineares devido ao fato elsejs sistemas fornecem uma
direcao de busca viavel.

2.1 O METODO FDIPA

Consideremos o seguinte problema de otimizac&do néo linkaewkciavel com restricbes de
desigualdade

minimizar f (x)
) { g(x) <0

ondef : R" — R eg: R" — R™sdo fun¢bes diferenciaveis.
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Denotaremos parlg(x) € R™" a matriz das derivadas dgchamaremod € R™ o vetor
de varidveis duaiQ = {x € R"/g(x) < 0} € o conjunto viavel €° seu interior. Define-se a
funcdo Lagrangiana associada ao problé@gpor

L(xA) = f(x)+ATg(x).
cuja matriz Hessiana é dada por
m
F(x,A) = D0%f(x)+ Z/\ingi (X).
i=

Denotando poG(x) a matriz diagonal tal qu&;(x) = gi(x), as condi¢des de otimalidade de
primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T) podem seriggcomo

Of(x)+0Og(x)A =0 (2.2)
G(X)A =0 (2.2)
g(x) <0 (2.3)
A=0. (2.4)

Um ponto (x*,A*) satisfazendo as condi¢des (2.1) e (2.2) sera chamado paiogstrio do
problema e um ponto de K-K-T se satisfizer as condic¢des (2.4): Um vetorx* € um ponto
estacionario se existe* tal que(x*,A*) é um par estacionario.

2.2 HIPOTESE PARA A CONVERGENCIA DO METODO

Para a convergéncia global do método, as seguintes hip@@&seonsideradas:
Hipotese 2.1.Existe um numero real a tal que o conjuflg= {x€ Q/f(x) <a} é
compacto e tem interic®d néo vazio.

Hipotese 2.2vx € QJ tem-seg(x) < 0.

Hipdtese 2.3As funcdesf e g sdo continuamente diferencidveis 8xe suas derivadas
satisfazem a condicao de Lipschitz.

Hipotese 2.4(Condigéo de regularidade) Para cadaQ, os vetoreslgi(x) parai

tal quegi(x) = 0, séo linearmente independentes.
Dado um ponto interior inicial, o algoritmo FDIPA gera umayséncia{x<},cy de pontos
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interiores ao conjunto viavel que satisfaz
fX ) < £(XK) e gx&) <0, parai =1,2,...,m

e converge para um ponto de K-K-T. Em cada iteracdo uma dig@usca que é uma direcéo
de descida viavel para o problema € calculda através dagsolles 2 sistemas lineares com
a mesma matriz. Uma busca linear é entéo realizada paratiganas o novo ponto fique no
interior deQ e também para garantir a convergéncia global.

Consideremos os sistema de equagoes (2.1)-(2.2). Pondo

Y=(XA) e @)=

Of(x) 4+ Og(x)A
G(x)A ’

obtemos

rxA) Do)

PP = 1 AgT 6,

ondeA =diag(Ay,...,Am) € uma matriznx m. Uma iteragédo de Newton para resolver o sistema
de equacdes linearggx) = 0, com o pontrk = (xK, A¥) na iterac&o k, define um novo ponto
YKL — (X1 K+ que é solugdo do sistema linear

De(Y)(Y = YT = —g(Y)T
o qual pode ser reescrito como

BX  Dg(x¥) ] [ X — XK ] o [ Df(xk)+Dg(xk))\k]

2.5
AOT G(X¥) A —AK G(XAK, (2:9)

onde substitui-sE (x€, A¥) por BX.

A matriz BX pode ser tomada igual a uma aproximac&o quasi-Newtdii>d&") ou pela matriz
identidade. Contudo, para a convergéncia gldBatieve ser definida positiva.

Pondody =x—X€eAq = A, (2.5) pode ser reescrito como

BXdy + 0g(X)Aq = — 0 (X¥) (2.6)

AOg" (X dg + G(X)Aq =0, (2.7)

A solucdo(dy, Ay ) deste sistema fornece uma dire¢zce uma nova estimativl, parad. Em
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[10], Herskovits prova qudy € uma direcao de descida pdrae nula num ponto estacionario.
Entretantod, pode ndo ser uma direcdo viavel, pois quando alguma res@@@®xima-se a
zero,d, tende a uma diregcéo tangente do conjunto viavel.

De fato, reescrevendo a equacéo (2.7) tem-se

AKOg! (8)dg +9i(X)Ag, =0, i=0,1,....,m (2.8)

o que implica quélg; (X¢) = 0 para toda tal queg; (x¥) = 0. Para evitar esse problema, define-
se um novo sistema ethe )T, onde acrescenta-se no lado direito de (2.7) o vemiAk ( pk é
chamado parametro de deflexao)

BXd ++ Og(X)A = —Of (xX¥)

A*OgT (X)d + G(x)A = —pkAk, (2.9)

-
>

Figura 2.1: Direcao de busca FDIPA

ondepk > 0, d é a nova direcdoe é a nova estimativa de. Neste caso, (2.9) é equivalente a
AOgT (K)d+gi (XA = —pAK, i=1,2,...,m

e, consequentemente
Ogl (X¥)d = —pk <0
para as restricoes ativas. Log@ uma direcao viavel.

A inclusdo de um namero negativo do lado dereito da equacdp gduz uma deflexdo
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emd proporcional go, na direcao do interior da regido viavel. Para garantirdjseja uma
direcao de descid@, deve ser escolhido de maneira conveniente, veja [10].
Finalmente note que pode ser obtido resolvendo-se os sistemas lineares,

BXdy + 0g(X)Ag = —Of(X¥)
A¥Og" (X)dg +G(X)Aq =0

B ds + Og(X)Ag =0
A*OgT (X)dg + G(X)Ag = —AK,

de modo que

2.3 ALGORITMO FDIPA

Apresentamos agora o algoritmo FDIPA.

Algoritmo 2.3.1. Parametros € (0,1), n € (0,1), ¢ >0ev € (0,1).
Dados iniciais. xc Q3,0 < A € R™, BK € R™" matriz simétrica definida positiva.
Passol. Calculo da dire¢do de busca.

(i) Calcule(dq,Aq) resolvendo o sistema linear

Bdy + Og(x)Aq = —0Of(x), (2.10)
A(Og(x))"dg +G(X)Aq = 0. (2.11)

Se ¢, =0, Parar.
(ii) Calcule (dg,Aq) resolvendo o sistema linear

Bd; + 0g(X)Ag =0, (2.12)
A(Dg(x))Tdg +G(x)Ag = —A. (2.13)
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(iif) Se dz0f(x) >0, tomar

. diOf(x)
= 2 (E—1)-2—~). 2.14
p = mini|dal; (€ ~1) 557 (2.14)
Caso contrario, tomar
p=¢dal3. (2.15)
(iv) Calcule a diregcéo de busca
d =dq +pdg (2.16)
e também
A =Aa+pAa (2.17)
Passo 2. Busca linear
calcule t, o primeiro nimero da sequéndia v, v?, v3, ...} satisfazendo
f(x+td) < f(x)+tn(0f(x)"d (2.18)
e
gi(x+td) <0, seA >0 (2.19)
ou
gi(x+td) <gi(x), (2.20)

caso contrario.

Passo 3. Atualizar.

(i) Tomar
X=X+td
e defina novo
A>0
e
B

Este algoritmo € uma versao basica do FDIPA. Obtém-se unibdata algoritmos dependendo
das regras na atualizacdo da ma®e do vetorA . Algumas dessas regras encontram-se em [9]
e [10].
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2.4 CONVERGENCIA DO METODO FDIPA

Nesta secdo apresenta-se 0s lemas e teoremas da conedgenetodo FDIPA.

Lema 2.1. Dado qualquer x Qg, qualquer matriz definida positiva B e qualquertal que
Ai > 0onde g(x) = 0, a matriz

B Og(x

O P R

é ndo singular.

Lema 2.2. O vetor ¢, definido no passo 1 do algoritmo, satisfaz
do Of(x) < —d! Bdy.

Lema 2.3. A direcéo de busca d cumpre
dTOf(x) < EdIOf(x).

Proposicdo 2.1.Sejag : R" — R continuamente diferenciavel e tal qui satisfaz a condicao
Lipschitz enT” € R", isto é, existe uma constante positiva k tal que para toglex",

18e(y) — Do(x)l|l2 < Klly —X||2

Lema 2.4. Existet > 0 tal que para qualquer x Q4 e d calculado no passo 1 do algoritmo,
condigBes (2.18)-(2.20) séo verificadas para qualquer®, ].

Lema 2.5. Qualquer ponto de acumulacid sla sequéncidx<}, gerada pelo algoritmo, é um
ponto estacionario do problema. Além dis§d’, Aq(X*)) constitui um par estacionario.

Teorema 2.1.Qualquer ponto de acumulacad de qualquer sequéncia gerada pelo algoritmo
é um ponto Karush-Kuhn-Tucker do problema.

A prova de convergéncia global, a incluséo de restricoegudddade bem como teste numeéricos
podem ser encontrados em [10].
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3 METODOS PARA OTIMIZACAO
CONVEXA NAO DIFERENCIAVEL

No capitulo anterior estudamos um algoritmo para programaéo linear diferenciavel
e pudemos ter uma breve ideia de como resolve-se um problenoéirdizacéo diferencia-
vel. Dedicamos esse capitulo a otimizagcdo convexa nacedif&vel. Como veremos a seguir,
problemas nao-diferenciaveis precisam de técnicas ca@uipuiis préprias. Por exemplo, no
caso diferenciavel utiliza-se, para critério de parddaf (x)|| < € ondee > 0 é previamente
escolhido, o que néo faz sentido no caso nao-diferenc@weh dificuldade aparece na deter-
minacao da direcdo de busca, pois a direcdo de busca nemesémpra direcéo de descida e
consequentemente a busca linear nem sempre é possivel.

Neste capitulo faremos uma breve apresentacdo de algundosédiara problemas nao-
diferenciaveis. Abordaremos os métodos Subgradientedsdosde Planos Cortantes, os mé-
todos de Feixe e o NFDA (Non-smooth Fesible Directions Atgar), sendo esse ultimo fun-
damentalmente importante para o algoritmo IED, tema cethésste trabalho.

3.1 METODO SUBGRADIENTES

Consideramos o seguinte problema irrestrito de otimizacao

P) { minimiza:]f(x)
xeR

ondef : R" — R é uma funcdo convexa nao diferenciavel.

Estes métodos, também chamados Métodos Gradientes Gzadiwal veja [17], usam
como direcao de busca a direcdo dada por

d« ondes® € f(x¥),

_ s
[EdN
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Figura 3.1: Passo do Método Subgradiente.

onde o préximo iterado fica entéo definido pt! = xX +t,dX comt, > 0 convenientemente
escolhido de modo a garantir a convergéncia do método. Qsdogsubgradientes possuem
uma estrutura extremamente simples embora ndo apreseotamdsultados numéricos. Para
maiores detalhes e aplicacdes destes métodos, vejam4¥g [23].

Algoritmo 3.1.1 (Método Subgradiente)

Passol.Escolha qualquer pontd € R" e tomek = 0

Passo2Calculex<t1 = x —tki, ondes® € 9 f(x¥).

Is¢

Passo03.Faca k=k+1 e volte ao passo 2.

3.1.1 Escolha do Tamanho do Passo

Apresentaremos agora uma condicao sobre 0 passo que gaameergéncia global dos Mé-
todos Subgradientes, ja que a escolha de um passo muitcegoadd fazer o método oscilar
desnecessariamente em torno da solugédo. Por outro ladgsssiss forem muitos pequenos,

o algoritmo se aproximara muito lentamente do ponto 6timo.
Sejax* é solucéo de (P). S¥ € 9 f (xX¥) entéo
f(x)— F(X) > ()T (x=x¥), ¥xe R"
dai
f(X) — F(x) < = (59T (x=xK), ¥x e R"

segue-se

(9T (x=x) > 1(X) — Fx°).
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Comox* é solugdo déP) segue que (xX) — f(x*) > 0. Portanto—(s)T (x—x¥) > 0 conse-
quentemente, o angulo entreX e x* — XK é agudo (como mostra-se na fig 3.1).

Entdo paraX pequeno é facil ver que

k+1

X x| < X =]

Assim, paraX > 0 suficientemente pequeno, tem-se gtie estd mais préximo da solucéo
x* do quex¥, o que motiva a escolha a sequéngiig tal queklimtk = 0. O seguinte teorema
—»00

apresenta uma cota pakaa prova pode ser encontrada em [16]).

Teorema 3.1.Sejam x uma solucéo d¢P) e {x<} uma sequéncia gerada pelo algoritmo sub-

gradiente. Entao

k41

X x| < =]

sempre que

F() — f(x)

O<tk<?2
[EXl

No entanto, quando ndo conhecemos o valor 6timo do probledoeha como escolher um
comprimento de passo que garanta esta propriedatfeedsor isso devemos escolthérde tal
maneira que a convergéncia fique garantida. Com efeito,

[ < X=X )= X2 3 = =

comoxktl — xk _tk = _

[
tem-sgl[X<H1 — xK|| =tk
k-1
entdio|| X< —x0|| <t lpth2 4 40— Zotk =

consequentementeX — x0|| <r
Assim, o método encontrara a solugécse, e somente sek € N tem-sex* € B(x%,r), onde

x? é o ponto inicial. Para contornar este problema, impde- eeEmk = 0,

O préximo teorema cuja demonstracdo também encontra- sﬂa@ms{tabelece a convergéncia
dos métodos subgradientes.

Teorema 3.2.Suponha que o conjunto®Xlas soluc¢des d@) seja ndo vazio e limitado. Entéo,

k

para qualquer ponto inicial % a sequénciag X<}, definida por ¥ = xk — k% com &

satlsfazenddlm tk=0e Z)tk = 400, € limitada e todos os pontos de acumulacao pertencem
k—o0

a X*.

Uma condi¢cdo mais forte sobre a convergéncia dos métodggasiibntes € (veja a de-



41

monstracédo em [2]).

Teorema 3.3.Seja f: R" — R uma funcéo convexa. Suponhamos que o probld@Maenha
solucéo, e que a sequénditk} satisfaca as condicdes

ki)tk = +00, kiot'% < 400

Ent&o toda sequéncigX} gerada pelo algoritmo(3.1.1) converge a uma solucéo dolproa

(P).

Os métodos Subgradientes ndo possuem critério de paradarapelo Teorema 1.13, se
X € um minimo def é necessario e suficiente que @ f (x), porém isto é dificil verificar na

pratica.

Uma condicao necesséria e suficiente para a escolha deeadirdedescidd para funcéo
f no pontox é
deDf(X) < (y,d) <0, VYyedf(x)

0 que implica conhecer todos os subgradientes num ponigue € quase impossivel verificar
na pratica. Outra complicacdo de usar subgradientes € quesempre a direcdo do anti-
subgradiente é uma dire¢do de descida.

Vejamos isto com um exemplo: sefa: R — R, f(x) = |x1| + 2|x2| e considere um ponto
X = (x1,0), ondex; > 0 é arbitrario. E facil de verificar que

y=(1,2) € af(x).

No entanto, para todip> 0 suficientemente pequenfi(x —ty) = x; + 3t > f(X) 0 que mostra
que
—y ¢ Dt ().
Isto mostra que um anti-subgradiente pode ndo ser uma dideg@escida como mostra-se

na figura 3.2. Para maiores detalhes destes métodos vejdi#3].

O seguinte método que apresentaremos, chamados Métodtande Bortantes, sdo mais
estaveis do que os Métodos Subgradientes.
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\
L2
direcoes de descida
X
L 4 >
L1
Y

Figura 3.2: Exemplo de uma direcdo com sentido contrario aulgradiente que ndo € uma
direcéo de descida.

3.2 O METODO DE PLANOS CORTANTES

Considere o problema
minimizar f(x)
(C) {
xe D,

onde D é um conjunto convexo e compactdidoe f : R" — R é uma funcdo convexa.

A ideia principal do método de Planos Cortantes consistetiiaagéo das informagdes
acumuladas ao longo das iteracdes anteriores para constraiaproximacao linear por partes
(inferior) da funcaof, cada vez mais precisa. Consideremos que no inicio da atereagm
indicen+ 1, tenhamos a seguinte informacabe R", s € af(xXX), k=1,2,...,n. A iteracéo
do método de Planos Cortantes consiste na resolucéo deprabl

) { minimizar n(X)
xe D,

ondeyn : R" — R, Yn(x) = maXeo1,. n{f(X) + (59T (x—xX)}. Note que este problema é
equivalente a
minimizart

{ (t,X) € Up,
ondeUp = {(t,x) € R x D/ f(xX) + (89T (x - x¢) < t,k=0,...,n}. Pela Proposi¢éo 1.1
temos que todagi, sdo convexas e linear por partes. Alem disso, pela definie&uldife-
rencial temos

f(X) > n+1(X) > ¢n(x), VxR

Na medida que cresce, a aproximacap, da funcaof fica cada vez mais precisa. Podemos
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Figura 3.3: Método de Planos Cortantes

esperar, entdo, que as solugdes dos subprobl@nese aproximam cada vez mais das solugdes
do problemgC). Apresentemos o algoritmo de Planos Cortantes.

Algoritmo 3.2.1 (Algoritmo de Planos Cortantes)
Passo 1. Escolha qualquer pontd®e R",tomar k=0
Passo 2. Calcular f(x) e & 9 f(x¥)
Passo 3. Calcular X*. uma solugéo do problem&;)

Passo 4. Fazer k=k+1, ir ao passo 2.

A vantagem mais importante deste método em comparacdo camtoslos subgradientes € a
possibilidade de construir umaregra de parada, implemelrdttavés do calculo do decréscimo
nominal, definido por

B = F(X) — g1 (XY).

Observa-se que o algoritmo termina quadi@ pequeno.

A principal deficiéncia do Métodos de Planos Cortantes € onatmide subproblemas a
serem resolvidos (métodos com muita memoéria). Assim conmoétodo de subgradientes, no
método de planos cortantes ndo se garante o decréscimogie fobjetivo em cada iteracéo.
Tal fato pode ser observado na figura 3.4. Note que no pdrft encontradad® > tol, onde
tol € uma tolerancia de parada, mas o processo continuadabtéxf) > f(x%) e por isso diz-se
que algoritmo néo esta livre de instabilidade.
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Figura 3.4: Falha do Método de Plano Cortantes
3.3 METODO DE FEIXE

O método apresentado a seguir baseia-se na ideia de apgdesimeares por partes como
no método de planos cortantes, porém com um mecanismo delieatgio, uma regra de pa-
rada confiavel e uma técnica que permite total controle danéumdos subproblemas a serem
resolvidos. Estes algoritmos se baseiam principalmenteaterial apresentado em [2]. Con-

sidere o problema de minimizagéo irrestrita

F) { minimiza:f(x)
xe R",

ondef : R" — R é uma funcdo convexa em geral ndo diferenciavel.

Suponha que € R" seja uma aproximagcao atual da solugéo do problgmétal quef (x) <
f(X*1)) e de modo que a iterac#er 1 tenha acumulado os pontds= R" e os subgradientes
y' € df(Z),i=1,...,k. O conjunto de dados é chamado o feixe. Entdo o iterado gegliin

é calculado achando uma solug¢ao do problema

L Yk K

minimizar X) 4+ —||x— X9,

W)+ x| o)
sujeito ax € R"

onde
U R =R (x) :i_%nlcelxk{f(xi)-i—(yi,x—ziﬂ (3.2)

T
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€ a aproximacao de planos cortantes da funcao objétiyo> 0 € um parametro estabilizador
e o termo quadratico consiste em n&o permitir um deslocamenito grande do pontg<1
em relacdo ao pontd considerado como centro de estabilizacéo.

A ideia dos métodos de feixe € mudar o centro de estabilizmg@ente quando isso € realmente
justificado, isto é, quando o passo xfea Z*1 resulta um decréscimo suficiente da funcéo
objetivo (isto &, que seja uma direcdo de descida). Se issweer tomamos entdbtt = 21,
Este tipo de passo se chama passo sério. Caso contraridro derestabilizacdo ndo muda,
isto é, tomamogkt! = xK. Este tipo de iteracdo se chama passo nulo.

3.3.1 Algoritmo do método de feixe com programacéao quadrata

Antes de implementar o algoritmo, acharemos uma forma agrdetar a solugéo do pro-
blema (3.1), a qual é Unica, ja que a funcao objetivo é fonweneonvexa (veja 0 Teorema
1.7), e jogaremos fora parte da informacédo acumulada da&gqya.2), porém sem perder a
convergéncia do proceso iterativo a solugdo do problema.

Seja

W) = 109+ max (e ()T (x4} 33

onde

g=ftX)—f2) - ()T (x=2)>0,i=0,1,... .k (3.4)

Entéo, pela definicdo de-subdiferencial temos
Y €duf(x),i=01,... k (3.5)

Agora, suponhamos que eliminamos alguns planos cortaatesso feixe. Entéo

P = F(X) +{2§:<{8ik+(yi)T-(X—Xk)} (3.6)

ondeB é o conjunto de indices que define o feixe atual, e tem-se que

Y € 9 (X, i € B 3.7)
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Para uma convergéncia adequada vamos a definir o que € uné@o faggegada. Para isso
primeiro redefinimos (3.1) com restricédo (3.6) ao problemavalente

A

minimizart + EHX_XKHZ (3.8)

(t,%) € {(t,x) e RxR"/ f(x) — e+ (y)T(x=xK) <t, i € B}. (3.9)

Entdo em vez de resolver (3.8)-(3.9) podemos levar a seugluapode ser escrito como

.1 :
minimizar | VY P+ S viel (3.10)

i€By ieBy
ve{ver®/ > vi=1) (3.11)
ieBy
Temos o seguinte resultado.

Lema 3.1. Seja f: R" — R uma fungéo convexa. Para quaisquédR”, y € d,i f (xX), i € By,
e > 0, seja

dk = g VKyK (3.12)

ondev¥ € RIB< & uma solucéo de (3.10)-(3.11). Entdo, a Gnica solu&d do problema (3.1)
onde a funcao objetivo é definida por (3.6), vem dado por

2ty L (3.13)
Y
Além disso, tem-se que
d* € 9, f(X9) (3.14)
onde
&= Viksik (315)
i€By

Feito este lema agora podemos definir o que é a fungéo agregada

YRR = R, PR = f(X) —a(d)T.(x=x) (3.16)

Entdo a técnica para remover planos cortantes sem altevavargéncia é agregando a funcao
agregada)?, veja os detalhes em [2].

Definindo agora as seguintes expressoes para a implemeiagdétodo

=10 - 1) - (T -2 =0 (3.17)
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£ = gk £ (L) — £ (%) + (y)T. (X — XK1Y, Wi € Byya /{K+ 1) (3.18)

Feito os resultados e as definicbes prévias apresenta-gerdrab de feixe para programacgao
quadratica.

Algoritmo 3.3.1 (O Método de Feixe)Fixar um namero inteiro M> 2 (o tamanho maximo
permitido de feixe). EscolhePx R" e tomar k=0, .#" = 0. Escolhero € (0,1). Calcular
f(x0), e Y € af(x0), tomar 2 =x0, €2 = 0. Tomar B = {0}, e definir o feixe inicial, que
contém o Unico pafy’, £J)

Passo 1Esolhery e calcular ¥t1, a soluc&o do problema (3.1), com funcao objetivo dado
por (3.6).

Passo 2calcular f(xX¢+1), y<t1 c gf(2+1)

D= 106) — (28 — B 201 2 (3.19)

Passo 3Se f(xK) — f(Z41) > oA

Tomar X+1 = Z+1 e incluir o indice k no conjunto?” (passo sérip

Caso contréario, tomar® = x€ (passo nul9

Passo 4Se|By| < M, tomar B, 1 = BxU {k+ 1}.

Se|By| = M, escolher indicesji, € By e tomar B 1 = (By/{i2}) U{k+1},

yt =d¥ g = g onde de R", e g > 0 s&o definidos no lema anterior.

Passo 5Se ke 7, calcularei"”, i € Bxy1/{k+ 1}, pela formula (3.18).

Caso contrario, tomag™™ = gk, i € By, 1/{k+1}. Calcular g1 pela formula (3.17).

Definir o novo feixe como o conjunto de pafgs si"“), i € Byy1.

Passo 6. Tomar k= k+ 1 e retornar aoPasso 1.
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4  NFDA - NONSMOOTH FEASIBLE
DIRECTIONS ALGORITHM - PARA
OTIMIZACAO CONVEXA NAO
DIFERENCIAVEL

Neste capitulo é apresentado um algoritmo para problemmag&xos nédo diferenciaveis,
chamado NFDA (Nonsmooth Feasible Directions Algorithnesehvolvido por Freire [18] em
sua tese de doutorado. NFDA foi desenvolvido a partir do B1B] para lidar com problemas
irrestritos do tipo minimizaf (x), ondef : R" — R € uma fungdo convexa ndo necessariamente
diferenciavel. O problema original é substituido pelo peofa equivalente minimizare R tal
quef(x) < zque agora se torna um problema onde se quer minimizar umaduingar sujeita
a uma restricdo ndo diferenciavel de desigualdade. Paslveegste Ultimo, constrée-se uma
sequéncia de problemas auxiliares onde a restricao dogpnakequivalente € aproximada por
hiperplanos suporte ao epigrafo da fungdoEm cada iteracdo uma direcdo de busca para o
problema equivalente é encontrada resolvendo-se dogsrsstlineares, analogos aqueles en-
contrados no FDIPA, obtidos agora dos problemas auxili@esgoritmo entdo constrée uma
sequéncia de pontos interiores ao epigrafd,drijos pontos de acumulagéo sdo as solucdes do
problema original.

4.1 INTRODUCAO

NDFA foi desenvolvido para lidar com o seguinte problema:

xe RN

P { minimizar f (x)

ondef : R" — R é uma funcao convexa ndo necessariamente diferenciavel.

Assume-se que 0s conjuntos de nivel da funt&ao limitados. Assim, existe € R tal
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quela={xeR"/ f(x) <a} é compacto. Além disso, pressupde-se que datlB" € possivel
determinar um subgradienges J f(x).

4.1.1 O método NFDA

O problema irrestritqP) pode ser reformulado como um problema de otimizagéo linear
com restricdo de desigualdade néo diferenciavel, isto &,

minimizar z
(EP) f(x) <z
(x,2) € R,

Aqui z€ R é uma variavel auxiliar. Com a presente aproximacao, erapge@ ideia de planos
cortantes, para construir aproximacdes lineares do prabtestrito(EP). Tomandogl(x,z) o
conjunto do planos cortantes na iterakdonde

0% 2) = f(y) + ()T (x=y) ~2 1=0,1,....1,

yk € R" s&o pontos auxiliarest € df(y¥) el representa o nimero de planos cortantes. Cha-
mando agora

T
6(x2) = [0§(x2)....dx 2| . G R xRR
0 problema na iteracao e fica definido por

minimizar §(x,z) =z
(AR) G (x2) <0
(x,2) € R™L,

O algoritmo NFDA néo resolve o problenfjaR). O método procura uma dire¢ao de busca
dl", como no método FDIPA, usando o proble(d ). Note quedl" pode ser achado ainda se o
problema(AR) ndo tem solu¢cdo minima.

O maior comprimento de passo é dado por

t = maxt/ gf((x, Z) +tdf) < 0}.
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Casaot seja infinito, toma-se

ondepu € (0,1) etmax> 0 é prefixado. O ponto
(X1, 2 1) = (XK, 2 +tfdf (4.1)

é vidvel com respeito ao problerf@R). Entdo um ponto auxiliar € calculado

(V1 W 1) = (X, Z°) + ptidf. (4.2)

Se(yf, 1, WK, ;) é estritamente viavel como respeito ao problgER), isto €, san€, ; > f(y, ;)
considera-se que o conjunto atual de planos cortantes é aanagroximacéo dé(x) numa
vizinhanga de. Diz-se ent&o que o passeérioe uma nova iteracéo é definige 1, Z2+1) =
(ylkﬂ,vvlkﬂ). Caso contrario, um novo plano cortalgfgl(x, z) € agregado ao problema apro-
ximado e repete-se o procedimento até que um passo seriabsieja. Feita esta descricdo do
método, apresentaremos o algoritmo NFDA.

4.2 ALGORITMO NFDA

Parametros. &, 1 (0,1), @ > 0 etmax> 0.

Dado. xX%,a> 22 > f(x0), A§ € R, B € RMU*("+D) simétrica e definida positiva.
Tomaryd =x% k=0el =0.

Passo 1 Calcules‘ € df(y¥). Um novo plano cortante na iteragéo atual

(XK, Z) & definido por

01(%,2) = F () + (89 (x—y) ~ 2

Considere agora

)

Ogk(x,2) = [ e RM1

defina



6K(x,2) = [08(%,2),. .., g (x, 2)]linR'+1

06K(x,2) = [Od(%,2), ..., Ogl(x, 2)] € RMHD*1+D)

Passo 2Direcao viavel e de descidif para o problem#AR))

(ia) CaculedX, e A&, resolvendo
BXdy, + 06K (X, 2y = —0w(x,2)
AX(Og (<, 29"y + G (. 29Agy =
(ib) Ca(:uledl'§I e)\'B‘I resolvendo
Bd, + 0a (X, 294k =0
NSO, 29] dfy + G (K, 294 = —Af
onde
j\gl - ()‘507-“7)\50’ AE - (AIB(O, AIB(O
A=Ak AN, AK = diag(A; ..., AF)

e G{(x,2) = diag(g§(x.2), ..., gf(x. 2)).
(ii) Se(dg,)TOy(x,2) >0,

p=olldg |17

Caso contrario,
| ) () Dw(x,2
p= m|n{¢||d = (6 — DTZ)}
(i) Calcule a dire¢céo de descida viavel
df = df, + pdj.

Passo 3 Calcule o comprimento do passo

tf = min{tmax/u, min{t/a<((X, Z) +tdf) < 0}}
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4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

4.7)
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Passo 4 Calcule um novo ponto
I) Seja(yr+]_7vvl|(+1) = (Xk7zk> +I1t|kd|k,

ii) Sewk, ; < f(yK,;) temos um passo nulo. Entdo, defininids, >0 e

tomamod =1+1.

k

Caso contrario, temos um passo sério. Entdo, chamefnesl, df, = dX,,

dk = dX

K AE =KL A=Ak

al’ Bl
(L2 = (v, k),

el =1, tomamos

definimosA§ ™t > 0, B¥*1 simétrica e definida positiva e tomamos: k+ 1,1 = 0,
_ vk
vk =X
iii) ir ao passo 1)
Os novos valores dk e B deve satisfazer as seguintes hipéteses:

Hipotese 4.3Existem nUmeros positivas, e o, tais que
a1|[v[|? < vTBY < gz v |?

para qualquevy € R"1,

Hipotese 4.4Existem nimeros positivos', A S, tais queA! < A; < AS para
i—0.1,.. I

4.3 CONVERGENCIA DO ALGORITMO NFDA

Nesta secao, apresenta-se os resultados de converg&aady algoritmo. As demons-
tracbes podem ser encontradas em [18]. A prova de conveagéegue O seguinte roteiro:
primeiro mostra-se que a direcao de bu.‘ii'&é uma direcdo de descida paya Mostra-se que
o nimero de passos nulos em cada iterag&o € finito. Isto &, E&nab) € int(epi( f)), depois
de um ndmero finito de sub-iteragdes, obtenfx&e?, 2+1) ¢ int(epi(f)). Em consequéncia,

a sequéncig (X, 2) ey € limitada e pertence ao interior do epigrafo fdeNo que segue,
mostra-se qudk converge a zero quandio— «. Este fato é usado para estabelecer um critério
de parada para o algoritmo. Finalmente, mostra-se que agéonde otimilidade @& J f (x*)

é satisfeita para os pontos de acumulag@cz’) da sequéncid(x,Z) }xen. Assim, qualquer
ponto de acumulagéo da sequéndig, 7) } ..y € uma solucéo do problentR).
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Seguem abaixo os resultados.

Lema 4.1. Suponha que 0s vetores no conjufifog; (X<, Z)/ gi(x€, Z) = 0} séo linearmente
independente. Entdo para qualquer vetryz) € int(epif) e qualquer matriz definida positiva
B e R(MD*("+1) "3 matriz

€ nao singular
Segue-se quéy, dg, Aq € Ag sdo limitados enfr,. Comop € limitado superiomente, temos
também quel = Aq + pAg é limitado.
Lema 4.2. O vetor g, satisfaz
dg Oy (x.2) < ~dgBdg

Como consequéncia, tem-se que a direcao de lulgséadescida para a fungéo objetivo do
problemaAR.
Proposicéo 4.1.A dire¢do d= d4 + pdg € uma direcdo de descida para a fungdo objetivo do

problema(AR) em um pontg@x, z).

Como consequéncia da proposicdo prévia, semtio! = Z + utkd¥, tem-se que
21 < X para todok. Assim a sequéncif(x¢,Z) }xen gerada pelo presente algoritmo per-
tence ao conjunto limitado ifepif) N {(x,z) € R /z < 2P}.

Lema 4.3. Seja XC R" um conjunto convexo. Considergint(X) e X € X. Seja{ & }yen C

R" — X uma sequéncia tal qu& — X. Seja{X<}xen € R" uma sequéncia definida por
XK = xo+ U (R — xg) comp € (0,1). Entdo3 ko € N tal que X € int(X), ¥k > ko.

Proposig&o 4.2.Seja(X¢,Z) um ponto de acumulag&o da sequénfig’, z) }| <y definida na
eq.(4.1) para k fixo, ent&# = f (%X).

Proposicao 4.3.Seja(x¥,Z) < int(epif). O iterado seguintéx<t1 2+1) ¢ int(epif) € obtido
depois de um numero finito de sub-iteracdes.

Lema 4.4. Para qualquer(x, z) € int(epi( f)) e qualquer direcdo d dada pelo algoritmo, existe
T > Otal quedi((x,z) +td) <0, vt € [0, T].

Proposicao 4.4.Seja ¢, um ponto de acumulagéo da sequéni }cn. Entdo ¢, = 0.

Proposicao 4.5.Para qualquer ponto de acumulacéix, z*) da sequéncig (XX, ) }ken, temos
0edf(x").

Para resultados numeéricos e ter uma melhor ideia do métef#o][18].
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5 DSG - THE DEFLECT
SUBGRADIENT METHOD - UM
ALGORITMO TIPO
SUBGRADIENTE PARA
OTIMIZACAO NAO-CONVEXA E
NAO-DIFERENCIAVEL

Neste capitulo apresenta-se um método para solucdo deemablde otimizacdo nao-
convexos e nao-diferenciaveis com restricbes. Este mgtwwonado DSG (Deflected Sub-
gradient Method) foi desenvolvido por Burachik e outros [@]método usa dualidade lagran-
geana cuja funcado lagrangeana aumentada induz um métadaljolial com a propriedade
da dualidade forte ou seja com brecha de dualidade zero. @dmébnverge para a solugéo
do problema dual se e somente se tal solugéo existe. E mosuadodos pontos de acumu-
lagéo da sequéncia primal gerada pelo algoritmo séo saud@@roblema primal. Veremos
que, dependendo da escolha da funcéo lagrangeana, o métoeitugz ao método classico de

penalidades.

5.1 O METODO DSG

Considere o problema de programagé&o néo linear:

minimizar §(x)
(P) f(x)=0
xe X.

Define-se a fung¢éo lagrangeana associada ao profjentamo segue:
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L(X, (u,c)) = fo(x) +co(f(x)) — (Au, f(x)), (5.1)
ondea, A el sado como na definicdo (1.25).

Entdo, define-se a fungdo Dudl: R™ x R, — R, por

H(u,c) = g(réi{]{fo(x)jtca(f(x))— (Au, (X))} (5.2)

e entdo o problema dual fica

D) {( maxH (u,c)

U,C) GRmXR+.

Denota-se o conjunto das solug8es viaveis do problgmaomoS(P) e um elemento de
S(P) sera denotado pot. O conjunto das solugdes viaveis do problefDa é denotado por
S(D) e um elemento d&D) serd denotado par= (u,c). Para facilitar a andlise define-se o
conjunto

X(u,¢) = Argminex{ fo(x) +co(f(x)) — (Au, f (X))} (5.3)

5.2 O ALGORITMO DSG

Descreveremos agora o algoritmo correspondente ao mét®Go D

5.2.1 Algoritmo DSG

Passo CEscolha(up, cp) comcy > 0. Sejak = 1.
Passo kDado (ug, C):
Passo k.lencontrar o vetoxy € X(u,Ck).-
Sef(xx) =0, parar. Caso contrario,
Passo k.2Seja

U1 = Uk—SA(T(X))
Cki1 = Ck+(Sk+&)o(f(x))

ondesy, & > 0. Sejak = k+1 e ir ao passo k.
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Obs: note que o critério de parada do algortimo se baseia oema 1.17 e portanto vale
destacar sua eficiéncia.
A seguinte hipdtese sobtee A € importante.
Hipotese (L1) o(z) > |A(2)|| para qualquez € R™.

Com esta hipotese, mostra-se na seguinte proposicao qgerdrab gera uma sequéncia
{H(c, uy) } estritamente crescente. DenotaHge= H (¢, Uy) e sejaH valor 6timo do problema
dual.

Proposigéo 5.1.Considere a notagéo e definicdo do algoritmo DSG. Entéo

2) Hcrr —Hie < sc(JAF (%) |17+ 0(f (x))?) + &o (T (%)
b) Valem as afirmacdes:

(i) Se a funcdo aumentada verifica (L1), entdo o passo DSG produz uma sequéncia
{Hk}, que é estritamente crescente. Mais precisamentéusey) ¢ S(D) entdo
Hi+1 > Hy.

(i) Assuma quer(—z) = o(z) para qualquer = R™. Se, para qualquer problema do
tipo (P), o passo DSG produz uma sequéngdi} estritamente crescente, entéo
deve verificarL1).

Demonstracao.Aplicando o Lema 1.4(a), obtemos
Hicr1 — Hic < (Uier — Ui, =A (%)) + (Cierr — i) o (F (X))

Usando também a definicdo do algoritmo, o lado direito daesgadio acima pode ser reescrito

como
Hici1 — Hic < Sl AT (60|12 + (s + &) o (£ (%)),

o que implica facilmente a concluséo. Isto prova o item Vamos agora provdr) no item
(b). Note que pelo Teorema 1.17 temos dqug cx) ¢ S(D) implica quef(x) # 0. Portanto
o(f(xc)) > 0. Usando a definicdo do algoritmo escrevemos:

Hir1 = H(uk, o+ &0 (f(x)))-

Sejaxy € X(uk, ek + &o(f(X«))). Assuma primeiro qué (%) = 0, Neste caso, o Teorema
1.17 nos dguk,ck + &0 (f(x))) € S(D). Por outro lado, comoug,cyx) ¢ S(D) devemos ter
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H (uk,ck) < H(uk, ck+ &0 (f(x))) < Hg.1. Portanto a concluséo mantém-se nestes casos. As-
suma agora qué(X) # 0. Entdoo(f(%)) >0e

Hic1 > Hi+ o () o (f ()

Portanto,

Hicr1 > Hi+ &o (f (%)) o (f(%)) > Hi (5.4)

Mostra-se agora que, §€1) ndo vale, entdo pode-se encontrar um probléande a sequén-
cia{Hx} gerada por DSG néo seja estritamente crescent@d.1$@ao vale, entédo exises R™
tal queo(z) — ||AZ]] < 0. Portantaz # 0. Sejar = ||Z]| > 0. Considere o problem@) com
fo(x) = a(x) — ||AX||, X = B(0,r) a bola fechada de centro zero e raie a fungéo restricao
f(x) = x. E claro queMp = 0. Sejax e Argminepon {0 (X) — [|AX]|}. Pela Hipotesgl ) temos
que fo(X) < fo(z) < 0. Escolhendo agorgug, ¢p) = (0,0), toma-se:

Xo =X € Argming(or) 0 (X) — [|AX]| = X (uo, Co),

e Ho = H(up,Co) = fo(Xo) < 0= Mp. Como f(xg) = Xg # O realiza-se um passo DSG.

Tomandosy, & tal que
S 0 (%0)?
— > > 0,
& [|A%]?—0(x0)?

do passo DSG, temos que;,C1) = (—SoAXo, (So+ €0)0(Xo)). Assim,

Mo = min (000~ [AX] + (8+ 80)0(0)0() + S0 (A0, AX)
< (%) — [|A(—X0) || +So(T(—%0)% — [|Ax0||?) + E00(—X0) O (Xo)

= 0(x0) — [A(0)[| +50(0(%0)? — [|A%||?) + €00 (%0)?
< 0(x0) — [|Ax%]| = Ho,
O que € uma contradicdo. Logo, devemos ter (duig é verdadeira. O

Corolario 5.2.1. Considere a notagdo e a definicdo do algoritmo DSG e assumgldie
valha. Entdo, para qualquer k temos

ek (f(%)) 0 (f(R) < Hicra — Hie < Sl AFO4) 12+ (sc+ &) o (F (%))

ondeX € X(uk,Ck+ &0 (f(Xk)))-
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Apresentaremos agora uma condi¢cao necessaria e suficeate pomprimento de passo
S € & que garantem a limitagdo da sequéncia dual (u, Cy).

Lema 5.1. Considere a notacéo e definicdo do algoritmo DSG. Os segunetlltados sdo
equivalentes:
1Y (scta)o(f(x) < .
K=0

2. A sequéncidz} é limitada.
Demonstracdo.Do algoritmo DSG

i1 —Co= Y (8+8J0(F(X)) e [umi—to] < Y sIAfX)l  (55)
k=0 k=0

Por (L1) temos||Af(xk)|| < o(f(x)). Se (a) vale, entdo claramente a sequéfcia é
limitada. Por outro lado,

m m
lumia—Uoll < 5 scllAf(Il < 5 5o (F(x)) < +eo,
K=0 K=0

o qual limita & sequéncifuy}. Assuma agora qu@) valha. Por (5.5) devemos ter a condi¢éo

(a).

5.3 CONVERGENCIA DO METODO DSG

Lema 5.2. SejaH o valor 6timo de(P) (i.eH = Mp = Mp). Assuma que a sequéndja}
gerada pelo algortimo DSG é limitada e que 0 comprimento dsp& satisfaz

S >N
=

()2 (5:6)

para algumn > O0fixo. Entdo{Hy} converge aH e cada ponto de acumulacao ¢} e
uma solucdo dual. Em particular(B) # 0.

Demonstracdo.Pela eq.(5.5), a limitag@o da sequénidg implica que

i O (f(X)) < 0. (5.7)
K=0



59

Seja(u,c) um ponto de acumulacao déuy,cy) }, e denote por#” o conjunto infinito de indice
tal que

lim  (ug, ) = (U,0).
ke 7,

kK — o0
Mostraremos quéu,c) € S(D). Pela limitagdo de{x«}, pode-se também assumir que a
sequéncia completdxy}xc» converge a algum ponts. Se f(x) = 0, afirmamos que
x € X(u,c). Neste caso, o Teorema 1.17 implica quec) € S(D). De fato, pela definicéo
dexy, temos que

fo(x) + a0 (f (X)) — (Al T (%)) < fo(X) +cka (f (X)) — (Au, £(x)),

para todox € X e para toddk. Tomando limites park € %, K — o na expressao acima,
obtemos

fo(X) +ca(f(xq)) — (Au, f(X)) < fo(X) +co(f(x)) — (Au, (X)),

para todox € X. Portantox € X(u,c) e assim(u,c) € S(D). Assuma agora que
f(x) # 0. Este fato, junto com a eq.(5.7), implica que a sequéfsiip. » converge a zero.
Usando também a eq.(5.6) p&ra %", conclui-se que a subsequéncia dos valores dthis »

converge . Por continuidade del temos que

H(u,c) = limsup H(uk,ck) =H.
ke #

K— o

Isto mostra qué (0, C) tem valor 6timoH e portanto(U,¢) € (D). Além disso, do Corolario
5.2.1 sabemos quigHy} é estritamente crescente. Com isto tem-se uma subsequénei-
génte e entdo a sequéncia completa deve convergithaPartanto, isto completa a prova.

U
Paro o seguinte lema definands= ||z— z||.

Lema 5.3. Fixe z= (u,c) e R"x R.. Entdo

1 — the < (AT 2+ (Sc+ 8020 (F(%0))2) + 2lse(He— H(1,€)) — &0 (F (%)) (€ — &))-

Teorema 5.1. Se a sequéncifizs} gerada pelo algoritmo DSG ¢€ limitada, ent&o ela é conver-
gente.

Demonstracdo. Assuma que a sequéncfa} é limitada e seja& Um ponto de acumulagéo
de {z}. Seja{z;}; uma sequéncia convergente.dJjsando o Lema 5.3 para a escolha de
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z=2=(0,€), conclui-se que a sequéndid(Z, z)} verifica
d(2 ze:1) —d(2,2¢) < S| AF () |2+ (s &) 20 (F(3))2 = 25¢(H (2) — H) — 280 (f (%)) (E— k).

Pelo Corolario 5.2.1{Hy} € estritamente crescente e portantq = sup Hy = lim; Hy, =
H(2). Usando agora semicontinuidade superioHd@btemos

H(2) > limsupHy, = lim Hy, = supHy, > Hy para qualquek € N.
j J j

Assim, (H(2) — Hyx) > 0 para toddk. Usando também qufcy} é uma sequéncia estrita-
mente crescente, temos giée- cx) > 0 para todk. Portanto,

d(2.21) — d(2.20) < FIAT() |2+ (Sc+ 8020 (F (%))

Desde que{z} € limitada, podemos usar o Lema 5.1 para concluir que a sénetermo
gerala, = S2||A(f(x))[|2 + (s« + &)%0(f (x«))? é convergente, e isto implica que a sequéncia
{d(Zz) }« € convergente. Mas a subsequén@éz z ) }; desta sequéncia converge a zero, e
assim toda a sequéncia converge a zero, dando a unicidadattode acumulacéo.

0

O seguinte teorema mostra que toda sequéfi@iR cx)} gerada pelo algortimo DSG
converge a uma solug¢do dual e que todo ponto de acumulac@&gdénsia{x,} converge a
uma solucao primal.

Teorema 5.2(Convergéncia Primal-Dual)Assuma que a sequéncfdug,cy)} gerada pelo
algoritmo é limitada. Assuma também que para alggm 0 o comprimento de passq@ S
satisfaz

>N (5.8)

a(f(x))*

Entdo a sequéncidz} converge a uma solu¢éo dual. Adicionalmente, todo ponto de
acumulacdo d€X} é solucédo déP).

Para demonstracao ver [6].
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5.4 Uma escolha especial d&

Nesta se¢do estudaremos uma escolha especial para o pargnedra o qual(D) néo-
vazio é equivalente a limitagédo dex}. O comprimento de passo que consideramos € como
segue:

(5.9)

comn € (0,2).
Para estabelecer o fato anunciado, precisamos de um desaliailiar.

Lema 5.4. Assuma que ®) # 0 e seja{z} a sequéncia gerada pelo algoritmo DSG com

comprimento de pass®} satisfazendo
liminf [2 H —F

o (T(%)2 ‘s‘] o 549

Entdo{z} € limitada.

Demonstracédo. Fixemos a solucédo dudl,c) € SD). Para tal proposito, suponhamos por
contradi¢do, quéz} ndo é limitada. Isto significa que quaisqyek} ou {cy} s&o néo limita-
das. S€{uy} € ndo limitada, entdo

00 = ZskHAf(xk)H < Zska(f(xk)) < Z(swrek)a(f(xk)),

Assim{cy} deve ser ndo limitada. Portanto, em ambos os casos deverjogjtedo limitada.
Como a sequéncia é estritamente crescente, ela tende #inRor outro lado, pela definicao
do algortimo DSG,

U= ual® = [[0—uct+SAT) 12

5.11
= (10— ug[® + 25 (U~ ui, AT (%)) + S AT () 12 o4

Para estimar o termo do meio da expreséo acima usamos aaldadgido subradiente (veja a
demostracao do lema 1.4),

H — Hy < (0—uy, —Af(x)) + (€= ) o (f(%)). (5.12)
Multiplicando ambos os lados posge reorganizando a expressao resultante, obtemos

25 (U— Ui, AT (X)) < —25¢(H — H) + 25¢(C— o) o (f (%))
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Combinando este fato cofhl) e a eq.(5.11) obtemos

[0 Ua]? < J]0— ) |2 = 25¢(H — Hi) + 25¢(C— ) o (T (%)) + 2l AT (%) |12
2(H—Hy)  2(C—a) (5.13)

TG (f0)2 " a(T(%)

Pela condicéo da eq. (5.10) temos que existe uma congtani®e e um indicekg tal que

A\

< o= w2+ o (f (%))

2(H —Hy)
T a(fm)Z =P

para toddk > kg. Como dito acimajcy} tende ao infinito e por isso existe um indlge> ko
tal que

2(cc—C)
P= Gt (o)

onde usamos o fato da sequénpi f(xy))} ser limitada. Portanto, conclui-se que para todo
k> ki,

para toddk > ky,

2(H—Hy) 2(C—cy)
% o) T a(fixg) =

Este fato, combinado com a eq.(5.13) nog||d&- ux,1|| < |[u— uk|| para todok > k; e isto

implica que{ug} é limitada. Usando desigualdade de Cauchy-Schwarz em)(®1t2mos
(=)0 (f (X)) < —(H —Hi) + [|AF 60 [[[|T— il | < [AF(x0) 10— uic]| < o (F () ]| 0= e,

onde usamos a Hipdtegkl) na desigualdade da direita. Note quef$r,) = 0 para algum
ko, entéo o correspondentey,,cy,) € S(D) e o DSG para enkg. Neste caso a sequéncia €
finita e portanto, limitada. Assim a hipotese de néo limiteigdplica quef (x) # 0 para todo

k. Usando este fato na expressao prévia, obtemos

(G —C) < [lu—ul],

e portanto{ck} deve ser limitada, uma contradi¢do. Isto implica que a sexjaz} deve ser
limitada. O

No proximo teorema vamos ver que uma escolha do comprimergasso como em (5.9),
garante uma equivalencia entre o conjunto solUg&) e a sequéncia gerada pelo algoritmo
DSG.

Teorema 5.3. Assuma que o0 comprimento de passo no algoritmo DSG € eszalbidcordo
com (5.9). Entédo as seguintes condi¢cbes sdo equivalentes;

1. A sequéncidz} é limitada.

2. SD) 0.
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Demonstracéo.O fato de quda) implica (b) é uma consequéncia do Teorema 5.1 e do lado
esquerdo da desigualdade em (5.9). De fato, o Teorema Slitaqpe cada ponto de acumula-
cao de{z} é uma solucdo dual. Em particul&D) € n&o vazio. Para ver qyb) implica(a),
basta observar que isto segue-se do Lema 5.4 e do fato de gde edquerdo da desigualdade
em (5.9) implica (5.10). O

O teorema seguinte é uma consequéncia dos Teoremas 5.2 € 5.3.

Teorema 5.4. Assuma que o comprimento de passo no algoritmo DSG é ecalkidaordo
com (5.9). Suponha também qu®%$+# 0. Entéo,

(i) A sequéncia duafz} converge para a solucéo dual.
(i) A sequéncia de valores duaf$ii} converge para um valor 6timo dual.

(iii) Todo ponto de acumulagéo da sequéncia prif@} é solucdo do problemgP).

O seguinte resultado simples € Gtil para uma implementagatgodritmo.

Proposicao 5.2.Assuma que uma das seguintes condi¢fes é satisfeita:

1. O comprimento de passpsatifaz (5.6) €z} € limitada.

2. O comprimento de passpsatifaz (5.9) e @) # 0.
Entdo existe uma solucdo dual, c) tal quec > z para todo k

Demonstracdo.Para a demonstracéo veja [6] Proposicao 5.2. O

Para implementacdo numérica, escolha do comprimento do pasma melhor explicacdo
do método DSG ver [6].
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6 METODO DE DIRECOES
INTERIORES AO EPIGRAFO PARA
A SOLUCAO DE PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO NAO-CONVEXOS E
NAO-DIFERENCIAVEIS VIA
DUALIDADE LAGRANGEANA

Neste capitulo apresentaremos o método IED (Interior BplgDirections) que foi desen-
volvido para resolver problemas de otimizacdo nao-corwexoao-diferenciaveis com restri-
¢bes. O método IED, desenvolvido por Freire (veja [21]), bima os algoritmos DSG e NFDA
estudados nos capitulos 4 e 5 respectivamente, de modorauabtdgoritmo que, usando o
problema dual, constrée uma sequéncia de pontos duaisanmirdo epigrafo da funcéo dual,

da seguinte forma:

A partir de um pontau¥, ¢k, ) no interior do epigrafo da fun¢do dual encontra-se uma
direcdodX, resolvendo-se sistemas de equacdes semelhantes aquptegadas pelo NFDA,
que pertence a um certo cone definido por um subgrad#mta funcéo dual. A direcad“
fornece entdo um novo pontaktt k1 Z+1) que pode n&o estar no interior do epigrafo da
funcéo dual. Se o pont@X*tt ckt1 Z+1) é interior entdo tem-se o que se chama passo sério
e este ponto serd o novo iterado. Casb™t, <1, Z*1) ndo esteja no interior do epigrafo
da fungéo dual, tem-se um passo nulo e utiliza-se a técnipaegiada pelo DSG para gerar
0 novo iterado. Essa sequéncia dual gera uma sequéncia ptiiaaés da minimizacdo da
fungéo Lagrangeana empregada pelo IED. Se o ponto solugBaieblema satisfaz a restricdo
entao este ponto é a solucéo do problema original e tem-se asscritério de parada para o

algoritmo.

Descreveremos na proxima secdo o meétodo IED para entdceaf@esos o algoritmo e
finalmente a analise de convergéncia do método.
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6.1 O METODO IED

Consideremos o problema de otimizacao restrita

minimizar fo(x)
(P) f(x) =0
xeX

ondeX é um subconjunto compacto @& e fo: R" — R, f : R" — R™ sdo fun¢bes continuas.

Apesar dgP) conter apenas restricdes de igualdade, restricdes daidide podem ser
consideradas através do emprego do operades max{a,0}, a € R.

Resolve-se o problen{®), da seguinte maneira: ConsidererhoR" x R™x R, — R afungao
lagrangeana aumentada generalizada associada ao prgislemal(P), definida como

L(X, (u,c)) = fo(X) +co(f(x)) — (Au, f(x)),

ondeA, o sao definida como em 1.25 do capitulo 1.

Entdo a funcdo dual corresponderte R™ x R, — R é definda como

H (u,0) = min{ fo(x) +ca(f(x)) — (Au, ()}

Portanto o problema dual associado ao problema priRja¢ dado por

© maximizarH (u, c)
(u,c) ERMx R,

o qual é equivalente a

. minimizar — H (u, c)
(D) .
(u,c) e RMxRy.

Feita esta equivaléncia, obtemos um problema de otimizagé@xa irrestrita, o qual €, por sua
vez, equivalente a um problema de minimizacdo de uma funigéarlsujeita a uma restricdo
de desigualdade ndo necessariamente diferenciavel, a sabe
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minimizary(u,c,z) =z
(ED") —H(u,c) <z
(uc,2) eR™x R4 xR.

A partir do pontov® = (c¥, u¥) tragamos um hiperplano suporte a restricio do probld@i)
definido pela equagam= —H (VK) + (s9T (V¥ — v) coms< € d(—H (vK)).

Entdo uma aproximacao do proble(ieD*) é dada por

minimizary(v,z) =z
(G { o
ondegk(p) = —H(V¥) + ()T (v —v¥) -z com p= (v,2) = ((u,c),2). (AG) é chamado
problema auxiliar. Uma das diferengas entre NFDA e IED é gte@timo so utiliza um Unico
hiperplano suporte em cada iteracdo. Aplicando-se a mesmnica dos métodos FDIPA e
NFDA ao problema auxiliafACG) encontramos uma direc = d¥ +p"d'L§ que é viavel e de
descida para o problentaGy). As direcoesls edl'§ séo encontradas resolvendo-se os sistemas

lineares:
BXdY + A& Dg*(p) = —Oy(p¥)
(6.1)
AKOg(P)Tds +Asdi(P) = 0
Bkdk )\kD K/ ~k _ 0
5 +A09%(p) 6.2)
AKOg (P Tdf +ARd (P = —AK

e pk > 0 é o parametro de deflexdo. A direg@topode ser calculada mesmo se o problema
(AC) néo tiver minimo finito. Para descrever o método IED precgsade algumas definicbes
e alguns resultados importantes.

Definicdo 6.1.Se um vetof p¥, AK) = ((vK 24),A%) verifica (2.3)-(2.4), entdo chamaremos a
(p*, AK) uma iteracdo NFDA viavel. Segf) < 0 e Ak > 0, entdo chamaremog¥, A¥) uma
iteracdo NFDA fortemente viavel.

O seguinte lema mostra qdé € uma direcdo de descida paya

Lema 6.1. Suponha quépX, A %) = ((v¥,Z),A¥) é uma iteracdo NFDA fortemente viavel & B
é uma matriz simétrica definida positiva. Ento, a dire¢§csdtisfaz:

(d&)TOg(p*) = (d5)TOw(p*) < —(d) "B*dE. (6.3)
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Antes de mostrar o préximo lema requeremos uma hip6tesepaedrizBX.

Hipotese 6.1Assuma que para qualqukre N, a matrizBX ¢ R(M2x(M™+2) tenha seguinte
estrutura:

B —

0 W

ondeCk e R(M+1)x(m+1) & definida positiva ¢< > y > 0.

CkO]

Lema 6.2. Suponha que valha a hipétese 6.1. Sej&nt® um subgradiente épX,A%) =
((vK, Z),AK) uma iteragdio NFDA fortemente viavel. Entdo temos 0s seggifatos:

a) Dgh(p)T (B4 10g(P) = (89T (C) s+ (1/y) = 6/ >0, e
Og(pP) " (B)~"0w(p*) = —(1/y¥) < 0. Onded* = (1+ ()T (C*) 's").
b) Og{(p)TdK = (1/y)(1—AK6%), e Ow(p*)Tdk = (1/y)(A

c) 0< AK <1, A = y*AK. Portanto,0y(p*)TdK < 0.

9 ﬁ_
d) 0> Ogh(p*)Tds = —A56 > —1, Dy(p)Tdl = A,
e) Defina
Og*(p)"d Oy(p)Tdf
PL= "k € P2 T ootk
Og“(p*)"dg Oy(p“)'d

Entdopk >0, p5k >0e A = p§—pk>o0.

Demonstracdo.a) Segue diretamente da Hipotese 6.1.
b) Da primeira equacéo (6.1), temos que

dg = —(B) M (Op(p) +A50g"(p)), (6.4)
0 que implica
Ogf(p)Tdy = —DOg (p)"(B) (O (p*) +A¢0g ("))
= 1/ Ak8/yF = 1/yF(1-Ak8).
De (6.4) também temos

Og((pTdy = —Og(p*)" (B 0w (p*) — A§Dw(p*)T (B*) 10g*(p")
= L/ A8(-1/Y = —(1/¥)(1-AH
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Isto completa a prova dé&b). (c) Usando (b) e a segunda equacéo de (6.1) obtemos
k

A . .
(1/y9)(1— AK6K) = Og*(p*)TdK = —)\—‘I’(gk(pk). Combinando estas igualdades, reordenando
a expressao resultante e usando a Hipotese 6.1 obtemos

AK <—% + ek/yk) =1/y*>0. (6.5)

Como(pX,AX) é uma iteragdio NFDA fortemente viaveB&/y¥ > 0, as duas expressdes entre
parénteses sdo estritamente positivas, 0 que garantdkgre0. Agora usamos a primeira
equacao (6.2) para escrever

df = —A5(B)*0g"(p"), (6.6)

0 que implica

Og*(p) Tl = —A50g (p) " (BX) *0g"(p) = —Af(6%/9). (6.7)
Da segunda equacéao (6.2), temos:

Apd (P
ng(pk)TdE = —1 T

Combinando as duas ultimas expressdes temos

K/ ~K
Ak <ek/yk— DQA(kp >) —1 6.8)

Esta igualdade, junto com (6.5), impliag/)\g — K. Para finalizar a prova de (c), precisamos
mostrar que\X < 1. O dltimo fato e (b) garante diretamentey(p*)Td¥ < 0. Por (6.8) e o fato
de que)\'g/)\!; — y, podemos escrever

1
=A< <1 (6.9)
P Y e
2K
onde usamo8k = 1+ yX(s9T(CK)~1s¢ > 1 e o fato de qué — ng ) S g >1,

0 que implica
0<Afe*<1. (6.10)
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Portanto a prova esta completa. Note gijgA X = < e (6.7) leva a]g"(pk)TdE = —Ak6k o
qual é a primeira igualdade em (d). Usando agora (6.10) aisterh < Dg"(pk)TdE < 0. Para
finalizar a prova de (d), use (6.6) e (a) para escrever

>
$|m7\—
I
>
Qx

Dy (p)Tdf = —As0@(p)T (BY) *0g(p*) =

Para provar (e), usam@b) e (d) para obter

«_ (1/¥9(1-246) 1( 1 1)

= YL, :W Akgk

c 171
AV

Portantop'l‘ > 0 por (6.10). Também obtemos que
A = p&— pk > 0do fato de qued = (1+ y¥(s)T(C) 1) > 1

De fato, o Ultimo mantém-se pela Hipétese 6.1 e do fato dest#e0. Entdo a prova é com-
pletada. O

O seguinte lema mostra que se o parametro de deflek@limitado, entda é uma
direcéo de descida paga

Lema 6.3. Fixe & € (0,1) e assuma as mesmas hipéteses do lema 6.2. Sejad + p*d,
. - - Ow(p*)"dk

ondepk >0, e & e K sdo solucdes dos sistemas (6.1) e (6.2)0 8k < (§ —1)—/——~2_—9
0 ok e d ¢ (6.1) e (6.20 S < (¢ )Dw(pk)TdE

entdoDy(p*)TdX < 0, com = (VK Z).

Demonstracéo. Do Lema 6.2(d) temo@tp(pk)TdE = AX > 0. Agora segue-se facilmente de
(6.3). De fato,

Op(p9)TdC = O(p)Tds +pOw(p)Tds

k\T 4k
< Og(p9Tds + (& - DOg(pyTds 2HP) da

P Dy(p)Tds
= O@(P9TdE + (& —1)0p(p")Tdk
= E0y(p"TdE <o,
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onde usamos o Lema 6.2(c) na ultima desigualdade. O

O NFDA minimiza fungfes convexas ndo diferenciaveis cugoguntos de nivel séo limi-
tados. Nossa fungcéo convexdd, em geral, ndo satisfaz esta propriedade. Portanto, untrod
ziremos aqui uma estratégia para escolher direcdes adexjpach a funcéo convexeH que
temos. Precisamos impor uma condicédo adicional & dird4sto é,d* deve ser uma direcéo
de descida parg’, ou seja

Ogk(vk, 2)Tdk < 0. (6.11)

Além disso, em cada iteragéo, queremos uma dird€@mie pertenca ao interior do cone,
definido na iteracdk com iteratop = (vK, ) e R(™Y*1 como segue:

K(p¥) = {de R™xR/d"0Og"(p*) < 0ed Oy(p¥) <0} (6.12)

Apresenta-se algumas condicdes para o parametro de reflextictal maneira que a dire-
¢&o de buscd = dX + pkd['_‘; encontra-se sempre no cokép®). O seguinte lema mostra que
a condicdo (6.11) mantém-se sempre glie- p'l‘.

Lema 6.4. Assuma que toda condigéo do Lema 6.2 mantém-se e $ejadff +pkdg, onde
(d5)"0g"(P)

k
= pg, COM
(di)TOg(pd)

pk>0ed e dé resolvem os sistemas (6.1) e (6.2). @e> —

Pk = (VK Z) entdo (6.11) mantém-se.

Demonstracdo.Temos que
(d)"Og*(p) = (diy)TOg (") + p(ds) T Og“(p*) < 0
se, e somente g&(dj5) " 0g*(p*) < —(dg) " Og*(p"). Pelo Lema 6.2(d) temos qe) " Dg(p') <

(da)"0g ()

0 e portanto, a desigualdade acima é equivaleptesa —
(ds)<Ogk(p¥)

, como desejado. [

Em seguida mostraremos a existéncia do parametro de refdxao

Coroléario 6.1.1. Dadas as condicdes do Lema 6.2, 6.3 e 6.4, exiSte 0 tal que

(dg)TOW(P) _ i

k
— T <P < (1-¢ )(d'[;)TDw(pk) < p3.

Consequentemente, dafio’, A¥) uma iteracdo NFDA fortemente viavel, exigte> 0 tal que

d* = df + pdfs € K(p").
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Demonstracdo. O fato dep® poder ser escolhido ent;cdf e p§ segue do Lema 6.2(e). Se
p¥ também verifica a desigualdade restante, edt&o K (pX) como resultado do Lema 6.3 e
6.4. ]

Comentario 6.1Sob as hipétese do Lema 6.2, temos ,qu‘Jg p'z‘. Portanto, como demonstrado
acima, existé€X ¢ (0,1) tal que

P < (1—&¥)pk < pk. (6.13)
Na andlise de convergéncia, escolhe-se o paramétasado no Coroléario 6.1.1 de forma que
pk = (1—£¥)pk com

k k
e (30-Eh Ja-%)) com. 614

A seguinte proposicdo mostra que todo ponto NFDA fortemeidiee| fornece um ponto
NFDA fortemente viavel.

Proposicéo 6.1.Mantém-se as hipoteses e notacdes dos Lemas 6.2, 6.3, 6arelar® 6.1.1.
Fixado qualquer t> 0 e assumindo que = (pX,A%) = ((VX,Z).AX) é uma iteragio NFDA
fortemente viavel, e int(epi(—H)), entaoft = (p*+td*, A¥+td), onde §f = Ag +p Af,
€ uma iteracdo NFDA fortemente viavel.

Demonstracdo. A escolha depK fica clara considerando-se o Lema 6.2(c) e do fato de que
AKX >0, tem-seAk +td¥ > 0. Portanto s6 precisamos mostrar qfiep* +td¥) < 0. Denote

dk = (dk,d¥). Assimdk e dX s&o av e zcomponentes € e lembrando quek = Dy (p*)Tdk <

0. Uma vez quep® € int(epi(—H)) temos

—H(V" <z (6.15)
Pelo Corolério 6.1.1 temos quigg*(p¥)TdX < 0 e assim obtemos

0> 0% (p*)Td = () Tk + (—1)d = ()T d — Oy (p*)T . (6.16)

De (6.15) e (6.16) e da definicéo gepodemos escrever

(P +tdd) = g(v¥4tdK, ZX+tdk) = —H(VK) +t () Tdl — 2 —tdk
= —H(V) —Z+t((s9"dy — Dy(p)"d") <0,
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portantog®(p+td¥) < 0 e concluimos qué é NFDA fortemente viavel. O

Definiremos agora o que é um passo NFDA e o passo DSG.

Definicdo 6.2.Seja de R™™! x R, p como no Corolario 6.1.1, &4 e Ag solugoes dos sistemas
(6.1) e (6.2). Definad= Ay + pAg. Entdo o passo NFDA a partir dg= (p,A) = ((v,2),A)
é definido como

1= (p+td,A +1td,), (6.17)

onde t> 0.

Definicdo 6.3.Dadov = (u,c) € R™x R,;. Seja A eg como na definicdo 1.25 e x como
no Corolério 1.5.1. Defina a dire¢dopdc = (Af(X),—(1+ a)o(f(x))), ondea > 0. Seja
m=((v,z),u). O passo DSG a partir dév,z) com r> 0 é dado por

(7,2) = (V1 (AF(X), —(1+a)a((x))),2), comze (—H (), —H(v)).

Entdo o passo completo DSG € dado por

Comentario 6.2Note queA é alterado no passo NFDA mas é mantido fixo no passo DSG.

Comentario 6.3 Como uma consequéncia da Proposicdo 5.1(), temos que
—Hie1 = —H (UL ) <« —H = —H (U, c¥). Portanto, pela escolha des (—Hy1, —Hy)
devemos tef (U<, <1, z) € int(epi(—H)), isto &,(VX, Z) + dpsc € int(epi(—H)).

Para gerais iteragdes, iniciamos em um pontanb@pi(—H)) e desejamos que o iterato
seguinte também seja um ponto interior. Se comeg¢amos comouito PIFDA fortemente
viavel (v,z A) tal que(v, z) € int(epi(—H)) o passo NFDA gera um ponfo= (\7,2,5\) NFDA
fortemente viavel, mas ndo garante que o novo ponto peri@mga (epi(—H)). Entdo se
(v,2) ¢ int(—H), voltamos ao passo original e fazemos um passo do subgradiefietivo
(DSG), isto €, obtemos um pont = ((v,z) + dpsg A ), ondedpsc é a diregcdo DSG o qual
garante quév, z) +dpsc € int(epi(H)) e portanto realizamos novamente o passo NFDA a partir
de iT. Na seguinte se¢do apresenta-se o passo IED.



73

6.1.1 O passodo IED

Suponha que no passo do IED temos um paite: (vK, ) e int(epi(—H)), comAk > 0,
o qual é um ponto NFDA fortemente vidvel e uma iteraggie X (v¥) tal quef (x) £ 0. Entéio
escolhemos uma direcat = df + p“ds ondeds e d s&o solucdes dos sistemas 6.1 e 6.2
e o parametro de deflexf@* é tomado como no Corolério 6.1.1 tal qd&e K(p¥). Logo,
escolhemos o comprimento de passo da seguinte maneira
-4 (VTS
—O(p)Td<" —Dy(pH)kdk

ondeno > 0 e —H sdo parametros fixos,t& > H comH solucdo dual. Entdo produz-se um

tX = max{no, I3 (6.18)

ponto auxiliar
A= (BKAK) = (Y Wk AK) = (V22K +t4(d¥, o), ondedf =A%+ p*Ak,

que é NFDA fortemente viavel, e declaramos 0 indice da iteracdo nula. Dai, calculamos
R e X(y¥). Sef (%) =0, entdo pelo Teorema 1.17 os ponyb® X< séo solucdes dos problema
dual e primal, respectivamente e entdo paramos . Isto éviorite parada do métod&D. Se
f(xXX) # 0 ewk > —H(y¥) dizemos que o passo € atingido, declaramos este passc€nina
nova iteracao sera

(pk+1,)\k+1> _ (vk+17zk+17)\k+l> _ (yk,\/\)(,}\k>, Xk+l _ )'zk7

fazemosk = k+ 1 (veja figura 6.1) e voltamos a passo k. Caso contrariasg —H (y*),
dizemos que o passo néo é atingido e declaramos estermpdesdantemos fixo e fazemos
i =i+ 1. Realiza-se o passo DSG com uma direg§gs a partir do pontgX tal como se mostra
na figura 6.2, para obtermos entéo o ponto

T— (ﬁk,i,)\k) _ (Ok’i,ik’i,)\k),
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2k

—H,

g(v,z) =0

vk = (uk cb)

Figura 6.1: Passo sério do Método IED

Calculamosd® € X(vk!). Se f(%) = 0, novamente aplicamos o Teorema 1.17 e paramos.
Casos contrario calcule

2 e (“H(I),~H(Y)

e tome a nova iteracad = VM, & = xK = i e volte ao passo k.

ki

N\ -
us,c ) passo D\f v

Figura 6.2: Passo nulo e a direg@issc
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Explicado o passo principal, descrevemos agora o algoti&bo

6.2 OALGORITMO DE DIRECOES INTERIORES AO EPI-
GRAFO

Escolhano € (0,1), H > H comH valor 6timo do problema dual, uma matriz simétrica A e
uma fungdo aumentada Tome a sequéncigax} C R, de nimeros positivos e uma sequéncia
{BX} de matrizes definidas positivas como nas hipéteses 6.1 e 6.2.

Passo (Fixeu® € R™, c® > 0 eAg > 0. Sejav® = (u°, V), 22 > —H(v°). Tome
x0 € X(v9) tal quef (x°) # 0. Sejak =0

Passo kSejapk = (VK,Z) e int(epi(—H)), Ak > 0 ex* € X(vK), tal quef (x) # 0. Calcule
s¢ como Coroléario 1.5.1.

K resolvendo os sistemas

B

(6.1) e (6.2). Calcul@k, pk como no Corolario 6.1.1 e a dire¢éo de busca

Passo k.1Sejai = 0. Dado(p¥,A¥), encontred, dg, A5 e

d* = dg + p"dg,

ondep¥ < pX = (1— &K)pk < pX, com &K como no comentério 6.2. Calcule agora

0 comprimento de passo como

o { 2+ H (VTS }
—Og(vK Z)Td< —Og(vk,Z)Td¥

Passo k.2Calcule o ponto auxiliap= (y, wK) = pk+tXd¥. Encontre
R e X(y¥). Sef (%) =0, pare. Sejamtk = < e vk =y,

Passo k.3.gPasso sério) Sg¢ € int(epi(q)) entdoptt = pk, x<t1 = 2K,
A= At A+ pAAf) = AK k=k+1eirao passok.3.a

Passo k.3.(Passo Nulo) Fage= i + 1. Escolhas, > 0 como no passo 2 do
algoritmo DSG no capitulo 5. Calcule um novo pontamtde pi(—H))

realizando o passo DSG a partir pe

G = Uk KA (XK));
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& = — (L +ap) o (F(x))
Pk — (gl @i,
Encontrex®! € X (7). Sef (%) = 0, pare. Caso contrario, calculeH (7%)
e tomezZ®' tal que—H (VK") < 1 < —H(VX). Seja
ok — (ki i):
X — i

va para o passo k.

Comentario 6.4Mencionamos que quando o contadlérincrementado em cada passo nulo o
contadork para o passo sério é mantido constami& ado é atualizado.

6.2.1 Diagrama de fluxo do Método IED

Passo sério  Comear

Seja 1M1= yF A,
J S oF € X(Vk), f(ﬂ?k) 74 0 o
k1 _ §k =
| =
k=k+1 o
i) #0 PussoN F DA (i) #0 PassoDSG 7
i ©
(o o) e intlepil-H)) 4 = (o) € X)) (v, ") ¢ intlepi(-H)) /" i+ 1 calele \ Ay
P20 lm k EX( )
//Q
2
fith=0 ) 21
P Calcule -H(i*)
arar Tome 2* € (~H(#*),-H(/'))
A Al
o i

Figura 6.3: Diagrama de fluxo do Método IED
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6.3 CONVERGENCIA DO METODO IED

Nesta sec&o mostraremos que todo ponto de acumulacio dnsieduxX} gerada pelo
algoritmo IED é solucédo do probleniB). Para isto, considera-se primeiramente o caso em que
IED gera um namero finitéy de passos sérios e um numero fingale passos nulos. Neste
caso, o pontak¢ seré solucao deP). Depois, considera-se o caso em que temos infinitos passos
nulos e um namero finito de passos sérios. A convergéncia nasb é garantida pelo DSG.
Para 0 caso em que ocorrem infinitos passos sérios, mogiraregero que as sequéncigsi}

e {Z} séo decrescentes e ambas convergem para a solucéo do disalgiida, mostra-se que
se a sequénci@f"} converge a zero entd — 0. Finalmente, mostra-se que todo ponto de
acumulac&o déx} é viavel.

Para mostrar a convergéncia do método IED, precisamos dagegipotese.

Hipotese 6.2Para qualquek € N, existem numeros positivag e o, tais que
allv|]> <vT(CYTv <|lv|?02, Vv eR"

Teorema 6.1.Se o algoritmo para em um passo série kg e um passo nulo ig entdo %o é
uma soluc&o d¢P) e v é uma solucéo dual.

Demonstracdo.Caso IED pare erk = ky ei = ig, iSto acontecera no pask§2 oukg3.b. Em
ambos 0s casos temos qiiek©) = 0 comx e X(vk0). Pelo Teorema 1.17 temos qué é
uma solucéo primal € é uma solucéo dual. O

A prova do seguinte resultado € uma consequéncia diretaaterna 5.4.

Teorema 6.2. Assuma que o problema dual tenha solucdo e que o comprimerntasso no
algoritmo DSG satisfaz (5.9). Se para algugifixo o método fornece infinitos passos nulos,
entdo temos que cada ponto de acumulagio da sequéncia diftp4} ¢ uma solucéo deP).
Além disso, a sequéncia das variaveis dfai%'} converge a solugéo dual.

Para o analise em que temos infinitos passos sérios, comezao®m alguns lemas sim-
ples. Lembre-se que para uma dire¢do ddda ((u,c),z) € R"! x R, podemos denotar
d, = Oy(v,2)"td. O seguinte lema mostra que a sequéred gerada pelo algortimo IED

€ uma sequéncia decrescente.

Lema 6.5. Suponha que na iteracdo k tenhamos um passo sério e dendteps e (Vk+1 Z1)
os correspondentes iterados consecutivos. Denote pef H(vX) e H, 1 = H(V<™T). Temos
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que
> —Hg> 72 > —Hie.

Demonstracdo.Do passo k.2 e k.3 temos

Zk+1 o Zk _ DL,U(Vk, Zk)T(pk+1 o pk) _ tle,U(Vk, Zk)t(dk> _ tkdlz(

Escolhendg® como no Corolario 6.1.1, temos quip(vK, 2)Tdk = d¥ < 0. Comot* > 0,
conclui-se queX > Z*1. Desde quévX, Z) c int(epi(—H)) para toddk, temos queX > —Hy.
Para completar a prova, use (6.18) para escrever

Z+H Z+ Hy
k
tz{—mww&zkﬁdk}z Y

onde usa-se o fato qu& > Hy. Reorganizando a express@g obtemos
—Hy > X+ tidk = 2L
Assim
> —H> 72" > —He
onde a Ultima desigualdade segue-se do fata(gliet, 1) e int(epi(—H)). O

O seguinte resultado mostra que a sequéncia dual geradalgetdmo IED converge a

solugéo dual.
Teorema 6.3.Se a sequénci@pX}xen € int(epi(—H)) gerada pelo IED é infinito, ent&o os

seguintes resultados valem:

1. As sequéncia—Hy}ken € {Z}ker SA0 decrescentes e convergel a

A

2. H=H.

3. lim (VT =0.

k—00

Demonstracéo. Pelo lema 6.5 sabemos qgie-Hylen € {ZX}ken S0 decrescentes. Como
estas sequéncias sdo limitadas inferiormentedr entdo elas convergem. Elas também tém

0 mesmo limitel uma vez que
0 < ZK4 Hy < 2¢— 21 = —tkdX,

e o lado direito tende a zero. Como ambas séo limitados anfeente por—I—T, seus limites
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comunsl verificamL > —H. Usando agora (6.18) temos

0= lim —d&* > lim 2+ H > lim ZX+H,=0,
K—s00 k— o0

=
k—o0

o que implicaL = —H. De outro modo, obtemosH = L > —H. Uma vez que-H < —H,

conclui-se quéd = H. Isto prova as duas primeiras afirmacgdes. Use agora (6.i8Eperever

0= lim —d&* > lim | (V)T |> 0,
k—o0 k—o0
0 que conclui a prova. O

Antes de mostrar que todo ponto de acumulagda sequénciéx<} gerada pelo algortimo

IED é viavel mostraremos o seguinte lema.

Lema 6.6. Seja{&*}en C (0,1) a sequéncia gerada pelo Passo k.1 cpln= (1— &K)pk.
Assuma também que a sequénff&}xcy € dada como no comentario 6.1. ?m k=0,
—00

entdolim s = 0.
k—s00

Demonstracdo.Do Comentario 6.1, temos que

K
Portanto, se linfk = 0, entdo Iimp—lk —1=0.
k—s00 k—o0 p2

1 1 1 1

k k
pi=—(——-1)eps=—(=--1).
1 ak()\lc(rek ) 2 ak()\lc(r )

Sabemos que

Seja
(g
ok — P_{ 1 B \Ag6X 1
P2 i(i_l)
ax \ Ak
1
I
Y-
1
ObtemosHX = .Como 1- AX € (0,1) e p* — 0 temos que

lim 6% = 1.

k—00
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Entao lim{1+ (9T (C*~1s* = 1} 0 que implica
—y00

lim (89T (C*) 1= 0.

k— o0
Pela Hipotese 6.2 temos que list) = 0. O
—00

A proposicdo seguinte mostra que todo ponto de acumubadacsequéncigx¥} gerada
pelo algoritmo IED é viavel.

Proposicao 6.2.Assuma que IED realiza infinitos passos sérios. Sejm ponto de acumula-

¢Ao da sequénciéx<},n gerada pelo algoritmo. Entéo(k) = O.

Demonstracéo. Se IED realiza infinitos passos sérios entdo temosf@ue + 0, para todo
k € N. Com a notacéo do Lema 6.5, temos que

ZH K —tkdk <0 (6.19)

Pelo Lema 6.5 a sequéndid} ey converge. Tomando limites em ambos lados da (6.19),
obtemos lim_..,t“d = 0. A definicdo detX no Passo k.1 implica qué& > ng e, portanto,
conclui-se que li,. d¥ = 0. Por definicdo de, temos

df = di,+ pkd,,
k

d
ondepk = (1—&¥)p5 = (1—&K) [ﬁ

. Combinando as duas ultimas expressdes obtemos

k

d
df = d,+ pAdfs, = df, + (1— &%) [_g’f d}‘;z] = gkd,
Bz

Isto implica que lim_,.,dX = lim_,, EXdX, = 0. Como {&K} é limitada entdo conlui-se da
(ltima express&o quedX,} ¢ limitada. Portanto existem subsequéndid§} e {ds,) tais que
Iimkﬁmf"i =¢&e Iimkﬁ00 dlg,jz = dgz. Entdo obtemos qué = 0 oudy; = 0. Considere agora

dois casos:

Caso 1: ) lim&Xi = 0. Neste caso, pelo lema 6.6 obtemos que
j—ro

lim & = lim (Af(xK), —a(f(x))) = 0.

Kj—o0 Kj—o0

Entéo tem-se limo(f(X1)) = 0 e pela continuidade de temoso( lim f(x)) =0, 0
j—e e
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que implicakj&rp0 f(xki) = 0 e portanto o ponto de acumulagéeerifica f (x) = 0.
Caso 2: ling 0 dlg,iz = 0. Usando agora lema 6.1 obtemos
di, < —(d¥HTBkdY < o.
Como o lado esquerdo tende a zero, er;(tjziom(ﬂﬁﬁ)TBkidg‘ = 0 e pela Hipotese 6.2

temos
(6.20)

. ki
lim d, =0.
kj—>0°

Usando também a primeira igualdade da equagéo (6.1) temos

) ) qT
R™1xR50= lim BYdY = lim [_Aglski,m o, —1,
Kj—o0 Kj—o0

0 que implica que lim\igi =0 eklim A5 — 1 e entdo obtemos que sequénis4 }
jvoo jroo

cumpre lims"i = 0. Entéo, de acordo com o caso 1, conclui-se f{ié = 0.
j—roo

Antes de estabelecer o resultado final da convergéncia dmméirecisamos de um lema que

caracteriza a otimilidade primal.
O

Lema 6.7. Assuma que |IED realiza infinitos passos sérios. Sejm ponto de acumulacdo da
sequéncigd X} xen gerada pelo algoritmo IED. Ent&o os seguintes itens sdovedgites:

(a) lim (s9Tvk=o0.

k—o0

(b) x & uma solucao primal.

Demonstrag&o.O fato dex € X(v¥) implica que
H ky f k k f kyy Af ky K
(V) = ol +ca(f () — (Af(), ) 6.21)
= fo(X) + (s Tvk.

Assuma quéa) valha. Tomando limites na igualdade acima e usando o fatoel@eg|caso

de passos sérios devemosttet= limy_.., H(v¥), obtemos

H = fo(X)

Uma vez quex é viavel pela Proposicao 6.2, a igualdade acima implicaxgéi@ma solucéo
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primal. Para a prova inversa, assuma géesolucao primal. Neste caso devemos ter

0= fo(X)—H = lim fo(X) —H(vK) = lim (86T vk,

k—00
o qual implica em(a). O

O seguinte teorema mostra que todo ponto de acumulagéo dénséafx<} gerada pelo
algoritmo IED € uma solugé&o do problertf).

Teorema 6.4.Assuma que |IED realiza infinitos passos sérios. ejm ponto de acumulacao
da sequéncigx<}x.n gerada pelo algoritmo IED. Ent& resolve(P).

Demonstracdo.A demonstracéo segue-se do Lema (6.7) e do Teorema 6.3. O
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7 RESULTADOS NUMERICOS

O algoritmo proposto foi implementado em Matlab 7.10.0s&er(R2010a) e usando um
microcomputador Intel(R) core(TM) i7 de 3.4 GHz com 8.00 GBRAM. Para verificar a con-
fiabilidade do método resolvem-se alguns problemas epsaie [11], os quais sdo amplamente
utilizados para testar novos algoritmos. Para a solucédaildprgblema originado pela duali-
dade, emprega-se as rotinas fminsearch do Matlab que si& Imasenétodo Nelder-Mead e
também o algoritmo SolvOpt desenvolvido por Schor [12] paoblemas ndo-diferenciaveis.
No final deste capitulo apresentaremos o Kissing Numbei&trob os resultados obtidos pelo
IED e também por outros métodos ja existentes.

7.1 PROBLEMAS TESTE

PQR-T1-7
Dimenséao 3

Funcao objetivo f = —Xx3XoX3
Restricdes 01 = X2 +2x5 + 4x5 — 48

Ponto inicial Xx=-5111
Ponto 6timo X*=1[4 28284 2



SQR-P1-1
Dimensao

Funcéao objetivo

Restricbes

Ponto inicial
Ponto 6timo

GOQR-P1-1
Dimenséao
Funcéao objetivo

Restrices

Ponto inicial
Ponto 6timo

84

2
a=1[881010101012121212 14141416 16 16 18 18 20 20 20 22
22222424 242626262828 303030323234363638384042
b=[.49.49.48.47 .48 .47 .46 .46 .45 .43.45 .43.43 .44 .43 .43 .46 .45
A42.42 .43.41.41.40.42.40.40.41.40.41.41.40.40040.38

.41.40.40.41.38.40.40.39.39
44

f(x) = izi(bi — X1 — (0.49—x1)exp —xo(a; — 8))?
f1(x) = max—0.49%; + x1x2 + 0.09, 0)

fo(x) = max0.4 — xg,0)

f3(x) = max —4— xp,0)

X0 =1[0 0

x* =[0.41995 128485

2
f(x) = —75.196+ 3.811%; + 0.002056 %; — 1.034% — 5x] + 6.8306;
—0.030234%2 + 1.28134 — 3xpx2 + 2.2662 — Txix2 — 0.25645¢
+0.00346043 — 1.35148 — 5x3 + 28.106/ (X2 + 1) + 5.237% — 6x3%3
+6.3e— 8X5x3 — 7e— 10x3%3 — 3.405e — 4x1 %5 + 1.6638 — 6x1X3
+2.8673xP(0.0005¢ %) — 3.52568 — 5x3xp — 0.126942

f1 = max(—xx2 + 700,0)

fo = max —xz +x/125 0)

f3 = max —(xo — 50)? + 5(x; — 55),0)

f4 = max—xq,0)

fs = maxx, — 75,0)

fs = max —x2,0)

f —7=maxx2 — 65,0)

X0 =[90 10

x* = [13.5501 5166018



QOQR-P1-1
Dimensao
Funcéao objetivo
Restricbes

Ponto inicial
Ponto 6timo

GLR-P1-1
Dimensao

Funcéo objetivo

Restrices

Ponto inicial
Ponto 6timo

QQR-P1-2
Dimenséao
Funcéo objetivo
Restrices

Ponto inicial
Ponto 6timo
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3
f(X) = 4x8 4 263 + 234 — 33xq + 16xp — 24x3
f1(X) = 3% — 23— 7

fa(X) = 4xg — x5 — 11

x=[000

x* =[5.32677 —2.11899 321044

3
f(x) = —32.174(25909( (X1 + X2 + X3+ 0.03) /(0.09x; + X2 + X3+ 0.03))
+28009( (X2 + X3+ 0.03) /(0.07x2 4+ X3+ 0.03))
+29009g((x3+0.03)/(0.13x3+ 0.03)))
f1(x) = abgx1 +x2+x3 —1)
f2(x) = maxmax[xy —1 —xq)),0)
f3(x) = maxmax[x2—1 —xy|),0)
(x) = maxmax[x3—1 —x3]),0)
Xo = [0.7 0.2 0]
x* =[0.617813 0328202 0053985

f4X

3
(

f(X) = 1000— X2 — 2X5 — X3 — X1 X2 — X1X3

_.,
N
X
I
e
+
B
+
3
I
N
(6]

x* =[3.51212 021699 355217



PPR-P1-2
Dimensao
Funcéao objetivo
Restricbes

Ponto inicial
Ponto 6timo

LGR-P1-1
Dimenséo 3
Funcéao objetivo
Restrices

Ponto inicial
Ponto 6timo

GOQR-T1-5
Dimenséao
Funcéao objetivo
Restrices

Ponto inicial
Ponto 6timo

f(X) = 5x1 +50000'x1 + 202 + 72000/ x2 + 10x3 + 144000'%3
f1(X) = max —1+4/x1 4+ 32/x2 4+ 120/x3,0)
=max1le—5—x3,0)

=max1le—5—xp,0)

fa(X) = maxle—5—x3,0);

xo=[111

X* =[10873472 8512614 20432471

f(X) = 0.2x3 — 0.8x1

X*=10.18412 120216 332732

3
f(X) =10g(x3) — %2
f1(x) = X3 +x5— 4
fo(X) =x3—1—%2
xo=[111

x* =10 17321 1



PPR-P1-3

Dimensao

Restricbes

Ponto inicial
Ponto 6timo

LPR-P1-1
Dimensao
Funcéo objetivo
Restricbes

Ponto inicial
Ponto 6timo

4

f(X) = xaXa(X1 + X2 + X3) +X3
g(X) = 25— X1X2X3X4

f1(x) = maxg,0)

fo(X) = X2 + X2 + X2 + X3 — 40
f3(X) = max1—xq,0)

f4(X) = maxxy — 5, 0)

f5(x) = max1—xp,0)

fs(X) = maxxz —5,0)

f7(X) = max1—x3,0

(

fo(X) = max1—x4(x),0)
f10(X) = maxxs — 5,0)
x=51111

x* =[1 47430 38211 13794

4
f(X) = 14X +Xo + X3+ Xa

*=[1934071 1795475 1850186 1687062

87
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PGR-P1-3

Dimenséo 5

Func&o objetivo f(X) = (x1 —1)2+ (xg —X%2)?+ (X3 — 1)%+ (x4 — 1)* + (x5 — 1)®
Restricdes f1(X) = X2x4 + Sin(Xq — X5) — 2v/2

(
fo(X) = Xo + X4x3 — 8 — /2
Ponto inicial x=[00000Q
Ponto 6timo x*=[1.1662 11821 13803 15060 06109

7.1.1 Resultados Obhtidos

A tabela 7.1 fornece os parametros usados pelo método D@OGgswlver os problemas
teste propostos aqui. Para o método IED, usamos a mesmanapgao inicial,xg, Co, € Ug
usado pelo DSG, e os parametrBs; |, A = 0.5, T = 10 % ey dado aleatoriamente, em cada
problema.

Para resolver o subproblema nos passos k.2 e k.3.b do atgdi#D usamos a rotina fminse-
arch do Matlab que se baseia no método Nelder-Mead e tambkgordrao de Shor conhecido

como SolvOpt.

Em cada problema substituimos a restricdo de desigualdeafierda
g(x) <0,
pela restricdo equivalente de igualdade n&o suave

max{g(x),0} =0,

de tal forma que todo problema com restri¢cdes de desiguaklaidnsformado em um problema

com restricdo de igualdade.

Os problemas teste resolvidos pelo IED foram extraido dektéoBwittkowiski [11]. Na
secao 7.2, apresentaremos varias formulacdes do bem abmKegsing Number Problem que
também séo resolvidos pelo IED como mostrado.

Procedemos os experimentos numéricos considerando os :Cigsd = 1, isto €, empre-
gando uma lagrangeana aumentadéij eA = 0, isto é, empregando apenas uma funcéo de
penalidade. Sob cada caso informamos o numero de iteragde8raero de vezes que a fun-
¢ao dual foi calculada pelos métodos fminsearch e SolvOptados em que uma solu¢cao nem
sempre pode ser encontrada seréo indicadas por um trac@rn/@tesnos que os problemas
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Problema X0 Co Uog H ¢ a o
PQR-T1-7 —(5,5,5) 1.5 (1,1,1,1,1,1,1) 0 10 1 01
SQR-P1-1  (0,0) 0.2 (0,0,0) 2 5 1 01
GQR-P1-1  (90,10) 1 (1,1,1,1,1,1,1) 0 5 1 01
QQR-P1-1  (0,0,0) 0.1 (1,1) 0 5 1 Q1
GLR-P1-1 (0,0,0) 50 (0,0,0,0) —20000 10000 1 &
QQR-P1-2 (2,2,2) 0.1 (1,1,1,1,1) 1000 5 1 01
PPR-P1-2 (1,1,1) 0.1 (1,1,1,1) 10000 200 1 @
LGR-P1-1  (1,1,1) 0.1 (0,0,0,0,0,0,0,0) 1 2 1 a1
PPR-P1-3 (5,5,5,5) 05 (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 20 5 1 01
LPR-P1-1 (1,1,1,1) 1 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 1000 50000 1 a
PGR-P1-3 (0,0,0,0,0) 0.0001 (0,0) 0.5 1 1 01
GQR-T1-5 (1,1,1) 1.5 (0,0) 2 20 1 01

Tabela 7.1: Parametros e pontos iniciais usados pelo mé&sdo

resolvidos pelo método SolvOpt quase sempre apresentanoreglresultados do que quando
resolvidos pelo método fmisearch. Para os problemas PQR-BDR-P1-1 e QQR-P1-1 (ta-
belas 7.2), QQR-P1-2 e LGR-P1-1 (tabela 7.3) e PRR-P1-3;RPR e GQR-T1-5 (tabela 7.4)
observamos que o método SolvOpt apresenta melhores cemiBaquanto que os problemas
GLR-P1-1 e PPR-P1-2 ndo puderem ser resolvidos por estelméto



PQR-T1-7 SQR-P1-1 GOR-P1-1 QQR-P1-1

o(.) fmin Solv fmin Solv fmin Solv fmin Solv

Nits n_ Nits nL Nits n_ Nits n_ Nits n_ Nits nL Nits nL Nits n_

12 - - - - 1 [668] 1 [463] 1 [ 775 - - 1 [1103] 2 | 808
.11 - - - - 1 |762| 1 | 527 - - - - 1 |1162| 2 | 887
Ve 4 |7861| 2 |2521| 1 |643| 1 |480| 1 | 334 | - - 1 |1193| 2 | 800
gl —1 1 |1764| 1 | 501 | 1 |638| 1 |447| 1 | 775| 1 | 437 | 1 |1311| 2 | 813
gl —1 1 |4774| 1 | 480 | 1 | 702| 1 |517| 1 | 775 - - 1 | 1429 2 | 767
Jymhle—1) | 1 | 446 | 1 | 232 | 1 |639| 1 |468| 1 | 486 | 1 |879| 2 |2035| 2 | 776
max(||.|l2,)-13) | 3 |2664| 1 | 559 | 1 |668| 1 |463| 1 |1084| 1 | 400| 1 |1084| 1 | 468
-2 7 | 4526 6 |[1655| 1 [ 660| 1 | 468| 1 | 577 | - - 4 [2605| 5 |1563
.11 3 14387 - - 1 | 762| 1 |504| 1 | 450 | - - 4 |3049| 5 |1581
Ve 2 3300 2 [1877| 1 |641| 1 | 475| 1 | 453 | - - 4 |3347| 5 |1712
elllz—1 1 | 645| 1 | 233 | 1 |683| 1 |447| 1 | 436 | 1 | 197 | 2 |1631| 3 | 1027
gl —1 1 | 473 | 1 | 231 | 1 |804| 1 |474| 1 | 436 | - - 2 | 2726 3 | 993
Jymehle —1) | 1 | 572 | 1 | 323 | 1 |[647| 1 | 474| 1 | 438 | 1 | 348| 2 |2101| 3 | 1188
max(||.|l2,)13) | 1 | 653 | 1 | 399 | 1 |660| 1 |468| 1 |445| 1 | 195| 2 |1548| 3 | 988

Tabela 7.2nis=numero de iteracdes, =numero de vezes que a funcao lagrangeana € calculada

06



GLR-P1-1 QQR-P1-2 PPR-P1-2 LGR-P1-1
o(.) fmin Solv fmin Solv fmin Solv fmin Solv

Nits nL Nits nL Nits n_ Nits n_ Nits nL Nits n_ Nits n_ Nits nL

12 3 [3129] - - - - - - 4 [2859] - - - - - -
.11 2 |1849| - - - - - - 4 | 2859 - - 5 | 4132 | 5 | 2189
V. |oo 2 |2165| - - - - - - 4 | 2726 - - 6 | 7428 | 3 | 1440
ellz—1 2 | 2394| - - 7 | 4564| 4 |1193| - - - - 5 | 2953 | 5 | 1495
elli—1 2 | 1550| - - 17 | 6550| 4 | 1797| - - - - 5 | 4793 | 5 | 1789
vym(elle —1) | 14 | 5500| - - 3 |2894| 4 |1572| - - - - 3 | 3318 | 3 | 1306
max(|.|[2,[-13) | 7 | 4564| - - 4 |2568| 4 |1297| 4 | 2649 - - 5 | 3466 | 6 | 2125

-2 3 [2753]| - - - - - - 5 | 3347 - - - - - -

.11 2 |1813| - - - - - - 5 |3347| - - - - - -
V. |oo 3 |2218| - - - - - - 5 |3370| - - 3 33841 3 |1473
ellz—1 3 | 2433| - - 2 | 1475| 4 |1895| - - - - 6 | 3432 | 6 | 1825
elli—1 2 | 1644| - - 2 |2285| 4 |1986| - - - - 6 | 5106 | 6 | 2340
ymehle —1) | 3 |2252| - - 2 |2637| 4 |2362| - - - - 3 | 3192 | 3 | 1296
max(||.|[2,[-13) | 7 | 4564| - - 3 |2135| 4 |1538| 5 |3394| - - 7 | 4599 | 7 | 2565

Tabela 7.3nis=numero de iteracdes, =numero de vezes que a funcao lagrangeana € calculada

T6



PPR-P1-3 LPR-P1-1 PGR-P1-3 GQR-T1-5
o(.) fmin Solv fmin Solv fmin Solv fmin Solv
Nits nL Nits n_ Nits ng Nits n_ Nits nL Nits nL Nits n_ Nits ng
N - - - - 8 [ 7621 8 [2805] 2 [4838] 8 |6468] - - - -
.12 - - - - 7 | 8107 | - - 3 |7014| 8 |5706| - - - -
VM. |oo - - - - 6 | 7794 | - - 3 | 6671 8 [5702| 1 | 726 | - -
gl — 1 5 | 4897 | 6 |2556| 8 | 6888 | - - 2 | 4500| 8 |6282| 6 |1387| 3 |1182
ellli—1 4 | 8824 | 4 |2772| 8 | 7828 | - - 3 | 7630| 8 |7216| 2 |1422| 3 | 1184
Jmeellle —1) | 5 | 22156/ 4 |6370| 6 | 7762 | 6 |3131| 3 |5972| 8 |5870| 1 | 934 | 2 | 757
max(|.|[2,].13) | 6 | 7090 | 7 |3270| 8 | 7479 2 | 4546| 8 |5256| - - - -
.12 - - - - 1 | 660 | 11 | 3920 3 |4462| 8 |6366| - - - -
INIE - - - - 9 |10061| 11 | 4273| 3 |6128| 3 |2132| - - - -
VM. |oo - - 3 14297 7 | 9329 | - - 3 [8151| 8 |[6733| 1 | 726 | - -
ellz—1 2 | 2090 | 4 |7669| 11 | 8837 | - - 2 | 3791| 8 |5969| 8 |1692| 3 | 962
ellli—1 2 | 3819 | 3 |[2384]| 9 | 9773 | - - 2 | 5578| 8 |8789| 2 |1433]| 3 | 1408
Jymeellle —1) | '3 |10319| 3 |3328| 7 |16579| 6 |3091| 2 |4817| 8 |8314| 1 | 939 | 2 | 888
max(|.|[2,]-13) | 2 | 4364 | 4 |3573| 11 | 9655 - 3 |4183| 8 |5250| - - - -

Tabela 7.4nis=numero de iteracder, =numero de vezes que a funcao lagrangeana € calculada
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Kn
2

6
12
24
40-44
72-78
126-134
240
306-364
10 500-554
11 582-870
12 840-1357

OO ~NO Ul WDNPREPS

Tabela 7.5: Alguns valores conhecidos e limitantes gara

7.2 APLICACAO

7.2.1 Kissing Number Problem

O Kissing Number Problem é definido como o numero de esferemaeque tocam outra
esfera central dada de mesmo raio, sem interse¢ao. O KiNaimd¢per Problem tenta encontrar
0 numero maximd, de esferas de raioc R, que simultaneamente tocam a uma esfera central

sem intersecodes.

O Kissing Number Problem pode ser formulado como um probb@imizacéo ndo convexo,
onde a distancia minima entre pares de centros das esferdsagqum a esfera central €RY

serd maximizado.

Assim, uma formulag&o possivel é:

max minlly' —y/ |
i#]

(P1)
IVI=1k=1...p

Aqui, y¥ € R" e, sem perda de generalidade, o raio das esferas é tomada ity O
menor valor dep para o qual o valor 6timo do problenjBl) € menor ou igual a 1 € nada mais
quekn. O problemaP1) tem na pratica um nimero muito grande de pontos estacisn@rio
gue faz com que a tarefa de enconkaiseja muito complicada mesmo para problemas com
pequenas dimensdes.

Tabela 7.5 fornece valores ja conhecidos para algumasgiatédo Kissing Number Problem
e também alguns limitantes para alguns caso em que nao sentdaoavalor exato dk,.
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Figura 7.1: Kissing Number Problem para dimenséo 3

Resolvemos o problem@1) usando o método IED e comparamos os resultados obtidos
com aqueles obtidos pelos métodos AUGPEN, DSG, Ipopt, ALBOQANCELOT ja existen-
tes e amplamente testados.

Os resultados numeéricos séo visualizados na tabela 7.&pgasenta os valores minimo, ma-
ximo e meédio obtido por cada método bem como a dimenséo dbkepras que foram resolvi-
dos 50 vezes cada.

Em cada iteracdo do método IED escolhemgps 0.5 e as componentes do vetgre RP
sdo geradas aleatoriamente entre 0 .2. 0 Ao invés de max;m@ﬂy‘ —yl||) usamos
i#]

min {—r_r;éi_n(”yi —yjH)]. Além disso, os paramétr@= |, no = 106 sdo usados em todos
i#]

os problemas. Para os termos de penalidade da lagrangeaeatada, escolhemas . ) =

exp(||.]]1) — 1 e como critério de parada usamos

Y =2, Pl =)l < 20°°.

Para resolver o subproblema empregamos SolvOpt [12].

Os resultados na tabela 7.6 mostram que o método IED é cdivipefiando comparado a
outros métodos ja consagrados.



Dimensao do problema

Valores min, max e a médio

n Método . L
|:p:| var. restr. min. max. média
33 1 IED 09759717 1.0514620  1.0385263
33 11 AUGPEN  1.0513841 1.0514622  1.0514485
2 33 11 DSG 1.0514112 1.0514622  1.0514497
[ ] 33 66 Ipopt 1.0514622 1.0514622  1.0514622
11 89 66 ALBOX  1.0514622 1.0514622  1.0514622
89 66  LANCELOT 1.0514656 1.0514656  1.0514656
36 12 IED 0.8825056 1.0514614  1.0279810
36 12 AUGPEN  1.0513831 1.0514622  1.0514451
2 36 12 DSG 1.0513618 1.0514622  1.0514446
[ ] 37 78 Ipopt 1.0514622 1.0514622  1.0514622
12 103 78 ALBOX  0.9463817 1.0514622  1.0451574
103 78 LANCELOT 0.9447856 1.0514656  1.0430604
39 3 IED 08677158 09564116  0.9374836
39 13 AUGPEN  0.9442759 0.9535789  0.9482584
2 39 13 DSG 0.9420563 0.9564074  0.9483538
[ ] 40 91 Ipopt 0.9443564 0.9564136  0.9508438
13 118 91 ALBOX  0.9281797 0.9564136  0.9488794
118 91  LANCELOT 0.9443516 0.9564099  0.9512710
92 23 IED 0.9625933 0.9918578  0.9813914
92 23 AUGPEN  0.9694194 0.9999848  0.9809890
4 92 23 DSG 09695109 0.9918115  0.9792563
[ ] 93 276 Ipopt 0.9709733 1.0000000  0.9850461
23 346 276 ALBOX  0.9723134 0.9999999  0.9862923
346 276 LANCELOT 0.9740944 0.9918568  0.9847650
9% 24 IED 0.9574948 0.9999860  0.9697619
96 24 AUGPEN  0.9539599 0.9999352  0.9724289
. 96 24 DSG 0.9582749 0.9999896  0.9723225
[ ] 97 300 Ipopt 0.9635972 1.0000000  0.9773164
24 373 300 ALBOX  0.9630174 0.9999999  0.9769849
373 300 LANCELOT 0.9580083 0.9828733  0.9751985
100 25 IED 08321989 0.9605343  0.9495874
100 25 AUGPEN  0.9483343 0.9613067  0.9558045
4 100 25 DSG 0.9467224 0.9616356  0.9458296
[ ] 101 325 Ipopt 09511129 0.9619604  0.9593897
25 401 325 ALBOX  0.9529038 0.9619429  0.9580977
401 325  LANCELOT 0.9465833 0.9619563  0.9574963
195 39 IED 09673393 0.9885168  0.9781089
195 39 AUGPEN  0.9702280 0.9877491  0.9796894
: 195 39 DSG 0.9698423  0.987433 0.9805071
[ ] 937 780 Ipopt 0.9826355 0.9949991  0.9888488
39 937 780 ALBOX  0.9758879 0.9926700  0.9879840
937 780  LANCELOT 0.9808159 0.9920876  0.9881179
200 20 IED 0.0605262 09819962  0.9702498
200 40 AUGPEN  0.9595603 0.9827173  0.9740579
5 200 40 DSG 0.9640701 0.9834953  0.9747307
[ ] 201 820 Ipopt 0.9726550 0.9923987  0.9842284
40 981 820 ALBOX 09750429 0.9883235  0.9817903
981 820  LANCELOT 0.9701958 0.9920282  0.9810864

Tabela 7.6: IED frente a AUGPEN, DSG, Ipopt, ALBOX, LANCELOT
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos o algoritmo IED desenvohad® minimizacéao de funcdes néo-
convexas e nao-diferenciaveis sujeitas a restricdes d@ddigde e/ou desigualdade. O método
utiliza dualidade lagrangeana cuja funcéo lagrangearsupagropriedade de dualidade forte,
isto é, os valores 6timos primais e duais séo iguais. Aptas®s também os resultados obtidos
pelo algoritmo IED quando aplicado a alguns problemas tedtaidos da literatura bem como
ao Kissing Number Problem, um problema desafiador que erascerstancias, envolve um

grande numero de variaveis.

Foi possivel ver que o algoritmo é eficiente, mas dependen@mte da solugdo do subproblema
gerado pela dualidade. Isto consiste em uma fraqueza dalgtds a solucdo de tal problema
depende por sua vez de outros algoritmos pré-existentes.

Acreditamos que o algoritmo possa ser melhorado com emplegécnicas eficientes para a
solucéo do subproblema mencionado e também com a criac&gme para escolha da matriz
B bem como escolhas apropriadas da marzda funcaar( . ).

Estes sdo o0s objetivos para trabalhos futuros.
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