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RESUMO

Neste trabalho estudamos o seguinte problema

u® + kv + a(z)u = f(zud), z€R,

u(x) =0, se |x|]— o0

onde k € R é uma constante, « : R — R e f : R? = R sdo funcdes Holder-continuas.
Além disso, assumimos as seguintes hipdteses sobre a funcgao f

(f1): f(zt,) =0 Vt<0 e V&, &cR.

t
(f2) : %in(l) f(xé’g) = 0 uniformemente.
_>
(f3) : Existe ¢ > 2 tal que lim f(@t8) = 0 uniformemente.
t—oo 41
(f4) : Existe © > 2 tal que
t
0<OF(xt¢) = / f(z,5,6)ds <tf(z,t,f) Vx,£e€R, e Vt>0. (1)
0

(f5) : Existem constantes positivas aj e ay tais que
F(zt.8) > ait® —ag V(zt,6) e R3 e Vit > 0. (2)

(fe) : A fungao t — M ¢ crescente para todo t > 0.

Nossa abordagem sera variacional, o que é dificultado pelo fato de f depender tam-
bém da derivada da solu¢ao. Para contornar essa dificuldade, adaptamos argumentos
de [4]. [5] e [9], que consistem resolver um problema variacional auxiliar através do
Teorema do Passo da Montanha e obter solucao para o problema original através de
um método iterativo.

Palavras-chave: Kolmogorov-Fischer, Swift-Hohenberg, Métodos Variacionais



ABSTRACT

In this work we study the problem

u” + kv + a(z)u = f(xuu), z €R, 3

u(z) — 0, if |z] — oo.

where k£ € R is a constant, o : R — R and f : R? — R are Holder-Continuous functions.
Besides, we assume that the function f satisfies the following hypothesis

(f1): fxt,§) =0 Vt<0 and Vx,&€R.

(f2) : lim W

t—0

(f3) : There exists g > 2 such that tlim f(z,t.8)

Soo  ta—l

(f1) : There exists © > 2 such that

= 0 uniformly.

= 0 uniformly.

t
0 < OF (,t6) = / f(2,58)ds < tf(at€) Vu,E€R, e V>0,  (4)
0
(f5) : There exist positive constants a; e ag such that
F(z,t,6) > a1t® —ay Y(x,t,&) € R3, vt > 0. (5)

(f6) : The function t — M is increasing for all ¢ > 0.
The method used is variational, and it is challenged by the fact that f depends on
the solution derivative. To overcome this problem, we use adapted arguments of [4]. [5]

and [9], that consists in solve a auxiliary variational problem using the Montain Pass

Theorem and recover the solute of the original problem using an iterative method.

Keywords: Kolmogorov-Fischer, Swift-Hohenberg, Variational Techniques
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Introducao

O estudo de equagoes elipticas envolvendo as derivadas da solugao na parte nao-linear
tem despertado grande interesse nos ultimos anos por modelarem diversos problemas
na fisica, quimica e biologia.

Do ponto de vista matemaético, o interesse por tais equagoes nao é menor. A dificul-
dade em se obter estimativas a priori, bem como a falta de uma estrutura variacional,
proporcionam um empecilho natural & aplicagdo imediata das principais técnicas uti-
lizadas na busca por solucdes em problemas elipticos. Essa gama de aplicagoes na
fisica, quimica e biologia, bem como a dificuldade do ponto de vista matemaético, nos
impulsionaram a estudar problemas dessa natureza.

O Método Direto do Célculo das Variagoes, ou seja o Método Variacional, consiste
na obtencao de pontos criticos para um funcional associado de modo natural & equacgao
diferencial. Essa ideia de tratar equacoes diferenciais através do estudo de um funci-
onal associado, aparece em meados do século XIX, de modo explicito com Dirichlet e
Riemann.

O estudo de equagtes da forma
u" + ku” + a(z)u = f (6)

tem despertado interesse pois varios problemas fisicos, biol6gicos e quimicos sao mode-

lados por equagoes na forma da equagao (6). Recentemente em [11], [13], [20] e [21] os
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autores pesquisaram por solugdes homoclinicas. Ja em [2] e [11] os autores procuram
por solugoes heteroclinicas. Finalmente, em [4], [7], [16] e [22] os autores procuram por
solugoes periodicas sendo que em [4] os autores estudam o problema com dependéncia
da derivada.

A seguir, vamos fazer um pequeno historico com os trabalhos serviram de motivagao
para este texto.

2004 - D.G. de Figueiredo, M. Girardi e M. Matzeu [5]

Neste trabalho, os autores estudam a seguinte familia de problemas elipticos:

—Au= f(zu,yu), em €, ™

u(z) =0, se =z €0,
onde © é um dominio suave limitado de RN e N > 3. Até entéo, os problemas acima
eram estudados via Teoria do Grau. Problemas deste tipo sao nao variacionais pois, por
dependerem do gradiente da solugao, dificultam a obtencao de um funcional associado.
Neste trabalho os autores inovaram aplicando métodos variacionais da seguinte forma.

Para cada w € H&(Q), associaram o seguinte problema auxiliar

—Au = f(zu,Vw), em €, ®
u(z) =0, se z€0Q,

que nao tem dependéncia do gradiente. Para resolver (8) o associaram ao funcional
1 2
Li(u) =< | |Vu|*de — | F(z,uw)dzx 9)
2 Jo Q

e, com algumas hipoéteses sobre a funcao f e utilizando o Teorema do Passo da Montanha
[1], conseguiram provar a existéncia de solugdo nao nula para o problema (8). Para

retomar ao problema (7) utilizaram o seguinte algoritmo:
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1) Escolha u; € HL(Q) N CL(). 2) Defina u,41 como solugao do problema

—Aupt1 = f(z,ups+1,Vuy), em Q
n+ ( n+ n) ( 1 O)
u(z) =0, se =z €09,

Adicionando mais hipoteses sobre a funcdo f, os autores provaram que a sequéncia
obtida no algoritmo acima é de Cauchy a qual converge para a solugdo do problema
(7).

2007 - Carriao, P.C. | Faria, L.F.O. e Miyagaki, O.H. [4]

Neste trabalho, os autores estudam a seguinte familia de equagoes

u + qu’ + alr)u = f(zun,u"), xz€R, (11)

onde ¢ € R é uma constante e f e o sao fungoes continuas. Note que no problema acima
também hé a dependéncia das derivadas da solucao. Além disso, a busca é por solucoes
definidas em toda a reta real gerando perda de compacidade. Para contornar a primeira
dificuldade, ou seja, a dependéncia das derivadas, foram adaptados os argumentos do
artigo citado acima [5]. Para a falta de compacidade, foi utilizado o truncamento. Desta

maneira, os autores provaram a existéncia de solugdo para o seguinte problema

u® + qu” + a(r)u = f(xud/ u"), x€(0,L), 12)
u(0) =u(L) =u"(0) =u"(L) =0,
e, com algumas hipoteses sobre a funcao f, conseguiram estender periodicamente a

solucao, obtendo assim, uma solugao em toda a reta real.

2008 - Figueiredo, G.M [9]
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Neste trabalho o autor estuda a seguinte familia de problemas

_Apu + ‘U|P*2u = f(ualvu|p72vu)v (13)
ue WHP(RN), u(z) >0 VreRY,

onde A,u = div(|Vu|P~2Vu) é o operador p-laplaciano e f : R x RY — R ¢ uma funcio
continua. Note que o problema possui dependéncia do gradiente. Para contornar esta

dificuldade o autor adaptou argumentos de [5], obtendo o seguinte problema auxiliar

—Apu+ [ufP~?u = f(u|VulP2Vw),

(14)
ue€ WHP(RN), u(z) >0 VoeRN.
cujo funcional associado é
1
I, = / (IVul? + |ul?)dx —/ F(u,| Vw[P~2Vw)dz. (15)
D JrN RN

Note que ainda ha a perda da compacidade uma vez que o dominio é todo o RY. Para
contornar essa dificuldade foram feitas hipoteses sobre o crescimento da fungdo f e
utilizada uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale
[19]. Lembrando que um funcional I satisfaz PS. (Palais-Smale) se toda sequéncia
(un) tal que I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0 admite uma subsequéncia convergente. A perda
de compacidade nos impede de garantir, ao menos diretamente, que o ponto critico
obtido pelo Teorema do Passo da Montanha é nao nulo. Isso é contornado utilizando o
Principio da Compacidade de Lion [15]. Adaptando novamente os argumentos de [5] o
autor consegue a existéncia de solu¢ao para o problema (13).

Nesta dissertagao, nés adaptamos os argumentos de [5], [4] e [9] para estudar o
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seguinte problema

u® 4+ kv’ + a(z)u = f(zud), z R,

u(z) — 0, quando |x| — oo,

onde k € R é uma constante e a : R = R e f : R3 — R sdo funcdes Holder-continuas.
Desta forma, embora este trabalho seja baseado, principalmente, nos trés artigos ante-
riormente citados, podemos dizer que ele é novo em um certo sentido, uma vez que ele

possui as suas particularidades que o diferenciam dos artigos citados.

0.1 O Problema Original

Neste trabalho provamos a existéncia de solucdo homoclinica' classica para uma familia

de problemas de quarta ordem, a saber,

u® + kv + a(z)u = f(zud), xR,

u(z) - 0, quando |z| — oo,

onde k € R é uma constante e a : R = R e f : R3 — R sdo funcdes Holder-continuas.
A equagdo acima recebe o nome de Kolmogorov-Fischer estendida se a constante k
é negativa. Caso contrario, recebe o nome de Swift-Hohenberg. Além disso, vamos

assumir que a funcao f satisfaz as seguintes hipoteses

(f1): fxt,6)=0Vt<0 e Vo, €R.

e f@tg) :
(f2) %l_rf(l) = 0 uniformemente.
t
(f3) : Existe ¢ > 2 tal que lim flatg) = 0 uniformemente.
t—o0 4~

1 Aqui solugdo homoclinica é uma solugio u : R — R tal que limz 00 u(x) = 0.



(f1) : Existe © > 2 tal que
0< @F(I‘,t,f) < tf(x,t,f) vaf,f S R, e Vt> 0,

onde

t
Flat,6) = /O J(2,5,6)ds.

(f5) : Existem constantes positivas a; e ag tais que
F(zt,£) > ait® —ag V(z,t,£) e R3 e Vit > 0.

(f6) : A funcao t — M ¢ crescente para todo t > 0.

(f7) —a: A fungao f satisfaz
|f(t7$17y) - f(tax%y)’ < L1|5L'1 — .Zl?2|, V(t,xlay)v(tax27y) € Rg

com |z1], |z2] € [0,01] € [] < pa-

(f7) —b: A fungao f satisfaz
|f(t7l‘7y1) - f(t,-'r7y2)| < L2|y1 — y2|7 V(t7x7yl)7(t7x,y2) c Rs

com |z| € [0,01] e |y1], [y2| < p2.

(f7) — ¢ : As constantes L; e Ly obtidas nos itens acima satisfazem
Li+ Ly <7y

onde v é a constante obtida no Lema 1.

18

(17)

(18)

(21)

Assumiremos também mais trés hipoteses sobre a funcdo « e a constante k para

garantir uma equivaléncia de normas em H?(R). Mais precisamente, assumiremos que
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« e k estao nas condi¢oes do Lema abaixo :
Lema 1. Suponha que o e k satisfacam as seguintes hipoteses

1. « € Holder continua.

2. Ezistem constantes positivas a, b € R tais que 0 < a < a(x) <b Vz € R.

3. k € (—00,2v/a).
Entao, existem constantes positivas vy, n tais que

2 2
Ml < [ @7 =k + a(@pa?)do <nlullye Ve B®.(2)
R
Demonstracao no Apéndice B.

O resultado principal deste trabalho é o seguinte

Teorema 1 (Resultado Principal). Assuma que f : R — R seja uma funcdo continua
satisfazendo as hipdteses (f1 — fr). Assuma ainda que k € R e a : R — R estao nas

condi¢coes do Lema 1. Entao o problema

u® + ku” + a(z)u = f(run), = €R,

u(z) — 0, quando |x| — oo,

possui ao menos uma solugciao homoclinica cldssica nao nula.

0.2 Técnica

Como no problema (P) a funcdo f depende da derivada da solugdo, este ndo é um
problema variacional. Para contornar essa dificuldade, adaptando argumentos de [4].

[5] and [9], vamos fixar w € H?(R) e, para cada w fixado, vamos associar ao problema
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(P) o seguinte problema aproximado

u” + kv + a(z)u = flruw'), = €R,
(Pw)
u(z) - 0, quando |z| — oo.
Note que neste problema a func¢ao f nao depende da derivada da solugao. Logo, este pro-

blema é variacional e (ver Apéndice C) vamos associé-lo ao funcional I,, € C*(H%(R); R)

dado por

1

Iy(u) = 5 /]R(u"2 — ku? + ofx)u?)dzr — /RF(x,u,w')dx (23)

cujos pontos criticos u € H?(R) satisfazem a seguinte equacio
/(u"v" — ku'v' + a(z)uwv)dr = / f(zuw)v de, Yve H*(R). (24)
R R

Como comentamos no Apéndice D, temos que se u é uma solucdo classica de (P,)
entao u deve satisfazer (24). Porém a reciproca nao é necessariamente verdadeira, ou
seja, talvez nem todas as fungdes u que satisfagam (24) sejam solugoes classicas de

(Py). Em outras palavras, enfraquecemos o significado de solugao.

Definigao 1. Vamos dizer que u € H*(R) ¢ uma solugdo fraca de (P,) se u satisfaz a

equagao (24) para todo v € C§°(R).

Sendo assim, vamos comecar a nossa busca por pontos criticos do funcional I,.

Nossa principal ferramenta sera o seguinte Teorema

Teorema 2 (Passo da Montanha). Seja X um espago vetorial real de Banach e seja

I € CYX,R) com I(0) = 0. Assuma ainda que existem p, 3 > 0 € R tais que
1 I(u) =2 B se |lull = p,

2. Eziste v € £ com ||| > p tal que I(y) <0 .
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Entao existe (un) C X satisfazendo I(uy,) — ¢ e I'(uyp) — 0 onde

c=inf sup I(\(¢
jnf sup (A@))

L={\eC([0,1]; X); A(0) =0 e A(1) = ~}.

0.3 O Problema Auxiliar

Para utilizarmos o Teorema 2, precisamos provar que o funcional I, satisfaz as suas
condicoes, também chamadas de “geometria do Passo da Montanha”. Isso é feito no
Capitulo 1, Lemas 2 e 3.

Ainda no Capitulo 1 vamos mostrar que a sequéncia (uy), obtida no Teorema do
Passo da Montanha, é limitada em H?(R) por uma constante independente de w.
Dessa maneira, usando a reflexividade de H?(R), extrairemos uma subsequéncia a qual

convergira fracamente para uma solucio fraca u,, € H2(R) do problema (P,).

0.4 Retomando o Problema Original

Considerando a sequéncia (u,) € H?(R) definida indutivamente por
e u; € H*(R).

® un41 é asolugao fraca do problema

u®’ + kK + a(x)u = f(zuul,), R,

u(z) - 0, quando |x| — oo,

e utilizando as hipoteses (f7), garantimos que a sequéncia (u,) converge fortemente

para u € H(R) que é solucio fraca do problema (P).
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0.5 Regularidade

Para resolver o problema (P), precisamos de uma solugao cléssica, isto é, uma fun¢ao

u € C*(R) tal que

u® + qu” + a(r)u = flrun), T €R,

u(z) - 0, quando |z| — oo.
No final do Capitulo 2, mostramos que a solugao fraca encontrada é de fato uma
solugao cléassica para o problema (P).
0.6 Exemplo

Nesta se¢ao vamos mostrar a existéncia de fungao f para as hipoteses feitas. Considere

f:R?® = R dada por

t"[r(z)s(&) + ko, se u >0,
f(xt.8) = (25)

0, se u<0.
Afirmamos que a func¢do f acima satisfaz as hipoteses (f1),(f2),(f3),(f1),(f5),(f6) €
(f7), onde n > 1, r é uma fungdo nao negativa continua e limitada, s ¢ uma fungao
limitada, positiva e C1(R) com s'(0) = 0 e kg > 0. Vamos mostrar cada uma delas

separadamente.

(f1): Segue imediatamente da definigao.
(f2): Segue pelo fato de n > 1.
(f3): Basta tomar g > n+ 1.

(f1): Tome © > n + 1.
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(f5): Tome a1 = ko e az > 0 qualquer.
(f6): Segue pelo fato de ser n > 1 e as fungoes 7 e s serem nao negativas.

(f7) : Note que, dado A > 0, numa vizinhan¢a limitada U suficientemente proxima
da origem temos que f é lipschitziana na segunda e terceira variavel pois %{ e %Jg sa0
limitadas em U e, como %{(33,0,5) = g—g(aj,t,O) = 0, segue que as constantes de Lipschitz

L1 e Lo satisfazem

L1+ Ly < A (26)
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Capitulo 1

Resolvendo o Problema Auxiliar

Neste capitulo, provamos que o problema

u + kv + a(z)u = f(zuw’), z €R,
(Puw)
u(z) - 0, quando |z| — oo
possui ao menos uma solucao fraca. Para isto, utilizamos principalmente uma versao
do Teorema do Passo da Montanha, que nos garantira a existéncia de uma sequéncia a

qual provaremos convergir fracamente (a menos de subsequéncia) para a solugao fraca

Uy do Problema (Py).

1.1 Geometria do Passo da Montanha

No6s queremos utilizar o Teorema do Passo da Montanha. Para isso, precisamos pro-
var que o funcional I,, satisfaz as suas hipdteses, ou seja, que ele possui a chamada

Geometria do Passo da Montanha. Isso é feito nos dois lemas seguintes.

Lema 2. Seja w € H?(R). Entio existem p e (3 positivos e independentes de w tais

que Ly(u) > B3>0 seu € S(0;p).

Demonstracao. Noés queremos obter uma estimativa inferior para o funcional I,,. Para
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esclarecer as ideias, vamos lembrar novamente a “estrutura”’ de I,,.

Iy(u) = ;/R(u"2 — ku” + afx)u?)dr — /RF(w,u,w’)dw. (1.1)

A hipotese (f2) nos diz que dado um € > 0 arbitrario, é possivel obter § > 0 tal que

se 0 < |t| < 0 entdo

f(xf’f) <e V(z€) € RxR,

ou seja,

flztl) <elt| V(z,£) € RxR.

Analogamente, a hipotese (f3) nos garante a existéncia de A > 0 tal que se |t| > A

entao

flz,t€) <elt]r™ Vv (2,6) € RxR.

Como a fungao f se anula para t € (—o00,0] basta considerar o caso em que t € [9,A].
Porém, como f é continua, segue pelo teorema de Bolzano — Weierstrass que esta é

limitada em [d,A]. Logo, para uma constante C, suficientemente grande, devemos ter
|f (,4,6)] < elt] + Celt] 7. (1.2)
Além disso, temos por defini¢do que
t
F(z,t¢) :/ f(x,s,8)ds.
0
Logo,

u u 1 Ce
Faad) =1 [ 1w < [ 17@sgids < gelu? +
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Substituindo em (1.1) obtemos

1 1 e
Iy(u) > /(u”2 — ku” + ar)u®)dr — e/ lu|?dx — C/ |u|9dx. (1.3)
2 Jr 2 Jr q Jr

Utilizando agora o Lema 1 obtemos

1 .
Lo(w) > Llulle — Le [ ulde — € [ ujda. (1.4)
22T q Jr

Vamos agora utilizar o seguinte resultado (ver Apéndice B):

Teorema 3 (Imersoes de Sobolev). Eziste uma constante C dependendo apenas de |1

(medida de I) tal que
lullLo < Cllullw,, Yu€ WHP(I), V1< p< 4oo.
De outro modo, WHP(I) C C(I) € imersdo continua.
Além disso, se I € limitado entdo
1. A imersao WlP(I) C C(I) é compacta para todo 1 < p < +o0.
2. A imersio WYP(I) C LI(I) é compacta para todo 1 < q < +o0.

Como mostramos no Apéndice B, segue que a imersao W'P(R) C L*(R) é continua,

para todo s > p. Além disso, temos |Jul|y1.2 < |[ullg2 Vu € H?(R). Logo, obtemos

v — eChy C.C
ullFe — =

Iw(u) = B p

ull - (1.5)

Sendo assim, tomando € < v/Cq, temos que (y — eC3)/2 é positivo e, como g > 2, o

resultado segue tomando u € S(0; p) com p suficientemente pequeno de maneira que

(v _2502)p2 _ (Oech)pq > 0. (1.6)
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O

Lema 3. Seja w € H*(R). Fizada vo € CP(R) C H%(R) com |lvo| gz = 1, emiste

T > 0 independente de w tal que I,,(tvg) <0 set >T.

Demonstragdo. Seja vy € C§° C H?(R) com ||vg|| 2 = 1 e seja K > 0 tal que supp vo C

[-K,K]. A hipotese (f5) aplicada em tvg nos da
F(x,tvo,€) > a1]tve]® — as.
Logo,

K
/F@mm@m=/"F@xwam>amﬁ/wwMWﬂmww@ﬂ.
R R

-K

Substituindo na equagao do funcional obtemos

1
Ly(tvo) =3 /R((ltvo)"2 — k(tvo)”* + a(z)(tv)?)dx — /R{F(:c,tvo,wl)dw
< Q||tvo||]2g2 — / F(x,tvg,w')dz
2 R
n
< SltPllvollEz — arlt|®llvol| Ze + aslsupp(vo)|
n
< 5[t llvollE — a1[t|®Cellvo| 2 + azlsupp(vo)|

= 21t2 = a1}t|9Co + as|supp(vo)|

(1.7)

(1.8)

onde na ultima desigualdade utilizamos a imersao de Sobolev. Como © > 2, o resultado

segue tomando T suficientemente grande.

1.2 Aplicando o Teorema do Passo da Montanha

Agora estamos prontos para aplicar o seguinte teorema:
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Teorema 4 (Passo da Montanha). Seja (X,|| - ||) um espago vetorial real de Banach e
seja I € CH(X,R) com I(0) = 0. Assuma ainda que existem p,3 > 0 € R tais que

1 1) > 8 se Jull = .

2. Eziste v € X com ||y|]| > p tal que I(y) < 0.

Entao existe (u,) C X satisfazendo I(up) — ¢ e I'(u,) — 0 onde

c=1inf sup I(\(¢
inf - sup (M)

L={XeC(0,1]; X); \(0) =0 e A(1) = ~}.

Para a demonstragao deste resultado veja [19].

Para cada w € H?(R) obtemos, aplicando o teorema, uma sequéncia (u,) € H?(R)

tal que
Ly(up) = ¢ € (1.9)
Il (un) — 0. (1.10)

Vamos mostrar que a sequéncia (u,) é limitada em H?(R). Para isto, observe que

dado € =1 > 0, é possivel obter ng € N tal que se n > ng devemos ter
Iy(up) < ey +1=0Cy, ouseja,

1
3 / (u;fb2 — ku;f + a(z)ud)dz < / F(zuw')dz + Cy. (1.11)
R R

Além disso, temos pela equagao (1.10) que dado € > 0 devemos ter |I], (up)u,| < €|juy||,
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ou seja,
— /R(UZUZ — kulul, + a(z)unuy)de + /Rf(ac,un,w/)undw < €|lun]| g2
= / [ (@, w upde < €|lup|| g2 + / (urul — kulul, + o(x)upuy)de. (1.12)
R R

A hipétese (f5) nos da F(z,un,w') < & f(2,un,w’)u,. Logo, substituindo em (1.11)

obtemos

1 1
- / (u;i2 — k:u;Z2 + afz)ul)dr < = / F(@un,w ) upde + Cy,. (1.13)
2 R S} R

Substituindo (1.12) na equagao acima obtemos

1 1
/(u;’L2 — k:u;f + afz)ud)dr < = [e]|un| g2 + /(uxug — kulul, + a(z)upuy,)dz] + Cy,
R R

2 ©
1 1 1”2 ;2 2 €
= (5 — @) /R(un — kuy,” + a(2)uy)de < @”WL“H2 +Cu
11 ) €
= (- gl < Slenlle +Co (114

onde na ultima desigualdade usamos o Lema (1).

Como © > 2, temos que (% — é) > 0 e, portanto, segue da equagao (1.14) que a

sequéncia (u,) deve ser limitada em H?(R).

1.3 Obtendo solucao para o Problema Auxiliar

Como o espaco H2(R) é reflexivo, temos que vale o seguinte teorema:

Teorema 5 (Kakutani). Seja (X,|| - ||) um espago de Banach. Entao X € reflezivo se,
e somente se, a bola

Bl0;1] ={z € X;|z| <1}

é compacta na topologia fraca o(X,X*).
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Para demonstragao veja [3].

Um corolario imediato desse teorema é que toda bola fechada é fracamente com-
pacta. Basta observar que a bola Bla;r] ¢ a imagem da funcao continua h : B[0;1] —
Bla;r] dada por h(z) = rx + a.

Portanto a sequéncia (u,) possui uma subsequéncia, denotada também por (u,),
que converge na topologia fraca o(H?(R),H?(R)*), ou seja, que converge fracamente
para alguma u,, € H%(R).

Nas proximas duas se¢cOes vamos mostrar que u,,, obtida acima, é solugao fraca do

problema (Py).

1.3.1 Convergéncias Parte 1
No que segue, u, — u, € H*(R).
Defina a seguinte funcio <;>p.: H2(R) x H%(R) — R dada por

<ULV Spa= /(u"v" — ku'v' + a(x)uv)dz.
R

E imediato que a funcio acima ¢ bilinear e simétrica. Note ainda que se
< WU >pe= 0, temos pelo Lema 1 que 0 < 'YHUH%F < < u;u >pe= 0, ou seja,
|lu|| gz = 0 e consequentemente u = 0.

Resumindo, a funcao acima satisfaz
1. Bilinear;

2. Simétrica;

3. Positiva Definida.

Concluimos portanto que a funcio acima define um produto interno em H?(R) e

denotaremos a norma induzida por ||u/|kq-
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Seja agora v € H2(R). Defina a funcio ® : H?(R) — R dada por ®(u) =< ;v >pq.

Temos que ® € (H%(R))* e como u, — uy, segue que ®(u,) — ®(uy), ou seja,
/R(u;;v”—ku;%v/—l-a(;r)unv)dx—> /R(ugv"—k‘uivv/—l—a(x)uwv)d:c, Vv € H*(R). (1.15)

1.3.2 Convergéncias Parte 11

No que segue, u, — u, € H2(R). Nosso objetivo é mostrar que

/f(a:,un,w/)vdx — / f(zuy,w )odz Yo € C§°(R). (1.16)
R R

Utilizando novamente as imersoes de Sobolev obtemos que

1. up = uy em LP (R) para todo s € [2, + 00).

loc

2. up(z) = uy(x) pontualmente em R.

Observe ainda que como a imersao H2(R) C W1H2(R) C Lo (R) é continua e a sequéncia
(up,)é limitada em H?(R), temos que (u,) deve ser limitada em L°°(R) e portanto existe

K tal que |lup||o < Ko Vn € N. Lembremos a equacao (1.2)
|f(2,t.)] < elt] + Celt|".
Obtemos uma sequéncia
Fr = 1 f(@un,w")| < €|un| + Celun 7! (1.17)
tal que (f,) € L*(R) pois

|fn|2 < €|Un|2+2ECE|Un|q+Ce|Un|2(q_1) (1.18)
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e up € L*(R) com s € [2, 4+ oo] para todo n € N. Note ainda que, como |[|uy || < Ko,

temos
frn < €|t + Celun]97! < €||tn]|oo + Cellun || ISt < Ky +CEK871 =: K ¥neN. (1.19)
Tomando v € C§°(R) arbitrario segue que
| frv] < K|v| Vn € N. (1.20)

Como v € L*(R), utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada (ver Apéndice B),

obtemos que f(z,uy,w')v € L'(R) e
/ f(zup,wvde = / fnvdx — / [z uy,w)v. (1.21)
R R R
Como C§°(R) é denso em H?(R), temos que
/ f(zup,w ) vde = / frvdz — / f(zup,w v, Yo € HA(R). (1.22)
R R R

1.3.3 u, & solucao fraca do Problema Auxiliar

Na Segao 1.3.1 mostramos que
/(u;fbv” — kulv" + a(z)uyv)dz — /(uz,v” — kul v + a(x)u,v)de Yo € HA(R).
R R
Em particular, segue que

/(uﬁv”—k‘ulnv/—ka(@unv)dx — /(uii)v//—k:uévv/—f—a(x)uwv)dx Vv e Ci°(R). (1.23)
R R
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Na segao 1.3.2 mostramos que
/Rf(x,un,w')vdx% /Rf(sc,uw,w/)vdx Yo € Ci°(R).
Como
I, (u)v = /R(u"v" — ku'v' + a(x)uv)dz — /Rf(x,u,w')vdfc Vo € Cg°(R) (1.24)

segue que I, (upn)v — I, (uy)v. Por outro lado, como I/, (u,)v — 0, pela equagao (1.10),

segue que I} (uy)v = 0, isto &,
/(uzjv" — kulv" + a(z)uyv)de = / f(zuy,w )ode Vo € CH°(R). (1.25)
R R

Mostramos portanto que u,, ¢ solugao fraca do problema (P,).

1.4 wu, é solugcao nao nula do Problema Auxiliar

E imediato que a fun¢io nula é uma solugdo classica (e consequentemente fraca) do
problema (P,) (inclusive do problema (P)). Neste trabalho nos estamos interessados
em mostrar a existéncia de solugao nao nula. Nesta se¢do vamos garantir que a solugao

uy, do problema (P,) obtida na Secdo 1.3, ¢ ndo nula para todo w € H%(R).

Lema 4. Seja (u,) uma sequéncia limitada em H*(R). Se

y+R
Sup/ |up |*dx — 0. (1.26)
yeR Jy—R

para algum R > 0, entao u, — 0 em L*(R) para todo 2 < s < 400.

Demonstragao. Pelas imersoes de Sobolev temos que (uy) é limitada em L*(R) com



1.4. wy, é solugdo nao nula do Problema Auxiliar 35

2 < s < +o00. Sendo assim, temos que se t > 2, entao

y+R ) y+R
/ | d < ||unHtLT>o/ |y, |2d (1.27)
y—R y—R
ou seja,
y+R
sup/ [ty |tdz — 0. (1.28)
yeR Jy—R

Além disso, como (u},) C W12(R) também ¢é limitada, utilizando as imersoes de Sobolev

e a desigualdade de Hoélder obtemos que

y+R y+R )
[ uallilde < K[ o), (1.29)
y—R y—R
ou seja,
y+R
sup/ [tp ||ul|dz — 0. (1.30)
yeR Jy—R

Seja agora a > 1. Temos pelas imersoes de Sobolev que

y+R y+R y+R
[ twalear < e el + 2l < €27 [T (unl® + 2l o
y—R - y—R
(1.31)
onde (§,) C R é uma sequéncia com lim¢&, = 0.
Cobrindo a reta com intervalos de raio R de maneira que cada ponto de R esteja

em no maximo 2 intervalos, segue que

[ tealdn < 26270 [ (G + 2unllu o < K- €57 (1.32)

Segue que

/ | |**da — 0. (1.33)
R



Capitulo 1. Resolvendo o Problema Auxiliar 36

Lema 5. Seja w € H?(R) e I, o funcional associado ao problema (P,). Suponha que
(un) C H?(R) seja uma sequéncia limitada tal que Ly(up) — ¢ € R e I/ (un) — 0.

Se u, — 0, entao somente uma das alternativas ocorre

i) up — 0 em H2(R).

i1) Eziste uma sequéncia (y,) C R e constantes R e [ positivas tais que

ynt+R
liminf/ lu, |2dz > B > 0. (1.34)
yn—R

n—oo

Demonstrag¢ao. Suponha que nao ocorra (iz). Assim, para todo R > 0 temos que

y+R
lim sup/ [un |*dz = 0. (1.35)
n—0o0 yER y—R

Como (uy) é limitada em H?(R) segue pelo Lema 4 que u,, — 0 em L*(R) para todo
s € [2,+ 00).

Novamente pela equagao (1.2) temos

Og/f(x,un,w’)undx < e/ \un\de—i—CE/ |t |9d. (1.36)
R R R

Logo, como I/ (uy) — 0, segue que

Hun||qa§/f(x,un,w’)undx +0n(1)Se/|un|2d:c+C€/|un|qu+on(1). (1.37)
R R R

Segue que |un|lga — 0, ou seja, u, — 0 em H?(R) e a alternativa (i) ocorre. O

Lema 6. Seja w € H?(R) e uy a solugio fraca do problema (P,) encontrada na Segdo

1.3. Entao ||uyl|| # 0, isto é, uy € nao nula.

Demonstragao. Seja (u,) a sequéncia obtida através do Teorema 2 que converge fraca-
mente para a solugdo fraca u,, € H?(R) do problema (P,). Se u, # 0 nio ha o que

mostrar. Por outro lado, se u, = 0 temos que ndo pode acontecer de u, — 0 em H?(R)
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pois caso contrario ¢, = I,(uy) = 0 (ver equagao (1.9)) o que é absurdo pois ¢,, > 0
pela geometria de I,. Logo, pelo Lema 5 existe uma sequéncia (y,) C R e constantes
positivas R e [ tais que

yn+R
liminf/ lu, |2dz > B > 0. (1.38)

n—oo Yn —R

Definindo &, = u, (2 +y,) segue da invariancia por translacao de R que (&,) C H2(R) e
que (&) é limitada em H2(R). Logo, existe &, € H2(R) tal que &, — &,. A invariancia
de R por translagoes nos da que I,(&,) = Ly(uy) e I, (&)v = I (uy)v. Segue entdo

que &, é solugao fraca do problema (P,). Note ainda que

R R yn+R
/ | |2d = liminf/ |&n|?da = liminf/ [u |2dz > B > 0, (1.39)
R n—o0 R n—o00 yn—R

onde na primeira igualdade utilizamos o fato de a imersao H?(R) C L?([-R,R];R) ser
compacta.

Concluimos que &, é uma solugao fraca nao nula do problema (P,).

1.5 Estimativas a prior:

Nesta secao nos dedicamos a obter estimativas para as solugoes u,,, sendo que estas
estimativas serdo independentes de w. No que segue, u,, € H*(R) ¢ a solugao fraca do

problema (P,) obtida na Segao 1.3.

Lema 7. Seja w € H?(R). Entio existe K1 >0 € R, independente de w, tal que
[t g2 > K1

para toda solucao .
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Demonstragao. Por hipotese temos que u,, é solugao fraca de (P,). Sendo assim, deve

satisfazer

/(ui’uui,l — kg, + 0yt )dr = / (@t 0"t . (1.40)
R R

Além disso, como ja foi observado no Lema 2, dado € > 0 e para uma constante C¢

suficientemente grande devemos ter que
|f(,,6)| < elt] + Celt] 71 (1.41)
Logo, substituindo em (1.40) obtemos
/(ui’uufu — kulul, + Qg )dr < e/ |t |2 d + CE/ |ty |Td. (1.42)
R R R
Utilizando novamente a Imersao de Sobolev obtemos
/(uzjuzj — kulul, + quyuy)dr < ngHuwH?qg + C’quHuquH2. (1.43)
R

Finalmente, utilizando a equagao (22) e reagrupando os termos, obtemos

v —€eCy
€~q

Como ¢ > 2, tomando € pequeno de maneira que VC_E %C‘JQ > 0, o resultado segue com

7—602?12

K =12
T o,

(1.45)

Lema 8. Seja w € H2(R). Entio existe K3 >0 € R, independente de w, tal que

[l 172 < K2
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para toda solu¢ao Uy,.
Demonstragao. A hipotese (fg) nos garante que a constante ¢, obtida no Teorema 2

pode ser alternativamente caracterizada como (ver Apéndice F)

Cw = inf sup I, (tv). 1.46
veringy b fu(tv) (1.46)

Além disso, como ja foi observado no Lema 3, pela hipotese (f5) e tomando vy € H?(R),

com ||vg||g2 = 1, temos que

I(tvo) < gm? — a1|t|®Co + aslsupp(vo)|. (1.47)
Logo, devemos ter
sup I, (tvg) < sup (Q]ﬂ2 — a1]t|°Co + az|supp(wg))). (1.48)
>0 >0 2

Como ¢, = inf,c 2@y (0} SUPso Lw(tv) segue que

cw < sup Iy, (tvg) < sup (g]t|2 — a1]t|°Co + az|supp(w)]) := K. (1.49)
>0 £>0

Note que como © > 2, a constante K esta bem definida. Além disso, observe que
Iy(uy) = ¢y (ver Apéndice F). Logo, de maneira analoga a que fizemos na Se¢ao 1.2

obtemos que

1 ~
105 — gllwalde < Lui) = g2 (w)un = cu < K (1.50)

=2 (1.51)
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Note que utilizando o Lema 8 e as Imersoes de Sobolev concluimos que existem
constantes p; e py, independentes de w, tais que ||uy||e < p1 e ||ul,|L~ < p2 para

toda solucio u, € H?(R) do problema (P,).

1.6 Regularidade

Nesta secio vamos mostrar que a solucio fraca u,, € H2(R) do problema (P,) é de fato

uma solucio classica, isto ¢, u,, € C*(R) e satisfaz

ul + k! + oz uy = floug,w') Yo e R (1.52)
com lim|, 4o uw = 0. No que segue, u, € H?(R) é solugdo fraca de (P,) onde
w € H*(R).
Afirmagao 1. A solugdo fraca u,, € H*(R) do problema (Py) € de classe C*.

Demonstracio. Como u,, € H?(R), segue que u,, € CH(R) e, como u,, ¢ solugo fraca

de (P,), temos

/R(UZ)U// — kulv" + a(z)uyv)dz = /Rf(x,uw,w/)vdaz Vv € Ci°(R). (1.53)
Logo,
/(uZJ + kg )v" dx = /(f(:r,uw,w') — a(x)uy)vdr Yo € CE(R). (1.54)
R R

Como (f(x,uy,w') — a(x)uy) € L2(R) N C(R), segue (ver Apéndice B) que

(ulh + kuy)” = u%’ + kull € C(R), (1.55)

ou seja, u, € CHR). O
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Teorema 6. Suponha vdlidas as hipdteses (f1),(f2),(f3),(f1),(f5) e (fs). Entao o pro-

blema (P,) possui ao menos uma solugdo cldssica u,, € H*(R) N C*(R) ndo nula.

Demonstrag¢ao. Ja provamos anteriormente que o problema (P, ) possui solu¢ao fraca

ndo nula u,, € C*(R). Logo,
/IR(UZ)U” — kul v + a(z)uyv)dr = /Rf(:c,uw,w’)vdx Vv € C5°(R).
isto é,
/R(uﬁfj + kull + a(z)uy)vdr = /Rf(a:,uw,w’)vdx Vo € C§°(R). (1.56)

Logo,

uy + kul, + a(@)uy = f(2upw) qtp em R (1.57)

e, como 1, € C*(R), segue que
ul + k! + a(x)uy = flou,w') Vo e R (1.58)

Note ainda que, como u,, € H?(R), segue que limyy| s o0 uw(2) = 0. Segue que u,, é

solugdo classica de (Py).
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Capitulo 2

Voltando ao Problema Original

No capitulo anterior, mostramos que o problema auxiliar (P,,) possui solu¢do. Neste
capitulo vamos mostrar que a partir de um método iterativo nas solugoes u,, é possivel

obter uma solugao u € H?(R) para o problema original

u® + ku” + a(z)u = f(ruu’), z €R,
(P) (2.1)
u(x) = 0, se |z|— oo.
Seja u; € H?(R). Definimos us € H?(R) como a solugio do problema (P,,) e
seguindo o processo obtemos uma sequéncia (u,) € H2(R) tal que u, 1 é solucio para

o problema (P, ).

2.1 Obtendo Solugao para o problema original

Nesta parte, vamos mostrar que a sequéncia (u,) obtida na acima converge em H?(R).
Mais precisamente, vamos mostrar que (u,) é uma sequéncia de Cauchy e como H?(R)

é um espago e Banach com a norma

|| 2 = [/R(u"2 + '+ u?)dz]2 (2.2)
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segue que existe u € H?(R) solugao de (P).

Como up41 € solugdo de (P, ) segue que

/R 1 (s — )" — Kty (st — ) + (@)t (s — wn)ld =

= / f(@ ung1up) (Ung1 — up)da.
R

Da mesma maneira, como u, ¢ solugao de (P,, _,), segue que

/[u;;(unﬂ —up)" = kul (upe1 — un) + () up (U1 — uy)lde =
R

= / flaun,ul, 1) (ups1 — up)dz.
R

Subtraindo uma equagao da outra obtemos
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(2.4)

[ = ) w1 = )" = Kl = ) (s = ) +
R

+a()(unsr = un)(unt1 — up)lde = /[f(ﬂf,unﬂ,u;) = f(@un ) (Ungr — n)dz(2.5)

R

Note que, pelo Lema 1, a seguinte fungao
ullZ, = / u" — ku'® + aulde
R

define uma norma em H?(R) equivalente a dada em (2.2).

Resumindo, obtivemos o seguinte

|tnt1 — unHia = /[f(377un+17u;1) - f(xauna“;—l)](un—&-l — up)dx.
R

(2.6)
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2.2 Convergéncia do Algoritmo

Nos estamos com a seguinte situacao

[tns1 = tnllia = /R[f(fc,unﬂ,u;) = (@ un g 1) (Ungr — un)da. (2.7)

Utilizaremos agora as hipoteses adicionais sobre f da seguinte maneira .

Temos que

f(x7un+17u;1) - f(x7un7u;171) g ‘f(‘r7un+17u;1) - f(xvunauizfl)‘
= |f(a:,un+1,u;) - f(xm’n?u;z) + f(a:.?un?u;l) - f(xﬂu’mu;fl)‘

< |f(xaun+17u/n) - f(xaufwu;m)’ + |f(x7un’u;’b) - f(xfun?u;z—l)’

< Lilupsr — up| + Lo|ul, —ul,_|. (2.8)
Substituindo em (2.7) obtemos

[unt1 = unllfe < Lillunsr - unH%Q + L2/ [tnt1 = up|lug, — 1y, |de
R

< Lillunyr — UnH%‘z + La|luny1 — unll 2 HU% - U%—l”L?

N

Ly |[unyr — Un”?{? + Lo|lunt1 — unllg2 [|[un — vn—1lg2. (2.9)

Utilizando novamente o Lema 1 obtemos

L Loy
[unt1 = unllfq < 71”“71-!—1 — [} + 7Hun+l = Un||kal[tn = Un—1[ka- (2.10)

Como Lj 4+ Ly < 7y segue que

L1 L2
(1= =) luns1 = tn|fa < = lunir = unllealfun = tn-1llka (2.11)
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ou seja,
Lo
[unt1 — tnllka < [un — tn—1lka (2.12)
— I
e, como A/f?Ll < 1, segue que (u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto converge

fortemente para uma funcio u € H?(R).

2.3 A funcao u é solugao fraca

Noés ja temos que u € H?(R), e consequentemente, basta mostrar que u é solugdo fraca
de (P).

Com efeito, fixando ¢ € C§°(R) temos

/Ruggo"d:c%/Ru"go”dx (2.13)

pois u, — u em H?(R).

Pelo mesmo motivo temos

/u%gp’dw%/u’gp’dw e (2.14)
R R

/}Ra(m)ungpdw%/ﬂ{a(aﬁ)udw ®. (2.15)

Além disso, de maneira analoga & feita na Secao 1.3.2, temos que

/f(x,un+1,uib)g0da:—>/f(x,u,u/)godx. (2.16)
R R

Com efeito, se u,, — u fortemente em H?(R) entdo, pelas imersoes de Sobolev u,,(x) —
u(z) Vo € Reu(x) = u(z) Ve e R Como |uplr~ < K, Vn € N e existe
K € R positivo tal que K, < K Vn € N pois (uy,) é limitada em H?(R) e a imersio

H?(R) C L>®(R) é continua, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
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segue que

/f(a:,unﬂ,u;)godx%/f(m,u,u’)cpdm. (2.17)
R R

Resumindo

/u"g@"d:p - k/ u'o'dr + / a(r)updr = / f(zuu)pdr Vo € CP(R).  (2.18)
R R R R

Ou seja, u € solugao fraca de (P).

2.4 Regularidade de u

A regularidade pode ser feita de maneira inteiramente analoga ao que foi feito na Segao

1.6.



Capitulo 3

Evidéncias Numéricas.

Neste capitulo fazemos o estudo de um caso particular do problema (P), a saber

u® 4+ 15u" + 100u = f(u,u’)
(3.1)

u(z) >0 se |z|— o0
onde a funcao f é dada por

, u2(1+e*“/2) seu >0,
flun’) = (3.2)

0 seu<O.
Como j& observamos na Secao 0.6 a fungao f satisfaz as hipoteses (f1 — f7). Note ainda
que as condicbes do Lema 1 estdo satisfeitas. Assim, estamos num caso particular
do problema (P). Utilizamos o método de Diferencas Finitas Centradas para atacar

o problema (3.1). Ao final, comparamos os resultados obtidos através de integragao

direta utilizando uma variagao do método de Runge-Kutta.
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3.1 Formulas de Diferencas Finitas Centradas

Como ja mencionamos anteriormente, utilizamos o método das Diferengas Finitas Cen-

tradas. As formas utilizadas foram:

Derivada de Ordem 4

u(z — 2h) —4u(z — h) + 6u(z) — 4u(z + h) + u(z + 2h)

u(x)™) = I

+o(h?). (3.3)

Derivada de Ordem 2

x+h)+u(x —h) —2u(x)
2

u(z)’ = U + o(h?) (3.4)

Derivada de Ordem 1

, _u(r+h)—u(z—h)
u(z) = 5T + o(h?) (3.5)

As férmulas acima sdo bem conhecidas e portanto dispensamos sua demonstragao.

Para maiores detalhes veja [17]

3.2 Descricao do Método

No Teorema 1 nés garantimos a existéncia de solucio u € H?(R) para o problema
(P). Sendo assim, vamos assumir que u’(z) — 0 quando |z| — co. A ideia central do
método consiste em resolver o seguinte problema de contorno com condic¢oes de Dirichlet

e Neumann homogéneas

u® + 15u” + 100u = f(u,u’) em|[— K, K]
uw(-K)=u(K)=0, u(-K)=u(K)=0

onde K é um nimero real positivo.
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Para resolver o problema (3.6) dividimos o intervalo [-K,K] em N intervalos, ob-

tendo assim N + 1 pontos. Utilizamos a seguinte notagao : tg = —K e
tivi=t; +h=—-K+1ixh,

onde h = % Para nao carregar a notagao, iremos denotar u; = u(t;).
Agora vamos utilizar as férmulas de diferencas finitas. Para isto analisar trés casos.
Se 2 < ¢ < N — 2, nao hé problemas com as féormulas. Substituindo as equagodes
(3.3), (3.4) e (3.5) em (3.6) temos

Uip1 — 2U; + Uj—1
72

Ui—g — Aui—1 + 6u; — 4wy + uipo
A

Uj1 — Uz‘—l)
2h
(3.7)

+15( )+100ul~ = f(uz,

e reagrupando os termos obtemos

wt+ 1 —u;_q

Aui_g+ Bui_1 + Cu; + Duj 1 + Eugo = h* f (us, oh

) 2<i<N-—2 (3.8)

onde A=E=1,B=D=15h>—-4, e C = 6—30h%+ 100h*. Note que os valores ug e
upy sao conhecidos. Temos assim N — 3 equagoes e N — 1 incognitas. Vamos encontrar
mais duas equagoes. Para isso utilizamos o método do ponto fantasma. Seja t, = tg—h.

A formula (3.5) nos da

u'(—K) = T 0 = uy=u. (3.9)
Sendo assim, obtemos outra equagao
(A+ C)us + Dus + Eug = h4f(u1,;%). (3.10)



3.2. Descrigao do Método 51

De maneira inteiramente anéloga obtemos a tltima equacao

_uNfQ)

Aun_3+ Bun_92 + (C + E)uN_1 = h4f(uN_1, o

(3.11)

Temos entao um sistema nao linear de N — 1 equagoes e N — 1 incbgnitas.

(A+ C)uy + Dup + Eug — h* f(ug, ) = 0
Bui + CU2 + CU3 + Fuy — h4f(ul’%) =0

ut+1—u; 1

Aui_g + Bui_1 + Cuj + Duip1 + Fuipo — h* f(us, " 5"=1) = 0

Auy_3+ Buny_2 4 (C + E)un_1 — h* f(un—1, —5=2) = 0.

Para resolver o sistema acima utilizamos o conhecido método de Newton. Para maiores
detalhes veja [10].

Vamos fazer uma pequena descricao. Defina a funcao F' dada por
F(uy, - yun-1) = (F1(u, - yun—1), - s Fn_1(ut, -+ ,un-1)),

onde cada F; é dada pela i-ésima equacgao do sistema obtido acima. Assim, para resolver
o sistema, precisamos encontrar uma raiz da fungdo F. O método de Newton consiste
em dar um dado inicial xg que sera corrigido até se obter a raiz . A corregao se da da
seguinte forma:

a) z ¢ a solugao do sistema linear J(F') z = —F onde J(F') é o jacobiano da fun¢ao

b) A aproximagao nova passa a ser r1 = z + .
c) Agora fazemos um teste de tolerancia. Se ||F(z1)| < €, onde € é a margem de

tolerancia desejada, entao x1 é uma aproximacao da raiz. Se nao, repetimos novamente
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o algoritmo.
No nosso caso, utilizamos como dado inicial a seguinte fungao u(x) = 60" ¢ a
tolerancia foi de e = 10~%. Utilizamos este dado inicial devido ao decaimento rapido e

suave e também pela simetria. O grafico do dado inicial pode ser visto na Figura 3.1.

3.3 Resultados Numeéricos

Nesta secao vamos expor os resultados numeéricos obtidos.

Primeiramente consideramos K = 10 e utilizamos 501 pontos. Assim, h = 0.04.
Em seguida, fizemos a simulagao considerando K = 50 e 2501 pontos. Desta maneira,
o tamanho do passo h = 0.04 se manteve o mesmo. Também fizemos a simulagao
considerando K = 100 e utilizando 5001 pontos mantendo novamente o valor do passo
h = 0.04. Os graficos obtidos podem ser vistos, respectivamente, nas Figuras 3.2, 3.3 e
3.4 no final do capitulo.

Para efeito de comparagao, plotamos as trés solugoes juntas. Para a validagao
plotamos a solugao numeérica obtida através do método de diferencas finitas com
K = 100 e 5001 pontos juntamente com a solugao obtida através de uma variacao
do método de Runge-Kutta utilizando o comando ode45/Matlab. Os graficos obtidos

podem ser vistos nas Figuras 3.5 e 3.6 respectivamente.

3.4 Conclusao

Nos realizamos simulagOes em varias escalas, a saber, fizemos simulagao com 501 pontos
entre [—10,10] (veja Figura 3.2), 2501 pontos entre [—50,50] (veja Figura 3.3) e com
5001 pontos entre [—100,100] (veja Figura 3.4) mantendo o mesmo tamanho de passo
h = 0.04. Observamos que o perfil da solu¢do se manteve o mesmo. Portanto, temos
fortes evidéncias de ter encontrado solu¢do numeérica para o problema (3.1).

Nao foi possivel validar o resultado com integracao direta devido a erros numéricos.
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Porém, como pode ser visto na Figura 3.6, a solugao numérica obtida pelo método de
Diferencas Finitas coincide com a solucao obtida através do Runge-Kutta na proximi-

dade da origem.
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Figura 3.1: Dado inicial : u(t) = 60e~".
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Figura 3.2: Aproximagao numérica com K = 10, 501 pontos e h = 0.04.
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Figura 3.3: Aproximag&o numérica com K = 50, 2501 pontos e h = 0.04.
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Figura 3.4: Aproximagao numérica com K = 100, 5001 pontos e h = 0.04.
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Figura 3.5: Comparagao entre as 3 solugbes numéricas obtidas via Diferenca Finitas
com K =10, K =50 e K =100 e passo h = 0.04.

Diferengas Finitas
Variagdo do Runge-Kuta

Figura 3.6: Validacao da solugao numérica obtida no método de Diferengas Finitas
através integracao direta utilizando uma variagao do método de Runge-Kutta .



Apéndice A

Elementos de Analise Funcional

A.1 Espagos Normados

Definigcao 2. Seja E um espago vetorial real. Suponha que esteja definida em E uma

fungao || - || : E — R tal que
1. |lul| >0 Yu € E e |lul| =0 se, e somente se u=0.
2. lau|| = |a|l|ul| Yu e E,Ya € R.
3 u+ | < Jull +|lv|| Yu,o € E.

Nestas condigoes a funcao || - || € chamada de norma e vamos dizer que (E,|| - ||) € um

espago normado.
Em espacos normados é possivel definir o conceito de limite.

Definigao 3. Seja E um espago normado e (u,) € E uma sequéncia. Diremos que
(up) converge fortemente a uw € E quando para cada € > 0 for possivel obter Ny € N tal

que se n. > Ny entao ||u, —u|| < e.

Ha também para espacos normados a nogao de sequéncia de Cauchy.
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Definigao 4. Seja E um espago normado e (u,) € E uma sequéncia. Vamos dizer que
a sequéncia (uy) € uma sequéncia de Cauchy quando para cada € > 0 for possivel obter

Ny tal que se m,n € N com n, m > Ny entao ||um, — up|| < €.

Observagao 1. E imediato que toda sequéncia que converge fortemente € uma sequéncia
de Cauchy. A reciproca, porém, nao é verdadeira. Basta considerar o espago (Q,|-])
onde x| = max(x, —z). Os espagos normados onde vale a reciproca sao chamados de

Espacos de Banach.

A.2 Espagos com Produto Interno

Definicao 5. Seja E um espago vetorial real. Dizemos que uma fungdo < -+ >:

E x E — R define um produto interno em E se
1. < - > € bilinear.
2. < ;- > € simélrica.
3. <wu> >0 VYu€e FE e<u;u>=0 se, e somente se, u=0. Neste caso dizemos
que (E,< ;- >) é um espago com produto interno.

Observagao 2. Se (E,< ;- >) € um espago com produto interno, entio € possivel

mostrar a sequinte desigualdade, conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwartz
| <wv>P< <wu> <vv>.

A partir disto, € imediato ver que a fungao ||-|| : E — R definida por ||u|| = (< u;u >)%
define uma norma em E. Logo, em todo espaco com produto interno € possivel definir
uma norma nduzida pelo produto interno. Consequentemente surge em espagos com
produto interno a nocdo de limite. Finalmente, se num espaco com produto interno
toda sequéncia de Cauchy for fortemente convergente a algum elemento deste espago

com a norma induzida, entao este espaco serd chamado de Espaco de Hilbert.
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A.3 Espagos Topoloégicos

Definicao 6. Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia em X € uma colegao x

de subconjuntos de X tal que
1. 0, X € x.
2. Se {Ax}aer € x entdo Uycp Ax € X

Os elementos de x sao chamados de abertos e dizemos que (X, x) € um espago topoldgico.
Quando a topologia estiver subentendida vamos denotar apenas por X para ndo carregar

a notacao.
Em espacgos topolégicos é possivel introduzir o conceito de limite.

Definigao 7. Seja (un)nen uma sequéncia no espago topoldgico X e u € X. Dizemos
que limu, = u se para todo aberto A de X que contém u for possivel obter Ng € N tal

que se n > Ny entdo u, € A.

Observagao 3. Se E ¢ um espagco normado, € possivel induzir em E uma topologia
através de sua norma (a saber, a topologia gerada pelas bolas abertas). Neste caso, as
definicoes de limite que introduzimos para espagos normados e espagos topoldgicos sao

equivalentes. Por outro lado, nem toda topologia provém de uma norma. Ver [14] .

Definigao 8. Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica (ou distdncia) em X é uma

funcio d: X x X — R tal que
1. d(u,w) >0 Yuw e X ed(upw) =0 se, e somente se, u=v.
2. d(uw) =d(v,u) Yupwe X.
3. d(uw) < d(u,w) + d(w,w) Y uww, € X.

Neste caso dizemos que (X,d) € um espago métrico.
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Em espacos métricos é possivel introduzir o conceito de limite.

Definicao 9. Seja (X,d) um espaco métrico, (un)neny € X e u € X. Dizemos que
limu, = u se para cada € > 0, for possivel obter Ny € N tal que se n > Ny entao

d(un,u) < €.

Observagao 4. Se (X,|| ||) € um espago normado a func¢ao d(u,v) = ||lu — v|| define
uma métrica em X, ou seja, em todo espaco normado € possivel induzir uma métrica.
Neste caso as definicoes de limite sao equivalentes. Por outro lado, é possivel mostrar

que nem toda métrica provém de uma norma.

Observagao 5. Em espacos métricos € possivel induzir uma topologia associada a mé-
trica (a saber a topologia gerada pelas bolas abertas). Neste caso, as defini¢oes de limite
que introduzimos sao equivalentes. Por outro lado, € possivel mostrar que nem toda
topologia provém de uma métrica. Os espagos topoldgicos em que a topologia provém de

uma métrica sao chamados de espagos metrizdveis. Veja [14].

A.4 Compacidade

Nesta secao nos dedicamos aos conjuntos compactos. Tais conjuntos tem importancia
fundamental no nosso estudo uma vez que estdo intimamente ligados & convergéncias

de sequéncias.

Definicao 10. Seja X wum espaco topoldgico e Y C X. Dizemos que a familia de
abertos {Ux}rer, € uma cobertura aberta de 'Y seY C |Jyep Ux. Se o conjunto L é

finito, dizemos que a cobertura € finita.

Definicao 11. Seja X wum espago topoldgico e Y C X. Dada uma cobertura aberta
{Ux}rer do conjunto Y, dizemos que a familia {Uy}xer onde L' C L é uma subcober-

tura de'Y se'Y C Jycp Ux.

Podemos agora definir conjuntos compactos.
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Definicao 12. Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto K C X € compacto

quando toda cobertura aberta de K possuir alguma subcobertura finita.

Observacgao 6. E possivel mostrar que em wm espago normado X (e consequentemente
metrizavel) todo compacto € fechado e limitado. Além disso, € possivel mostrar que toda
sequéncia (Up)nen contida num compacto K C X possui alguma subsequéncia conver-
gente para um elemento u € K. Esta iltima propriedade tem importdancia fundamental

neste trabalho. Veja [14].
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Espacos de Sobolev

Neste capitulo vamos definir os espacos de Sobolev. Além disso, vamos dar uma atengao
especial ao espaco de Sobolev H2(R) que é o espaco principal utilizado neste trabalho.
Também colocamos no final resultados de integracao que como o proprio Brezis afirma:

"Todos devem saber".

B.1 Espagos de Sobolev W!?(R)
Seja I C R um intervalo possivelmente ilimitado e seja p € R com 1 < p < 4o0.

Definigao 13. O espago de Sobolev W1P(R) € definido como

WYP(I) = {u € LP(I);3g € LP(I) tal que/ up'dr = —/ gpdx Yo e C§O(I)}.
R

R
(B.1)
Se u € WHP(I) entdo existe g € LP(I) tal que
/ucp'dw = —/g(pdx Vo € C5°(1). (B.2)
R R

Neste caso, denotamos u' = g e dizemos que v’ € a derivada fraca de u.
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Teorema 7. O espaco WLP(I) é um espago de Banach com a norma
lullzz, = lull, + 'L, Yue WHP(I), (B.3)

1
onde |lul|z, = [[; |ulP]?. Além disso, W'P(I) € reflezivo se 1 < p < +o00 e separdvel se

1 <p<+oo.

Para demonstragao veja [3].

B.2 Propriedades

Teorema 8. Seja u € WP(I). Eziste uma fungdo @ € C(I) tal que

() gqtp.em I e (B.4)

I~
—
8
N~—
Il
=41

a(z) — aly) = / ")t (B.5)
Yy

Observacao 7. Em outras palavras, o teorema acima mos diz que toda funcao u €

WP(I) possui um representante continuo.

Teorema 9. Seja u € WYP(I) Entdo eriste uma sequéncia (u,) em C§(R) tal que

(un)r — u em WHP(T).

Para demonstragoes veja [3].

B.3 Imersoes de Sobolev

Teorema 10 (Imersoes de Sobolev). Existe uma constante C' dependendo apenas de

|I| (medida de I) tal que

lullr. < Cllullw,, Yue WHP(I), V1< p< +oo.
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De outro modo: WP(I) C C(I) é com imersio continua.

Além disso, se I € limitado, entao

1. A imersao WYP(I) C C(I) é compacta para todo 1 < p < +o0.

2. A imersio WYP(I) C LI(I) é compacta para todo 1 < q < +o0.

Para demonstracao veja [3].
Observagao 8. Seja I possivelmente ilimitado. Entdo uw € WYP(I) = u € LI(I) para

todo q € [p,+0o0] jd que

[ udvde = [t Pz < 2 -l (B.6)

Observagao 9. Decorre imediatamente da observagdo acima que a imersio WP (I) C

Li(I) € continua para todo q > p. Logo, se u € WYHP(I) entdo existe C > 0 tal que

ullz, < Cllullwr

Teorema 11. Suponha que I é um intervalo ilimitado e u € WHP(I) com 1 < p < +o0.
Entao

lim wu(z)=0.
|| —+o0

Para demonstragao veja [3].

B.4 Os espagos de Sobolev W"P(])

Definigao 14. Dado um inteiro m > 2 e um niumero real 1 < p < 400 definimos por

inducdo o espaco

WP (1) = {fu e W EP(I);4 € W LP(I)). (B.7)
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Também definimos o espago

H™(I) = W™(I). (B.8)

A norma considerada nesses espacos €

3=

lallwms = (lalls, + 15, + -+ [l ). (B.9)

B.5 O espago H?*(R)

Neste trabalho o espaco principal considerado ¢ o H?(R). Este se torna um espaco de

Hilbert com o seguinte produto interno

<ujv >H2:/u"v"dw+/u’v’dw+/uvdm V uw € HA(R).
I I I

Além disso, é imediato que o produto interno acima induz a norma usual de H?(R) e
vale

lullz, < llullw, s < lullm, Yu € HA(R).

Neste trabalho especificamente vamos introduzir outro produto interno em H?(R)

< UV Spa= /u"v"d$— k/u’v’dx—l—/a(m)uvdm Y up € H*(R)
1 1 1

onde k é uma constante e o : R — R é uma fungao Holder- Continua. Para garantir
que o produto definido acima é de fato um produto interno vamos supor que k e «
estao nas condigoes do lema a seguir, o qual nos garante uma equivaléncia de normas

em H?(R).
Lema 9 (Equivaléncia de Normas). Suponha que « e k satisfacam as sequintes hipdteses

1. o € Hélder-continua.

2. Existem constantes positivas a,b € R tais que 0 < a < a(x) < bVz € R.
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3. k€ (—00,2v/a).

Entao, existem constantes positivas v, n tais que
2 "2 12 2 2 2
Yllulz, < /(u — ku"" + a(x)u”)de < nlully, Yu e H(R). (B.10)
R

Demonstracao. Existéncia de n:
Seja u € H?(R). Defina
n = max{1, — k,b}. (B.11)

Temos

[ =k vatapyde < [ @+ +a?)do = nlulle, Vo e HHR). (B.12)
R R

Existéncia de ~:

Se k < 0, de maneira analoga & feita no item anterior, o resultado segue tomando
v =min{l, — k,a}. (B.13)

Suponha que 0 < k < 2y/a e seja 1(€) a transformada de Fourier de u € H?(R).

Se s € (0,3) é tal que
(k+1)§2—a+1§§(1+§2+§4) VEER (B.14)
basta tomar v =1 — 3 Com efeito, temos que

/(u”2 — ku” + a(z)u?)de > /(u"2 — ku? + au®)dx (B.15)
R R
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e utilizando a Identidade de Parseval (veja [6]) na equagao (B.15) obtemos

/ (" — k' + a(z)u?)de > / (% — k€ + a)|a(é)2de. (B.16)
R R
Note que

kP 4a=++1-k+1D)E+a—-1>(E+E+1)(1— %) Vé e R. (B.17)
Substituindo (B.17) em (B.16) obtemos

/ (" = k' + a(2)u®)do > / (€' +& + Dfal’ds = llullr> Yo HA(R). (B.18)
R R

Para finalizar a demonstracdo, basta garantir a existéncia de s € (0,3) que verifica

(B.14). Para isto, note que (B.14) é equivalente a

0<§4+(1—3(kj1))2—4(1+3(a8_1)) V¢ € R, (B.19)
que é satisfeita se, e somente se,
(1- 3(@:1))2 — 41+ 3(“8 Yy <o, (B.20)
ou seja, se, e somente se,
s 4+ 2s(k+2a—1) —3(k+ 1) > 0. (B.21)

Como por hipotese 0 < s < 3, a inequagao (B.21) é satisfeita se, e somente se,

so=—(k+2a—1)+/(k+2a—1)+3(k+1)2<s<3, (B.22)
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sendo que a desigualdade (B.22) implica
k < 2va, (B.23)

o que é verdade por hipdtese. O

B.6 Resultados de Integracao que Todos devem saber

No que segue, 2 C RY onde N € N e a integral utilizada ¢ a Integral de Lebesgue. A

prova dos resultados a seguir pode ser encontrada em |[3].

Teorema 12 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (f,) uma sequéncia de fun-
¢oes integraveis em ), isto €, (fn) C LY(Q). Suponha que fi < fo < -+ < fn...
g.t.p em Q e que sup,en([q fn) < 00. Entdo existe uma funcio f € LY(Q) tal que

fulx) = f(x) g.t.p em Q e | fn— fllzr — 0, ou seja,

/Q Fodz — /Q fdz. (B.24)

Teorema 13 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam (f,) uma sequéncia de
fungoes em LY(Q) tal que fo(x) — f(x) q.t.p em Q onde f é uma fung¢io mensurdvel.

Suponha que exista g € L' () tal que |fn(x)] < g(x) q.t.p em Q. Entdo f € L'(Q) e

/andxa/gfd:n. (B.25)

Lema 10 (Fattou). Seja (f,,) uma sequéncia de fung¢oes em LY (Q) tais que fn(x) >0

g.t.p em Q e sup,en( [ fn) < 0. Defina f(z) = liminf,en(fn(z)). Entio f € LY(Q) e

/Q Fodz — /Q fdz. (B.26)
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B.7 Nocoes de Distribuicoes

Vamos agora introduzir o conceito de distribuicao e fazer uma breve exposicao sobre
suas propriedades bésicas. Optamos por fazer um caso bem particular que cabe neste

trabalho. Para uma exposi¢ao mais geral veja [18].

B.7.1 Definicao

Considere o conjunto C3°(R) das fungoes reais com suporte compacto. E possivel
introduzir em C§°(R) uma topologia, denominada limite indutivo, que faz deste espago
um espago topologico denotado por D(R) e cujos elementos sao chamados de fungoes
teste. Como ja observamos no apéndice A, uma topologia induz uma nogao de limite.

Em D(R) a nogao de limite é dada pela defini¢ao a seguir.

Definigao 15. Seja () uma sequéncia de fungoes teste e seja ¢ € D(R). Dizemos
que o, — ¢ em D(R) se existir um subconjunto compacto K C R que contenha supp ¢y,

e supp ¢ para todo n € N e o™ — (™) uniformemente para todo m € N.

Defini¢ao 16. O espago das distribuicoes D'(R) é o espaco dual de D(R), isto €, o

conjunto dos funcionais lineares continuos definidos em D(R).

Observe que se u € L?(R), entdo o seguinte funcional T}, definido em D(R) dado
por

< Ty p >= / up (B.27)
R

define uma distribuicdo. Dessa maneira o espaco L?(R) pode ser visto como um subes-

paco do espaco das distribuigoes.

Defini¢ao 17. Dada uma distribui¢ao T € D'(R), definimos sua derivada T" € D'(R)da
sequinte maneira

<Thio>=—<T;¢ > VpeDR). (B.28)
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Assim, toda distribuicao possui derivada sendo que a derivada de ordem m € N de

uma distribuicao T' é dada por

<TM;p>= ()" < T;9™ > Vp € D(R). (B.29)

Como o espaco L%(R) pode ser imerso em D’(R), toda funcio u € 2(R) possui derivada

no sentido das distribuigoes. Note ainda que se u € H(R), entdo v’ e v’ € L*(R) e

/ woder =<Ti0>= — < Ty >= —/ uwp'dr Vo € D(R), (B.30)
R R
/ uoder = <T);p>=<Ty;¢" >= / uwp”dz Vo € D(R), (B.31)
R R

Neste caso, o conceito de derivada fraca coincide com o de derivada no sentido das
distribuigoes, ou seja, a derivada fraca de Sobolev é um caso particular de derivada de

distribuigoes.



Apéndice C

Funcionais Diferenciaveis

C.1 Definicoes Bésicas

Neste capitulo || - || indicarda a norma do espago de Banach em questao.
Definigcao 18. Seja ¢ : U — R onde U € um aberto de um espago de Banach X. O

funcional é Gateauz diferencidvel em uw € U se existir f € X* tal que para todo v € X

lim ~[p(u + t0) — p(u) — ¢ < f;0>] = 0.

t—0 ¢

Neste caso, o funcional f é unico e serd chamado de derivada de Gateaux em u e serd

denotado por ¢'(u) dada por
/ .1
< @'(u);v >=lim —(¢(u + tv) — p(u)).
t—0 ¢

Observagao 10. < ¢'(u),v > € a derivada direcional de ¢ em u na diregao v.

Definicao 19. O funcional ¢ tem derivada a Fréchet f € X* emu € U se

. 1 ) _
||]£1|rgom[so(u+th) —p(u)— < fih>]=0.
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Neste caso, [ € a derivada a Fréchet de p em u e serd denotada por ¢'(u).

Observagao 11. O fucional ¢ € diferencidvel a Fréchet (ou a Gateaux) se for diferen-

cidvel em todos os pontos de U.
Observagao 12. Se ¢ € diferencidvel a Fréchet entdo ¢ € diferencidvel a Gateaux

Observagao 13. O funcional ¢ € CY(U;R) se possuir derivada de Fréchet em todos

0s pontos de U e a fungao u— ¢'(u) for continua em U.

Teorema 14. Se ¢ tem derivada de Gateauz continua em U ent “do ¢ € CH(U;R), ou

seja, @ € diferencidvel a Fréchet.

Para maiores detalhes veja [12].

C.2 O funcional I,

Nesta parte, vamos provar que o funcional I, definido em (23) ¢ C'(H?(R);R) onde
w € H*(R) esta fixo.

Considere o seguinte funcional, definido em H?(R):

1
I,(u) = 3 /R(u”2 — k' + a(z)u?)dzr — /RF(:U,u,w')d:U Vu € H*(R).

Vamos mostrar que I, € C1(H?(R);R). Para isto, tome ¢ : H*(R) — R dado por
op(u) = /(u"v”—ku'v’—i—a(a:)uv)dac—/f(x,u,w’)vd:n Vo € H*(R).
R R

Vamos mostrar primeiramente que ¢, € (H2(R))* para todo v € H?(R). Clara-
mente ¢, ¢ linear. Basta portanto verificar a continuidade. Para isto, seja (u,) € H2(R)

tal que u,, — u € H?(R). Temos que

< Up; U >ga= /u%v"dw — k/u;v/dx + /a(x)unvda: —< U S
I I 1
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pois como foi observado no Apéndice B < - ; - >, é um produto interno e, con-
sequentemente, (vide Apéndice A) continuo. Além disso, pelas Imersoes de Sobolev,
segue que uy(z) — u(zr) em R e existe Ky > 0 tal que [|up|r~ < Ko ¥n € N. De

maneira inteiramente analoga a feita na Segao (1.3.2) concluimos que

/f(x,un,ﬁ)vdx%/f(a;,u,&)fud:c. (C.1)
R R

Segue que o funcional ¢, é continuo para todo v € H?(R).

Para finalizar, vamos mostrar que I/, (u)v = @, (v) Yv € H?(R). Temos que
1L ()0 = lim = (L + t0) — Ly ()] (c2)
w(w)v = lim = [Ty (u+ tv w(u)]. :

Para calcular o limite acima, vamos calcular inicialmente a diferenca [I,(u+tv) —I,,(u)].

Temos que
1 2 1 2 /
L(u+ t0) = Sl +1 < w0 >pa +5 003, — [ Flau+tow)de  (C3)
R
ou seja,

2
Ly(u+tv) — Iy(u) =t < uw >pq +2|]UH%&+/ [F(z,uw') — F(zu+tow)|ds. (C.4)
R

Como

}i_r)r(l) %[F(m,u,w’) — F(zu+tvaw')] = — f(zu,w v (C.5)
segue que

I (u)v =< uw >pq — /R f(zuw ) vde = ¢, (u). (C.6)

Concluimos que o funcional I,, ¢ C*(H%(R); R).
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Formulacao Variacional

Neste capitulo vamos fazer a formulagao variacional dos problemas (P) e (P,). Para

isto, seja vg € C3(R). Temos que se u é solugdo classica de (P) entdo
u® + kv + a(x)u = f(tun).
Multiplicando por vy os dois lados da equacao e integrando obtemos
/Ruwvo + ku'vy + a(z)uvedr = /Rf(t,u,u/)vgdx. (D.1)
Seja K > 0 € R tal que supp vg C [-K,K]. Temos que

‘ K K
/u“’vgd:ﬁ:/ u“’voda::/ u"vjdz, (D.2)
R -K K

onde na ultima igualdade utilizamos integragao por partes duas vezes. Analogamente

temos que

/u"vod:n: —/ u'vjdz. (D.3)
R R
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Logo, substituindo na equagao (D.1) obtemos

/Ru”vg — K'v) + a(x)uvgdx = /Rf(t,u,u')vodx Vg € C2(R). (D.4)

Como C2(R) ¢ denso em H?(R) segue que
/Ru”v” — k' + a(z)uvdr = /Rf(t,u,u')vd$ Yo € HX(R). (D.5)
Definicao 20. Uma solugdo fraca do problema (P) ¢ uma fungio u € H?*(R) que

satisfaz a equagao (D.5) para todo v € CF°(R).

Analogamente, obtemos que se u é solugao classica de (P,) com w € H?(R) fixado,
entao

/ u"v" — K+ a(x)uvdr = / f(tuw wde Yo € H*(R). (D.6)
R R

Definicao 21. Uma solucio fraca do problema (P,) ¢ uma funcio v € H%(R) que

satisfaz a equagao (D.6) para todo v € CF°(R).

Observacao 14. Se u € solugao cldssica de (P) (respectivamente de (Py)) € imediato

ver que u € solugao fraca de (P) (respectivamente (Py)).
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Propriedades da Topologia Fraca

No que segue, faremos uma exposicao basica sobre as propriedades basicas da topologia

fraca. Para uma visdo mais detalhada veja (|3]).

Definigao 22. Seja X um espago de Banach. A topologia fraca o(X,X™*) € a topologia

menos fina que torna todos os funcionais ¢ € X* continuos.

Observagao 15. Quando colocamos em X a topologia fraca o(X, X™*) induzimos uma
nova no¢ao de convergéncia chamada de convergéncia fraca. Neste caso, diremos que

(up) converge fracamente a u € X e denotaremos isto por u, — u.

E.1 Propriedades basicas da convergéncia fraca
Teorema 15. Seja (v,) C X uma sequéncia. Entdo

1 [z, —z] & [< fio, >—< fix > Vfe X"

2. Se x,, = x entao x, — T.

3. Se xp, — x entao (||zy||) € limitada e ||z|| < liminf ||x,||.

4. Sexy, —x e fn— fem X entio < fn,x, >—< for >.
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Teorema 16 (Kakutani). Seja X um espago de Banach. Entao X € reflexivo se, e
somente se, a bola

B[0,1] ={z € X;||z|| <1}
é compacta na topologia fraca o(X, X*).

Teorema 17. Seja X um espago de Banach reflezivo e (x,) C X uma sequéncia
limitada em X . Entao existe uma subsequéncia (xy,) que converge fracamente a algum

rzeX.

Observagao 16. Os dois teoremas acima tém importincia fundamental neste trabalho

e no estudo das equagoes diferenciais de uma maneira geral.

Observacao 17. O espago H?(R) € reflexivo. Logo suas bolas fechadas sio fracamente

compactas e sequéncias limitadas admitem subsequéncias fracamente convergentes.

Teorema 18. Seja T : X — y um operador compacto entre dois espacos de Banach.
Se (up) C X € uma sequéncia tal que u, — u € X entdo a sequéncia (T (uyp)) C Y

converge fortemente a T(u), ou seja, T'(up) — T(u).

Observagao 18. Note que seqgundo o teorema acima e o teorema de imersoes de Sobolev,
se u, — u em H?(R) entdo u, — u em LP(I) para todo 1 < p < 400 onde I é um

mtervalo limitado.
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Caracterizacao do nivel cy,

Neste capitulo vamos mostrar que I, (u,) = ¢, onde u,, € H*(R) é a solugao fraca do
problema (P,). A demonstracao foi baseada em [8].

Nos ja provamos que a solugao u,, do problema (P,) é ndo nula. Logo, o conjunto
M, = {u € HX(R)\ {0}; I/, (w)u = 0} (F.1)

é ndo vazio. Além disso, para cada u € H%(R) \ {0} defina a funcio v, : Ry — R dada

por

bu(t) = Ly(tu) Yt > 0. (F.2)

Set > 0, pelos Lemas 2 e 3, temos que ¢, (t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno
e Y, (t) < 0 para t suficientemente grande. Além disso, pela hipotese (f1) segue que
1, (0) = 0. Podemos concluir entao que 1, é limitada superiormente e seu méaximo é
atingido em algum ¢, > 0.

Defina a fungao ¢ : H3(R) \ {0} — R dada por ¢(u) = t,, onde t, é algum ntimero
real positivo (note que podem existir mais de um) tal que 1y, (ty,) = maxg>g Ly (tu).
Sendo assim, temos que

U (p(u) = I, (p(u)u)u (F.3)
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ou seja,

MMWMQ=Af@mWWM%M (F.4)

A equagao acima nos mostra que p(u)u € M,, e , utilizando a hipétese (fs) mostra-se

que ¢(u) é o tnico numero real tal que p(u)u € M,,.
Proposicdo 1. A funcdo u > @(u) é continua em H?(R)\ {0}.

Demonstragdo. Seja (un,) C H*(R) \ {0} tal que u, — u # 0 em H?(R).

Temos

wwwwazéﬂMWWMMMMx (F.5)

ou seja,

wmfmw@=/f@¢MWMWﬂMMMm (F.6)
R

Vamos mostrar que a sequéncia (p(uy,)) € limitada. Se a sequéncia satisfaz ¢(u,) <1
para todo n € N o resultado é imediato. Da mesma maneira, se houver apenas um
namero finito de indices i € N tais que ¢(u;) > 1. Se, porém, a sequéncia (¢(uy,)) tiver
infinitos termos maiores do que 1, isto é, existir um conjunto infinito de indices ¢ € N
tais que ¢p(u;) > 1 temos, extraindo essa subsequéncia também denotada por (¢(uy)),

que

/#mawwwwwwmmee/F@ﬂwWwwmze/wwﬂﬂmmwma
R R R
(F.7)

Note que na ultima desigualdade utilizamos o fato de a funcao t — %ﬁ;’“") ser cres-

cente para t > 0 onde # € R e u,w € H?(R) estdo fixados. Para ver isto, defina

£(t) = %ﬁ’w/) para todo ¢ > 0. Temos que

f(z tu,w )t® — OF (x,tu,w’)tO~! 1

&= 726 = o7 (@ tuu ) u— OF (ztuu)) > 0 (F.8)

onde a ultima desigualdade segue da hipotese (f4). Mostramos assim que a fungao £ é
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crescente. Substituindo (F.7) em (F.6) obtemos

1 [N 1 [

@72 < - . —_ . R
() T 0 [ F(zupw)de G Jg F(zuw')dx

Segue que a sequéncia (p(uy)) € limitada.
Concluimos, portanto, que em qualquer dos casos a sequéncia (¢(uy,)) deve ser
limitada. Sendo assim, a menos de subsequéncia, ¢(u,) — @. Vamos mostrar que

@ # 0. Com efeito, se fosse @ = 0, pela equagao (F.6) teriamos que

el = [ FasplununaVotuunds < e [ fuufPde + Cuplun) [ fuftda
(F.10)
e, como u, — uem H?(R), segue que esta ¢ limitada e utilizando as imersoes de Sobolev
obtemos que u, — 0 em H?(R) o que é absurdo pois u # 0 por hipotese. Sendo assim,

temos que ¢ > 0 e passando o limite na equagao (F.6) obtemos

Slull2, = /R J(z.pua!)pudz (F.11)

ie. pu € M, e pela unicidade do nimero ¢(u) segue que ¢ = ¢(u) é o unico valor
de aderéncia da sequéncia ¢(u,) e consequentemente ¢(u,) — (u), i.e, a fungao é

continua. 0

Agora estamos prontos para dar uma nova caracteriza¢ao para o nivel ¢, (ver Ca-

pitulo 2, Teorema 2). Defina

¢t = inf  max [, (t,u). (F.12)
weH2(R)\{0} >0

Proposicao 2. O nivel ¢, pode ser alternativamente caracterizado por

c*=cy = inf I. (F.13)
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Demonstragio. Como observamos anteriormente, temos que, para cadau € H?(R)\ {0},
max I, (tu) = Ly(p(u)u) (F.14)

e o(u)u € My, Segue entdo que c* = infyepr, Ln(u). Seja agora g € C([0,1]; H*(R))
um caminho tal que g(0) =0 e g(1) = v # 0 de maneira que I,,(v) < 0. Afirmamos que

g cruza M,,. Com efeito, se u € H2(R) \ {0} é interior a M, ou I’ (u)u > 0 temos que

||u|]2a > / f(zuw)ude > 6)/ F(z,u,w')dz (F.15)
R R

ou seja,

1
I,(u) = 5”“”%(1 - /RF(:L‘,u,w')d:L‘ > (% - 1)/RF($,U,wl)d$. (F.16)

Note que g(t) > 0 para t positivo suficientemente pequeno pelo lema 2. Logo, pelo

Teorema da Alfandega, segue que g cruza M,,. Sendo assim, temos

max [,(g(t)) > inf I,(u) =c" (F.17)

te(0,1] u€E My,

e entdo ¢, > c¢*. Por outro lado, fixado u € H2(R) \ {0}, temos que I,,(tu) < 0 para
t(u) suficientemente grande. Logo, cada raio R, = {tu;t > 0} pode ser associado a
algum caminho g, € C([0,1]; H*(R)) tal que g(0) = 0 e g(1) = v # 0 de maneira que

I,(v) < 0. Consequentemente

*

=  inf I,(tu) =  inf I £)) > inf Lo(g(t) := cu
“ 7 ey T oy o ) 2 et g P €
(F.18)
onde I' é dado no teorema 2.

Mostramos que ¢* = ¢, = inf,enr, Ty (). O
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