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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solucoes para o problema semilinear eliptico.

—Au = —AMu|"?u+au+buT)P~!  em Q,
u=>0 sobre 0f2,

onde 2 C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, N >3, 06> 0,1 <¢<2<
p < 2%, ut =max{u,0}, a € R, \y < a < M\t1, k> 1, e \j € o(—A). Consideramos dois
casos, a saber,

(i) 2 < p < 2* (subcritico),

(ii) p = 2* (critico),
usando métodos variacionais, mostramos a existéncia de pelo menos trés solugdes. As duas

primeiras foram obtidas via o Teorema do Passo da Montanha e a terceira via o Teorema

de Enlace.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais. Expoente critico. Problema semilinear.



ABSTRACT

In this work, we study the existence of solutions for the semilinear elliptic problem

—Au = —AMu|"?u+au+buT)P~!  em Q,
u=>0 sobre 0f),

where Q@ C RY is a bounded smooth domain, N > 3,06 > 0,1 < g < 2 < p < 2%,
ut = max{u,0}, a € R, \y < a < Ay1, k> 1, and \; € o(—A). We consider two cases,

namely,

(i) 2 < p < 2* (subcritical),

(ii) p = 2* (critical),

using variational methods, we show the existence of at least three solutions. The first two

were obtained via the mountain pass theorem and the third via the linking Theorem.

Key-words: Differential equations. Critical exponent. Semilinear problem.



LISTA DE ILUSTRACOES

[Figura 1 — A geometria do passo da Montanha)

[Figura 2 — A geometria do Teorema de Linking]




O cCRYN

o2

<

[-ller

Co(Q,R)

Co° (2, R)

LOO

LISTA DE SIMBOLOS

subconjunto aberto e limitado.

fronteira de €.

é o fecho de Q.

o complementar do conjunto A.

¢ a medida de Lebesgue de um subconjunto A de RY

Bola de radio R centrada no ponto x.

-
Ory" 0z, )
" 9%
suporte da funcao f.
olel

oxi*, ..., 0xon

u, a=(ag,...,q).

espaco das fungoes u : 2 — R continuas em (2.
espaco das funcoes u : Q — R continuas em Q.
norma definida em C(Q, R).

espago de todas as fungoes u : 2 — R que possuem derivadas continuas

em ).

espaco de todas as funcoes u :  — R que possuem derivadas continuas

em ).
norma definida em C1(€2, R).

espaco de todas as funcdes u : 2 — R que possuem derivadas continuas

em {2 com suporte compacto.

espaco das fungoes u : {2 — R infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto.

espaco das fungdes mensurdveis u : 2 — R onde sup,q |u(z)| < oo com

norma

|tt|o = Inf{C > 0 : |u(z)| < C quase sempre em Q}.



WHkP(Q) espagos de Sobolev (veja Apéndice A.10).
H*(Q) espaco de Sobolev W"2(Q).
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fulln = | [ (9l + ult)do]
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1/p
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Q
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pN . L
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-Pp
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f=0(g) quando x — xy, significa que existe C' € R tal que |f(x)| < C|g(x)|, V z
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f = 0(9) quando X — X, Signiﬁca que lim ’f(x)’
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1 INTRODUCAO

Essa dissertacdo tem como objetivo expor o trabalho de F. O. de Paiva e A. E.
Presoto [16], o qual serd estudado ao longo deste trabalho. Estudamos a possibilidade de

existéncia de solugao para o problema semilinear eliptico.

Ay = — q—2 +)p—1 0
{ u AMu|7?u + au + b(u™) em 2, (11)

u=20 sobre 0f),

onde  C RY é um dominio limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A é um

2
pardmetro posistivo, 1 < ¢ <2 <p < 2* = N 3¢ ut = max{u,0}.

No caso em que a poténcia p é subcritica, isto é, 2 < p < 2*, a imersao de H}(2) em
LP(§2) é compacta, assim, é possivel mostrar que o funcional associado ao problema (1.1)
satisfaz a condi¢do de Palais-Smale em todos os niveis. Por outro lado, no caso em que a
poténcia p é critica (p = 2*), a imersdo de H}(2) em LP(Q2) ndo é compacta, e assim, este
“problema” é transferido para o funcional. Isto gera uma grande dificuldade em mostrar
a existéncia de solugao nao-nula. Os argumentos aqui utilizados para o caso critico sao
adaptagoes da técnica desenvolvida por Brezis-Niremberg [5], no qual é mostrado que o

funcional satisfaz Palais Smale abaixo de um certo nivel.

Mostraremos também que em ambas os casos (critico e subcritico), o problema (1.1)
possui trés solucoes. As ferramentas Variacionais serdo o teorema do Passo da Montanha

e o Teorema de Linking.

Em 1994, A. Ambrozetti, H. Brezis ¢ G. Cerami [I] consideraram o problema

—Au=Xu?+u’, em
u>0 em £, (1.2)
u=20 sobre 0f),

onde eles mostraram a existéncia de um valor A > 0 tal que existem pelo menos duas
solugoes positivas para A € (0,A), pelo menos uma para A = A e nenhuma solugao positiva
para A > A. Apds o surgimento deste trabalho, tem havido a preocupagao crescente sobre

o estudo de multiplicidade de solugoes para o problema eliptico semilinear do tipo:
—Au = plulT?u+ g(u) em (.

Quando g ¢é assimétrica e assintoticamente linear este problema foi considerado em

[8, 12, 15, 23]. Aqui assimétrica significa que g satisfaz uma condigao tipo Ambrosetti-Prodi,

t t
isto ¢, g = tlir—noo g<t> <A < gy = tEerOO & Quando g é assimétrica e superlinear

em 400, g, = 00, este problema foi abordado em [8, 15 [20]. Em [8] foi considerado um
problema com condicao de fronteira do tipo Neumann e em [20] os autores estudaram um

t
problema envolvendo o operador p-laplaciano. Em [15], foi assumido que gi) cruza um
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autovalor do laplaciano quando t varia de 0 & —oo, isto é, ¢’(0) < A\ < g_. Hipoéteses
similares também aparecem em [23]. Hip6teses que envolvem o primeiro autovalor, como
g'(0), g < Ay, foram considerados em [8 12} 20]. Sabe-se que o cruzamento de autovalores,
em particular, o primeiro, esta relacionada com a existéncia e multiplicidade de solugoes
de tais problemas. Neste trabalho nota-se que a nao linearidade g(t) = at + b(t*)P*!, com
a > A1, nao esta incluido em nenhum dos trabalhos anteriores. Além disso, problemas
semelhantes com p = 0 foram estudados em [21] para problemas de Dirichlet, e em [2] 24]
para problemas Neumann. Nosso problema (1.1) também estd intimamente relacionado

com a classe de problemas superlineares do tipo Ambrosetti-Prodi:
~Au=au+ (u)?+ f(u) em Q com fe€ L

Por exemplo no caso em que a = Ay, este problema tem uma solucao, se || f||.2 é suficien-
temente pequeno (ver [17]). Em 1986, B. Ruf e P. N. Srikanth [26] estudaram o problema

superlinear com o expoente subcritico :

{ —Au =M+ (ut)P+ f(u) em Q,

(1.3)
u=20 sobre 0f2,

onde Q C RY é um dominio limitado suave, 1 < p < 2* —1se N > 3,h € L*(Q) com
s> N e A € R. Usando a decomposigao f = tp; + f; com / fipr = 0 e a hipdtese de que
A > A, A # \; para todo ¢ € N, Ruf e Srikanth mostraram g existéncia de uma constante
T =T(f1), tal que para t > T, o problema (1.3) possui pelo menos duas solugdes. Outros
resultados e variagoes para o problema acima podem ser encontrados em [9, 10} 1T} 13} 25].
A principal motivagao para o caso critico do problema (1.1) é o trabalho pioneiro de

Brezis-Nirenberg [5], onde o seguinte problema critico foi considerado :

{ ~Au= M+ [u¥ 2 em Q,

(1.4)
u=>0 sobre 0f),

onde A < A;. Eles notaram que o problema tinha uma quebra da compacidade no valor
N

2

, de modo que, eles construiram niveis minimax para o funcional energia associado
ao problema (1.4). Tais ideias permearam muitos trabalhos posteriores, dentro os quais
o trabalho de Capozzi, Fortunato e Palmieri [7] que basicamente estudaram o problema
acima, com A entre dois autovalores. Eles demostraram que o problema acima tem uma
solucao nao trivial para todo A > 0 quando N > 5 e quando A nao é autovalor do laplaciano
quando N = 4.

Iniciamos o Capitulo 2 com resultados que serdao usados nos demais capitulos. No
Capitulo 3 estudamos o problema (1.1) para o caso subcritico, onde fizemos uso da técnica
do Teorema do Passo da Montanha para obter uma solugao negativa e uma positiva.
Além disso, usamos o teorema de Linking para obter uma terceira solu¢ao. No Capitulo
4 abordamos o problema (1.1) para o caso critico, onde novamente usamos os mesmos

teoremas, com a compacidade satisfeita abaixo de certo nivel, para obter trés solugoes.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, demonstraremos resultados que serao utilizados para o problema
Eliptico Semilinear com condic¢ao de fronteira de Dirichlet envolvendo o expoente subcritico,

quanto para o critico, isto é,

(2.1)

—Au = —MNu|"?u+ au+b(uT)P™t  em Q,
u=20 sobre 0f),

onde 2 € RY é um domino limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A € R,
2N
1<q<2<p§2"‘:N_2 e u™ = max{u, 0}.
As solugoes fracas do problema (2.1) correspondem aos pontos criticos do funcional

I, : H(Q) — R dado por

1 A b
nw) =5 [ (Vufdr s 2 [ jultdr = 5 [ oftde = [ 0ty

Antes de iniciarmos o primeiro resultado, precisaremos de algumas notagoes que
serdao utilizadas ao longo do trabalho. Denotamos os autovalores de (—A, H}(Q)) por
0< A <Ag << \j---, epor g; as autofuncoes correspondentes. As normas definidas

em H}(Q) e LP(Q) sdao denotadas por ||.|| e |.|, respectivamente.

2.1 REGULARIDADE DO FUNCIONAL

Comegamos mostrando que este funcional Iy é de classe C*(HJ,R) e sua derivada

¢é dada por

(I (u), Y = /ﬂVthdx+>\/Q|u|q_2uhd:v—a/9uhdx—b/ﬂ(u*)p_lhdx, Vu,he H. (2.2)

Lema 2.1 O funcional I é de classe C'(Hg,R) e sua derivada é dada por (2.2).

Demonstragio: Tomamos Iy, I, I3 : H} — R, da seguinte maneira:

1

h) =5 [ |Vufdr,
a

b() = £ [ Jufda,

1
I3(u) = V/Q\uﬁda:, para 1 <~y < 2%,

e iremos provar que Iy, I», I3 sao de classe C'(H}, R).
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Afirmacgao 1) I, é de classe C'(H},R).

De fato, primeiro vamos mostrar que I; é Gateaux diferenciavel. Para isto, iremos

encontrar (I(u), h).

t—0 t
B 1 e
t—0 t
L u]? Rl )

—(u, k) = /Q VuVhdz.

Portanto, a derivada de Gateux existe em u com (I7(u),h) = / VuVhdz. Agora mostra-
0

remos que ] é continua, seja u, — u em H}. Queremos mostrar que I (u,) — I;(u) em

(H})*. Para todo h € H com ||h|| < 1, vejamos que

(11 (un) = I3 (w), )| = [(1{(un) ) = (I1(w)h)]|
= ‘(umh>H§ - <u7 h>H§‘
[ — 0, g

< lun = wll[[p]] < Hjun = u].

Isto implica que [(I](u,) — I} (u), h)| < ||u, — u|| para todo h € Hj com ||h]| <1,

por conseguinte

15 (un) = L3 ()| sy = e (11 (un) = L5 (w), )] < [Jup — ul].

Pela hipétese, segue-se ||[{(u,) — Ij(u)|| (1)~ — 0, quando n — oo, isto é, [1(u,) — I{(u)
quando n — 00. Deste modo, concluimos que 7 é continuo e com o resultado (ver Apéndice,
Teorema A.3), I € C'(Hg, R).

Afirmagao 2) I, é de classe C'(H},R).

De fato, primeiro vamos mostrar que I, é Gateaux diferencidvel. Para isto iremos

encontrar (I5(u), h).

1 2 t2|h 2

=a(u, h)r2 = a/Quhd:E.
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Portanto, a derivada de Gateux existe em u com (I}(u),v) = a / uhdx. Agora mostraremos
Q

que I, é continua. Assim, seja u,, — u em H}, queremos mostrar que I}(u,) — I}(u) em
(H})*. Para todo h € H} com ||h|| < 1, obtemos

(L5 (un) — Ly (u), )| = [{Ly(un), k) = (I(u), h)|
= al(un, h)r2(0) = (u, h) 12|
= a|({u, — u, h) 2|
< alup — uls|hlz < acica|un — ul||A]],
onde na tltima desigualdade usamos a desigualdade de Poincaré (ver Apéndice, Teorema
A.23), isto é, existem ¢y, ¢y > 0 tais que |u, — ula < ¢1f|lun, — ul| e |hla < coflh|| Assim,

podemos deduzir que |[(I](u,) — I} (u),v)| < acicallu, —ul| para todo h € H} com ||h|| < 1,

por conseguinte

15 (un) = T ()l azgy- = sup (T3 (un) = I5(u), h)| < acicallun — ul|

Pela hipotese segue-se ||I5(u,) — I5(u)||(g1)- — 0, quando n — 0o, isto &, I5(u,) — I5(u),
quando n — 00. Deste modo, concluimos que I} é continuo e com o resultado (ver Apéndice,
Teorema A.3), I, € C'(Hg, R).

Afirmagao 3) I3 é de classe C'(H},R).

De fato, primeiro vamos mostrar que I3 é Gateaux diferencidvel. Para isto iremos
encontrar (I5(u), h). Consideremos a seguinte funcao f : [0,1] — R dada por f(s) =
—|u + sth|” onde t € R é tal que 0 < |t| < 1 e u,h € H}. Evidentemente, f é diferencidvel
~

em (0,1) e além disso:
- _ L
(1) f(1) = 7| +th]7,
(i) 7(0) = ~Jul"
= Sl
(iii) f'(s) = |u+ sth|""2(u + sth)th.

Logo, pelo Teorema do valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que f(1) — f(0) = f'(5)(1 —0)
1 1

substituindo os items (i), (ii), (iii) se segue —|u + th|” — =|u|” = |u + §th|"~%(u + oth)th.
Y

Dividindo a igualdade acima por t onde 0 < |t| < 1, tem-se

1 <|u+th|’Y ~ Juf

t ) — |u+ 8th|""2(u + 8th)h.
S

Assim, podemos obter

1 <|u—|—th|7— |ul”
lim —

n > = |u|""2uh. (2.3)

t—0 y
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Além disso,

1 A Y
| (’“”h‘ i >|:|u+6th|7‘1|h|
v t
< (Jul + [8][¢][2]) Al

< (Jul + [R)"~"|A].

Agora, mostraremos que (Ju] + |h|)7" k] € L', isto &, /(lu\ + |h)) " h|dz < oco.
Q
Para isso pelo Teorema A.17 (ver Apéndice), podemos observar que H} < L7

para v € (1,2*]. Logo para u,h € H} podemos deduzir u,h € L” e |u| + |h| € L". Assim,
(lu| + |h|)*"' € L71. Usando a desigualdade de Hélder com expoentes

(Ju| + |R])*~t|h|, obtemos

e vy em

=t < ([ 1 =) T ([ ) < oo

Note que a tltima desigualdade segue-se do fato que (|u|+|h|)*~' € L7T e h € L. Assim,
segue do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver Apéndice, Teorema A.20)

que

t—0 ¥ t Qt—=0 7y t

1 th|” — |u|” 1 th|” — |u|”
Q Q
onde a tltima igualdade resulta de (2.3). Entao dai, obtemos

1 th|” — |ul|”
(Iy(u), by =Tlim [ © ('“ il ] )dx: [ lup~2uhs.
=0 Ja 7y t Q

e consequentemente, existe a derivada de Gateaux em wu, com
(I(w), h) = / lu|"2uhde.
Q

Agora mostraremos que I} é continua. Seja u, — u em H}. Queremos mostrar que
I (u,) — I5(u) em (H})*, pelo Teorema A.17 (ver Apéndice) segue que u,, — u em L7,
uma vez que v € (1,2*]. Logo, pelo Teorema A.4 (ver Apéndice), existe uma subsequéncia,

ainda denotada por (u,) e existe g € L7 tal que
Uy — u, q.t.p. em Q, e, |u,| < g, q.t.p em Q. (2.4)

Para todo h € H} com ||h]| < 1, temos
(L5 (uy) — I5(w), )| = ‘/Q | |" 2w hdr — /Q |u|"?uhdx

_ ‘ /Q ([un 2t — |ul~2u)hd

< [ Ml 2 = 2] 1l
Q
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Portanto,
{3 0m) — (), ] < [ Tt 2l (25)
Q
Por (2.4), temos u,, — u, q.t.p. em €, entao
[t "2y — |u|"2ul|h| — 0, q.t.p. em Q, (2.6)
e observamos que
e e T e D [ L Y T
< (lun " ot + a2 Ju]) 77
2*)

< 27T (g% + uf?),

< 272?1(|un|2* + |u

onde, a desigualdade acima segue-se de (2.4). Dai obtemos
(unl"2un = 2 71) T < 253 (% + Juf”)
[P — Ju 2|7 < 27 (6 + ()

Como (g% + |[u|?)z= < 277 (g7 + |u|?), entdo
[0, — a0l 7T < M(g7 + [u]), (2.7)

onde M = 27177 ¢ uma constante positiva. Logo, do fato que g,u € L”, podemos
concluir ||u,|"2u, — [u[""2u| € L7T. Lembre-se também que pelo Teorema A.17 (ver
Apéndice), podemos observar que H} < L7 para v € (1,2*], logo para h € H} podemos
deduzir h € LY. Agora, usando a desigualdade de Holder com expoentes ﬁ e v em
||tn |2y, — |u|""2ul|h|, obtemos

a1 1
R e e e O [ e P T I O TS
Q Q Q

1
Note que existe C' > 0 tal que (/ |h|7d$) " < C||h| para todo h € H}, pois isto decorre
0

de Hj — L7, consequentemente, como ||| < 1 segue-se

[ a2 — a2 u bl de < € (/Q [ yuw—%wlczx)” (2.8)
Resulta de (2.5) e (2.8) que
D
() = 1), 1) < C ([ a2 = a0l 7o) T 29)
Q

Observe que, por (2.6) e (2.7) onde M(g” + |u|?) € LY podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia dominada de Lebesgue (ver Apéndice, Teorema A.20), isto é,

/ |t |72, — \u|7’2u|ﬁ — 0.
Q
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Concluimos que por (2.9)
I (u,) — I3(u), quando n — oco.
Portanto, I} é continuo, logo I3 € C'(H{,R) (ver Apéndice, Teorema A.3).
Finalmente pelas afirmagoes 1), 2), 3) segue-se I € C'(H}, R) e
(I (u), h) = /ﬂ VuVhdz + A /ﬂ " 2uhdz — a /Q whdz — b /Q (ut)P~ hde, Vu, h € HY.
U

2.2 SOBRE COMPACIDADE

No seguinte lema mostraremos que cada sequéncia (P.S.) de I, (isto é, uma
sequéncia (u,) C H} que satisfaz |I)(u,)| < M para alguma constante real positiva M e

I{(u,) — 0 no dual de H} quando n — oc) é limitada.

s

Lema 2.2 Sejam A\ < a, 2 < p < 2% e A > 0, entao cada sequéncia (P.S.) de I, é

limitada.
Demonstragio: Por hipdtese (u,) C Hy satisfaz as condigoes abaixo

1 A a b
I n 7/ n2 7/ nq 7/ 2 7/ n)’ <— ) 2.1
|Ix(u )|—|2 Q|Vu | da:+q Q|u |%dx 5 Qundx p Q(un) dr| < M (2.10)

Q QO Q o

< €, ||h||, para todo h € H}, onde ¢, — 0, quando n — co. (2.11)

De (2.10), (2.11) ][,\(un)—;([’(un),unﬂ < ][A(un)\—l—\;([’(un),unﬂ (desigualdade

triangular), obtemos

1
M + epllun || > |Ixn(un) — §<[/<un)vun>’

1
= 7/ |Vun|2da7—|—)\/ |u,|*dx — g/ uldr — b/(u:{)pdx
2 Ja q /o 2 Ja pJa

1
—= (/ |Vu,|*dx + )\/ | |9 202 d — a/ uldr — b/ (uf{)plundx>
2 \Ua Q Q Q

Assim, segue que

A b A b
M + e, ||un|| > q/Q]un]qu—p/Q(uz)pdx—2/Q|un]qdw+2/9(uz)p1undx

A b A b
- q/ﬂ]un|qu— p/{z(u:)pdx— 5/9]unlqd:c—l—§/§2(u,f)1”*1(1@r —u,, )dx

A b A b
= q/ﬂ|un|qu—p/g(u,f)pdx— E/Qlun|qu—|—§/9(u,f)pdx
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Portanto,

M + e, |ju,|| >

(3-3) ore 03 oire

ComoA>0,b>0el<qg<2<p,segue que

b b
n|l%n > *_7/ -l-pd’
M+ elu ||_(2 p) [ (! yda

b b\
pela hipotese p > 2 e b > 0 e multiplicando por (2 — > > 0 em ambos os lados,
p

obtemos .
b b\ b b
M(2-2 e W= / y
(2 p) +e <2 p) || wn]| dz.
. | bob\
Sem perda de generalidade, podemos considerar M em vez de M 5 o e €, em vez
p
-1
de €, <b — b) , logo
2. p
M + enlun]| > /(u;)pdx. (2.12)
Q

Por outro lado,

{13 (un), )| =

Vu, dx + )x/ | |9 2w, do — a/ Up,, dx — b/ (u:)p_lu;dx’
0 0

P —w, )Vu, d:v—i—)\/ | |92 () — uy, )u, dx

—a/( —u, udx—b/ P2yt dol .

Donde
I (un), )| = |— 2dr — N [ Jun|T(uy, )?d ‘Qd’
()] = |= [ Ve Pdw = [ a2 () ?de + a [ (ur)?da
= |- “2de — \ a2 (= )02 (= )4 2d’
AR /un+un> ()" ) + a | ()
= |- 2de — A\ imaq Qd’.
/|Vun| x / wl o )u ) () x—i—a/g( ) dx

Assim,

(I (), )| = —/ V| dx—A/ qu—l—a/( V2
- /|Vu |da7—|—)\/ qdm—a/ﬂ(u;)Qd:p

= [l I + Al |2 = aluy 3]

Dai concluimos que

({15 (un) ) = g 1° + A, [ — alug 3]
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Usando este fato, por (2.11), obtemos que
enllug || = g 1 + Nug |7 = alug [5] = [(3(un), ). (2.13)
Note que (2.10) implica que

1
7/ |Vun|2dx+)\/ |un|qd:v—g/ uidm—b/(u:)pdx < M. (2.14)
2 Ja q /o 2 Ja pJa

A
Como |u,| > u, > 0, entdo 3 (/ |un|?de — / (un)qu) > 0 e pela estimativa (2.14),
Q Q

obtemos

1 A b A
i/QIVun|2dx+ q/ﬂ|un|qda:—;/ﬂ|un]2dx — p/ﬂ(u:)pdxg 2</Q\un\qu—/9(u;)qu) + M.

Portanto, obtemos a seguinte desigualdade
1 b A A A
7/ |Vu,|*dr — f/(u:{)pdx < —/ |un|Tdx — —/ |t | dx— —/(u;)quqL g/ |, |2dz + M.
2Ja pJa 2Ja q/0 2Ja 2Ja
Como |Vu,| = Vul + Vu, e |u,| = uf + u,, temos
b +
/ IVt Pde + / IV Pda — /(un)p
2 Q
< 5/9 |t |9dz — q/Q [, |9dz — / o) 3dx + /( )dx + g/g(u:)Qdas + M,
e assim,
1 b
5/9 |V |*de — g/Q(u;r)Qdac — p/ﬂ(ui)pdx
B\ A L e »
< 5 hwaltde = [ e — 5 (g |? 4+ A 2 =l [3) + M
Pela igualdade (2.13) decorre

1
§/Q|Vu:{|2dx— ;/Q(u:)de—;/Q(u:{)pdm
A A 1
< 5ttt == [ fualtde 4 S ), ) | M

1 AA
2\|u:|\2g<2—q>/9|unqu+;/ Vda + - / $Pd 4 (T (), ) M.

A A
ComO/\>Oel<q<2,entéo5——<O,donde
q

P < § [t o+ 7 [ (s + 51w, ] + 1.
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Como p > 2 e Q C RN ¢ aberto e limitado, temos L? < L%. Assim, existe T > 0 tal

2
que /(u:)Qde‘ < T? (/ (u+)pd1‘> " . Agora pelo Lema A.28 (ver Apéndice), temos que
Q Q

; —2
2 +\p p< p p2 p
T </Q(un)dx) _( P > + - / dx, entao
-2
+)2 < 2 —2 p
/Q(un)da:_< )T + - / dzx.

Dai
2
Sl < 2<pp )(T2)w+/ de+/ $)Pd + ST ) )|+ M.

p—2

) (T2)7°2 + M, logo
p

Sem perda da generalidade consideremos M em vez de 3 (

1 a+b 1 _
glltle < (50 [pae s G100+

Portanto, segue que :
HU+H2 < C/ PYWdx + f\([’ (un),u, )| + M, onde C' é uma constante positiva.

Agora, substuindo (2.12) e (2.13) na desigualdade acima, obtemos:

1 1 _
Sl < COM + enllunll) + Senlluy || + M. (2.15)

1
Como €, é limitada, existe uma constante positiva K tal que Ce¢, < K e §en < K.
Além disso, sem perda da generalidade consideremos M em vez de C'M + M.
Deste modo, de (2.15) decorre

1 .
Sl l® < Kl + Kl

o+ M. (2.16)
Mostraremos que (u,) é limitada em H;.
Antes disso, primeiro mostraremos que () é limitada em H{.
De fato, suponha por absurdo que ||u)|| — oo. Por (2.16) e pela desigualdade
triangular [[un || = [lu; — uy || < lupll + [Jug |, segue que
1 _ _
Sl l® < Kl ll + [l ) + Kl | + M.
Assim,
1 _
Ju | (Sl 1l = &) < 2K |+ M.

Isto significa que como ||u;'|| — oo quando n — oo, entao

| = 0o quando n — 0. (2.17)

(0
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Além disso, como [lu,||* = ||} ||* + |Ju, ||* podemos deduzir que

|un|| — oo quando n — oo. (2.18)

Agora, defina v,, = Como (v,) é limitada em H}, entdo existe uma subsequéncia

I nII

(vn,) de (v,) e v € Hy tais que v,, — v em Hj e v,, = v q.t.p em €.

Sem perda de generalidade, podemos trocar (vy,) por (v,), donde v, — v em Hj e

vp — v, q.t.p. em €.

Pelo teorema de Rellich Kondrachov (ver Apéndice, Teorema A.18), v, — v em

L' 1<r<2ev, = v, q.t.pem L.

Por outro lado, segue de (2.16) e novamente pela desigualdade triangular |ju,| =

[y = up | < Ml [l + Nlug |l que
Ly -
Sl < Kjun|l + Kllug || + M

< K ([Jug [+ [lun 1) + K uy,

0l

|+ M.
Isto implica que

1

Sl < Kllugll + 2K fu, || + M.

Dividindo ambos os lados por ||u.7]|?, segue

1 < K 2K ||u, || M (2.19)
27 gl Ml ] '
- ) M 1
Como |Ju|| — oo, entdo existe ng € N tal que T + T <7 V' n > ng.
wt u
1 2K
Assim, por (2.19), 5 || |LQT|2H + V n > ng e consequentemente
SK =l +||2’ -
T do & L b
omando ¢ = —, observanos que
man Sk’ rvanos qu
lu || = ol I%, ¥ n > no. (2.20)

Desse modo, elevando ambos os lados ao quadrado, segue que

oz [1* > 8*[luy I, ¥ 1 > no.

Usando algumas manipulagoes algébricas, obtemos

1 1
(I + et 11%)2 = (gl + 0%l )2, ¥ 1 > no.
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st [ | .

Portanto, segue que - r > —, ¥ n > ng, ou seja

(112 + 62l [[4)z — llunl

+
) > 0, ¥ e 2.21)
(w11 + o[t 1)

. 1

Como 0 < ez | <

¢}

< < lut|| — +o0, entdo
(atlE+ o2 ar0r = oty © 1 ’

[ |

— 0, quando n — oo.
(11> + 62t )2

Assim, por (2.21), v;- — 0 em H}, quando n — oo e segue da desigualdade de Poincaré
(consultar Apéndice, Teorema A.23), que

v — 0 em L?, quando n — oo. (2.22)
Lembrando que v, — v em L? e v = max{0,v,} = Un + [0n]

- entdo v;7 — v em L2
Portanto decorre de (2.22) que, v =0 e como v = v™ — v, segue que

v <0. (2.23)

Além disso, como v,, = Yn_ _ Un -, obtemos

lnll (e 12 + fluz 112)2

oo | = [l | <l

n il = 1 = 1
(12 + lluz 1)z (uz [12)2
Assim, podemos concluir que
o, || < 1. (2.24)

Por (2.20), temos para n > nyg, existe 0 > 0 tal que

[ [ M
Assim, somando 6||u,, [|* a ambos os lados obtemos,

_ PN 2yt
(s I+ Sl 11%)% = (01l 1% + Nz [17)]2
Por conseguinte
_ 1y
[, | 02w, |

+1]2 —112))3 = — —12))3
(Nl ® + lluz 1)z (g |+ 6llug [12))2
Logo, nés concluimos que

R 1
= (luzll+ oz )%

Portanto, por (2.24), vale a seguinte estimativa para ||v,

ol

_ 53
1> v, ]| >
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Usando a estimativa acima, podemos deduzir de (2.17) que
llv, || — 1, quando n — oo. (2.25)
Por outro lado pela desigualdade obtida em (2.13), segue que

—1q 12
[[u, | Xy | (V|

Como €, — 0, (2.17) concluimos que

[unly | ol 3 — 1, quando n — co. (2.26)

[ [ (T [

Note agora que podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma

A g alug 3 Muall? lualf | allunl® Jug 13
Jug > [Jug [ Jug (17 flunl® - flug [I* un]l?
A juy, |2 a
S B L 1
o 1% lunll® o |
Logo,
AMu |2 ~|2 1 u; |2
i ahels 1 <—>\| nd +a|u,;y§>. (2.27)
K | | 7 | [[ttn]|

Assim, como v, — v em L" paratodo 1 <r <2*el < g < 2, entdao v,, — v em L4. Logo,
a sequéncia (v,) ¢é limitada em L7 e portanto (v, ) é limitada em L?. Como ||u,|| — oo,
usando a limitacao de (v, ) temos que

u,, |2 »
_/\Hu 2 = T ||2_q|Un |q — 0, quando n — oo.
n n

Entéo, por (2.25), (2.26) e (2.27), podemos concluir que
alv, |3 — 1, quando n — oo,

e assim,
1

U, 2 = —
a2

, quando n — oo.

1
Além disso, como ||y = (|v;F|2 + v [2)z, por (2.22), |va|s = —, quando n — .
a

, 1sto ¢,

IS
[SIE —

Agora, lembrando que como v,, — v em L?, entdo |v|, =

v # 0. (2.28)

Agora, tomando h = p; em (2.11) obtemos,

‘/ Vu,Vpidr + /\/ |un|q_2ungpld:p — a/ Upprdr — b/(u:l“)p_lgoldx < €]l
Q Q Q Q
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Portanto, podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma

|un| "2 -1
Vu,Vird wprde = a [ unprde = b [ (i) prde| < el
e e st —a fmpude — [0 ] < el
Dividindo ambos os lados por ||u,|| ¢ lembrando que v, = ”UnH’ resulta que
Uy,

[[en |2 [ [

A b .
‘ [0 Verde + o [ ot 2vprde = o [ vnprde - [ (u:[)p_lgpldm’ < Gl
Q Q Q Q

Como ¢ é autofungao associada ao autovalor \;, vemos que

) ) b ) eullonl
)\—/nd+7/nq2nd— /+p1d< .
|“ @) Jo U182+ g Joloal " vnerde = ) ede) < S

1

]

Usando o fato que ¢, — 0 e — 0, quando n — oo, temos

A

[[un [~

b
A —a Upprdr+ Un |20 01de——— [ (u)P ' prde — 0, quando n — oo
[unll Jo™ "
Q Q Upl|| Jo

(2.29)
Vamos mostrar que os dois tltimos termos do limite acima tendem a zero, quando n tende

ao infinito.

A
Afirmagao 1) W /Q |@nyq*2@ngp1dx — 0, quando n — oo.

De fato, basta provar que / |vn|q_zvn901 ¢ limitada. Note que
Q

Ll 2vonda] < [ vl
Q Q

Além disso, como ¢; é regular e 0 é compacto, temos que existe M > 0 tal que
lp1(z)] < MV z € Q. Deste modo,

/Q |vn|q_2vnap1dx =

’/Q U] 2001 d

— ‘/|fun|quungoldx’ < M/Jvn|q’1dq:.
Q Q

Agora usando a desigualdade de Hélder (consultar, Apéndice Teorema A.19) na

ultima integral, isto é, /7\vn|q*1d:c < an\qfl\%.|1|%, temos
Q q— —q

‘/Q [0n] 720,01 d

< Mjvp T 1] o
q—1 2—q
g—1 _
M ( ﬁ |vn|d:t) med Q)27
Q

Assim, a prova da afirmacio segue-se de v, — v em L' e Q é compacto.
—b

]

Afirmagao 2) /(u:{)p_ltpld:v — 0 quando n — oo.
Q
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De fato, de forma similar ao procedimento da afirmagao 1), podemos obter que

—b _ —b _
T A B D
b _
< g e
M
< b [ (ul)P~tdw.
[un]| /o
Donde
—b _ Mb _
T Q(u:[)p Lordr| < T 5(u:f)]" Ydx. (2.30)

Por outro lado, decorre de (2.12) que

1 M
e M i
Huan*l & Hun”p*l Huan*l

Logo, obtemos

<u+)p—1 p—1 M €n
de < + .
/ﬂl o T 7T 7

+\p—1
Lembrando que p > 2 e ||u,|| — oo pois, por (2.18), se conclui que ()

n

— 0 em

[[an]|
S . e e N
e ) é um dominio limitado, entdo L7 «— L',

_pP_ ’
L#»=T quando n — oo. Dai, como 1 <

p —
()P
isto é, ”” H — 0 em L', quando n — 00. e isto é equivalente a dezir que
Unp
1 +yp—1
L(un )P~ *dr — 0, quando n — oo.
[unl| /2
Agora, como em (2.30), M e b sdo constantes positivas, podemos concluir que
—b +\p—1
(u,) )P~ prdx — 0 quando n — oo.
[[unll Jo
Agora, mostraremos que o limite fraco v da sequéncia (v,) é nulo.
De fato, por (2.29), pelas afirmagoes 1), 2) e como v,, — v em L?, podemos deduzir
que

(M —a) /Q vprdz = 0.

Pela hipdtese \; < a, segue que /(—v)goldx = 0. Assim, —vp; = 0 q.t.p em 2 pois, por
Q
(2.23), —v > 0.

Usando o fato que ¢; > 0 é autofuncao associada ao primeiro autovalor A;, obtemos
v =0 q.t.p. em 2, o que é um absurdo, pois por (2.28), v # 0. Portanto (u;) é, de fato,

limitada.



26

Voltando ao nosso objetivo, agora mostraremos que a sucessao (u,) é limitada em
H}. Suponha por absurdo que ||u,|| — oo, Como H} < LP para 2 < p < 2*, existe k > 0
tal que |uf|, < k||u)|| para todo n € N, entdo |u; |, < Ck para todo n € N, pois como foi

provado acima (u;") é limitada em H{. Isto significa que / (u))Pdxr < oo, portanto
Q

1

]

/Q(u:)pdx — 0, quando n — 0. (2.31)

Por outro lado, tomando h = v, em (2.11), obtemos

/ Vu,Vu,dx + )\/ |, |7 2 U v dr — a/ U Uy dT — b/ (uP o, dz| < €.

Q Q Q 0

Pela definigao de v, = HU"H, dividindo a desigualdade acima por ||u,||, segue que
Unp

/|Vun|2dx A\ 2 2 b
i — + /|un|q_2 Un dm—a/ unzdx— 2/(u:{)pdx <
[ [un]l Jo [ | Q lunll [unl]? Jo [[un

Assim,
A [t | 9 b €n
1+ dx—a/vdx— /u+pdx§

a7 Jo Tl ™ S ™ a2 o) =

e consequentemente
A b €
1+ ———|v,|? — alv,|? — /u+pdx§ L
‘ sl — ke = g JoLa e <

Sabemos que (v,,) ¢ limitada em L7 para 1 < ¢ < 2 e ||u,|| — oo, quando n — oo, assim

por (2.31) e pela estimativa acima, decorre que
alvp|3 — 1, quando n — oo. (2.32)

Agora, lembrando que v,, — v em L", para todo 1 < r < 2*; em particular, v, — v em L?,
usando (2.32), obtemos que
v # 0. (2.33)

Note que em (2.28), mostramos também que v # 0, mas neste caso estamos com hipéteses

distintas do caso em que provamos que v # 0 em (2.33).

Mostraremos agora que v < 0.

+
HunH e (uf) é limitada em H}, podemos afirmar que v;" — 0
Up

De fato, como v,

em H}, quando n — oo e segue da desigualade de Poincaré (consultar Apéndice, Teorema
A.23) que v — 0 em L?, quando n — oo. Da desigualdade v,, = v — v, < v resulta
que

v <0. (2.34)
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Por outro lado, o resultado obtido em (2.11) nos d4 que cada h € H} verifica a

estimativa
Vhdz + A/ |92 hd — a/ unhdz — b/ ()P~ thdz| < en||h])-
0 0 v
Dividindo esta desigualdade por ||u,|| segue que
Vu"Vhda:Jr)\/ |72 P — —b/ ‘g .
@ Jun]] Q I nH HunH HunH [
Agora, usando a definicao de v,, = H H obtemos
-1 €
‘/ Vo, Vhda + —— /yvnyq %nhdx—a/ vnhdx—b/ hdz| <~ |n.
[ || 9 !Un|| [
(2.35)

Repetindo 0S mesmos argumentos feitos nas afirmagoes 1) e 2), temos

p 1
0,7 2v,hdz — 0 e b/
[l *~ q/ H nH
Portanto, por (2.35)

hdx — 0 quando n — oo, para todo h € H.

/ VuVhdx = a/ vhdz, para todo h € H,.
Q Q

Agora, tomando h = 1, integrando por partes e usando que ¢; é autofuncao

associada ao autovalor A\;, obtemos

(A —a) /vgoldx = 0.

Pela hipdtese, Ay < a e por (2.34), conclui-se —vp; =0 q.t.p. em €. Assim usando o fato
que 1 > 0 em €2, podemos deduzir que v = 0 q.t.p. em €2, 0 que é um absurdo, pois por

(2.33) v # 0. Portanto a sequéncia (u,,) é limitada.
0

O préximo resultado pode ser encontrado em [6].

Proposigao 2.1 Seja @ : H} — R um funcional definida por
1

o) = [ |VuPdz — [ Glo,u)d

(u) , IVulde — | G(z,u)dz

onde G(x,s) = /S g(t,s)dt e g satisfaca a condigio de crescimento |g(x,s)| < C(1+ |s|7),
para algum o gop* — 1 e alguma constante C. Seja ug € HY um minimo local de ® na
topologia C1, isto €, existe ¢¢ > 0 tal que ®(uy) < P(up + w), V |lwl|cr < €. Entdo
ug € um minimo local de ® na topologia H}, isto é, existe ¢, > 0 tal que ®(ug) <
(ug +w), V |w|lm < e
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2.3 ESTUDO DA PARTE POSITIVA DO FUNCIONAL

Nesta secao, definiremos a parte positiva do funcional I para encontrarmos solugoes
positivas para o problema envolvendo o expoente subcritico, como também, para o problema

critico.

Considere o funcional:
I} : Hy PSR

/ |Vul?dx + = / Ydx — f/Q(zﬁ)de— Z/Q(u*)pda:.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional )" é de classe C*(H},R) e
(IFY (u) /Vuvhda;+ /\/ lut | e — /u+hdx — b/(u+)p—1hdx, You,h e Hy.
Q

Note que, encontrar um ponto critico para o funcional 5 equivale a encontrar uma funcio

u € H& que satisfaz a equagcao:

/ VuVdr + )\/ (uh) T odr — a/ updr — b/ (ut)P~tpdr =0, V¢ € Hy,
Q Q Q Q
ou seja, a obter uma solugao fraca para a equacgao :

{ —Au = =Aut|Tt +aut +b(uT)P"! em Q,

(2.36)
u=0  sobre 01,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A € R,
2N

N —2
Se u é um ponto critico de Iy, entdo ((I;7)'(u),h) = 0, V h € H}, em particular para

l<g<2<p<2=

e ut = max{u, 0}.

h = u~, assim

0= ((I;)( /vuv dr = —/QV(U—W(u—)dx — ||

e consequentemente, u~ = 0. Portanto, o ponto critico u de I;r satisfaz u = u™ > 0, ou

seja, ¢ uma funcio positiva de Hg.

Lema 2.3 Sejam A\ < a < A1 e 1 < qg <2< p <2 entao a solugdo trivial u =0 €

um minimizador local para Iy, para todo \ > 0.

Demonstragio: Pela Proposi¢io 2.1, basta mostrar que u = 0 ¢ um minimo local de ;-

na topologia C. Seja u € C}(Q), assim,

A b
F(u) > f/ lut|9dz — 9/ ut2de — f/ utPde. (2.37)
qJo 2 Ja pJe
Usando [Jullcr = > [|[D%llo, ¥ u € C*(Q), onde |lully = max|u(z)|, V u € C(Q),
lal<1 e

como 0 < ut < ful < fluller e 1 < ¢ <2< p <2 resulta que (u)*77 < [ull7°

consequentemente

24y < qu/ .
[l Pde < fulls? [ futede
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Desta ultima desigualdade e do fato que a > 0, podemos concluir que

a

a _
5 | (") dr > —§||uy|gﬂ/9\u+|qu. (2.38)

Analogamente, obtemos

. b
-2 do 2 =~ ullta? [ Ju*|rda. 2.39
o e = =l [t e (2:39)

De (2.37), (2.38) e (2.39), segue-se
By 2 2 [t — Sl [ o el =l [ o o
~ qJa 21 Jq p' ¢ o

A a g b _
= (2= gl - Dhutz) [ forloas

e portanto,

A a b
) 2 (2 = Sz = ulizt) [ fu(rda. 2.40
(0> (2= Gl = D) [ 2.40)

1 1
2\ 2-q PA P—aq
A ja R = mi .
gora, seja min { (q(a n b)) , (q(a n b)) }
1

2\ 2-q A P—q
Se |Jullcr < R, entdo |lul|cr < ( > e |ul|ler < ( b ) e consequente-

q(a+ D) q(a+0)
mente \ b A
an2-a a p—q
= < — < .
2||u||C1 q(a+b) € pHuHCl q(a+b)
b A
Somando estas ttimas desigualdades, temos %Hu”z(;q + —||ul|pi® < =, ou seja :
p q
A oa, o b _
i g luller” = ]gllul\’élq >0, ¥ Juller < R. (2.41)

Finalmente (2.40) e (2.41) implicam que
I (u) 2 0=1(0), Vluler < R

e assim, concluimos que v = 0 é um minimo local de I;" na topologia C'.
O

O seguinte lema sera utilizado para provar uma das condigoes geométricas exigidas

pelo Teorema do Passo da Montanha.

Lema 2.4 Secjam A\, < a < M1, 1 <g<2<p<2* eb>0, entdo existe ty € R" tal
que
[:\F(tgwl) < 0,

para todo A em um conjunto limitado.
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Demonstracao: Para t > 0, segue que :

I (tgr) = /vaaMM+ S wx—g/uwnﬂ%x—;éawoﬂwx

t2
/\Vgpﬂ dx—l——/cpdx—a /gp%dx —/gp

Lembrando que ¢, é a autofungao positiva associado ao A1, obtemos

A t? DY t2 bt?
I (tey) = 2 Ordx + —/ pldx — a—/ tp?dr — —/ ohdx
2 2 p Ja
t2 btP
/\1—a /go dx+—/ go‘fdx—— goﬁ’dx
Como A\, < a < Agy1, concluimos que :

tIN bt?
It < =2 [ olde— 2= [ oldz. (2.42)
q JQ p JQ

Agora, segue dos fatos t > 0,1 <q¢<2<p,b>0ep; >0em ) que

/ <P1d95
tP q
[ et
Logo, se A € [0, =t»—958L [ nés temos que — gp‘{d:z: - — <p1dx < 0.
P / oz q P
Q

Desta tltima desigualdade e por (2.42), segue
I (tpy) < 0 para todo t > 0.

Como t > 0 é arbitrario, podemos escolher um ¢y > 0 tal que

/ odx
I;\r(t()@l) < 0, Ve tp 1

[ stz

2.4 ESTUDO DA PARTE NEGATIVA DO FUNCIONAL

Nesta secao, definiremos a parte negativa do funcional I, com o objetivo de encontrar
solugoes negativas para o problema (2.1). A técnica aqui ndo depende da criticalidade da
nao linearidade.

Assim, considere o funcional dado por :

I; H) >R
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I (u) = / |Vul?dz + = / “)idz — g/ﬁ(u_fdx.

Analogamente ao que fizemos anteriormente, segue que I, ¢é de classe C*(H},R) e
(5 (u) /Vthdx+)\/|u j0- lhdx—a/uhdx You,h e Hp.

Lembremos que encontrar um ponto critico para o funcional I, equivale a encontrar uma

funcio u € H} que satisfaz a equagao :
/Vquodx—i-)\/ )9 lgodx—a/u_godx:O,VQOGHé,
Q

ou seja, ¢ obter uma solucao fraca para a equagao :

{ —Au=—-\Nu"|" ' +au” em Q, (2.43)

u=0  sobre 01,

onde, Q C RV ¢ um dominio limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A € R™,
2N

N -2
Assim, se u é um ponto critico de I, entao ((Iy)'(u),h) =0, Vh € H}.

l<g<2<p<2t= e u~ = max{—u,0}.

Tomando h = u™, temos

0= (1) (), u*) = [ Vuv(') = [ V@)V@h) = u*] e

consequentemente u™ = 0.

Portanto, um ponto critico u de I, satisfaz u = —u~ < 0.

Lema 2.5 Sejam A\ < a < Ay e 1 < qg<2<p<2* entao a solugdo trivial u =0 €

um minimizador local para I , para todo \ > 0.

Demonstracao: Analogamente ao Lema 2.3, basta mostrar que « = 0 é um minimo
local de I, na topologia C', pois serd também um minimo local na topologia Hj. (ver
Proposigao 2.1).

Seja entdo u € C} (), assim

1 A
I (u) 5/ |Vul?dz + . (u™)%dx — %/ﬂ(u‘)Qd:)j
> 2 [ o — & [ e,
q
ou seja,
I (u) > A/ uftdr 5 [ fuPda (2.44)
A —qJa 2 Jo ’ '

Como 0 <u™ < |u] < ullgr e 1 < g <2< p<2% resulta

—\2— 2—
()" < Jlullea”.
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Portanto, segue que

— 2— —
™[ < flufl 6|
Usando a ultima desigualdade e o fato que a > 0 podemos concluir que

a a _
=5 [ Pde = =Sl [ e jda. (2.45)

Agora, de (2.44) e (2.45), obtemos

A a _
() 2 2 [ e = Sl [ ftda

Portanto, segue que

B A a _ _
I (u) > (q — 2||u||201q) /Q lu™|9dx. (2.46)

1

. 22\ ¢ _ A a 9—¢
Agora seja R = | — , assim se ||u|lc1 < R, entdo — — §HuH01 > 0 e segue a
aq q

seguinte afirmacao:

A a _
e Sllullea > 0, ¥ [lufler < B (2.47)

Finalmente, (2.46), (2.47) implicam que
I (w) 2 0 = I;.0), ¥ [luflen < R,
provando assim, que u = 0 é um minimo local de I; na topologia C.
O

Agora, mostraremos um resultado andlogo ao Lema 2.4 que também serd utilizado
para mostrar que o funcional I, satisfaz a segunda condicao da geometria do Teorema do

Passo da Montanha.

Lema 2.6 Sejam A\, < a < A1 1 < q<2<p<2* entdo existe tog € RT tal que
]/\_(—to(pl) < O,

para todo A em um conjunto limitado.

Demonstracao: Para t > 0, nés temos:

Li=ten) = 5 [ IV(te)Pdo+ 5 [ ((~to) e = 5 [ [(~to)

t2 I a
= —/ |V |*dx + —/ oldr — — [ (¢1)*d.
2 Ja q Ja Q
Lembrando que ¢, é a autofungdo positiva associada ao A1, obtemos:

At I at?
I (—ten) = 25 | o+ == [ ptde = 5 [ (012
Q q Ja Q
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Logo,
_ t° o, N,
Iy (—tg1) = §(>\1 —a)leals + 7!901% (2.48)
Pelas condigbes Ay < a < A\py1, 1 < g <2 <pep >0em 2, podemos deduzir
que

1?71 )
Tq(a — A1)l
7 > 0.
lp1lg
74 )
TQ(CL_ A)lerls 2 tI
Em conclusio, se A € |0, ol , nota-se que 5()\1 —a)leilz+ —le1]d <0
$P1lq q

e consequentemente, por (2.48), temos
I (—tp1) <0, parat > 0.

Como t > 0 é arbitrario, podemos escolher um ¢y > 0 tal que

e
7(1(@ - )\1)\901@

|901|3

Iy (—top1) <0, VA€ |0,

9

finalizando a prova do lema.

2.5 A DECOMPOSICAO DO ESPACO H}

Nesta se¢io, faremos uma escolha de uma decomposigiao do espago H} que serd

utilizada tanto no caso subcritico, quanto no caso critico.

Assim, tomando k € N fixo seja £ = H} =V}, & Wy, onde Vy =< ¢1,..., 1 > €é 0
espaco gerado pelas autofungdes correspondentes aos autovalores Ay, ..., A\, € Wy, = V&
Apesar da decomposicao acima ser natural, tal decomposicao torna-se dificil o trabalho de
estimar o funcional I aplicado em termos como u+v, com u € Vj e v € Wy, principalmente
quando necessitamos provar as condi¢oes Geométricas do Teorema do Passo da Montanha

Generalizado (Linking) no caso em que o problema envolve o expoente critico.

Assim, utilizaremos uma “nova” decomposicio do espago H} (ver [19]), para isso,

necessitamos definir alguns conceitos como segue :

Vamos supor, sem perda de generalidade, que 0 € €2, e tome m € N suficientemente

grande de forma que Bz C (), onde B, denota a bola de raio r com centro na origem.

Consideramos também as funcoes

Em Q=R
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definidas por

0, se x € B1
Em =4 mlz| —1, se v€A,=DB2\B1
1, se € Q\Bz.

Definimos entao, as seguintes autofungoes aproximadas

o' =&, parai=1,...,k

e o espaco gerado por elas, isto é, V" =< &,01, - ,Enpr > . Além disso, defina
W = (Vim)*t e oy = nggsr, onde n € Cg°(B1,R) é uma fungdo cut-off tal que
OgnglemRN,nzlemB% en=0emR" B..

O que foi feito acima, foi criar “buracos” nas autofungoes ¢y, ..., i obtendo

aproximagoes cujos suportes se separam do suporte da fungao ¢y ;.

De fato, note que para cada u € V",
suppu N supp gy, = ¢; Vu e V" (2.49)

Este fato ¢ facilmente deduzido, notando que suppu C supp &, e como supp @', =

supp (NPr+1) S supp n N supp Yr41, isto implica que supp ¢}, C supp 71, temos que
(2.49) é satisfeita, notando que supp &, N supp n = ¢.

A demonstragao do préximo Lema pode ser feita seguindo passos inteiramente
analogos aqueles encontrados em [19]. O Lema nos garante que podemos decompor o

espago ' = H} da seguinte forma

Hy = V;™ ® W), para m suficientemente grande.

Lema 2.7 Se m — oo, temos " — ¢; em Hy, para i =1,....k Além disso temos

max |ul|> < M + Crom?® V.
{uecV™/ fQ u2dr=1}

Demonstracao: Temos que

e =@l = [ V(e = o) lde
= /Q IV (&mpi — i) [da
= [ 16nVipi +0iV6n = Virilda

= [ 16:Vn+ (&n = DViilda.
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Logo

It = @il = [ e VEnldr +2 [ ¢ilen = DVEViida+ [ (60 — 1 Vipilde

Agora pela definicao de &,, obtemos que
e = @il = [ leilIVenlda+2 [ oilen = DVE Vo + [ (60— 1AIVilde
Portanto,

le? =@l < [ 1o IVEndr +2 [ lodl6n — 1IVERI Vepilda + / 12|V
(2.50)
Mostraremos que cada integral do lado direito tende a zero quando m — oo.

1) Primeiro vamos mostrar que / |i*|VEm|*dr — 0. quando m — oo.
A

m
De fato, em A,, temos que |V&,,| = m e como ¢; é continua em B%, ©; € limitada

em B2, assim
m

/ oi*| V&P da < ClmQ/ 1dx
Am Am
= Oym*med(A,,)
= Cym? (vol B2 — ol Bi>

(e (3)" e (3))
<o (2)

2N
o miN—2

onde Cy = C,C.

Note da ultima igualdade que, como N > 2 obtemos que

/ l0i2|VEm|*dr — 0 quando m — oo.
Am

2) Da mesma forma, mostraremos que / 0i(&m — D)VELVipide — 0 quando m — o0.
Am
De fato, como em A,, temos |VE,| =m e |[§,(x) — 1| < 1, segue que
[, Teilién = IVl Vil <m [ eIVl

< mC/ 1dz
Am

= mCmed(A,,)
2 N

(2
m

c2N

mel'



Portanto, o mesmo raciocinio usada na afirmacao anterior, garante que

3) Finalmente, vamos mostrar que / (&m — 1)*|Vgil*dx — 0.
B

2
m

De fato, como (&,, — 1)? <1 e |V, ¢ limitada em B2 temos que

2 N
/ (&mn — 1)?|Vyildx < C/ ldz = Cvol B2 = C <> —
B2

m m

2N 0y

— 0.
mN

m

Logo, substituindo 1), 2) e 3) em (2.50) obtemos que || — ¢;||> — 0, isto &,

" — ¢; em Hy quando m — oo.

Agora, mostraremos que max [l < M\ + Cem?®™N
{uevy™/ fﬂ u2dr=1}
Para cada v € {u € V;, / [oudx = 1} seja a,, := |v,|3". Primeiro provamos que

1 <an) <1+C|v||>m™™; onde C é uma constante positiva,

isto segue de

1= /Qafn(v)vfn =a? (v)(1 — /32 v? —l—/Am £vh) e

A= Cloltm ™ s )0 - [+ [ &) sa ).
l
Agora, seja u,, € {u € Vkm// u*dr = 1} tal que max |u||? = ||@m||*. Entdo
Q {uevm/ [, ulde=1}

k k
i=1 i=1
e consequentemente, argumentando como em (2.50),

[ 2 = a2,(@) [ V(&)
< 1+ Cl[alim /Q UVE, + &,V 2dn

< (L4 Clfafzm ™) (ClalZem® ™ + OVl oo [l o™ + [[a]|?)
< Cllalzm®™ + OVl [@l|oem' ™ + Ak
< Cipm 2= "4+ A

Uma consequéncia deste resultado é a seguinte decomposicio do espago Hg.

Corolério 2.1 Para m suficientemente grande temos, V;™ & W), = H{.
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Demonstragio: Pelo Lema 2.7, temos que ¢ — ¢; em HJ parai = 1...,k e assim
P(e™) = P(¢;) = ¢; quando m — oo, onde P : H; — Vj, é a projecao de Hj) sobre V.
Dessa maneira, obtemos que P(V;™) C P(H}) = Vj, e entdo basta mostrar que, para m
suficientemente grande, obtemos P(V;™) = V,. Para isto, basta provar que {P ()}, é

um conjunto linearmente independente quando m é grande.

Suponhamos que isto ndo ocorre, ou seja, que existe (af*, ..., o) # (0,...,0) tal
que
a"P(el) + ...+ o' P(p) = 0.
Normalizando (a7, ..., o) # (0,...,0), podemos supor que (a)* + ...+ (af")? =1

e assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, obtemos que existe uma subsequéncia
m; my
(o7, ..., ") convergente para («q,...,qx). Logo,

0=a;"P(p{")+ ...+ ay? P(p.”) = a1 P(o1) + ... + apP(pr) = a1 + ... + aror,

quando m — 00, isto é, a1 +. ..+ arpr = 0 com a? + ...+ a2 = 1, contradizendo o fato
que {p; }¥_, é uma base de V;. Portanto, obtemos que P(V;") = V;, e assim, V" @& W), = H_.

OJ
A proxima proposicao sera ttil para estimarmos o funcional I aplicado em termos

do tipo u+ v, com u € V" e v € Wj.

Proposigao 2.2 Seja Q C RY um dominio limitado e f : R — [0,+00) uma funcdo
continua tal que f(0) = 0. Seu,v: Q — R sdo fungoes mensurdveis tais que med(supp uN
suppv) = 0, entdo

/Qf(U—I—v)dx:/Qf(u)dx—i—/gf(v)dx'

Demonstracdo: Como f ¢é continua e u,v sdo mensuraveis, entdao f(u), f(v) e f(u+v)

também sao mensuraveis. Considerando

A=suppuNsuppv e B=Q)\ (suppuU suppv)
temos que

/Qf(u +v)dr = /Suppu\A flu+wv)de + /A fu+v)dz

+ f(u+v)dx—|—/Bf(u+v)dx. (2.51)

suppv\A

Como v =0 em suppu \ A e med(A) =0,

/SUPPU\A f(u * U)d.’E - /suppu\A f(u * O)d:L‘ - /suppu f<u>dx a /Qf(u)dx’

pois, f(u) = f(0) =0 em (suppu)®. De forma andloga,

Jyo s Ft 0= [ f(0)d
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Além disso, como med(A) = 0 segue que

/Af(u+v)dx =

e também, como u = v = 0 em B, obtemos que

/j@+mmz/f@mz

Portanto, substituindo em (2.57) concluimos que

/fu+v /f +/f

A proposta deste capitulo é provar os resultados que sao validos para nao-linearidade

O

envolvendo o expoente subcritico ou critico, assim, os proximos dois lemas serdo usados

nos proximos capitulos para mostrar as condigoes geométricas do Teorema de Linking.

O proéximo resultado pode ser encontrado em [28]

Teorema 2.1 (Teorema de Linking) : Seja E um espago de banach com E =V & W,
onde V é um espago de dimensdo finita suponha que ® € C1(E, R).
Seja B, = {x € E;||z|| <r}. Suponha que ® satisfaz (P.S.) e

(a) existem constantes p,a > 0 tais que P >ae
dB,NW

(b) existem e € (0B1) NW, 0 < < « e uma constante real R > p tal que | <
oQ
onde Q@ = (BRNV) & (0, Re).

Entao ® possui um valor critico C' > a caracterizado por C = mf maé{ D(y(u))
I' ue

onde T ={yeC(Q,E) ; v=1; em 9Q}.

Lema 2.8 Seja \y < a < Agy1, para algum k € N. Entdo, existem (3, p > 0 tais que
I\(u) > 8 sempre que u € Wy e ||u|| = p.

Demonstragdo: Sejau € Wy, = V- ={ve H} / (pi,v)2 =0, Vi=1,2,... k}.

Lembrando que A > 0 e ¢ > 0, tem-se

1 b
> §/Q|Vu\2dx— %/Qu2dx— p/§2|u+|pdm. (2.52)
/|Vu] dx
Agora, pela definicao de \yy; = inf obtemos
ueWy, /‘u’Qd.CE
]

Nep1 < g
[ul3
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Logo, usando a desigualdade anterior e o fato que a > 0, segue que

_g/lﬂdxz_
2 Jo

Agora, como |u| > u™, entdo |ulP > (u™)P, e consequentemente,

a
» ]| (2.53)

b b
. / (ut)Pde > —> / lulPda. (2.54)
pJa D/
Por outro lado, como H} < L?, para todo p € [2,2*], existe C > 0 tal que |u|, < C|u]|.
Logo,
b bC?
—f/ ufPde > — 2= |[ul|P. (2.55)
D/ p
Assim, por (2.60) e (2.61), obtemos
b bC?
——/(u+)pd:p > =2l (2.56)
pJa p
Substituindo (2.59), (2.62) em (2.58), obtemos
1 a bC?
Iy(u) > =||lul]®* = 1Y
0 2 el = 3l = 2l
1 a bC?
= (5 - g ) Wt = e
2 2N D
. a bC?
Agora, como A\, < a < A\py1 e definindo A = = — >0e B=— >0, segue que
2 2N D

In(u) = Alful]* = Bllull".
Portanto,

I(u) = |[ul*(A = Blul|”).

AN p—2
Assim, se ||u]| = p é suficientemente pequeno (O <p< (B> ! ) , temos que

Iv(u) > p*(A = Bp™%) = 8 > 0.

A p)
Portanto, acabamos de mostrar que existem 0 < p < <B) e B = p*(A — BpP~?) tais

que I)(u) > (3 sempre que u € Wy e [jul| = p.
0J

Lema 2.9 Seja A\, < a < \py1, para algum k € N. Entdo, dado \g > 0, existem my € N
e R > p, tais que

Lw) < 2 [ luprd.
qJa

sempre que u € 0Qy,, onde Qn, = (BRNV") @ [0, Rl 4], comm > mg e A < Xg. (onde

0Qm € a fronteira de Q,, em relagio ao subespago VI"® < @il >).
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Demonstracao: Para todo r > 0, temos:

m 72 m Ard m ar? m rPHP m P
I\(repy) = E/QWS%H‘QGLT +q/Q|90k+1‘qd5‘3 - 7/Q<Spk+1>2dx _7/Q [(S%H)ﬂ dx

p
r? . Ard . rPHP m 4P
< L IVetalde+ = [ letattdn === [ (o))" da.

Assim, para 0 < A < )\, a desigualdade acima, garante que

m 2 Aot reer
[A(T@kﬂ) < 5”%01@“”2 + T’@k+1|g - 7|(¢k+1)+‘§' (2.57)
Como ¢}, — k41 em Hj quando m — oo e notando que valem as imersdes Hj <
LP,Vpe (2,27, [P — L9e LP — L? pois 1 < q<2<p<2*eédominio limitado,
concluimos por (2.63) que

Aor? rPHP

|okr1ly — —(@r41) T f5, onde 0 <A< Ao

2
. m r
lim_ I(ropy) < EH‘P’CHHQ +

m

Como 1 < ¢ < 2 < p < 2% segue que a soma a dereita da desigualdade acima, se escreve
como um polinémio de grau p, isto é, P(r) = Ar? + Br? — Cr? onde A > 0, B > 0 e

C > 0, consequentemente existe Ry > p, suficientemente grande e m; € N tal que

IRyl 1) <0, para todo m >mq, R > Ry e 0 <A < Ag. (2.58)

Além disso, existe mg > my e 5 > 0 tal que
I\(repy) < B, paratodo m > mg,r>0e0 <A< A (2.59)

Sabemos que A\ < a < Agi1, seja ax < a tal que A\p < ap < A\gy1.

Logo, como N > 2 considere m suficientemente grande tal que % < ap — A\, onde
m
Cy > 0 foi obtido no Lema 2.7. Assim,
e + Com? N < ap < a. (2.60)

Agora, para v € V", utilizando a estimativa do lema 2.7, obtemos que
2

v
‘H < A\, + Cym?~N e consequentemente por (2.66), segue que
V|2
2
—1 < ay.
|v]2
Portanto, obtemos a seguinte estimativa
a a
——— [ |Vvd > —7/ vide. 2.61
sar V> =5 261

Assim, por (2.67), temos que para cada v € V",

1 a A b
L) <5 (1= =) olP+2 [ jolide =2 [ @w*yde. 2.62
@) <5 (1= )i+ 2 [ e = [ (26
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a
Como a > ag, temos que 1 — — < 0 e consequentemente podemos tomar R > R;
ay

1
suficientemente grande tal que para ||v|| = R, obtemos 5 (1 — a) |v]|I* < =5, isto ¢,
Qg

1
5 <1 — ;) |lv||* < —B, para todov € d(BrNV™) e R > Ry. (2.63)
k

3
Sejam R > Ry, m > mg, 0 < A < Ag. e denotamos a fronteira de @,, por 0Q,, = U I,
i=1

onde

(1) Fl :FRQ Vkm,
(2) Ty ={ve Hy:v=u+ Ryl ;,u € Br(0) NV},

(B) Ts={ve Hy:v=u+rel,,uec Vi, |ull=R0<r <R}

Mostraremos que em cada I';, temos Iy

A
< —/ |u|?, onde i =1,2,3.
i 479
Caso (1): Seja u € I'; C V™. Logo, por (2.68), seque que

1 A b
I(u) < - (1 - a>/ |Vu|*dx + —/ |ul?dx — — / (u)Pdz.
2 Q q/Q pJa

Qg

E pelas condigoes ar < a, b > 0 e p > 0, podemos concluir que
A m
L) < 7/ u|?dz, ¥ u € Ty C V™ (2.64)
q /o

Caso (2): Seja v € I'y. Assim, temos v = u + Ry}, |, onde u € Bg(0) N V™. Lembrando
que, por (2.49), temos que suppu N supp i, = ¢, ¥V u € Vi, pela Proposicao 2.2 decorre

que

I(u+ Reyly) =I(u) + I(Rep)-
Agora, por (2.70), podemos obter

A
I(u+ Ryl y) Sq/Q’U‘qd%"‘[A(RSOZnH)a

desde que m > mgy > my e R > R;. Assim, por (2.64) segue que

A A
I Ro™ <f/ aq :f/ “dz.
R <2 [ Jufrde =2 [ Julras

supp u
Novamente usando que suppu N supp ¢4 = ¢, concluimos que

A A A
o e =2 [k Refede < 2 ut R e,

qsupp u supp u
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e portanto,
A
I\(v) < —/ lv|9dx, Vv eTls.
q Jo

Caso (3): Sejav € I's, temos que existe u € (BrNV") er € [0, R] tais que v = u+rpp, ;.

Novamente como suppu N supp ¢}y, = ¢, ¥V u € Vi, a Proposicao 2.2 garante que
I\(u+reily) = I(uw) + Iregh,)- (2.65)

Como p > 0e b > 0, por (2.68) segue que

B < 5 (1= ) lulP + /Q|u|wx.

Agora, como u € d(Br N V™), por (2.69), temos

A
K < =B+ 2 [ ulda.
q JQ

Usando a estimativa (2.65),
I(u) + L(ref,) < / ul*da. (2.66)
Finalmente por (2.71) e (2.72), obtemos

A A
L(u+ren) < q/Q|u|qu = / lu?dz. (2.67)

suppu

Estimando a tltima integral acima, por (2.49), obtemos

A A A
A / jultda = 7 / jut Reflaltdr < /Q lu+ R, |%da.

qsupp u suppu

Logo, por (2.73) concluimos que

A
I\(v) < —/ lv|9dx, Vv els
qJo
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3 MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA UM PROBLEMA ENVOL-
VENDO O EXPOENTE SUBCRITICO

Neste capitulo, estudaremos um resultado de multiplicidade de solugoes para o

seguinte problema eliptico semilinear com condicao de fronteira de Dirichlet

{ —Au = —Au|'?u+au+b(uT)P!  em Q, (3.1)

u=20 sobre 0f),

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A € R,
2N

e
N —2
Lembramos que as solugoes fracas do problema (3.1) correspondem aos pontos

l<g<2<p<2=

vt = max{u, 0}.

criticos do funcional I, : Hj(Q2) — R dado por

1 A a b
I :f/v%z f/ qd——/ Qd——/ VP dz.
v =5 [ vuPds+ 2 [ = 5 [ o [ s

O principal resultado desse capitulo é :

Teorema 3.1 Sejam N > 3 e Ay < a < A\gy1 para algum k € N. Se 2 < p < 2%, entao
para X\ suficientemente pequeno, o problema (3.1) possui pelo menos trés solugoes nio
triviais.

A prova desse Teorema sera dividida em 2 segoes:

Na primeira se¢ao do capitulo, usamos o Teorema do Passo da Montanha para obter
pelo menos duas solugoes, uma positiva e uma negativa. Na segunda secao do capitulo,
uma terceira solucao nao nula é obtida via Teorema de Linking ou Teorema do passo da

Montanha generalizado.

No seguinte resultado mostraremos que, no caso subcritico, o funcional I, satisfaz

a condicao Palais-Smale (ou condi¢ao(P.S.)) em todos os niveis para todo A > 0.

Lema 3.1 Se 2 < p < 2*, entdo o funcional Iy satisfaz a condi¢io Palais-Smale (ou

condi¢ao(P.S.)) em todos os niveis, para todo A > 0.

Demonstracao: Denotamos
]()—1/| |2 — Ji(u)
u) = Vul|“dx U
A 2 Jo A )

onde Jy(u) = A
q

/ |ul?dz + g/ lu|*dx + b / (u™)Pdx. Sabemos que
Q Q pJa
(I\(w), h) = (u,h) gy — (J\(u), h), Vu,h € H}, onde,

(J'(u), h) = —)\/ yu\Huhdera/ uhd:c+b/ (ut)" " hda.
Q Q Q
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Seja (u,) C Hj uma sequéncia (P.S.), isto é, (u,) ¢ uma sequéncia tal que |I)(u,)| < M,
para alguma constante M > 0 e I§(u,) — 0 em (H})*, pelo Lema 2.1, a sequéncia (u,,) ¢
limitada em H}, logo existe uma subsequéncia ainda denotada por (u,) C H} e u € H}

tal que u,, — u em H{.

Assim, segue do teorema de Rellich-Kondrachov (consultar Apéndice, Observagao

1 do Teorema A.18) que u,, — v em L", para 1 <r < 2* e u, — u, q.t.p em €.

Prosseguindo com um argumento analogo ao feito anteriormente (ver Afirmagao 3
do Capitulo 2, onde mostramos que I4 é continua), podemos concluir que J4 (u,,) — J3(u).

Agora, como
(I\(un) = I (w), un — ) + (I3 (n) = J3(w), un — u)
= () iy — 2, wn) gy + (w, w) gy = [l — ulf?,
segue do Teorema A.5 item (iv) (ver Apéndice) que
(I\(un) = Iy (u), i — ) + (J3(un) = J3 (), tn — 1) =0,

e consequentemente u,, — u em H&, 0 que prova a afirmacao.

3.1 SOLUCOES VIA O TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA

Proposicao 3.1 Sejam N > 3, \p < a < A\p11 para algum k € N. Entao :

(i) O problema (3.1) possui pelo menos uma solugdo positiva, para todo \ obtido no
Lema 2.4.

(ii) O problema (3.1) possui pelo menos uma solugao negativa, para todo X obtido no
Lema 2.6.

Demonstragao:

Prova do item (i): Note que toda solugao positiva para o problema (3.1) satisfaz

a equacao :
—Au = =Aut|Tt +aut +b(uT)P"! em Q, (3.2)
u=0  sobre 01, ‘

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A € R™,
2N

e
N —2
Agora, como na Segao 2.3, encontrar uma solugao para o problema (3.2) é equivalente a

l<g<2<p<2= ut = max{u, 0}.

encontrar um ponto critico do funcional

I H) >R
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b
q _ +\2 _ +\p
IH( 2/|Vu\dx+ / dx /Q(u)dx p/Q(u)dx.

Observemos que, pelo Lema 3.1, segue que no caso subcritico (2 < p < 2*) o
funcional I} satisfaz a condicdo Palais Smale (ou condicio (P.S)) em todos os niveis, para
todo A > 0.

Além disso, como I, (0) = 0, entdo basta provar as seguintes condigdes geométricas:

(a) existem constantes p,a > 0 tais que I, > e
0B,

(b) existe um elemento e € H}\B, tal que I} (e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema 2.3 temos que existe R > 0 tal
que
) >0,V 0< |u| <R (3.3)

Note que por (3.3) e pelo Teorema A.27, item (i) do Apéndice, podemos obter que existe

0 < p < R, tal que
0= I (0) < nf{I (u) : [lull = p}.

1
Tomando o = 3 inf{I{(u) : |Jul]| = p}, obtemos que o < inf{Iy (u) : ||u|]| = p}. Portanto,

existem constantes p, v > 0 tais que o < I (u), V |Ju]| = p, provando assim, o item (a).

Prova do item (b): Pelo Lema 2.4, temos que existe e = top; € H} com ty > 0
tal que I, (e) < 0 = I,7(0), para todo A > 0 obtido no Lema 2.4. Note que por (3.3) e
0 < p < R podemos deduzir que |le|]| > p, isto é, e € HJ\B,.

Assim, existe e € HI\ B, tal que I, (e) < 0. Isto prova o item (b).
0\Pp A
Logo, pelo teorema do Passo da Montanha, I} possui um valor critico Cy” > «, com

Cy = inf Iy
F g N

onde I' = {g € C([0,1], Hy) ; 9(0) =0, g(1) = topr}.

Prova do item (ii): Observemos que toda solugao negativa para o problema (3.1)

satisfaz a equagao:

—Au=-MNu|" ' +au” em Q, (3.4)
u=0  sobre 012,
onde Q C RY ¢ um dominio limitado suave, N >3, a €R, b >0, Ne R, 1 <g<2<
2N
N —2

Novamente pela Segao 2.4, encontrar uma solugdo para o problema (3.4) é equiva-

p<2= e u~ = max{—u,0}.

lente a encontrar um ponto critico do funcional

Iy H >R
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/ |Vul|?dr + = / qda:——/g(u_fdx.

Mostraremos que I, também satisfaz as hipéteses do Teorema do Passo da Montanha.
Analogamente ao que fizemos no item (i), segue do Lema 3.1, que no caso subcritico
(2 < p < 2*) o funcional I} satisfaz a condi¢do de compacidade (P.S) em todos os niveis,
para todo A > 0. Como I, (0) = 0, mostraremos entao que o funcional satisfaz a geometria

do Teorema do passo da Montanha.

(a) existem constantes p, a« > 0 tais que I, >ao e
2B,

(b) existe um e € Hy\B, tal que I (e) < 0.
Prova do item (a): Usando o Lema 2.5 temos que existe R > 0 tal que
I (u) >0, VO < |lu]| <R. (3.5)

Note que por (3.5) e pelo Teorema A.27, item (i) do Apéndice, podemos encontrar
0 < p < R, tal que
0 = I;(0) < inf{I5 (u) : [Jull = p}.

1
Tomando a = iinf{[/\_(u) o ul| = p}, segue que o < inf{l, (u) : ||u|| = p} assim
existem p,a > 0 tal que a < I (u), ¥ |lu]| = p.

Prova do item (b): Pelo Lema 2.6, temos que existe e = —top; € Hy tal que I, (e) <
0 = I, (0), para todo A > 0 obtido no Lema 2.6. Logo por (3.5), segue que ||e]| > R e como
p < R, obtemos que ||e|| > p. Assim, existe e € Hj\B, tal que I, (¢) < 0, isto conclui a
prova do item (b).

Logo, pelo Teorema do Passo da Montanha, I, possui um valor critico Cy > «,

co1m

Cy = inf max [ ,
A g€~ ueg([0,1]) )‘< )

onde I'™ = {g € C([0, 1]7H01) ; 9(0) =0, g(1) = —top1}. O



Figura 1 — A geometria do passo da Montanha

Fonte: Eduardo Huerto
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3.2 SOLUCAO VIA O TEOREMA DE LINKING

A ferramenta variacional dessa secao que utilizaremos é o teorema de Linking.
O lema abaixo sera util para controlar os niveis mini-max das solugoes positiva e negativa

e assim, obter uma terceira solucao.
Lema 3.2 Seja A\ < a < A1, entao
cr<ioy o o<
onde, t1 e ty foram obtidos nos Lemas 2./ e 2.6 respectivamente.
Demonstragao: Definimos gy : [0, 1] — Hj dado por
go(t) = t(t1p1), onde t; foi obtido no Lema 2.4.
Segue que go € 't e

b
I (go() /\v ttio))[Pda+ 2 /\ttm \qda;——/ (tt101) |dx—p/(<tt1¢1>+)m.

Como ¢ é a autofungdo positiva associado ao autovalor Ay, temos

1)\ A(tt,)? tt1)? b(tt,)P
Ii(go(t))z( 1; 1/@?dx+( 2 /w?dw—a< 2 /w?dw—( ! /s&ﬁ”daz
Q q Q 2 Q D Q

2 _ q p
_ (tt1)* (A1 — a) / (p%dx . A(ttq) / S — b(tty) / .
Q q Q p Q

2

Pelas condigoes A\, < a < A1, 0> 0,1t >0e 0 <t <1 resulta que

(o) < X8 [ ot <2 [ ta

Isto mostra que

¢
I (go() < =e1|?, para todo 0 <t < 1.
q
Como conseqiiéncia da estimativa acima, concluimos

At]

max Iy = max I} i q
u€go([0,1]) x(v) = tef0.1] (90(t)) < |<,01|
Agora como
inf max I{(u) < max I} (u) = max I} (go(t
gelt ueg([0,1])) = ety A (u) = e (g90(t)),

obtemos

At
inf max I (u) < =g
Jnf | e D(w) < =Pl
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isto é,
i
0<Cf < —pld.
q

Deste modo, deduzimos que para A > 0 suficientemente pequeno, temos que Cy > 0

é suficientemente pequeno.

Agora mostraremos a outra desigualdade. Defina a seguinte funcao
go: [0,1] — Hy
go(t) = —t(tap1), onde ty foi obtido no Lema 2.6
Note que g € I'". Além disso,
1 A a
I3 (go(t :7/ V(—tt 2+—/ —tt —‘I—f/ —ttypr) |
» (90(2)) 9 Q| (—ttaep1)] q Q|( 201)" | 9 Q|( 201)" |

e lembrando que ¢ é autofuncao positiva associado ao autovalor \;, temos

_ (tt2)*\ A(tty)9 a(tty)?
I (ao0) = *=5 7 [ ehdn+ 52 [ e = T2 [ Gl

2

tts)? (N — A(tt9)?
_ ) (M —a) (21 a)/gpfdx—i—( 2) /gpffda:.
Q q Q

Como N\, < a < Agy1,t2 >0e 0 <t <1, resulta que

B A(tty) At
I 1)) < 7/ 9 < 7/ g
y (92(1) < p Q(Pl_ e 9801

Logo,

Atd
I3 (go(t) < 2 I, para 0 <t < 1.
q

Prosseguindo da mesma maneira como foi feito anteriormente, pode-se obter
td
0<Cy < 72‘%’3-

Observe que para A > 0 suficientemente pequeno, temos que Cy > 0 é suficientemente

pequeno.

O

Proposicao 3.2 Sejam N > 3 e A\, < a < Agy1 para algum k € N. Entdo para A

suficientemente pequeno, o problema (3.1) possui pelo menos uma solugio nao trivial.

Demonstragao : Lembrando que as solugoes fracas do problema (3.1) correspondem aos

pontos criticos do funcional de classe C' (ver capitulo 2)

I H 5 R
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1 A b
I(u) = i/Q\VuFdx—i— q/Q|u|qd:U — g/Q|u|2dac — p/ﬂ(qu)pdx,

mostraremos que o funcional I, satisfaz as condi¢oes do Teorema de Linking, ou seja, Iy
satisfaz a condigdo Palais Smale (ou condigdo (P.S)), o espago H} é Banach e pode ser
decomposto na forma H} =V @ W, onde V é um espago de dimensao finita e o funcional

I, satisfaz
(a) existem constantes p, « > 0 tais que I >a e
dB,NW
(b) existe um elemento e € (0B;) N W, existe uma constante real R > p e 5 > 0 tais
que I| < f<aonde@=(BgNV)a®(0,Re).
0Q

Assim, o Teorema garante que I, possui um valor critico C' > « caracterizado por

C = inf max [, (3(u))

onde I'={y e C(Q,E) ; v=1; em 0Q}.

Sabemos que Hj ¢ um espago de Banach e que pelo Coroldrio 2.1 do Capitulo 2, o espago
H} se decompde na forma H} = V;™ & W}, para m suficientemente grande, onde V™ é um

espaco de dimensao finita.

Além disso, pelo Lema 3.1, temos que no caso subcritico (2 < p < 2*), o funcional
I, satisfaz a condigdo Palais Smale em todos os niveis, para todo A > 0. Assim, provaremos
que o funcional I, satisfaz a geométria do Teorema de Linking, ou seja, as condigoes (a) e

(b) informadas acima.
Prova do item(a): Resulta diretamente do Lema 2.8 do Capitulo 2.

Prova do item(b): Sem perda da generalidade, podemos supor que ||| = 1,
onde ¢}, ; foi definida na Secao 2.5 do Capitulo 2, logo pelo Lema 2.9 do mesmo Capitulo,

segue que, dado € > 0, existem my € N e R > p tais que,
A
I(u) < —/ lulldz,
qJa
sempre que u € IQm,, onde Q,, = (B NV") @ (0, Ry, ), m > mg e A < €. Logo
I(u) < E/ |u|?dx, Ve >0, (3.6)
qJa

para u € a@ma onde Qm = (BR N ‘/km) ©® (07 RSOZZ-H)? m 2 mo.

Note que as normas |.|; e ||.|| sao equivalentes no espago V"@® < @', > de
dimensao finita, entao existe Ky > 0 tal que |ul, < Ko|lu||, ¥V u € 0Q,.
Agora, como Q,, é limitada em H}, obtemos que 0Q,, ¢ limitada em Hj e consequentemente
existe K7 > 0 tal que
lull < Ky, Vu € Q. (3.7)
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Portanto, como € é arbitrario, por (3.6) e (3.7), obtemos que existe 5 > 0 tal que
])\(u) < /6 <a,

para todo u € 0Q,, onde Q,, = (B NV") ® (0, Rp{,), m > my.
Assim, podemos concluir que para A suficientemente pequeno, existe ¢j',; € Bi NWj, e
R > p tais que

I(u) < B <a,

sempre que u € IQm,, onde Q,, = (B NV") @ (0, Rp},), m > my.
Entao, para A suficientemente pequeno, pelo Teorema de Linking (ver Apéndice,

Teorema C.8), I possui um valor critico C'y > a caracterizado por

Cy = inf max I(h(u)),

hel ueQm)
onde I'={h € C(Q,,, H)) ; h=1; em 0Q,,}.

Isto é, existe u. € H} solugao fraca de (3.1) tal que 0 < o < I(u.). Note que u, é ndo

nula, pois 7,(0) = 0.
O
Prova do teorema 3.1:

Basta mostrar que u,. é distinto dos pontos criticos encontrados para os funcionais

I ely.

De fato, dado o nivel a obtido na geométria de Linking, pelo lema 3.2, podemos

tomar A suficientemente pequeno tal que Cy,Cy < a, entdao Cy ,Cy < a < C).

Portanto para A suficientemente pequeno, o problema (3.1) possui pelo menos trés

solugoes nao trivias.

O
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Figura 2 — A geometria do Teorema de Linking

.
.,
.
.,
o,

Fonte: Eduardo Huerto
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4 MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA UM PROBLEMA ENVOL-
VENDO O EXPOENTE CRITICO

Neste capitulo, mostraremos um resultado de existéncia de solugoes para o seguinte

problema eliptico semilinear critico com condicao de fronteira de Dirichlet :

(4.1)

—Au = —Mul"%u+au+but)* 1 em Q,
u=">0 sobre 0f),

onde, 2 C RV é um dominio limitado com fronteira regular, N >3, a € R, b > 0, A € R™,

2N
l<g<2 2= ~_3° ut = max{u,0}. Assim, considere o funcional de Euler-Lagrange

_1 2 é q @ 2 7/
u)—2/Q|Vu|dx+q/Q|u|da: 2/Q|u|al$

Note que, pontos criticos de I sao solugoes fracas para o problema (4.1). O principal

resultado desse capitulo é:

Teorema 4.1 Sejam N >4 e Ay < a < g1 para algum k € N, entdao para A suficiente-

mente pequeno, o problema (4.1) possui pelo menos trés solugoes ndo triviais.

A demonstragao desse teorema sera dividida em 2 partes: Como no capitulo anterior,
na primeira secao, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter pelo menos

duas solugoes para o problema (4.1), uma positiva e uma negativa.

Para isso, usaremos os funcionais Iy, I, definidos nas Segoes 2.3 e 2.4, para

obtermos tais solugoes.

Na segunda secao deste capitulo, usaremos o Teorema de Linking para encontrar

uma terceira solug¢ao nao nula.

Apesar do roteiro deste capitulo possuir a mesma estrutura do capitulo anterior
(caso subcritico), a maior dificultade aqui é que o funcional I, definido acima, nao satisfaz
a condicdo (P.S) em todos os niveis, devido a falta de compacidade da imersao de Hj em
L% . Este problema ¢é resolvido utilizando a técnica desenvolvida por Brézis-Nirenberg [5],
mostrando que a compacidade ocorre abaixo de um certo nivel que sera obtido no proximo

lema desse capitulo.

Assim, seja

/\Vu| dx
= inf cu € Hy(Q),u#0

/ d:cl*

S ¢é a melhor constante de Sobolev da imersdao H} < L? e atingida pela familia

N(N —2)2]" T
NN =2)e] T e e>0e U] = [TL2

€+ |z

de fungoes U, (x) = 5 = S%; para todo € > 0
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(ver [28]). Suponha, sem perda de generalidade, que 0 € 2. Defina também

U" =nU. onde n € C3°(B1,R) e m € N tal que B1 C Q.

Lema 4.1 Seja A\ < a, entao Iy satisfaz a condicio Palais Smale para todo nivel

b5 g
C< ;, para cada \ > 0.
N
Demostragdo: Seja (u,) C Hj uma sequéncia que satisfaca Iy(u,) — C e [(I'(u,), h)| <

enllhll, ¥V h € H} com €, — 0, quando n — oo.

Pelo Lema 2.2, temos que (u,) é limitada em H}, assim, existe uma subsequéncia,
ainda denotada por (u,) e existe u € H} tal que u,, — u em H}. Logo, pelo teorema de
Rellich Kondrachov (ver Apéndice, Teorema A.18 observagio 1), como Hj < L" para
1 < r < 2% podemos deduzir que u,, - uem L", V1 <r < 2*ewu, — uq.t.p. em €.

Vé-se facilmente que como 1 < ¢ < 2 < 2%, entédo
U, — uem L7 e u, — uem L% (4.2)

Pela desigualdade de Sobolev, Gagliardo, Nirenberg (ver apéndice, teorema A.21), segue-se
o < K|Vufly = K|luf|. Como

que existe uma constante K = K (2, N) > 0 tal que |u;
+

luf || < llunll, pois u, = w; — u,,, entao

[ty 2+ < K.

Assim, lembrando que (u,) é limitada em H{, segue que
(u,) é limitada em L*". (4.3)
Por outro lado, pela hipdtese (I4(u,),v) — 0, quando n — oo, V v € H}, temos que
/QVuandx + )\/ﬂ | |9 2w vd — a/ﬂunvdaj — b/ﬂ(u:{)y_lvdx — 0, Yo e H}, (4.4)

quando n — oo.

Agora vamos calcular o limite de cada parcela e mostrar que u é solugao fraca do

problema

—Au = —MNu|'"%u+au+buT)P7t, em
u=20, sobre 0f).

De fato, note que como u,, — v em H}! e u,, = u em L?, quando n — 0o, obtemos
) 0 ) )

/Vuandx%/Vquda:e /uwdm—)/uvdw; Vv e Hy. (4.5)
0 0 Q Q
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Observe que, como u, — u em L9, segue pelo Teorema A.4 (ver Apéndice), que existe
uma subsequéncia de (u,,) ainda denotada por (u,) e h € L? tal que |u,| < h, q.t.p em €,

entdo para cada v € Hj decorre que
[t | 72U 0| = [, o] < R 0], q.t.p em €.

Agora, pela desigualdade de Holder,

/ B9 ol |de < (/ |h|qu>q </ |v|qu>q < 0,
Q Q Q

onde a tltima desigualdade segue do fato que h € L? e Hj — L. Portanto,
R | € LY, Vv € Hy.

Também podemos concluir de u,, — u q.t.p em Q que |u,|? ?u,v — |u|"2uv q.t.p em Q.
Logo, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver Apéndice, Teorema A.20)

garante que
/|un|q_2unvdx—>/ lu| " uvdz. (4.6)
Q Q

Finalmente, por (4.3), a sequéncia ((u,)* ~1) é limitada em L71. Notando também
que (u)? ! — (ut)? 7! q.t.p em Q, pelo lema Brézis-Lieb (ver Apéndice, Lema A.24)
obtemos que
(7 = @) om L
ou seja,
/(u:)y’lvdx — / (ut)* odz, YvelL?,
Q 0
em particular
/(uﬁ)w_lvdx — / (u™)?* tvde, Vove H. (4.7)
Q Q

Substituindo (4.5), (4.6) e (4.7) em (4.4), obtemos
/ VuVudzr + )\/ |u|! 2uvds — a/ wvdzr — b/ (ut)* Tlodz =0, Vv € H}.
Q Q Q Q

Isto mostra a nossa afirmcao.

Tomando v = u, na igualdade acima, segue que

/ |Vul*dz + )\/ |u|?dx — a/ udr — b/ (u™)? dz =0,
Q Q Q Q
isto é,
(I5(u),u) = 0. (4.8)
Assim, por (4.8), vemos que

1) = y(w) = {73, ).
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Por outro lado, temos que

By = (5= 3 g+ (5 - ) o

Portanto,
A A b b
I =|—-— = g - — +
() (q 2)mu+(2 T)m

Como sabfamos que u, — uem L") 1 <r < 2* segue que uf — vt em L", 1 <r < 2%

2, ondel<qg<2<2b>0.

2 >0. (4.9)

dai resulta que (u,") é limitada em L", onde 1 < r < 2*. Lembrando por (4.3) que (u)) é

limitada em L?", temos que

+

+) é uma sequéncia limitada em L", onde 1 < r < 2",

(u

Além disso, como u, — u, q.t.p em Q, entdo u,;t — u™, q.t.p em Q. Logo pelo
lema Brézis-Lieb (ver Apéndice, Lema A.26 considerando a fungao continua j : C — C

definida por j(z) = (x1)P), observemos que

T (w2 — | = ) [2) = |, para 1< p< 2"

Denotando v,, = u,, — u, usando p = 2* na equacao acima, segue que,

2+ lufiE) =o. (4.10)

3o —

lim (Ju*
n—oo

Novamente lembrando de (4.3) que (u;}) é limitada em L?", existe M > 0 tal que |u |« <

5-) de numeros reais é limitada, entdo ao

M, para todo n € N. Logo a sequéncia (|u,}

passar a uma subsequéncia se necessario novamente, temos que

o (4.11)

existe lim |u
n—oo
De (4.10) e (4.11), tem-se

A g o (4.12)

. o* .
Jim (Ju” 2r) =l ]
Note que, por (4.2), temos que v, — 0 em L? e assim,

Tim (Jof3 + Juf3) = Jul3 e Tim [u, |3 = [uf3

Portanto

- 2 2y _ 1: 2
dim (o, |3 4 |ufy) = lm fu,];. (4.13)
De modo andlogo, por (4.2), v, — 0 em L% e consequentemente
Tim ([ul?+ |va[2) = lim_ fu,|2 (4.14)
Lembrando que u, — u em H{, entdo

lim / VunVud:c:/VuVudx: [l (4.15)
0 Q

n—oo
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Novamente, como (u,,) é limitada em H}, entao existe M > 0 tal que ||u,|| < M, para
todo n € N. Deste modo, a sequéncia (|lu,||) dos nimeros reais é limitada e portanto,

passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

exister}grgo||un||2. (4.16)
Além disso,
1 A a b . 1 A a b .
Ii(uw) +1x(vn) = §\|U|’2 +E|u’3 —ifu\% —§|U+ 5 +§an”2 +glvn|3 —§|Un|§ —§|U:f§*-
1 A a b .1 1
= gl + Zulg = Sl = ol 4 Sl + Gl — | Vo T
A a b *
+ §|vn|?, - 5\%@ - §|U; 5

Isto mostra que

1 A a
In(u) +1x(vg) = [Jul® - /Q Vu,Vu + §||un||2 + E(IUIZ + |vald) — §(IUI§ + [vnl3)
b * *
(A )

Portanto, por (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16), obtemos

) .1 A . a
i (1) + Ta(e)) = Jm, 3ol + Jin 2alg+ el — Jin S0+ )

n—oo
lim 2 (a2t o)
n—oo P* 2" n12*
1 A . a b .
= i g llnll® - Hiw, - funly = Jim, S hnlz = Jim o e
) 1 A a .
= i, (gl + 2lonlt - ol - ot
= i, [y (un)

Agora, lembrando que (u,) é uma sequéncia tal que dim I A(up) = C, concluimos

dim (Iy(u) + Ix(vn)) = C. (4.17)
Note também que, por (4.12), (4.13), (4.14) e (4.16), podemos deduzir que existem

2 a0, lim o} = lim (juaf3 — [ul3),

. . . . * .
os seguintes limites lim |v)[3. = lim (|u}
n—oo n— oo

lim fonlg = i (] = Jul) e i [l
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Logo,

T (ol + Aloal2 — alonl3 = bt 35) = e ol + X Jim [enls = a Jim fonl3

2%
2*

— b lim |v,}
n—oo

= Hi Nl Joom ey = Juf)

—a lim (Juaf3 — [uf3) — b lim (Jet 3 — [u*[3)
— Tim {ffonl + A(lual? — [ul?)
— allunl3 — [ul3) = b(luy |3 — [ut]3:)}
€ assim,
Timn ([[onl? + Alval? — aloal3 = blot135) = Tim {Jonl? + MJual2 — [ul?)
— allunl3 = ul3) = b(Jun|3: — [u™[3:)}.
Agora, como v, = u, —u e
lonll® = luall? + [jul* = 2 | Vu, Vuda,
concluimos que
T (ol + Aoal? = alonl§ = bloB) = T (|2 + [l = 2 | Vo, Vuds
F A un|d = Auld = alug |3 +alul3 — blug |3 + blu]3:)

>)

= Jim {4+ Al = anff — Bl
_2/ Vet Vauda + 2||ul|?

Q
5}

= (lull® + Alulf — alul; — bu*

Por outro lado, usando a expressao da derivada do funcional (para v = u, e v = u),

2*
5 €

<I;\(un)v Up) = HunH2 + >‘|un|g - a|un|g — bluy,

2%

(I (u), w)) = [lull® + Al — alul3 — blu™ |5,

resultando que

30) = Tim (I} (un), un) —2/QVunVudx—|—2HuH2

— (I\(u), u)).

Tim (ol + Moalf — aloal3 — blo;;

Sabemos, por (4.8), que (I}(u),u) = 0, em consequéncia, vale a equacao

30) = Jim () un) =2 [ FuaVu+2]uf?)

T ([0l + Moalg = aloal3 — blo;}
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Agora, como I} (u,) — 0 em (H})* temos que (I} (u,), u,) — 0 e usando o fato que u,, — u
em Hj, segue que

5) = 0.

Timn ([0l + Moal? — aloal3 - blo;;

Portanto, por (4.2), temos que v, — 0 em L? e v, — 0 em L? assim, segue do limite
acima que

50) =0. (4.18)

: 2l
dim ([Jon]]” = blvy

Note que, por (4.12), existe lim lu;7|3., entdo por (4.18), existe lim v ||

Denotamos por

S E 2
d= lim |lv,|".
Note que d > 0, assim, podemos ter duas situagoes
d>0 ou d=0.

Inicialmente vamos supor d > 0, ou seja (v,) nao converge a zero em H{.

* _ .
2. = db™!, isto mostra que

Por (4.18), como b > 0, resulta que lim,, . |v;"

2 = (db )7, (4.19)

lim |vf
n—>oo| n

/|Vu|2dx
Como S = inf{ =2 ue H}(Q),u#0p, entdo |[vf]|> > S|vf |3, e como

([ u

v, = v, — v, obtemos ||v,||* > S|v,F

2
2*.

Passando ao limite esta tltima desigualdade, por (4.19), vemos que
d> S(db")T.

Logo, como d > 0, segue que A= > Sb7 e consequentemente

2

N2
2

d _ S%b
NT= N
A

v

(4.20)
Notando de (4.9), Ix(u) > 0, segue que I(u) + Ix(v,) > I\(v,) e portanto,

2%
P .

Como v, — 0 em L7 e v, — 0 em L? (por (4.2)) e lim (Ix(u) + Iy(vs)) = C (por (4.17)),

temos que

1 A b
S (30 + Eon)) > Jim (Sl + 2ol = ol = b

2*
2%

1 s b
C 25 lim o ]|” = o5 lim fog

11
> (= ——)d
02 (53

ou seja,
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1 1 1 ) . : .
Por outro lado, N3 o9 assim, podemos reescrever a estimativa acima, na forma
d
C > —. 4.21
>0 (121)
Assim, por (4.20), (4.21) e pela hipétese do lema, obtemos que
§¥bz _d _. _Sibe
P — N < —_—,
N — N~ N
isto ¢ uma contradicao, portanto podemos concluir que d = 0. Finalmente como
. 2 ~ . . ,
d = nlg](f)loanH , entao nh_}IEOanH = 0, isto é, v, = u, — u converge a zero em H} e

consequentemente (u,,) converge a u em H}. Assim, temos que existe uma subsequéncia

de (u,) tal que converge em H}.

O

4.1 SOLUCOES VIA O TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA

Proposicao 4.1 Sejam N > 3, \p < a < A\p11 para algum k € N. Entao :

(i) O problema (4.1) possui pelo menos uma solugao positiva, para todo \ suficientemente

pequeno.

(ii) O problema (4.1) possui pelo menos uma solugao negativa, para todo A obtido no
Lema 2.6.

Demonstragao:

Prova do item (ii): Observamos que a prova do item (ii) ¢ idéntica & que fizemos
na Proposicao 3.1 item (ii), devido ao fato de que a existéncia da solugdo negativa nao

depende da nao-linearidade da equagao diferencial (4.1) ser subcritica ou critica.

Portanto I; possui um valor critico C > «, com C, = inf max I, (u) onde,
g€l ™ ueg([0,1])

I~ ={geC(0,1,H}) ; g(0)=0, g(1) = —top:1}, e consequentemente (4.1) possui

uma solucao negativa. Além disso,

At§
0<Cy < —2]g01|g e Cy =07, se A\ = 0.( ver Lema 3.2) (4.22)
q

Prova do item (i): Comegamos notando que uma solugdo positiva para o problema

(4.1) satisfaz a equagao (no sentido fraco):

(4.23)

—Au = -Mut|" !+ aut +but)? ! em Q,
u=0  sobre 09,
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onde  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N >3, a € R, b > 0, A € R™,
P\ B R P (1,0}
=—, e um = max{u,0}.
N-—2 1
Nessa segdo, vamos argumentar como no caso subcritico (Se¢ao 2.3) e encontrar

uma solugao fraca para o problema (4.23), ou seja, um ponto critico para o funcional

I H) >R

1 A a b .
I+ :7/ 2 7/ +\q _7/ 2 _7/ V2" .
¥ (u) 5 Q]Vu] d:)c+q Q(u )idx 5 Q(u ) dx o Q(u )* dx

Nosso objetivo é mostrar que Iy satisfaz as hipteses do Teorema do Passo da Montanha,

como [ ;“(O) = (, entdo comecamos por provar as seguintes condi¢oes geométricas:

> e
9B,

(a) existem constantes p, > 0 tais que I,

(b) existe um elemento e € H}\B, tal que I (e) < 0.

Prova do item(a): Pelo Lema 2.3 temos que existe R > 0 tal que
IF(u) >0, V0 <|u| <R. (4.24)

Note que usando o Teorema A.27 item (i) do Apéndice e (4.24), segue que existe 0 < p < R,
tal que
0= I;(0) < inf{I{(u) : [lul = p}.

1
Tomando o = 3 inf{I{(u) : ||u|| = p}, obtemos que
a <inf{Iy(u) : fJull = p}, ¥ [Jull = p.

Assim, existem p,a > 0 tal que o < I} (u), ¥ [Ju]| = p.

Prova do item(b): Pelo Lema 2.4 temos que existe e = top; € H] tal que
I (e) < 0 = I, (0) para todo A > 0 obtido no Lema 2.4. Logo por (4.24) e p < R, podemos
obter |le]| > p, isto é, e € Hj\B,. Assim, existe e € H}\B, tal que I} (e) < 0. Isto prova
o item (b).

Agora, mostraremos que o funcional I} satisfaz a condi¢ao (P.S) no nivel Cy
definido por

CY = inf max I (u),
gel't ueg([0,1])

onde I't = {g € C([0,1], H}) ; g(0) =0, g(1) =top1} ety foi obtido no Lema 2.3.
Inicialmente note que

max I (9(0) 2 L (9(0)) = 1 (0) =0, ¥g € T™.
€0,
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Logo,

+ > +
max 1y (g A(g(t) >0, Vgel

e consequentemente,

0 < inf I CY < 0.
R $(w) = & < oo

Seguindo os mesmos passos feitos no Lema 4.1, obtemos que I satisfaz a condi¢io Palais

b5 g
Smale no nivel C' < N para todo A > 0.
5 g 5 g
Agora mostraremos que Cy < ﬁ, para 0 < A < %.
N tolerla
De fato, defina gq : [0, 1] — H} dado por go(t) = t(toer).
Segue que go € I'" e além disso,
I)\ (g[) /|V tto(pl | d[L‘—f- / | ttogpl |qdl’—*/ | tto(pl | dr—— /Q[(tto(,@1)+

Como ¢, é a autofuncao positiva associado ao autovalor \;, temos

tto)2\ A(tto)? a(tty)? b(tty)? .
I (golt)) = (110 1/§2w?dﬂf+(q0> /Qwi’dw—( 0) /Qw?dw— (tto) /990? dx

2 2 2%

tto)?( A\ — A(tto)d b(tte)? .
:—( 0)"(M a)/gofdx—l— (tto) /(p(fdx— (tto) /@% dx.
2 Q q Q 2% Q

As condigoes A\, < a < A\py1, b>0,t>0e 0 <t <1 resultam que

ddzx.

]A (90

Isto mostra que

At
I (go(t)) < —](pl para todo 0 < ¢ < 1.

Como conseqiiéncia da estimativa acima, concluimos

td
max Iy (u —max[+ 1) < 220 q
(e I (w) = max I (go(t)) < q il

Agora, observando que

inf max I{(u) < max I (u) = max I (go(t)),

geT+ ueg(0,1]) = uego([0,1]) te[0.1]
obtemos
inf I (u) < 2M0), o
inf max u) < — ,
gel't ueg([0,1]) A T q Yilg
isto é,

U
0<Cy < 7|¢1|q' (4.25)
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5% g bz S
Segue-se de 0 < A < m, que —2|¢p1| i< N © consequentemente decorre de
0l¥1lq
b7 S
(4.25) que Cf < ———
N 2—N N
b= S=zq

Portanto, concluimos que para 0 < A\ < I, satisfaz a condigao Palais Smale em

Ntgledld’
todos os niveis CY .

Finalmente, para A > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha
garante que existe u # 0 em H} tal que I} (u) = C{ e (1) (u) = 0, isto é, u é um ponto

critico de I e portanto, uma solucio positiva para (4.1).

O

4.2 SOLUCAO VIA O TEOREMA DE LINKING

Proposicao 4.2 Sejam N > 4 e A\ < a < M1 para algum k € N. Entdo para A

suficientemente pequeno, o problema (4.1) possui pelo menos uma solugio nao trivial.

Demonstracao : Vamos obter uma funcao u € H& que seja um ponto critico para o
funcional

I,: Hy - R

/ \Vul?ds + = / |ul?dx — 7/ |lu|?dx — —/( ) da.

Para isso, utilizaremos o teorema de Linking com a condic¢ao (P.S)¢ (ver Apéndice Teorema
N, 2—N
S2h 2
N )
Para garantirmos a existéncia desse ponto critico (ndo nulo) para o funcional I

C.8) com C <

onde S ¢ a melhor constante de Sobolev da imercao Hy — L?".

usaremos os Lemas 2.8 e 2.9 do Capitulo 2, secao 2.5 que garantem que o funcional Iy
satisfaz a geometria exigida pelo teorema de Linking. Finalmente, o Lema 4.4 garante que

I, satisfaz a condicao (P.S)¢,, com

e
Cy = }1lnf sup I\(h(u)) < Srb

onde I'={h € C(Q,, Hy) ; h =id em 0Q¢,}.
Tueqs, N

Continuaremos a utilizar as mesmas notagdes da Segdo 2.5, isto é, V™ & Wy, = H{, onde
Wk = VkL7 Vk =< @1y, Pk >, Vkm =< £m§017"' 7§m90/€ >
Além disso, as estimativas seguintes sao verificadas

||u||2 < )\k|u|§ NueVmooe HuH2 > )\k+1|u]§ ,NYu € Wy (4.26)

O lema que enunciaremos abaixo, é um resultado bastante conhecido na literatura ma-

tematica, portanto, nao iremos demostra-lo, mas sera utilizado na prova do Lema 4.4.
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Lema 4.2 (ver [28] ) quando e — 0% obtemos:

(1) IUZ]? = 5% +0(eN2),

(2) U3 = 87 + O(eV),

de*|lne| + O(€?), se N =4

, onde d > 0 é constante.
de® + O(eV=2), se N >5

(3) |U"3 = {
Lema 4.3 Sejam A > 0 e B > 0 constantes positivas, entdo

A2 Bt¥ 1 ( A >12V
max [ — — = — 5 .
>0 \ 2 2 N \ B3
At?2 Bt¥

Demonstragao: Defina a funcao f : [0,00) — R dada por f(t) = - T

O ponto

¥ 2
critico tg = (B) é ponto de maximo global para f e o valor maximo de f é

Nosso objetivo é obter uma esfera S, = 0B, N W}, e um retangulo
Qs, = (BrNV™) @ ([0, RU™]), onde U™ = nU, com n € C§°(B1,R) tais que:

(i) In

>a >0,
Sp

(i) Iy <pB<a 0<p<R,

0Q5,
S% 2-N

b2
i) sup Li(u) <
()UGQ%A() I

Demonstracao da Geometria de Linking
Prova do item (i): Pelo Lema 2.8, existe « > 0 e p > 0 tal que I,| > a,
S,

provando assim, o item (i) da geometria de Linking.

Prova do item (ii): Para cada m € N, sem perda da generalidade podemos supor
que [[UM]| = 1.

Substituindo U™ por ¢ ; no Lema 2.9, para J > 0 existem my € N e R > p tais

que,
A
I < 2 [ Julde,
q Ja

sempre que u € 0Q),, onde Q¢ = (BRNV,™) @ (0, RU™),m > mg e A < 0.
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Logo, temos que
)
I(u) < 7/ lul?dx, V6 >0, (4.27)
qJ/a

para u € 9Q)¢,, onde Q¢, = (Bg N'V;™) @ (0, RU™), m > my.

Como as normas |.|, € ||.|| no espaco de dimensao finita V;*@® < U™ > sao normas
equivalentes, entao existe Ky > 0 tal que |ul|, < Ko||lu||, V u € 0Q)¥, e portanto, como @5,

é limitada em H{, existe K; > 0 tal que
lul < Ky, Y u € oQy,. (4.28)
Portanto, por (4.27) e (4.28), obtemos que existe 8 > 0 tal que
IL(u) < B <a,

para todo u € 90Q¢, onde QS, = (BpNV™) @ (0, RU™), m > my.

Lema 4.4 Se N >4 e A\, < a < Agy1 para algum k € N, entao existem mg >0, \g > 0 e

€o > 0 tais que
2-N

b= S
N7

w2

sup I(u) <
uG@

para todo m > mg, 0 < A< Ay e < e <e.

A
Demonstragao: Temos que Iy(u) = J(u) + —|ull, onde
q

1 a b
J(u) = s ull? = S|uls — 5;|u*
2 2 2

2%
AN

Afirmacgao: Mostremos primeiro que é suficiente provar que para N > 4 existem mg € N

e ¢y > 0 tal que

sup J(u) <
ueQs,

param > mg e 0 < € < €.

De fato, suponha que para N > 4 existem mg € N e ¢y > 0 tal que

2—N N
b= Sz
sup J(u) < ———— param >mgye 0 <€ < €.
UE@ N
Entao , Y
b=z Sz

— sup J(u) >0, para todom >mge 0 <€ < €.
ueQs,

Portanto, existe \g > 0 tal que

b S5

N — sup J(u), para todom > mgy, 0 <e<e e 0 <A< A,

UEQ%L

A
— sup |ull <
7 ueqs,
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isto é,

A
sup In(u) < sup J(u)+ — sup |u[l < ,m>mg, 0<e<e e 0< A<,

ueQs, ueQs, 7 ueqs,

0 que prova a nossa afirmagao.

Entao iniciamos a prova do lema mostrando que para N > 4 existem mg € N e

€o > 0 tal que

sup J(u) <
u€Qs,

param > mg e 0 < € < €.

Seja u = v+ tU™ € Q¢,, com t > 0. Assim, temos que

ot at> o, bt¥

(1T = alU ) blUS 5ot
2 P :
Usando o Lema 4.3 com A = [[UZ[|* — alU"[3 > 0 (ver 4.26) e B = b|U"

b= (UM = aU 3
N vz '

2%
2%

2. obtemos

max J(UM) = (4.29)

2
2*

Agora, como \;, < a < A\gyq, existe 0 > 0 tal que \p < d < a. Logo d — A\ > 0e

consequentemente pode-se obter mg > 0 suficientemente grande tal que % <O — N\
m

0
onde, (', foi obtido no Lema 2.7.

Portanto,
)\k + C’km(Z)_N < <a. (430)
Ch Cy

>
— — 27

Assim, para todo m > mg, tem-se

logo podemos deduzir que para

v e Vi \ {0} obtemos que

2

Mo + Com2™N > N + Cem* N > max ||| > m
V)2

= )
{ucV™/ fQ u2dr=1}

onde a segunda desigualdade segue do Lema 2.7.

Além disso, a estimativa acima nos garante que

2

. (4.31)

Ak + CkmgiN > |U‘
2

Logo, por (4.30) e (4.31), segue-se que

SJof3 _ ol
5 2
Assim, por (4.32), para todo m > mg, b > 0 e v € V™ N Bg, temos

1 a 1
T() = 5 ol? = S0l — b lo*

; para todo v € V" e m > my (4.32)

. 1 a ) a
< ol = Sl < Sl - Slol3 =220~ a)
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Portanto, como ¢ < a, concluimos que

J(v) <0; VoeV"NBg e m>my (4.33)

Utilizando ideias analogas as que fizemos no capitulo anterior, temos
supp u N supp @' = ¢, Vu € V™

Logo pela Proposicao 2.2 do capitulo 2, para u = v+tU™ € (BRNV) @ [0, RU™| obtemos
que
J(u) = J(v) + J@EU™). (4.34)

Agora por (4.29), (4.33) e (4.34) podemos deduzir que

> , Yue (BRNV,"™) @ [0, RU™ com m > my.

b7 (UM = a|U3
J < € €
() N( U
Portanto,
b= [ UPI2 - alUm R
uSG%J(u)S N ( < T, < 2) com m > my (4.35)

Para estimar a desigualdade (4.35) usaremos o Lema 4.2, portanto dividiremos a prova em

dois casos :

Caso (1): Se N = 4.

Assim,
(U] — a|lUM3  S? — adé?|lne] + O(€?)
U3 (52 4 O(et))z
_ S2(1 — a&e*|lne| + O(€?))
(52(1+ 252))3
S(1 — ade? 2 -
_ (1 — ade?|ine| —l—lO(e ))’ onde d=
(1+0(eh))? s
Portanto,
m||2 _ m|2 7.2 2
U2 eV G 1 _ad®ind O o
10052 (1+0(eY)z  (1+0(eY)z  (1+0(e))z
O(€?)
4))2 2 1
Note agora que, como (1+ 02(6 ) = O(; ) - € limitado, para e suficiente-
€ &€ (14+0(eh))2
mente pequeno,
2
O ) _ o). (4.37)
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Também observe que —— — 17, quando ¢ — 0, entao podemos obter
(1+0(e*))z

1
ara e suficientemente pequeno de forma que —— > —.
P ped 0T o)t ~ 2
Logo,
de|l de?|l ~ - d
_adelinel __adelind __ Tounel onde d= . (4.38)

(10 T2

, pelo Teorema do valor Médio,

Finalmente, definindo a fungao f(t) = ;
(1+1)2

obtemos que

1 1 R \
aGroen: S(L+0TO(e), onde 6 € (0,0(c")).
Assim,
1 =1-0(). (4.39)

(1+O(e*))z
Agora, subtituindo (4.37), (4.38) e (4.39) em (4.36) segue que
- 1 O<€2) 1 ]
L+0(e))2  (1+0(eh)2  (1+0(eh))?
<S {1 — O(e") — adé®|Ine| + 0(62)] e

IV — alU]5
e

[ 1 ade?|Ine|
< ( +

2
2*

entao

Um||? — alU™|3 ~ ~ €0(e?
| ’lerm Ul < S(1 — adé®|lne| + O(€*)) = S (1 — adé®|lne| + 65 )> :

2
2*

2
€ ~
Agora, como (2 ) é limitada e ade?|Ine| — oo, quando € — 0, podemos deduzir que para
6 ~
¢ suficientemente pequeno que, —ade?|Ine| + O(€?) < 0, assim, concluimos que,

m||2 _ m|2 ~
|U! |||Um|Z|UE 3 <S [1 — adé?|ne| —1—0(62)} < S, onde € = 0.
€ 12*

Logo, para N = 4, segue de (4.35) que existe my € N e ¢y > 0 tal que

bE
sup J(u) < NS

u€QS,
Caso (2): Se N > 5 A demonstragao para este caso, segue de forma andloga a que fizemos

M‘Z

param > mg e 0 < € < €.

acima.
O

Observagao 1 Agora estamos aptos a mostrar que para X\ > 0 suficientemente pequeno,
o funcional Iy satisfaz a condicao Palais-Smale no nivel

C, = 1r€1£ sup Ir(h(u)), onde T ={h € C(Q5,, H)) ; h =id em 0Q5,}.

ueQs,
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De fato, o Lema 4.4 garante que existem mg € N, A\g > 0 e ¢y > 0 tais que

pE g
sup I)(u) < %

ueQs,

, para todo m > mg, 0 < A< A e 0 <e<e.

Assim, para mg, g e ¢y dadas acima,

inf sup I(h(u)) < sup I (u) <
"l ueqr, ueQy,

Portanto, pelo Lema 4.1 para A > 0 suficientemente pequeno I, satisfaz a condigdo Palais
Smale (P.S)¢,, onde C)y = }Lnlﬁ sup I(h(u)).
S

ueQq,

Logo, tomando A > 0 suficientemente pequeno, pelo teorema de Linking com a

condigao (P.S)¢ ( ver Apéndice, Teorema C.8) obtemos que C) = ]1ln£ sup Iy(h(u)) é um
< ey,

valor critico do funcional I, com C) > «, isto é, existe u, € H& solugdo fraca de (4.1) tal

que 0 < o < I (u.). Logo u. é ndo nula, pois 1,(0) = 0.
Prova do Teorema 4.1:

Agora mostraremos que u, € distinto dos demais pontos criticos encontrados para

os funcionais Iy e I, .

De fato, segue de (4.22) e (4.25), que para A > 0 suficientemente pequeno, obtemos
que 0 < CY,Cy < a < C). Portanto, para A > 0 suficientemente pequeno, o problema

(4.1) possui pelo menos trés solugdes nao triviais.

O
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APENDICE A - Resultados Gerais

A finalidade dessa secao é apresentar as defini¢oes da diferencial de Gateaux e
Frechet e alguns resultados. Além disso, as nocoes de derivada fraca, espacos de Sobolev e
algumas de suas propriedades. também serao apresentadas sem o rigor que estes conceitos

merecem, mas indicaremos na bibliografia, onde o leitor podera recorrer caso desejar.

Defini¢do A.1 Seja F : U C V — R uma funcdo, onde U é um aberto em V C RN, O
limite
t—0 t

se existir, serd chamado derivada de Gateaux de F' em ug na direcao h € V' e serd denotada
por (F'(ug), h).

Definicao A.2 Diz-se que F ¢é diferenciavel em ug no sentido de Frechet ou Frechet

diferencidvel em gy se existir uma aplicagdo linear continua L : V — R tal que

lim F(ug+ h) — F(ug) — L(h)

= 0.
h—=0 7]

Teorema A.3 Seja ¢ : E — R onde E é um subconjunto aberto de um espago vetorial

normado X. Se ¢ possui uma derivada de Gateaux continua em E, entdo ¢ € C1(E,R).

Demonstragao: Ver [28] cap.1.

Teorema A.4 Seja (u,) uma sequéncia em LP(Q) e u € LP(Q?) tal que u, — u. Entdo

existe uma subsequéncia (uy,,) de (u,) e existe h € LP(QY) tais que

(1) upn, — u, q.t.p. em €,

(71) |un,| < h, para todo k € N e q.t.p em €.
Demonstracao: Ver [4] Teo. 4.9, pg. 94.

Teorema A.5 Seja E um espago vetorial normado e (x,) C E uma sequéncia, entdo

valem as sequintes afirmacoes :
(i) x, = v < f(x,) — f(z) para todo f € E*;
(it) Se x, — x, entao x, — x;

(iii) Se x, — x, entdo (x,) é limitada e além disso ||z| < lim inf |lznll;
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(iv) Se x, = x e f, = f em E* (isto é

fn_.f|

g — 0), entdo (fn,x,) — (f,x).
Demonstragao: Ver [4] Prop. 3.13, pg. 63.

Definicao A.6 Dizemos que um comjunto A estd compactamente contido em €1, e deno-

tamos por ACC Q se AC ACQ e A é compacto como subconjunto de RN .

Considere @ ¢ RY um subconjunto aberto ndo-vazio e f :  — RY uma funcdo.

Defini¢ao A.7 O conjunto {x € Q: f(x) # 0} é chamado Suporte da func¢io f. Deno-

tamos este conjunto por supp f.

Definigdo A.8 Representemos por C§°(§2) o conjunto das fungoes f : Q@ — R, cujas
derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte é um conjunto compacto

contido em €.

Seja K C RY um subconjunto nao vazio. A fungio definida por

1 se zeK
k() =
0 se z¢K

¢ chamada a fungdo caracteristica de K

Definicdao A.9 Seja 1 < p < oco. Uma fungio f : Q — R pertence a L () se fli €
LP(2), para todo compacto K C Q. Seja um vetor o = (aq,aa,...,ay), onde a; € um
inteiro ndo negativo. Entdo a é chamado um multi-indice de ordem |a| = ag+ o+ -+ ,.

Dado um multi-indice o definimos

ol (x)

I

D%u(x)

Definicdo A.10 Sejam Q C RY um aberto, o um multi-indice e f,g € Li, (). Dizemos

loc

que g € a a-ésima derivada fraca de f em € e escrevemos D*f = g, se
| #@)-D70dz = (~1)! [ g(a).odw, Vo€ CF(Q).

Definicao A.11 Seja k um inteiro nao negativo e 1 < p < oo. Definimos o espaco de
Sobolev WEP(Q), como o espago das fungoes v € LP(Q) tais que qualquer derivada fraca de

v, até a ordem k, € uma funcio do LP(2). Isto é,

WHhP(Q) = {v € LP(Q) : D*v € LP(Q), para todo multi-indice o com || < k}.
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Definicao A.12 Nota-se que para cada p tal que 1 < p < oo,

Wor(Q) = LP(Q). (A.1)

Além disso, para cada p, WkP C Wk2P se k) > ky. Para 1 < p < oo, temos que WHP(Q)

¢ um espago de Banach munido da norma ||.||yre : WFP(Q) — R que é dada por

1/p
[ollwer = (Z \HD%HZ:) = (
\

o<k

1/p
> / ]Dav]p) : sel<p<oo. (A2)
Q

al<k

Uma norma equivalente de (A.2) para WFP() é

1ollwer = > 10|20

| <k

Em particular, para p =2, o espago de Sobolev W*2(Q) é um espago de Hilbert, para cada

k nao negativo, munido do produto interno:

(U, V)ypez = > (D%, D*0) 2, VYu,v € WH(Q).

|| <k

Usualmente denota-se H* o espaco WH2(Q), assim de (A.1) temos H°(Q) = L?().

Definicdo A.13 Sejam (un)nen € u € WEP(Q). Dizemos que (uy,)nen converge para u
em WHP(Q), denotado por u, — u em WFP(Q), se

dim [|uy — ullyrs = 0.

Definigao A.14 Definimos o espago Wy () como sendo o fecho de () em WHP(Q).
Analogamente, denotemos por HE(Q) o fecho de C3°(Q) em H*(Q).

Portanto, uma funcdo u € W’“’p(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia (Up)pen C
Cs2(Q) tal que u,, — u em WEP(Q).

O espaco Wok’p(Q) interpreta-se como o conjunto das fungoes u € W*P(Q). tais que
D%y = 0 sobre 052, para todo |a| < k —1
Notamos que, para cada k nao negativo, Wéc’p(Q) é um espaco de Banach com a

norma induzida de W*P(Q). Também nota-se que, para p = 2, HY(Q)) é um espaco de

Hilbert com a norma induzida de H*(Q).

uma norma para W' (Q) equivalente d norma dada em (A.2) pode ser definido por

1/p
el = ( 3 |Dau|p) .

|a|l=k

Como H*(Q) e HE(Q) sdo espagos de Hilbert entio sio espagos reflexivos.
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Definigao A.15 (Imersao) Sejam U e V dois espagos normados. Dizemos que U estd
imerso no espago V', e denotamos por U — V| se satisfaz as sequintes condicoes :
i. U é um subespaco de V.

1. O operador identidade I : U — V definido por Ix = x, para todo x € U, € continuo.

Lembremos que se U e V sao espacos normados. Dizemos que um operador linear

T :U — V é compacto quando T é continuo e T leva conjuntos limitados em conjuntos

relativamente compactos, isto é, se A C U é limitado entdo T'(A) C V' é compacto.

Ja que I é linear, (ii) é quivalente a dizer que existe uma constante ¢ tal que
|zl < clally, Vo eU.

Se U — V e o operador identidade [ : U — V na imersao é compacto, entao dizemos que

. ~ , C
a imersao de U em V' é compacta e a denotamos por U — V.

Teorema A.16 Seja Q C RY um aberto de clase C* com fronteira limitada e 1 < p < 00.

Entao as sequintes imersoes sao continuas:

1 1 1
i. Sel <p< N entio WIP(Q) — LI(Q) onde — = — — —.
(@) = L) onde =~ —
ii. Sep= N entao WHP(Q) — LY(Q), q € [p, +00).

ii. Sep > N entao W'P(Q) — L>(Q).
Demonstracao: Ver [4].

Teorema A.17 Seja 2 C R é um dominio limitado com fronteira suave, entdo

Hy () = L(Q),

2N

m se N>3,
com 1<q<2"=

o0 se N =1,2.

Demonstracao: Ver [4].

Teorema A.18 (Rellich-Kondrachov) Seja Q C RN um subconjunto aberto e limitado

de classe C1(Q) e N > 2. Entdo as sequintes imersoes sio compactas.

¢ 1 1 1
(i). Sep < N, entao W'P(Q) — LUQ), ¥ q € [1,p*[, onde — = =~ — v
p p
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(ii). Sep= N, entdo W'P(Q) < LI(Q), ¥V ¢ € [1, +ocl.

(iii). Se p > N, entio W'P(Q) < C (ﬁ)

Demonstracao: Ver [4].

Observagao 1: Notar que, se p = 2, entéo para (i) e (ii) do teorema acima, temos
que
HY Q) =W S L9(Q),

2N
onde ¢ € [1,p*[ com p* = I

5 se N>p=2eq€ll,+oo[se N=p=2.
Agora, como H}(Q) C H'(Q), entdo

HL(Q) S LYQ).

De fato, seja o operador identidade I : Hy(Q2) — L%(Q2). Temos que mostrar que I é um
operador compacto.

Com efeito: Seja A C Hy(Q) limitado, entao [lullgy < k, Vu € A. Como u € Hy(Q),
entao pela equivaléncia de normas, temos que |lul[g < cl|ullg < ck, Vu € A, assim A é
limitado em H'(Q). J4 que H'(2) est4 imerso compactamente em L9(£2), obtemos que
I A = A é relativamente compacto em L?(£2) o que implica que I é um operador compacto.
Em particular, se ¢ = 2 temos,

HL(Q) S LH(Q).

Observagao 2: Uma consequéncia importante da imersdo compacta Hg(£2) <
L%(Q) é que se (u,) C H}(Q) e ||u,|| < M, para todo n € N, entao existe uma subseqiiéncia

(tn,) de (u,) e u € H}(Q) tais que u,, — u em L*(Q) e u,, — u, q.t.p. em .

Teorema A.19 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LY(Q2), com 0 <

1 1
p<ooe—+—=1 Entao
P q

foe L' e [ |fgldz < |fllgl,
Demonstracao: Ver [4] Teo. 4.6, pag 92.

Teorema A.20 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Sejam f, uma

seqiiéncia de fungoes em L'(Q), satisfazendo :
(a) fn— f qt.p. em
(b) Eziste g € L*(Q) tal que |f,| < g para todo n € N.

Entao f € L}(Q) e
/fndx—>/ fdx
Q Q
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Demonstracao: Ver [4] Teo. 4.2, pag 90.

Teorema A.21 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Seja 1 < p < N, entao

. 1 1
WLP(RN) c P (RY) onde — = — — N € existe uma constante C' = C(p, N) tal que
pt P

» < ClVul,, Yue Wl’p(RN).

|u
Demonstracao: Ver [4] Teo. 9.9, pag 270.

Colorario A.22 No teorema acima pode-se trocar Q (aberto qualquer) por RY
Ver [4] pag 290, Observacao 20.

Teorema A.23 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um dominio aberto e limitado de

RY ep € [1,00|. Entio existe uma constante C = C(p,Q) > 0 tal que
uly < CVullwrr, ¥ u € WEP(RY).
Demonstracao: Ver [22]

Lema A.24 (Brézis-Lieb, primeira versdo) Seja 0 um subconjunto aberto de RY e

seja (un) C LP, 1 < p < 0o. Se
(a) (u,) é limitada em LP(Q);

Entao

U, — u em LP(Q).
Demonstragao: Ver [29].

Lema A.25 (Brézis-Lieb, segunda versdo) Sejam 1 < p < 00,Q C RY e (f,) uma

sequéncia limitada de fungoes em LP(S2) que converge em quase todo ponto para f, entdo
FernQ) e lim(fal—1f - fl2) = 7L

Demonstragao: Ver [2§].
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Lema A.26 (Brézis-Lieb, mais geral) Sejam 1 < p < 0c0,Q CRN ¢j:C - C ¢
uma fungao continua com j(0) = 0 que satisfaz a sequinte hipotese: Para cada ¢ > 0

suficientemente pequeno, existem duas fungoes continuas, p. e Y. ndao negativas tais que
|7(a+b) — j(a)| < epc(a) + 1e(b), para todo a,b € C.
Seja fn, = [+ gn uma sequéncia de fungoes em LP(QY) tal que
(a) g — 0 q.t.p em .

(b) j(f) € L.

(c) / Ye(gn(z))dx < C < 00, para alguma constante C, independente de € e n.
Q

(d) /Q?ﬂe(f(:v))d:c < 00, para todo € > 0.

Entao lim [ [j(f + gn) — 7(9n) — J(f)ldz =0, quando n — oo

n—oo

Demonstragao: Ver [30].

Teorema A.27 (Sobre a natureza de minimos locais) Seja ® € C'(X,R) que sa-
tisfaz a condi¢io de palais-Smale (P.S.). Suponha que uy € X é um minimo local, isto
é, existe € > 0 tal que ®(ug) < P(u), V ||lu — ugl| < e. Entdo para qualquer 0 < ¢y < € se
obtem ou

(i) eziste 0 < a < €, tal que P(ug) < inf{P(u) : ||u— ol = a} ou

(i) para cada, o com 0 < a < €, ® tem um minimo local em um ponto u, com

|ua — uoll = @ e ®(uy) = P(up).
Demonstracao: Ver [14] Teo. 5.10, pg. 51.

Lema A.28 Sea>0,b>0e¢ 0 < A <1, entdo
a*b™ < da+ (1 — \)b,

com igualdade se e somente se a = b.

Demonstragao: Ver [I8] 6.1 Lema, pg. 182.
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APENDICE B — Teoria do Grau

Neste apéndice nosso objetivo é definir o grau topologico de Brouwer num espaco
de dimensao finita para qualquier fun¢ao continua, suas propriedades e comsequéncias.

Isso serd feito em 3 etapas :

(i) Para a fungdo ¢ de classe C* e b valor regular de .
(ii) Para a fungao ¢ de classe C? e b valor singular de ¢.

(iii) Para qualquer ¢ continua.

Considere 0 C RY um aberto e limitado.
Para o espaco C*(2, RY) (O espago das fungoes k-vezes continuamente diferencidveis em

Q) iremos considerar a seguinte norma :
- J
el Juax, sup D7 ()]

Denotaremos o Jacobiano de ¢ no ponto xy € 2 por J,(xq) = dety’(xo).

Dizemos que x( é ponto critico de ¢ se J,(zo) = 0, caso contrario dizemos que z, é ponto
regular de ¢.

Dado b € R O ponto b é chamado valor singular de ¢ se for imagem de algum ponto
critico, caso contrario é chamado de valor regular.

Denotaremos po S, o conjunto dos pontos criticos de uma fungao ¢, isto é,

S,={xeQ : Jy(x)=0}

Teorema B.1 (Teorema de Sard) Seja Q um aberto de RY | ¢ uma fungio de clase
CHQ,RN), entio p(S,) tem medida nula.

Observagao: Seja 2 C RY aberto limitado, ¢ € C*(Q) e b ¢ p(IQ). Se b é um valor

regular de ¢, entdo o~ 1(b) é finito. Note que segue considere Q2 C R,

Definicdao B.2 Sejam ¢ € CHQ,RY) e b ¢ ©(9Q) N¢(S,). Definimos o grau topoldgico
de ¢ em relacdo a €2 no ponto b sendo o numero inteiro :

€51 (b)
onde a fungcdo Sgn € a funcao sinal definida por:

1, se t>0
-1, se t<0

Sgn(t) = {
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Definigdo B.3 Sejam ¢ € C*(Q,RY) eb € RY tal que b ¢ ¢(0Q) e b € ¢(S,). Considere
Cy a componente conexa de RN\ p(9Q) que comtém b. Definimos o grau topolégico de o

em ) no ponto b, sendo

d(p,Q,b) =d(p,Q,z), Ve € Cy e x ¢ p(S,).

Defini¢ao B.4 (O grau topoldgico de uma fungao continua) Sejam

0 € C(QRN), b ¢ p(0Q). Definimos o grau topoldgico de ¢ em € no ponto b, sendo
d(p, 2, 0) = d(¥,Q,b), V¢ €U,
onde
— r
U= e CCQR) ¢ - gl <L} e
r=dist(b,p(0Q)) = inf{]|b — ¢(z)|| ; = € N} > 0.

Propriedades Basicas
1.- Normalizagao :
Seja I a projecao canodnica de Q em RY, isto é, I(z) = z, x € Q, entdo

1, se beQ

d(I’Q’b):{ 0, se bgQ

2.- A propriedade aditiva :
Sejam Q;,Q, C RV, disjuntos abertos, limitados em R" e nao-vazios com ) =

DU ep: Q— RY continua tal que b & ¢(082;), i = 1,2, entdo

d(p,,b) = d(p, 1, b) + d(p, Q,b).

3.-Invariancia do Grau por Homotopia :

Se He C([0,1] x Q,RY) e b ¢ H([0,1] x 99Q), entdo
d(H(t,.),,b) = constante, V t € [0, 1],

isto é, O Grau topologico de H(t,.) ndo depende de t.
4.-A propriedade de existéncia (Principio de Kronecker) :

Seja b & ©(092). Se d(p,2,b) # 0, entdo existe um ponto xy € € tal que p(zo) = b.
Observacao : Estas quatro propiedades do Grau topolégico podem ser consideradas
como axiomas da teoria de Grau topoldgico, no sentido de que todas as propriedades da

teoria de Grau que se seguem, podem ser derivados a partir dessas.
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5.-Continuidade :

Sejam ¢ € C(Q,RY) e b ¢ ¢(99). Existe uma vizinhanca V de ¢ na topologia
C(Q,RY), tal que para toda ¢ € V temos que

6.-Dependéncia da fronteira :
Suponha que ¢ = em IQ e que p,7 € C(Q,RY), entdo
d(ip,2,b) = d(¥,,b), Vb & p(09).

7.- Excisao :

Sejam K C ©Q um subconjunto fechado de Q e b ¢ ¢(K) U ¢(99), entdo
d(p,2,b) = d(i0, Q\K. D).

8.-O Grau topoldgico é constante em componentes conexas :

Se by e by estdo na mesma componente conexa de RV\p(99), tem-se que
d(gpa Q7 bl) - d(@? Qa b2)

9.-A formula do Producto do Grau :

Sejam ¢; € C(Q;,RY), onde €, sdo abertos e limitados em RY e b; € RV \;(992;),
Vi=1,2, entao

d(<9017902), Q) x Qy, (bl,b2)) = d(901>91,b1)d(902,92752)-
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APENDICE C - Teorema do Passo da Montanha de

Ambrosetti-Rabinowitz e o Teorema de Linking

Neste apéndice iremos demonstrar o Teorema do passo da Montanha de Ambrosetti-

Rabinowitz e o Teorema de Linking.

Definigdo C.1 Sejam X um espago de Banach e ® € C*(X,R). Dizemos que C € R ¢
um valor critico de ® se eziste u € X com ®'(u) =0 e &(u) = C, denotaremos por ¢ o

conjunto de todos os pontos em niveis menores ou iquais a c, isto €,

¢ ={ue X; &(u) <c}.

Definicao C.2 (Condicao Palais-Smale (P.S.)) Sejam X um espago de Banach e
® € CYX,R). O funcional ® satisfaz a condicio (PS) se qualquer sequéncia (u,) C X tal
que

|®(u)| < constante e ®'(u,) — 0, em X*

possui uma subsequéncia convergente.

Definigdo C.3 Sejam X um espago de Banach e ® € C'(X,R). Dizemos que o funcional
O satisfaz a condicao de Palais-Smale no nivel C em X e escrevemos (P.S)¢, onde C' € R,
se para toda sequéncia (u,) C X tal que ®(u,) — C e ®'(u,) — 0, tem uma subsequéncia

convergente.

Lema C.4 (Lema de Deformacgao) Sejam X um espaco de Banach e ® € C'(X,R)
satisfaz a condicao Palais-Smale. Se ¢ € R ndo é um valor critico de ®, entdo para todo
e > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que para qualquer u € X e
t €10,1], tem-se:

(1) n(t,u) =u seu ¢ @ ([c —2e,c+ 2¢]) e

(2) 11, d) C e,
Ver [27], pg. 7.

Teorema C.5 ( do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz) Sejam X
um espago de Banach e ® € CY(X,R) satisfazendo a condigio Palais- Smale. Suponha
que ®(0) =0 e

(1) existem constantes p,c > 0 tais que >ae
B,

(2) existe um elemento e € X\B, tal que ®(e) < 0.
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Entdao, ® possui um valor critico C' > a com

C =inf max &(u),
9€T ueg((0,1])

onde T'={g € C([0,1],X) ; ¢g(0)=0, g(1) =e}.

Demostragao: Primeiro vamos mostrar que C' = inf max_®(u) estd bem definido. Seja
9€T ueg([0,1])

g€eT, como®e CHX,R)ege C([0,1],X), temos que ® o g € C([0,1],R). Como ® o g
é uma aplicac¢do continua no compacto [0, 1], ® o g possui maximo em [0, 1], isto é, existe

d t)= DP(u).
max (Pog)(t)= max ()

Definamos
f:0,1] - R

f@&)=llg@®
Por (2), e € X\B,, assim f(1) = [[g(1)]| = [le]| > p e f(0) = [[9(0)]| = [|0]| = 0 < p. Logo,
como f € C([0,1],R) e f(0) < p < f(1), pelo Teorema do Valor Intermediario, existe
to € (0,1) tal que f(to) = ||g(to)|| = p, ou seja, g(to) € 0B,. Segue da hipétese (1) do
teorema que ®(g(to)) > a e como g € I' é arbitrario temos,
D(glte) > o, Vg €T
Portanto C' = inf max ®(u) estd bem definido e C' > a.
9€T ueg([0,1])
Agora so6 falta mostrar que C é uma valor critico para ®. Suponha por absurdo que

C nao seja um valor critico de ®. Entao pelo lema de deformacao, dado 0 < € < 5(0 —a)
existe n € C([0, 1] x X, X) tal que para qualquer u € X e t € [0, 1] tem-se :

(1) n(t,u) =u, seu g & H([C —2¢,C +2¢]) e

(2) n((1,27)) C @7,

Como C' = inf max ®(u), entdo existe uma g € I' tal que max ®(g(t)) < C +e.
g€l ueg([0,1]) t€0,1]

Portanto g(t) € @+, vt € [0,1].
Defina a aplicagao continua
00,1 - X x X

fH(#) =n(1,9())
Pela hipdtese (2) e pela escolha de €, temos ®(e) < 0= P(0) < a < C' — 2e.

Logo temos que ®(e) e ®(0) ndo pertencem a [C' — 2¢, C + €], ou seja, 0 e e ndo pertenecem
a @ H[C —2¢,C + €]).
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Logo, por (1) temos que f*(0) =0 e f*(1) = e, e portanto f* €I
Por (2), segue que f*(t) = n(1,g(t)) € ®°~¢, V¢ € [0, 1], isto &,
max O(f*(t)) < C —e.

te[0,1]

Como C < m[awlc] O(f*(t)) entao C' < C — ¢, o que é um absurdo. Portanto C é um valor
te|o,

critico para . O

Teorema C.6 Sejam X um espago de Banach, ® € C'(X,R), e € X e p > 0 tais que
el > p e
b= inf ®(u) > P(0) > P(e).

llull=p
Se @ satisfaz (P.S)c com
C =inf max &(u),

g€l ueg([0,1])

onde I'={g € C([0,1],X) ; ¢(0) =0, g(1) = e},

entao C' é um wvalor critico de @
Demostragao: Ver [28] Teo. 2.10, pg. 42.

Teorema C.7 (Teorema de Linking) Seja E um espa¢o de Banach com E =V & W,
onde V é um espago de dimensdo finita e suponha que ® € C*(E,R) satisfaz (P.S) e

(a) existem constantes p,ca > 0 tais que @ >,
dB,NW

(b) existe um e € (0B1) N W e uma constante real R > p tal que ®| < 0 onde
oQ
Q= (BrNV)® (0, Re).

Entao ® possui um valor critico C > « caracterizado por C = nellﬁ max O (y(u)),
o ueQ

onde T ={y e C(Q,E) ; v=1; em 0Q}.

Demostraciao: Primeiro provaremos que C' = 1r€11ﬁ max ®(y(u)) > «a. Para cada u € Q
Y ueQ

escrevemos 1 = v +re onde v € BNV e 0 < r < R. Denote por P a projecao de E sobre

V,isto é, P: E — V, para cada 7y € I" defina a fungdo continua
0:Q—V xR,

dada por
p(v,7) = (Pory(v+re),|[(I—P)oy(v+re)).

Se u=wv+re € dQ e como v = I; em JQ), temos

p(v,r) = (v, [Ire])) = (v, 7).
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Portanto, ¢ = I; em 0Q e em particular p(v,7) # (0, p), para cada u € Q. Logo,

(0,p) & 2(9Q).

Identificamos V xR com RY para algum N € N, obtemos que o Grau Brouwer d(®, Q, (p.0))
esta bem definido.
Logo, pelas propriedades de dependéncia da fronteira da teoria do Grau topolégico e da

Normalizagao, temos
d(gO, Qa (pa O)) = d(Ida Qa (pa 0)) =1L
Entao

d(p, @, (p,0)) # 0.

Logo pela propriedade da existéncia (propriedade de Kronecker), existe u, = v +re € Q)

tal que p(v,r) = (0, p), isto é,

(P oy(uy), [(I = P)ory(uy)l]) = (0, p)-

Logo, como P o y(u,) = 0, entao v(uy) € W e ||y(u,)| = p. Como 7 é arbitrario, temos
para cada v € I, existe u, € @ tal que y(u,) € (0B,) N W. Logo, pela condigao (a) da
hipétese, obtemos a segunda desigualdade da abaixo

max ®(y(u)) = ®(v(uy)) 2, Vy €T

ueq
Logo

C = inf max ®(vy(u)) > a.
vel' we@

Agora vamos a provar que C' = in% max ¢(y(u)) > « é um valor critico de ®.
YEL uwe@

Suponha por absurdo que C' nao seja valor critico de ®. Logo, pelo lema de deformacao

1
para € = 5 (c — (;) , existe n € C([0,1] x E, E) tal que para qualquer u € E e t € [0, 1]

obtemos

(i) n(t,u) =u se u¢ ®([c—2ec+2¢) e

(i) n((1, @77)) C P

Como C' = Hellf“ max ®(y(u)) > «, entdo existe v € I' tal que max ®(y(u)) < C + ¢, ou seja,
Y ueq ueq)

v(u) € ®CT, Yu € Q. (C.1)

Defina a funcao continua

dada por
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Como v| = Identidade, entdo h(u) = n(1l,u), ¥ u € 0Q. Logo pela condigao (b) da
)

Q
hipdtese e pela escolha de €, temos que

P(u) <0< - =C—2€¢ YVuedQ.

@
2
Logo u ¢ @ 1([C — 2¢,C + 2¢]), entdo por (i) temos que h(u) = n(l,u) = u, V u € 9Q,
portanto h € T'. Por outro lado de (ii) e (C.1), temos que h(u) = n(1,v(u)) € ®°~¢, Vu €

Q, ou seja,
d(h(u)) < C —¢, Yu € Q.

Logo

max ®(h(u)) < C —e
uUEQR

Como h € I'; btemos

C = inf max ®(vy(u)) < max ®(h(u)) < C —e.

Y€l we@ ueQ
Entao C' < C' — ¢, o que é um absurdo. Portanto C é um valor critico para .

O

Teorema C.8 Seja E um espaco de banach com E =V & W, onde V € um espago de
dimensdo finita, ® € C'(E,R), suponha que

(a) existem constantes p,c > 0 tais que > e
dB,NW

(b) existem e € (0By) NW, 0 < § < a e uma constante real R > p tal que ®| < [
oQ
onde Q@ = (BrNV) & (0, Re).

Se ® satisfaz (P.S)c com

€ = inf max d(+(w).
7€l we@

onde T'={y e C(Q,E) ; v=1I1; em 0Q}.

Entao ® possui um valor critico C' > «

Demostragao: Ver [28] Teo. 2.12, pg. 43.
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APENDICE D - O Espectro do Laplaciano

Definigdo D.1 Dizemos que u € H}(Q) é uma solugdo fraca para o problema de autovalor

do laplaciano com condicao de Dirichlet

—Au=XMu em
u=>0 sobre 051,

se
/QVqudx = /\/qudx, para todov € Hy(€2).

Teorema D.2 Seja Q C RY um aberto limitado. Entdo o problema de autovalor

—Au =X u em (Q,
u=>0 sobre 052,

possui um nimero infinito enumerdvel de autovalores {\, }nen que satisfazem
O< A <A< A S A<
tais que
A — 00 quando k — oo,

e autofungoes {uy} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(SY), isto é,

oo
V=Y oy,
=1

para todo v € L*(Y). Em particular

oo

2 2
vfz = Z(%Ui)m-

i=1

Demonstracao: Consideramos o funcional

[:HYQ)\{0} >R

dado por

2
[(u) _ /Q‘Vu‘ du _ <Vu, Vu>§ _ |Vu|%

[ar  wwE ek
Q

Claramente este funcional é limitado inferiormente, entao existe

inf  I(u).
u€Hg (2)\{0}

Seja Ay =  inf  I(u). Mostraremos que existe u € H}(©)\{0} tal que
ueHg ()\{0}

/ VuVvdr = )\/ uvdz, para todo v € Hy(Q).
Q Q
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De fato, como I(au) = I(u) para todo a € R com « # 0, pela definigao de infimo, obtemos

uma sequéncia (ug) C Hy () \ {0} com |ux|3 = 1 para todo k € N tal que
I(ug) — Ay quando k — oc.
Logo, pela definicao do funcional I, obtemos
|Vug|3 — A1 quando k — oo. (D.1)

Assim (uy) é limitada em Hj(€2), logo existe uma subseqiiéncia (u,, ) de (u;) que converge
de forma fraca em H} (). Logo pelo teorema de Rellich Kondraknov ver apéndice Teorema
A.18, isto 6 HY(Q) <5 L2(Q), segue que (u,, ) converge de forma forte em L?(Q). Ou seja,
existe u € L*(Q) tal que

(U, ) — u em L*(Q), quando k — oo. (D.2)
Como para k,l € N, vale a identidade

Obtemos que,
U, + U, |5 — 4 quando k, 1 — oco. (D.3)

Além disso, pela identidade
|v(unk - unz)g + |v(unk + unl)g = 2|v(unk)|§ + 2|V(u’nl)|%
e por

v n n 2
M= inf I(u §| (uk+u12)|2
ue HE ()\{0} |tny, + tny 3

Y

obtemos que

IV (. — )5 < 2V ()2 + 20V () ) [ = Aftin, + w2 (D.4)
logo usando (D.1), (D.3) e (D.4), segue que

IV (U, — tn,)|5 — 0 quando &, — oo,
isto é,
|| tn,, — U, || = 0 quando k,I — oo.

Assim, a subseqiiéncia (u,,) é de cauchy em Hj (). Como Hj () é um espago de Banach,
existe w € H}(Q) tal que

Uy, — w em Hy(Q) quando k — oo,

ou seja,

|V (up, —w)|2 = 0 quando k — oo.
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Portanto pela desigualdade de Poincaré,
Uy, — w|3 — 0 quando k — oo,

isto é,
Uy, — w em L*(Q) quando k — oo. (D.5)

De (D.2) e (D.5), obtemos que v = w, portanto
Uy, — u em Hy () quando k — oo.

Logo como ||u,, — ul| = |[Vu,, — Vulz e |[|Vuy, |2 — |Vula] < |Vu,, — Vuls, para todo

k € N, obtemos que |Vu,, |» = |Vuly quando k — co. Assim de (D.1) segue que
)\1 == |VU|2

Usando a desigualdade de Poincaré Ay = |Vuly # 0, com u = uy. Agora mostraremos que
u é uma solucao fraca de —Au = Au. Como u; é um minimo para o funcional I, entao

para v € H}(Q) arbitrario, temos

I(uy + tv) — I(uq)

0= lim
t—o0 t
V(u + )5 [Vual3
t—o0 t
(V|3 +2[Vol3 + 26(Vuy, Vo)s  [Vuuls
— lim |3 + ¢2[v]3 + 2t{us, v) |ua 3
t—o0 t ’
Portanto
0= i 2|Vol3|ui|3 + 26(Vuy, Volo|ui|* — 2|v]?|[Vuy |3 — 2t{uy, v)o|Vuyl3
e t
= 2<V’LL1, Vv)2|u1|§ — 2<U1, U>2|V’LL1|%
= 2<VU1, V’U>2 — 2<U1, U>2/\1,
isto é,
/ Vu,Vodr = )\1/ uyvdzr, para todo v € HJ ().
Q Q
Agora suponha como hipétese de indugao que obtivemos (Ay,u1), ..., (A\j_1,uj_1) satisfa-

zendo, para todo 1 <4,k <5 —1
(i) wi € Hy(22) \{0},
(i) M < ... <\,

(ii) /QVUZ-Vvdx =)\ /Q uvdr, para todo v € Hy(2),
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(iV) (ul,uk> = 5i,k-
Definimos
Hy={veWy?(Q): (v,u;) 2 =0, para i =1,2--- 5 —1}.

H; ¢ o subespaco de Hilbert ortogonal ao subespago de dimensao finita gerado pelas

autofuncoes ui, ug, -+ ,uj_1, isto ¢, H; =< uy,ug,- -+ ,uj_; >t
Defina
A, = inf I(u).
i = Jnf I(u)

Como H; C H;_4, entao
Ao < A (D.6)

Pelo mesmo argumento anterior existe uma seqiiéncia (u,) de H; com |u,|s =1 e u; €

Hi(Q2) com |uj]a =1 tal que u,, — u; em H}(Q). Além disso, \; = |Vu,|3 e
/QVUJ-Vvda: = )\j/ﬂujvda:, para todo v € Hj. (D.7)
Como H; é um subespago fechado de H}(f2), temos
u; € Hj. (D.8)

Também temos que :
Hy(Q) = H; ® Hy,

W0172(Q) = HJ@ < U, Uyt Ujm1 >

Seja v € HY(Q), entao
v =w; +wy, onde wy € H; e wy €< Uy, Ug, -+ ,Uj_1 >

Logo
/QVuvadx = (Vu;, Vu)o = (Vu;, Vwr)e + (Vuj, Vws)s.

Lembrando que wy, € H; obtemos por (D.7) que
/QVuvadx = \j(uj, w1)2 + (Vu;, Vws)s. (D.9)
Como parai=1,2,...,5 — 1,
(Vuj, Vu;)o = /QVUJ-Vuidx
e por hipétese de indugao (ii), temos

<VU]‘, Vuz>2 = )\z/ﬂu,u]dac



Entao pela hip6tese de inducao (iv),
(Vuj, Vu;)s = 0.
Assim, como wy €< Uy, Uz, -+ ,Uj—1 >, Segue que
(Vuj, Vwsy)e = 0.
Por outro lado,
/\j/QUjUdI = Aj(ug, v)2 = Ajug, wi)a + Ay, wa)o,
como wy €< Uy, Usg, -+ ,Uj—1 >, por (D.8) temos,
/\j/Qujvdx = \j(uj, wy)dz.
Portanto por (D.9), (D.10) e (D.11) segue que
/QVuvadx = /\j/gujvdx, para todo v € Hy (),

isto é,
u; ¢ uma solucao fraca de — Au = Au em €.

Mostraremos agora que

Aj — 00 quando j — o0.
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(D.10)

(D.11)

Suponha por absurdo que A; — )¢. Entdo, obtemos uma seqiéncia (u;) de H}(Q) e

autofungdes associados aos autovalores \; tais que |u;la =1 e \; = [Vu;]3 — \. Entao

(u;) é limitada em H{(S2), logo existe uma subseqiiéncia (u,,) de (u;) que converge de

forma fraca em H{(f2). Logo pelo teorema de Rellich Kondraknov ver apéndice Teorema

A.18, isto é HY(Q) <5 L2(), segue que
(un,;) converge forte em L*(Q).

Logo,
(up,;) € de cauchy em L*(Q).

Também, como (u,,) é ortonormal, para k,! € N, temos que
2 _
|unj - unk|2 =2.

Logo

1
|unj - unk|2 = (2>§ e

portanto (u,,) nao é de cauchy em L? o que é um absurdo por (D.12).

Agora Mostraremos o resultado de expansao.

(D.12)
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Para v € H}(Q) e i,k € N escreva a; = (v, u;)2, v = Z%’Ui e w, = v — vg. Logo,

i=1
para i < k, e {u;} é ortonormal segue que

k
(W, u;) = (v — Z G, ;)
i=1

= <U7 Uz> — O

:Oél‘—OéZ‘:O.

Portanto,
(wg,u;) =0, Vi=1,... k.
. [Vul3 1 :
Como A\pyy = inf ——% e Hyypr = {v € Hy(Q); (v,u:)2 =0, i =1,
€ Julj
temos
W € Hk+1.
Logo,
Akt < 5 = .
w3 (Wi, W)z
Entao,
1
(Wi, wy)a < X (Vwg, Vwg)o
k+1

Dai, como u; é solucao fraca para todo ¢+ < k, entao
(Vui, Vwg)a = Aiwy, uz)2 = 0,
onde, a ultima igualdade segue de (D.13). Portanto, temos

<VU¢, Vwk>2 =0.

k
Logo de (D.13), (D.15) e vy = > _ a;u;, obtemos as identidades

i=1
(Wg, wr)2 = (v, V)2 — (Vk, Vk)2,
(Vwg, Vwg)s = (Vo, Voyy — (Vug, Vug)s.
Desta ultima identidade, segue que
(Vwg, Vwg)s < (Vo, Vo).

Logo por (D.14) e (D.16), obtemos

|wk|§ = <wkawk>2

< (Vwk, Vwk>

= Aet1

<
k41

<VU, V'U>2.

(D.13)

..., k}, por (D.13),

(D.14)

(D.15)

(D.16)
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Entao wy — 0 em L?(Q) quando k& — 0. Usando w;, = v — v, podemos obter v, —
vem L*(Q).

Logo v kh_)rilo v + Jim wy, Zazul Portanto v ZO&U“ Vv e Hy(Q). Agora,

i=1 =1

como
We(Q) C (g, ) C Quryu, ) C LA(Q),
podemos deduzir que
W@ T, 7 e (@)
Lembrando que mﬁ(m = L?*(Q), obtemos
(unuz ) P = 12(9).

Segue que {u;} é um sistema ortonormal completo para L*(Q), isto é,

o
v="> au, Vo e L*Q).
i=1
Além disso, como «; = (v, u;)e, temos que

o0

o0
> (vuw); =3 o
i=1 i=1

k

= lim ) o?

k—o0 i1

k k
= ]}1_)120<; QG Uy, ; Qi) 2,

onde, a tdltima igualdade segue do fato que {u;} é ortonormal, em consequéncia temos

o0

k k
Z@; Uz>§ = ’gl_glx; QG Uy, ; Oéz'Ui>2-

i=1
Agora, pela continuidade do produto interno segue que
[e'e) k k

Z(U,ui)g = (lim Zaiui,’}irgoZoziuih = (v, V).

i=1 k=00 i3] 0

Portanto,
(o ¢]

[0f3 = > (v, ui)s.

=1

O

Teorema D.3 Seja Q2 C RY | um aberto com fronteira de C*. Se A € R e u € H é uma
solugdo fraca de
—Au =X u em S,
{ u=>0 sobre 0f),

entio u € C*(Q).

Demonstragao: Ver [3] Teo. 1.12, pg. 21.
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