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RESUMO

Este trabalho foi baseado nos resultados obtidos por Korman, Lazer e Li em [12] e Korman
e Lazer em [11]. Nele, estudamos a existéncia de trajetérias homoclinicas para a seguinte
classe de equagoes

u" —a(x)u+b(z)uP =0, x € R.

Analisamos também a existéncia de trajetorias homoclinicas para a classe de sistemas

hamiltonianos

u' — L(t) - u+ Vo (t,u) =0, t € R.

Garantimos a existéncia de solugoes nao triviais para os problemas acima quando x e
t pertencem a um intervalo limitado da forma (—7,7) com T > 1, utilizando técnicas

variacionais e, depois, analisamos essas solu¢oes quando T — oc.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos. Soluc¢oes Positivas. Trajetérias Homoclinicas.



ABSTRACT

This work is based on the results obtained by Korman, Lazer and Li in [12]; Korman
and Lazer in [11]; here in we will study the existence of homoclinic trajectories for the

following class of equations
u" —a(x)u+b(x)u? =0, x € R.

We also analyze the existence of homoclinic trajectories for the following class of
Hamiltonian systems
u" — L(t) - u+V,(t,u) =0, t € R.

Using variational techniques we guarantee the existence of non-trivial solutions to the
above problems when x and ¢ belong to a bounded interval of the form (—T,T), with

T > 1, and then we analyze these solutions as T" — o0.

Keywords: Hamiltonian systems. Positive Solutions. Homoclinic trajectories.
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1 INTRODUCAO

Consideremos equacgoes diferenciais de segunda ordem da seguinte forma:

i = f(t,u), t € R. (1.1)

Ao analisarmos as possiveis solugoes dessa equagao, podemos nos deparar com
solugoes constantes. Essas solugoes recebem uma nomenclatura especial, saio chamadas
de pontos de equilibrio. Um fato que merece destaque quando analisamos os pontos de
equilibrio da equacao acima ¢ a existéncia de trajetorias, também conhecidas como érbitas,
que unem pontos de equilibrio da equacao. Elas sao conhecidas como homoclinicas ou

heteroclinicas.

Uma trajetéria homoclinica é um caminho cujo ponto inicial e final coincidem. Nesse
tipo de trajetoria existe apenas um ponto de equilibrio. J& uma trajetéria heteroclinica é
um caminho que liga dois pontos de equilibrio distintos. Ao tomarmos p e ¢ como sendo
pontos de equilibrio da equacao (1.1), afirmaremos que u é uma trajetéria homoclinica
interligando p quando tiigloo u(t) = p; e que se trata de uma trajetéria heteroclinica

interligando p e ¢ quando tli{n u(t)=pe ltlirn u(t) =q.

—

p p q

Figura 1 — A esquerda temos um exemplo de uma trajetéria homoclinica e & direita uma trajetéria
heteroclinica.

Consideremos o seguinte sistema de segunda ordem:

{izﬂ%w
v =g(x,y).

Segundo Villate em [17], esse sistema é chamado de Sistema Hamiltoniano se as fungoes f
e g satisfazem a seguinte relacgao:

of 9y

9r oy
Se um sistema é hamiltoniano, entao existird uma funcgao de estado, denotada por H(z,y),

chamada de funcao hamiltoniana, que permite definirmos as seguintes equagoes de evolucao:

o

T =
0
ol

V=
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Particularmente, a func¢ao hamiltoniana abrange toda a informagao dindmica do
sistema. Qualquer conjunto de equagoes de evolucao que satisfazem as condigdes para ser

um sistema hamiltoniano definem uma funcao hamiltoniana através das relagoes:

OH

e = f(z,y)

0

or = —9(%9)'

Na mecanica classica, um sistema hamiltoniano é um sistema fisico no qual as forcas
nao variam de acordo com a velocidade. Um exemplo classico de sistemas hamiltonianos é
o péndulo de Wilberforce, que é formado por um objeto ligado a uma mola, podendo se

movimentar nos planos horizontal e vertical.

Através de técnicas variacionais, Ambrosetti e Bertotti em [1], Omana e Willem
em [15] e Korman e Lazer em [11], confirmaram a existéncia de trajetérias homoclinicas e

heteroclinicas do seguinte sistema Hamiltoniano:

u" — L(t) - u+ Vo (t,u) =0, (1.2)

no qual

(i) L(t) é uma matriz de ordem n;
(i) Vu(t,u) é um potencial superquadrético;

(iii) u, que é a solugdo que pretendemos determinar, estd na classe H' (IR, IR").

Esses autores, em seus trabalhos, restringiram o sistema (1.2) a intervalos da forma
(—=T,T) com as condigoes de contorno de Dirichlet, que sdo u(T") = u(—T7") = 0, expondo a

existéncia de solugoes utilizando o Teorema do Passo da Montanha, e fazendo T — +00.

O estudo realizado por Ambrosetti e Bertotti em [1] mostra que além da existéncia
de solugoes do sistema (1.2), o Teorema do Passo da Montanha obtém uma estimativa

uniforme em 7" da solucdo na norma H'.
Neste trabalho, serd mostrado que o sistema (1.2) possui uma solugao nao trivial,
quando é estudado sob as seguintes condigoes:
(i) —oo <t < o0;
(i) u(doo) =u'(+oo0) = 0;
(iii) L(t) = [£;;(¢)] é uma matriz positiva definida e simétrica de classe C*'(IR) tal que

(L(t)u,u) > a(t)|ul* para todo t € IR, na qual a(t) é uma fungao em C(IR, IR) e

estritamente positiva em todos os reais, isto é, a(t) > ag > 0V t € IR;
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(iv) V(t,u) € C*(IR x IR", R) e, para alguma constante v > 2, tem-se 0 < YV (¢,&) <
(Ve(t,€),€) para todo £ € R"\{0} et € IR;

(v) Existe uma fungao real 3 tal que (L(t)u,u) > (V,(¢,u),u) quando |u|? < B(¢);

AT 2y
(vi) lim inf apf3(t) > Jim -~ 20T7 com
T 1 o 1
CT = / |:7|UT’ + *(L(t)'U/T, ’LLT) — V(t, 'u/T>:| dt
-T2 2

e ur sendo solugao do sistema (1.2) quando t € (—=7,T') e quando ur(£7) = 0.

Também serd mostrado que se a(z) e b(z) satisfazem qualquer uma das condigoes

abaixo:

(i) zd'(x) >0 e xb'(x) <0 para todo x € IR;

2

o (Ya0) +y/a(@) [(p+Da@) |7 (p+1)
(ii) im 5 : o) ] > Tll_IgE)lO - Cr;
it tmint e (90T @D
(iii) lfgj&f@(w) > Tlgrolo P Cr;
entao o problema
u" —a(x)u + b(z)u? = 0 para x € (—o0,00) e p € (1,00) (1.3)
u(—00) = u'(—00) = u(c0) = u'(00) =0 (1.4)

possui uma solugao positiva.

No Capitulo 2, serdao apresentados resultados relacionados as condigoes do
problema (1.3-1.4). Mostrar-se-4 também que a equacao (1.3), quando =z € (=71.,7)

e u(—T) = u(T) = 0 para qualquer T" > 1, possui uma solugao positiva.

De forma similar ao que foi abordado no Capitulo 2, no Capitulo 3 sera demonstrado
que o sistema (1.2), quando ¢ pertence a um intervalo limitado da forma (—=7,7T) e
u(T) = w(—=T) = 0 com T > 1, possui uma solugdo nao trivial. Além disso, serd

apresentado um exemplo que mostra que o resultado nao é valido para sistemas.



13

O Capitulo 4 contém as demonstragoes dos principais resultados deste trabalho
as quais foram obtidas utilizando os resultados dos Capitulos 2 e 3 na condicao em que

T — 00, a saber:

Teorema 1.1. Sejam a(x), b(z) € C'(IR) e também pertencentes a L™, tais que para
todo x temos a(x) > ag > 0, b(x) > by > 0. Suponhamos que a, b satisfacam

1

lim inf \/a_o(a(:C)> pj > lim (p+1)

C
|z|—o00 b(l‘) T—oo p— 1 T

ou
zd'(x) >0 e 2t/ (x) <0 para todo x
_2
_ (Ya(0) +/a(x)) | (p+ Da(z) |7 . (p+1)
lim > lim Cr,
r—Fo00 2 b(;p) T—oo p — 1
com X
[T | ui () ug’
C’T—/_T 7—1—@(1:) 5 —b(m)p+1 dx
e

{ wi(x) — a(x)ur + b(x)uly =0 comz € (=T,T) e T > 1
UT(T) == UT(—T) =0.

Entao o problema

{ u —a(x)u+ b(x)uP(x) =0 comz € (=T,T) ep € (1,00)
u(£o0) = u/(£o0) =0

possui uma solucao positiva.

Teorema 1.2. Seja L(t) = [(;;(t)] uma matriz positiva definida e simétrica de classe
CHR) e V(t,u) € C*(IR x IR", IR) tal que para alguma constante vy > 2 temos

0 <AV(t,&) < (Ve(t,€),&) para todo £ € IR"\{0} et € IR.
Consideremos também uma funcdo 5 : IR —> IR tal que
(L8, ) > (Va(t, ), u) uma vez que [uf® < (1),

sendo V,, é o gradiente de V' em relagdo a u.

Suponhamos que

2
li{ginfozoﬂ(t) > lim ! Cr,

T—)oo’y—Q

com

Tl 1
Cr = /,T [2|uT|2 + 5 (L(Bur, ur) = V(t ur) |dt,

wp — L(t)up + Vi, (t,ur) =0 para t € (=T,T) e w(T) = u(-T) = 0,
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0 < ap < aft) para todo t com a(t) uma fungdo real continua tal que
(L(t)u,u) > a(t).|ul®.
Entao, o problema

{ " — L(t)u+ V,(t,u) = 0 para z € (—00, 00)
u(+o0) = u/(£o0) =0

possut uma solucao nao trivial.

O Capitulo 5 aborda solugoes heteroclinicas impares para o problema
u” + a(z)(u — JuP~'u) = 0 para x € (—00,00), u(£oc) = £1 e u'(+o00) = 0.

Essas solugoes serao obtidas seguindo a mesma abordagem do Capitulo 2, analisando o

problema quando x pertence a um intervalo limitado da forma (—7,7) com T > 1.

Ja no Capitulo 6, trabalharemos com um principio de maximo um pouco diferente

para um sistema de equagdes semelhantes a equagao (1.3).

O trabalho ¢ finalizado com um Apéndice que conterd alguns resultados classicos
como o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Comparacao de Sturm, que serao

utilizados do decorrer de todo trabalho.

Este trabalho estd baseado nos estudos realizados por Korman, Lazer e Li em [12]
e Korman e Lazer em [11]. Os graficos representados nas figuras 2, 3 e 4 foram obtidos
através do site www.wolframalpha.com, a figura 1 foi extraida de [5] e as figuras 7 e 8

foram extraidas de [4].
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2 TRAJETORIAS HOMOCLINICAS POSITIVAS PARA UMA CLASSE
DE EQUACOES

Um dos objetivos deste trabalho é mostrar que o problema

u" — a(x)u+ b(x)uP =0, (2.1)

com —o00 < r < +00, 1 <p < 400 e,
u(—o0) = u'(—00) = u(oo) = u'(00) =0 (2.2)
possui uma solucao positiva. Neste capitulo serdo discutidos todos os resultados necessarios

para essa demonstracao.

Para isso, consideremos as fungoes a(z), b(z) definidas em todos os reais, de classe

C', L™ e estritamente positivas, ou seja, a(z) > ag > 0 e b(x) > by > 0 para todo z. Para

encontrarmos uma soluc¢ao positiva u que satisfaga (2.1) e (2.2), vamos determinar uma
solucao da equacao

" —a(z)u+ b(z)u? =0 (2.3)

sob as seguintes condigoes
xe (=T,T) e

w(T) =u(-=T) =0,

e depois calcular o limite quando 7" — oco. Denotaremos as solugoes desse problema por

ur.

Lema 2.1. O problema (2.3) sob as condigoes citadas acima, possui uma solu¢do positiva
para qualquer T'> 1. Essa solucao é obtida através do uso de técnicas variacionais e, para

essa solugdo, temos a sequinte estimativa
T
/ (u(x) + a(x)u?(z))dr < C (2.4)
-T

uniformemente em T > 1.

Demonstragao: O problema (2.3) é dado por
u' —a(z)u+b(z)u? =0 parax € (-T,T), T >1eu(T)=u(-T) =0.
Para obtermos o resultado desejado, devemos trabalhar com o seguinte problema

' — a(x)u+ b(x)(ut)? =0 para x € (=T,T)
w(=T)=u(T)=0 (2.5)

ut = max{u,0}
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com u pertencente ao espago H}[—T,T] composto de funcdes absolutamente continuas

que se anulam em +7" com a norma

P = [ (%) + (@)

Consideremos o funcional f : H}[~T,T] — IR definido da seguinte forma:

fy=

-T

U 2 (u+)p+1

—+ a(x)u— — b(x) D1 dx.

2 2

Observe que f(u) possui um minimo local estrito em u = 0.
De fato, como a(x) > ag > 0 para todo z € IR e a € C*(IR) temos que a(z) é continua no
intervalo limitado [T, T, dai segue que, definida nesse intervalo, a(z) possui um méaximo

positivo em [T, T]. Vamos denota-lo por ay:

0<ay<a(zx)<ay, Vee|[-T,T] =

T T
/ (u2+a0u2)da:§/

-T T

/ T /
(u? + a(x)u?)dz < / (u? + apu®)d.
-T

. T (7 T (7
Como |ju||? difere de [“7(u? + agu®)dz e de [“;(u? + apu?)dr por uma constante, e
T 2
essas integrais sao limites inferiores e superiores, respectivamente, de / (u* + a(x)u”)dx
T

podemos escrever o funcional f da seguinte forma:

flu) = ||u2|| —/_i; b(x) (1;:)_[); dx.

Como b € CY(R) e b(x) > by > 0, segue que b é continua em [—T,T] e portanto, possui

um valor maximo em [—7,T]. Vamos denoté-lo por by,. Assim temos

[

2 T
; L Ty A (2.6)

flu) = 2 p+1J-1

[ 1
B p+1/ b)) d 2
-T

Sabemos que H) < LP™' pelo Teorema 7.32 no Apéndice, logo existem constantes

C1, Cy > 0 tais que

1
+ _ Tt " +
lllzese = { (™) de | < Cuf|uT]]

entao,

T
[ty de < Collut 4,

ou seja,
T
_/ (P e > —C|ut P+
_7

Assim, voltando em (2.6) e utilizando a desigualdade acima temos

Jul® b 7T
) Ty Wz

[ull® _ bu

Oy |Jul[PH. 2.7
>~ 5 Cel (2.7)

fu) =
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Dai, como p + 1 > 2 segue que para todo u € Hy[—T,T] com |ju|]|= p suficientemente
pequeno, existe 3, > 0 tal que f(u) > §,. Portanto f(u) possui um minimo local em
u=0.

Vamos agora determinar f’(u).

Note que
) t o
1 T 1 1 T
Sl + ol — b T+ to)PH e — = 2+—/ b(z)(ut)PHd
gl el - o [ e e gl + o [ )i
t—0 t

= lim
t—0

;((u, u) + t(v,u) + t(u,v) + 3 (v,v) — (u,u)) + lerl /_TT b(x)((wh)P = ((u+ to) TP da
t

t—0

2t tp+1)

2 Tbx u+p+1_ U tU+p+1dx
. (t(Z(u,v)+t(v,v))+/T (@)((u™) ((u + tv) )P )

Consideremos g : [0, +00) — IR dada por g(x) = xP™! assim temos ¢'(z) = (p + 1)aP.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos
gla+b) —gla) =¢(Cu)la+b—a), com0<a<Cy<a+tb=

(a+ bt —aPt = (p+1)Chb, com 0 < a < Cyp < a+b.

a

Dai, voltando em f’(u)v temos

2(u,v) +t(v,v) /_TTb(w)(erl). P tudx
2 tlp+1)

ﬁwzm(

), com u < Cupp < u+ to,

e portanto,

T

f(u)v = (u,v) —/ b(x)uPvdzx.

T
Agora que ja calculamos a derivada de f, vamos mostrar que esse funcional satisfaz a
condicao de Palais-Smale.
Seja (u,) uma sequéncia em H{ tal que f(u,) é limitada e que f’(u,) — 0. Queremos
mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente.
Como f’(u,) — 0 temos que

Hf/(un)H(Hg)/ = sup ’fl(uny‘)‘ — 0.
lv]|=1 e v € H&[—T,T]

Dai, existe uma constante C' > 1 tal que

[ (un).

u
| < C = 1 (un)un] < Cllug],
[[en

logo
—Cllunll < f(n)un < Cllun]- (2.8)
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Temos também que f(u,) é limitada, logo existe uma constante k£ > 0 tal que

1 2 1 r +\p+1
== - <
[fun)l = |5 [[un] o b)) de) <k, Vo €N,
ou seja,
k< Yl — — [ @) dr <k, Y eN (2.9)
= 2 n p+ 1 _r n - ) . .
Vimos que
T
f(w)v = (u,v) — / b(z)(ut)Pvdz.
-

Dai, por (2.8), segue que

T
Funyin = luall? = [ b(a) () d = ~Clu,

ou seja,
Ly = —— P+ —— [ b)) e <~ (2.10)
p+1 nomn p+1"" p+1J-r " “p41t )
Somando (2.9) e (2.10) temos
1 s 1 g +\p+1 1 5, | +\p+1
SNun|*=——= [ b(@)(uy)"dr———|un||*+—— [ b(z)(u, )" dr < K+ |2 |-
2 p+1J-1 p+1 p+1J-1 p+1
Portanto
S | e Ty
2 pg1 )il = tn

C >1t +1>2= ! <1:1 !
omo €1110S que —_— — _- -
P aner s+l 2 72 pri

Logo, ||u,|| ¢ limitado em IR, o que implica (u,) ser limitada em HJ[—T,T].

> 0.

Seja (un,) uma subsequéncia de (u,) tal que u,, — u € Hy[—T,T] fracamente, quando

7 — o0. Da definicao de convergéncia fraca, temos
(Unj,v) — (u,v), Vv e Hy[-T,T). (2.11)

Aqui, é importante ressaltar que toda sequéncia limitada de um espaco reflexivo possui
uma subsequéncia fracamente convergente.

Como H} < LP™! é uma imersdo compacta, temos Up; — u em Lrtle Up; —> U quase
sempre em [T, 7] C IR, de acordo com Brézis em [3].

Observe que
T T
/ b(x)\unj]pflunjvdxﬁ/ b(x)|ulP  uvda.
-

-7
1
De fato, utilizando a desigualdade de Hoélder, considerando — + — = 1 e devido a
s s
convergéncia forte em LP*! temos

1

T T T S o\
/ [t [Pt [Jod = / |, [Poda < / |, [P / vidr |
-T - -7 -7
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T
comv € LT-r e / |y, |P*dx < oo, pois (u,) é limitado em H — LP*, dai segue que
_T J
essa sequéncia também serd limitada em LP?.
De u,, — u quase sempre temos que |unj P* — uP*. Como u,; — u em H} — LP* temos,
em particular, que u,. — v em LP° e, portanto, u? — uP em LP°. Assim, pelo Teorema
J nj

da Representacao de Riez e pelo Teorema 7.14 temos
Py — P P Py — P P s
(¢, up,) = o(up, ) = /vu dxr — /Uu dr = ¢(uP) = (p,u”) para todo v, ¢ € (L*)".

T
Dai, concluimos que/ ()t [P~ vd —>/ x)|ulPtuvdz, quando j — oo.
T

Seja u uma solugao fraca para o problema (2.5), ou seja, f'(u)v = 0 para todo v em
H}[-T,T]. Assim temos

T
Flu)yu=0=|ul? - /_T b(z)ut [P~ Luuds.

Denotaremos

00, (1) = F(tn, — ), — ) = ltm, — il — [ @)l — P, — )

Assim temos
lttn, — ul|? = 0, (1 +/ o)\, — 7 de (2.12)

Novamente, como u,,;, — u temos que u,; — u quase sempre em IR e u,;, — u em Lprt

Logo, pelo Teorema 7.17 existe uma subsequéncia (u,, ) de (u,,) tal que
Un,, () — u(x) quase sempre em IR e |u,,; ()| < h(z), com h(z) € I an

Observe que
frje = b(x)|unjk - u|pJrl — 0,

pois un;, — 0 quase sempre, dai temos
[ fog | = b(@) [y, — ulP* < g (g, |+ [P < bar2” (e, |75+ [ufP*),
o que implica
| oy, | < Das2P(RPTH + [ufPth) € L.
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (2.12), segue que
[ —

e portanto u,; — u em H}[-T,T] e (uy,) satisfaz a condigao de Palais-Smale, o que
prova a nossa afirmacao.
Agora, iniciando com qualquer funcao ug(x) em H}[—1,1] tal que ug # 0, definimos u*

em H}[-T,T] da seguinte forma:

{ u*(x) = Aug(z) para z € [—1,1]
u*(z) =0 para x € [T, 7]\ [-1, 1].



20

Observe que

1 2 2202 AP ()Pt
fu*) = / [)\220+a(x);0—b(x)(iol> dr < 0 para A > 0 suficientemente grande.
-1 p

De (2.7) temos f(u) > § > 0 para |jul|= p com p suficientemente pequeno. Assim,
concluimos pelo Teorema do Passo da Montanha que f(u) possui um ponto critico ndo

trivial u(z) € H}[—T,T], que é uma solugao de
u" —a(z)u+b(z)(u")P =0 parax € (=T,T) com u(—T) = u(T) =0, (2.13)

e essa solugao ¢ estritamente positiva pelo Principio do Maximo.

A abordagem variacional também nos permite estabelecer a estimativa
T
/ (u*(z) + u*(x))dz < C uniformemente em T > 1. (2.14)
-7
De fato, se considerarmos o conjunto de caminhos
Iy ={g:[0,1] — Hy[-T,T] / g(0) =0, g(1) =u*}, (2.15)
entdo a solugao u(x) de (2.13) é o ponto no qual

inf max f(g(7)) = Cr (2.16)

g€l'r 7€[0,1]

¢ alcancado.

Consideremos agora 17 > T. Entao I'r C 'y, uma vez que qualquer fungao em
H}[-T,T] pode ser considerada como pertencente a H}[—Ty,T;] se estendermos por
zero em [—T1, T1|\[-T,T]. Por isso, para T} o conjunto de caminhos concorrentes em

(2.16) é maior do que para T, o que implica
CTl <Cr < (Tl >T > 1) (217)
Entéao, para a solugao positiva u de (2.13),

T u/2 u2 up—i—l
fu) = / o + a(a:)? — b(x) 1 dr < Cy uniformemente em 7" > 1.  (2.18)
p

Multiplicando (2.13) por u e integrando temos
" 1/ u” + a(x)u? — b(z)uPt)dr = 0. (2.19)

Subtraindo (2.18) de (2.19) obtemos a estimativa (2.14).
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Observacao 2.2. Vimos no inicio da demonstra¢io que como a(x) > ay > 0 e
b(z) > by > 0 para todo x e a, b € C'(IR) temos que a(x), b(x) sdo continuas no
intervalo limitado [=T,T), dai seque que, definidas nesse intervalo, essas fungoes possuem
um mdzximo. Se ao invés de analisarmos essas fungoes em [—T', T estivéssemos trabalhando

em IR, para garantir essa limitagao, utilizariamos o sequinte resultado de Brézis em [3]:

"'Seja E um espago vetorial com duas normas ||z||y e ||z||2. Suponhamos que E, munido
dessas mormas seja um espago de Banach. Além disso, suponhamos que exista uma
constante C' > 0 tal que

[zlla < Cllzly V2 € E.

Entao, existe uma constante K > 0 tal que
zlly < K|zl V = € E,

tendo em vista que IR é um espago de Banach."

Na demonstragao do lema acima, mostramos que

T u/2 'LL2 up—l-l
Or = / ur YT po) T |4q
r= )| ey ) T

¢é nao-crescente em T', o que implica Cr < C] para todo T' > 1, onde ur é uma solugao
positiva de (2.3). Vamos agora simplificar a expressao acima.
Multiplicando a equagdo (2.3) por ur temos
wrur = a(x)ud — b(x)ub,

donde

(upur)’ = (ur)® + a(z)uq — b(x)uy™.

Integrando de —T" a T' temos

[ gy ds = [ 6)? + a(e)u - o)t da,

isto é,
(T (T) = i (~Tyur () = [ [()? + ) — b{ady*
Portanto
/_ 2[(@)2 +a(z)ud — bz dz = 0. (2.20)



Note que, por (2.20)

T u’qg u% ugFrl T ugfl ugfl
CT_[T G )y =) T dx—[T ba) " — bla)

ou seja,

o=/,

Reescrevendo temos,

(p+ 1)b(x)u§1+1 — 2b(x)u%+1]
2(p+1) '

(p_'_ 1) o T b(iL‘) p+1
p—1) T—[ —ug dx.

Portanto, usando (2.20) novamente

p+1) ., /7
T

Lema 2.3. Consideremos
zd' (z) >0 e zb'(z) <0 para todo x € IR.
Seja u(x) uma solugdo positiva de

{ u' —a(x)u+b(x)uP =0 comx € (=T,T) ep € (1,00)
wT)=u(-T)=0

e To, seu ponto de mdzrimo. Suponhamos que

L (a0) + ()

x—+00 2

1
> lim (p+1)
T—o0 p—l

+ 1>a<x>} o .

b(x)

Entao xy, pertence a um intervalo uniformemente limitado em T > 1.

22

(2.21)

(2.22)

Demonstragao: Foi mostrado por Korman e Ouyang em [13] que u(x) tem apenas um

ponto de méaximo local e esse maximo é global. Vamos denota-lo por xy,. Consideremos

também, sem perda de generalidade que xy, > 0.

Multiplicando u” — a(z)u + b(z)u? = 0 por v’ temos

v — a(z)uu’ + b(x)uPu’ = 0.

(2) —a(a:)(2> + b(x) <p+1) =0

Integrando a equacao acima sobre (x¢,.,7") obtemos

v [ (a2 u?\’ w
L) o ls) o)

Reescrevendo

dr = 0.

(2.23)
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Por hipétese za'(x) > 0 e zb'(z) < 0 para todo x € IR e também temos que xo,. > 0, logo

para todo z € [z, T] tem-se

x d(x)>0 e r  V(r) <0,
=~ =~
> 2oy 20 > 2oy > 0

ou seja,

a(x)>0el(xr) <0em [xg,,T].
Portanto,

a(x) é crescente e b(x) é decrescente em [zg,., 1.
Consequentemente
a(z) = a(xor) e b(x) < b(zo,),

ou seja,

—a(z) < —a(zo,.) e b(x) < b(xo,.).

Assim, voltando em (2.23) e usando o fato que u > 0 e v’ < 0 em [z, T segue que

2

/ / /
T (u T u? T Yax
- — - <
/m (Q)dx /:EOTG<:UOT>(2)dx—i_/xoTb(xoT)(p—l—l)dm_o’

O
T u? Yan
- a(xOT) ? + b(xOT) »+ 1
o
Portanto,

u(T) = u?(z0,) a(zo,) (uQ(T) — uQ(xoT)) b (up+1(T) — up+1(a:oT)) <0

ou seja,
T T

<0.

$OT Z()T

2 2 p+1

Como xp, é ponto de méximo global segue que u/(xp,.) = 0. Temos também que quando

T — oo, u(T) =/ (T) — 0. Assim, da desigualdade acima temos

—a(wo, ) (—u*(2o,)) | b(@o,) (=1 (20,))
2 + p+1 =0,

0 que acarreta
b(zo, )ur* (20,)-2  alwop)u*(wo,)(p + 1)
2(p+1) - 2(p+1) '

Portanto, temos que

20 (o, ) (b(zo, )P~ (0,)) = w* (2o )a(zo, ) (P + 1)

Reescrevendo a estimativa acima, segue que

2uP " (20, )b(wo,) > (p+ 1)a(wo,),
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e consequentemente

(p+ 1)a(on)] ﬁ. (2.24)

Por outro lado, vimos que

qualquer que seja a solucao u.

Observe que, dados a, b quaisquer temos

2 b2
h< — 4+ —
W= 5ty

alauh| < 2+

Dai temos

Integrando ambos os membros

T , T fau?  u? (p+1)
/_T\/a(x)u|u|dx§/_T (2+2)dx: P Cr,

ou seja,

/jp Va(z)ulu |de < (]]jir ?C’T

Por outro lado, por (2.24) temos que

p+1 CT>/ Ja@u |u’|dx—/ Ja(@)u yu'|dx+/ Va(z)uld|dz =
= /_wTOT Muu’dw — /;T Muu'dm (2.25)

pois, como x, € ponto de maximo, u é crescente de —71" a x(,. e decrescente de zp, a 7'
Voltando em (2.25) temos

= [ atayutan - / Jaleyudz =
= [ elwtas+ [ Jatwlds [ alauids >
o o [ (5 [ (5 oo i [ () -
a0 [ (5 it [ (%) -
) F( (z0,) <—T>)_ a(xOT)(u%T)—Qu?(xoT)):
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= (a(0) + yfaao) 22— a0} S ) A,

Assim, aplicando o limite quando T — 00 temos

u?(x u?(— u? a(0 a(Zor)\
(<¢a<o>+¢a<xoT>> 2 a0 aeo,) éT’) — (V 0+ ))umn.

Portanto,
1 + (x
lim (p+ )CT > lim <\/ \/ or ) .CL"OT).

T—o0 p— 1 T—o0

1

(p+ Da(zo,) | *

—1
Vimos, em (2.24), que u(zq,) > ] , daf segue que

Qb(l'OT)
im P76 s i (V +¢ %T)wa)z
T—oo p — 1 T—00
(fal0) + % a(wor)\ [0+ Datzo,) |7
= ( 2b(:c0T) !

e assim, por (2.22), temos que xy, pertence a um intervalo limitado.

Observacgao 2.4. A condicao (2.22) é satisfeita se, por exemplo, 1_1&& a(x) = oo e b(x)

é limitada.

Observagao 2.5. Ao invés de (2.21) poderiamos permitir uma condi¢io mais geral
(z = c)d(x) > 0 e (x—)b'(z) <0,

para algum ¢ € IR e para todo x € IR.

Lema 2.6. Suponhamos que

1

lim inf \/_< ((g) a > 71520 (ii‘ ?CT- (2.26)

.Z‘—>OO

Entao xq, pertence a um intervalo limitado.
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Demonstragao: De forma analoga ao lema anterior temos

dr =

)/
-
)

_1)CT>/Z\/G(7)<
z) (f),dwr/;\/@(
( ) dz + min F/ (

ZL'OT

> min F/

[=T,xo,]

> ey > Vi &(m)) N

Dai, por (2.26) e novamente pelo lema anterior temos que x(, pertence a um intervalo
limitado.
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3 TRAJETORIAS HOMOCLINICAS PARA UMA CLASSE DE
SISTEMAS HAMILTONIANOS

Um dos principais objetivos desse trabalho é determinar solu¢ées nao triviais

u(t) € H' (IR, IR") do sistema
u' — L(t)u+ V,(t,u) =0, —o0 < t < 00, (3.1)

u(+o00) = u/(+o0) = 0. (3.2)

No sistema (3.1), V,, é o gradiente de V' com relagao a varidvel u. Consideraremos
L(t) = [€:;(t)] (3.3)

uma matriz positiva definida e simétrica de classe C'(IR), a(t) uma fungao de classe
C(R, R) tal que a(t) > oy > 0 para todo t em IR e

(L(t)u,u) > a(t)|ul?, (3.4)

onde (-,-) é o produto escalar canénico de IR".

Tomaremos também V' (¢,u) € C*(IR x IR", IR) satisfazendo para alguma constante
v>2
0 <AV(t,&) < (Ve(t,€),€) para todo € € R"\{0} e t € IR. (3.5)

Analogamente ao Capitulo 2, aproximaremos o problema (3.1-3.2), para um similar,

utilizando uma constante 7" > 1. Desta forma, iremos trabalhar com o seguinte problema:

u" — L(t)u+ V,(t,u) =0 para t € (=T,T) e u(=T) = u(T) = 0. (3.6)

Vale lembrar que, sob nossas condigoes, o problema acima possui uma solu¢ao nao

trivial u = ur, que é um ponto critico do funcional

J(u) = /TT [;w? + Xy w) — v, w | at,

2
e que Cr = J(ur) é ndo-crescente em 7. Seja to um ponto de maximo global de |ur| em
[—T,T]. De forma andloga ao caso escalar, queremos restringir ¢, para uma regiao limitada.
Para isso, assumiremos a existéncia de uma funcao 3 : IR — IR e uma constante t; > 0

de modo que para |t| > ¢ temos

(L(t)u,u) > (Vi (t,u),u) sempre que |ul® < B(t). (3.7)
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Teorema 3.1. Seja T > 1. Sob as condicoes

(i) L(t) é uma matriz positiva definida e simétrica, cujas entradas sio de classe C'(IR) e
L(—t) = L(t) para todo t € IR;

(i) (L'(t)&,€) > 0 para todo £ € R™ et > 0;

(iii) 0 <AV (&) < (VV(€),€) para alguma constante v > 2 e todo & € IR"\{0}.

O sistema
u' — L) u+ vV (u) =0, t € (—o0,00) (3.8)
u(Fo00) = u/(+o0) = 0, (3.9)

possui uma solugao nao trivial u(t), com u(t) = u(—t) para todo t.

Demonstragao: Iniciaremos nossa demonstragao mostrando que a condigao (iii) nos

garante que
V(t,¢)
€17

Para isso, vamos escrever a condicao (iii) em r¢ com alguma constante r > 0. Temos

— 0, quando [£{] — 0. (3.10)

0 <AV(r§) < (VV(r), ré),

donde
(VV(rE),r8) =2 AV (r§) = r(VV(rE), &) = 4V (rE).
Assim,
H(TV(16).€) =WV (r€) > 0= (WV(r€),€) = TV (r€) > 0
e portanto

d gl
%V('f’f) - ;V(Tﬁ) > 0.

Multiplicando a inequacao acima por r~7 temos

r‘”iV(r{) —r W (r€) >0,

e integrando sobre (¢,1) com 0 < € < 1, obtemos

/e1 (T‘”iv(ré) - ’VV”—W(T@)W =0

donde L g
Bl et > 0.
/E o (r V(r{))dr >0

Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos
1

rV(ré)| >0,

£
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donde
VI(§) —e V() 20
ou seja, ()
Vi(e&
V(E) - —~ =0

Tomando ¢ tal que [£] = 1 e definindo 7 = £ temos |n| = [e£]| = |¢].|¢| = €, pois € > 0.

Dai, segue que

V(€) V(n)
V() - — V() - >0
©- "2 =vig- T 0,
donde Vin)
V(e >
7]
Portanto,
\%4 1%
| (|77) < | (ﬂ ) < constante, para |n| suficientemente pequeno.
n n
Assi V(¢) .
ssim, temos que G — 0 quando |¢§| — 0, pois v > 2.
Aproximaremos a solugao de (3.8-3.9) pelo problema
wp — L(t)up + VV (ur) =0 para t € (=T,T) e ur(—T) = ur(T) =0 (3.11)
com
up(—t) = ur(t) para todo t € IR. (3.12)

Para isso, vamos mostrar que existe o > 0, de tal forma que qualquer solucao nao trivial
de (3.11-3.12) satisfaca

|uz(0)| > ¢ independente do T escolhido. (3.13)

Para demonstrar a inequagao acima, vamos introduzir a fungao "energia" para a solucao
up(t) de (3.11),

E(t) = ;|UIT(t>’2 - ;(L(t)uT(t),uT(t)) +V(ur(t), vt el0,T].

Derivando E(t) temos

Bt = () + %wT,uT) S(L(tur), ur) — S(L(O)ur, ) + 9V (ur )iy
= () — (D Our + L ur) — S(Dltur, ) + (T (ur), )

SO, ur) = 3 (L(E)ur, ) + (9V (ur). ).

Como L(t) é simétrica, temos que (L(t)u/p, ur) = (L(t)ur, ul). Assim

= () — (I (tJur, ur) -

() = (i) — (L (0w, ur) — 5 (L{tur, u) — 3 (L{tur, u) + (VV (ur), )
- — (L (t)ur, ur) + (e — ;L(t)uT - ;L(t)uT + YV (ur))

_ _;W@UT, wr) + (up, wp — L(t)ur + 9V (ur)).
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Dai, usando a equacao (3.11) e a condigao (ii), temos

1
E'(t) = —§(L’(t)uT,uT) <0, para todo t € [0,T7]. (3.14)

Como E(t) é decrescente em [0, 7] temos

1 1
[ur(T)* = S(L(T)ur(T), ur(T)) + V(ur(T)) = Slup(T)[* 2 0.
Mas up(t) é par, dai segue que u/r(t) é impar, ou seja, u/(0) = —u/n(—0) = —u/-(0). Logo

u/(0) = 0, e portanto segue que

B(0) = Sl (O) ~ S(L(0)ur(0), ur(0)) + V(ur(0)) =

= V{ur(0)) = 5(EO0)ur(0),ur(0)) 2 0,

devido ao fato de E(0) > E(T') > 0. Portanto, exite C' > 0 tal que

—_

V(ur(0)) > =(L(0)ur(0),ur(0)) > Clur(0)?, pois (L(t)ur,ur) > at)|ur|* e a(t) > ag > 0.

2
Se up(0) = 0, terfamos E(t) = 0 para todo ¢t em [0, 7], e portanto, uy seria identicamente

nula. Dai, segue que ur(0) #0 e

V(ur(0))
—= > (. 3.15
ur O = 19
Comparando (3.15) com (3.10) podemos concluir (3.13).
V(uz(0)) :
— 0 por (3.10), contradizendo (3.15).

| Nur(O) g |
Consideremos agora uma sequéncia (Tj)reny de termos positivos e crescente, ou seja,

De fato, se |ur(0)| — 0, terfamos

0 < Ty < Tyy1 para todo k tal que T, — oo, quando k — oc.
Vamos denotar por Ej o subespago de Hj(—Tj, Ty) formado pelas fungoes pares.

Considerando os funcionais f; : Fy, — IR, definidos por

1

) = [ [G P+ (L) = V(w)]ar

podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha em fi(u), criando uy € Ej, que é uma

solugao nao trivial par de
uy, — L(t)ug + VV (uy) = 0 para t € (=T}, Ty) (3.16)

Os valores criticos Cy = fr(ux) > 0 ndo aumentam em £k, e ux(0) > § uniformemente em &

devido a (3.13), isso significa que ux(0) ndo se anula quando passamos o limite quando



k — oo.

Observe que multiplicando o sistema (3.16) por uy temos
(up, ug) + (L(t)ug, ug) — (VV (ug,), ux) = 0.

Integrando sobre (=7}, T}) obtemos
T /2
/T [l 2+ (L()un, wr) — (VV (ug), wp)]dt = 0.
—1E

Como Cy = fr(ug) temos

Cio= flm) = [ (S + S(E0ug, ) = V) at,

—1E
donde

T 11 112 1 T
[ [l + 5@ w)| e = [ Vit + G

Pelo item (iii) temos

Ty 1 Tk
/ V(u)dt + Gy, < f/ (VV (wp), up)dt + C.
=T} '}/ —Tk

Observe que de (3.19) temos

Tk Tk
|l (g w)ldt = [ (9V (), upt.
~Ty ~Ty,
1
Multiplicando a equacao acima por 3 obtém-se
Te 71, , 5 1 Tr 1
/ {|uk| o (LOuw)dt = [ 9V (), wt
~Ty L2 2 Ty 2

Substituindo a equagdo acima em (3.20) e usando (3.21) temos

—T}

oy T dt+C.
[y 2TV )it < = [ (9V () wa)it +

Portanto,

(; _ 1) /Tk (VV (uy.), ug)dt < Ch.

v =T

Por (3.19) segue que
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(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

1 1 1
(2 — ) / ' [Ju).|? + (L(t)ug, ug)]dt < Cp, < Oy, pois C ndo aumentam em k.
)T
1 1 1 1
Como v > 2 temos que — < —, e portanto — — — > 0.
72 2 v

Temos também que
(L(t)ug, ug) > Clug/|?, com C > 2.
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Logo,
[ + Clugl® < [ui]” + (L(E)ug, ).
Consequentemente
T 2 2 T 2
[t + CluglPdt < [ o + (L (s, wp)t.
—T, —Ty
Portanto

k

11 Te )2 2 11 Te e
5= | [ P Clular < (5= =) [k 4+ (L, wldt < Gy < G (3.22)
2 v J-mn 2 v J-m

Assim, concluimos que

Tk
/ |u),|? + |ug|*dt < C uniformemente em k,
-7

k

e portanto que uy é uniformemente limitada em & na norma H'.
Dai, podemos concluir que (ux)ren possui uma subsequéncia (ux,) que converge
uniformemente em intervalos limitados para uma fun¢ao w(t).

Podemos expressar uj, da seguinte forma:
J
uy, = L(t)uy; — VV (uy). (3.23)

Logo, concluimos que a sequéncia (u; ) e também (u;, ), convergem uniformemente em
intervalos limitados.

Para todos os naturais k e j temos que wuy; : [R — IR", assim

com uj ..., ul : IR — IR.
J J
Como

uy ()= [ (= Ol (e + (¢ — Tiy Juf, (~Th, ) +ufy (<Ti, )

~Ti;_,

para todo i = 1,...,n, temos que u(t) = (u'(t),...,u"(t)) € C?*(—o00,00), e que
u’,g/; — u uniformemente em intervalos limitados para todo i =1, ..., n.
Assim, podemos passar o limite em (3.16), e concluir que u(t) é solucao de (3.8).

Escrevendo
(W2(8), ..., (u)2(t)) = (/Ot 2u1u1/dt+(u1)2(0),...,/0t 2umu™ dt + (u")2(0)), (3.24)

concluimos que os limites de u(t) quando t — +o00 e i = 1,...,n existem. A tnica
possibilidade é u’(4o00) = 0.
Observe que, de (3.8) temos

[u"| = |L(t)u — VV (u)| < C para todo real ¢t e alguma constante C' > 0. (3.25)
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’ i’ . . 7 . . . .
Note também que u' (£o0) = 0 para todo i = 1,...,n pois, caso contrario existiriam

en > 0 e uma sequéncia t, —» oo tal que
lu’ (t,)| > ¢ para todo n e para todo i = 1,...,n. (3.26)
Por (3.25) podemos encontrar um § > 0 tal que
]u()\>2paratodot€( —0,tp,+9), i=1,...,n e todo n. (3.27)

Isso implicaria
Tn
/ " |/ (t)|?dt torna-se grande com k. (3.28)

k

Seja j um natural tal que j > k e é tdo grande que u,,(t) e u,, (t) estdo uniformemente
J
proximos de u(t) e u/'(t) respectivamente no intervalo (=75, , T, ).

Usando (3.22) temos

T,
/ k|u’|2dt2/ o, |dt</ |u Pdt<c,
—Ty fT

k

que ¢ uma contradi¢do por (3.28).
Portanto, o problema (3.8-3.9) possui uma solu¢ao nao trivial. Essa soluc¢ao é par, pois é

limite de uma sequéncia de fungoes pares.
|

2
a® 0
Observagao 3.2. Considerando u: R — IR?, L(t) = ( 0 22 ) com a uma constante
a
4 4
uy +u
1 2 temos um exemplo do teorema acima. Nesse caso,

positiva e V(u) = V(uy,ug) =

a solugio de (3.8) serd determinada no Exemplo 4.2.

A seguir, encontra-se um exemplo que mostram que o resultado do teorema acima

nao pode ser transferido para sistemas.

Exemplo 3.3. Seja (a,b) um intervalo limitado e considere o sequinte sistema

{u”—2u+u(u2—|—v2):0parax€(ab) e u(a) =u(b) =0
v —v+v(u? +0?) =0 para z € (a,b) e v(a) = v(b) = 0.

Note que nao existem u >0 ev >0 em (a,b) que satisfacam o sistema acima. De fato,
podemos considerar a primeira e a sequnda equagcao como equagoes lineares da sequinte
forma, respectivamente

u" +c(x)u=0ev" +d(x)v=0.

Uma vez que d(z) > c(x), concluimos que o sistema nao possui solugio utilizando o

Teorema de Comparacao de Sturm.



1 1
Observe também que esse sistema é do tipo (3.6) com V = 1(164 + v?) + Zu?

2
De fato,
oV 4’ 2uw®

0 1 + 5 =u? +w® = u(u? +v?),

oV _at
v 4 2

=0 + v = v(v? +u?)

. -2 0
e considerando L(t) = ( 0 ) temos

34
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4 PROVA DOS RESULTADOS PRINCIPAIS
Neste capitulo serao demonstrados os dois principais teoremas, utilizando todos os
resultados apresentados.

Teorema 4.1. Suponhamos que a(x) e b(x) satisfacam quaisquer condigoes do Lema 2.3

ou do Lema 2.6, entdo o problema

u" — a(x)u + b(z)uP =0 para x € (—o0,00) e p € (1,00) (4.1)

u(—00) = u/(—00) = u(oo) = u'(c0) = 0, (4.2)

possut uma solucao positiva.

Demonstragao: Vimos, no Lema 2.1, que o problema (2.3) dado por
u" — a(z)u+ b(x)u? = 0 para z € (=T,T) e u(T) =u(-T) =0

possui uma solugao positiva para qualquer 1" > 1.

Para demonstrar esse teorema, usaremos o resultado enunciado acima. Para isso,
consideremos uma sequéncia mondtona (7,),en cujos termos sdo maiores ou iguais a
1 e ¢é tal que T,, — oo quando n — oo. Denotaremos por u, a solucdo variacional

positiva do problema definido em (—T,,T},). Assim, para cada n € N temos
un — a(z)u, + b(z)ul = 0 para x € (=T,,T,) e u(-=T,) = u(T,) = 0. (4.3)

Fazendo um abuso de notagao, vamos definir a solucdo acima em toda reta da seguinte

forma:

() = { un(z), sex € [-T,,T,]
" 0, se x ¢ [T, Ty

Como a(x) > ag > 0 para todo x, temos
(u (@) + alz)up(x)) = 0.

Fixado m € N, e usando a estimativa (2.4), para n > m segue que

T T,
/ (u,2 () + a(z)u2(z))dr < / (u,2(z) + a(r)u?(x))dz < C uniformemente em n € N,
~ Ty, ~T,
(4.4)

o que implica um limite uniforme em H'[-T,,T,].

Observe que, pela Desigualdade de Holder temos

=

1

Up (L) — up(x1) = /:2 ul (z)dz < M(/jz ugdx) . (4.5)
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Assim, concluimos que a sequéncia (u,(x)),en € equicontinua e uniformemente limitada

em cada intervalo [—T,,, T,,]. Por isso possui uma subsequéncia uniformemente convergente

em cada intervalo [—T,,T,]. Consideremos entéo (u, ) uma subsequéncia de (u,) que
converge em [—17,T]. Tome esta subsequéncia em [—T5, T5] e selecione uma subsequéncia
adicional (u, ) de (u, ) que converge uniformemente em [—75, T5]. Repita o processo para

todo n, e depois tome uma sequéncia diagonal (u,,) que consiste em u) u? w3 .... Uma

niy? 'ng? 'ng?
vez que a sequéncia diagonal ¢ uma subsequéncia de (uﬁk) para qualquer p > 1, temos que
ela converge uniformemente em qualquer intervalo limitado para uma fungao u(z).

Podemos expressar u, da seguinte forma:

un = a(x)u,, — b(x)ub . (4.6)

"

n.) € também (u

Dai, concluimos que a sequéncia (u . ), convergem uniformemente em
intervalos limitados.

Como

Uny, (l’) - /_m . ('T - g)u;;k (f)df + (l’ - Tnkfl)uilk(_Tnkfl) + unk(_Tnk—l>7 (47>

k—1

temos que u(z) € C?*(—o00,00), e que u,, — u” uniformemente em intervalos limitados.
Assim, podemos passar o limite em (4.3), e concluir que u(z) é solucao de (4.1).

Escrevendo
u?(z) = / 2un/dz + u*(0) (4.8)
0

concluimos que os limites de u(x) quando r — 400 existem (uu’ € L'(—00,00)). A
tnica possibilidade é u(+o0) = 0.

Observe que, de (4.1) temos
()] = |a(z)u(z) — b(z)uP(z)| < C para todo real x e alguma constante C.  (4.9)

Note também que u/(£00) = 0, pois, caso contrario, existiria um ¢ > 0 e uma sequéncia
r, — oo tal que
|u/(2,,)| > € para todo n. (4.10)

Por (4.9) podemos encontrar um ¢ > 0 de tal modo que

|u/ ()] > % para todo z € (x,, — 0, z, + ) e todo n, (4.11)

T"k /

isso implicaria / u?(z)dz tornar-se grande com k suficientemente grande. Mais
. - nk

precisamente temos

T,
/ * u?(z)dr > 2C > C para todo k > ko € N, (4.12)

_Tnk
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onde C' é a constante de (4.4). Seja j um natural tal que j > k suficientemente grande
tal que un; () e u;, () estdo uniformemente préximos de u(x) e /() respectivamente no
intervalo (=75, ,7,,). Usando (4.4) temos

5 /2 D) T”j 19

/ dr ~ / u, dr < / u, dr < C, (4.13)

Ty, ~Tn; 7
o que é uma contradigao por (4.12).
Resta mostrarmos que u(x) > 0. Como u,(x) > 0 ja temos u(x) > 0 para todo x.
Consideremos z, como sendo o ponto de maximo de u,(z). Temos, pelos Lemas 2.3 e 2.6
que xp, pertence a um intervalo limitado. Vamos chama-lo de I.

Pela equagao (2.3) temos
ul (xo,) — a(zo, )un(xo, ) + b(x0, )ub(x0,) = 0.

Como xp, ¢ maximo, temos que u.(xo,) < 0, portanto para que a equacao acima seja

satisfeita é necessario que
—a(zo, )un(o,) + (2o, )up(zo,) = 0.

Assim temos

b(zo, )up,(20,) > alzo,)un(o, ),

ou seja,
up(m,) _ ala,)
un(o,) — b(xo,)
Portanto )
a(zo,) "
i (22)” "

Ao longo de uma subsequéncia To,, — Y € I e pela inequagao acima, temos

a(zo,, ) !

Aplicando o limite quando k& — 0o, obtemos

1

u(y) > m[in (Zg;) o > 0. (4.15)

Uma vez que u(x) é ndo-negativa e nao trivial, ela é positiva pelo Principio do Maximo.

Logo, o problema (4.1-4.2) possui uma solugao positiva.
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Exemplo 4.2. Consideremos
u" —a’u+2u =0 (4.16)

com x € (—00,00), u(too) = u'(oo) = 0 e a uma constante positiva. Comparando a

equagdo (4.16) com a equagdo (2.1) temos que
a(z) =a® b(x)=2ep=3

Observe que

v (z) = z(a®) =0 e b/ (x) = 2(2)' =0,

logo a(z) e b(x) satisfazem as condigoes (2.21) do Lema 2.3. Logo, pelo Teorema 4.1 o
problema acima possui uma solucao positiva. Vamos agora determind-la.

Multiplicando a equagao (4.16) por v’ temos

u'u' — a’un’ + 2utu’ = 0.
2\’ 2\’ 2\
u N u
U} a2 () o) =0
2\’ 2\’ 4\’
u N u
Y - “) <o

Reescrevendo a equagdo acima, temos

Assim,

W

ou seja,

e consequentemente

(u'? — a*u® + u) = 0.
Integrando a expressao acima, seque que
uw? —a*u® +ut = Ch.
Como u(£o0) = u/(£o0) = 0 temos que Cy =0, logo
2

u?—ad*u®+ut =0.

Assim,

ou seja,



Mas note que

uva? — u?

Como (arcsech ) = —— temos

v 1 — 22

/
1
(arcsech u) =—1,
a a

donde

u

arcsech — = a(—x — C).

a

Consequentemente
a
u= :
cosh a(—x — C)
Como cosh(x) é uma funcgao par, temos
a

u(@) = cosh a(x + C)

Considerando a =1 e C'= 0 temos o sequinte grifico:

Figura 2 — Grafico da fungao u(z) =

39

1

cosh x
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Teorema 4.3. Para o problema (3.1-3.2), que é dado por

" — L(t)u+ V,(t,u) =0 para t € (—o0, 00)

u(+oo) = u'(+o0) =0,

suponhamos as condicoes (3.3), (3.5) e (3.7) e, além disso, consideremos também que a

condi¢do seja verificada

. L2y
h{ggf apf(t) > Thm QOT' (4.17)

e

Entdo, o problema (3.1-3.2) possui uma solug¢do nao trivial.

Demonstracao: Assim como foi feito anteriormente, vamos aproximar nosso problema por
(3.6) utilizando uma sequéncia monétona (T )ren tal que Ty — 00, ou seja, trabalharemos

com o seguinte problema:
wy, — L(t)ug, + Vir, (t,ury) = 0 para t € (=T, Ty) e ur, (=Ty) = ur, (T);) = 0. (4.18)

Vimos, no Teorema 3.1, que as solugdes ug, de (4.18) sao uniformemente limitadas em
k na norma H'. Dai, podemos concluir que existe uma subsequéncia de (ur, )ren que
converge uniformemente em intervalos limitados para uma funcio u(t) € C?(IR, IR™), que
é uma solucao de (3.1) (e também de (4.18)).

Resta entao, mostrar que u(t) é ndo trivial.

Vamos definir )
(®) = [u() = (/(u(®) u(t))” = (u(®), u(t)).

Calculando sua primeira derivada, obtemos

Derivando novamente obtemos
q"(t) = 2(u" (), u(t)) + 2(u'(t),u' (1)) = 2(u(t), u" () + 2Ju'(1)]*. (4.19)

Seja ty um ponto de maximo de ¢(t), entao temos que ¢"(to) < 0.

Note que
¢"(to) < 0= 2(u(to),u"(to)) + 2|/ (L) |* <0.
———
= 0 POis ¢, é ponto de maximo
Portanto
(u(to), u"(to)) < 0. (4.20)

Podemos assumir que |tg| > t1, caso contrario, ¢y j4 pertenceria & um intervalo limitado.
Multiplicando a i-ésima equagao em (3.1) por u;(tg) e somando-as para todo i =1,...,n,
obtemos, devido a (4.20),

—(L(to)ulo), u(to)) + (Vu(to, ulto)), u(to)) = 0. (4.21)
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Em (3.7) temos
(L(t)u,u) > (Vi (t,u),u) desde que |ul> < B(t) e |t| > t; > 0. (4.22)

Comparando a desigualdade (4.21) com (4.22) podemos concluir que

u(to)|* > B(to). (4.23)
Foi mostrado no Teorema 3.1 que
Lo e 1 2y 2y
— —(L(t dt < Cr < C 4.24
[} |3+ 5et0ur,am]ar < 2 er < 2, (421)

onde, Cr = J(ur).

Por outro lado, prosseguindo como no Lema 2.6, e, usando (4.23) e (4.24), temos

2 T > , T|d 1
T op > /_Tzs/oz(t)|uiui|dt > \/ao /_T “rsluldt = Vaglu(ts) 2 > Vaghto).
=1
(4.25)

v —2
A condicao (4.17) implica ty permanecer em um intervalo limitado quando T, — oc.

Como no Teorema 4.1, existe ¢ tal que
[u(®)]* > lim inf 5(t) > 0. (4.26)

Lembrando que na segunda desigualdade usamos (4.17) e o fato de Cr > 0, uma vez que
Cr é o valor de J(u) no Teorema do Passo da Montanha.
De (4.17) tem-se

o L2y
h{gg}lfaoﬁ(t) > jlgrolo o 2CT,

assim,

CT>O.

1 2
liminf 3(t) > — lim —
t—o00 Q) T—o0 vy — 2

Consequentemente u(t) é uma solugao nao trivial de (3.1). Como no Teorema 3.1, u(t)

também satisfaz (3.2). Logo o problema (3.1-3.2) possui solugao nao trivial.

Observagao 4.4. A condigio (4.17) pode ser generalizada da sequinte forma

- . L2y
hgglfﬁ(t) min a(s) > jlglgo o 2C'T,

pois as) > ag > 0 para todo s.
Observagdo 4.5. Se |V, (t,u)| < Coul*® uniformemente em t € IR para algumas
constantes Cy,d > 0, entdo
(L(tyu, u) > a(®)|u® > Colu*** > (Vu(t,u), u),
fizado a(t) > Colul®.

2
Dai, podemos tomar (t) = (%z)) * . e se tivermos ‘llim a(t) = oo, entao a condicio (4.17)
t|—o0

¢ valida e o nosso teorema se aplica.



Observacao 4.6. Nossos cdlculos numéricos para o problema
' —2u+u=0em (=T,T) e u(~T) =u(T) =0

sugerem que lim Cr = oo, enquanto lim Cp > 0.
T—0 T—o0

42
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5 TRAJETORIAS HETEROCLINICAS IMPARES PARA UMA CLASSE
DE EQUACOES
Neste capitulo serao analisadas as solugoes heteroclinicas impares para o prolema
u” + a(z)(u — JuP~ u) = 0 para x € (—00,00), u(+oc) = £1 e u'(+o00) = 0.

Essas solugoes sao obtidas seguindo a mesma linha de raciocinio do capitulo anterior.
Analisaremos o problema quando z pertence & um intervalo limitado da forma (=7, T)

com T' > 1 e depois faremos T" — o0.

Vamos iniciar nossa discussao com um exemplo.
Exemplo 5.1. Consideremos o sequinte problema

u” +u—u =0 para x € (—o0,00) com u(£oo) = +1 e u/(£o0) = 0. (5.1)

Multiplicando a equacdo

v tu—uP=0
do problema (5.1) por v’ temos
W'+ u—u =0, VzeR.

Reescrevendo

temos

U 2 4
+u —U——C’l,
2 4
oy seja,
ul
u’2+u2—§:201—0

Como u(+o0) =1 e u/(+o0) =0, quando x — +oo temos

1
0O+1—=-=C
+ 5 )
ou seja,
C— 1
=5
Assim temos,
u”? +u® w1
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donde
P 2 1
u- = 5 u” + -,
ou seja,
2
o u? 1
u'=|—=-——=
V2 V2
Consequentemente

Reescrevemos temos

Como sabemos que
du 1
/ ———— = —arctgh
a

a2 — u?

—

“)+0
a

v
\/57

ul

e considerando em (5.2) 1= 5 temos

N

arctgh(u) + Cy =

ou seja,

T o,

arctgh(u) = 7

Escolhendo Cy = 0 temos
arctgh(u) =

Sk

o que implica

u(z) = tgh (\ji) :

O problema (5.1) é um exemplo de (1.3). Encontramos uma solugio nao trivial impar que

pode ser representada da sequinte forma:
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Figura 3 — Grafico de u(z) = tgh(%).

Queremos obter um resultado semelhante a equagao (1.3) para o seguinte problema:

u” + a(z)(u — [ufP~'u) = 0 para z € (—00,00), u(£oo) = +1 e u'(+o0) =0, (5.3)

onde p um nimero real maior que 1 e a fungao a(z) > ag > 0 é de classe C'(—o0, ),
com

a'(x) < 0 para quase todo x > 0 (5.4)

a(oo) > 0. (5.5)

Para isso, devemos obter a solucao de (5.1) como um limite quando 7' — oo de

solucoes de

u” +a(x)(u— [uP~'u) = 0 para x € (=T, T) e u(£T) = £1. (5.6)

Observemos que a solucao do problema acima dependera, por sua vez, do seguinte

problema:

u” +a(r)(u— [ulP'u) =0 em (0,T), u(0)=0eu(T)=1. (5.7)

Para que tudo isso seja feito, vamos trabalhar com alguns lemas.
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Lema 5.2. O problema (5.7) possui, para cada T > 0 uma dnica solugio positiva, que é

uma fungdo crescente.

Demonstrac¢ao: Observemos que v = 1 é uma supersolugao de (5.7) e que u = ax, para
a suficientemente pequeno é uma subsolugao de (5.7).

Como 0 < subsolugdo de u < u < supersolucao de u = 1, as solugoes de (5.7) estao
entre 0 e 1.

Temos que u > 0 pela sua subsolugdo, vamos mostrar agora que v < 1. Suponhamos que
exista zg € (0,7T) tal que u(zg) = 1. Como u = 1 é supersolugao segue que existe d > 0
tal que zg é maximo local em (xg — d, 29 + d) e, por (5.7) temos que u”(xy) = 0 logo, pelo
Principio do Méximo u(z) é constante, ou seja, u = 1. Mas isso é uma contradigao, pois
u(0) = 0. Logo 0 < u < 1.

O método das supersolugoes e subsolugoes nos garantem a existéncia de uma solugao
méaxima u(x), ou seja, u(x) > v(x) para todo x € (0,7) quando v(z) é qualquer outra
solugao de (5.7).

Observe que se multiplicarmos a equacgao (5.7) por uma solu¢ao v temos
u"v 4 a(z)(u — |ulP~tu)v = 0. (5.8)
Como v também é uma solugao de (5.7) temos
v+ a(z)(v — [v|P~1v) = 0. (5.9)
Multiplicando a equagao acima por u temos
v"u+ a(z)(v — v v)u = 0. (5.10)
Subtraindo (5.10) de (5.8) temos
u"v —v"u+ a(z)(u— [uPu)v — a(z) (v — v~ v)u = 0.
Como 0 < u , v < 1, podemos retirar o modulo da equagao acima e assim obtermos
u"v—v"u+ a(z)(u —uP)v — a(z)(v —vP)u = 0.
Reescrevendo temos
u"v —v"u+ a(z)uw — a(z)uPv — a(z)vu + a(z)vPu = 0.

Portanto,

a(z)(uv? — uPv) + u'v — v"u = 0,

onde

a(z)uv(vPt —uP ) +u"v —v"u = 0. (5.11)
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Considerando o sistema
(u/v)/ — UIIU + u/,U/
(U/Ul>/ — U,U, _'_ UU”,
segue que

(u'v) — (w") = u"v —v"u.

Usando a expressao acima em (5.11) temos
a(x)uv(v? —uP) + (W) — (v'u) = 0. (5.12)

Integrando (5.12) de 0 & T" segue que

/OT a(x)uv(vPt — uP ) dx + /OT(u’v)’dx — /()T(v’u)’dx =0.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo podemos concluir
T
/ a(x)uv(v?! —uP ) dz + o' (T)o(T) — v/ (0)v(0) — v (T)u(T) + v'(0)u(0) = 0. (5.13)
0
Como u e v sao solugoes de (5.7), temos que
uw(0) =v(0)=0eu(T)=v(T) =1 (5.14)
Dai, substituindo (5.14) em (5.13) obtemos,
T
/ a(r)uv(vPt — PN dr + o' (T) — o' (T) = 0. (5.15)
0

Consideremos uma fungdo H definida em (0,7) dada por H(z) = u(z) — v(z).
Como u(z) > v(x) temos que u(z) —v(x) = H(z) > 0 para todo = em (0,7).

Observemos também que de (5.14) segue
H(0)=u(0) —v(0)=0e H(T) =u(T) —v(T) = 0.

Abaixo, segue o esbogo do grafico de H tragado apenas nas proximidades do ponto (T, 0).
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H

N4

Figura 4 — Grafico de H(x) apenas nas proximidades de x = T'.

Pelo gréfico, podemos perceber que
H(T)=4(T) — v (T) <0.

Como 0 < v <wuep>1segue que vP~1 < uP~L ou seja, vP~! — uP~! < 0 para todo = em
(0,7). Assim temos
a(x)uv(v?t —uP71) <0 em (0,7).

Integrando temos
T
/ a(x)uv(vP~! —uP)dz < 0.
0
Por (5.15) temos
T
0= / a(x)uv(v?t — PN dr + 4/ (T) —v'(T) = 0.
0

| S —
<0

<o

Logo /T a(x)uv(vPt — P H)dr = u'(T) — v'(T) = 0, e essa igualdade s6 é valida quando
u = v. Portanto, (5.7) possui uma tnica solugao.
Suponhamos que u(z) é ndo-mondtona. Entdo u possui um ponto T de minimo local em
(0,T) (Veja Figura 5). Portanto v”(Z) > 0 e u(Z) — uP(T) > 0 pois, 0 < u(x) < 1 para
todo x em (0,7, e dai segue que

u"(T) + a(T) (u(Z) — uP(T)) > 0,

—_—.—— T —
>0 >0 >0

que é uma contradic¢ao, pois u é uma solu¢ao do problema (5.7). Logo u é uma solugao

positiva e crescente de (5.7).
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Figura 5 — u(x) ndo-monétona com T seu ponto de minimo local.

Lema 5.3. O problema (5.6) dado por
u” +a(z)(u— [ufP~'u) = 0 para x € (=T, T) e u(£T) = 1
tem uma unica solucao, que é uma funcao impar crescente.

Demonstracgao: Consideremos u(z) uma solugao de (5.7) obtida no lema anterior, ou

seja,
u” + a(x)(u — |ulP~tu) = 0 para x € (0,7),
u(0) =0, w(T) =1,
u é positiva ,
u € crescente.
Vamos estender essa soluc¢ao para [—7,0) com h(x) := —u(—x).

Essa fun¢ao é impar por construcao e crescente pois
h(z) = (—u(—x)) = —u'(—x).(—z)" = u/(—x) > 0, pois u é crescente .

A demonstracao da unicidade é analoga ao lema anterior, sendo —1 e 1 subsolucgao e

supersolugao respectivamente.
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Teorema 5.4. O problema (5.3), dado por:
u” + a(z)(u — [uP'u) = 0 para x € (—o0,00), u(£oo) = +1 e v/(£o0) =0
tem sob as condigoes

1. d'(x) < 0 para quase todo x > 0,

2. a(o0) >0,
uma unica solugdo, que € uma fungdo impar e estritamente crescente.

Demonstracao: Seja (T),)neny uma sequéncia mondtona tal que 7,, —» oo e consideremos

o problema (5.6) no intervalo (—7,,,7},,), ou seja,
u” + a(z)(u — [uP'u) = 0 para z € (=T, T},) e u(£T,) = £1. (5.16)

Pelo Lema 5.3, o problema acima possui uma tnica solugao que é uma funcao impar e
crescente. Vamos denotar essa solu¢do por u,(z). Como visto nas demonstragoes dos

lemas anteriores temos que |u,(x)| < 1, assim temos
[un ()] = la(@) (un — Jun P )| = |a(@)]- 1 (2)]-]1 = Jua ()] < C (5.17)

para todo x € (=T, T,) uniformemente em n € N.

Como uy,(x) é crescente, por (5.17) temos
|ul,(z)| < C para todo x € (—=T,,T,) uniformemente em n. (5.18)

De fato, observe que se u/ (z) se tornasse grande para alguns valores de z, entdo, por
(5.17), ul (x) ficaria grande em um longo intervalo, o que contradiz a variacao total de
un () que é 2.

Usaremos agora um processo diagonal no qual existe uma funcao u(x) € C?*(—o0, +00) tal
que ao longo de subsequéncias da sequéncia de solugoes (u,(z))nen apresentadas acima

temos, para todo x € (—o0, +00),
Up, () — u(x) e ul, — u'(z) (5.19)

convergem uniformemente em intervalos limitados, onde u(z) é uma solugao de (5.3).

Seja (u,, ) uma subsequéncia de (u,) que converge em [—T3,T;]. Consideremos esta
subsequéncia em [—T5, Ty] e escolha uma subsequéncia adicional (u? ) de (u,, ) que converge
uniformemente em [—T5, T5]. De forma andloga, consideremos uma subsequéncia (uik) de
(uz,) que converge uniformemente em [—73, T3]. Vamos repetir esse processo para todo n

1 2 3

e tomar uma sequéncia diagonal (uy, ) formada por (u,, ,u;, ,u,.,---). Como a sequéncia

diagonal ¢ uma subsequéncia de (uﬁk) para qualquer p > 1, temos que ela converge
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uniformemente em qualquer intervalo limitado para uma funcao u(z). Expressando ka

da equagao (5.16) temos
2

Uy, = a(I>unk<|unk|pil - 1)

"
ng

!/

n,) convergem uniformemente em

Dai, concluimos que a sequéncia (u! ) e também (u
intervalos limitados.

Escrevendo

Uny, (ZL’) = /_xn (l’ - g)u;;k (g)dg + (I’ - Tnk—1)u;zk(_Tnk—1) + unk(_Tnk—l)

k—1

podemos concluir que u(z) € C*(—00,00) e que u), — u” uniformemente em intervalos
limitados.

Vamos agora mostrar que existe uma constante Cy > 0 tal que
u,, > Cp uniformemente em n. (5.20)

Para isso, consideremos a funcao "energia" quando > 0 (onde u,(z) > 0) dada por

1. u?  ourtt
E(z) = ~u? el 5.21
(z) 2un+a<sc>(2 pﬂ) (5.21)
Derivando a equacao acima temos
w2 ouptt
/() = i ol (@) | G = ) ), — ) =
Y
=, (u + a(x)(u, —ul)) + d' () 7” - pi ik
= 0 por (5.6)
Assim,
u? ubt1
E'(z) =d —- - = <0 5.22
(x) a<x>(2 p—i—l) , (5.22)

p+1 2

L <%devidoaofatodeO<un<1ep>1.
+1 2

pois a’(x) <0 e
p

Dessa forma,

E(0) = ;u;?(o) +a(0) (URQ(O) - U?Jr(f )) B ;“3(0)

visto que u,(0) = 0, uma vez que u,, é solugdo do problema (5.7) e,

2(T,) UZ“(Tn)) _
2 p+1

11
— (T, Ty =—-—— .
2“"(")+M(2 p—l—l)
0
N— ———

>0
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Vimos em (5.22) que a fungao "energia' é decrescente, e por hipétese temos também que
a’(0c0) < 0 para quase todo = > 0, logo

p—1

CTTESAE (5.23)

Assim, por (5.23) e (5.20) temos que u(z) # 0.

Por (5.19), segue que u, (x) > 0. Como —1 < u(z) < 1, temos que mgrinoo u(z) existe, e a
tnica possibilidade é que ele seja +1, uma vez que a(oc) > 0, pois u”(x) deve ser pequeno
para x grande. Como u(x) nao decresce, segue que im u'(z) = 0.

Note que u(x) estd aumentando estritamente, pois, caso contrario, teriamos u/(zg) = 0
para algum xy > 0, e entdo, integrando a equagao (5.3) sobre (zg,00) teriamos uma
contradicao.

Passando agora para a unicidade, seja v(x) uma outra solugao do problema (5.3), ou seja,
v" + a(x)(v — [v|P"tv) = 0 para x € (—00,0), v(£oo) = 1 e v/(£oo) =0. (5.24)
Temos 4 possiveis casos:

1. Suponhamos agora que u(z) e v(z) se interceptam pelo menos duas vezes em
[0,00), ou seja, podemos encontrar 0 < z; < zy < oo, de tal forma que

u(zy) = v(xy) = uy, u(wy) = v(we) = ug € u(x) > v(r) em (1, x2).

0 i

Figura 6 — Esbogo de u(x) e v(x).
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Integrando (5.12) sobre (z1, 23) temos
/12 a(x)uv(vPt — uP ) dx + /3:2 (u'v)'dz — /m (v'u)'dz =0,
o1 1 1
ou seja,
/I2 a(x)uv (VP —uP N dr 4! (22)v(ze) = (21)v(21) =0 (22)u () +0' (21 )u () = 0.
o1
Reescrevendo temos
/:2 a(@)uv(vP™! — P dz + ugu! (z2) — wrw (21) — ugv' (z) + uyv' (1) = 0,
e consequentemente

/:2 a(@)uv(Pt — P dw + up (v (22) — V' (22)) — up (v (z1) — V' (1)) = 0,

1

que é uma contradicao, pois u'(z1) > v'(x1) e u/(z2) < v'(x2).

. Suponhamos agora que u(x) e v(z) se interceptam uma tnica vez em [0, o), digamos

em xy, ou seja, u(xy) = v(xy) = u;. Integrando (5.12) sobre (z1, R) temos:
R R R
/ a(x)uv(wPt — P Ndr 4+ | (u'v)dr — / (v'u)'dz = 0.
Reescrevendo a equagdo acima, segue que
R
/ a(x)uv(vP ™t —uP Y dr +u' (R)v(R) —/ (1)v(z1) —v'(R)u(R) + ' (x1)u(x;) = 0.
Portanto,

/xR a(x)uv(v?~! — uP)dz + v/ (R)v(R) — i (z1) — v'(R)u(R) + uv'(z1) = 0.

1

Quando R — oo temos:

R
0< it/l/(v’(:vl) — /(1)) +I%irn /m a(x)uv(vPt —uP ) dr = 0,

— 00 1

>0 <0
<0

o que ¢ uma contradicao.

. Admitamos que u(z) e v(x) possuem apenas pontos negativos de interse¢do. Como
u e v sdo fungdes impares temos que u(x) = —u(—z) e v(x) = —v(—x), que também

sao solugoes de (5.3). Dai, podemos fazer o mesmo que foi feito nos casos anteriores.

. Suponhamos agora que u(x) e v(z) nao se interceptam. Integrando (5.12) sobre
(—R, R) temos

R

/R a(x)uv(P™t — uPdr + /Z(u’v)’d$ — / (v'u)'dz = 0.

-R —-R
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Portanto

/R a(z)uv(vP ! —uP N dr = —u'(R)v(R)+u' (—R)v(—R)+v'(R)u(R)—v' (- R)u(—R).

-R

Usando o fato de que a derivada de uma fungao fmpar é uma funcao par, temos que
u'(—R) =u'(R) e v'(—R) = v'(R), dal segue que

/_}; a(r)uv(v?! —uP Ndr + v/ (R)v(R) + v/ (R)v(R) — v'(R)u(R) — v'(R)u(R) = 0,

ou seja,

/R a(x)uv (Pt — uP1)dx + 2u' (R)v(R) — 20 (R)u(R) = 0.

-R

Fazendo R — oo temos:

R

0 < lim a(x)uv(vPt —uP ) dz = 0,
R—o J_R

o que é uma contradicao.

Portando, u = v, e assim concluimos que o problema (5.3) possui uma tnica solucao, que

¢ uma funcdo fmpar e estritamente crescente.

Corolario 5.5. Considere o sequinte problema

"+ a(z)(u—uP) =0 para z € (0,00), u(0) =00, u(co) =1eu'(c0) =0, (5.25)
com a(z) € C'[0,00) satisfazendo:

1. d/(z) <0 para quase todo x > 0,

2. a(o0) >0

e p um numero real tal que p > 1.
Entao, o problema (5.25) tem uma unica solugio positiva, que é uma funcao estritamente

crescente.
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6 UM PRINCIPIO DO MAXIMO PARA SISTEMAS ELIPTICOS

Inicialmente vamos nos recordar que um dominio é um subconjunto 2 de IR™ aberto

e conexo. Esse dominio serd de classe C* quando sua fronteira ¢ um grafico de uma funcao

de classe C*.

Seja Q um dominio limitado em IR¢. Consideraremos o sistema de m equacdes com

m fungoes nio conhecidas u!(x),u?(z),. .., u*(z),
d m
Z aij(x)ufj + Zbkg(x)ug = fi(z,u), z€Qek=1--- m, (6.1)
ig=1 —1
com uij = 851-2(;;]- .

Consideremos também que para alguma constante 6 > 0 tem-se

d
> aij(2)&&; > 0|¢|)? para todo x € Q e € € R™ (6.2)
ij=1

Vamos denotar u(x) = (u'(x),u*(x),...,u™(z)) por v = (u',u? ..., u™), onde

Tr = (l‘l,zz,...,ib‘d).

Nao iremos estabelecer nenhuma suposicao em relacao a suavidade das fungoes

aij(r), bre(z) e fir(z,u), porém iremos assumir que (6.1) possui uma solugio u* € C%(1).

7

1
Teorema 6.1. Seja B = [byy(z)] uma matriz de ordem m. Suponhamos que 5(3 + BT) ¢é

semidefinida negativa, ou seja,

> be(z)uFu’ <0 para todo u € R™ e x € Q. (6.3)
ke f=1

Consideremos também

fr(z,u)u* > 0 para todo u € R™ e x € Q, (6.4)

NE

k=1

e que, para cada x € S pelo menos uma das desigualdades acima ((6.3) ou (6.4)) € estrita.

Entdo |u(z)]* =" (u")*(z) ndo possui ponto de mdzimo dentro de Q.
k=1

Demonstracgao: Denotaremos
g(x) = [u(@) = (u(z), u(@)) = (u'(@)*+ (@ @) +. ..+ @" (@) = u" +u> +. ™,
e seja zo € 2 um ponto de maximo de g. Calculando ¢;;(x) temos

¢i(z) = 2utu} + 2uPul + ...+ 2u™ Ut =



gij(x) = 2u]1u11 + 2u1ui1j + . 2ul g+ 20" =

k=1

i,7=1
Observemos que, calculando (6.1) no ponto xg, temos

d m
Z az’j(l’o)ufj + Zbke(l’o)ué = fk:(xo,u)7 k=1,---,m.

i,j=1 =1

Multiplicando por wug, obtemos

d m
i,j=1 =1

Somando (6.6) e (6.7) temos

m d
ZZ@U xo)u; uk—i-Zbkgxo uluf =

k=11,7=1 k=1 k

fr(zo, w)u® .

NE

Il
—

Y

(%) < 0 por (6.3) 0 pOT (6.4)

Como x( é ponto de méaximo de ¢(z), segue que

i (o) ZQU (zo)u xo +22u To)u f]mg ZQU To)u ,’fj(xo).
k=1

i,j=1 k=1

=0
Voltando na parcela (*) da equagdo (6.8), temos

d

> aij(0)gij(wo) = 0,

,j=1

e por (6.2) tem-se
d
> CL,’j(IEQ)U?U? > f|vuF|> > 0.
ij=1

Concluimos assim, usando (6.5) que

m d
> ag(@o)us;(zo)u” (x0) < 0.
k=11,5=1

Novamente, multiplicando (6.1) aplicada em z( por uj obtemos

m d
ZZ(IUZE()UU—FZZ)]JJJ()UU —kax(), u)u

k=114j5=1 k=1

< 0 por (6.12) < 0 por (6.3) > 0 por (6.4)

o6

(6.5)

(6.6)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

que ¢ uma contradi¢do pois, pelo menos uma das desigualdades (6.3) ou (6.4) ¢é estrita.
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Logo, |u(x)|* ndo possui ponto de maximo dentro de €.

Corolario 6.2. Suponhamos que as condigcoes homogéneas de Dirichlet sdo impostas
uF(z) =0 para z € 0Q, k=1,2,...,m. (6.14)
Entdo, caso exista, a solugdo trivial é a unica solugao possivel de (6.1) e (6.14).

Observagao 6.3. Se solugoes nao-negativas de (6.1) forem consideradas, ou seja, solugies

nas quais u*(x) >0 para todo x € Q e k =1,2,...,m, entdo (6.4) decorrerd da condigio

fe(z,u) >0 para todo w € R, k=1,2,..., mex € Q.
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7 APENDICE

Neste apéndice, sao apresentados alguns resultados utilizados durante todo o
trabalho.

7.1 TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA
Definicao 7.1. Um espaco vetorial X é um espaco de Banach se X € um espaco vetorial

normado e completo.

Definigao 7.2. Seja X um espago de Banach e ¢ : X — IR uma funcdo de classe C1.
c € IR é um valor critico de ¢ quando existe uy € X tal que p(ug) = c e ¢'(ug) = 0.

Denotaremos o conjunto dos pontos criticos de ¢ da sequinte forma
K.={ue X;¢'(u)=0e pu)=c}

Definigao 7.3. Consideremos ¢ € CY(X, IR). ¢ satisfaz a condi¢io de Palais-Smale (PS)
quando toda sequéncia (up)nen C X tal que p(uy,) € limitada e ¢'(u,) — 0 possui uma

subsequéncia convergente.

Lema 7.4 (Lema da Deformagao). Seja ¢ € CY(X, IR) satisfazendo a condi¢io de Palais-
Smale. Suponhamos que ¢ € IR ndo é um valor critico de ¢, entdo, para todo € > 0
suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que, para qualquer u € X e
t €10,1] temos:

(1) 7(0,u) =,
(ii) n(t,uw) = u para todo u & ¢~ [c — 2¢, c + 2¢];
(i) (1, ¢°=) C

@iv) n(t,:) : X — X € homeomorfismo.

Demonstragao: Veja [4], pagina 22.
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R
X/ .

Qp=c+ 2

/U
S—

0=
p=c-k
p=c=1%

Figura 7 — Ilustracdo do Lema da Deformagao.

Teorema 7.5. Seja X um espago de Banach, ¢ € C*(X, IR) um funcional satisfazendo a
condi¢io de Palais-Smale. See € X e 0 <r < |le|| € tal que

a =max{p(0),p(e)} < inf p(u) = b, (7.1)

[|ul|=r
entao

¢ = inf sup p(y(t))
€T te(0,1]

¢ um valor critico de @ com ¢ > b, onde I' € o conjunto dos caminhos que unem os pontos
0 ee, ou seja,
I'={y € C([0,1], X); 7(0) =0e (1) =e}.

Demonstragao: Inicialmente observemos que ([0, 1]) N 9B, é ndo-vazio para qualquer
v € T pois, por hipétese, v(0) =0, y(1) =ee 0 <7 < |e].
Assim temos

>b=1
g‘%w(v(ﬂ)_b inf o,

de modo que ¢ > b.
Suponhamos que ¢ nao seja um valor critico. Entao, pelo Lema da Deformacao enunciado

b—a
acima existe € > 0 tal que 0 < e <

tal que
n(t,u) =u seu ¢ o (lc—2ec+2¢), t€[0,1], (7.2)
(Lembrando que a < b por (7.1) e n € C([0,1] x X, X)) e

(L") C . (7.3)
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Figura 8 — Ilustragdo do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, pela definicao de ¢ como sendo o infimo em I', podemos escolher v € T" tal que

< 4
gﬁﬁ¢ﬁ@»_6+& (7.4)

e definir o caminho 4(t) = n(1,~(¢)).

Por (7.2) e o fato de que 2¢ < b — a, temos que 4 € .

De fato, 4(0) = 0 e (1) = n(1,e) = e uma vez que ¢(0), p(e) < a < b— 2.
Mas (7.3) e (7.4) nos garantem que

) <
%%¢W@Lﬁ £

o que contradiz a definicao de ¢. Portanto, ¢ é um valor critico de ¢.

|
7.2 TEOREMA DE COMPARACAO DE STURM
Teorema 7.6. Sejam u e v solugoes reais nao triviais de
(p(x)u') + g(z)u =0 e (7.5)
P@)V) + @i (z)v =0, (7.6)

onde p, p', q e q1 sao continuas, p(x) > 0 e ¢1(x) > q(z) para todo x € IR. Se r1 < 9
sao zeros consecutivos de u entdo v se anula pelo menos uma vez em (x1,xs), a MeNOS

que nesse intervalo tenhamos q(x) = q1(x) e v(x) = ku(x), k € R.

Demonstracao: Veja [16], pagina 104.
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7.3 PRINCIPIO DO MAXIMO

Teorema 7.7. Suponha que u € C*(Q) satisfaca v = 0. Se 2 € conezo e existe um ponto
xg € Q tal que u(xg) = max entdo u € constante. Em outras palavras, uma fungdo tal

que v = 0 nao pode assumir um mdzximo no interior a menos que ela seja constante.

Demonstragao: Veja [2], pagina 104.

Teorema 7.8. Seja 2 C IR™ um aberto limitado. Seja L um operador estritamente eliptico
tal que ¢ < 0.
Se Lu > 0 em Q, entao

maxu < maxu’.
Q o0

Q
Se Lu <0 em Q, entao

minu > minu- .
Q o0

Consequentemente, se Lu = 0 em €2, entao

max |u| = max |u.
Q o0

Demonstracao: Veja [2], pagina 137.

Teorema 7.9 (Principio do Maximo Forte). Seja Q C IR™ um aberto. Seja L um operador
estritamente eliptico tal que ¢ = 0. Suponha que u satisfaz Lu > 0 [Lu < 0] em . Se u
atinge o seuw mdzimo [minimo] no interior de ), entao u é constante.

Se ¢ <0 e u atinge um mdximo nao-negativo [minimo nao-positivo] no interior de €2,
entdo u € constante.

Independentemente do sinal de ¢, se u atinge um mdximo igual a 0 [minimo igual a 0] no

interior de §2, entdo u € constante.
Demonstragao: Veja [2], pagina 140.

7.4 SUBSOLUCOES E SUPERSOLUCOES

Consideremos o seguinte problema unidimensional de valor de fronteira

{ Lu(r) = q(r) f(u), v € (0,1) (7.7)

W' (0) =0, u(l) = a,

com Lu = (pu')’, sendo:

(i) p e q sao fungoes continuas em [0, 1] e positivas em (0, 1];
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N T _
(ii) }nlil(l]p(r)/o q(s)ds = 0.

Defini¢ao 7.10. A fungio u € C°([0,1]) € uma subsolugio do problema (7.7) se satisfaz

{Lu q(r) f(u) [01]

I/\ﬂ

(u),
'(0) <0, u(1)

Uma fungio u € C°([0,1]) é uma supersolugio do problema (7.7) se satisfaz

I
|/\

Lu < q(r)f(u), r€0,1]
7(0) >0, a(1) > a.

Teorema 7.11. Suponhamos que f seja uma funcao lipschitziana crescente. Sejam u e @
subsolugao e supersolugio de (7.7), com u'(0) =0 =u'(0). Entao (7.7) possui uma inica

solugdo u tal que u < u < .

Demonstracao: Veja [10], pagina 13.

Definig¢ao 7.12. A wariagio total de uma fungio f: D — IR em um intervalo |a,b] C D
¢ dada por
U‘”’[mb}(f) = SUPZ | f(zs) — foi1)].

As variagoes positivas e negativas de uma fungio f: D — IR em um intervalo [a,b] C D

sdo definidas, respectivamente, como

varﬁg,b}(f) = SUP(X; |f(@:) — fzi)] e
+

Ua?“[;,b}(f) = SUPZ (@) — fziza)].
)

Em todos os casos o supremo é tomado sob todas as possiveis particoes xy,xs,... do
intervalo [a,b], (+) significa para todo i tal que f(x1) > f(x;_1) e (=) significa para todo i
tal que f(x1) < f(z;i1).

7.5 PROPRIEDADES ELEMENTARES DA TOPOLOGIA FRACA
Seja X um espago normado e X’ o dual de X. Considere a familia
§={f:X—R; feX}=X
Definigao 7.13. A topologia fraca de X € a topologia o(X, X') em X induzida por X'.

Teorema 7.14. Seja (z,) uma sequéncia de um espago normado E. Temos

(i) x, = x em o(E,E") se, e somente se, (f,x,) — (f,x), ¥V f € X';
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(ii) Se x, — x fortemente, entdo x, — x fracamente em o(E, E');
(iii) Se x, — = fracamente em o(E, E'), entdo ||z, || € limitado e ||z| < liminf||z|;

(iv) Se x, — x fracamente em o(E,E") e se f, —> [ fortemente em E', ou seja,

[fn = fller — 0, entao (fn, 2n) — (f, ).
Demonstragao: Veja [3], pagina 53.
7.6 OS ESPACOS L,
Definigao 7.15. Seja 1 < p < co. Assim definimos
L,(Q) ={[u]; u:Q — IR éuma funciao mensuravel & Lebesgue e /Q|u(t)|pdt < oo}
como sendo o espaco das classes de fungoes p-integrdveis.

O espago vetorial das classes de funcoes p-integraveis definido acima, é um espago

normado e sua norma ||-||, : L,(£2) — IR é definida da seguinte forma

lullz, = (/Q|u(t)|pdt)p.

Teorema 7.16 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma

sequéncia de fungoes de L'. Suponhamos que

(i) fu(x) — f(x) quase sempre em Q) ;

(ii) Erxiste uma fungdo g € L' tal que, para cada n temos |fn(x)| < g(x) quase sempre

em €2.
Entio f € LY(Q) e || fn — fllz: — 0.

Demonstragao: Veja [3], pagina 84.

Teorema 7.17. Seja (f,) uma sequéncia em LP e f € LP tal que || f,, — f|lo» —> 0. Entdo

existe uma subsequéncia (fn,) tal que

(i) fn, — f(x) quase sempre em Q;

(77) | fn,| < h(x) para todo k e quase sempre em ), com h € LP.

Demonstragao: Veja [3], pagina 91.
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Teorema 7.18 (Teorema da Representagao de Riez). Seja 1 < p < 0o e seja ¢ € (LP)'.

Entdo existe uw € L¥ tal que

o(f)= (o) = [uf, ¥ fer,

Além disso temos

lullz, = llelle,y-
Demonstragao: Veja [3], pagina 95.

Teorema 7.19 (Desigualdade de Holder parap > 1). Se f € L eg€ L9, ondep>1 e

q= . temos
17
[ 1£gldi < £l gl

Demonstragao: Veja [8], pagina 80.
7.7 O ESPACO W*»(Q)

Defini¢ao 7.20. Um vetor da forma o = (a1, s, _a,) onde cada componente o; é um

77777

inteiro ndo-negativo é chamado de multi-indice de ordem |a] = oy +ag + ... + .

Definicao 7.21. Dado um multi-indice o definimos

ol (z)

Douz) = —0
T = G e

Definicao 7.22. O espaco de Sobolev
WHP(Q)

consiste em todas as fungoes u : Q) — IR tais que, para cada multi-indice o com |a| < k,

D*u eziste e pertence a LP(S).

Observagao 7.23. Se p = 2, geralmente escrevemos
H* Q) =W*(@Q) (k=0, 1, ...).

A letra H é usada devido ao fato de H*(QY) ser um espago de Hilbert. Note que
HO(Q) = L*(9).

Definigdo 7.24. Se u € W*P(Q), definimos sua norma da sequinte forma:

(Y [1DmuPdn)t (1< p < o)

o<k
> esssup | D%l (p = o0).

o<k

HUHW’W(Q) =
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7.8 TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI

Definicao 7.25. Seja E um conjunto de funcoes f : X — IR, todas com o mesmo
dominio X C IR. Dado xy € IR, diremos que o conjunto E é equicontinuo no ponto xg

quando, dado arbitrariamente € > 0, existir 6 > 0 tal que

reX, |[x—xo| <0 = |f(x) — f(xo)| < e qualquer que seja f € E.

Um fato importante sobre a definicao acima é que, além de todas as fungoes f
serem continuas no ponto g, o valor de ¢ escolhido a partir do € dado é o mesmo para

todas as fungoes f do conjunto F.

Definigao 7.26. Dizemos que (f,) € uma sequéncia equicontinua no ponto xg € X quando
é

o conjunto E = fi, fa, ..., fn,... € equicontinuo no ponto x.

Definicao 7.27. Um conjunto E de funcoes f : X — IR € simplesmente limitado
(ou pontualmente limitado) quando para cada v € X existe um nimero ¢, > 0 tal que
|f(z)| < ¢, para toda f € E.

Definicao 7.28. Um conjunto E de funcoes f : X — IR é uniformemente limitado
quando existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < c para toda f € E ex € X.

Definicao 7.29. Uma sequéncia (f,) é simplesmente (ou uniformemente) limitada quando

o conjunto {f1, fa,...} for simplesmente (ou uniformemente) limitado.

Teorema 7.30 (Arzeld-Ascoli). Seja K C IR compacto. Toda sequéncia equicontinua e
simplesmente limitada de funcoes f, : K — IR possui uma subsequéncia uniformemente

convergente.

Demonstragao: Veja [14], pagina 412.
7.9 IMERSOES

Defini¢ao 7.31. Seja E um subespago vetorial normado de um espago normado F (ou
seja, a norma em E ndo precisa necessariamente ser a norma induzida de F'). Dizemos
que a inclusao E C F' é uma imersao continua se a aplicacdo inclusao [ : E — F definida
por Ix = x for continua. Denotamos este fato por E — F.

Se, além disso, a aplicagio inclusdo for compacta, dizemos que a imersio E — F €

compacta.

Como a aplicagao inclusao é linear, o fato de existir uma imersao E — F' é equivalente a

existéncia de uma constante C' tal que

|z||r < C||z||g para todo z € E.
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Teorema 7.32. Seja I C IR. Entdao existe uma constante C' tal que
ull gy < Cllullwremy, ¥ ue W (I), V1<p<oo,

em outras palavras, temos uma imersio continua W?(I) < L*>°(I) para todo p em [1, ).

Além disso, quando I € limitado temos as sequintes imersoes compactas
Whe(I) — C(I), para 1 < p < o0,

WY (I) < LYI), para 1 < q < oco.

Demonstracao: Veja [3], pagina 205.
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