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1 Resumo

Neste trabalho nosso objetivo é construir teorias nao-Abelianas a partir de
teorias Abelianas. Para realizar esta tarefa foi utilizado o método de Faddeev-
Jackiw conhecido na literatura como formalismo simplético. O caminho para
obter essas teorias é modificar as teorias originais Abelianas a fim de intro-
duzir convenientemente a algebra nao-abeliana. Desta forma obtivemos duas
teorias nao-abelianas, as teorias de Yang-Mills SU(2) e SU(2) ® U(1). O
ponto de partida foi a teoria de Maxwell para o eletromagnetismo U(1) que é
abeliana. Embora estes resultados sao muito bem conhecidos, a idéia é usar
o método de Faddeev-Jackiw para realizar isso. Em outras palavras, estes
resultados mostram uma nova interpretacao e um novo procedimento para o
método.

Palavras-chave: teorias nao-abelianas. teorias de Yang-Mills. formalismo
simplético.



2 Abstract

In this work our objective is to construct nom-Abelian field theories starting
from well-known Abelian ones. To accomplish this task we used the Faddeev-
Jackiw method so-called in the literature as the symplectic formalism. The
path to obtain this non-Abelianity is to modify the original Abelian theo-
ries in order to introduce conveniently the non-Abelian algebra. In this way
we obtained two non-Abelian theories, i. e. , the SU(2) and SU(2) ® U(1)
Yang-Mills theories. The starting pont was the Abelian U (1) Maxwell eletro-
magnetic theory. Although these cost results are very well-known, the idea
is to use the Faddeev-Jackiw method to carry out it. In other words, these
results show a new interpretation and a new procedure for the method.
Keywords: nom-Abelian field theories. Yang-Mills theories. symplectic for-
malism.



3 Introducao

A simetria em um sistema fisico é caracterizada pela invariancia deste
com relagao a possiveis transformagoes. Matematicamente isto significa uma
invariancia da lagrangeana do sistema com relacao as transformacoes no
espago-tempo ou nos campos que descrevem esse sistema. Uma translacao
espacial, por exemplo, que deixa a lagrangeana invariante, estabelece sobre
o sistema uma simetria de translacao. Ou seja, o sistema continua o mesmo
do ponto de vista de diferentes pontos do espaco.

Existem em geral dois tipos de simetria: as simetrias globais e as simetrias
locais. As simetrias globais estao associadas a transformacoes dos campos
que atuam da mesma forma em todos os pontos do espago-tempo, enquanto
que as simetrias locais estao associadas as transformacoes dos campos que
atuam de forma distinta em diferentes pontos do espago-tempo. Uma teoria
com simetria local é dita uma teoria de calibre.

Uma teoria com simetria global pode ser reformulada a fim de apresentar
uma simetria local. A técnica convencional para se fazer isso é por meio da in-
trodugao de campos auxiliares (campos de calibre) via derivadas covariantes!
de tal forma que a simetria seja mantida.

Como exemplo de teorias de calibre, discutiremos a respeito dos campos
eletromagnéticos, ligados a simetria U(1), e campos de Yang-Mills, ligados
a simetria SU(2). Discutiremos sobre a obtengao dessas teorias por meio da
introducao de campos de calibre via derivadas covariantes.

No entanto, o objetivo real desse trabalho é apresentar um método al-
ternativo para a obtencao de teorias nao abelianas em teoria de campos.
Este método é baseado no chamado formalismo simplético e consiste nas
seguintes etapas: os campos abelianos originais sao mudados com o intu-
ito de introduzir uma algebra nao abeliana; o formalismo simplético é entao
implementado e a simetria de calibre é introduzida.

Mostraremos como obter teorias de Yang-Mills SU(2) utilizando-se desse
método e em seguida obteremos teorias SU(2) @ U(1).

Muitos dos céalculos desse trabalho sao extensos e complicados e sua local-
izacao dentro dos textos os tornam cansativos e tiram a atencao do objetivo
principal do trabalho que é o de discutir o método e sua aplicacao. Portanto
preferimos deixar muitos desses calculos nos apéndices, deixando sempre claro

LA expressdo derivada covariante diz respeito & expressdo que substituird a derivada
ordindria J,, e que seréd responséavel por deixar a lagrangeana invariante.



quando isso for feito e sua localizacao.



4 Simetrias globais

Consideremos uma teoria qualquer formulada em termos de campos ¢“e
que descreva um determinado sistema fisico (a teoria de Maxwell para o
eletromagnetismo, por exemplo). Suponhamos que essa teoria admita uma

lagrangeana £ (¢*,0,¢%)2.

Consideremos agora que nosso sistema fisico seja descrito em termos de
novos campos ¢’ deslocados dos campos originais ¢ por uma distancia
muito pequena que chamaremos A¢?. A andlize ocorrerd num ponto do
espaco-tempo 2’ deslocado do ponto inicial z# também por uma distancia
muito pequena que chamaremos dx*. Podemos dessa forma representar as
novas coordenadas espago-temporais e os campos pelas respectivas trans-
formagoes infinitesimais:

ot =gt 4 dat (4.1)

0" (") = ¢ (2) + Mg (). (4.2)

Os simbolos § e A significam ambos variagoes de certas quantidades mas, no
entanto, possuem significados ligeiramente diferentes. O simbolo d denota
uma variacao na forma da quantidade sem que seja necessario variar seu
argumento, ou seja, d¢(x) = ¢’ (x) — ¢(x). Por outro lado o stmbolo A
denota uma variagao mais geral, onde tanto a forma quanto o argumento de
uma certa quantidade variam, ou seja, A¢?(z’) = ¢?'(z') — ¢*(x). Para
que possamos encontrar uma expressao para a variagao A usaremos o fato
de que nossas transformacoes sao infinitesimais. Dessa forma temos que:

oV (z') = ¢ (x) + 00" (x) 0z + ...

= oM (x) + 0, [0 (2) + 6™ ()] 62 + ...

= ¢ (z) + 0,0” (z) 62" + ... (4.3)

Comparando as expressoes (4.2) e (4.3) chegamos entdo a expressao para a
variacao A que é dada por:

20 fndice A indica qualquer tipo de indice de Lorentz, ou seja, ¢ pode representar
um eascalar, tensor ou spinor.



A¢? (z) = 5¢* (2) + 0,0" (2) o2t (4.4)

Vamos agora supor que as transformagoes para as coordenadas e campos
dadas por (4.1) e (4.2) possam ser expressas em termos de um conjunto finito
de parametros € tal que:

dat = xH(x)e (4.5)

561 () = T (2.6 ().0,6"(x)) €. (4.6)

Consideraremos apenas transformagoes cuja forma de atuagao nao dependa
das coordenadas espago-temporais, para isso suporemos uma independéncia
dos parametros €* com relagao as coordenadas do espaco-tempo.

Surge nesse momento uma questao: que informacoes consigo obter apenas
exigindo que a fisica do sistema seja a mesma quando descrita por campos ¢
ou quando descrita por ¢'? Esse fato caracteriza sobre o sistema uma sime-
tria, e é conseguida garantindo-se a invariancia da lagrangeana com relacao
as transformacgoes para os campos.

No caso de transformagoes dadas por (4.5) e (4.6), exigir que a fisica seja
a mesma em termos dos campos ¢? e ¢’ pode ser traduzida na seguinte
expressao:

£ (6%0,6") = £ (6V.0,6") + 9, N* (47)

onde N* é um campo vetorial. Transformacgoes que conduzem a verificacao
da expressao (4.7) sao ditas transformacoes infinitesimais de simetria e a
simetria por de tras dessas transformacoes é dita uma simetria global.

Existem dois tipos de simetrias globais: simetrias espago-temporais e
simetrias internas. Como exemplo de simetrias espaco-temporais temos a
simetria de Lorentz que esta presente em teorias relativisticas. As sime-
trias internas estao relacionadas as propriedades da estrutura interna das
particulas elementares, tais como isospin, cor e estranheza.

Analizaremos de forma mais detalhada as simetrias internas. Para isso
consideremos que os campos tenham a forma ¢’ onde i toma os valores
1=1,...n.

As simetrias internas sao caracterizadas por nao apresentarem uma trans-
formagao nas coordenadas espago-temporais, mas apenas uma transformagcao
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nos campos. Dessa forma podemos reescrever as expressoes (4.5) e (4.6) que
tomam a seguinte forma:

U(@) = @) + 0y (x) (4.8)
onde
00 (w) = i(T*) gy (w)e". (4.9)
Aqui as matrizes T sao geradoras de uma algebra de Lie?, isto é,
[T T") =if*Te. (4.10)

As equagoes (4.9) e (4.10) determinam a forma da representacao de um grupo
de Lie.

Se a lagrangeana de uma teoria é invariante sob transformacoes da forma
(4.8) e (4.9) entao estas transformagoes sao ditas uma simetria interna. Dis-
cutiremos a partir desse momento alguns exemplos.

A teoria para o campo escalar complexo é utilizada para descrever particulas
massivas, carregadas e sem spin. Nessa teoria a lagrangeana tem a seguinte
forma:

L= 0,0 "0 —mPp o — V(o p). (4.11)

Essa lagrangiana é mantida invariante sob transformacoes do tipo:

o — ' = exp (iee)p (4.12)

onde e é uma constante e € é um parametro real. De fato temos que:

[,/ — 6M90*’8“g0’ —m290*’g0’— V(QO*IQD/)

= 0, [exp (—iee)p*] 0" [exp (ie€)p] — m? exp (—iee)p* exp (iee)p—

—V[exp (—iee)p™ exp (ie€)y]

3Para uma melhor compreensdo sobre grupos e dlgebras de Lie veja por exemplo (3).



= D "o —mP p — V(p*p) = L.

Esse fato caracteriza sobre o sistema uma simetria, e as transformacoes em
(4.12) indicam que essa simetria estd associada ao grupo U(1). Em linhas
gerais dizemos que o sistema apresenta simetria U(1).

O mesmo ocorre para a teoria dos campos fermionicos (campos de Dirac),
onde a lagrangeana tem a seguinte forma:

L = $in" 9,0 — mip). (4.13)

Esta teoria é utilizada para descrever férmions, que sao particulas que
apresentam spin, como por exemplo o elétron, proton ou néutron. Aplicando-
se transformacoes andlogas as dadas por (4.12) sobre os campos dessa teoria
temos que:

£/ = it 0~ miry

= [exp (—ie€)]| iv", [exp (iee)y)] — m [exp (—iee)y] [exp (ie€)y)]

= iy O — mpp = L.
Portanto temos também nesse caso uma simetria U(1).

Consideremos agora que nosso sistema seja composto por um préton e
um néutron. De uma forma geral essas particulas sao indistinguiveis den-
tro do sistema. Prétons e néutrons possuem massas distintas (938,3 Mev e
939,6 Mev respectivamente) embora muito préximas uma da outra, e pode-
mos portanto usar essa diferenca para identifica-los dentro do sistema. No
entanto essa pequena diferenca entre as massas de protons e néutrons é dev-
ido as diferentes propriedades eletromagnéticas que essas particulas possuem.
Desprezando os efeitos eletromagnéticos estaremos tornando essas particulas
indistinguiveis do ponto de vista das interacoes fortes. Esse fato indica no
sistema uma simetria nas interagoes fortes.

Como sabemos, prétons e néutrons sao férmions e, portanto, sao descritos
através da teoria para campos fermionicos mencionada anteriormente. Sendo
assim, a lagrangeana para o sistema pode ser escrita como:



L= &pi')/#aﬂpp - ml/_}pwp + &niﬁ/“a,uwn - mz/_znzbn (4.14)
onde o indice p faz referéncia ao préton e n ao néutron.

Como podemos observar, a lagrangeana em (4.14) apresenta uma simetria
com relacao a troca entre prétons e neutrons, caracterizando sobre o sistema
a indistinguibilidade dessas particulas. Sendo assim, podemos introduzir a

seguinte quantidade:
Uy )
= ) 4.15
¥ < o, (4.15)

Feito isso podemos entao pensar em 1), e 1, como sendo estados diferentes
de uma mesma quantidade, a qual chamaremos de nucleon. Em termos dessa
nova quantidade a lagrangiana dada por (4.14) pode ser reescrita como:

L = $in"dp — map. (4.16)

Dessa forma 1), corresponde ao autoestado de o3 (matriz de spin de Pauli)

com autovalor —|—% e 1, com autovalor —%. Devido a semelhanca com o

conceito usual de spin, dizemos que v, e 9, correspondem a diferentes estados
de isospin (falso spin) do nucleon. As matrizes v* estdo numa representagao
redutivel da seguinte forma:

= ( 70” 70“ ) . (4.17)

A lagrangeana em (4.16) se mantém invariante sob transformagoes do tipo:

Y — Y =exp (ze%>¢ (4.18)

onde € é um parametro real e o' sao as matrizes de Pauli. De fato temos
que:

L' =iy o’ —mp'yp!

= 1hexp (—iei%)m“ﬁu exp <iei%)w—
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—ma) exp (—iei%> exp (iei%)w

= Y9 —mipy = L.
A estrutura das transformacoes que estabelecem uma simetria em nosso

sistema estd ligada ao grupo SU(2). Dessa forma dizemos que esse sistema
apresenta uma simetria SU(2).
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5 Simetrias locais

Em nosso estudo sobre simetrias em sistemas fisicos consideramos, até o
presente momento, apenas as transformagoes de simetria ditas globais. Como
sabemos, essas transformacoes sao caracterizadas pela independéncia de seus
parametros com relacao aos pontos do espaco-tempo, ou seja, elas atuam da
mesma forma em todos os pontos do espago-tempo. No entanto, podemos
considerar outra categoria de transformacoes que nao sejam as de simetria
global mas que também caracterizem sobre o sistema uma simetria. Para isso
consideraremos transformacoes onde exista uma dependéncia de seus argu-
mentos com respeito aos pontos do espago-tempo. Chamadas transformagoes
locais de simetria, essas transformacoes podem atuar de formas distintas em
diferentes pontos do espago-tempo, caracterizando sobre o sistema uma sime-
tria dita local.

Por hipdtese, as simetrias de um sistema devem ser independentes da
evolucao desse sistema. Dessa forma, se um sistema apresenta uma simetria
global devido a um grupo qualquer (simetria interna SU(2), por exemplo),
¢ de se esperar que esta mesma simetria esteja presente também quando
formulada localmente. Esse fato constitui a base do chamado principio de
calibre.

As transformacoes de simetria local s@o também chamadas de trans-
formacoes de calibre. Uma teoria com uma simetria local é chamada uma
teoria de calibre.

6 Eletromagnetismo como teoria de calibre

Vimos anteriormente que a teoria para o campo escalar complexo é glob-
almente invariante sob transformagoes U(1). Iremos mostrar agora que essa
mesma teoria pode ser reformulada a fim de se tornar uma teoria de cali-
bre, ou seja, que apresenta uma simetria local. Para que isso seja feito nos
apoiaremos no principio de calibre.

Como transformacoes de calibre, as transformagoes U(1) para os campos
escalares complexos sao dadas por:

@ — @' = exp lie(x)]p (6.1)

onde €(x) é uma funcdo escalar real.
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Como desejamos estabelecer sobre o sistema uma simetria, devemos ter
uma invariancia da lagrangeana sob as transformagoes em (6.1), mas isso nao
acontece.

A lagrangeana do nosso sistema é dada por (4.11). E imediato ver que
os termos m%p*p e V(p*p) sao invariantes. A invariancia nao é conseguida
devido ao termo cinético d,p*0"p. De fato temos que:

auSOI = au{exp lie(z)]p}

= exp [i€e(2)]0up + i [Oue(x)] exp [ie(x)]e

Como podemos constatar, a segunda parcela da expressao acima faz com
que o termo cinético nao seja invariante, e portanto a lagrangeana também
nao sera.

Para contornarmos esse problema, vamos substituir a derivada ordinaria
0, por uma outra D, chamada de derivada covariante, tal que:

Dy — (Dyyp)" = explie(x)| Dug (6.2)

No entanto, para que seja possivel a transformagao indicada em (6.2),
precisamos introduzir um campo A,, chamado campo de calibre, tal que:

D, = 8, +ieA, (6.3)

e tendo A, a seguinte transformacao de calibre:

Aula) = AL(w) = Ayla) — 20,e(a). (6.4)

Como bem sabemos, uma transformacgao desse tipo deixa invariante a
teoria eletromagnética. Sendo assim, nada mais natural do que identificar o
campo de calibre A, como o potencial vetor do campo eletromagnético. Em
vista dessa analogia A, ¢ também conhecido como potencial de calibre.

O formato das equagoes (6.3) e (6.4) nos permitem escrever as trans-
formagoes dadas por (6.2). De fato temos que:

D,p — (Dugp)/ = (8N + ieAl:) o'



= (0, +ieA, — i0,6(x)) exp [ie(z)]¢p
= exp [ie(2)]0,p + 10,€e(x) exp [ie(z)]p+
+ieA, exp [ie(z)]p — i0,¢(z) exp [ie(z)]p
= exp [ie(x)] (9, +ieAy) ¢

— exp [ie(a)] Do

Sendo assim, o termo cinético que era dado por 0,¢*0"p passa a ser ex-
presso como D,¢*DHFp, e a lagrangeana que nao era invariante passa a se-lo.
Dessa forma a lagrangeana para os campos escalares complexos, invariantes
sob transformagoes de calibre dadas por (6.1) e (6.4) deve ser dada por:

L = D,p*D'p —m*p* o — V(p*p). (6.5)

Agora, devemos notar que o campo de calibre A, introduzido na teoria,
¢é uma variavel dinamica dessa teoria e, portanto, devemos acrescentar ainda
na lagrangiana dada pela expressao (6.5) um termo cinético L4 que esta
ligado a dinamica desse campo. Para que possamos construir esse termo
devemos obedecer algumas regras: em primeiro lugar, como termo cinético
relativo a A, esse termo deve envolver derivadas desse campo; em segundo
lugar, como parte da teoria, esse termo deve ser um invariante de calibre e
um invariante de Lorentz. Uma forma de construirmos este termo é fazendo
uso da derivada covariante. Para isso notemos que:

(D, D) ¢ = (0 + i) (O, + ieA,) p—
—(0y +ieA,) (0, +ieA,) ¢
= 0,0, +ied, A, +ieAd,p — A, A, p—
—0,0,p — ied, Aup —ieA,0up — > A AL

=ie (0,4, —0,A,) ¢ (6.6)

14



Definiremos a seguinte quantidade:

F,, =0,A, — 0,A, (6.7)

Como podemos observar, F),, apresenta invariancia de calibre. De fato:

F.'=0,A, —0,A,

1 1
=0, (AV - gaye) — 0, (AN - 28“€>

1 1
= Ay = 0,06 = 0, A, — ~0,0,¢

=0,A, —0,A,=F,

Portanto, nosso termo de energia cinética serd um invariante de calibre e
de Lorentz se for colocado na seguinte forma:

1
La=—7Fb" (6.8)

O coeficiente —i na equacao acima ¢ colocado para cumprir a exigéncia de

que as equacoes de Euler-Lagrange resultem nas equacoes de Maxwell.

Sendo assim, a lagrangeana mais geral possivel para nosso sistema ¢ dada
por:

* * * 1 v
L = D,p*D'p —mPp* o — V(p*p) — 1 Fw (6.9)

Essa lagrangeana descreve o acoplamento entre o féton e o campo escalar
complexo, conhecido como acoplamento minimo, obtido apenas por questoes
de simetria das transformagoes de calibre, introduzindo no sistema interagoes
eletromagnéticas.

O que foi exposto acima, ¢ um método para obtencao de teorias de cal-
ibre. Como exemplo da aplicacao desse método, utilizamos a teoria para o
campo escalar complexo para encontrar sua versao invariante de calibre, mas
o mesmo método poderia ser utilizado em outras teorias.

Para a teoria de campos fermionicos (campo de Dirac), por exemplo,
assim como no caso de campos escalares complexos, o método introduz no

15



sistema interagoes eletromagnéticas. O sistema que tem lagrangeana dada
por (4.13), em sua versao invariante de calibre terd a seguinte lagrangiana:

L = iy D) — miprp — iFM,,FW (6.10)

Esse método pode ser usado ainda para introduzir outras interacoes, que
nao as eletromagnéticas. O que muda de um caso para o outro é o grupo
de simetria. Podemos inclusive usar esse método para o caso de simetrias
ligadas a grupos nao abelianos como, por exemplo, o grupo SU(2).

De uma forma geral, uma teoria invariante sob um grupo de transformacoes
globais pode ser reformulada de tal forma que esta teoria seja invariante sob
o mesmo grupo de transformacgoes, mas com parametros locais. Este é um
resultado garantido pelo principio de Calibre.
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7 Teoria de Yang-Mills

Como bem sabemos, um sistema composto por dois fermions é uma teo-
ria globalmente invariante sob transformagoes ligadas ao grupo SU(2), ou
seja, apresenta uma simetria global SU(2)%. Devemos lembrar que as in-
teragoes eletromagnéticas entre essas particulas foram negligenciadas, e por
esse motivo temos tal simetria no sistema. O principio de calibre nos per-
mite reformular essa teoria tornando-a uma teoria de calibre. Faremos isso
seguindo o mesmo método utilizado no capitulo anterior, em que introduzi-
mos a interagao eletromagnética na teoria para o campo escalar complexo e
para os campos fermionicos.

Como transformagoes de calibre as transformagoes SU(2) para campos
fermionicos sao dadas por:

b = oxp |-ie' (@) [0 (1)

onde €(z) é uma fungao escalar real e o’ sdo as matrizes de Pauli.

A lagrangeana do nosso sistema, que é dada por (4.16), ndo se mantem
invariante sob as transformacoes dadas em (7.1). Isso se deve ao termo
Yiyt9,1p. De fato temos que:

a b

i 9" = P exp {iea(x)%} "0, exp [—ieb(fc)%] v

O’b

= 9 exp [ie“(x)%a} v exp [—z’eb(:v)?} %Cé?uec@)@b—i-

a b

+1) exp [ie“(x)%} iy exp l—ieb(x)%} 0,

_ _ g% “
= Yy O + Py O, ()
Como podemos observar, a segunda parcela da expressao acima nao per-

mite que o termo ¥iy*0,1 seja invariante. No entanto, a invariancia ¢ con-
seguida substituindo-se a derivada 0, pela seguinte expressao:

9 14 _a
D,=0,— Z§AMU (7.2)

“Introduzimos sistemas desse tipo analizando um préton e um néutron.
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onde g é uma constante de acoplamento.

A exigéncia de que o operador dado por (7.2) seja uma derivada covariante
implica que o campo A, deva se transformar de tal maneira que satisfaca a
seguinte equacao:

(D) = S(x) Db (7.3)
onde
S(z) = exp {—iea(x)%a} (7.4)

A partir das expressoes dadas em (7.2) e (7.3) podemos entdo encontrar
uma expressao para a transformagao do campo de calibre Aj. Trabalhando-se
o lado esquerdo da equacao (7.3) temos que:

(Duy)" = D,"y'
_ (a,t - i%AZ’a“) S(x )y
= 0,5(2) + S(x)du0 — igAZ’J“S(:U)w

— S() (au + 57 Y(2)9,8(x) — ng;’s-l(x)UGS(x)) " (7.5)

J& o lado direito da mesma equacao resulta em:

S(x) Dt = S(x) (au - z’%AZa“) " (7.6)
Comparando as expressoes (7.5) e (7.6) temos que:
(Du¢)/ = S<x)Du¢

$(@) (8 + S @)9uS (@) - i%AZ'S’l(:c)aaS(x» b=
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logo,

— g al og— a g a __a
S™H2)9,5(x) — Z§Au S Hz)o"S(z) = —2514“0

e, portanto:

]' al __a 1 a__aQ— Z —
EA“ = §S<£L‘)AHO' S Hzx) — 5(9#5(95)5 () (7.7)

Consideremos agora a forma infinitesimal de S(x) que é dada por:

S(z)=1- %e“(m)a“ (7.8)
Substituindo a expressao (7.8) na (7.7) temos que:

1 1 : :
§AZ ‘00 = 3 (1 - %e“(x)a“) AZOb (1 + %ec(as)ac) —

—éau (1 — %ea(x)a“) (1 + %eb(x)ab>

_1 _ " a a b b Z c c) i a a 1 b b
=5 (1 % (x)o )AMO' (1 + 7€ (1’)0) 29@6 (x)o (1 + 5€ (x)o

+- A% (z) [0%,0"] + AL (2)e ()0 00"

As matrizes 0% sao as matrizes de Pauli e, portanto devem satisfazer a
seguinte algebra de Lie:

Ua Ub . abca-C
|:7,5:| = 1€ 7 (79)
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Devemos nos atentar ainda ao fato de €*(z) ser uma quantidade infinites-
imal, e portanto podemos desprezar termos de segunda ordem ou maior.
Sendo assim temos que:

a a 1 a _a 1 a 1 aobc C a
A ‘00 = 2Aua —%8“6( x)ot +25 beeb(x r) Ao
e entao:
1
A% = AS — Eaue“(:c) + 5abceb(x)AZ (7.10)

Esse é portanto o formato para a transformacao do campo de calibre
Af, obtida apenas pela exigéncia de que a nova derivada D), que substitui a
derivada 0, seja invariante. Em termos da nova derivada D, a lagrangeana
serd escrita como:

£ = $in Do) — mi (7.11)

Devemos agora introduzir um termo cinético referente a dinamica do
campo Af. Esse termo deverd ser um invariante de calibre e invariante de
Lorentz. A fim de determinar tal termo consideremos a seguinte expressao:

[Dy, D] = <au — igAZUa> (31, — igAZUa> h—
o))
= a0 — 150, (ALo™) — 5 Ag0° O, - g I as Abto?

— 0,0, + z 9, (A%") + zg A0, + AGAZU%—%
2 2
= —if 0, L0 ) — i A0, — LA Aoty + T A A0t

(. A“—&A“)a“w—g—QA“Ab [0%,0"] ¢
9 \WHy vEtp 4 Y !

g g’ be b
—15 (0MA$ - QVAZ) o) — 135“ CA#Af/aa
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Sendo assim podemos escrever:

g a a
[D,,D,] = —Z§FW0 (7.12)
onde:
FS, = 0,A5 — 0,A% + ge™ AL A¢ (7.13)

I[sso nos sugere procurar nosso termo na seguinte forma:

1
Ly = _ZFWVFWV (7.14)
Devemos agora mostrar que o tensor Fj, deixa a lagrangeana dada em

(7.12) invariante. Para que isso seja feito devemos considerar sua varia¢ao
que é dada por:

a __ _abc b c
OFy;, = e e (x)Fy, (7.15)
Utilizando-se do formato de F, dado pela expressao (7.13) e de sua

variagao dada pela expressao (7.15) podemos enfim mostrar a invariancia de
calibre da lagrangeana (7.14). De fato temos que:

5‘CYM = ‘CYMA - ‘CYM
1 apv' ¢ 1 apy
- _Z_JLF H FCWV + ZF # Faul/

1 1
— _Z (Falw + 6Falw) (Fa,uz/ + 5Fa;w) + ZFaMVFa,uV

1 apy
= _§F H 5Fa,uzz
1 apv ~abc b c
= —§F e™e(x)Fy,

1 aoc aur C
— —55 be prap ijeb(:c) =0

Dessa forma a lagrangeana mais geral possivel para nossa teoria, que
agora é invariante de calibre, fica escrita como:
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7.7 7 1 apv
Ly = Yi" Dy — mapp — ZF L (7.16)
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8 Construcao de uma teoria de calibre geral

Consideremos a lagrangeana £ = L(¢,0,¢), a qual é invariante sob um
grupo de Lie de transformagoes globais. Dessa forma, se S é uma matriz de
representacao desse grupo temos que:

o' =S¢ (8.1)

que sao as transformagoes para os campos. Agora suponhamos que S = S(z),
ou seja, as transformacgoes se tornam locais. Dessa forma temos que:

¢' = S(x)¢ (8.2)

Devido a dependéncia das transformacgoes S com relacao as coordenadas
espago-temporais, possiveis termos envolvendo a derivada dos campos nao
permitirao que a lagrangeana se mantenha invariante. Para que esse prob-
lema seja contornado devemos introduzir uma derivada covariante, que em
substituicao a derivada ordindria, garanta a invariancia da lagrangeana. A
derivada covariante tera a seguinte forma:

D, = 8, +igA, (8.3)

onde A, ¢ o campo de calibre. O campo A, depende da representacao da
algebra de Lie do grupo, ou seja:

A, = AT (8.4)

onde T sao os geradores da algebra e satisfazem a seguinte relacao:
[T T =if*T* (8.5)
A exigeéncia de que o operador dado por (8.3) seja uma derivada covariante

implica que o campo A}, deva se transformar de tal maneira que satisfaca a
seguinte equacao:

(Dyo)" = S(x)Dydp

= S(x) (O, +igA,) b (8.6)
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Por outro lado temos que:
(Du¢)/ = Dul(b/
= (O + igAul) S(r)¢

=0,5(x)p + S(x)0,¢ + 1gA,"'S(x)¢

= S(@) [+ 57 @)0,S(x) + igS (@) A S(@)]

Comparando as expressoes (8.6) e (8.7) temos que:
S(x) (O +1igAu) 0 =
= S(z) [0, + SN (2)0,S(x) +igS~ (x) A, S(2)] ¢

igA, = SN (2)0,5(x) +igS ' (z)A,'S(x)

e entao:

A = S(2)A, 5 (x) + é@MS(:E)S_I(.r)

(8.8)

Consideremos agora uma transformagao infinitesimal de S(z) dada por:

S(z) =1+ ige(z)T*

(8.9)

Substituindo a expressao (8.9) na (8.8) e considerando-se a equagao (8.4),

temos que:
alma - a a b b - C c
AT = (14 ige®(x)T) A)T° (1 — ige®(x)T¢) +
o0, (L ige (2)T°) (1= ige (2)T")

_ Aara . arpa b b - a a Abrb
= ANT* —igAiT e (x)T° +ige®(x) T A, T+
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—l—g26“(:z:)T“AZTbec(x)Tc — 0, €"(x)T* + ig0,,e(x) T (z)T°

= ANT" — igAZeb(x) [T°T°] — 0, (x) T

Considerando a equagao (8.5) temos que:
ALT = AST 4 g AL (2)e™ T — 0,,e®(x)T"

= AT + gf " AD e ()T — 9 ()T

e portanto:

A= AL+ gf“bcAZec(x) — 0,€%(x) (8.10)

que é a lei de transformacao para o campo de calibre (campo de Yang-Mills).

Devemos agora introduzir um termo cinético £, referente a dinamica
do campo A que deverd ser um invariante de calibre e Lorentz. Para isso
consideremos a seguinte expressao:

[Dy, Do) ¢ = (0, +igAy) (9, + 19A,) o—
—(0) +igAy) (0u +igAu) &
= 00,0 + 190, (A,9) +ig A, 0,0 — g° A A b~
—8,0,0 — 198, (Aud) — igA,0,0 + 9> A, Aud
=19 (OpAy — 0 AL) ¢ — 9° [A ALl
=ig (0,A%L — 0,A0) T¢ — g* ALAY [T*T"] ¢
=ig (0,A% — 0,A%) T*¢ — ig” f**° ALAN T ¢

= ig [0,A% — 0,A% +igftALAS] T°¢
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e portanto:

(D, Do) ¢ = igh 3T (8.11)
onde:
FIY = 0,A% — 0,A% +igf*™™ A} AT, (8.12)
e cuja variacao é dada por®:

SFI = —gf*e(z)Fy, (8.13)

Uma expressao para nosso termo cinético que seja um invariante de

Lorentz e de calibre é dada por:

1 a 14
Cyn =~ Fp FY (8.14)

Como vimos, esse termo é um invariante de Lorentz, falta mostrar que ele

é também um invariante de calibre. Isso serd feito no anexo 4. Dessa forma
a lagrangeana mais geral possivel para nossa teoria, que agora € invariante
de calibre, fica escrita como:

Lya = L(6,Dyd) — ~F v (8.15)

47 mTa

5A demonstracio dessa equacio encontra-se no anexo 2
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9 Formalismo simplético

Consideremos um sistema fisico descrito no espaco de fase por um con-
junto de 2n varidveis canoénicas dadas por (g;,p;), onde i = 1,--- n. Como
bem sabemos, essas varidaveis devem satisfazer os parénteses de Poisson,
chamados fundamentais, que sao dados por:

{Qi7pj} = 5ij

{a.9;} = {pip;} =0 (9.1)

Nossas varidveis canonicas dadas por (g;,p;), podem ser reescritas numa
outra notacao, chamada simplética. Nessa notagao, o conjunto de coorde-
nadas e momentos que descrevem nosso sistema sera denotado por £¢ de tal
forma que:

§i=aq

Enti = Di (9-2)

ou seja, os n primeiros valores dizem respeito as coordenadas e os n ultimos
aos momentos. Na notagao simplética a equagao (9.1) fica escrita da seguinte
forma:

{€as6s}y = 7 (9.3)

A quantidade £ é o elemento da seguinte matriz:

(=) = ( o ) (9.4)

onde I é a matriz identidade e 0 é a matriz nula, ambas de ordem n X n.

A quantizacao de teorias deve ser feita respeitando-se a uma condigao
importante dos sistemas: ele apresenta vinculos ou nao? Para o caso de sis-
temas sem vinculos, a quantizacao é realizada considerando-se os parénteses
de Poisson da teoria. Chamada de quantizacao canonica ela se apoia na
seguinte prescri¢ao:
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1
{Parénteses de Poisson} — g [comutador] (9.5)
i

Ja no caso de sistemas vinculados, a prescricao anterior nao é valida.
Para tais sistemas devemos considerar seus parénteses de Dirac, que levam
em conta os vinculos da teoria®. De uma forma geral a estrutura simplética
de um sistema com vinculos deve ser dada por:

{favgﬁ} - fa/6 (96)

onde f*? é um tensor antissimétrico nio singular. O seu inverso ¢ denom-
inado de tensor simplético, e é através dele que obtemos os parénteses de
Dirac como mostraremos mais adiante.

9.1 O método de Faddeev-Jackiw (caso sem vinculos)

O método simplético é um método essencialmente lagrangeano. Sua ex-
ecucao se da pela utilizagao de lagrangeanas de primeira ordem. Serd sempre
este nosso ponto de partida. Sendo assim, consideremos um sistema descrito
pela seguinte lagrangeana de primeira ordem:

L= M (§)E" = V(E) (9-7)

Note que estamos fazendo uso da notacao simplética. Utilizando-se o
principio de Hamilton, obtemos as equacoes de movimento para o sistema
que sao dadas por:

. ov
fapt® = 9es (9.8)
onde
B oM, OMsg

No caso de sistemas que nao apresentam vinculos, a matriz f,3 é nao
singular, e podemos dessa forma resolver a equagao (9.9) para as velocidades,
ou seja,

6Para maiores detalhes sobre parénteses de Dirac ou quantizacio de sistemas vinculados
via método de Dirac veja (4) por exemplo.
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v

L 9.10
&= o (9.10)

A matriz f,3 é chamada de tensor simplético. Ea partir do seu inverso que
obtemos os parénteses de Dirac, que por sua vez dao origem aos comutadores

quanticos.

9.2 O método de Faddeev-Jackiw-Barcelos Neto-Wotzasek
(caso com vinculos)

No caso de sistemas vinculados, a matriz f,3 que aparece na equagao (9.9)
passa a ser singular. Esse fato implica na impossibilidade de resolvermos essa
mesma equagao com respeito as velocidades e, portanto, nao podemos asso-
ciar a quantidade f,g ao tensor simplético. Podemos, no entanto, contornar
esse problema: os vinculos da teoria devem ser incorporados a parte cinética
da lagrangeana de primeira ordem via multiplicadores de Lagrange. Obtemos
entao uma nova matriz f,g, se ela for nao singular entao a identificamos como
tensor simplético da teoria, caso contrario devemos repetir o procedimento
até encontrar uma matriz nao singular que sera o tensor simplético.

Suponhamos que estamos trabalhando com uma teoria com vinculos.
Sendo assim, a quantidade f,s ¢ singular e nao podemos identifica-la como
tensor simplético. Vamos entao renomear essa quantidade que passara a ser
expressa por fé%) (o indice superior diz respeito a iteragdo de nimero zero).

Dizer que fc(fg é singular pode ser traduzida na seguinte expressao:

famvy) =0 (9.11)
onde vﬁ,?) sao os modos zero da matriz f,g?%, com m = 1,--- .M. Temos

portanto M modos zero. Substituindo a equac@o (9.11) na (9.10), temos que:

oV
0O —
5em =0 (9.12)

Um

Nesse momento existem duas situacoes possiveis. A primeira delas ocorre
quando a equagao (9.12) é identicamente nula. Esse caso corresponde a uma
teoria de calibre, onde nao sao gerados novos vinculos e uma fixacao de calibre
devera ser feita. A segunda situagao acontece quando a equagao (9.12) gera
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novos vinculos. Esse é o caso em que devemos utilizar o metodo simplético
que estamos discutindo.

Consideremos entao que a equacao (9.12) seja um vinculo que chamare-
mos de Q,(n,?). Esse vinculo deve ser introduzido na parte cinética da la-
grangeana via multiplicadores de Lagrange. Fazendo isso teremos uma nova
lagrangeana:

L= M) + 0N v (9.13)
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10 Obtencao de teorias de Yang Mills via for-
malismo simpético

Com o intuito de apresentar a metodologia do formalismo de obtencao
de teorias nao abelianas em teoria de campos, consideremos primeiramente
a teoria eletromagnética livre em quatro dimensoes.

Como bem sabemos, essa teoria tem suporte no espaco-tempo com métrica
dada por goo = 1, g11 = g22 = g33 = —1 e g, = 0 sempre que p # v. Descrita
em termos de campos A, essa teoria tem lagrangeana dada por:

1
L= 1 w M (10.1)
Devemos comentar ainda dois fatos: o primeiro deles é que a teoria eletro-
magnética livre estd associada & simetria U(1), como pudemos observar na
secao “eletromagnetismo como teoria de calibre”; o segundo deles diz re-
speito aos campos A, que sao abelianos. Feitas as devidas consideracoes e
comentarios podemos entao comecar nosso método.

Como primeira etapa do método, devemos modificar o campo A, da
seguinte forma:

A, — A% (10.2)

A partir desse momento os campos AZ passarao a ser representantes de
uma nova teoria e por esse motivo se faz necessaria a modificacao indicada
na equagao (10.2). Aqui o indice a estd associado ao gupo de simetria que
desejamos introduzir na teoria.

Devemos ainda introduzir um tensor Gy, em substituigao ao tesor Fj,,
ou seja,

F,, — G . 10.3
I puv

Sendo assim, a lagrangeana que era escrita segundo a expressao (10.1)
passa a ser dada por:

_ g o (10.4)

£=-G,
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A quantidade expressa por G, serd na verdade uma extensao de Fy,. Se
reduzirmos o novo grupo de simetria (que nesse caso ¢ o SU(2)) ao grupo
original U(1), entao o tensor G, se reduzird ao F},,, ou seja,

G2, — F,. (10.5)

Esse fato nos permite introduzir um parametro de acoplamento g de modo
que possamos escrever (7, da segunte forma:

G, = I, +9F,,. (10.6)
Esse serd portanto o formato do tensor G}, que deverd ser determinado
adiante. Isso sera feito na segunda etapa do método.

Devemos nos atentar ainda a um detalhe: os novos campos Af sdo nao-
abelianos e portanto devem satisfazer a algebra nao-abeliana:

(A%, AY] = g5 6(x — y). (10.7)

I

As quantidades F € Eff;, que aparecem respectivamente nas expressoes

(10.6) e (10.7), sao tensores antissimétricos que dependem dos campos A,,,
ou seja,

Fio = Fji, (40)

ab _ yab b
s =2 (Ag) . (10.8)
Terminamos aqui a primeira etapa do método.

A segunda etapa do método consiste na determinacdao do tensor G,
mencionado anteriormente. Para que isso seja feito aplicaremos o método
simplético discutido no capitulo anterior. Facamos isso.

Como primeiro passo, devemos escrever a lagrangeana do sistema que é
dada pela equagao (10.4) em notagao de primeira ordem. Para isso notemos
que:

1 a 174
L= GG

1 3 v
=~ (Fe + 972 (P + gF2)
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1 a v a pY WY T
-3 (FWF;‘ +2gF¢, Fi¥ 4 g*F" FW> . (10.9)

Devemos, nesse momento, considerar os momentos canonicos conjugados
aos campos Aj; que sao dados por:

oL
s As

T
mh =

(10.10)

Portanto, utilizando-se do formato da lagrangeana em (10.9) podemos
encontrar os momentos que serao dados por:

7 = 0. (10.11)

= 00 A+ FAY — gFY. (10.12)

Substituindo os momentos dados acima na lagrangeana, temos que:

1 . _
L =—-0ml A — §7Tf7rf — Ay — gl Fgi—

1 a g a pij LV T
— (FoF + 2gFgFd + g*FIV F,) (10.13)

que ¢é a lagrangeana do sistema em notacao de primeira ordem.

Nese momento as varidveis simpléticas sao dadas por £ = (A% 7% AZ).
Com o auxilio da equagao (9.8) podemos identificar os termos M,‘,EL(O) que
serdao usados na determinacdo do tensor f(¥). Esses termos sdo dados por:

MO = —go,
MO <.
MEOA = . (10.14)

Utilizando-se da equacao (9.9) podemos entao calcular os elementos da
matriz f©. Depois podemos facilmente determinar o formato da matriz
pré-simplética que sera dada por:
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ond(x) 57"?(9)

o[ EE R e =) o
f = 5ij5ab5(x _ y> 0 0 . (1015)
0 0 0

Devemos notar que det f(©) = 0, ou seja, ela é singular. Por esse motivo
nao podemos identificar a matriz dada acima com a matriz simplética. De-
vemos portanto dar continuidade ao processo. Nao é dificil perceber que a
matriz f ©) apresenta um modo-zero:

v = (0,0,1). (10.16)

Contraindo esse modo-zero com o gradiente do potencial, temos que:

a8V (@)
0§ ()
_ a 5F(l))7, b
= —Om{ — gé_Ag‘Wi
Y
_ aboi 07 b
= ((5 0 g5A8> ;
= D%t = Q°, (10.17)
onde:
A . SED.
D = §%0" — gM(Z. (10.18)
0

Como podemos observar, a equagao (10.16) constitui um vinculo e, por-
tanto, deve ser introduzido no setor cinético da lagrangeana através de um
multiplicador de Lagrange. A lagrangeana sera entao escrita como:

1 .
,C = —W?aoA? — 571'?71'? -+ Qaﬁa_

1 a i a 1ij WV T
-7 (EjFa7 +2gFSFY + g*F" ng> . (10.19)
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As novas varidveis simpléticas sao dadas por £* = (A%,7¢,3%). Com isso,

os termos M2Y sdo dados por:

MO = 78,
MO = 0.
M8 — Qe (10.20)

Sendo assim, o novo tensor pré-simplético é dado por:

Srb(y)  6n%(a) ab 30°(y)
m — m _5ij5 5(1‘ - y) JA;?(UZ)
a a 6Fai
f(l) _ 50 b5(x — ) q (5 b@f + g%) d(x —y)
592 (z) bane | - 0F0 @)
S (070 emmgy ) da—v) /
(10.21)

Como desejamos que nossa teoria seja uma teoria de calibre, a matriz
em (10.21) deve ser singular. Para que isso aconte¢a devemos escolher um
modo-zero tal que sua contracao com a matriz pré-simplética seja igual a
zero. Escolheremos o seguinte modo-zero:

004z
v = (5“0;6 — gf " A%(x), — 5 Aqu;, - 5ad> : (10.22)

Contraindo esse modo-zero com a matriz pré-simplética temos que:

dax adc Ac 671’? 571—1('1 z
0= /dx [(5a 0 — gf e A(x)) (M?(é)) _ M;(y;) _

600 (x) ., 0 02 ()

Mg(x)(sija 5(x —y) +6 dM?(y) (10.23)
0= /dx [— (6107 — g f*¥ AS(x)) 6;;0"°6(x — y)+

+594 (517 9; +g5A8(x)) oz — y)] . (10.24)
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As equagoes (10.23) e (10.25) sao identicamente nulas, nao trazendo novas
informagoes para nosso sistema. Os cdlculos que verificam esse fato estao
expostos no anexo 3. Da equagao (10.24) temos que:

0 ()

- _ baCA;: T
Sy AW
Fg(x) = — " Ag(2) A (), (10.26)
e entao:
Go; = Foy — [ AgAS. (10.27)

Como a teoria deve ter invariancia de Lorentz além da invariancia de
calibre, entao o tensor (7, tem a seguinte forma:

a a abc Ab Apc
Go, = Fo, — foeab A, (10.28)
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11 Da teoria eletromagnética de Maxwell U(1)
para uma teoria de calibre SU(2) ® U(1)

Como vimos anteriormente a teoria eletromagnética de Maxwell U(1) é
descrita pela seguinte lagrangeana:

1 4
L= 1 w M (11.1)
onde
F,=0,A,-0,A,. (11.2)

Essa teoria tem invariancia de calibre se o campo A, se transforma da
seguinte maneira:

1

Al = A, — —0e(x), (11.3)
ga

onde €(x) é uma fungao escalar real e g4 é um parametro. Como desejamos

construir uma teoria de calibre com simetria SU(2)®U (1), devemos adicionar

a lagrangeana em (11.1) um termo do tipo:

1
L=—--G"G", (11.4)

41

em que a faz referéncia ao grupo SU(2). A quantidade dada por G, é um
tensor que deverd ser determinado mais adiante. Assim como foi feito no
capitulo anterior, vamos procurar wa na seguinte forma:

G4, = 0,B% — 0,B5 + ggW, (11.5)

p

em que gp € um parametro. Os campos Bj; devem satisfazer a uma dlgebra
nao abeliana:

[B:.Bg] = gtz —y). (11.6)

As quantidades W, e EZ’; sao tensores antissimétricos que dependem dos
campos By, ou seja,
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Wi, =W, (Bg)

e =0 (BS). (11.7)
Sendo assim a lagrangeana do sistema sera escrita como:

1 1
L=——F,F" -

a 7%
1 G, G (11.8)

4 "

Devemos agora determinar a forma do tensor G7,,. O primeiro passo para
que isso seja feito, consiste em escrever a lagrangeana dada pela equacao
(11.8) em notagao de primeira ordem. Para isso devemos considerar os mo-
mentos canonicos conjugados aos campos A, e B, que sao dados por’:

o = 0. (11.9)

T = —00A; + 9, Ag. (11.10)

5 =0. (11.11)

78 = —0yB® + 0, B — ggW¢. (11.12)

Em termos dos momentos dados acima, a lagrangeana em (11.8) fica
reescrita como:

1 . 1 g
E = —82‘7T7;A0 — éﬂ'iﬂ'i — 7TZ'AZ' — Z_LﬂjFZ]_

1 . 5
a a a__.a a a a a
—Oim} By — §7Ti m; — B — gm{Wg—

1

: (W;;W;j + 2gWEWE + gQWé‘”Wﬁy) : (11.13)

ij

que ¢é a lagrangeana do sistema em notacao de primeira ordem.

a

"As quantidades 7, e L

Ay e Bl‘i.

s40 0s momentos candnicos referentes aos respectivos campos
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14 3 ] A1 e [0 a a a
Nesse momento, as varidveis simpléticas sao dadas por £* = (A;,m;,A0, B, 7, BS).

Podemos entio identificar os termos M\ e MA® que sao dados por:

MOA— g
MO" =0
MO =0
Mia(O)B -
MO =0
MO = . (11.14)

Com o auxilio dos termos indicados na equagao (11.14) podemos calcular
os elementos do tensor pré-simplético f(©) que sera dado por:

A© 0
f(o>_( ' B(O))’ (11.15)

onde A® e B sao matrizes de ordem 3 dadas por:

A = 0 §;6(x—y) 0 : (11.16)
0 0 0
swa(z) | 6m(y) a
0) 5Bl T 3B i " —y) 0
B = 52’j5ab5($ _ y) 0 0 . (11.17)
0 0 0

Note que a matriz f(©) é singular, e por esse motivo ndo podemos iden-
tifica-la como tensor simplético. Para essa matriz podemos identificar dois
modos zero que sao dados por:

v = (0,0,1,0,0,0).. (11.18)
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v® = (0,0,0,0,0,1). (11.19)

A contracao desses modos zero com o gradiente do potencial resulta nas
seguintes equacoes®:

w=0m=0. (11.20)

Q* = D*"rb =0, (11.21)

onde:

5Wb0i

Dabi — 6abai )
+ 9B 5Bg

(11.22)

As equagoes (11.21) e (11.22) constituem vinculos e, portanto, devem ser
levados a lagrangeana através de multiplicadores de Lagrange. A lagrangeana
sera entao escrita como:

1 . 1 g
L: = —577'1'71'2' — WiAi — Z‘FijFU_

1 . . .
—§7rf7rg — B +wf + Q*pfe—
1 ayrii atrrii SuvTiFa
- (mjwaﬂ +2gWEWI + W WW) . (11.23)
As novas varidveis simpléticas sdo dadas por £* = (A;,m,0,B¢ 7 6%).

Com isso, os termos MY e M2V sio dados por:

Mi(O)A = —m;
M =0
MéO)A =w

MeOB _  a

8 A primrira delas foi obtida utilizando-se 0 modo zero v* e a segunda o modo zero v®.
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MO _ .,

)

MO = qe. (11.24)

Sendo assim, o novo tensor pré-simplético é dado por:

AL 0
1 _
70— ( ) (11.25)
onde:
AV = | §58(x —y) 0 —5(x —y) |. (11.26)
0 d50(x —y) 0
57"?( ) ond (w a sQP
5(‘?—9)@&)—% —0i;0"6(x — y) M?T(é))
BY = 0i00(x — ) 0 N (5“85’ + 9%) o@—y)
0% (x) a ) 5Fbi(x)
0B (y) <5b o + géB%‘(m)) o =) .
(11.27)

Como desejamos que nossa teoria seja uma teoria de calibre, a matriz em
(10.24) deve ser singular. Para isso escolheremos os seguintes modo-zero:

V1 = (-(%,0,1,0,0,0) . (1128)
5Q%(z)
— ad T achg o __ sad ] 11.2
% <Oa0a0a5 az g.f 7 (ZIZ’), 5321(1') 9 5 ) ( 9)

Como podemos observar, o modo zero v; nao fornece novos vinculos
quando contraido com a matriz pre simplética. O mesmo ocorrera com v, se
a seguinte condigao for satisfeita:

OWG(®) _ ae e
W——fb B (),

e portanto:
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We(z) = —f**Ba(z) BS(z). (11.30)

Sendo assim, o tensor G}, que procuramos passa a ser dado por:

G, = 0,B; — 0,B5 — f*“Bj(x)B{(x). (11.31)

Como podems observar, a contragao do modo zero vy com o tensor présimplético
em (11.27) gera equagoes andlogas as equagoes (10.23), (10.24) e (10.25), e
por esse motivo resolvemos oculta-las. O processo é exatamente o mesmo e
as equagoes obtidas também.

42



12 Conclusao e perspectivas futuras

Apresentamos uma formulacao que nos permite estender a simetria de cali-
bre da teoria, utilizando para isso o formalismo simplético. Partindo-se do
eletromagnetismo, que apresenta simetria U(1), chegamos a teoria de Yang-
Mills, que apresenta simetria SU(2). O mesmo foi feito para obter a teoria
SU(2) @ U(1). O método mostrou-se bastante consistente verificando resul-
tados ja existentes.

A teoria de Yang-Mills foi desenvolvida segundo dois métodos: O método
de obtencao de teorias de calibre segundo introducao de campos auxiliares
via derivadas covariantes; e o método simplético desenvolvido nesse tra-
balho. Isso nos permite comparar resultados e verificar a validade do método
simplético.

Como préximo passo do nosso trabalho desejamos obter a teoria SU(3),
também via formalismo simplético.
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14 Anexo 1
Demonstragao da equagao (7.15)

Considerando a transformagao para o campo de calibre Aj; dada por (7.10)
mostraremos que a variagao do tensor Fj, é dada pela equagao (7.15). De
fato temos que:

Fo' = 0,As — 0,As + ge* AL A

eLC@—éaﬁ@g+ﬁ%ﬂmmj—

1 1
+gebe (AZ — Eaue“(:c) — aabceb(x)Az> <Aﬁ — ;&,e“(w) + 5abceb(x)Afj>
— 9, A% — 0,A% + e () (9,4 — 0,A) +
+gete Ab AC 4 getbectdecd (1) (AD A — ADAC)

— 9, AL — 9,A% + £ () (9,48 — 9,A%) +
+95abCAZA,C, + g€abC€b(I)€CdeAZAle/
= 0, AL — 0,A5 4 ge™ AD A+
+etee(2) (9,AL — O, AL + gect AL AL)

=F;, + 5abceb(x)Fﬁy
e portanto:

a __ _abc b c
OF;, = e e (x)Fy, (14.1)
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15 Anexo 2

Demonstracao da equagao (8.13)

Considerando a transformagao para o campo de calibre Aj; dada por (8.10)
mostraremos que a variagao do tensor Fj, é dada pela equagao (8.13). De
fato temos que:

Frv' = 0,A% — 0,A" +igfe Al Ac
= 0, (A5 + g™ ALe"(x) — Dye™(2)) — By (Ap + gf ™ ALe(x) — D () +

+igf (A + gf" " Auet(x) — 0ue’(w)) (A7 + gf " Ale" () — De(2))

= 9 Ay — 9,0, (x) + g0, (Aye(x)) —

—0, A} + 0,0,¢"(v) — gf¥¢o, (AZec(x)) —
_gfabcAzAi + gfabcAZayec(:E) . 92fab0fcdeAZAgee<x)+
+gf D€ (2) A] — g f 0, ()D€ (x)+
g2 U0 () Afel () — g fO Fr AR () A+
_|_92fabCfcdeAZ€e(x)ayec(x) - g3fabcf6defcfh14z€€(:U)Affh (33)
= O Ay — D, A5 + gf 0, AL () — gf D, Aje () —
_gfabcAZAlc/ _ g2fab0fcdeAZAlcf€e($) B 92fab0fbdeAzee($)Alc/
= Oy AL — 0,45 + gf "0, AL (x) — gf 0, A et (x)—
—gf AL AG + g? fohe fereel (x) (ADAS — ALAS)
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= 0,4y — 0,45, + g f*" 0, AL (x) — g "0, Ay e (x)—
_gfabcAZAi i g2fab0fcde€b<x)AzAi
= 9, A% — 0,A% — gfc AL AC
+gf" e (@) (0uA, — 0, A; — g [*“ ALAT)
= F, +gf" (@),

_ a abc b c
_F/u/_gf E(l')FNV

e portanto:

SFL = —gf e () E,

Demonstracao da equagao (8.14)

Utilizando-se da expressao para a variagao do tensor £, dada pela equagao
(8.13) mostraremos que a lagrangiana dada por (8.14) é um invariante de cal-
ibre. De fato temos que:

5»CYM = »CYM/ - »CYM

1 1
— __F,uua /FIW‘“ + ZFp,VaFuya

4
1 ura ura 1 nra
=1 (Fuva + 0Fq) (" 4+ 0FH) + ZFu,,aF
]' rva 1 rva ]' rva
== _ZFNWLF” - ZFMWL&F‘“ - ZLF# 5F“l/a_

1 1
— 0B wad P 4 2 Fa P
1 va
— —EFHVG(SF’M

g aoc va gic
= S () e E, = 0
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16 Anexo 3
Demonstracao das equagoes (10.11) e (10.12)

Utilizando-se das equagoes (10.9) e (10.10) mostraremos que os momen-
tos canodnicos conjugados aos campos A? sao realmente dados por (10.11) e

(10.12). De fato temos que:

o = oL
"5 (9,A4Y)
0 1 1 ~ 1 ~
_ a ppy o a MUY T 2 Y g
= ) ( T E e = S9Fu F — 1°F FW>
_ Ve OFa 1 G OF
T2 (@A) 27 S (a0Ah)
i oL
"6 (00AY)
1 1 S B
_ e ppr a Ry T 2 Y g
_ 1 v 0P lg L O b
2 ¢ 5(80,4’]’.) 2 5(00/12)

1 ~ oF"
— _ =g v [
5 (Fa + gFa >5(80Ab)

(l a

1 , ~ 1 OF
__ FUZ_|_ FO@) Z __( 10+ ) _Yhi0

5 (B oF] 5 (34T 2 ) 5 (0 A7)

1

o (R0 gF2) 6+ 5 (FI 4 0F0) 856

1 0j 205 1 0j 205
() ()
—F) — gk
— A+ PA) — gF
Demonstracao da equagao (10.13)
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Substituindo os momentos canoénicos dados por (10.11) e (10.12) na la-
grangiana em (10.9) mostraremos que sua forma passa a ser dada por (10.13).
De fato temos que:

urs a

1 a v a s 2 v ~a
L= _— (F FW 4+ 29F5 Fo¥ 4 g Fy F,w>

=~

- _}L (FoFy + FF) + FFY) —

0" a i oa
1 o F0i | e pio o F~U 1 2 I Fa
o 9 9 oif'a’ T Ll + igta | 49 a Ly

= —}l (2FEFY 4 FeFiT) —

0" a T a

15 20 3
Zg Fél F,uu

0" a

1 ~ .
—§g (2FG,F01, + FiCj{FaJ> _

1 a 1,70t 1 a 1]
:_§F0¢Fa _ZFijFaj_

S D R
—gFGFe — §9FijFa] - 192F5 EL,

1 O B
=51 (ng +9F§Z> EbAL

1 a 1ij a 1ij 2 a MV
_Z (‘FZLJFa]_{_Qg‘F;jFa]_I_g F;J,VFC/LL>

1 -1 ~
= — S Fam, — SgFRFY—

1 a 1ij a ij 2 g RV
_Z (F;jFa] +29F;'jFaJ +9 FMVF‘;'L >

1 a Na, 7 ]' a Na 7
Y (_771' - gF0i> Ta =59 <_7Ti - gFOz’) =

1 a 1] a 1ij 2 g RV
_Z (injFaJ +2gFjijFaj +g F,UJ/F(;'L >

1, 1,
= —qipl 4 Zg2Fa i
27Tz7ra+2g 0" a
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1 a 171j o ] ¢ nz
— (F.,FJ + 2gFLFY 4 g2Fa, Fl )

i7" a

1.1 3 - L~
= —omimi — o (FaFd +2gF5FY + PR FY)

%
a 4 ijta

_ _a_i ~a_i
- Trz’ﬂ-a—’— ;Mg

2

1 . s .
1 (FoFy +29P5F7 + Py )

. ~ 1 .
= —m (—Ffz - gFé”) + 57@97?;—

1 a 1] @ g Sa Jij
- (FHFJ +2gFSF + gZEjFaﬂ>

i7" a

. ~ . 1 .
— mEFY + griFY + Smimi—

1 a 1ij a g 2 B i
1 <F;jFa] + 29Fz‘jFaJ +9 Fz’jFa]>

= ¢ (AL — 9 AD) + gnEEY + St

1 a 1] a g 2 Aa Jij
—1 (FijFa] +29F5F + g EjFa”>

, , ~ 1 -
= mi0° AL — 170" A + gt FOi - wa r—

1 a i) a g 2 a ~ij
1 (FijFa] +29F5F +g Fz'jFa]>

. , -1
= mAg + O A 4+ grFD 4 i

1 a 1] a g 2 Ha Jij
4 (FijFa] +29F5F + g Fz’jFaj>

. ~ 1
_ a Aa a A0 a a a__a
= —m; Af _aiﬂ-iAa_gﬂ-iFOi_ﬁﬂ-i i

1 a 1ij a g 2 a +ij
T (Fz'jFaJ + 29Fz‘jFaJ +9g ‘Fz'jFaj>
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Demonstragao da equagao (10.15)

.. ~ 0 .
Utilizando-se das expressoes para os termos M ( ), determinaremos a
forma para os elementos da matriz f(°). Para que isso seja feito consid-
eremos:

M]l?(O)A — _71_7(;1
MO =g
Mb(o)ﬁ -0

Sendo assim, temos que:

0)A
paoa _ M) MO @)
g SA(x)  8Aly)

_ omiy)  emi()
= 5A(e)  SAlGy)

war  SMYOT () M4 ()

T AN anlly)
omy (x) b
= = §5,.0% (x —y
571_;;(?/) J ( )
ab(0)

Como a matriz ¢é antissimétrica temos que:

nA

fab(o)ﬂ'A — 5ij5ab6(x _ y)

ab(0)Am
Ozb =0

As demais componentes sao todas nulas. De fato temos que:

w0a  OMYO ) eMpOA ()
0 S A% () JAb(y)

wOma M (y) MO ()
© - oni(x) dAH(y)

=0

o1



0)m
qoon _ O)  MEOm(e)
: ori(e)  om(y)
A
woa _ OMEONy) MO )

Yo 0Ag() 0AG(y)
Demonstracao da equacao (10.21)

.. ~ 1 .
Utilizando-se das expressoes para os termos M, ( ), determinaremos a
forma para os elementos da matriz f(). Para que isso seja feito consid-
eremos:

M]l?(l)A — —7{';1
Mjl')(l)ﬂ' =0
Mb(l)ﬁ — e

Sendo assim, temos que:

wma MMy saeMA )
i 5A(z) 5AY(y)

_omiy)  omi(x)

7

T 5Ax(x)  0ANy)

wmar My SMa0A )
i SAi@) | omy)

= —0;;00(x — y)

as SMPP(y)  sMp DA ()

T A 53(y)
_0(y)
A ()

fqb(l)
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wims _ O (y) SO ()
Z omi () 55 (y)

_ 52y

- omi(a)

ab i ‘sﬁbi
6 (0l (y) — 93T (w) )

_ g 9T W) 9515&(@/) o) (y)
omi(xz) 7 6Ai(y) omf (x)

= — (5“1’8;?/ + g—ii%éii) Sz —vy)

Como a matriz f() é antissimétrica temos que:

fab(l)ﬂ'A — (5 6ab5( )

fqb(l)ﬂA _ 002" (:E)
' 0A?(y)

ab(1)Bm _ a T 5sz( )
fab <5ba 5A0a( )>5(x—y)

As demais componentes sao todas nulas. De fato temos que:

wr 5Mb(1)w(?/) B MW ()
Y om () o2 (y)

=0

a3 _ oM™ () M) 0
— 6p(a) o (y)

cao da equacgao (10.23)

O:/daz

d oz adc pAc 671—'? z
(57107 = 9" Ailw) <5A“((?:Jc)) 5Ab.<(y§)

5Q(x)
547 ()

Consideremos a seguinte equacao:

ab ad0$2%()
———0;;0"0(x —y) + 0 5A’?(y)]

(2
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e entao:

o omd(x
0= [ [(6‘“@? ) ( S gbiyi)

—gfmi(y)d(x — y)6;;070(x — y) 4 g0 [ mi (y)d(x — y)]

o o (x
0= [de (501 - g a5(0) ( S A’f(yi)

Consideremos a seguinte equagao:

oml(y) SEb.
J _ ¢ sab . o 0j
SAz() = O OO ) = e
e tambem:
6F~(§)j b
— caAc » o
(514?(13) f O(y)(slj(s(x y)
e entao:

0= / d [6747 — g4 A%()) (6,606 (z — y)+
+gfbeaA8(y)5z'j5(I —y)+ 5ij5ab305($ —y) — ngEbAS(?J)@j(S(x - y)]

0= [da (5207 — g Ata) (7 = 1) A5(0)6( )
Considerando que f*? = — f42 verificamos a igualdade acima.

Demonstracao da equagao (10.25)

0= / da [(Waf — g AL(x)) ;5;2% _

o4



50w) (s OEG()
o) (5 R gaAﬁ(y)) e ‘”]

0= / da [(6°0F — g f*AS(x)) gf "ené(y)d(x — y)—

—gfmi(x) (60! — gf " AS(y)) 6(z — y)]

0=y / d [ Fe0rme (2)5(x — y) — g F A (@)t (y)S(x — y)—

— [Peri(2)0V6(x — y) — gf e f1ni(2) AL (y)d(x — y)]

0= gf** 0/mi(y) — g*f*fP e Af (y)m (y)—

—g / 0z [fUns()0Y8(x — y) — gf ™ FUrt () A2 ()8 (x — )]

0= gf* /i (y) — g*F*fP e AL (y)mi (y) —
—gfO T (y) + g* f fom (y) A (y)
0= gf* ol (y) + g* (=2 o — [ foo0) A (y)mi(y) -
—g POl (y) — g* (= fPfede — fr0fer) wi(y) As(y)
0= —gf* (=0/m{(y) + g*F* f* A (y)m (y)) —
— g2 e fetmi (y) A (y)+
g fP (=0 mi (y) + g° FPfoemi(y) Af (y)) +

+g7 f frml (y) A (y)
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0= —gf*™Q"(y) + g™ Q" (y)—
— g2 e feetat (y) A5 (y)+
+g7 fr ftml (y) A (y)

0= g* (freefoct — fo fo0) s (y) AS (y)
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