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Resumo

Em teorias de fisica fundamental como Teoria de Cordas, Eletrodinamica,
Modelo Padrao, Teoria da Relatividade Geral, Teorias de Calibre, o nimero
de variaveis utilizadas para a descrigao ¢ maior que o ntimero de variaveis com
dindmica independente das demais. Portanto, nem todas variaveis possuem
interpretacao fisica. Assim, é interessante desenvolver métodos que permitam
caracterizar o setor fisico de uma teoria. Em particular, isto é feito a partir
das simetrias locais dos modelos. Em geral, estas teorias sao descritas por
uma Lagrangeana L = L(q¢*,¢*) singular, isto é, detaﬁf# = 0, cuja andlise
é feita de acordo com o método de Dirac para sistemas vinculados. O objetivo
deste trabalho é entao apresentar um método de obtencao das simetrias locais
de teorias singulares. Para isso, partindo de uma Lagrangeana singular L,
construimos uma Lagrangeana equivalente L através de métodos algébricos
e em termos das quantidades da formulacio inicial. As simetrias de L sdo
obtidas e todos os vinculos de primeira classe de L, revelados pelo método
de Dirac, sio os geradores das simetrias de L.



1 Introducao

A palavra simetria é utilizada em varios contextos em Fisica, por exem-
plo, na Mecanica Classica, conhecemos o teorema de Nother [1], que rela-
ciona transformacoes que deixam uma dada agdo invariante (simetria) com
grandezas conservadas. Na Fisica do Estado Solido caracterizamos cristais
a partir de estruturas periddicas, ou seja, estruturas que se repetem sobre
rotagoes e translagoes na rede cristalina [2]. Na Mecanica Quantica podemos
definir uma simetria como um mapeamento que leva observaveis de um sis-
tema em observaveis do mesmo sistema e estados em estados de forma que se
conservem todos os valores esperados. Conseguimos com isso uma formulagao
da Mecéanica Quantica, somente com esta defini¢ao, veja [3] (nestes exemplos
acima, as simetrias sao chamadas tecnicamente de simetrias globais. Para
uma defini¢do rigorosa, veja [13]). Contudo, a importancia das simetrias
nao para por ai. Em teorias de Fisica fundamental como Teoria de Cordas,
Eletrodinamica, Modelo Padrao, Teoria da Relatividade Geral,! Teorias de
Calibre, o niimero de variaveis utilizadas para a descri¢ao, em geral, é maior
que o numero de variaveis que possui dinamica independente das demais.
Podemos entao nos perguntar se podemos encontrar um niimero minimo de
variaveis para cada modelo estudado que o descreva completamente. Ou
seja, somos induzidos a caracterizar de uma forma ou de outra o setor fisico
de uma teoria. E natural pensar que as variaveis fisicas sdo aquelas que
permanecem invariantes sob determinadas transformacoes, que chamaremos
transformagoes de simetria local (Mais a frente daremos um defini¢ao formal
para o que é uma simetria local ja que tema central deste trabalho ¢ a busca
deste tipo de simetrias). Dai uma das importancias para as simetrias em
teorias de fisica fundamental.

Em geral, estas teorias sdo descritas por uma Lagrangeana L = L(q%,¢"*)
singular, isto é detaq.‘fffq.g = 0, cuja andlise é feita de acordo com o método
de Dirac [5]. O método revela de forma relativamente clara a estrutura das
equacoes de movimento, que contém, além de equacoes diferenciais, equacgoes
algébricas, que recebem o nome de vinculos. Os vinculos retratam o fato
de o nimero de variaveis utilizadas ser maior que o numero de graus de
liberdade fisicos.? Vejamos o exemplo do Eletromagnetismo, descrito pela

! Neste contexto vale a pena mencionar uma frase de Dirac, que retrata com clareza a
utilizacao de mais graus de liberdade do que graus de liberdade fisicos:
"...one can have a curved four-dimensional space immersed in a flat space of a larger
number of dimensions."[4]

2Notemos que, como os vinculos mostram a dependéncia entre variaveis de uma teoria,
intuitivamente esperamos uma ligagdo entre vinculos e simetrias, de forma a revelar o setor
fisico da teoria.



Lagrangeana,
1
L=— /d%FWFW, (1)

onde F,, = 0,A, — 0,A,. E bem sabido que as seguintes transformacdes
deixam L invariante,

Au(e) = Ay(z) = Au(z) + dua(w), (2)

onde a é uma funcao arbitraria.

Com esta transformacgao de simetria podemos eliminar duas dentre quatro
componentes de A,. Portanto, nao ha problemas em formular teorias com
mais graus de liberdade do que fisicos, pois ganhamos, por exemplo, invarian-
cia relativistica como no exemplo acima. Contudo, devemos carregar junto
a formulacao, as simetrias do modelo, que permitem em qualquer momento
desejado distinguir o setor fisico do nao fisico da teoria.

Transformagoes com a forma (2) sao chamadas simetrias de calibre ou sime-
trias locais. Consideremos a seguinte,

Definicao 1 Uma transformacao finita,

q(1) = ¢'(7) (3)

€ uma simetria da acao lagrangeana,

s = [drLig.q (4)

quando,
. /Y . dF
L(a.q) — L(¢',¢') = L(a. 4) + . (5)
Uma transformagao da forma (3) é dita uma transformagao de simetria local
(ou de calibre) ou simplesmente simetria local quando a transformagio é
parametrizada por fungoes arbitrdrias do tempo. Sua forma infinitesimal €,

(K] dkea T
6q* =" RYyala, ¢, ~-~;T)d(k)a (6)
k=0 T
onde €*(1); a = 1, ..., [a] sao fungdes arbitrdrias de T, chamados pardmetros

da simetria e o0s RA(k)a sao chamados geradores da simetria.

A busca por simetrias locais para teorias singulares foi iniciada por Bergmann
nos anos 50 [6]. Varios resultados importantes ligando vinculos presentes
no formalismo hamiltoniano com simetrias locais da formulagao lagrangeana
correspondente foram obtidos por Gitman, Tyutin, Henneaux, Teitelboim,



etc [7-18]. O problema da busca de simetrias pode ser formulado com as
seguintes questoes:

a) Qual a estrutura de uma simetria local arbitraria para uma dada agao?

b) Qual a estrutura dos geradores de uma simetria local?

¢) Existe um procedimento construtivo para obtermos todas as simetrias
locais de uma dada agao?

d) Como podemos relacionar vinculos presentes na formul¢ao hamiltoni-
ana com a simetria de uma acao lagrangeana dada?

O objetivo deste trabalho é esclarecer estas questoes e é dividido da
seguinte maneira: na Se¢ao 2 comeg¢amos com uma motivacao para o método
de Dirac de hamiltonizacao de sistemas singulares e entao apresentamos o
método com detalhes. As Secoes 3 e 4 sao dedicadas aos vinculos. Expli-
camos com clareza o seu significado e os separamos em classes. Em particular,
a partir de algumas afirmacoes mostramos qual a ligacao entre vinculos de
primeira classe e as simetrias locais presentes na formulacao lagrangeana.
Apresentamos entao nas Secoes 5 e 6 um método construtivo de obtencao de
simetrias locais para sistemas singulares. Para isso, dada uma teoria singu-
lar com Lagrangeana L, que apresenta vinculos somente de primeira classe,
construimos uma Lagrangeana fj, equivalente a L, de forma que todas as
simetrias locais irredutiveis de L sdo obtidas. Todos os vinculos de L apare-
cem como geradores das simetrias de L. Aplicamos a teoria das Secoes 5 e 6
na Secao 7, para obtermos as simetrias locais para alguns modelos concretos.
Mostramos também como o método pode ser aplicado para teorias de campo,
obtendo as simetras de calibre da Eletrodinamica. Para complementar o tra-
balho, na Secao 8 discutimos a obtencao das simetrias de uma teoria quando
estao presentes vinculos tanto de primeira quanto de segunda classe. A Secao
9 é deixada para a conclusao. No fim do trabalho encontram-se apéndices
detalhando alguns céalculos relevantes presentes no texto.

2 O método de Dirac Para Sistemas Vinculados

2.1 Motivagao para a hamiltonizacao de sistemas sin-
gulares

Seja um sistema dinamico definido no espaco de configuracoes {¢*(7)}, A =
1,...,[4], com agao,

S = / drL(g*, §*), (7)

onde L é a Lagrangeana.
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As equagdes de movimento,

oL d  OL
A %(@) =0, (8)

sao obtidas pelo principio variacional, que afirma que 05 = 0, sob certas
condicoes de contorno.
Reescrevendo as equacoes de movimento, obtemos,

Mapi® = Ka, (9)
onde,
0*L
Map = 934048’ (10)
oL 0?L
Ky= — . 11
A7 0¢8 T 0qPOGA (11)

Se detM ap # 0, entao podemos escrever o sistema de equacoes diferenci-
ais (9) na forma,
G® = (M HPAK,. (12)

Fixando 2[A] condigdes iniciais arbitrarias,
¢*(0) = g5, ¢" = v, (13)

e sob certas condigoes técnicas para o termo M 'K em (12), o teorema de
existécia e unicidade de solucao [19] para o sistema de equagoes diferenciais
ordinérias (12) é valido. Com isso, garantimos uma tnica solugdo para as
equagdes de movimento numa vizinhaga do ponto ¢i'. Se detMap = 0, entio
a estrutura das equacoes de movimento é mais complicada. Além de equacoes
de segunda ordem como em (9), podem ocorrer também equagoes de primeira
ordem, equagoes algébricas e identidades entre as mesmas, ou seja, nem todas
as equacoes sao independentes.

Uma teoria em que Myp = 0 é chamada singular. Em geral, teorias de
fisica fundamental sao teorias singulares: teorias de cordas, eletrodinamica,
modelo padrao, teorias de calibre, etc. Portanto é interessante desenvolver
métodos para analise e quantizacao de uma teoria singular genérica. O
primeiro passo na quantizagao consiste em construir a formulacao hamil-
toniana de um sistema mecanico classico. Chamaremos a passagem do for-
malismo lagrangeano para o hamiltoniano de hamiltonizac¢ao do sistema. Ve-
jamos qual é o problema e a solucao adotada para a hamiltonizacao de um
sistema singular. Primeiramente introduzimos os momentos canonicos,

(14)



Sendo a teoria singular (detanaq = 0), suponhamos que rankMap =
[i] < [A]. De acordo com o teorema da aplicagao implicita [20] podemos
encontrar (no méaximo) [¢] velocidades em funcao de ¢ e p. Portanto o método

padrao de construgao da Hamiltoniana dada a Lagrangeana |[1],

H(q,p) = (pad™ — L)|ja—4(4.)» (15)

nao funciona para uma teoria singular, j& que nem todas as velocidades
podem ser obtidas em funcao de q e p.

O método de Dirac [5] é¢ um procedimento de hamiltoniza¢ao de um sis-
tema singular. Com o método conseguimos também escrever as equacoes de
movimento (8) de forma equivalente, revelando sua estrutura. Na proxima
subsecao descreveremos este método com detalhes.

2.2 Meétodo de Dirac: hamiltonizacao de uma teoria la-
grangeana singular
Nesta secao apresentaremos com detalhes o método de Dirac para hamil-

tonizacao de uma teoria degenerada, que consiste de uma série de passos.
Seja L(¢”, ¢®) a Lagrangeana de uma teoria degenerada, ou seja,

0?L ,
T&nkw = [/L] < [A], (16)
definida no espaco de configuracdes parametrizado por ¢*; A = 1,..., [A].

Do principio podemos supor [21], sem perda de generalidade, que a sub-
matriz da matriz 5 Zd & que determma o rank da tltima é formada pelas [i]

primeiras linhas e colunas de 7 _O°L a 5.
Primeiro passo: momentos canoénicos e vinculos primarios.
Introduzimos os momentos da seguinte maneira,

= — 1
ou entao, 5
L
P — A 1
D= 5 (18)
oL
« A ]_
Pa = Hia (19)

Estas equacoes sao consideradas equagoes algébricas para determinarmos
o nimero maximo possivel de velocidades ¢ em funcao dos ¢’s e p’s. De
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acordo com o teorema da aplicagao implicita (e a condigao mnkaq‘f# = [1])
podemos obter [i] velocidades em fungao dos ¢’s, p’s e ¢’s restantes, ou seja,

oL
gt

-1

& ¢ =g pj,¢%). (20)

pi =

E imediata a seguinte identidade,

oL
i — = . =0. 21
Pi = gl (21)
Substituindo as solugdes (20) em (19), obtemos,
oL oL
« a o' = 0. 22
p 8a:>¢(qp) P o ) (22)

0

Notemos que as fungoes ¢, (g, p) nao dependem de ¢*. De fato, se isto ocor-
resse poderfamos usar a equagio (22) para obter mais uma velocidade ¢ em
funcao dos ¢’s, p’s e ¢ restantes, contrariando o teorema da aplicacao im-
plicita, ja que mnkaqa;# = [i].

Assim, até agora temos:

L
pa= SA & ¢ =0'(¢", 0, 4%); dalq,p) = Pa — fald™,p)) (23)

onde
oL

g

Naturalmente obtivemos funcoes das variaveis ¢ e p que nao envolvem
derivadas temporais. Chamaremos ¢,(q, p) vinculos primérios e ¢,(q,p) =0
equacoes de vinculos primérios.

Segundo passo: Hamiltoniana H, do sistema singular.

Definimos a Hamiltoniana Hj do sistema singular da seguinte maneira,

fala® p;) =

(24)

Apig)

de .
Hy &2 (pAqA - L)

(25)

G=v(q4,pj,4%), pa=Fa (¢4 ,pj)

Por construcao Hy ndo depende das velocidades ¢*. De fato, a dependén-
cia com ¢ desaparece pois usamos as solugoes (20) na defini¢ao de Hy. Para
ver que Hy também nao depende de ¢%, fazemos:

o oL
vt 8qa aqa v

0H, o' oL

o o T o

(26)

13



Usando a identidade (21) e a definigao (24),
0H,
=Dy — fo =0. 27
g P f (27)
Notemos também que, por construgdo, Hy = Hy(q, p;).
Terceiro passo: Hamiltoniana completa H do sistema singular

no espaco de fase estendido.
Consideremos o espaco de fase estendido parametrizado por,

(a*(7), pa(7),v%(7)). (28)

Definimos a Hamiltoniana completa do sistema singular no espago de fase
estendido da seguinte maneira,

H(g", pa,v™) = Ho(q",p;) + v*dalq?, pa,) (29)

onde os v* sao chamados multiplicadores de Lagrange.
Quarto passo: Paréntesis de Poisson no espaco (¢, p4,v%)

Definicdo 2 Dadas duas fungoes definidas no espago (g, pa,v®),
A= A(g,p,v), B=B(q,p,v) (30)

o paréntesis de Poisson de A e B € definido por,

0A 0B  0A 0B
g4 Opa  Opa Og*
Quinto passo: Equacoes de movimento hamiltonianas.

No espaco (¢, pa,v®) de 2[A] + [a] dimensoes construimos as seguintes
equacoes,

{A>B} =

(31)

OH
qA = {quH} = {qA7H0 + Ua¢a} = {qA7HO} + an{qA’ ¢a} = %’ (32)
OH
pA = {pA7H} = {pA7 HO + va¢a} = {pAa HO} + va{pAa ¢O¢} = _@a (33)

dalq”,pa) = 0. (34)
As formulgoes (8) e (32), (33), (34) sao equivalentes [7]. Observemos que
construimos um sistema de equagoes diferenciais equivalente a (8), contudo
em (32) e (33) as equagdes estdo em sua forma normal, isto é, a derivada de
maior ordem esta isolada (lhs de (32) e (33)). Notemos também que além
de equagoes diferenciais, parte das equagoes de movimento sao dadas por [a]
equacoes algébricas: ¢, = 0.
Podemos entao nos perguntar se existem mais equagoes algébricas, além
das [o] ja encontradas. Em geral, existem mais de [a] equagoes algébricas.
Para ver como podem aparecer mais equagoes, consideremos o seguinte,

14



Lema 1 O sistema de equagoes (32), (33) e (34) € equivalente ao sistema
de equacoes abaizro:

i* ={q", H}, (35)
pa = {pa, H}, (36)
¢a(q,p) =0, (37)
{¢o, H} = 0. (38)

Com efeito, é imediato que qualquer solucao do sistema acima é também
solucdo do sistema (32), (33) e (34). Por outro lado, se ¢* = 24(7) e pa =
7(T) é solucdo de (32), (33) e (34), entdo ¢o(x(7), ma(T)) = 0. Assim,

0= 2 0u( (@) ma(r)) = (60 HY = 0= {0 HY. (39)
Sexto passo: Trocar o sistema (32), (33), (34) pelo sistema (35),
(36), (37), (38).
Mostrada a equivaléncia entre os sistemas (32), (33), (34) e (35), (36),
(37), (38), trata-se de conveniéncia usar um ou outro sistema. Usaremos o
segundo sistema de equagoes e veremos no proximo passo que a equacao,

{¢a, H} =0 (40)

pode trazer novas equacgoes algébricas, ou seja, novas equacoes de vinculos
ao sistema. A equagao (40) apresenta uma interpretacio simples: é natural
pensar que um vinculo e preservado para todo instante de tempo, ou seja,
sua evolucao temporal é dada por,

d
%qba = {¢a7 H} =0. (41)
Sétimo passo: Analise das equagoes {¢,, H} = 0.
Temos,
0= {¢aaH} = {¢aaH0}+vﬁ{¢0m¢ﬁ}' (42)
Definindo,
{¢a7 HO} = Hou (43)
{¢a, s} = Dug, (44)

as equacoes (42) tomam a forma,
Agpv® = —H,. (45)

71) detAaﬁ 7é 0.
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Se detA,p # 0, entao obtemos todos os multiplicadores v*,
v = (AT Hy; v° =07 (q, p). (46)

Nao aparecem mais equagoes algébricas e as equacoes de movimento tomam
a forma,

A A

q - {q 7H} vﬁ(q,py (47)

pa={paHY|, . (48)
ba(q,p) = 0. (49)

Como o sistema acima estd em sua forma normal, ou seja, a derivada temporal
de maior ordem estéd isolada, fixadas 2[A]| condi¢Oes iniciais, existe tnica
solugao para (47), (48). Notemos que neste caso, os multiplicadores foram
todos encontrados e retornamos ao espaco ¢, pa.

7.2) detAag = 0.

Suponhamos que rankA.s = [a] < [a]. Vamos supor, sem perda de
generalidade [21], que a submatriz que determina o rank de A,z seja formada
pelas primeiras [a] linhas e colunas de A,p:

_ [ Aa Aaw
Aap = ( Ay Aoy >

onde detAg; # 0. Reescrevendo o sistema linear (45), encontramos,

Aaévg + Agt? = —H, (50)
Aa/EUB -+ Aafb/vb/ = —Ha/. (51)

Da equagao (50), temos,
o = —(A Y (H, + Agyo?). (52)

Encontramos [a] multiplicadores em fungao dos multiplicadores restantes.
Substituindo (52) em (51),

—AG/E(Ail)Ba(HgL —|— Aab/'l}bl) —|— Aa/b/’ljbl = _Ha’7 (53)
que implica, )
A;/b/vb/ - AQ/B(A_I)I)&H& - H(l’7 (54)
onde i}
A/a’b’ - Aa/b/ - Aa/B(A_l)baAab/. (55)

16



Se pudéssemos encontrar mais um multiplicador v a partir de (54) estariamos
contrariando o teorema da aplica¢ao implicita ja que rankAaf = [a] e ja
obtemos [a] multiplicadores em fun¢ao dos demais. Portanto, obrigatoria-
mente, devemos ter,

rankAl,, = rank(Agy — Ayp(A™)Agy) = 0. (56)

Isto implica, )
A;/b/ - Aa/b/ - Aa/B(A_l)baAab/ - 0 (57)

De fato, se algum elemento de A’ fosse diferente de zero, digamos A, entao
o determinte da submatriz de ordem 1, formada pelo elemento A/, # 0
teria determinante diferente de zero e assim rankA’ = 1, contrariando (56).
Retornando com (57) em (54),

Hy — Ayg(AY"H, = 0. (58)

Até agora encontramos, a partir de {¢,, H} = 0,

vt = —(ATHP (A0 + Hy), (59)

G (4, p) = Hy — Ayg( A~ H, = 0. (60)

Dentre as equacoes (60), podemos ter conseqiiéncias dos vinculos priméarios
®a(q,p) = 0 ou ainda podem ocorrer identidades 0 = 0. Como nao queremos
informacoes irrelevantes, considere a seguinte

Definigao 3 Sejam fp = fp(&') fungdes das varidveis &, com [D] < [i]. As
funcoes fp sao ditas funcionalmente independentes quando,

rank(%é?))ﬁ)(g)_o = [d]. (61)

Ou seja, quando, a partir das equagoes fp(E') = 0, pudermos encontrar [d]
varidveis & em funcgao das demais.

Assim, entre as fungoes ¢ (q, p) escolhemos [a] < [a] funges funcional-
mente independentes e independentes dos ¢, (q, p):

$a(a,p) = Ha — Agp(A™) " He; [a] < [d]. (62)

As fungoes (62) sao os vinculos secundarios.
Oitavo passo: Substituicao dos multiplicadores encontrados.
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Como mostramos a equivaléncia entre os sistemas (32), (33), (34) e (35),
(36), (37), (38) e agora entre {¢,, H} = 0 e (59), (62) (em (62) retiramos as
informagoes irrelevantes de (60)), nosso sistema de equagdes sera,

qA = {qA7 H}7 (63)

pA = {pA7 H}7 (64-)

$a =0, (65)

$a =0, (66)

v = 0%(q, p,v"), (67)

ou seja, substituimos os v® encontrados nas demais equagoes,

¢* ={q". H}| . (68)

pa= {pa HY| . (69)

(ba = 07 (70)

0o = 0. (71)

Nono passo em diante: Repeticao dos passos 6, 7 e 8.

Submetendo ¢, & mesma analise feita para os vinculos primérios, obtemos,
quando existirem, vinculos de terceira etapa e alguns multiplicadores v e
assim sucessivamente. Este procedimento é finito ja que temos um nimero
finito de graus de liberdade e nao passa de 2[A] etapas.
Com isso completamos o método de Dirac para hamiltonizacao de sistemas
singulares. Temos equagoes diferenciais de movimento em sua forma normal
e dentre as equagoes de movimento aparecem também equagoes algébricas:
os vinculos (é possivel mostrar que todos os vinculos sao revelados com o

método [7]).

3 Discussao Sobre os Vinculos

3.1 Significado algébrido dos vinculos

A partir das equacgoes de vinculo,

$alq,p) =0, (72)

podemos obter alguns ¢ e p como funcao dos demais,
q=4q(d.p), (73)
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p=pd,p). (74)

Conhecendo a dinamica de ¢’ e p/, isto é,

q'(7),
p'(7), (76)
imediatamente obtemos a dinamica de § e p:
q(t) = q(d' (), p'(1)), (77)
p(1) = p(d (), (1)) (78)

Ou seja, os vinculos retratam o fato que em uma teoria singular, usamos mais
variaveis para a descri¢ao do sistema do que graus de liberdade fisicos. Mais

ainda, vemos também que a dindmica de certos ¢’s e p’s nao é independente
dos demais.

ql
p/

3.2 Significado geométrico dos vinculos

Para termos uma idéia intuitiva sobre o significado dos vinculos, con-
sideremos a seguinte equacao definida no espaco R,

F(xz,y,z,w)=0. (79)
Sob certas condicoes técnicas é possivel escrever,
F(z,y,z,w) =0 w = f(z,y, 2). (80)

Entao, de acordo com (80), F = 0 define um subespaco de ! com 4 — 1
dimensoes. Analogamente, o conjunto de pontos que satisfaz,

Fl(l',y,Z,U)):O, (81)
Fy(z,y,z,w) =0, (82)

é também um subespaco de R* s6 que com 4 — 2 dimensoes.

A Hamiltoniana completa de um sistema singular foi definida no espaco
q*, pa,v®. Suponhamos que todos os v® tenham sido encontrados em termos
dos ¢’s e p’s. Portanto temos um espago de 2[A] dimensoes, onde os ¢’s e p’s
sao restritos as seguintes [a] equagoes de vinculos primarios,

¢a(q;p) =0. (83)
As equagoes (83) definem entdo um subespaco do espago de fase com
2[A] — [a] dimensoes. Qualquer solugao das equagoes de movimento esté

contida neste subespago.
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4 Classificacao dos Vinculos: Primeira e Se-
gunda Classes

Com os passos 7, 8 ¢ 9 do método de Dirac fica claro como a obtencao
dos multiplicadores v depende de,

a) det{da, d5}|, .

b) rank‘{gzﬁal,gba}’%:o, 1=2,..N,
onde ¢,, sao os vinculos de etapa [, ! = 2,..., N. Assim, naturalmente os
vinculos se dividem em dois tipos: primeira e segunda classes, de acordo com
as definicoes abaixo,

Definicao 4 Seja uma teoria singular com sistema de todos os vinculos da-
dos por G, I = 1,...,[I]. Dizemos que um vinculo T é de primeira classe
quando,

{T,G;} =C /Gy NI =1,...,[1], (84)

onde C;”7 sdo funcées de q e p.°

Defini¢ao 5 Seja G, a = 1, ..., [a] um sistema de vinculos. Dizemos que o
sistema G, € de sequnda classe quando,

det{G,, Gy} # 0. (85)

Para vermos a importancia da separacao de vinculos em primeira e se-
gunda classe, primeiramente, consideremos uma teoria em que sé estejam
presentes vinculos priméarios e de segunda classe,

det{n, gzsﬁ}\%zo = detNos # 0. (86)
Temos,
i* = {q*, Ho} + v*{q", ¢a} (87)
pa = {pa, Ho} +v*{pa, ¢} (88)
dalq”,pa) = 0. (89)

Da condigao 0 = {¢,, H} obtemos,

0= {¢a7H} = {¢a>HO} + {¢aa ¢ﬁ}vﬁ = Uﬁ = _(A_l)ﬁa{¢a7H0}' (90)

3Notemos que esta defini¢io esta ligada com o seguinte teorema [8]: se uma funcgao
suave G definida no espago de fase zera na superficie ¢, = 0, entdo G = ¢%¢,, para
algumas funcgoes g<.
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Retornando com os v encontrados em (90) nas equagoes (87) e (88) encon-
tramos,

i = g, Ho} — {q, ¢ } (A {65, Ho } (91)
Pa = {pa, Ho} — {pa, da }(A){¢5, Ho} (92)
¢a(qAapA) = 0. (93)

As equagoes (91) e (92) motivam a definigdo do paréntesis de Dirac de duas
funcoes A e B definidas no espaco de fase,

{A7 B}* = {A7 B} - {Av ¢a}(A71)a6{¢57 B}v (94)

0 que nos permite escrever as equagoes de movimento (91), (92) e (93) de
forma compacta,

¢ = {q", Ho}", (95)
pa = {pa, Ho}", (96)
¢a(qAapA) =0. (97)

Portanto, os vinculos de segunda classe nos permitem obter multiplicadores
bem como formular equagoes de movimento através do paréntesis de Dirac.

Vamos discutir agora a importancia dos vinculos de primeira classe. Para
isso usaremos um modelo concreto e mostraremos a ligacao entre vinculos
de primeira classe, equacoes de movimento lagrangeanas e simetrias. Isto
servird como motivacao para as secoes seguintes deste trabalho, onde dis-
cutiremos um método construtivo de obtencao de simetrias locais para uma
teoria singular.

Seja o modelo descrito pela acao

S:/ML (98)

onde a Lagrangeana L é dada por [13,17],

L=~y + 5 43P (99)

As equagoes lagrangeanas de movimento sdo dadas por [1],

55 -

25:0:>2+y:—(i—y), (101)
08 .
5, =0=z+y=0. (102)
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Existe a seguinte identidade entre as equagoes (100), (101) e (102),

2 222 gy, 1
(d7252 dr oy 590)5 0 (103)

A identidade (103) retrata o fato que a a¢do S e neste caso, a propria La-
grangeana L sao invariantes sob as transformacoes de simetria local,

r—2=x+aq, (104)
y—vy =y+a, (105)
z— 2 =2z—4, (106)

onde a = a(7) é uma funcao arbitraria de 7.

E conseqiiéncia imediata da identidade (103) e das transformacdes de sime-
tria (104), (105) e (106) uma arbitrariedade na solugao das equagoes de
movimento. De fato, fixando condigoes iniciais,

2(0) = zo, (107)
§(0) = =20, (108)
y(0) = wo, (109)
(0) = yo, (110)
x(0) = o, (111)

encontramos as seguintes solucoes para as equagoes de movimento (100),
(101) e (102),

/

T = 19+ YoT — %7—2 — /T(/T o(7")dr")dr', (112)
0o Jo
Y =1y — 2T — o(tdr', (113)
0
z=zo+ (1), (114)

onde, com exce¢ao de p(0) = 0, a funcdo ¢ é arbitraria. Mais ainda, a
presenca de simetrias locais (juntamente com a arbitrariedade nas equagoes
(112), (113) e (114)) nos mostra que das variaveis z, y e z, nem todas possuem
dinamica independente. Notemos que a dinamica de z é determinada a partir
da dinamica de y. Vejamos agora as conseqiiéncias dos fatos citados acima
para o formalismo hamiltoniano. Seguindo os passos do método de Dirac,
comegamos com 0s momentos candnicos,
oL

px—gzi—yér:pm—i—y, (115)
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oL ) .
py:a—y:z+y:>y:py—z, (116)

oL
=2 117
=53 (117)
A Hamiltoniana completa é,
H = Hy + Ap., (118)
onde,
L, 1y
Ho = 50 + 5y +Ype — 2y, (119)

e A é o multiplicador para o vinculo primario p, = 0. Prosseguindo com o
procedimento, encontramos os seguintes vinculos de etapas superiores,

0={p.,,H}=p,=p, =0, (120)
0={py,,H} = —p, = p, =0, (121)
0={ps, H} = 0. (122)

Como {ps,py} = {ps, 0.} = {py,p-} = 0, os vinculos sao todos de primeira
classe.

O primeiro resultado que encontramos com a presenca somente de vincu-
los de primeira classe é que nenhum multiplicador pode ser encontrado como
funcao dos ¢’s, p’s e outros multiplicadores. Notemos que o nimero de vincu-
los primarios de primeira classe coincide com o nimero de funcoes arbitrarias
das solugoes (112), (113) e (114) das equages de movimento lagrangeanas,
neste caso temos um vinculo e uma funcao arbitraria. Mais ainda, a simetria
(104), (105) e (106) tem ordem 2 e encontramos um vinculo de terceira etapa.
Por fim, o nimero de identidades entre as equagoes (100), (101) e (102), neste
caso, uma identidade, coincide com uma simetria com um parametro, que é
uma fungao arbitraria de 7. Estes fatos nao sao coincidéncia. Na verdade
sao resultados e no caso geral tém os seguintes enunciados [7]:

Afirmacao 1 Em uma teoria singular, a solucao das equacoes de movimento
de Lagrange contem exatamente n funcgoes arbitrdarias do tempo, igual ao
nimero de vinculos primdrios de primeira classe presentes no formalismo
hamailtoniano correspondente.

Afirmacao 2 Se

(k] dkz

6q" = > R* 1ya(a. 4, ...;T)WEQ(T); a=1,..,r, (123)
k=0

€ uma simetria local de uma teoria lagrangeana singular, entao em geral
obtemos no formalismo hamiltoniano correspondente vinculos de etapa [k]+1.
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Afirmacao 3 Ocorremr identidades independentes satisfeitas pelas equagoes
de movimento de Lagrange se, e somente se, existem simetrias da a¢ao la-
grangeana com r pardmetros, que sao funcoes arbitrdarias do tempo.

Com essas afirmacoes vemos claramente a ligacao entre vinculos de primeira
classe e a presenca de simetrias locais em teorias singulares. Estes resultados
serao essenciais para a proxima Secao deste trabalho, quando apresentaremos
um método de obtencgao de simetrias locais para teorias singulares.

Discutimos com detalhes um modelo simples, contudo vale a pena men-
cionar que a Eletrodinamica, descrita por,

1
S=—7 / d*zF,, ", (124)

onde
F,uu = aquz - al/A}M (125)

apresenta a mesma estrutura do modelo (99):

a) Identidade entre equagoes de movimento;

b) Simetria local;

¢) Vinculo de primeira classe presente no formalismo hamiltoniano;

d) Dentre as 4 componentes de A,, s6 duas sao fisicas ja que com as
simetrias locais conseguimos eliminar os graus de liberdade nao fisicos.

Para finalizar esta secao gostariamos de ressaltar dois resultados centrais
sobre classificagao dos vinculos [7,18].

Teorema 1 Seja uma teoria hamiltoniana singular com sistema completo de
vinculos dados por Gy e rank{G,G;} = [i| < [I|. Entao existe uma matriz

C[ J, detC] J

sistemas Gy e Gt sao equivalentes) de forma que,

G —o # 0, tal que G = Cr?Gy (neste caso dizemos que o0s
=

Gy = (Gr,Ti) (126)
onde G sao vinculos de sequnda classe e cada Ty € de primeira classe.

Um outro resultado nao menos importante, que apesar de colocar certas
restricoes na Hamiltoniana e no sistema de vinculos, é o seguinte,

Teorema 2 Seja o espago de fase parametrizado por n = (q,p,\) e uma
teoria singular com Hamiltoniana e vinculos dados por,

H = H(n") (127)
¢’ =@’ (n) (128)
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onde ®7 ¢ o sistema completo de vinculos revelado pelo método de Dirac.
Neste caso, é possivel obter uma matriz C’ i com detC” x # 0, de forma
que,

Y ®F = @’ (129)

onde 7 = (@', X™); 0s vinculos ¢ sao de sequnda classe, 0s vinculos x sao de
primeira classe e se dividem da sequinte maneira: @' = @9 ¢ y™ = (i)
O indice © corresponde ao estigio do procedimento de Dirac e os indices a e
u enumeram oS vinculos em cada estdigio. Esta reorganizacao é consistente
com o método de Dirac, ou seja, 0s vinculos sao separados em primeira e
sequnda classes em cada etapa do procedimento de hamiltonizacao.

A organizagao dos vinculos segundo os teoremas acima é conveniente
tanto para formular as equagoes de movimento via paréntesis de Dirac (vin-
culos de segunda classe) quanto para a andlise do setor fisico da teoria via
simetrias locais (vinculos de primeira classe).

5 Obtencao Das Simetrias Locais Para Uma
Teoria Lagrangena Singular

5.1 Meétodo de obtencao de simetrias locais para uma
teoria singular em linhas gerais

Ja discutimos em secoes anteriores a importancia das simetrias locais
para teorias degeneradas: a distincao entre o setor fisico do nao fisico de um
sistema. Nesta secao discutiremos em linhas gerais um método de obtencao
das simetrias locais para uma teoria singular arbitraria |[15].

Fixada uma teoria singular com Lagrangeana L onde estao presentes so-
mente vinculos de primeira classe de etapa N no formalismo hamiltoniano
correspondente, construimos uma Lagrangena Z~L, por métodos algébricos em
termos das grandezas da formulacao inicial, equivalente a L. L apresenta
somente vinculos de primeira classe, no maximo, secundérios. Todas as
simetrias de L sdo obtidas, onde os geradores sao os vinculos de L. For-
mularemos e demonstraremos entao um teorema que nos permite obter, a
partir das simetrias de f}, as simetrias locais de L.

5.2 A construcio de L

A evolugao temporal de um sistema hamiltoniano é ditada pela Hamilto-
niana completa do sistema: H = Hy + v*¢,. Como ja vimos, o método de
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Dirac revela, além dos vinculos primérios ¢,, vinculos de etapas superiores
que chamaremos T, (¢%, p;).*

Em uma formulacao equivalente, a analise de sistemas vinculados pode
ser feita através do formalismo da Hamiltoniana estendida [7|, H.s:, definida
por?

Heq = H + AT, = Ho(q",p;) + A" ¢a + T, (130)

onde A* e A® sao os multiplicadores correspondentes. Imediatamente nota-
mos que as equacoes de movimento no formalismo estendido sao diferentes
das equacoes obtidas com H, ja que H.y apresenta explicitamente todos
os vinculos da teoria. Contudo, como mencionamos, estes formalismos sao
equivalentes. Apesar de ser util para a analise da estrutura dos vinculos
no caso geral, H.y apresenta alguns pontos misteriosos. Em particular, nao
existe Lagrangeana tal que, passando para o formalismo hamiltoniano, en-
contramos H.y como Hamiltoniana completa. De fato, resolvendo T, = 0
em funcao de alguns p,, obtemos,

Ta’ = Po — ta’(qA7p/)' (131)

Como Hy em geral também depende de p/, entdo H.s ndo pode ser a Hamil-
toniana completa para alguma Lagrangeana ja que a equagao (130) nao tem
a forma (29). Para ver entao como o formalismo de H.y sugere alguma dica
para a construcao de L, seja L = L(q¢#, ¢") uma Lagrangeana de uma teoria
singular, definida no espaco de configuracoes ¢*; A = 1, ..., [A]. Passando ao
formalismo hamiltoniano encontramos,

H(q* pa,v™) = Ho(q*, p;) + v*@alq?, pa,)- (132)

(Enfatizamos que as notagoes utilizadas sdo as mesmas da se¢ao 2). Supon-
hamos que a teoria apresente vinculos de etapa N, N > 1. Vinculos de etapas
superiores serao denotados por Ta(qA,pj) e o sistema completo de vinculos
por G = (¢, Tn). Como buscamos simetrias locais, vamos supor também, a
luz das afirmacoes 1, 2 e 3, que o sistema tenha vinculos somente de primeira
classe, isto é,

{G1, G} = cr%(¢*, pj) G, {Gr, Ho} = b/ (g%, p;)G. (133)

Chamaremos os paréntesis acima de algebra de calibre ou gauge.
Como mostramos, H.s nao pode ser Hamiltoniana para nenhuma Lagrangeana.

4A secdo 2, além de descrever com detalhes o método de Dirac serve para fixar a notacsio
que serd usada daqui para frente.
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Consideremos entao a seguinte funcao H, com estrutura similar a estrutura
de H., definida no espaco parametrizado por ¢*, pa, 5%, ma, v%, 0%,

H(q",pa, s*, ma, v, 0%) = Holq", pj, s*) + v Pulq?, pp) + 07,  (134)
onde,
Hy = Ho(q*,p;) + s"Tu(q*, ;) (135)

e as funcoes ¢,, Hy e T, sao tomadas da formulacao inicial.

Afirmamos que a Hamiltoniana (134) é a Hamiltoniana completa para
uma Lagrangeana L = E(qA,qA,sa) definida no espaco de configuracoes
g*, s*. Hy serd a Hamiltoniana de L e ¢p = 0, 1, = 0 (onde 7, sao os
momentos conjugados as varidveis s%: gs.La) sao vinculos primaérios. Para
mostrar estes fatos, comecamos escrevendo a equacao de movimento para ¢

no formalismo hamiltoniano,

OH _0Hy 0T, _ ,0fa (136

:37@‘: op; e ap.  Opi

3

q

Esta equacao pode ser invertida em relagao a p; numa vizinhanca do ponto
s* = 0. Com efeito, para s* = 0, esta equacao tem a forma,

. OH
i=5 (137

que é simplesmente a equagao (23) da formulagao inicial,

q' = v'(q*, pj, ¢*). (138)

Invertendo em relagdo a p;, obtemos a equagao (18). Portanto, det agg{;}, #0
10D
e logo isso ¢ também verdade numa vizinhanca do ponto s* = 0. Dai a

equagao (136) pode ser resolvida. Vamos denotar sua solugao por,
pi = wilg”, ¢’ 0%, s%). (139)
Sao imediatas as seguintes identidades envolvendo w;:
(i) Wz'|q-i:ﬁ = Di
~ 9p; .
(i) 5|, _ =4d"

i |p;=w;
bem como a seguinte propriedade de w;,

OL
= ——. 14
52=0,09—¢* 8ql ( 0)

wi(qA7 qiy 'Ua7 Sa)
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Na propriedade acima usamos o fato que as equacoes para ¢, vindas de,
¢ = {¢", H}, (141)
coincidem com as equacoes,
i i/ A i o _a
q—'U(q ,q,U,S), (142)

bastantdo para isso substituir v® por ¢* [22]. Usando a notagao,

wi(qAaqi7Ua7Sa) = wi(Qan 5)’ (143)

Ua_>qo¢
definimos a seguinte funcdo L no espaco ¢*, s,

z(qAa qAa Sa) =

(wid' + falg®,w))d® = Ho(g",wj) — 8Tl wy)))| (144)

w(q,4,5)
Léa Lagrangeana estendida procurada e possui as seguintes propriedades,
a) L envolve as novas variaveis s* em nimero igual ao de vinculos de
etapas superiores 1, de L.
b) Os vinculos de etapas superiores T}, de L entram explicitamente em L.
¢) Considerando L uma funcio de w; encontramos,

oL . OH
3 = (qz ~ 9 ) =0. (145)
“ilo(g.d.s) Pi/ lp=w(q.q.5)
d) L(g",q%, 5" |se=0 = L(g", ).
e) Passando ao formalismo hamiltoniano,
oL
ﬁi = an = wi(qAa un Sa)v (146)
0L
Po = aiqa = foz<qA7wj)7 (147)
oL
o= =—=0. 148
Ta= 5 (148)

De acordo com as identidades (i) e (ii) envolvendo w; podemos reescrever
(146), (147) (e (148)) como,

ol
ba = Do — fula?, D) =0, (150)
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o = 0. (151)

Portanto, ¢, = 0 e m, = 0 s@o vinculos primdrios e as velocidades ¢* foram
encontradas. Escrevendo H, encontramos,

Hy = pag™ + 1,8 — L = Hy + s°To(q”, ;). (152)

Logo H é dada por (134) e Léa Lagrangeana correspondente, como afir-
mamos. Para completar a dinamica de H, vejamos quais vinculos de etapas
superiores sao obtidos:

0={ny, H} = T, = T, = 0. (153)

Todas as equagoes de vinculos oriundas de 0 = {¢,, lfl} jasaopartede T, =0
pois {@a, f]} = {0, H} + 5°Coa G1 = {¢a, H} = 0. Logo o procedimento de
Dirac para na segunda etapa.

As propriedades (a)-(e) serdo essenciais para a discussdo das simetrias
locais da Lagrangeana estendida, como veremos nas proximas secoes. Em
particular, como o método de Dirac para na segunda etapa, de acordo com
a afirmacao 2 esperamos que L tenha uma simetria local da forma,

5q = ERy + R, (154)

ou seja, com estrutura bem mais simples que a simetria local de L, que é da

forma,
N-1

d
5 = Ry +€Ry + . + = R (155)

J& que supomos que L apresenta vinculos de etapa N. .
Resumindo, construimos o seguinte esquema: L = H = L < L.

5.3 As dinamicas de L e L

As equagdes hamiltonianas de movimento de L sao dadas por,

¢ = {q¢* H} + s*{q", T..}, (156)
pa={pa, H} + s{pa, T.}, (157)
s (158)
fra =0, (159)

=0, ®,=0, T,=0, (160)



onde H é a Hamiltoniana da formulagao inicial e o paréntesis de Poisson {, } é
definido no espaco ¢, p4, s, m,. De acordo com Dirac [5], para cada vinculo
de primeira classe podemos fixar um calibre, ou seja, escolher uma equacao
arbitraria que acompanhe a equacao de vinculo. Fixemos parcialmente os
calibres,®

s*=0 (161)

para os vinculos,
m, = 0. (162)

Desta maneira, o setor (s%, m,) desaparece da teoria L e as equacoes de movi-
mento (157)-(160) coincidem com as equagoes de movimento hamiltonianas
de L. Como L representa um dos calibres de I~/, mostramos a equivaléncia
entre as duas formulagoes [7]. Agora é questdao de conveniéncia usar L ou
L. Como buscamos simetrias locais, de acordo com (154), partiremos da
Lagrangeana L.

6 Simetrias Locais das Ac¢oes Hamiltoniana e
Lagrangeana

Devido a estrutura de [~/, que apresenta vinculos somente de segunda
etapa, esperamos que a obtencao das simetrias locais de L seja mais simples,
comparada com a obtengao das de L (veja equagoes (154) e (155)). Na
verdade, ¢ isto que acontece. Como L apresenta [a]+[a] vinculos primérios de
primeira classe, esperamos o mesmo nimero de simetrias locais independentes
(Afirmacoes 1 e 3). Estas simetrias podem facilmente ser encontradas em
funcao dos vinculos da formulacao inicial.

6.1 Simetrias da acao hamiltoniana

No trabalho [11], mostrou-se que se dq é uma simetria da a¢ao lagrangeana,
entao as simetrias da acao hamiltoniana podem ser expressas como,

0" = {¢", G} (163)
opa = {pa, G} (164)
v ={H,o0q"} (165)

onde v* sao os multiplicadores e G é uma combinacao de vinculos presentes no
formalismo hamiltoniano. Isto sugere que as simetrias da acao hamiltoniana

5Notemos que o calibre s* = 0 é consistente com a construcio de L, que foi feita numa
vizinhanca do préprio ponto s* = 0.
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tenham geradores: {n, G} onde n = (¢,p). Consideremos entdo a variagao
da acao hamiltoniana que corresponde a L,

HL—/dTpAq + 78t — H) =
/dT pAC] + 7Ta5 - HO( 7pj) - SaTa(quﬁj)_

v ®, (¢, Pp) — v 7a), (166)

sob as transformacoes infinitesimais,
6rq” = '{q*, G1} (167)
01pa = €' {pa, Gr} (168)

onde €/ sdo os parametros e I é algum valor fixo o ou a. Isto implica, a
menos um termo de derivada total,

0(pad™) = ¢*0pa+ pa(0q”) = ¢"0pa — padq”™. (169)
Usando as transformagoes (167) e (168) chegamos a,

OH 0G; N OH 0G;
Opa 0g* ~ 0g* Opa
Para qualquer fungao A = A(q, p),

OA 4 0A
a2’ T p,

De acordo com as equagoes (170) e (171), ndo é dificil ver que a variagao de Sy
no subespaco ¢, o4 é proporcional a G (Veja apéndice A). Assim, podemos
cancela-la com transformacoes apropriadas para s® e v®. Por sua vez, fazendo
dm, = 0, tomamos a variacao para v® como dv* = (ds*). Portanto é sO
questao de calculo mostrar que as seguintes transformacoes sao simetrias de
Sg, (veja apéndice B)

8(pag™) = €' (- )= —elGr =G (170)

0A(q.p) = 5pa = €' {A,Gr}. (171)

org" = €e'{g", G} (172)

01pa = €' {pa, Gr} (173)

618% = €20, + €'b;* — sPel ey — vPel car”, (174)
S0 = 0, (175)

S10% = €%y, (176)

(177)

5ﬂ)a = (5[5’&)’,
onde b e ¢ sao as fungoes da algebra (133). Logo, todos os vinculos G; da

formulagao inicial sao geradores das transformagoes de simetria no subespaco
q?,pa do espaco de fase.
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6.2 Simetrias da agao lagrangeana estendida

Seja a acao lagrangeana,

S; = /dez. (178)

Vamos mostrar que as seguintes transformagoes sao simetrias de (178),

org” = €*dar,
4 A= EI A7 G , & ) C
4 lg I}‘pﬁw(q,dﬁ) orq e da%] po(0,0r5) ;
a__ (:a Ipa b 1. a 6.1 a
(5[5 = (6 5a1 + € b] S € Cpy q € Car )‘p—w(q,q,s) . (179)
Sob uma variacdo arbitraria d¢*, 6s* de L encontramos,
- o af,
0L = —w;0q" — fa0q™ + ¢~ OJa dq"—
ol (0
lw(q,4,5)
OH, oT, oL
-9 oqt — 65°T, — s° 4+ —‘ - Ow;. (180)
w(q,4,5) w(q,4,5)

De acordo com a propriedade (c¢) de L, gf_ (wis) 0, podemos escolher dw;
ilw(g,d,s

arbitrariamente sem alterar a variacao L. Tomemos entao,

oG
—el = . 181
o (181)

p—w

&ui =

Substituindo d¢* dada em (179) e dw; acima em (180) obtemos ap6s alguns
célculos (apéndice C),

~ . . Ofa Ofs O0fa0fs
. a a B o . . o
oL [ Tac® 4% <8q5 0q” <6qi Op; aef

, aT, (df, dT,
a0 _ caa : o T o
(ste qe>(aqa+(8q1% fo ))
o <aH0 . <8Ho Ofo

i/ -
dq* og op 0 !

0H, 01, oT, 0T,
€’ (0 R —HOHT> —s“6b< 1 2 0h —a<—>b> —53‘1Ta1

9q" Op; 9q" Ip; o

= [Ty — ¢ { Do, Dy} + (5" — ") {0, T}~
e {Ho, @0} — €{Ho, T,} — s"{To, o} — 05"Tu||
p—w
= [(éa — qo‘elcaﬂ + GIb]a - SbEICb[a — (53“) Ta} B . (182)
p—w
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Portanto a variacao de s* dada em (179) fornece,

~ d
0L =—F 1
~F, (183)

como afirmamos.

6.3 Simetrias da agao lagrangeana inicial

Para obter as simetrias da acao inicial, consideremos o seguinte

Teorema 3 Seja 6¢*, 8s* uma simetria de L, onde
T

A acgao inicial € invariante sob as transformacaes,

6q* =" 61q™, (185)
I
que obedecem 6s* = 0 no ponto s* = 0.

Demonstracgao: .
Como temos uma simetria de L ocorre,
- 0L oL oL d
6L = ——0q" + ——(5q™) + ——0s" = —F, Vs 186
o0 T pga0T ) Gt = kv (186)

Em particular, consideremos a combinacao de simetrias de I:, 0 =Y ;97 que
obedece ds* = 0 para s = 0. Neste caso,

. oL oL d
OL|jo—p.550— = —— 44 = 8¢t = —F. 187
oosnmr = gzl o0tk ety = R (87
Pela propriedade (d) da Lagrangeana estendida encontramos,
~ oL oL d
SL|sa—pgs0—0 = —=0g* + —(6¢*) = 6L = —F. 188
| =0;052=0 an q +an( q ) dr ( )
Portanto a acao inicial é invariante sob as transformacoes,
A A
dq” = 2}:(5lq o (189)

que obedecem ds* = 0.
De acordo com a transformagao (179) para d;s®,

> 0rs| =t e - ¢ car® = 0. (190)
- _

Temos entao [a] equagoes para o] + [a] variaveis e. O sistema (190) pode
ser resolvido por métodos algébricos [10], o que fornece [a] €’s em termos dos
¢’s restantes e suas derivadas de ordem menor que N. Isto permite obter [a]
simetrias locais de L.
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7 Aplicacao do Método: Obtencao das Sime-
trias Locais para Modelos Concretos

Nesta se¢ao utilizaremos o método de obtencao das simetrias locais para
alguns modelos especificos. Nestes modelos singulares s6 estao presentes
vinculos de primeira classe. Para cada uma das Lagrangeanas que serao
apresentadas, procederemos da seguinte maneira:

a) Dada a Lagrangeana L, aplicamos o método de Dirac para hamiltoniza-
¢ao do sistema singular.

b) Obtemos a algebra de gauge (¢, b) dada pelas equagoes (133). (Observe
que as algebras de H e H coincidem).

¢) Construimos a Hamiltoniana estendida .

d) Obtemos a Lagrangeana L tal que a Hamiltoniana correspondente seja

H.
e) Obtemos as simetrias de L.
f) Obtemos as simetrias de L.

7.1 Primeiro modelo
Consideremos o modelo descrito pela agao [17],

1 1
= [arL= [arl5@ -y + 50+ )7, (191)
definida no espaco {z,y, z} e Lagrangeana L indicada em (191). Utilizando o
método de Dirac para hamiltonizagao, comecamos com os momentos canoni-
Cos,

L
gi—px—i’—yéi—pwry, (192)
oL . .
afy=py=y+z;$y=py—z, (193)
oL
—=p.=0= ¢ =p,. 194
5; =P o1 =0p (194)

(Neste caso, ¢' = (z,y) e ¢* = 2).
Obtemos entao a Hamiltoniana Hy bem como a Hamiltoniana completa H,

1, 1
Hy = 507 + 50, + ety = Py, (195)
H = Hy+ \.p., (196)

onde A, é o multiplicador para o vinculo primario ¢; = p,.
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Prosseguindo com o método, encontramos os seguintes vinculos de etapas

superiores,
0=A{ps, H} =py = T =p, =0,
0={p,H} =—p, = T3=p, =0,
0={p.,, H} =0.

O sistema completo de vinculos é dado por,

Gr = A{pz,py: v} = {91, T2, T3}
A algebra de gauge é dada por,
{1, Ho} =To = b =1,
{Ty, Hy} = —Ty = by® = —1,
{13, Ho} = 0,
{G1, G}y =0=cr,5 =0, VI, J K.

A Hamiltoniana estendida toma a forma,

~ 1 1
H=_p>+ *ﬁz + Doz — Pyz + Ab. + 82Ty + 8°T3 + 07, a = 2,3,

2 2
A partir de,

:ﬁx+y+33:>ﬁx:j3_y_33a

Imediatamente escrevemos as simetrias de L,

51 . 51.1' = (Sly = 5183 = O, 512’ = (5182 = 61.

52 : 5295 — 522 = 0; 52y = 62; 5282 = é2; 5233 = —52_

53 : 533/ = (532 = (5353 = O, (5327 = 63; (5383 = ég.

(197)
(198)
(199)

(200)

(206)

(207)

(208)

(209)

(210)
(211)

Como a acao inicial apresenta vinculo de terceira etapa, esperamos uma

simetria da forma €. O sistema (190) fornece,

€+ =0, e —e =0.
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Podemos obter €! e €2 em funcao de € = e:

A equagdo (189) nos da a simetria local da Lagrangeana inicial,

ox =€, oy = €, 0z = —¢.

7.2 Segundo modelo

Consideremos o modelo descrito pela agao [17],

5= [arly (" — g2 ~ ag

definida no espaco {z%,g}, nap = diag(—,+,+,+,+), a =const.

_1/:A AN2
Lagrangeana dada por L = 5(2% — gz)* — ag.
Os momentos e vinculos priméarios sao dados por,

oL
oo = pa=i" —grt =it = pt g2t
@
oL
8—g:pg:():>(b1£pg:0.
(Neste caso, ¢' = 2 e ¢® = g).

Obtemos a Hamiltoniana H, e a Hamiltoniana completa H,

1
Hy = §pApA + gpar? + ag,

H = Hy +vypy,

onde v, & o multiplicador para o vinculo primario p, = 0.

(213)

(214)

(215)

e com

(216)

(217)

(218)

(219)

Prosseguindo com o procedimento de Dirac, encontramos os seguintes vincu-
los de etapas superiores (usaremos a seguinte notagao para contragoes com

a métrica n: paz? = px),
0= {pgaH}:_(pl“i‘a) :>TQEp{E+a:O’
OZ{TQ,H}:p2:T3 EpQZO’
0={T3,H} ~T5.
Assim, o sistema completo de vinculos é dado por,

Gr = {pg,pr + a,p’} = {61, T, T3}
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A algebra de gauge é dada por,
{¢1, Ho} = =T» = by® = —1, (224)
{Ty, Ho} = T3 = by® = 1, (225)
{T3,Hy} = —2¢T3 = b3 = —2g, (226)
(227)
(228)

{61, To} = {1, T3} = 0
{TQ,T3} = 2T3 = 0233 = —6323 = 2.

A Hamiltoniana estendida toma a forma,

~ 1. B 5 N 5
H = =p* + gpr + ag + s°(pr + a) + P + vgpy + v'm; [ = 2,3, (229)

2
A partir de,
OH it — (g + s?)z?
A ~A A, 2 A 3~A _ A
T Opn + gx” 4 s7x” 4 2s°p D [+ 250 . (230)
encontramos a Lagrangeana L,
- [#1 = (g + %)) 2
L= — . 231
2(1 + 259) alg +7) (231)
As simetrias de L sdo dadas por,
§1: x=085=0; §g=—065=¢". (232)
8o 0 09z = €213 539 = 0; 6952 = €% 58 = €2 (233)
. 2
03 1 037 = 263<w); 039 = 035° = 0; d38° = 3 —2€%(g+5%). (234)

1+ 283
Como a acao inicial apresenta vinculo de terceira etapa, esperamos uma
simetria da forma €. O sistema (190) fornece,

e —é =0, (235)
e —2ge° + & =0, (236)
o que permite escrever €' e €2 em funcio de € = ¢,

e =2(ge) — ¢, (237)
€ = 2ge — ¢. (238)

A equagao (189) nos da a simetria local da Lagrangeana inicial,
dg = 2(ge) — ¢, (239)
dat = 2eq” — ex?h. (240)
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7.3 Terceiro modelo
Consideremos o modelo descrito pela agao |17,
1 1
S = / arl5 (@) + g@™)? = Ja*m?(a”) ), (241)

definida no espaco {2™, g}, nun = diag(—, +,+,+,+, =), a,m = const. e
com Lagrangeana dada por L = £(i™)? + g(z)? — 2a*m?(2°) 72 .
Os momentos e vinculo primario sao dados por,

OL

oM PM = T, (242)
oL
95 =P=0=01=p,=0 (243)
(Neste caso, ¢' = 2™ e ¢* = g).

Obtemos a Hamiltoniana Hj e a Hamiltoniana completa H,

1 1
Hy = §p2 — g7 + §a2m2(a:5)’2, (244)
H = Hy+ vgpy, (245)

onde v, é o multiplicador para o vinculo priméario p, = 0.
Encontramos os seguintes vinculos de etapas superiores,

0={py, H} =2? = T = 2* =0, (246)
0={2H} =2ap=Ty3=ap=0, (247)
0= {ap, H} = p* + *m?*(2°) 2 = Ty = p* + a®*m?(2°) 2, (248)
0=A{Ty,H} ~ T;. (249)

Assim, o sistema completo de vinculos é dado por,
Gr = {py, -T27$p7p2 + a2m2(x5)_2} = {¢1, 15, T3, Ty} (250)

A algebra de gauge é dada por,

{¢1,Hg} = T2 = 612 = 1, (251)
{Ty, Hy} = 213 = by® = 2, (252)
{T3, Ho} = —2gTy + Ty = b3®> = 2g; b3* = 1, (253)
{Ty, Hy} = 4973 = b,® = 4g, (254)
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{01, 1o} = {1, T3} = {1, T4} =0
{Ty, T3} = 2Ty = co3” = —c32° = 2,
(T, Ty} = 4T3 = coy® = —cg0” = 4,
{Ty, Ty} = 2Ty = c3u* = —cg3* = 2.

A Hamiltoniana estendida toma a forma,

-~ 1 1
H = -p* — g2° + =a*m?(2°) 2 + s'T} + v p, + v'm; 1 = 2,3, 4. (259)

2 2
A partir de,
OH M — $3gM
M M 3. M A=M _ =M
= = 2 = = 260
T Ot P+ st 4+ 287D D T ost (260)
encontramos a Lagrangeana L,
= [2M = SPaMP? 2 2 Loy o) 5y-2 4
L="——F——/— — — = 14 2s%). 261
As simetrias de L no setor (¥, g) sdo dadas por,®
81 6z =0; 61g=c¢€. (262)
(52 . (52.%‘ = 529 == 0, (263)
83 03z =€x; 939 =0 (264)
.3
‘ Y A AN B
81 Ogx = 2¢ (m) 819 = 0. (265)
O sistema (190) fornece,
e+ +2g€ =0, (266)
&+ 2% + dge* = 0, (267)
et =0. (268)

Com o sistema acima podemos encontrar €', €2 e €3 em funcao de ¢! = e e de
suas derivadas,

163
¢ = —5(8 4 2ge + Age, (269)

6Vamos omitir d75% por simplicidade pois como buscamos as simetrias da acdo inicial,
faremos d;s* = 0.
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L.
€ =€~ 2ge, (270)

e = —¢. (271)

A equagdo (189) nos da a simetria local da Lagrangeana inicial,
163 . .
0g = —5 € + 2g€ + 4gé, (272)

boM = —ex™ 4 2ei™. (273)

. ., ®3) .
Notemos que a simetria é da forma €, como era de se esperar pois temos
vinculo de primeira classe de quarta etapa.

7.4 Quarto modelo

Consideremos o modelo descrito pela Lagrangeana [9],

L= ;%2 — ;%2 + ;((b —q)’+ ;(6]3 — @)+ + ;(44 — g3 — gwiq1g2)” (274)
definida no espago de configuracoes {w;, q.}, 1 = 1,2, a =1,2,3,4 ¢ g ¢ uma
constante.

Passando ao formalismo hamiltoniano, comecamos com os momentos canoni-
cos e vinculos primaérios,

oL

Z- pr— R p— i? 275
i &ui w ( )
OL
S —] 276
oL . .
P2=a. =q2—q = q2=Dp2+q1, (277)
q2
oL . )
P3=a. =4q3— Q2 = q3 = P3 + g9, (278)
q3
oL . )
Pa = 90 =q4s— @3 — gW1q192 = Ga = P4 + @3 + gW1G1Go. (279)

A Hamiltoniana Hy e a Hamiltoniana completa H sao dadas entao por,

1

2 1 2 1 2 1 2 1 2
H, = 5T tgwWi + gPa+ oD+ SPLF Padi + Padz + Pads + gW10102Ps, (280)

H = Ho + Apa, (281)
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onde A é o multiplicador para o vinculo priméario ¢; = p; = 0.
Continuando o método de Dirac, obtemos os seguintes vinculos de etapas
superiores,

0={p1,H} = —(p2 + gwi1gops) = Ty = p2 + gw1Gaps, (282)
0={T3, H} = —p3 + pa(gwip2 + ggom1) = T, (283)
0={Ts, H} = paf(g,4,p,w, ), (284)

onde f é dada por,

f(g7 q,p,w, 7'(') =1 + gp2T — gwip3 — QQW%QHM—F (285)
+gm1(p2 + @1) — 9q2(w1 + 9q1q2p4)-

Isto implica que py = 0. Assim T = py = 0. O vinculo p4 ndo traz nenhuma
informagao nova,

0={ps, H} = 0. (286)

Retornando com py; = 0 nas equagdes de vinculo (282) e (283), encontramos
o seguinte sistema de vinculos equivalente a {¢}, Ts, T4, T4},

GI = {pl>p2>p3>p4} = {¢17T27T3’T4} (287)
A algebra de gauge é dada por,
{G1,G;} =0=c;% =0, VI, J K, 288

{p1, HY = —pa — guigops = b1 = =1, b1 = —gui g 289

{ps, HY = —py = bs* = —1, 201

(288)

(289)

{p27 H} = —Pp3 — gwiqi1p4 = 523 = -1, b24 = —gwiqa, (290)
(291)

{p4,H} =0=0,"=0,Va=1,2,3,4. (292)

A Hamiltoniana reconstruida H toma a forma,
H = Ho(w, 7,4, p) + 8" P + A1 + 0" Ty, (293)

onde m = 2, 3,4, II,, sao 0os mementos conjugados a S,, € substituimos em
Hy os momentos p e ™ por p e 7.

A partir de, .
oH
. OH -
Q2:8~ :P2+Q1+82=>p22612—€11—327 (295)
P2
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4328]5 =P3+qa+8 =P3=q3—q— 5,
3

) H _ .
qs = e Patgs+ 8"+ gwiqige = Ps = qu — @3 — gw1q1q2 — %,

P4

obtemos a seguinte Lagrangeana estendida L,

L=10? - 102+ 16y — g1 — 8%)%+
+2(ds — g2 — $*)2 + 24 — @3 — gwiige — 1)

As simetrias de L no subespaco (Wisqa), 1=1,2,a=1,2,3,4,
011 diq1 = €q; 51({2,3,4 = 0w; = 0,
0y 1 O2q2 = €3; 52611,3,4 = dow; = 0,
031 03q3 = €3;  03Q124 = O3w; = 0,
040 04qs = €45 04qr23 = O4w; = 0.
As simetrias da Lagrangeana inicial sao entao dadas por,
6wi :Ou 1= 1727
0qa = €a, a=1,2,3,4,
onde os €, obedecem o sistema (190),
é2 — € = 07
6.3 — €3 = 07

€4 — gw1qi1€2 — gwigoer — €3 = 0.

(296)

(207)

(298)

(299)

(300)
(301)
(302)

(303)

(304)

(305)

(306)
(307)

Nos trés primeiros exemplos o sistema de vinculos nao foi trocado por outro
equivalente. Isto permitiu que o sistema (190) fosse resolvido diretamente.
Como os coeficientes b e ¢ da algebra de gauge sao alterados pela troca de um
sistema por outro (veja apéndice D) como neste exemplo, para obter alguns
e em fungao dos outros, procederemos da seguinte forma: substituindo (305)

em (307) e reescrevendo (307), encontramos:
(€2 — gwigaea) + [g(wig2) — gwign]ea — €3 = 0.
Definindo 1 = ¢4 — gwigaés € 7 = g(w1g2) — gwiqa, (308) fica,
N+ ey —e3 = 0.
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Substituindo agora (306) em (309),
n+éy —e =0,

que pode ser reescrita como,

(n+ves) — (L +9)es.

Definindo & = 1 + ~e3, encontramos,

(oS
T 1
Com (305) e (306), obtemos,
@ = (1+1)
Sy
€y = (1 +7> .

(310)

(311)

(312)

(313)

(314)

Resta determinar €4 em funcao do parametro arbitrario £&. Somando membro

a membro as equacoes abaixo,

€4 — gWiQa€a =1
n+yez=¢§

encontramos,

€4 =E+ glez(

£ L
gy = (m)

£\

o = (155)
dq3 = 1iy

’Y .
0qs =& — m& +QW1CI2(
Sw; =0,i=1,2,

onde v = g(w1(I2)' — gwiqi.
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Assim, a forma manifesta da simetria de L é dada por,

(315)

(316)

(317)

(318)

(319)

(320)

(321)



7.5 Quinto modelo

Seja o modelo descrito pela seguinte acdo definida no espaco {z°,y*, z*}
[9,14,18],
Loi, ive, L
S = /dTL - /dT[i(y )+ 5
onde ¢ é uma constante de acoplamento e E%,,; é tal que F'jy =1 e E',y =
—Eyn, Vi, l,m (E',, =const.)
Passando ao formalismo hamiltoniano, os momentos e vinculos priméarios sao
dados por,

P4y’ +gE ™y )]s im, 1= 1,2, (322)

L ~
D BYY ¢i =p (323)
oL . .
oL P iy
P = s =Gty 9Bty = = pa -y — By’ (325)

(Neste caso, ¢' = (¥, 2%) e ¢* = 7).
A Hamiltoniana Hy e a Hamiltoniana completa H sao dadas por,

1 1 ) ) ) )
Hy = fpzi + Zpk — 'pyi — Y'pa — gEZjlpzimJyl, (326)

2 2
H= Ho + Vi Pyt (327)

onde v, sao os multiplicadores para os vinculos priméarios ¢; = p,:.
Com H, encontramos os seguintes vinculos de etapas superiores,

0= {¢1,H} yZn! +gE 1jpzly —T37

0= {¢27 H} pr + gE 2jpzly = T47

0= {Ty, H} = po1 + 2gE'51p.2” + gE' opap,e = T, 330

0= {T4, H} P2 + 2gE 12pzll‘ + gE lezlpyl = T6 331

A partir de 0 = {Ts,H} e 0 = {Ts, H} nada novo ocorre. De fato, 0 =

{T56,H} ~ p,i e como veremos a frente, p,i = 0. Assim o procedimento de
Dirac para na terceira etapa.

Para vermos que os vinculos obtidos sao de primeira classe e para obtermos
a algebra de gauge, consideremos a matriz,

328

(328)
(329)
(330)
(331)

1000 0 0
0100 0 0
001 0 gEYy gE*;9

J 15 1

Cr = 00 0 1 gE%Wy gE%; (332)
0000 A r
0000 O 0
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onde,
A=1 + 29E1j1:1:j + gElljpyj,
F = 2gE2j1{L'J + gEQijyj,
@ = 2gE1j2$J + E12jpyj,
Q=1+ 29E’2j2$j + gEQijyj.
E imediato que,

Gr=Cr'Gy; detClg,_o = —g(a® + pp) #0, (337)

onde {G;} = {ggi,Ta}, i=,1,2, a =3,4,5,6 é o sistema inicial de vinculos
e {Gr} = {psi,pyi,p.i }. Portanto o sistema de vinculos inicial é equivalente
ao sistema G, sendo o dltimo de primeira classe. Logo, os vinculos G| sdo
também de primeira classe.

Vamos usar o sistema de vinculos G, segundo a notagao,

{pziapyiapzi} = {¢aaTa}; o = 172; a = 3,4,5,6;
1 = Pa1; P2 = Pa2;
T3 =py; Ty = py2; T5 = p.a; Te = p.2. (338)

A algebra de gauge é dada por,
{G1,G;y=0,VI,J = c;;=0,VI,J K. (339)

{o1, Ho} = pypr + y29(par +p2) = b1° =1, 0% = gy, b,° = gy, (340)
{¢2, Ho} = p +y'g(par +p2) = bo' =1, 0,° = —gy', 0,° = —gy', (341)
{Ts, Ho} = par — ga*(por + p22) = bs® = 1 — ga?, b® = —ga?,  (342)
{Ty, Ho} = p.2 + gz’ (par + p2) = by® = ga', b = 1+ g, (343)
{Ts, Hy} = {Ts, Hy} =0=bs" =bs" =0; V0 =1,.... 6. (344)

A Hamiltoniana reconstruida toma a forma,

1. 1. - - S .

H = Spy + 502 — @'by = Y'bas — gE ipa? Y 4 giPyi + 0 T, 4 5Ty, (345)
onde a = 3, ..., 6.
Usando a notagio (s%,s*) = s, e (s°,s%) = s,i e a partir de,
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oH

= opa P Y —gE 2y s = P o= +y + gE yaly — s, (347)
encontramos a Lagrangiana estendida,
= 1o o Lo i gl 2
L=g +a" —sy)* + 5 +y' +gE 'y —s.)” (348)

As simetrias de L no setor 2%, v, ' sao dadas por,

(51 . (5111}1 = €41, 51%2 = (Slyi = 51Zi — 0;
62 . 52@72 = €42} 52$1 = 52y7' = 5227: = O’
53 : 53y1 = €y1; 53y2 = 53.Ti = 632i = O,
610 64y° = €,2; gy’ = dyz’ = 042" = 0
(55 : 5521 = €,1; (5522 = 55$i = (55y2 = O7

66 : (5622 = €,2, 5621 = (Sﬁxi = (56yZ = 0.

Com a equacao (189) obtemos as simetrias da ag¢ao inicial L,

0zt = €, (355)
oy = €y, (356)
82 = €, (357)

onde os €'s obedecem ao sistema (190),

éyi + €y = 07 (358)
€, + Oéijﬁxj + ﬁijeyj =0, (359)
onde o'; = gE'it e 3 = 0" + gE 2.
De (358),
€ai = —1, (360)

que substituido em (359) fornece,
i — Q' jéy + e = 0= (€ — aljey) + (&5 + 3)es = 0. (361)

Definindo, n° = €, — a'jeyi e 'y = a'y + (35, encontramos €, €, € €, em
funcao do parametro arbitrario 7,

e = (7)) 57 + (v )57, (362)
eyi = —(v 1), (363)
e =0 —a';(y (364)
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Logo, a forma manifesta da simetria de L é dada por,

ox' = (7)1 + (V)i (365)
oy’ = —(v1)', (366)
0zt =n' —a'i(y7 ), (367)

onde o; = gE iyt e 'y = 8 + gEY 2t + gE iy

7.6 Procura de simetrias locais para teoria de campo

Para ver como o formalismo desenvolvido pode ser usado para a busca de
simetrias locais para teorias de campo, consideremos o exemplo do Eletro-
magnetismo, com Lagrangeana dada por,

L=y [ @b = [ dal (A - 0 ~ (R, (368)

onde F,, = 0,A, — 0,A,. (Lembramos que usaremos a notacao: j, v =
0,1,2,3e4, j=1,2,3).

Para hamiltonizar o modelo singular acima, comecamos com os momentos
canonicos e vinculo primario,

oL
— =po=0= ¢ =po =0, 369
04, Po ¢1 = po (369)

oL . .
A Hamiltoniana Hy e a Hamiltoniana comleta H sao dadas por,
3, 11 o Lo

Hy = /d flf[ipz + pi0; Ag + 1 il (371)
H = Hy+ /dngopo, (372)

onde v° ¢ o multiplicador para o vinculo priméario ¢; = py. Para encontrarmos
os vinculos de etapas superiores, fazemos,

0= {po(z1), H(z2)}

. 3 [8po(x1) 8(pi(22)0 "2 Ag(w2))
- fdx?’fdx?[épo(xg) 3A0(z3) }

(373)

Resolvendo a integral acima, encontramos o seguinte vinculo de segunda
etapa,
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O vinculo 75 nao traz vinculos de terceira de etapa.
A algebra de calibre é dada por,

{po, Oip;} = 0= ¢, =0, VI, J K, (375)
{po, Ho} = 8ips = b1 = 1, (376)
{0ipi, Hoy} =0=0"=0;a=1,2. (377)
(Notemos que ambos os vinculos sao de primeira classe).
A Hamiltoniana estendida tem a forma,
H= / d%[;ﬁ? + Pi0;Ag + iFj + s20p; + vimy + voﬁo] (378)
A partir de,
Ay ={Ai, HY = pi + 0iAg — 0;8> = Py = A; — 01 Ag + 0,8, (379)
encontramos a Lagrangeana estendida,
i [ [;(Ai — 0 Ay + 05D — iﬂ’ﬂ. (380)
As simetrias de L sio dadas por,
61: 61 A; = 0; 81 4) = 6157 = €', (381)
Gy s GyA; = / B { A, Op) = —0,e2, (382)
53 Ag = 0; Ga5”° = €% (383)
As simetrias de L sdo entao dadas por, (veja a equagio (189)),
61 A; + 02 A; = ;€% (384)
§14g + 02 Ag = €', (385)
onde os €’s obedecem ao sistema (190),
Eted=0=¢e =& (386)
Logo,
0A; = —O0;e, (387)
0Ag = —¢€ (388)
Definindo ¢ = —a, encontramos a simetria de calibre conhecida do Eletro-
magnetismo,
A(at) = A(0) = A(0*) + B,0(ab), (389)

onde o é uma funcao arbritraria de z*.
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8 O Caso Geral: Teorias com Vinculos
de Primeira e Segunda Classe

Nesta segao discutiremos a obtencao de simetrias locais para uma teoria
lagrangeana singular L onde estejam presentes tanto vinculos de primeira
quanto de segunda classe no formalismo hamiltoniano correspondente [16].
A construcao desta Secao é similar & da Secao 3 e usaremos as mesmas
notacoes. Construiremos L equivalente a L e mostraremos que todos os
vinculos de primeira classe de L sao os geradores das simetrias de L.

8.1 Construcao de L

Seja L = L(qA, ch) uma Lagrangeana singular definida no espaco ¢; A =

1,...,[A]. Mais uma vez rearranjamos as variaveis de forma que a submatriz
. . 2 . . . .

que determina o rank da matriz a 9L BL 7 seja formada pelas suas [i] primeiras

linhas e colunas. Assim, mnka Aa 5 =[i] <[4]e detaglanJ # 0. Passando ao

formalismo hamiltoniano, come¢amos com os momentos e vinculos primarios,

oL

Pi=ga ' =v'(q* pj, ). (390)
8L
¢a<Qap) = Pa — fa(qAapj) - O? fa( 7pj> 8 @ ,pj,ti"‘)' (391)

Construimos entao as Hamiltonianas Hy e H de acordo com as defini¢oes
abaixo,

H _ A . L . 2
0 (pAq )qizvi(qA7pj7qﬁ‘),pa:fa(qA7pj) (39 )
H = Hy + 1%, (393)

onde v® sao os multiplicadores para os vinculos primérios ¢,.
Suponhamos que o método de Dirac forneca vinculos de etapa N, N > 1,
que serao agrupados da seguinte maneira,

Gr = (¢a, Ta), (394)

onde ¢, sao os vinculos primarios e T, sao todos os vinculos secundarios,...,/N-
ésima etapa. Por hipotese, estao presentes vinculos de primeira e segunda
classe, ou seja, definindo a matriz Ay = {G, G}, temos,

rankNrylg,_o = [12] < [1]. (395)

Como ja discutimos (veja comentario apds o teorema 2), é conveniente sepa-
rar os vinculos em primeira e segunda classe. De acordo com (395), a matriz
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Ay possui [I1] = [I]—[I2] vetores nulos independentes K, com componentes
K1,7(¢%,p;). Consideremos as seguintes [I;] combinagdes de vinculos,

G, = K.,'Gjy. (396)
Temos,

{(G1,,G;} = {K,*Gr,G;} = K1, " {Gr, G} +G{K,"*,G;}. (397

=0

Logo, por defini¢ao os vinculos G, sao de primeira classe. Completando o
conjunto {K7j,} de vetores independentes podemos obter uma base B para
um espago vetorial [I]-dimensional [23]: B = {K7,, K, }. Por construcao, a
matriz

K; J
K J = 1
I (K) | (308)

que representa a base B é invertivel. Logo, o sistema de vinculos G =
(Gy,,G1,) onde G, = K,7Gy e G, = K,*G}, é equivalente ao sistema
completo G;. Os vinculos G, formam um subconjunto de segunda classe do
sistema completo. Portanto os vinculos obedecem a seguite algebra,

{GI17 GJ} = ChJK(qA?pB)GK: {GI17 HO} = th(qA:pB)GJa
{G127 GJz} = AIsz (qAapB)y (399)

onde,
Tank:AU]GI:O = [IQ], det A[2J2 ’GI:O 7& 0. (400)

A construcao das funcoes H e L é idéntica a construcao feita na Secao 5.
: A
Definimos no espaco g, pa, s%, 7., v, v%,

H = Hy+ s°T, + v%¢q + 07, (401)

onde as funcoes Hy, ¢, e T}, sao tomadas da formulagao inicial. Pelos mesmos
argumentos anteriores a equagao,
. OH
¢ ==, 402
o, (402)
pode ser resolvida em relagao a p; numa vizinhanga de s* = 0. Denotaremos

estas solugoes por, ‘
ﬁi = Wi<qA7 q'17 Uau Sa)' (403)
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Usaremos a notacio: w;(q”, ¢, v, s7)|ye 4« = wi(q, ¢, s). Definimos entdo L
no espaco ¢, s% por,

I: = (wlql —+ faq'a — HO — SaTa)Lui( (404)

4,4,5)°

e as mesmas propriedades (a)-(e) de L seguem da Secdo 5. Devido a presenca
de vinculos também de segunda classe, a diferenca entre as formulagoes desta
Secao e da Secao 5 aparece quando buscamos os vinculos de etapas superiores
de H (dai veremos a importancia da separagdo dos vinculos em primeira e
segunda classe pela matriz K).

L apresenta os seguintes vinculos primérios,

¢a = 07 Ta = 0. (405)
Com H em mios obtemos os vinculos secundérios,
0={re,H} =T, =T, =0. (406)

Portanto todos os vinculos de etapas superiores de L aparecem como vinculos
secundarios de L. Resta analisar as equagoes,

0={¢a, A} = {¢a, Ho} + {Pa, 510" + {0, T1}s", (407)
0={T,, H} = {T., Ho} + {Tu, ¢ }0° + {T.. Tp} s". (408)

E conveniente unifica-las usando a notacdo,
{Gr, Ho} +{G;, G187 =0, (409)

onde S7 = (v*, 5).
Usando a matriz (398) o sistema (409) pode ser reescrito de forma equivalente
como,

{G1,,Ho} + O(Gy) =0, (410)

{G1,, HyY + {G,, G157 = O(Gy). (411)
Com mais detalhes,

0={G, Hy} +{G.G}S & {K'G, Ho} + {K',G}S &
K-1({G, Ho} +{G.G}S) + G{K ', Ho} + {K—1,G}5) =0 &
{G, Hy} +{G,G}S = —KG({K™',Hy} + {K—1,G}S) = O(G). (412)

A equagao (410) nao traz nada novo ja que {Gy,, Ho} ~ G| (veja a lgebra
(399)).

o1



Sendo rankA;;|;,_o = [I2], podemos encontrar [I,] variaveis entre todas 5.
Seguindo o procedimento de Dirac, devemos encontrar o niimero maximo de
multiplicadores v®. Seja [a2] 0 nimero de vinculos primérios de segunda
classe dentre os ¢,. Reescrevendo (411) explicitamente,

{G127 HO} + {G127 (Zsa}va + {Gb? Tb}sb =0. (413)

Podemos entao determinar [as] multiplicadores em fungao de ¢, p, s e dos
multiplicadores v*! restantes,

v*? =v*%(q,p, s*, vM). (414)

Substituindo (414) de volta em (413) encontramos,

Qasb(4,p)s" + Pay(q,p) = 0. (415)
(Veja a discussao no sétimo passo do método de Dirac).
Notemos que rankQq,, = [as]. De fato, caso rank@Q = [da'] < [az], entdo
somente [as] + [a'] < [ao] + [as] = [Iy] varidveis entre as S/ poderiam ser

encontradas contrariando a conclusio que [I5] variaveis S7 podem ser obtidas.
Usando que rankQq,, = [as] podemos reescrever (415) de forma equivalente,

5% = Ry, (¢,p)s™ (416)

A conservagdo no tempo dos vinculos (416) ndo produz novos vinculos,
trazendo equacoes para determinar a dinamica dos multiplicadores v

0= {s% — Ru2, s A} = %2 = {R%, s [}, (417)

O método de Dirac para ai e determinamos todos os vinculos de L.

8.2 Equivaléncia entre as formulacoes L e L

Revelados todos os vinculos de L, podemos comparar as dinamicas de L
e L. As equagoes hamiltonianas de movimento de L sao dadas por,

q - {q H} + Sa{qAa Ta}7 ﬁA = {ﬁAa H} + Sa{ﬁAaTa}a
" fra = 0, (418)

assim como pelos vinculos,

¢a =0, T, =0, (419)

Tay = 07 (420)



Tay = 0, 572 = R, (q,p)s™, (421)

onde o paréntesis de Poisson {,} ¢ definido no espaco ¢*, 5%, pa, 7.
Podemos substituir o vinculo 7,, = 0 pela combinacao,

Ty + Tay R0, (q,p) = 0, (422)

que representa os vinculos de primeira classe. Fixando entao os calibres
s = ( para estes vinculos, encontramos,

5% = R, s = 592 = (), (423)

e o setor (s, m,) desaparece. Desta forma, as equagdes (418) coincidem com
as equagoes hamiltonianas de movimento de L. Sendo L um dos calibres de
L, mostramos a equivaléncia das duas formulacgoes.

8.3 Simetrias locais da Lagrangiana estendida L

Como mostramos a equivaléncia entre as formulagoes L e IN/, é questao
de conveniéncia usar uma ou outra Lagrangeana. Usaremos L devido a fa-
cilidade de obtencao de todas as suas simetrias locais. De acordo com as
afirmacoes 1 e 3, esperamos um numero de simetrias locais independentes
igual ao nimero de vinculos priméarios de primeira classe. Entre os vinculos
¢o = 0 estao presentes [a] = [a] — [az] vinculos de primeira classe, nimero
igual ao de vinculos primdrios de primeira classe de L. Entre os vinculos
7o = 0 encontramos os [a;] vinculos de primeira classe m,, + 74, R*24,8 = 0,
em numero igual ao de vinculos de primeira classe de estagios superiores de
L. Ou seja, L apresenta [oy] + [ay] = [I1] vinculos primarios de primeira
classe, niimero igual ao de vinculos de primeira classe de L. Esperamos en-
tdo [[1] simetrias locais na formulacio L.

Vamos entao demonstrar que a acao,

= / dri, (424)
é invariante sob as seguintes transformacoes infinitesimais,

A_ A A
Ong” =" 10", Gnlep B)}‘pwwi(q,q,s>,pa~fa(q,w(q,q,s»’

(5]1 s =
-1 a I a b a -8 a
R e (b Sene + Peng)]| ey (429)
el I} = 1,...,[1] sdo os parametros da simetria e K é a matriz dada em

(398).
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Nos célculos seguintes omitiremos todos os termos de derivada total e usare-
mos a notacio Al para indicar a substituicao feita em (425). Assim, sob uma
variacdo arbitraria d¢”, 6s® de L obtemos,

T . i ; e ~a8f01 A 8H0 A
oL = —wl(Sq — fa(Sq —+ q aﬁéq — Wqu -+
8T . . OL
@ " — To0s" + 9, ow;. (426)
—
=0
Usando as transformagoes (425), encontramos,
61113 - _w’L(Q7QJ S) agc;:l 611 - fa(Q7w(Q7QJ S) %C;il h
OHo(q",p;) | .o0Pal(q*,p8) | ,OTulg",pj)\| [ 4 I
_ o a G
( an +q an + 5 an {q ) 11} €
—01,5"To(q" w)). (427)

Para ver que 6L é uma derivada total, acrescentamos a seguinte identidade
ao lado direito da expressao (427),

oL
0= Ow; o {pia Gh}
(9H0 . (9<I>a 3T . I
- a a . 12
(G o0 01 ) (G + (G [, (a9

A primeira parte da identidade acima vem de %' = 0 e a segunda vem da
contracao de 2 el com ¢ — {¢°, H} = 0.
Obtemos entao

5L = [ehah — " ({Hp, G, } + 4°{®a, G1,} + s"{T., G, })|

_511 s, (q w])

{ IlG + 611 (bh + q C[la + S CIib )G[” — 5[1 (q wj) (429)

onde b e ¢ sao os coeficientes da algebra (399).
Das igualdades G| = (0, T,(¢*,w;)), Gr,| = K1,*T.(¢*, w;),

)
{éll K]la + 611 (b[la + qo‘cha“ + SbChba) — 511 Sa}

T,. (430)

Pi—wq
Logo, com a variagao de s* dada em (425) encontramos finalmente,

dF

oL = —
dr’

(431)
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como afirmamos.

Este resultado mostra que, mesmo quando estao presentes tanto vinculos de
primeira quanto de segunda classe, os geradores das simetrias de L séo todos
os vinculos de primeira classe de L.

9 Conclusao

A primeira parte deste trabalho foi dedicada ao procedimento de Dirac de
hamiltonizacao de sistemas singulares. Apresentamos uma motivacao para
o método e o descrevemos com detalhes em uma série de passos, revelando
a estrutura das equacoes de movimento para sistemas singulares que, além
de equacoes diferenciais, apresenta também equacoes algébricas, chamadas
equagoes de vinculos. Com um exemplo simples mostramos a ligagao entre
vinculos de primeira classe e simetrias locais. Isto motivou o objetivo cen-
tral deste trabalho: apresentar um método construtivo de obtencao de sime-
trias locais para sistemas singulares. Para isto, dada uma teoria lagrangeana
singular L com vinculos somente de primeira classe, construimos uma La-
grangeana l~L, equivalente a L, de forma que as simetrias de L pudessem ser
obtidas facilmente quando comparadas com a obtencao das simetrias de L.
Em particular, todos os vinculos de L sao os geradores das simetrias de L.
Formulamos e demonstramos entao um teorema que permite obter as sime-
trias de L, partindo das simetrias de L. Como exemplo, aplicamos o método
de obtencao de simetrias para alguns exemplos. Mostramos na subsecao
7.6 como o método pode ser generalizado para teorias de campo, quando
encontramos a simetria de calibre da Eletrodinamica. Para complementar
o trabalho, discutimos também o caso geral: obtencao de simetrias locais
quando estao presentes vinculos de primeira e segunda classe. A construcao
¢ similar a das Segdes 5 e 6: construimos L e novamente somente os vinculos
de primeira classe de L sao os geradores das simetrias de L.

Esperamos que este trabalho contribua para a literatura existente ligada
com a busca de simetrias para sistemas singulares e, em particular, para o
desenvolvimento do formalismo geral de conversao de vinculos de segunda
classe em vinculos de primeira classe e obtencao de simetrias escondidas
[17,24,25]. Como perspectiva, gostariamos também de analisar as simetrias
de teorias de campo incluindo campos de vetores de Yang-Mills, espinores,
entre outros.
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Apéndice A
Vamos mostrar que sob as transformacoes,

St = eI{qA, Gr}, (432)
61pa = €' {pa,Gr}, (433)

o setor ¢4, p4 da acdo hamiltoniana,

Spz = /dT(ﬁAqA +mas® — H) =
[ dr (G + mas = Holq", ) = sTula” ) -
Ua(ba(quﬁB) - Uaﬂ-a)7 (434)
é proporcional a G;. Isto permitira escolher transformacoes apropriadas para
5%, v, v? e m, de forma que tenhamos 6557 = div.
Temos, ja usando (170) e (171),
018 = /dT[éIG[ — ! {Hy, G} + (8 — v")o7my + ma((65%) — 00)—
—s*{T,, G1} — To65" — v {0, G1} — do0v°]. (435)
Tomando 07, = 0, (ds*)° = 0v* e usando a algebra de gauge (133) ({G,G} ~
G, {G, Hy} ~ G ), encontramos,
513 = /dT[éIG[ - EIb]JGJ — SGEICa[‘]GJ - UQEICOJKGK—
—T,08" — Ppn00v°]. (436)
Isto mostra que o setor ¢, p4 de Sg; é proporcional a G sob as transfor-

magoes (432). (No proximo apéndice obteremos as transformagoes apropri-
adas para s® e v?).

Apéndice B
Dando continuidade ao apéndice A, vamos obter as transformacoes para

5% e v* que deixam Sp; invariante.
Primeiramente, em (436), consideremos I = «, para algum «. Temos,

d0aSgi = /dT[éa¢a — €D, 0T, — s“eacmﬂqﬁg — $%€% o Ty—
—vﬁea%wv — vﬁeo‘cﬁabTb — To08" — P 0v7]. (437)

26



Como o lado esquerdo das equagoes da algebra (133) sao, no méaximo, lineares
em p,, obtemos: b;* =0e c;;* =0, VI, J, o. Assim,

d0aSgi = /dT[gba(éa — 60%) — T, (70" + "€ cap® + vﬁeacaga —0s%)]. (438)

Logo, quando I = «, para algum «, tomamos,

v = €%,
85% = b, + ey + vﬁeacaga, (439)

e obtemos 0,55} = div.
Consideremos agora I = a, para algum a. Temos,

5¢%£:/ﬂﬂ&n—f%f¢y—am%y—ﬂa@f¢f—ﬂa%;n—
—va(—:“caa’gqﬁg — V€0 Ty — Tp05" — Padv?]. (440)
Novamente usando o fato que b;* = 0 e ¢;;* = 0, encontramos,
daSpi = /dT[—gba&)a — T (b + 5%Pcpq® + vy — 05%)].  (441)
Logo, quando I = a, para algum a, tomamos,

ov* =0,
55 = e’b® + 5%y + vVePCh?, (442)

e obtemos 0,577 = div.
Com as transformagoes (439) e (442), podemos escrever, para qualquer I,

(Sﬂ)a == éaéa[ (443)

078" = €%0ur + €'br" — s ey — vl e, (444)

e junto com,

61¢" = ' {q*, G1}, (445)
Srpa = €'{pa, Gr}, (446)
dv® = (8rs*), (447)
8170 = 0, (448)

temos as transformagcoes que deixam Spg; invariante.
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Apéndice C
Vamos mostra com detalhes que a acao,

S; = / dri (449)

¢é invariante sob as transformacoes,

0rq® = €*ar,
Srq* *El{q Gl}} 7@ Sidt = ¢l 9Gr )
p—w(q,4,5) 19 = € 55 peo(@sins)
078 = (éa5a1 +€elb® — sPeley® — qﬁelcma) ‘pﬂw(m’s) ) (450)
Sob uma variacdo arbitraria d¢%, ds® de L encontramos,
= fa A
6L = —0;0¢" — fa0q™ + ¢ 0q" —
~w(t;{:(i,S)
OH, oT, oL
a—j oqt — 65°T, — s° S0 A4 e dw;. (451)
T lo(g.d.9) T lo(g4.9) Yilo(g,.5)

De acordo com a propriedade (c) de L, podemos escolher dw; arbitrariamente
sem alterar L ja que,

oL
o » =0. (452)
w(q,4,5)
Tomemos entao,
Sw; = —€! 9G, (453)
aq" |-
p—w
Vamos usar a notagao,
0GT oG
Swi =€ == ——. 454
w=d Sl =0 (454
Com as variagoes,
0q* = €“ (455)
; 8G I oG
o =57, . = = (456)
obtemos,
5i— ¢ oG ., 0f, 0G 0O0fa B 0H, 0G

_wiaTui +a ¢t dw; ¢ 8q5 0q" Ow;
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OHy 5 8T GG 6T 5
d9q° ‘ 6q ow; aqﬁ f’g e

,0G  0f, 0G OHy,0G 0T, oG

‘ . - 4
-4 8q2 Ow; 0q @ Ow; 0q* s Ow; 0q* (457)
Mas,
oG 8G1 _ . afa‘ ey 0T,
ow; &uz B Ow; lw(a,4,9) Ow; w(a,4,s)
oG ;0G; o Ofa W07,
- = - = — — 458
oq* ¢ G’ « 0qt 1w(4,4,9) < 0q' 1w(4,d.s) (458)
Retornando com (458) em (457) e usando as identidades abaixo,
. 50f f fa 3f af
. 575 6B ﬁ /3 P = 2P 2L _ Bge ﬁ 4
T, T, . 8T
_'iaia_-za ?E_Taa a o ’ 4
Wi€ o q'e o7 €'+ €q aq (460)

(que sao imediatas a partir da derivada temporal de fs e T},) encontramos,

7 o (Ofa afﬂ dfa 8fﬂ dfa afﬁ
=0 (G = o) G o~ B o)
T, ../0fa0T, Ofy, 0T, ,

(Oq" Ow;  Ow g’ >€
{8]:10 B (8H0 dfe  OHy 8fa)]
g~ 0q¢t dw;  Ow; O
OHy 0T, 0H, T, e 0T, 0fs 0T, 0fs
<8q ow;  Ow; 8qi> e L’?qﬁ - <8q' Ow;  Ow; (9qi>]

b o1, 0T, 9T, 0T,
< (8q Ow;  Ow; Og

) — Tuds". (461)

Reagrupando os termos na expressao acima,

e Ofs  (0fadfs  0fadfs
oL = bqﬁ 0q” (8q Ow;  Ow; 8qi)}66+
0fa 0T, 0f 0T, 0T,y ,
~Tuc" +4 <8q Ow;  Ow; O¢* + 8q°‘)6
0H, 0HyOf, OHy0f, WO0H 0T, 0H,0T,
{8q B <8qi Ow;  Ow; 8qi>} ~ ¢ <6qi ow;  Ow; 8qi>
(a8 oT, o1, 0fs 0T,0f3 b or0Ta 0T, 0T, 0T,
{Oqﬁ (8qi dw;  Ow 8qi)] —0 (aqi Ow;  Ow 8qi)
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-T,6s%.

A expressao (462) sugere o calculo de alguns paréntesis de Poisson,

09 0T, 06 OT,

{0 Tu} = 9" Opa  Opa 9g*

o a¢a aT‘a + 8¢a aT'a _a¢oz aTa . 8¢a aT‘a

~ 0q¢' 9p;  Oq7 Op, Op; O Opy O
i P

_ |:8Ta N (aTa 8fa aTa 8fa):|

dg~  \oqi dp;  Op; O

0Hy 09  OHy 09,
{Ho. 6a} = dg* Opa Opa O™

 OHy 06,  OHy 06s OHyOba OHy 00
=3¢ 0p T 9q 9,  Op: 0¢  Op, O
o Iy

OH, (8H0 df. OH, 8fa)

dq~ dq' 0p;  Op; O¢°/°

0Hy, 0T, O0H,0T,
Hy. T,} = _
tHo, T} 9g* Opa  Opa 9g*
_ OHyOT, | OHy T, 09T, _9Hy 1,
- Oq' Op;  Oqv Op, Op; Ot Op, O
~—— ——

=0

=0
_OH,OT,  OH,OT,
~ dq' Op;  Op; Oq

Usando o fato que % = 0, temos,
P~
(T, T} = o1, 0T, JT, 0T,

aqi Op; a Op; 391”

96,005 04 0
{®a, 90} = dq4 Opa  Opa 0gt
a¢o¢ a¢ﬁ a¢o¢ a(bﬂ _8¢a a(bﬂ _ ¢a 8¢ﬁ
oq" dp; ~ 0q" Op, Op; I¢"  Opy O
et =
=657 =847

60

(462)

(463)

(464)

(465)

(466)



Of, Of Ofa 0fs  0fa 0f
-~ 5~ Gror o o0

9 9 \og op  Op: O (467)

Substituindo os paréntesis (463)-(467) em (462) encontramos,
0L = =™ {60, o}y’ = Tue" = {60, Tu}lp ™+
—*{Ho, $a}lpo — € {Ho, Tu} s, + 5™ {5, Tu}| ;0

—es{T,, T, }| —T,0s"

pow
= —qo‘eﬁcaglGI + Thé® — %€ Coa’ G — by G+
—e", G + S“eﬁCgaIGI — s G — T,08% (468)
Lembrando que b;* =0 e ¢;;% =0 VI, J obtemos,
OL = To(é* + by — %€ cor® — Pl cpy® — 65%). (469)
Finalmente, usando a variagao para s* dada em (450) encontramos,

dF

of = &
dr

(470)

como afirmamos.

Apéndice D

Consideremos uma teoria hamiltoniana H = Hy + v*¢, que possui o
0

seguinte sistema de vinculos somente de primeira classe: {G}. Sabemos por

hipotese que,

{G[,GJ} = C[JKGK, (471)
{G1, Hy} = b5 Gk. (472)

Trocando o sistema {G;} por outro {G%} equivalente, isto ¢, G; = D/’G',,
detD;” # 0, vamos obter a algebra de calibre para o sistema de vinculos

{G1)-

Comecamos com o paréntesis,

{G}, G} ={(DN)/"Gy, (D7), Gk}
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= (D)D), G, G} + (D7) (D7), GG+
H(D)H (DT GrIG
= (DY DN ek Ga+ (DY (DA GLYG A+
HDO (D) CGr}Ga (473)
Obtemos entao,
(G}, G} = di*Ga = di DAV Gy = ¢ MGy, (474)
onde,
M = (D)D) e+
HD DA G+ (D7 (DTS Gr ) DA™, (475)
Resta o calculo de {G", Hy}. Temos,
{G}, Ho}y = {(D™1)/’G, Ho}

= (D0, +{(D™)", Ho})G

= (DY, +{(D7),/", Ho}) DM Gy, (476)
ou seja,
onde,
oM = (DN 0,% +{(D7) ", Ho}) D™, (478)

Portanto, na obtenc¢ao das simetrias locais, caso decidirmos trocar um sistema
de vinculos por outro, basta trocar também a algebra (c,b) por (¢, b').
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