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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugao para o problema semilinear eliptico com

condicao de fronteira de Dirichlet

—Au=g(z,u)+ [ul* *u  em Q,
u=20 sobre 0f),

onde 2 C R™ (n > 3) é um dominio limitado com fronteira 02 regular, 2* = % é
o expoente critico de Sobolev e g(-,s) tem crescimento subcritico no infinito (isto é,
g s) . . A N
. ’27_1 = 0). Considerando os casos de nao ressonancia e o de ressonancia em
s|—o0 |§

vizinhancas da origem, mostramos através de métodos variacionais a existéncia de pelo

menos uma solugao nao trivial para o problema acima.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais. Expoente Critico. Problema Semilinear.



ABSTRACT

In this work, we study the existence of solution for the semilinear elliptic problem with

Dirichlet bundary condition

{ —Au=g(z,u)+ [ul* *u em Q,

u=">0 sobre 0f),
where Q C R" (n > 3) is a bounded domain with smooth boundary 99 , 2* = 2% is the
. . e g(s8)
critical Sobolev exponent and g(-, s) has subcritical growth at infinity (i.e. lim “—5—5 =

sl—00 | 5]

0). Considering the cases of non-resonance and resonance in neighborhoods of the origin,
we show by variational methods the existence of at least one non-trivial solution to the

above problem.

Key-words: Differential Equations. Critical Exponent. Semilinear Problem.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 — Homeomorfismo 7(1,-) no Lema de Deformacao paraa =2e f=1.. . 26
Figura 2 — Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz. . . . . . . 29
Figura 3 — No Exemplo 2.1, S e 0Q seenlagam. . . . . . . . .. ... ... ... .. 30
Figura 4 — No Exemplo 2.2, S e 0Q) se enlagcam. . . . . . . . .. ... ... .... 30

Figura 5 — Geometria de Linking para a decomposi¢ao do espago H}(Q) = H, ®HT,

quando m é suficientemente grande. . . . . . ... ... ... L. 76



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

PS Palais-Smale

TPM Teorema do Passo da Montanha



QCR”

o2

<

[
CH(Q,R)

- llen

Ce(Q,R)

C(Q,R)

Lr(€)

LISTA DE SIMBOLOS

Subconjunto aberto nao-vazio e limitado.
Fronteira de (2.
Fecho de Q.
Complementar do conjunto A.
Medida de Lebesgue de um subconjunto A de R™.
Bola de raio R centrada no ponto x.
Bola de raio R centrado na origem.
du Ju
Oxy 0z, )
" 5%
—~ Ox?
Suporte da funcao f.
ol
Oxit, ..., 0xon

w, a=(ag,...,0p).

Espaco das fungoes u : €2 — R continuas em €2.
Espaco das funcées u : 2 — R continuas em €.
Norma definida em C'(Q, R).

Espacgo de todas as fungoes u : 2 — R que possuem derivadas continuas

em ().

Espaco de todas as funcoes u : 2 — R que possuem derivadas continuas

em ).
Norma definida em C*(Q, R).

Espaco de todas as funcoes u : 2 — R que possuem derivadas continuas

em () com suporte compacto.

Espaco das fungoes u : 2 — R infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto.

Espago das fungoes mensuraveis u : {2 — R com norma LP finita

1/p
fulln = lul, = ([ udz) 1< p < ox.



L=(Q)

Who(Q)
H(Q)

Hy(2)

H(Q)

Espaco das fun¢oes mensuraveis u : 2 — R, onde supess,cq|u(z)| < oo

COI norma

|lull oo = ||t = Inf{C' > 0: |u(x)| < C quase sempre em Q}.

Espagos de Sobolev.
Espago de Sobolev W*2(Q).

Fecho de C2°(Q2) com respeito ao espaco H'(£2) com norma dada por
Julls = | [ (VP + uP)de| "

A norma considerada em H} () é dada por ull gz = [/Q |Vu|2dx} %.
Espago dual topologico de H} ().

Imersao continua de U em V.

Imersao compacta de U em V.

Expoente critico de Sobolev com respeito a imersao de Sobolev

Wy (Q) < L (Q).

Espaco dual topolégico de X.
Produto interno definido em X.
Convergéncia forte.
Convergéncia fraca.

Quase todo ponto (a menos de um conjunto de medida de Lebesgue

nula).
Se z estd suficientemente préximo de y (z,y € R).

Significa que existe C' € R tal que | f(z)| < Clg(z)|, V x suficientemente

préoximo de xg.

(=)

Significa que a:li—gzlo m =0.



2.1
2.2
2.3
24

3.1
3.2

4.1
4.2

SUMARIO

INTRODUCGAO . . . . ottt et e e e et et e e 13
CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . ... ... .. 16
FUNCOES DIFERENCIAVEIS E FUNCIONAIS . . . . ... ... ... 16
ESPACOS CLASSICOS . . . . . . . o 17
ESPACOS DE SOBOLEV . . . . . .. .. ... .. ... . ....... 19
METODOS MINIMAX . . . . oot 24
A FORMULACAO DOPROBLEMA . . . . ... .. ...... 35
NAO RESSONANCIA PERTO DA ORIGEM . . . ... ... ..... 36
RESSONANCIA EM UMA VIZINHANCA DA ORIGEM . . . ... .. 36
A CARACTERIZACAO VARIACIONAL . ........... 43
A DECOMPOSICAO DO ESPACO H}(Q) . . . . ... ... ... ... 52
GEOMETRIA DE LINKING . . . . . . ... . . ... 63

EXISTENCIA DE SOLUCAO NO CASO DE NAO RESSO-
NANCIA PERTO DA ORIGEM . ... ............. 77

EXISTENCIA DE SOLUCAO NO CASO DE RESSONAN-
CIA EM UMA VIZINHANCA DA ORIGEM . . . . ...... 92

REFERENCIAS . . . . o e e et e e e e e s s e e, 99

APENDICE A —Teoria do Grau . . . . « v v v v v v v v .. 101



13
1 INTRODUCAO

Esta dissertagao tem como objetivo expor o trabalho de F. Gazzola e B. Ruf [11],
o qual sera estudado ao longo deste trabalho. Estudamos a existéncia de solugao para o

problema eliptico com condicao de fronteira de Dirichlet

{ —Au=g(z,u)+ |ul> *u  em Q, (1.1)

u=20 sobre 0f),
onde Q C R" (n > 3) é um dominio limitado com fronteira J2 regular, 2* = % é
o expoente critico de Sobolev, e ¢(-,s) tem crescimento subcritico no infinito (isto é,
. g(u 8)
lim —= =10).
|s| =00 ’S 2*—1 )

Vamos considerar a seguinte hipotese sobre o termo subcritico g:

g: QxR — R éuma fungao Carathéodory tal que para cada € > 0, existe a. € LTL%(Q)

satisfazendo:
(1) l9(z,5)] < ac(z)+e |.9|%g , parax € Q q.t.p e Vs € R.
Para a primitiva G(z,s) = /0 ) g(x,t)dt, assumiremos que:
(17) G(z,s) >0, para z € qt.p e VseR.

No caso em que o problema é nao-ressonante, assumiremos ainda que:
Existem k € N, § >0, 0 >0, e u € (A, Apy1) tais que

1 1
(i17) E(Ak +0)s? < G(z,s) < 5;@52, para ¥ € Q q.t.p e V|s| <.

1 1 x
(iv) G(z,s) > 5()% +0)s% — > |s|>", para z€Q q.t.p e Vs #0.

Quando a dimensao ¢ igual a n = 3 (ou seja, em R?), precisamos de uma condicio

de crescimento no infinito:

Iremos supor que existe um subconjunto aberto e nao vazio €2y C 2, tal que

() lim &)

= +oo uniformemente em relagdo a x € €.
S——+00 S

No caso em que o problema é ressonante, além de (i) e (ii), suporemos que:

Existem k € N, 0 > 0 e p € (A, \k11) tais que

1 1
(vi) 5)%52 < G(x,5) < §us2, para T € Q q.t.p e V|s| <o
e existe o € (0,1/2%) tal que
1 1 *
(vid) G(z,s) > 5)%32 — (; —0)|s|”, para z€Q qtp e VseR.

Além disso, exigimos que existe um subconjunto aberto e nao vazio 0y C €2, tal que
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(vidi) lim E:5)

—————— = 400 uniformemente em relacdo a x € €.
s—+o00 5871/(” —4)

No6s mostraremos neste thabalho os seguintes resultados:

Teorema 5.1. Assuma as hipdteses (7) - (iv) se n > 4 (ou (i) - (v) se n = 3). Entao a

equagao (1.1) admite uma solugdo nao trivial.

Teorema 6.1. Assuma as hipéteses (i), (i7), (vi) - (viii). Entao a equagao (1.1) admite

uma solugao nao trivial.

Em 1983 foi apresentado o trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [7], que faz um

estudo do seguinte problema critico

2% -2

—Au = u+ |u u em €
u>0 em 2, (1.2)
u=20 sobre 0f),

onde © C R™ (n > 3) é um dominio limitado com fronteira 0f) regular e A é uma constante
real. Os autores provaram que o funcional associado ao problema (1.2) satisfaz a condi¢ao
(PS) no intervalo (0, SHT/Q), mas falha em satisfazé-lo no nivel SHT/Q (veja [9] para uma
prova alternativa) e que o problema (1.2) possui uma solugdo quando n >4 e 0 < A < Ay,
onde \; é o primeiro autovalor do operador (—A, H}(Q)) ou quando n =3, Q = B;(0) e
A <A< AL

Note que o problema (1.1) envolve o caso critico, o que torna mais delicada as
técnicas variacionais empregadas, pois neste caso temos que a imersao de Sobolev de H} (1)
em L% () ndo é compacta. Isto implica que o funcional de Euler-Lagrange associado ao

problema (1.1) nao satisfaz a condi¢do de Palais-Smale [14] (condigao (PS)).

Para contornarmos esta perda de compacidade e provarmos resultados de existéncia
para o problema (1.1), construimos niveis minimax para o funcional energia associado
ao problema (1.1), de modo que, estes niveis pertencem ao intervalo (0, snT/?), onde S
denota a melhor constante de Sobolev da imersao de H}(2) em L?" (). Esta estratégia

foi proposta por Brezis e Nirenberg [7] e serd usada neste trabalho.

A principal ferramenta utilizada em nosso trabalho é o denominado Teorema do
Passo da Montanha Generalizado (ou Teorema de Linking), cujas idéias foram introduzidas

por Ambrosetti e Rabinowitz [2].
Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

Iniciamos o Capitulo 2 apresentando as defini¢oes e os resultados usados nesta
dissertacao, indicando as referéncias bibliograficas onde as demonstragoes podem ser

encontradas.
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No Capitulo 3 é realizada a formulagdo do problema (1.1), enunciando-se as

hipéteses gerais que sao admitidas no decorrer do trabalho.

No Capitulo 4 descrevemos a caracterizacdo variacional do problema, a qual é

baseada nas condigoes geométricas do Teorema de Linking.

No Capitulo 5 provamos a existéncia de pelo menos uma solugdo nao trivial para o

problema no caso de nao ressonancia perto da origem.

No Capitulo 6 mostramos a existéncia de pelo menos uma solucao nao trivial para

o problema no caso de ressonancia em uma vizinhanca da origem.

No Apéndice A apresentamos a Teoria do Grau, que foi usada para provar o

Teorema de Linking.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo pretende apresentar as defini¢des e os resultados que serao utilizados
ao longo deste trabalho. Muitos desses resultados nao serao mostrados, mas a referéncia

bibliografica serd indicada onde o leitor interessado pode consultar.

2.1 FUNCOES DIFERENCIAVEIS E FUNCIONAIS

Nesta se¢ao descreveremos as defini¢oes da diferencial de Gateaux e Fréchet e

alguns resultados sobre funcionais e teoremas sobre espacos reflexivos.

Definicao 2.1. Seja F': U C V — R uma funcao, onde U é um aberto em V C R". O
limite

t—0 t ’

se existir, serd chamado derivada de Gateaux de F' em ug na direcao h € V' e sera denotada
por (F'(ugp), h).

Definigao 2.2. Seja F': U C V — R uma funcdo, onde U é um aberto em V' C R". F
é diferenciavel em uy € U no sentido de Fréchet (ou Fréchet diferencidvel em uy € U), se
existir uma aplicacao linear continua 7" : V' — R tal que

[+ ) — Fug) = T(h)

=0.
R0 17l

Dizemos que a funcdo F' € C'(U,R) se a derivada de Fréchet F’ existe e é continua sobre

U.

Teorema 2.1. Seja ¢ : E — R onde E é um subconjunto aberto de um espaco vetorial

normado X. Se o funcional ¢ possui uma derivada de Gateaux continua em FE, entao

v € CY(E,R).

Demonstragao. Ver [[19] Proposition 1.3]. O

Teorema 2.2. Sejam (X, ||-||) um espago vetorial normado e (x,,) C X uma seqiéncia,

entao valem as sequintes afirmacoes :

(i) xm — v < f(x,) — f(z) para todo f € X*.
(i) Se x,, — x, entdo x,, — x.

(iii) Se x,, — x, entao (x,,) é limitada na topologia da norma e além disso,

Joll < timinf [l2,]|

(iv) Se x,, = x € fr, = [ em X* (isto €,

|fm_f|

xX* —7 O), entao <fm7xm> — <.fa ZE>
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Demonstragao. Ver [[5] Proposition 3.13]. O

Teorema 2.3. Se E é um espaco reflexivo, entdo toda seqiiéncia limitada em E possui

uma subseqiiéncia fracamente convergente.

Demonstragio. Ver [[3] Teorema 5.25]. O

Teorema 2.4. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Demonstragao. Ver [[3] Corolario 6.13]. O

2.2 ESPACOS CLASSICOS

Nesta se¢ao, daremos a definigdo dos espagos LP(€)) e apresentaremos algumas das

suas propriedades mais importantes.

Definicao 2.3. Seja {2 um conjunto mensuravel. Seja 1 < p < co. Definimos o espago
LP(Q2) como sendo o espago das (classes de equivaléncia de) fungdes reais p-integraveis no

sentido de Lebesgue, isto é,

LP(Q) = {u : 0 — R mensuravel : / lu|” dz < oo},
Q

1/p
fullr = lal, = ([ )

Definigao 2.4. Seja Q2 um conjunto mensuravel. Definimos o espago L*°(€2) como sendo

dotado da norma

o espaco das (classes de equivaléncia de) fungdes reais mensurdveis limitadas, isto é,

L= (Q) = {u : Q — R mensuravel : sup |u(z)| < oo} ,

xeQ)
dotado da norma
ull; o = [Jull, =inf{C >0 :|u(z)] < C quase sempre em Q} .

Teorema 2.5 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2) e g € L), com 0 < p < oo

1 1
e —+ — = 1. Entao
p g
foe '@ e [ 1fgldw <17l ol
Demonstragdo. Ver [[5] Theorem 4.6]. O

Teorema 2.6. Sejam (u,,) uma seqiéncia em LP(Q2) e uw € LP(Q) tais que u,, — u. Entdo

existe uma subsequéncia (U, ) de (u,) e existe h € LP(§2) tais que
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(1) Upm, — u, q.t.p em €
(71) U, | < h, para todo k € N e q.t.p em €.

Demonstragio. Ver [[5] Theorem 4.9]. O

Teorema 2.7 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (f,,) uma seqiéncia

de fungoes em L'(Q), satisfazendo:

(a) fmo— f qt.p em

(b) existe g € L*(Q) tal que | fn| < g para todo m € N e q.t.p em .

Entio f € L*(Q) e
/fmdx%/fdw.
Q Q

Demonstragio. Ver [[5] Theorem 4.2]. O
Teorema 2.8. Sejam (f,) uma seqiiéncia de funcoes em LP(Q), f € LP(Q) e g € LP(Q)
1
tais que fp, — f em LP(QY) e fru — f q.t.p em Q, com — + — = 1. Entdo
p p
/ fmgdr — / fgdz.
Q Q

Demonstragio. Ver [12]. O

Lema 2.1 (Brézis-Lieb, primeira versao). Sejam Q um subconjunto aberto de R™ e

(um) C LP uma seqiiéncia de fungoes, com 1 < p < co. Se
(a) (uy) € limitada em LP(Q);
(b) Uy — u g.t.p em Q.

Entao

U — u em LP(Q).

Demonstragao. Ver [[5], [18]]. O

Lema 2.2 (Brézis-Lieb, segunda versao). Sejam 1 < p < oo, @ C R" e (f,,) uma

seqiéncia limitada de fungoes em LP(Q) que converge em quase todo ponto para f, entdo
VS LP(Q) € A%(Hfm”iﬂ - ||f - fm”lzp) = ||f||lzp

Demonstragio. Ver [[1] Lemma 11.9, [19] Lemma 1.32]. O
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Lema 2.3 (Brézis-Lieb, mais geral). Sejam 1 < p < oo, Q CR" ej: C — C é uma fungio
continua com j(0) = 0 que satisfaz a sequinte hipotese: para cada € > 0 suficientemente

pequeno, existem duas fungoes continuas, p. € V. ndo negativas tais que
|7(a+b) — j(a)| < epe(a) +1(b), para todo a,b € C.
Seja fr = f + gm uma seqiéncia de fungoes em LP()) tais que
(a) gm — 0 g.t.p em §);
(b) j(f) € L;

(c) / e (gm(x))dzr < C < oo, para alguma constante C' independente de € e m;
Q

(d) /Q?ﬁs(f(x))d:v < 00, para todo € > 0.

Entao lim [ [j(f + gm) — 7(gm) — j(f)]dx =0, quando m — cc.

m— 00

Demonstragdo. Ver [20]. O

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta se¢do, apresentamos os espacos de Sobolev e alguns dos principais teoremas,

como os teoremas de imersao continua e compacta.

Definigao 2.5. Dizemos que um comjunto A estd compactamente contido em 2 C R”, e

denotamos por A CC Qse AC AC Qe A é compacto como subconjunto de R”.

De agora em diante, consideramos €2 C R™ um subconjunto aberto nao-vazio, salvo

indicacao em contrario, e u : 2 — R uma funcao.

Defini¢ao 2.6. O conjunto {z € Q : u(z) # 0} é chamado Suporte da fungdo u. Denota-

mos este conjunto por supp(u).

Definigao 2.7. Definimos por C2°(£2) o conjunto das fungdes u : 2 — R, cujas derivadas
parciais de todas as ordens sdo continuas e cujo suporte é um conjunto compacto contido

em (2.
Seja K C R™ um subconjunto nao vazio. A fun¢do definida por
1 se zekK

0 se z¢K
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¢é chamada a func¢ao caracteristica de K.

Definicdo 2.8. Seja 1 < p < oco. Uma funcdo u : Q@ — R pertence a L} () se
u-1g € LP(92), para todo compacto K C .

Definigao 2.9. Seja um vetor o = (g, ag, ..., q,), onde o; é um inteiro nao negativo,
entdao a é chamado um multi-indice de ordem || = oy + s+ - -+ ,. Dado um multi-indice

« definimos
oy (x)

Dou(z) =~
u(@) Oxft - - - Oxon

Definigao 2.10. Sejam © C R"™ um aberto, & um multi-indice e u,v € L;,.(Q). Dizemos

que v é a a-ésima derivada fraca de u em €2, e escrevemos D“u = v, se

/Q u(z) - Dp(z)dz = (—1)k /Q (@) - plx)dz, Yo e C(Q).

Defini¢ao 2.11. Sejam Q C R"™ um aberto, 1 < p < co e k € NU {0}. Definimos o
espaco de Sobolev W*P(Q), como sendo o espago das funcoes u € LP(Q) tais que qualquer

derivada fraca de u, até a ordem k, é uma funcao do LP(f), isto é,
WHhP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Y), para todo multi-indice o com || < k}.

Observagao 2.1. Observe que se u € W*P(Q) entdo u € LP(f2); assim toda fungao de
u € WFP(Q) pertence ao conjunto L},.(€).

Observacao 2.2. Uma outra observacao importante é que valem as seguintes inclusoes
C>(Q) c WHP(Q) C LP(Q).
Observacao 2.3. Se k = 0, para cada p tal que 1 < p < oo, temos que
Wo(Q) = LP(9). (2.1)
Além disso, para cada p, se k; < ko entdo WP(Q) c WP (Q).

Observagao 2.4. O espaco WHP(Q) torna-se um espaco normado introduzindo a seguinte

norma
1/p 1/p
e (Z ||Dau||ip) - (z / |Dau|p) S osel<p<on  (22)
lal<k jal<k ¢
lullyrr == D 1D, se p=o0. (2.3)
la| <k

Observagao 2.5. Duas normas para o espago WH5P(Q), equivalentes a (2.2), sao

[ulwss = 3 1D%ulle e Mulllwss := max | D*ul|, .
|a|§k |a|§k5
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Teorema 2.9. O espago WFP(Q) com a norma ||-||yyv» € um espago de Banach.

Demonstragio. Ver [[10] Teorema 4.9]. O

Observagao 2.6. Quando p = 2, vamos denotar W*P(Q) simplesmente por H*(Q), isto
é, H*(Q) := Wk2(Q). Em particular, se k = 1, temos

ou
833'1'

HY(Q) = W2(Q) = {u € L*(Q) € L*(Q) para i =1, ,n} :

Também de (2.1), temos que H°(Q2) = W2(Q) = L*(Q).
Observagao 2.7. Para cada k € NU {0} com p = 2, o espago H*(Q) := W*2(Q) é um

espacgo de Hilbert, munido do produto interno:

<U,'U>Wk,2 = Z (Dauu DQU)L27 Vu,’u € Wk’2(Q)

|| <k
Definigdo 2.12. Sejam (u,,)men Uma seqiiéncia em W*P(Q) e u € W*?(Q). Dizemos
que (U, )men converge para u em WHP(), denotado por u,, — u em W*P(Q), se

nll—rg})o [ = ullyyn, = 0.

Defini¢do 2.13. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < co e k € NU{0}. O espaco W5?(Q)

é definido como sendo o fecho de C2°(£2) na norma |||+, (em WHP(Q)), isto &,
WEr(Q) = (@) .

Analogamente, o espago HE(Q) é o fecho de C>°(Q) em H*(Q).

De acordo com a definicdo, u € Wé“ P(€)) se, e somente se, existe uma seqiiéncia
(U )men C C(Q) tal que uy, — u em WP ().

Notamos que, para cada k € NU{0}, W (Q) é um espago de Banach com a norma
induzida de W*?(€)). Também nota-se que, se p = 2, H¥(Q) é um espaco de Hilbert com

a norma induzida de H*().

Uma norma para Wg?(Q) equivalente a norma dada em (2.2) pode ser definido por
1/p
o= (], 3 )

Definicao 2.14. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados com X C Y. Dizemos

que X esta imerso continuamente em Y se existe C' > 0 tal que

lzlly <Cllzllx, VYVreX.
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Nesse caso, escrevemos X — Y.

Observe que dizer que a imersao de X em Y ¢é continua é equivalente a dizer que a

aplicacao identidade i : X — Y dada por i(z) =z, x € X, é continua.

Lembremos que, se X e Y sao espagos vetoriais normados, dizemos que um operador

linear T': X — Y ¢é compacto quando T' é continuo e T leva conjuntos limitados em

conjuntos relativamente compactos, isto é, se A C X é limitado entao T(A) C Y é

compacto.

Definigao 2.15. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados com X — Y. Dizemos

que a imersao de X em Y é compacta se a aplicacao identidade i : X — Y for compacta.

. ’ . C
Nesse caso dizemos que X esta imerso compactamente em Y e escrevemos X — Y.

Uma maneira equivalente de definir uma imersao compacta é dizer que X esta
imerso compactamente em Y se toda sequiéncia (z,,) C X limitada possui subseqiiéncia

convergente em Y.

Teorema 2.10. Sejam Q C R™ um aberto limitado de classe C' e 1 < p < oo. Entdo as

sequintes imersoes sao continuas:

. 1 1 1
(i) Sel<p<n, entao W'P(Q) — L (Q), onde — = — — —.
p p n

(ii) Se p=n, entao W'P(Q) — L1(Q) Vq € [p, +0).
(iii) Se p > n, entdo WHP(Q) — L>(Q).
Demonstragao. Ver [[5] Corollary 9.14]. O

Teorema 2.11. Seja Q2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave, entdo

Hy () = L(Q),

2n
n—2

com 1<qg<2"=

Demonstragio. Ver [[5] Remark 20]. O

Teorema 2.12 (Rellich-Kondrachov). Seja 2 C R™ um subconjunto aberto limitado de
classe C*(2), n > 2. Entdo as sequintes imersoes sao compactas.
1

c 1 1
(i) Se p <mn, entio W'P(Q) = LI(Q) V q € [1,p*[, onde — = — — —.
p p n



23

(ii) Se p=n, entdo W'P(Q) <> LI(Q) V ¢ € [1, +o0].

(iii) Se p > n, entio W'(Q) < C (ﬁ)
Demonstragao. Ver [[5] Theorem 9.16]. O

Observacgao 2.8. Se 2 = p < n, pelo Teorema 2.12; temos que

2n
n—2

HY(Q) = Wh(Q) S LI(Q), V g € [1,2°] com 2* =
Analogamente, se p = 2 = n, pelo Teorema 2.12, temos que

HY Q) = Wh(Q) <5 LI(Q), Vg € [1,+00].

Mais explicitamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.13. Seja ) C R™ um dominio limitado. Entdo

(i) Sen > 2, entio H} () — LU(Q) para todo 1 < q < 2*; a imersdo é compacta se
1<qg<2.

(ii) Sen =2, entio Hy(Q) — LY(Q) para todo 1 < q < oo.

(iii) Sen < 2, entao HL(Q) — C%* (Q), onde « =1 —n/2.

Demonstragio. Ver [[1] Theorem 1.6]. O

Observacao 2.9. Em particular para ¢ = 2, pelo Teorema 2.13, se n > 2 temos que,
HLQ) S L2(Q).

Observagao 2.10. Como qualquer espago de Hilbert é reflexivo, entao H} () é reflexivo.
Lembramos também que qualquer seqiiéncia limitada num espaco reflexivo admite uma
subseqiiéncia fracamente convergente.

Teorema 2.14 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg). Seja 1 < p < n, entao

. 1 1 1
WhP(R") C LP" (R") onde — = — — — e existe uma constante C' = C(p,n) tal que
p p n

lull e < ClIVUllp,, ¥ u € WH(R™).
Demonstragio. Ver [[5] Theorem 9.9]. O

Corolario 2.15. No Teorema 2.1/ pode-se trocar R™ por Q) (aberto qualquer), entao o

teorema € vdlido para todo u € Wy (Q).
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Demonstragao. Ver [[5] Remark 20]. O

Teorema 2.16 (Desigualdade de Poincaré). Sejam 2 um dominio limitado de R™ e

p € [1,00[. Entdo existe uma constante C' = C(p,Q) > 0 tal que
lull o < ClIVUllypre s ¥ u € WoP(R?).

Demonstragao. Ver [13]. O

2.4 METODOS MINIMAX

Nesta se¢ao, apresentamos as defini¢oes necessarias e o Lema de Deformacao para
provar os teoremas do método minimax, como o Teorema do Passo da Montanha de

Ambrosetti-Rabinowitz e o Teorema de Linking (Enlace).

Definigdo 2.16. Sejam X um espaco de Banach e ¢ € C'(X,R). Dizemos que ¢ € R é
um valor critico de ¢ se existe u € X com ¢'(u) =0 e ¢(u) = ¢. O conjunto de todos os

pontos criticos no nivel ¢ sera designado por

K.={ueX : ¢(u)=0 e ¢(u)=c},

e denotaremos por ¢¢ o conjunto de todos os pontos em niveis menores ou iguais a ¢, isto
e,

¢c={ue X : ¢(u) <c}

Definigao 2.17. Dado (X, ||-||) um espaco normado, e seja S C X com a > 0, designamos
por S, a vizinhanca fechada de S definida por

Se={ue X : du,S) <a}l,
onde d(u,S) = inf {||lu —v| : v e S}

Lema 2.4 (Lema de Deformacio). Sejam (X, ||-||) um espaco de Banach e ¢ € C*(X,R).
Suponha que S C X, c € R, 408 > «a e €,0 > 0 sao tais que

¢ (w)]] > Zt;, Vu € ¢! ([c— 2¢ (iﬁ - 1) ,c+ 2 (%f — 1>D N Sas.

Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que Vu € X et € [0,1], tem-se:

) N 5257‘

(1) n(0,u) = u;
(2) ntu) = u, s u ¢ 6! Qc_ze (Af_1> ot 2 (45_1>

(&%
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(3) n(L, "t W/D=D N S) C ¢ N S

(4) n(1,-): X — X é um homeomorfismo.

Demonstragio. Ver [[12] Lemme 7.4, [19] Lemma 2.3]. O

Definigao 2.18. Sejam X um espago de Banach e ¢ € C*(X,R). Dizemos que uma
seqiiéncia (u,,) C X é chamada de seqiéncia de Palais-Smale para ¢, se ¢(u,,) é limitada
e ¢ (up) — 0 em X*

Defini¢ao 2.19. [Condigao de Palais-Smale] Sejam X um espago de Banach e ¢ €
C'(X,R). Dizemos que o funcional ¢ satisfaz a condigao (PS), se qualquer seqiiéncia de

Palais-Smale possui uma subseqiiéncia convergente em X.

Definigdo 2.20. Sejam X um espaco de Banach e ¢ € C'(X,R). Dizemos que uma
seqiiéncia (u,,) C X é chamada de seqiéncia de Palais-Smale para ¢ no nivel ¢, se
d(um) = ce ¢ (uy) — 0 em X*.

Definig¢ao 2.21. [Condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢] Sejam X um espago de Banach e
¢ € C*(X,R). Dizemos que o funcional ¢ satisfaz a condi¢io (PS)., se qualquer seqiiéncia

de Palais-Smale no nivel ¢ possui uma subseqiiéncia convergente em X.

Se no Lema 2.4 consideramos o« = 2 e f = 1, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.17. Sejam (X, ||-||) um espaco de Banach e ¢ € CY(X,R). Suponha que ¢
satisfaz a condi¢io Palais-Smale (PS). Se ¢ € R nao é um valor critico de ¢, entdo para
todo € > 0 suficientemente pequeno, existe n € C([0,1] x X, X) tal que, para qualquer
ue X etel0,1], tem-se:

(1) n(0,u) = u;
(2) n(t,u) =u, seu ¢ ¢ ([c — 2¢,c+ 2€]);
(3) n(L, ) C ¢

(4) n(1,:) : X — X € um homeomorfismo.

Demonstragio. Devem existir constantes positivas 9 e v tais que, se u € ¢~ ([c—29, c+29]),

temos que ||¢'(u)|| > v, pois, caso contrario, existe uma seqiiéncia (u,,) com
d(um) > ¢ e ¢ (uy) — 0, quando m — 4oo0. (2.4)

Pela hipétese, ¢ satisfaz a condi¢ao Palais-Smale (PS), entao existe uma subseqiiéncia

(Umy,) C (um) tal que U, — u em X.
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Desde que ¢ € C'(X,R), segue que

¢ (um, ) = ¢(u), (2.5)

¢ (tm,,) = &' (u). (2.6)
De (2.4), (2.5) e (2.6), pela unicidade do limite, temos que

¢(u) =c e ¢'(u) =0,

assim, ¢ é um valor critico de ¢, que é uma contradicao com a hipétese, logo mostramos

que existem constantes positivas ¥ e v tais que, se u € ¢~ ([c — 20, ¢ + 29]), temos que

¢ ()| = v.

4 4
Logo, considerando S = X, € € (0,9] fixado e § = —6, isto é, v = g, pelo Lema 2.4 segue
v

o resultado. O

(P

U
¢=c+ 2
p=c+e
p=c

n(Lu
p=c—¢
¢p=c—2

Figura 1 — Homeomorfismo 7(1,-) no Lema de Deformagao para o« =2 e § = 1.

Agora estamos em condig¢oes de provar um teorema devido a Ambrosetti-Rabinowitz,
denominado Teorema do Passo da Montanha (T'PM).

Teorema 2.18 (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz). Sejam
(X, []l) wm espago de Banach e ¢ € C'(X,R) satisfazendo a condi¢io Palais-Smale (PS).

Suponha que ¢(0) =0 e que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:

(1) existem constantes p, o > 0 tais que | >« e
2B,

(2) existe um elemento e € X\B, tal que ¢(e) < 0.



27

Entdo, ¢ possui um valor critico ¢ > «, com

c=inf max ),
QGFuEQ([O,l])¢( )

onde I'={g € C([0,1],X) : ¢(0)=0, g(1) =e}.

Demonstracao. Afirmamos que ¢ = 1n1£ m(z[loxll ¢(u) estd bem definido. De fato, seja g € T,
gel ueg

como ¢ € CH(X,R) e g € C([0,1], X), temos que ¢ o g € C([0,1],R). Desde que ¢po g é
uma aplicagdo continua no compacto [0, 1], entdo ¢ o g possui maximo em [0, 1], isto é,

ist t) =
existe max (9og)(t) LAnax o(u).

Para cada g € I', definimos
h:10,1] — R tal que h(t) = [|g(t)]-

Vemos que h é uma composicao de func¢oes continuas, assim h é continua. Além disso,

desde que e € X\B,, temos que

h(1) = [lg(W)Il = llell > p,

h(0) = [lg(0)I| = [0 = 0 < p.

Logo, como h € C([0,1],R) e h(0) < p < h(1), pelo Teorema do Valor Intermediério,
existe to € (0,1) tal que h(ty) = ||g(to)|| = p, ou seja, g(ty) € OB,.

Da hipdtese (1) segue que, ¢(g(tp)) > a, e como g € I' é arbitrario, temos que

o(g(to)) > a, VgeT.

Logo,

zfenl[aa}ﬁ o(g(t) > a, Vg eT. (2.7)
Portanto, o conjunto A := max ¢ o(g(t) = g€ F} ¢ limitado inferiormente em R. Assim,
pelo Postulado de Dedekind, existe o infimo de A, portanto ¢ = ;rellf; uergl?(%)xu) ¢(u) estd bem
definido.

De (2.7), como « é uma cota inferior para A, pela definicao de ¢, segue que ¢ > a.

Agora vamos provar que ¢ é um valor critico para ¢. Suponha por contradicdo que
¢ nao é um valor critico de ¢. Entao, pelo Teorema 2.17 (caso particular do Lema de
Deformacao), temos que dado 0 < € < ;(c — a), com ¢ # a, existe n € C([0,1] x X, X)
tal que para qualquer u € X e t € [0, 1] tem-se:
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(i) n(t,u) =u, se u & ¢ ([c — 2¢,c+ 2€]), e

(if) n((1,¢°7)) C ¢
Além disso, pela definicao de ¢, existe g € I' tal que

tem[éay)ﬁ o(g(t) < c+e. (2.8)

Considere i = n(1,g(t)). Desde que n € C([0,1] x X, X) e g € C([0,1], X), segue que
h e ([0, 1], X).

Pela hipétese (2) e pela escolha de €, temos ¢(e) < 0 < o < ¢—2¢, logo ¢(e) ¢ [c—2¢, c+2¢],
o que implica e & ¢~ '([c — 2¢, ¢ + 2¢]). Analogamente, desde que ¢(0) =0 < a < ¢ — 2,
tem-se ¢(0) & [c — 2¢, ¢+ 2¢], isto é, 0 & ¢~ ([c — 26, ¢ + 2¢]).

Assim, de (i), temos que

h(0) =n(1,9(0)) =n(1,0) =0,

iL(l) = 77(179(1)) = 77(176) =6,

donde concluimos que 7 € T'. De (2.8), segue que

P(g(t)) < Inax P(g(t)) < c+e,

o que implica g(t) € ¢°*¢, Vt € [0,1].

Assim, de (ii), temos que
h(t) =n(1,9(t)) € 6, Vi e[0,1];

isto é,
o(h(t)) <c—e, Ytel0,1].
Logo,

oo
tem[%aﬁ(h(t))_c €.

Como ¢ = inf max ¢(g(t)), e desde que h € T, segue que
g€l te[0,1]

< h(t)) <c—e.
c_gg}ﬁqﬁ(h(t))_c €

Assim,

c<c—eg,
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o que é um absurdo. Portanto, ¢ é um valor critico para ¢. m

Figura 2 — Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz.

Teorema 2.19. Sejam (X, ||||) um espago de Banach, ¢ € C1(X,R), e € X e p > 0 tais
que llel| > p e

b= inf ¢(u) > ¢(0) = é(e).

l[ull=p

Se ¢ satisfaz a condi¢ao (PS). com

= inf t
¢ = inf max o(¥(1)),

onde I' = {y € C([0,1], X) : ~7(0)=0, v(1) =e}.
Entao ¢ é um valor critico de ¢.

Demonstragio. Ver [[19] Theorem 2.10]. O

Definicao 2.22. Sejam V um espaco de Banach, S um subconjunto fechado em V' e @)

uma subvariedade de V' com fronteira Q). Dizemos que S e 9@ “link”(ou se enlacam) se:

(1) SnoQ = 0;
(2) Para qualquer aplicagao h € C(V,V) tal que h|og = id, entdo h(Q) NS # 0.

Exemplo 2.1. Sejam V) e V, subespacos fechados de V' tais que V = Vi & V5, onde
dim Vy < +00. Logo, para S = Vi, Q = BrNV; com fronteira 0Q = {u € V, : ||u|| = R},

temos que S e JQ se enlacam.
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|
2]

Wi

Va
R

oQ

Figura 3 — No Exemplo 2.1, S e Q) se enlagam.

Exemplo 2.2. Sejam V; e V, subespacos fechados de V tais que V = V; & V5, com
dimVy < 400. Considere e € V; com |le]| = 1. Suponha 0 < p < Ry, 0 < Ry. Se
T={te: 0<t<Ri}eS,={ueV : |ul| =p}. Definindo

S=vinsS, e Q={u+v:uelVyNBg, vel}
com fronteira
0Q={u+ve@ : (Ju|=RyeveT)ou(||v]| =0, ||v]| =R e ue Vo Bg,)}.

Logo, S e 0Q) se enlacam.

v
Ry -~
/ p R, Vi
e
s—
—0Q

Figura 4 — No Exemplo 2.2, S e 0Q se enlacam.
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Agora estamos em condigoes de provar uma versao mais geral do Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz, denominado Teorema do Passo da Montanha

Generalizado (ou Teorema de Linking).

Teorema 2.20 (Teorema de Linking ou Enlace). Seja (E,||-|]) um espa¢o de Banach
com E =V @ W, onde V é um espago de dimensdo finita. Considere ¢ € C1(E,R) um

funcional que satisfaz a condigao Palais-Smale (PS) e as sequintes condigoes:

(1) existem constantes p,c > 0 tais que ¢ > a,
OB,NW

(2) existem e € (0B1) N W e uma constante real R > p tais que ¢| < 0, onde
oQ
Q= (BrNV)&{re : 0 <r < R}.

Entao, ¢ possui um wvalor critico ¢ > «, caracterizado por

¢ = inf max ¢(y(u)),
Y€l weq

onde T ={ye€C(Q,E) : v=1id em 0Q}.

Demonstracio. Seja ¢ = nellﬁ max ¢(y(u)). Vamos provar que ¢ estd bem definido. De fato,
o ueQ)

sendo ¢ € CY(E,R) e v € C(Q, E), tem-se que ¢ o é uma fungao continua e desde que

() é um conjunto compacto, entdo ¢ oy possui maximo em Q.

Agora, vamos provar que ¢ = inf max ¢(y(u)) > a.
yel ueQ

Para cada u € Q, escrevemos u = v +1e, onde v € BRNV e 0 <7 < R. Denote por P a
projecao de E sobre V, isto é, P: E — V.

Para cada v € T" defina a funcao
0:Q — V xR,
dada por
p(v, 1) = (Pov(v+re), |(id = P)ory(v+re)).

Note que ¢ € C(Q,V x R), pois ¢ é composicao de fungdes continuas. Além disso, sendo

’y’ =1d para u € 0Q), tem-se
oQ

p(v,r) = (P(v+re), [|(id = P)(v+re)l]),
o que implica
p(v,7) = (v,]|(v+re) —vl]),

de onde segue
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p(v,r) = (v, [|rel]).
Assim,
p(v,r) = (v, [r][le]]),

e desde que e € 0B; N W, temos que
e(v,r) = (v,r), YueoQ,

isto é, ¢ = id em 0Q). Em particular, pela condi¢ao (2) da hipdtese, temos p(v,r) # (0, p),
para cada u € 9Q e (0,p) € Q. De fato, sendo 0 < p < R, temos que (0, p) ¢ 9Q), pois

para que (0, p) € Q, deverfamos ter p = 0 ou p = R, mas isto nao é possivel. Por outro
lado, desde que 0 € BNV e 0 < p < R, segue que (0,p) € Q.

Identificamos V' x R com R"™ para algum n € N, obtemos que o Grau Brouwer

d(e, @, (0, p)) estd bem definido.

Logo, pelas propriedades de dependéncia da fronteira da teoria do Grau Topologico e da

Normalizagao (ver Apéndice A), temos

d(p, @, (0,p)) =d(id,Q, (0,p)) = 1.

Entao

d(p, @, (0,p)) # 0.

Logo, pela propriedade da existéncia (propriedade de Kronecker), existe u, = v +re € Q)

tal que p(v,r) = (0, p), isto é,

(P o (uy), [[(id = P) o y(uy)l]) = (0, p).
Logo, como P o y(u,) =0, entdo v(u,) € W e ||y(u,)|| = p.
Como 7 ¢ arbitrario, temos para cada v € I, existe u, € @ tal que y(u,) € 9B, N W.

Logo, pela condicao (1) da hipétese, obtemos a segunda desigualdade da abaixo
max ¢(v(w)) = ¢(y(uy)) Z o, Vy €l

Assim,

¢ = inf max ¢(y(u)) > a.
yel’ ueQ

Agora vamos provar que ¢ = #rel% rlILle@c é(y(u)) > « é um valor critico de ¢. Suponha
por contradi¢do que ¢ nao é um valor critico de ¢. Logo, pelo Teorema 2.17 (caso particular
do Lema de Deformagao), para e = ; (c — 3) , existe n € C([0,1] x E, E) tal que para
qualquer u € F e t € [0, 1] tem-se:
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(i) n(t,u) =u, se u g ¢~ *([c — 22, ¢+ 2¢]), e

(i) n(1, ) C ¢

Como ¢ = uellﬁ max ¢(y(u)) > «, entdo existe v € I' tal que max ¢(y(u)) < ¢+ €, isto é,
R UEQR ueQ

y(u) € ¢°T, Yu € Q. (2.9)

Defina a funcao continua
dada por

Como v| =1id, entdao h(u) =n(1,u), ¥ u € 9Q. Logo, pela condigdo (2) da hipdtese e
oQ

pela escolha de €, temos que

d(u) <0< = =c—2¢ Yue Q.

oY
2
Logo u ¢ ¢~ '([c — 2¢, ¢ + 2¢]).

Por (i), temos que
h(u) = n(1.u) = u, ¥ u € Q.

de onde segue que h € I'.

Por outro lado, de (ii) e (2.9), temos que

ou seja,

Logo

max ¢(h(u)) < c—e
ueQR
Como h € I', tem-se que

¢ = inf max (y(u)) < max d(h(u)) < ¢ — e.

7€l we@ ueEQR
Assim,
c<c—eg,
o que é um absurdo. Portanto, ¢ é um valor critico para ¢. O]

Teorema 2.21. Sejam (E, ||-||) um espago de Banach com E =V & W, onde V é um
espago de dimensdo finita e ¢ € C*(E,R). Além disso suponha que
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(1) existem constantes p,co > 0 tais que ¢ >ae
dB,NW

(2) existem e € OBy NW, 0 < < «a e uma constante real R > p tais que ¢| < f3,
oQ
onde Q = (BRNV)@®{re : 0 <r < R}.
Se ¢ satisfaz a condi¢ao (PS). com

¢ = inf max $(1(2)),
Y€l we@

onde T ={y e C(Q,E) : v=id em 0Q}.
Entao, ¢ possui um valor critico ¢ > a.

Demonstragio. Ver [[19] Theorem 2.12]. O

Em seguida, enunciamos uma versao do Teorema de Linking que nao exige a
condi¢ao Palais-Smale (PS) como uma das suas hipdteses, mas garante a existéncia de

uma seqiiéncia de Palais-Smale em um nivel c.
Teorema 2.22. Sejam (E, ||-||) um espago de banach com E =V @ W, onde V' é um

espaco de dimensao finita e ¢ € C1(E,R). Além disso suponha que

(1) existem constantes p,c > 0 tais que ¢ >ae
dB,NW

(2) existem e € OB N W e constantes positivas Ry, Ry > p tais que ¢| < 0, onde
oQ
Q= (Bg,NV)d{re : 0<r < Ry}.

Entao, ¢ possui uma sequéncia (PS)., onde ¢ > « pode ser caracterizado como

¢ = inf max ¢(7y(u)),
Yel weq@

onde T ={y e C(Q,E) : v=1id em 9Q}.

Demonstragio. Ver [[15] Theorem 5.3, remark 5.5(iii), [19]]. O
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3 A FORMULACAO DO PROBLEMA

Consideramos o seguinte problema eliptico semilinear com condi¢ao de fronteira de
Dirichlet

{ —Au=g(z,u)+ |ul> *u em Q, (3.1)

u=20 sobre 0f),

onde @ C R" (n > 3) ¢ um dominio limitado com fronteira 9 regular, 2* = 2% ¢

o expoente critico de Sobolev, e ¢(-,s) tem crescimento subcritico no infinito (isto é,
llm g(‘? 8)

2*—1

= 0). Este problema foi estudado em [11].

jsl=00 | 5

Considere o espago Hilbert H}(Q2) dotado do produto escalar de Dirichlet dado por
(u, v) gy = /QVqudx Y u,v € Hy(Q),
e cuja norma € obtida pelo produto escalar, isto é,

lullfy = [ 1Vl da.

Sejam )\, para todo k € N, os autovalores do operador —A em relagdo ao problema
homogéneo de Dirichlet em 2. E conhecido que cada autovalor tem multiplicidade finita
P, e que 0 < Ay < Ay < .. < A\ < ... com Ay, — +00, quando £ — +00. Denote por
o(—A) = {\} o espectro do operador (—A, H}(9)).

Defina o funcional J : H}(2) — R dado por

> dr, (3.2)

1 1
J(u) = §/Q|Vu|2dx—/QG(x,u)dx—?/Q|u

onde G(z,s) = [; g(x,t)dt. Note que se g ¢ uma func¢do continua, entdao temos que
J € C'(H}(Q),R), e assim, os pontos criticos do funcional J correspondem a solugoes
(fracas) da equagao (3.1).

Faremos a seguinte suposicao para o termo subcritico g:

g: Q2 xR — R éuma funcao Carathéodory tal que para cada € > 0, existe a, € L%(Q)

satisfazendo:

n+2

"2 parax € qt.p e VseR. (3.3)

l9(z, s)] < ac(x) +¢s

S
Outras hipoteses sdo impostas para a primitiva G(z, s) = / g(z,t)dt.
0

Primeiro assumiremos que:
G(z,s) >0, para z € Q q.t.p e Vs € R. (3.4)

Observe que a perturbagao de ordem inferior g(z,u) pode mudar o sinal.
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Para os outros pressupostos, distinguimos dois casos.

3.1 NAO RESSONANCIA PERTO DA ORIGEM

Suponha que existem k € N, 6 >0, 0 > 0, e u € (Mg, Apr1) tais que

1 1
§(Ak +0)s* < G(x,s) < §u52, para € Q q.t.p e V|s| <. (3.5)
Além disso, assumimos que
1 , 1
G(z,s) > 5()% +0)s° — > |s|”, para z € q.t.p e Vs #0. (3.6)

Como consequéncia de (3.3) e (3.5), temos que g(x,0) = 0 para x € ) q.t.p e, portanto,
u =0 ¢é solugao de (3.1).

No caso em que a dimensdo é igual a n = 3 (ou seja, em R?), também precisamos

de uma condi¢ao de crescimento no infinito:
Iremos supor que existe um subconjunto aberto e nao vazio €2y C 2, tal que

G(z, s)

lim

= +oo uniformemente em relacdo a x € €. (3.7)
s—+o0 34

O motivo da suposi¢ao adicional (3.7) no caso em que n = 3 ficara claro na prova do Lema

5.4. Uma condigao semelhante é considerada em [7].

3.2 RESSONANCIA EM UMA VIZINHANCA DA ORIGEM

. . - 2G , .
Consideremos agora a situacao em que % é “possivelmente um autovalor” do

Laplaciano em uma vizinhanca de s = 0, isto é, suponha que existem £k € N, 6 > 0 e

1€ (A, Apg1) tais que

1
5/\/&32 < G(x,5) < —ps®, para x € Q qt.pe V|s| <. (3.8)

1
2
Assumimos também que existe o € (0,1/2%) tal que

1 1 .
G(z,s) > 5/\/&32 — (; —0) |s|2 , para x € Q q.t.p e Vs € R; (3.9)
além disso, exigimos que existe um subconjunto aberto e nao vazio €}y C €2, tal que
G
lim (z, 5)

Jm ey = +o0o uniformemente em relacao a x € €. (3.10)

De agora em diante, enunciamos e demonstramos algumas proposicoes que serao uteis nos

proximos capitulos.
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Proposicao 3.1. Se e;, e; sao autofungoes, referentes a autovalores distintos A\;, \;, do

operador —A em relacao ao problema homogéneo de Dirichlet em €2, entdo
leillf = Aillesllze e (e es)m = (eiej)ie =0.

Demonstracio. Como e; é autofungdo do operador —A, formalmente, temos que

—Ae; = Ny,
e, assim,
/Q—geridx = /ﬂ)\ieitpdx, Vo e Hi(Q). (3.11)
Mas, pela férmula de Green (conseqiiéncia do Teorema da Divergéncia),
/Q—@Aeidx = /QngJVeidx, (3.12)
pois ¢ = 0 em 0. Logo, de (3.11) e (3.12), temos que
/QV@Veidx = /Q/\ieigoda:, Vo e Hi(Q). (3.13)

A igualdade dada em (3.13) é a definicao precisa de autofungao no sentido fraco.

Como e; € H} (), para ¢ = e; na igualdade (3.13), temos que

ledizg = [ 1Vei de = [ NeZda = el

Além disso, utilizando ¢ = e; em (3.13) segue que

(ei,ej>Hé = / Ve Ve;dx = )\i/ eiejdr = N;(e;, ej) 2. (3.14)

Q Q
De forma analoga, seguindo o mesmo procedimento para a autofuncao e;, obteremos que
<6i7€j>Hé = /\j<eiaej>L2~ (315)

Logo, de (3.14) e (3.15), temos que
(A = Aj){ei, )2 = 0.
Mas, como A; # A;, concluimos que
(ei,e5)my = (€5, €j)12 =0

e consequentemente, as autofun¢des do Laplaciano com condigoes de fronteira de Dirichlet
sao ortogonais em H} () e em L*(Q). O

Proposigao 3.2. Suponha que a hipdtese (3.3) seja vdlida e seja (u,,) C H(Q) uma

seqiiéncia limitada em H}(Q) tal que u,, — 0, quando m — +oco. Entdo,

/ g(x, U )upmdr — 0
Q

/QG(x,um)dx — 0,

quando m — +00.
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Demonstragio. Como a seqiiéncia (u,,) é limitada em H} (), existe k& > 0 tal que
il < & (3.16)
Dado € > 0, pela hipétese (3.3), existe a. € Ln%(Q) tal que
lg(x, s)] §a€(at)+5|5]%§, Ve qtpeVseR. (3.17)
Utilizando (3.17), temos que

’/ Ty Uy ) U dz| <

/( )+ € [t ]”2)|um]dx
= J, (o

) [t | + € [t |? ) dr.

A 1ltima desigualdade garante que

m md
’/Qg(a:,u Ymdx

< /Qag(x) | A + € [[tt | %o - (3.18)
Pelo Corolario 2.15, com p = 2, existe uma constante C; > 0 tal que

ltmll e < Gt [Vl 2 = Ci lltm (3.19)
e por (3.16), existe uma constante Cy = kC; > 0 tal que
lamll 2 < o, (3.20)

isto ¢, (u,,) também ¢é limitada em L2 (). Em (3.18), utilizando (3.20), obtemos que

’/ g(x, up ) upde
Q

g/as(:z:) || dz + C,
Q

onde C' = (Cy)?" é uma constante positiva.

Em vista da ultima desigualdade, para obter o primeiro resultado da Proposicao, basta
provar que
/ a: () |t | dz — 0, quando m — +o0.
Q

Para isto, considere o funcional linear T : H}(Q) — R dado por

T(u) :/Qag(x)udx.

Pela desigualdade de Hélder (Teorema 2.5), com p = 24 e g = 2*, e pela imersdo

n+2
H}(Q) — L¥(Q) (Teorema 2.13), temos que

()| < llacll, 2u, ull 2 < K [lullgy < 400, ¥u € Hy(€).

n+2

Portanto, T" estd bem definido e é um funcional linear limitado.



39

Assim, se mostrarmos que
[um| = 0 em Hy(Q), quando m — +oo; (3.21)

teremos pelo Teorema 2.2 que, T'(|u,,|) — T(0) = 0 e o resultado seguira.

Para provar (3.21), note inicialmente que ||um||H01 = |Hum\||H01, e assim, |u,,| também ¢é
uma seqiiéncia limitada. Como H}(Q2) é um espago de Hilbert, pelo Teorema 2.4, HJ () é
reflexivo. Logo, pelo Teorema 2.3, existem uma subseqiiéncia (u,,) C (u,), e v € H}(Q)

tais que

U, | — v em Hy(€).
Como por hipétese u,, — 0 em HJ (), entao u,,, — 0 em Hy ().
Renomeando (u,, ) por (uy), entao

u, =0 e |ug —v em Hy(Q). (3.22)

Como (uy,) ¢ limitada em HJ (), pelo Teorema 2.12 (Rellich-Kondrachov com p = 2),

existem uma subseqiiéncia (ux,) C (ug) e wy € Hy(Q) tais que
up, —w; em LY(Q), Vq<?2%.

De forma andloga, como |uy, | também é limitada, existem uma subseqiiéncia (ug; ) C (u;)
e wy € HY(Q) tais que
ug,, | — w2 em L), Vg <2

Novamente, renomeando (ug, ) por (u;), obtemos que
w —wy; e |u| - wy em LYQ), Vg< 2. (3.23)
Assim, por (3.23),
wi| — w1l ;o < [Ju; — w1l o = 0, quando i — o0, (3.24)

ou seja, |u;| — |wq| em L9(2). Portanto, usando (3.23) novamente, pela unicidade do

limite, temos que wy = |w;| e consequentemente
u; = wy e |y — |wy| em LIY(Q), Vg <2 (3.25)

De (3.22), temos que
u—0 e |u| —v em H}(Q). (3.26)

Como u; — 0 em H}(Q), entdo

flus) = f(0), ¥V feH Q).
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Como H}(Q) C L1(Q) para q < 2*, segue que (L1(Q))" C H~1(Q) e, assim,
flui) = f(0), V fe (L))" com g <2,
isto é,
up—0 em LYQ), Vg<2~. (3.27)
De (3.25) e (3.27), pela unicidade do limite fraco, concluimos que w; = 0.

Assim, de (3.25) e (3.26), obtemos

lui] =0 em L%Q), Vq<2° (3.28)

lu;| = v em H}(Q). (3.29)
De forma anéloga, seguindo o mesmo procedimento quando |u;| — v em H{(£2), temos que
flw]) = fv), ¥V fe(LYQ))" com g <27,

logo,
|u;] v em LIQ), Vgqg<2°.

Por (3.28), segue que
lu;| =0 em L), Vqg<2%.

Logo, pela unicidade do limite fraco, concluimos que v = 0.

Portanto, por (3.29), segue que
us] =0 em Hy(9),

0 que prova que

/ g9(x, Uy )umdr — 0, quando m — +o0.
Q

Para provar que / G(z,up)dz — 0, note que dado € > 0,
Q

Gz, s)| = ‘ /O | g(x,t)dt‘
< [lotw. 1)l at
< /OS (as(x) + Et%> dx

i

2%’

< ac(w)ls| + ¢

2n
para algum a. € L»+2.



41

LOgO,
G s d < / 5 m O 2 d ,

onde o lado direito da desigualdade acima é o mesmo que em (3.18). Assim, repetindo o

mesmo raciocinio, podemos estimar esse termo e concluir a proposicao. ]

Proposicao 3.3. Sejam Q2 C R™ um dominio limitado e f: R — [0, +00) uma fungdo
continua tal que f(0) = 0. Se u,v : Q — R sao fungoes mensuraveis tais que med(suppu N
suppv) = 0, entao

/Qf(U—i—v)dx:/Qf(u)dx—i—/gf(q;)dm‘

Demonstragio. Como f é continua e u,v sdo mensurdveis, entao f(u), f(v) e f(u+v)

também sao mensuraveis. Considerando

A:=suppuNsuppv e B:=Q)\ (suppuU suppv),
temos que

/Qf(u +v)dr = /Suppu\A flu+v)de + /A flu+v)dx

—|—/Suppv\A f(u+v)da:+/Bf(u—|—v)dm. (3.30)

Como v =0 em suppu \ A e med(A) =0, segue que

/SUPPU\A f(u * U)dl’ a /suppu\A f(u * O)d:L‘ - /suppu f<u>dx a /Qf(u)dx’

pois f(u) = f(0) =0 em (suppu)°. De forma andloga,
/Suppv\A flu+v)dr = /Qf(v)dx

Além disso, como med(A) = 0, segue que

/Af(u—l—v)dx = 0.

Como u =v = 0 em B, obtemos que

/Bf(u%—v)dx:/Bf(O)dx:O.

Portanto, substituindo em (3.30) concluimos que

/Qf(U—i—v)d:L*:/Qf(u)dx—i—/gf(@)dm‘
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Proposicao 3.4 (Integral de fungoes radiais). Seja f : R — R uma funcao radial,
isto é, f(x) = p(|x|) para alguma funcio p : R — R. Cometendo o abuso de notagao

escrevemos f(|x|) = p(|x|). Entdo
R
/ f(x)de = C/ f(r)r™tdr,
Br 0
onde Br € a bola de raio R centrada na origem e C' é uma constante positiva.

Demonstracao. Utilizando coordenadas esféricas, obtemos que

. flz)dx = /OR </|w|=1 flrw)r™t dw) dr
— ORf(r) rrl </|w|1 dw) dr
= nw, /ORf(r) r"tdr
= C’/OR f(r)yr"tdr,

onde w € S ! e w,, é o volume da bola unitaria em R". O
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4 A CARACTERIZACAO VARIACIONAL

As provas de nossos resultados envolvem técnicas variacionais como em [6], [7], [8],
9] e [16]. A medida que lidamos com quantidades infinitesimais usaremos os seguintes

simbolos de Landau:

f(x)

f(z) =olg(z)] quando x — g, se xll}rgo e) =0
e
f(z) = Olg(z)] quando x — xy, se limsup /()] < 400

zozy |g()]
Neste capitulo, descrevemos a caracterizagao variacional, a qual é baseada nas condi¢oes
geométricas do Teorema de Linking. No procedimento variacional padrao a condi¢ao (PS)

¢é crucial, assim necessitamos da seguinte defini¢ao

(1) Dizemos que a seqiiéncia (u,,) C H}(Q) é chamada uma seqiiéncia PS para o

funcional J no nivel ¢, se J(u,,) — ce J'(uy) — 0 em H ().

A falta de compacidade da imersiao H}(Q2) — L* (Q) é “transferida” para o funcional, o

que nos leva a definir a seguinte condi¢cao de compacidade:

(2) Dizemos que o funcional J satisfaz a condigao (PS)., se cada seqiiéncia PS no nivel

¢ tiver uma subseqiiéncia convergente em Hg ().

A ideia é mostrar que o problema (3.1) possui pelo menos uma solugao. Para isso, usaremos

o Teorema de Linking sem a condi¢do (PS) (Teorema 2.22).

Assim, consideremos a familia de fungoes u} : 2 C R® — R definida por:

w(a) = P2 (4.1)
(€2 + |z]?] 2

que satisfazem a equacgao

~Au=ulu*? em R"
u(z) = 0 quando |z| — +o0.

Seja

/ |Vul*dz
S = inf &
u€H(Q), u#0 (/ |U Q*dI)2/2*
Q

onde S é a melhor constante de Sobolev da imersao H}(Q2) < L* (Q) (ver [17]), e ¢

atingida pela familia de fung¢oes dadas em (4.1).
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Cumpre-se que:

|| ||H1 para todo e > 0 (ver [16]). (4.3)

Lema 4.1. Suponha que a condi¢io (3.3) seja verificada e seja (up,) C Hy(Q)) uma

seqiiéncia PS para o funcional J.

(i) Entdo existe u € HL(Q) tal que u,, — u (a menos de uma subseqiiéncia de (u,,)) e
J' (u) = 0.

(ii) Além disso, se J(uy,) — ¢ com ¢ € (0, %/2), entio u # 0 e, portanto, u é uma

solugdo nao trivial de (3.1).
Demonstragio. Prova do item (i): Consideremos
flz,8) =g(z,s)+[s]* s e F(z,s)= /Os [z, t)dt.
Afirmacao 1: Existem ¢ € (0,3) e A € L*(Q) tais que
F(z,s) <9f(x,s)s+ A(x) para z€Q qtpe VseR. (4.4)
De fato, pelas defini¢oes de F' e f, temos
F(z,s) :/Sf (x,t)dt
= / (. 8) + [¢*2t) dt.
Agora, pela condigao (3.3), para cada ¢ > 0, temos que

Flz, s) g/ (aca) + elt| = + ¢ ~2¢) dt
0

S/ (ag(x)+e|t|2*‘1+ t|2*‘1)dt
0
i
< Ja(@)lls] + (1) 5 @5
para x € Q) q.t.p e Vs € R.
Pela desigualdade de Young, com p = nQ—fQ e ¢ = 2%, temos
2n
a.(x a(x)|72 ¥ 5| g2’ |s|*
P [ ol TR CPLCol Gl Sl P
€ EntZp 2% 2%

n+2
onde A; = %
IS n+2p

€ LX), pois a. € L72(Q).
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De (4.5) e (4.6), obtemos

(4.7)

onde & = ¢ +&7".
Por outro lado, como f(x,s) = g(z,s) + |s|* ~2s, da condigao (3.3) e de (4.6), temos que

2%

|5 Sf(x, S) — sg(x7 S)

f(z,s) + |s|lg(z, s)|

f(z,s)+|s] (!ag(x)\ + 5|sy%)

sf(x,5) + |sl|ac(z)] + |s[*

82* 2%
2*

= sf(z,s) + Ai(z) +2|s|*,

IN

S
S

IN

< sf(x,s) + A(x) + d

+e|s

g%
onde € =¢+ —.

2*
Logo, para 0 < < 1,

(1—2)[s|* < sf(z,s)+ A(x).
Agora, aplicando a desigualdade acima em (4.7), obtemos

(1+¢)
»(1-7) (sf(z,5) + Ai(2))

=0(e) - f(w,s)s + A(x),

F(z,s) < Ai(x) +

(1+¢8)
de A= 1+ | A €LYQ).
onde ( —1—2*(1_5) 1 ()
Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno fixado,
1 1
§<19(€) —'19<§,

assim, a Afirmacao 1 é verificada.
Afirmagao 2: A seqiiéncia PS ¢é limitada em Hj(f2). De fato, para cada u € H} (),
J'(u) : H}(Q) — R é definido por

J' (u)(p) :/QVquoda:—/Qg(a:,u)goda:—/g\uP*_ngodm, Y € H3(Q).

Seja (u,,) C HL(Q) uma seqiiéncia PS para o funcional J. Assim, como J'(u,,) — 0 em

H7(Q), dado € > 0 existe mg € N tal que se m > my, entao

up 7))

= 1 () s = [ at) = O]y <
oo el
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Assim,
[RACHICI]
Er

Se HcpHHol = 1, temos que |J'(un)(p)| < . Isto é, para H‘PHH(} = 1 e m suficientemente

<E.

grande, temos

’/ Vungodx—/g(x,um)godx—/|um|2*_2umgodx <e. (4.8)
Q Q Q

(1) Se Uy, = 0 (E 6bvio que (uy,) ¢ limitada em HJ(€2)).

(7i) Se u,, Z0, Ym € N. Tomando ¢ = Ym em (4.8), obtemos

il
2+
/|Vum| dx — /gxum Jim [t dx| < g,
HumHm [t 13
ou seja,
1 *
|l g1 — / G2, U Uy + ] d| < €.
1 T o )
A desigualdade acima implica que,
* 2
[ (9t + fn*) de < 5y + € - (4.9)
Sendo f(z,um) = g(x, Um) + |Um|* ~*ty,, temos
F (2 U Uy, = G, Uy Vi + |t |* (4.10)

Como —A(xz) > —|A(x)| para todo x € Q, utilizando (4.4) e (4.10), segue que

CF ()~ |A@) < 5 (P, t) = A@)) < 7t = 90, ot + ]

Integrando a desigualdade acima,
2*
19/ (2, up) — |A(x)]) dx < /Q (g(m,um)um—i— [t | )dx. (4.11)

De (4.9) e (4.11), temos que

5 [ () =A@ do < g + <l

isto é,
1
/Q(F(:U,um) —|A(2)]) dz <9 Hum“ilg + e HumHHg , 0<v< 3 (4.12)

Como

Fl(z, s) :/Osf(:c,t)dt:/os (gla.t) + 122 1) dt:/osg(a:,t)dt+/()s|t|2*Qtdt,
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entao .
F(r,s) =Gla,s)+ o Is” .

Para s = u,,, integrando a igualdade acima, temos que
[P = [ Gleude o [l de = [ Glo,unde+ o funl 3 - (4.13)
T U )dx = T, U )dr + — | |up,|” dz = T, U )T + — || |72+ . (4.
o 0 2* Jo 0 2% L
De (4.12) e (4.13), concluimos que

1 - ) 1
| Gl e + o funllfer = [ |A@)Ide < 0 funlfy + Ve funllgy . 0< 9 < 3,

isto é,

1 * 1
/QG(x,um)dx—ir 5 e <9 3+ 02 Nt +/Q|A(:c)|dx, 0<v <. (414)

Além disso, como (u,,) é uma sequéncia PS, J(u,,) é limitada em R, logo existe uma

constante positiva K tal que

1 9 1 o

Sl = [ Gl um)ds = o e = Tum) < )| S K. (415)
De (4.14) e (4.15), segue que

1 2 2 1 2
5 Tl = 9 g = 9 gy — [ JAG) Nz < 3l — [ G, )

1 o
o ||um||L2* <K,

1
com 0 < ¥ < 3
Assim,
1 ) 1
(2 - 19) ety — 9 il s — /Q\A(:z:)\dx <K 0<9<s
Logo,

allnllZy = bl gy — ¢ < 5,

com a = (%—19) > 0, b:195>0ec:/|A(x)|dx20.
Q
Portanto, (u,,) ¢ uma seqiiéncia limitada em Hg ().

Assim, o Teorema 2.3 garante a existéncia de uma subseqiiéncia da seqiéncia (u,,), ainda

denotada da mesma forma, e a existéncia de u € Hj(f2) tal que

Uy —u em HE(Q). (4.16)

Afirmagdo 3: u é solucao fraca para o problema (3.1). De fato, como (u,,) é uma

sequiéncia PS, entao para a subseqiiéncia temos que
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J (Up) =0 em H (),
isto é,
J' (un)(¢) = 0, quando m — oo, Vo € Hy(Q).
Logo,

/ Vu,, Vdz —/ 9(z, up, ) pdx — / U ¥ Pumpdr — 0, Yo € Hy(Q), (4.17)
Q Q Q

quando m — oo.

Em (4.17) vamos calcular o limite quando m — 400 em cada integral e mostrar que u é

ponto critico do funcional J.

Como u,, — u em H} (), pela definicio da convergéncia fraca temos que
(U, Py — (u, 0) gz, Vo € Hy(9Q),
isto é,
(U, 0) gy = /QVungpdx — /QVuV@dx = (u,o)g1, Vp € H (). (4.18)
Agora, vamos provar a convergéncia da seqiiéncia /Q g(x, up)edr.
A limitacao da seqiiéncia P.S garante que
Up —u em Hi(Q),
logo, pelo Teorema 2.12, temos que
Um —u em L7(Q), 1<r<2"

e pelo Teorema 2.6

Upm — u q.t.p em €.

Assim, uma vez que g é uma fungao continua (hipdtese sobre ¢g), temos que
g(x, up(x)) = g(z,u(z)) q.t.pem Q. (4.19)
Definindo f,, = g(x,un)e e f = g(x,u)p para todo p € Hy(2), por (4.19), temos que
fm = 9@, upm)p = f=g(z,u)p q.t.pem Q. (4.20)
Como a fungdo g possui crescimento subcritico (hipdtese (3.3)), segue que

[finl = lg(@, um) o] < lacllol + elellum[” ", Vo € Hy(). (4.21)
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oo e HY(Q).

Sejam hy = |ac||¢| e ha = |@||um

Afirmamos que hy = |ac|l¢| € L}(Q), Vo € HLY(Q). De fato, como a. € L#i2(Q) e
0 € H} () — L*(Q) (Teorema 2.13), pela desigualdade de Holder (Teorema 2.5), segue

que
2n 712741:1,2 2n HT;?
[inslde = [ Jocllgldo < ([ #2de) ™ ([ o) ™ < o0,
Q Q Q Q

b = lallo| € LNQ), Vi € HY(Q). (4.22)

Portanto,

Afirmamos também que hy = |@||un,|? ~! € LY(Q), Vo € H} (). De fato, como ¢, u,, €
H(Q) — L¥ (), pela desigualdade de Holder (Teorema 2.5), segue que

1
[ slde = [ Jellun e < ([ o dz)" ([ um
Q Q Q Q

he = |ollum|* " € LN(Q), Yo € Hy(Q). (4.23)

2% 1
2% 2
dx < 00.

Portanto,

Seja h := hy + chy. Por (4.22) e (4.23) concluimos que h € L'(€) e por (4.21) temos que
|fm] < h. Logo, por (4.20) e pelo Teorema 2.7 (convergéncia dominada de Lebesgue),

/Qfmd:c—>/9fd:c,

/Qg(:c,um)gpdxﬁ/gg(x,u)godx, V€ Hy(Q). (4.24)

segue que
isto é,

: A . BN . *__
Finalmente, vamos provar a convergéncia da seqiiéncia / [t |* 2t ipdx.
Q

Como (u,,) é limitada em H{(2), usando a imersio H}(Q) < L* () (Teorema 2.13),
concluimos que
[l 2e < Kol gy < C. (4.25)

Definindo v, = |t|? ~2ty,, por (4.25), temos que

/|vm %da::/ <|um
Q Q

%

P)ET gy = / lum|? dar < (O (4.26)
Q

Assim,
(vs) é limitada em L7-1(Q). (4.27)

Como v, = |um|2**2um e Uy, — u qt.p em , entao
U = |tm]? "2t — |u|* "2u q.t.p em Q. (4.28)
De (4.27) e (4.28), pelo Lema 2.1 (Brézis-Lieb, primeira versao), segue que

22 = |u)* *u em L%(Q) (4.29)

Um:| m
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Uma vez que ¢ € H} () — L"(Q2) para 1 < r < 2* (Teorema 2.13), entdo

o € L¥(Q). (4.30)
Além disso, como
1 1
-+ =1 (4.31)
51 2

De (4.26), (4.28)-(4.31), pelo Teorema 2.8, segue que
/Q|um]2*_2umg0das — /Q|u|2*_2ug0dm, Yo e Hy(Q). (4.32)
Logo, de (4.18), (4.24) e (4.32), tem-se
T (um)(p) = J'(u) (), V€ Hy().

Mas, de (4.17), temos que

T (um)() = 0, Vo € Hy(Q)
Pela unicidade do limite, segue que

J'(u)(p) =0, V€ Hy(Q),
isto é,

J' (u) = 0.

Portanto, u é uma solugao fraca do problema (3.1), provando assim, a Afirmagao 3.
Prova do item(ii):
Afirmacao 4: A solucdo u é ndo-nula se J(u,,) — ¢, com 0 < ¢ < :LS”/Q.

Suponha por contradigdo que u = 0. Como (u,,) C Hj(2) é uma seqiiéncia PS, temos que
J (u)(¢) = 0, quando m — oo, Vi € Hy(S2).

Assim,
T (um) () = o(1), V¢ € Hy(Q).
Para ¢ = u,,, tem-se

I () (um) = o(1),

ou seja,

2°-2 2
u,, dx

o(1) = J () (um) :/Q]Vum\2dx—/ﬂg(x,um)umdx—/Q\um

=l = [ 9o, tm)umde = um
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Pela hipétese (3.3), pela convergéncia u,, — u = 0 e pela limita¢ao da seqiéncia (u,,) C
H}(Q) todas as hipdteses da Proposigao 3.2 sao satisfeitas, logo / 9(, U ) upmdr — 0,
Q

assim
/ (T, Uy ) uppdx = o(1).
Q

Logo,
2 = o(1). (4.33)

[ e [
0

Pela definigio de S, para todo u € HA(Q) temos que S ||ul|3.- < HquQqé, logo
K [ 788

e consequentemente

— 72 = =572 [l (4.34)
Por (4.33) e pela estimativa (4.34), temos que
2 2% 2 —2* 2%
0(1) = llumllzzy = ltmllze 2 Nl — 7272 [l -
Isto é,
0(1) > [[um |3 (1= 577 Jum|7:%) - (4.35)

Como a seqiiéncia (|| || Hg) é limitada em R, possui subseqiiéncia convergente, assim, seja
. 2 _
Jim [ = k> 0.
12 caso: Se k = 0, entdo ||um||fqé — 0 e assim, u,, — 0 em H}(Q). Como J é continua,

segue que J(u,,) — J(0) = 0. Por outro lado, J(u,,) — ¢ e consequentemente ¢ = 0, o

que é uma contradi¢ao com a hipdtese da afirmacao.

29 caso: Se k > 0, por (4.35), temos que
_o(1) < 2 (g-2"/2 -2 _ 4
o(1) < [l (S7 7 umll 7 * = 1),

ou seja,
2% -2
—o(1) < [lumll3 (8-2 2 () —1)- (4.36)

Passando a estimativa (4.36) ao limite quando m — +o00, concluimos que

0<k (S‘Q*/2k2*2_2 _ 1) .

Portanto,

SRR 1 >0

e consequentemente
k> S,
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Assim,
||um||§{é > S"2 4 0(1). (4.37)
Como

o*
L2 >

1 1
I () = 5 Nl = [ Gl un)de = = lun
pela Proposicao 3.2, segue que / G(z, um)dz — 0, entdo
Q

1 .

1
Itm) = 5 lamllg + 0(1) = 5 72 (439)

Por (4.38) e pela estimativa (4.33), temos que

n—2 n—2 o
2n

2n Hum L2
n

-9 ) -
5 (g = |72 ) +o(1)

Tum) =+ g + 52 g +0(1) -
=l +
=l + o(1).
Agora, utilizando a estimativa (4.37) na tultima igualdade, obtemos
() > 7115”/2 +o(1). (4.39)

Como J(u,,) — ¢, passando a estimativa (4.39) ao limite quando m — +00, segue que

c> 15%/27
n

o que é um absurdo pela hipdtese de que ¢ € (0, S:L/Q).

Assim, u # 0. Portanto, u é uma solugao nao trivial de (3.1). O

Pelo Lema 4.1, para provar a existéncia de uma solugao para o problema (3.1) via

Teorema de Linking de Rabinowitz sem a condigao (PS), basta construir uma seqiiéncia
Sn/2

n °

PS para J em um nivel estritamente entre 0 e

Para isso, usaremos a técnica das autofungoes aproximadas desenvolvida no trabalho
de F. Gazzola e B. Ruf [11].

4.1 A DECOMPOSICAO DO ESPACO H(Q)

Nesta secio, faremos uma escolha de uma decomposigao para o espaco HJ(£2) que

sera utilizado neste e nos proximos capitulos.

Fixado k € N, para cada i € N denotemos por e; a autofuncao do operador —A
em relagao ao problema homogéneo de Dirichlet em €, normalizada em L*() (isto &,
lleill 2 = 1, ver [4]), associada ao autovalor \; € o(—A). Seja Hj(2) = H- ® H,
onde H~ é o espago gerado pelas autofungoes correspondentes aos autovalores Ay, ..., \x,

H* = (H")* eseja P, : HY(2) — H~ o operador projecao ortogonal.
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Como nossa equacao envolve uma nao-linearidade que possui uma “interacao” em
certo sentido com autovalores de ordem superior, é necessario a decomposicao do espago

H} () na forma citada acima, ou seja, como soma direta entre dois subespagos: H~ e H™.

Portanto, o trabalho de estimar o funcional J associado ao nosso problema (que
envolve o expoente critico de Sobolev) é em geral, muito arduo, devido ao fato de ser
necessario obtermos estimativas para o termo J(u 4 v), onde u € H™ e v € H™; com o
objetivo nao somente de mostrar as condi¢oes geométricas do T'PM generalizado, mas

também, de obter uma estimativa para o nivel mini-max c.

Por essa razdo, usaremos outra decomposicao do espaco Hj (), assim, definimos

alguns conceitos abaixo:

Vamos supor, sem perda de generalidade, que 0 € €2, e tome m € N suficientemente
grande de forma que By, C €2, onde By, denota a bola de raio 2/m com centro na
origem. Em relagao as hipéteses (3.7) e (3.10) suponha também que 0 € Qq, e tome m € N

suficientemente grande de forma que By, C (1.

Consideremos as fungoes (,, : 2 — R definidas por

0 se T € Bim,
Gn(z) =14 mlz] —1 se x € Ay = Bam\Bi/m,
1 se x € Q\By/pm.

Em seguida, defina as seguintes “autofuncoes aproximadas” e" := (,e; parat=1,....k e
0 espago
H = span{el : i=1,.., k}.

m

Primeiro, note que e]* € H&(Q). Agora, iremos provar que as funcoes e” convergem para

as autofuncgoes e;, quando m — +o0o, em seguida vamos estimar o erro dessa aproximagao.
Lema 4.2. Quando m — oo, temos que

(i) e — e; em HYNQ), parai=1,... .k, e

(i7) max HUH%I(} <\ +cpm® "

{ueHy 3 llul2y= [, u2de=1}
Demonstra¢io. Prova de (i):
e —eillty = [ V(e = e do
= [ 19(Gnes = e da
Q
= /ﬂ |Cmvei + legm — VGZ'|2 dx

— /Q 1€V + (G — 1)V6i|2 dz.
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Logo,
el — ei||§{3 = / les|? |V |2 da + 2/ ei(CGn — 1)V, Veidr + / (Cm — 1)?| Ve da.
Q Q Q
Agora, pela definicdo da funcao (,,, segue que

lef = eillfy = [, 1l 1VCuPde+2 [ €iGn = 1)V Verda

+ (Cm - 1>2|V6i|2dI7

B2/m

e assim,
e = eiliy < [, el IVGuPPda+2 [ leil 1(Gn = DI VGl | Ves] do
+/“ (G — 1)?|Vei|da. (4.40)
B2/m

Vamos estimar cada integral do lado direito da desigualdade (4.40).

(1°) Estimativa de/ lei 2|V |?d.
Am

Em A, temos que |V(y,| = m. Como e; € C*°(2), entdo ¢; ¢ limitada em By, €

portanto, segue que
lei] < [leilloo-
Logo,
[ el Ve = [ eV G da
Am Am
<m¥es [ 1de
Am
= m?||e;|[Zmed(A,,)

= m?|leil|Z (med(Bajm) — med(Bim))

< m®| || 2 med(Bam)

= m?|e;]|%, (Wn (;))

= C|le]|Zm* ™,

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R" e C; = 2"w,,.

(2°) Estimativa de 2/A lei] |(Cmn — D] [Vl | Vei| da.

Sobre A,, temos que |V{(,,| =m e |(¢, —1)| < 1. Além disso, considerando que
e; € C™(1), entdo |Ve;| € C*(2). Logo e; e |Ve;| sdo limitadas em By)yy,, assim
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il < lleilloo,

[Veil < [IVei|so-
Portanto,

2 [ ledl (G = DIVGul Ve dz =2 [ feif[(Gn = DI [Vl [Ves] do

< 2mfleilo Vel [ 1d

= 2mlle;[|oo|[Ves ]| omed(Apm)
=2m||ei]loo Vel 0o (med(Bz/m) — med(Bl/m))
< 2mlleil|oo |V eillcomed(Bam)

2 n
= 2mlle;[|oo[|Vei| o (wn () )
m

= Coleillso[| Veillom' ™",

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R" e Cy = 2" 1w,,.
(3%) Estimativa de / (Cm — 1)?|Vei2da.
BZ/m
Como ((n —1)2 < 1ee € C®(Q), entdo |Ve;| € C°(Q). Assim |Ve;| é limitada

em By, € portanto, segue que
Vel <[ Veil -
Logo,

2 9, 2o 2
/2/ (Cm — 1)7| Ve dx—/E (Cn — 1)2|Ve;2da

m 2/m

< [ |Vel’dx
B2/m

<IVeilk [ 1de
BQ/

m

= [[Veil|zemed(Baym)

= ||Veil|%, (W" (;>n>

= Oy Ve[| Zom™,

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R" e C5 = 2"w,,.

Substituindo as estimativas em (4.40), obtemos que

lef" = eillzy < Cilleilliem™™™ + Collesllc [ Veillowm ™ + C5||Vei | [Zm ™,
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onde 1, C5 e ('3 sdo constantes positivas independentes de e;.

Entao,

m_
7

I eiH?{& — 0 quando m — o0,
isto é,
el — e; em H} () quando m — oo.
Prova de (ii):
Denote por B = {u € HY(Q) : |Jull7 = Jpu’dz = 1}, e seja v € H~ N IB, isto ¢,
v = iajej, com zk: a? = 1. Note que, definindo v, := (,,v; entao,
=1 =

U = (v = zk: a;Cme; = zk:aje}”,
=1 =1

isto ¢, v,, € H,.

Para cada v € H~ N 9B, seja a,(v) := ||v,]|;4, de modo que a,,(v)v,, € OB, pois
Jo (@n(v)vn)* dz = Jo lvallZonde = vall 2 Jo vhde = [vmllZllvmll7: = 1.
Primeiro vamos provar que

1 < an() <1+C|v||>m™™, onde C é uma constante positiva.

Como a,,(v)v, € 0B, temos

1= / az (v)v2 de = / a2, (v)v2 dx +/ aZ (v)v dx + a2, (v)v2 dr.
Q Q\Bg/m Am Bl/m
Mas, como vy, = (v = v em Q\Bo/m, U = (v =0 em By, € a5, (v) 1= ||vm||221, temos
que
1=a?(v) </ vidx —|—/ Civ%x)
IV Am
= a2 (v) </ vidx —/ v?dx +/ Cglzﬂd:c) :

Q BQ/m Am

Portanto,

1=a2(v) <1 —/ v?dr —|—/ CEnUZda:) , (4.41)
B2/m Am
pois, v € H- NOB.
Agora, como 0 < (% <1, Vx € A,,, entdo
%UZdaz < / vide.
Am Am

Por outro lado, como A,, C By, temos que

/ vide < ’U2d£E,
Am B2/m
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o que implica

/ Cindxg/ vidx.
Am B2/m

Entao,

1 —/ vide +/ Cglv2dx < 1.
B2/m Am

Assim,

az (v) (1 —/ vidw +/ Cfnvzdac> <a? (v).
BQ/m Am

De (4.41) e da desigualdade acima, temos

1 =d%(v) (1 —/ vidx +/ Cglvzdl") < a (v). (4.42)
De forma andloga, como —1 < —¢2 <0, Vx € A,,, segue que,

—/ CEnUQd.T <0.
Am
Logo,
/ vidr — / C2v*dr < vidr. (4.43)
BQ/m Am B2/m
k —
Como v = Z ajej, e considerando que e; € C*°(£2), entdo v é limitada em By/p,. Assim,

j=1
existe uma constante k; > 0 tal que |v(z)| < kq, para todo © € Byy,. Logo |v(z)| < ||v]| .,

o que implica
/7 vidr < HvHio/i ldz.
B2/m B2/m
Entao,
/7 vide < ||1)HiO med(Ba/m)
B2/m
2 2\"
= ol (< () )
m
= Cloll5,m™,

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R" e C' = 2"w,,.

Mas,

/ vide = /7 vide,
BQ/m B2/m

o que implica

/ vide < Cv|> m™.

m
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Substituindo a estimativa acima em (4.43), obtemos que
/ vidr — / ¢ vdde < C )2, m™.
B2/m A‘"L
Logo,
1- / v?dx —i—/ CvPde > 1—C o))’ m™.
BQ/m A’m

Assim,

a2 (v) (1 - /1%’2/m vidr + /Am Cfnv2dx> > a?,(v) (1 —C |3 m*") :

De (4.41) e da desigualdade acima, segue que

1= a2 (v) (1 - /B vdx + /A g§v2dx> > az,(v) (1= C o)l m™). (4.44)
2/m m
De (4.42) e (4.44), temos que
aZ,(v) (1= Col2m™) <1 < al,(v). (4.45)
Logo, de (4.45) concluimos que

1 < an(v) <1+Clv|2m™™, onde C é uma constante positiva. (4.46)

Agora, considere w,, € H, N JB tal que ||Hm||§{é = MaX,cy-nop H“Hi]&y isso é
possivel porque o conjunto (H,, N0B) C H,_, dim H, < oo, e H N OB é fechado e
limitado. Além disso, como a norma (em Hj(f2)) é continua, entdo o maximo de uma

funcao continua no conjunto H_ N IB é atingido.

Entao,

k
U = (W) Y @€ = (W) G Y qj€j = (W) (T, com T e H™ NAIB.
j=1

J=1

Por (4.46), segue que

[l = a2,@ [ [V(Ga)Pde < (1+ Cllafim™)" [ [@V6n +GuValide.  (447)
Estimando a integral do lado direito de (4.47), temos que

/Q [TV o + o VTPl = /Q (@ IV Gul? + 206V Va + G| Val?) da

_ /Q|H|2|V<"m|2dm+Q/QUCmVCmVﬂdx—I—/Q|§m|2|Vﬂ|2dx.
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Pela definicao da funcao (,,, segue que
/Q @V + CnVa|2de = /A [l IVG e+ 2 /A 0,V Vude + /Q G2V 2.
Logo,
/vagm 4 G Vatdr < /Am|u|2|VCm|2dx +2 /Am\uH(mHVCmHVuux
+ /Q ICol? | V]2 (4.48)
Vamos estimar cada integral do lado direito da desigualdade (4.48).

(1°) Estimativa de/ ||V 2.
Am

k
Como em A, temos que |V(,| = m, uma vez que u = ) aej € C*(Q), e
=1
analogamente como nas estimativas para a prova da primeira parte do lema, segue que

[ 1PV Gnde = [ 1aRIvG, e
Am Am

= m2/7 [u|*dx

Am
<m? a2, [ 1de
Am
= m? |[ull3, med(A,)
< m? [[ull3, med(Baym)

= m? |2, (wn (i))

e a5 m* ™",

onde ¢; é uma constante positiva.
(29) Estimativa de 2 / |G| [V G| [Vl di.
Am

k
Como em A, temos que [V(y| = m, [(n] < 1em Q, ew =) ael € CF(Q).
=1
Entao,

2 [ [@llGnl VénlIValde <2 [ [al|GalI VGl [VTlda
<om /Z a||Valde
<2mal | Val., [ 1do

= 2m [al| . [[Vall, med(A)
< 2m|[[ull, [[Vull med(Bz/m)

2 n
= 2l IVl (wa (=))

= c2 ||l [Vl m'™,
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onde ¢y é uma constante positiva.
(39) Estimativa de /|Cm\2|Vﬂ|2daz.
Q

Como |(,| < 1 em €, temos que
212 )
Lleal?Ivulde < [ [Vulde = jall,
Substituindo as estimativas em (4.48), obtemos que
/vacm + (Ve < e |[ulls, m* " + e |[ull, VAl m! Tl (4.49)

onde c; e ¢y sao constantes positivas.

Utilizando a estimativa (4.49) em (4.47), temos que
— 2 — —n\2 —112 -n — — -n —12
[l < (1+ CllalZom™)" (ex a2, m*™ + e [l o | V] m* ™ + [l ) - (4.50)

Como
2
(14 Cla|Zm™)" =1+ 2C[alZem ™ + C*|allim>". (4.51)
Para m suficientemente grande, temos
14 —p
[l o el

m2n mm

C2|

De (4.51), utilizando a estimativa acima, segue que

2
(14 CllafZm™)" < 1+ 2C|alZm™ + C?|[al|Zm ™"

=1+ csf[allZm ™",

onde ¢3 = 2C + C2.

Substituindo a estimativa acima em (4.50), obtemos que
—_ 2 — — —12 — — _ — 12
[l < (14 esl@lZm™) (e @2, m*™ + e |l [ Vall, m* ™ + @l )

Assim,

[@llzy < erllalls m*™ + ez |[ull IVl m' ™ + [l gy + eres [[alls m?=>"

+ eacs |[all5 [Vl o m' =" + e [l Nall2m ™. (4.52)

Para m suficientemente grande, temos as seguintes desigualdades:

s _ a3

m2n—2 — mn—2’
% _ [l
m2n—1 — mn—l’
[all% _ [[@ll3
<
mr T 2 '
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Substituindo as estimativas acima na desigualdade (4.52), temos que

_ 2 —112 — — — — — 12 —112 —
[y < e[l m®™ + ca [l IVl m' = + [[ally + cres [l m* ™
+ eacs [l o 1Vl =" + s [l l[allZm® . (4.53)

Na estimativa (4.53) chamando de ¢ cada vez que colocamos em evidéncia termos similares,

obtemos
il < clfalls, m® ™ + clfull o V@l o m* = + [[ullgy + e [l lalim® ™. (4.54)
Pela Proposicao 3.1, temos que
leillzy = Aillesllze e {enen)us = {eweshe =0, i# (4.55)

Como {e;} C H}(Q) é uma base normalizada em L*(Q), entdo |e;]|7, = 1.

Assim, por (4.55), temos que

/Q|Vei|2da: = lleillZy = A (4.56)
e
/QVeiVejdx = (ei,ej)mp = 0= (ei, €j)12 = /Qeiejdx, i # . (4.57)
k k
Comouw € H- NOB, entdo u = Y _ae; com » (a;)> = 1.
i=1 i=1
Além disso,
k
i=1
Logo,
)| = / \Val2dr = / Vavuds = / (Va, VE)gndz,
o Jo 0 0
e portanto,

||ﬂ||§{1 = /Q(E1Vel + ...+ apVe,, a1 Ve + ... +6kVek>Rndaz

—/ (Z a2V61V6z+2 Z Q; a]VelVe]) dx

1<i<j<k

k
— Z( /\Vez\ dx) +2 > (04104]/ VelVe]dx)
i=1 1<i<j<k
k
=Y (@leliy) +2 X (am [ Veeds).
i=1 1<i<j<k

Substituindo (4.56) e (4.57) na igualdade acima, obtemos
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k

G, => (@ N)+2 > (@a;-0)=>(al-\). (4.58)

i=1 1<i<j<k =1

Como a seqiiéncia (\;) formada pelos autovalores é crescente, entao de (4.58), segue que

M=

k
= >0 A < M
i=1

i=1
pois u € 0B.

Utilizando a desigualdade acima em (4.54), temos que

a7y < cl@llz, m® ™" + el 1Vl o m'™™ + A + esAel[allZem® ™"
= (c+ csi) [[ulls m* ™ + e [l | Vallg m* ™" + A
= [(e+ esh) [Tll2, + e |l [Val o m™'] - m? ™ + A
Definindo ¢ == (¢ + cshi) |[@|%, + ¢ ||@ll, | V@l m ™", podemos reescrever a desigualdade

acima da forma

||ﬂm||§{& <m® "+ N,

onde m é escolhido como o maior inteiro positivo, de modo que as estimativas tomadas

sejam satisfeitas ao mesmo tempo. O

Agora, apresentamos uma proposi¢do que nos ajudara a verificar que o funcional J

satisfaz uma das condigoes geométricas do Teorema de Linking.

Proposicao 4.1. Temos que
HUH?{(% > Akl HUHiz Yve HY,

onde \i+1 (k fizo) € autovalor do operador —A em relagao ao problema homogéneo de

Dirichlet em Q, e HT foi definido no inicio dessa Se¢ao.

o0

Demonstragio. Seja v € HY, entdo v =Y ase;, com ¢; € H ().
i=k+1
Assim,
(0.9)
Vv = Z oziVei,
i=k+1
implica
o0
WU’Q = Z &fveivei +2 Z a;a;Ve;Ve;.
i=k+1 k+1<i<j
Entao,

||v||ilé :/Q|Vv|20lx:/Q ( Z a?VeiVei—l—Z Z aiajVeiVej) dz,

i=k+1 k+1<i<j
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isto é,

oty = X (a2 [ Veveds)+2 5 (aay [ VeTedr)

i=k+1 k+1<i<j
= 2

= 3 (e?lleilli) +2 > (cweylenem) -
i=k+1 k+1<i<j

Usando a Proposicao 3.1, segue que

o o)

Wi = > (a2Xillelz) +2 3 (wag-(0) = > (a2 leill32) -

i=k+1 k+1<i<j i=k+1
Como 0 < A\ < Ao < ... < A < A\pyq < .., daigualdade acima, temos que

(o ¢] (o ¢]
2 2 2
Wl = > (a2Xilleliz) > M Yo of fleill3s
i=k+1 i=k+1

Fazendo um cdlculo anélogo para |[v|?, como foi feito para |[Vv|?, obtemos que

2 _ N 2 e 2
[oll72 = Y o lleillzz -

i=k+1

Portanto,

oIl > Aerr oll7a, Yo e HY

4.2 GEOMETRIA DE LINKING

Nesta se¢ao, enunciamos e demonstram as proposi¢oes que nos permitem concluir
que o funcional J satisfaz todas as hipéteses do Teorema de Linking, com excecdo da

condicao (PS). Para isso, precisamos dos seguintes conceitos:

Considere uma funcao cut-off (de corte) positiva n € C2°(B1/m) tal que n =1 em By 9y,

n<lem Byme ||V, < 4m.

Considere a seqiiéncia de funcoes
u(2) = () - ul(x) € HY(Q), (4.59)

onde u! é a familia de funcoes definida em (4.1), com a funcdo 7 estendida a todo o

conjunto €, isto é,

neCrQ)={Y: QCR”" —R : e C®Q) e supp(yp) C K compacto, K C Q}.

Temos as seguintes estimativas devido a Brezis-Nirenberg [7]:

Para e~ 0: ||z = 5™+ O("?) o ue|| 2o = S™2 4+ O(™) (ver [16]).  (4.60)
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Para cadav € H,, ®R*{u.}, onde H,, foi definido na se¢ao anterior, escrevemos v = w+oviu.

com a > 0. Pela defini¢ao de u. e de H,,, segue que
supp(ue) N supp(w) = 0. (4.61)

Proposicao 4.2. Suponha que as condigoes (3.3) e (3.5) (ou (3.3) e (3.8)) sejam verifi-

cadas. Entao existem o, p > 0 tais que

J(v) > a, YvedB,NH".

Demonstragio. Seja v € HT. Pela condigao (3.3), para ¢ > 0 existe a. € Ln%(Q) tal que
9(z,5)| < a.(z) —l—a]s\%g, para z € Q q.t.p e Vs € R.

Como G(z,s) = /Sg(x,t)dt, entao
0

Gla,s) < Glavs)| =| [ gttt < [lg(apat.
0 0
Utilizando a condicao (3.3) na desigualdade acima, temos que

G@ﬁﬁsfm@jmﬁgéw%mﬂwmfaﬁ

1 X
< (o) 3| + ol

2*
Y

1
< Jac(o)lls] + =5

parax € ) q.t.p e Vs € R.

Assim,
1 .
G(z,s) < |ac(x)]||s| +€§]s]2 , paraz € Q qt.peVseR (4.62)
Pela condicao (3.5), existem k € N; 0 >0, 0 > 0 e pu € (g, Ags1) tais que
1 1
5()% +0)s* < G(x,s) < 5@32 para x €  q.t.p e V|s| < 4. (4.63)

Logo, por (4.62) e (4.63), é possivel encontrar um C' > 0 tal que
G(z,s) < ;,MSQ +C|s[* para z€Q qtpeVseR,
Da desigualdade acima, para s = v € HT, temos
q@mgéﬁ+cw?
implicando

2 dx

- [ Glev)drz ~ 2y [JoPdz—C [ |

1 *
= —salol = Cllele



Para o funcional J, da desigualdade acima, temos que

Tw) = 3 ol - /Gx o)de — o ol

1

2*
> o [lollz — 5# lollz — € Hv - j V][

Lo 1 2
= 2 ol = ol = (€ + o) ol

2 2
= Sl = sp ol = ol

1
ondec:C%—?.

Pela definicio de S, para v € H*, temos S [|v]7,- < ||v||?{5 Logo
* 2% 2%
ST ollzer < Mol
e assim,
~ollfe > =572 o]l
Por (4.64) e da desigualdade acima, segue que

—2%/2

Lo 1 2
J() 2 5l = gullvlze — e 75 ol -

Pela Proposicao 4.1, para v € H, temos Hsz& > Aoy o))

Logo,
1 2 1 M 2
—gilvlfe = —5 5 ol

Por (4.65) e da desigualdade acima, temos que

1 2 1 2 —2% 2%
J@>z§nmﬁ—§wwmfﬂ»s2”nw%

1 1 o

= 5ol = 5 5 Wl — e 577 il

1 [ 2 —2 2%
=QQ—MH)MQ—OSQMMH1

L A1 — 2 g 2*
S [ —c- 8§72
3 (5 ol - oo 57 ol

Pela condicao (3.5), A\x < p < Agy1, entao ’;*i £ > (. Considerando ¢; =

ecy =c-S%/2 entdo de (4.66), temos
2 2
Tw) 2 e ol — ea ol

Como 2 < 2*, podemos escolher p suficientemente pequeno tal que

65

(4.64)

(4.65)

(4.66)

</\k+1 - /l)
2\ A
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J(v) > cpo —CQpQ* =a>0 Vve aBpﬂH+,

1

1\ =2

com p < (1> . [
Co

Na Proposi¢ao anterior, o caso é andlogo quando, em vez da condigao (3.5),

assumimos a condi¢ao (3.8).

Proposicao 4.3. Suponha que as condigoes (3.4) e (3.6) sejam verificadas. Entao eziste
R > p tal que II%%X J(v) < wy,, com w,, — 0, quando m — co;
veEIQ;,

onde
Q5. = [(Brn Hy) @ [0, Rl{uc}]

e p>0 é como na Proposicao 4.2.

Demonstragio. Afirmamos que lim max J (v) =0.
m—=0 ycH,,

De fato, como
m||2 2 m
€l = lleilly = [ Ve Pz — [ [Veifde
= [V (e Pz~ [ |Veilda
0 Q
- / C2 Ve, 2de + 2 / Cnei VeV Cmd + / 2|V ¢ |2d — / Vei|2de.
0 0 Q Q
Da igualdade acima, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
ey — Ny < [ 12192 +2 [ [Culled Ve VG lda
+/|eil2\VCm|2dx—/\Vei\de. (4.67)
0 0
Como [(| <1 em 2, da desigualdade (4.67), temos que
el = lleliiy < [ IVeil?de +2 [ Jei[Ver|[VGnlda
+/\ei]2\VCm\2d:U—/\Vei\zdx.
Q Q

Assim,
€7l = lleiliy <2 [ Jeall Vel IVGlda + [ [ef* V6 ldr,

Agora, na desigualdade acima, pela definicao da funcao (,,, segue que

ety = lealliy <2 [l VeillVGulda + [ Jei? V60 da.
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Sobre A,, temos que |V(,,| = m, assim

||6T||§{é—||ei\|§{é§2m/14 |€iHV6i|dx—|—m2/A les|2da. (4.68)

Vamos estimar cada integral do lado direito da desigualdade (4.68).

(1°) Estimativa de 2m/ lei||Ve;|d.
Am

assim

Logo,

Como ¢; € C*™(Q), entao |Ve;| € C®(Q), logo e; e [Ve;| sdo limitadas em By,

leil < leill »

Vel < IVeill o -

2m/ lei||Ve;|de = Qm/i lei||Ve;|dx
Am Am
< 2m|leil |Veil., [ 1de
Am
= 2m [leilloo | Veillye (med(Baym) — med(Bim))
< 2m |leill., | Vel med(Baym)

2 n
=ome Vel (wn (= ))

= C |leill o IVeill o m' ™™,

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R" e C; = 2" w,,.

(2°) Estimativa de mz/ |es|2da.
Am

Logo,

Analogamente & estimativa (1°), temos que |e;] < |||, em By, entao

m2/ le;|2da :mz/f e |2 da
Am Am
<m? el [ 1de
Am
= m? |les||%, (med(Bajm) — med(Bim))

<m?|les]| %, med(Ba/m)-

2\" _
m [ Jeifde < m? el (wa (=) ) = ColelZm*

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R" e Cy = 2"w,,.
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Substituindo as estimativas em (4.68), obtemos que
2 2 - 2 o
e 7 — Nleillzy < Culleill o 1Vesll o m' ™ + Co fledl|S m* ™™,

onde (] e (5 sao constantes positivas independentes de e;.

Assim,
e 5 < lleallzy + Collesllo [ Vesllog m' ™ + Co flesl|o, m* . (4.69)

Como ¢; ¢ uma autofungio normalizada em L?(Q), pela Proposigao 3.1, segue que
2 2
leill gz = Aillesllze = Ai - (1) = A
Logo, de (4.69), temos que
e 17 < X+ G llell [IVeill g m! ™ 4 Co flell 2 m* ™,
isto é,
le* 17 < A+ om(1), (4.70)
onde C |le;llo. IVeill, m'=™ 4 Ca |les||?, m?™™ = 0,,(1), quando m — 4o0.

Vamos estimar ||UH§{& :

k
Seja v € H,, = span{e® : i =1,..,k}, entdo v =) auel".
i=1

Além disso,
k
Vo=> a;Vel.
i=1
Logo,
[ v]|31 :/]Vv|2dx:/VvVvd$:/(Vv,Vv>Rndm,
0 Q Q Q

entao,

HvH?{& = /Q<041Ve’1” + ...+ ap Ve, anVel' + ... + o Ve )gnda

k
— (Z a;Ve'Vel +2 Y amgVe?‘Ve}") dx

i=1 1<i<j<k

Mw@\

_ <a§ / |v€;n|2dg;) 2 % <aiaj / ve;"ve;ﬁdx)
Q Q

1<i<j<k

7

Il
—

-

(0%2 ||€;n||?q;> +2 ) (aiaj<e§”,e§”)H3) . (4.71)

i=1 1<i<j<k

Em (4.71), vamos estimar (e}

(]

Ty = [ Verve)da.
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Como
(e )y = [ Vervepde = [ (V(Cue), V(Cne,))anda.
Entao,
CANGOFES /Q<€z'vfm + (nVei, e,V i + (uVej)rnde.
Logo,

(e, e s = /Q eiej|Vim|2dz + /Q CniVim Ve dz + /Q C;VeiVimda
—i—/ﬂlCmFVeiVejdx.
Pela definicao de (,,, da igualdade acima, temos que
(e, ey = /A ey | VP + /A sV Veyda + /A Gt VeV
+/Q|Cm|2VeiVejdx. (4.72)
De (4.72), pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
(e ey < [ ledlesl|VGuPdr + [ 1Galled V6l Ve da
+ [ Gl Vel VGuldr + [ 164 VeTeda.
Como |(n| <1 em Qe |V(y,| =m sobre A,,, da desigualdade acima, temos
ety <m? [ ledleslde+m [ led[Ve|de

—l—m/A \ejHVei]d:c—l—/ Ve Vejdz. (4.73)
m Q
Pela Proposicao 3.1, (e, €j>H(} = / Ve Vejdr = 0, logo de (4.73), segue que

Q

<e§”,e§”)H5§m2/A |ei||ej|d:r—l—m/A ]ei||Vej|dx+m/A le;||Veil da.

Seguindo o argumento feito no inicio da Proposi¢ao, da desigualdade acima, temos que

2\" 2\"
ey < m® - wn (=) el llesllg + e (=) el 19511
2 n
tmewn (=) el Vel

onde w,, denota o volume da bola unitaria em R™.

Assim,

(e, ey < com® " el llejlle + ¢ mi T leill 1 Vesl

+em T el Vel
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onde ¢ = 2"w,,.
Portanto,
(e €f" ) g1 < om(1). (4.74)
De (4.71), utilizando as estimativas (4.70) e (4.74), temos
k

lollZ = > (af e lF) +2 X (awasle, e a)

1 1<i<j<k

af -\ +on(D)) +2 D (i - (0m(1)))

1<i<j<k

<.
I

IA
—

s
I
—

I
M-
o

s
I
a

Como A\ < Ay <

IA
=
IA
>

11 < ..., da desigualdade acima, segue que

k
ol < M- af + om(1). (4.75)

i=1

Agora, vamos estimar [[v][3..
k
Para v € H,, = span{e” : i =1,...,k}, entdo v ="> _ el

i=1

Logo,

k k
ol = [JoPar = [ (Saer) (Saer)
i=1 =1

Entao,

k
|’U||i2:/Q<ZOK? e +2 ) aasee] )dm
i=1 1<i<j<k
k
= Z( /|em| dm) +2 > (ozzoz]/ e?”egndx)
i=1 1<i<j<k Q

Il
M?v

(2||em||L2)+2 > (cwaglel efe) (4.76)

1<i<j<k

.
I
_

Uma vez que HJ(Q2) — L?*(2), temos que
0<|e"—eill;2 <clle™— eiHHé , para algum ¢ > 0.

Pelo Lema 4.2, segue que e — ¢; em H}(Q) para i =1,...,k, quando m — +oo.

Entao, da desigualdade acima, temos

e — e; em L*(9). (4.77)
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Assim,
lei" Iz = lleill 2 = 1. (4.78)

Para 1 <1 < j <k, vemos que

[(ei", ") e — (i, e5) 2| = (e, €' ) 2 — (€], e5) 2 + (€], e5) 12 — (eis €5) 2]
= [{&f", e ;n ej)rz + (€' — €i,ej) 2|
< [e" >L2|+|< — €i,€5)r2]
< [le” ||L2 oo lle —eill e llesll e

Da desigualdade acima, como ||e;||;. = 1 e utilizando (4.77) e (4.78), temos que
(ei",€l") 2 — (e ej)r2, quando m — +oo.
Assim, pela Proposicao 3.1, segue que
(ei",€l")rz — (ei,ej)r2 = 0, quando m — +oo0. (4.79)

Logo, de (4.76), utilizando (4.78) e (4.79), temos

k
loll72 = > af.
i=1
Por (4.75) e da igualdade acima, segue que
[oll7 < Ak l[ollz2 + 0m(1). (4.80)

Como .
_— 2 _
70) = 5 ol — [ G0y — ol

utilizando a estimativa (4.80) e a condigao (3.6), temos que

1 1
J) = 5 ol = [ G vyde = ol

1 1
< EAk||v||iQ+om(1)+/ﬂ {_2(Ak+g>va+z*|v

* 1 *
ﬂdw—nwé*

1 1 1 .

= NelolZ +on() = 5O +0) [[JoPdr+ o [ ol dz — o ol
1 1

= Mol + om(1) = 50w + 0) el

g
= =2 ol + 0m(1) < 0m (D)

Como J(0) =0, entdo 0 < max J(v) < 0,(1).
veEH,,

Assim,

lim max J(v) = 0.

m——+00 veH,,
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Entao, a afirmacao é comprovada.

Se denotamos w,, = max J(v), entdo para todo v € H,= temos que
vEH,,

J(v) < w, com w, — 0, quando m — +oo. (4.81)

Para 0 < r < R temos que

2*
L2 -

1 1
J(ru.) = 5 ||ru6||§{é — /K)G(x,rue)dx by ||rue

Pela condicao (3.4), obtemos

1,

1 2 2*
J(ru) < 57”2 HuEHHé - ?r ua”L?* .

Se r = R, pelas estimativas de Brezis-Nirenberg 7] para € ~ 0, da desigualdade acima,

segue que
Loz L e o
J(Rue) < §R HUEHHé - ?R Ue [ 72+
_ 1 2 n/2 n—2 1 2* n/2 n
= 3R (s72+0(e"?) - T (5™ +0(="))
_1 2 n/2_i 2* an/2 1 2 n—2 _i 2* n
— SRS~ SRS 4 CRO() - RO,

Sabemos que existe R suficientemente grande tal que

J(Ru.) < 0. (4.82)

Note que 0Q5, = Hy, U (Hy & R{uc}) U [(9Br N H,) @ [0, R{uc}].
Seja I'y := H,, U(H,, ® R{u.}).

Se v € H,_, de (4.81), temos que J(v) < w,,. Por outro lado, se v € H_, & R{u.}, entdo
v =w+ Ru., com w € H, . Assim, pela Proposigao 3.3 e de (4.82), temos que

J(v) = J(w + Ru.) = J(w) + J(Ru.) < wpy,.

Para 0 < r < R, como R foi escolhido suficientemente grande, segue que

]. *
oy — 5o

2*
o UEHL2*

J(rug) <

2*
Ue || 2

]. *
P el + 5r®

1 *
2
B2 el + o

(VAN A
NI RN RN -

2*
Ue HLQ*

A
<

)

onde M > 0.
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Assim, existe M > 0 tal que se 0 < r < R, temos J(ru.) < M.

Portanto,
max J(ru.) < M. (4.83)

0<r<R

Seja Ty := [(83730 H.)® |0, R]{us}] Se v € T, entdo v = w+au,, com w € IBrNH,,
e 0 < a < R. Logo, pela Proposigao 3.3 e por (4.83), temos que

J() = J(w+ au.) = J(w) + J(au:) < J(w) + M. (4.84)

Como w € O0Br N H,,,, entdo w € dBr e w € H,.

Logo,
1/2
w2 = </|w|2dx> =R e S H, com H v = 1. (4.85)
Q [w][ 2 [wl]l 2 ] 2
Assim, pelo Lema 4.2, segue que
T
H < ~ max ||u||§{é < \p + cm®™,
lwll 2 [l ™ w5 ull2o=;, uzdo=1}
implicando
||w||§{é < M |lw|32, quando m — +oo. (4.86)
Como L* (Q) < L*(Q2), entdo
2 2 2
lwlly < M lwllze < MCo [lwll7e-
onde Cj é uma constante positiva.
Assim,
2 2
[l < Cllwllze
onde C' = \,(Cy é uma constante positiva.
Logo,
2 * 2+
lollgy < €2 ol = = lwlfy 2 —(0)772 w]2
= =) wllzy > — w7 -
Pela condicao (3.4) e da desigualdade acima, segue que
1 9 1 o
Tw) < 5wl = o el
1 2 ]_ 9% 2*
< 5 ol — 5:(0) > 2wl
1 9 1 1 o
= 5 Il = 55 & ol (187



onde C} = (C)?"/2.
Por (4.85) e (4.86), temos que
2 ! 2
fwly < C'R?,
com C' = \.

Como H}(Q2) — L*(Q2) (pelo Teorema 2.13), entdo existe k > 0 tal que
lwlle < kllwllpy, Ywe Hy ().

Assim,

2*
2* * 2* 2* 2*
ol <6 Nl = = (3) Tl > el

Substituindo (4.88) e (4.89) em (4.87), temos que

1 1 1 /1\%
< - / 2 . <> 2%
J(w) < 2(] R > O \k R
oo Loorr
9 9 2 3

1 1 .
J(w)+ M < §O’R2 — 5 CyR* + M.
1
1 12*
que f(R) = 50’R2 b CoR? + M < 0. Assim, de (4.90), segue que

Seja f(R) = ;C”R2 —

J(w)+ M <0

Substituindo (4.91) em (4.84), para cada v € I'y, temos que
J(v) = J(w+ au.) = J(w) + J(au:) < J(w) + M <0 < wp,.

Assim, J(w) < w,, com w,, — 0, quando m — +oc0.

Portant J(v) < .
ortanto, max (v) < wpy,

m

Proposicao 4.4. Para m suficientemente grande, temos

P(H;)=H e H,®H"=H\Q),
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(4.88)

(4.89)

(4.90)

-CoRY + M, note que para R suficientemente grande, temos

(4.91)

onde Py, : H} () — H~ € o operador projegao ortogonal definido no inicio da Segdo 4.1.

Demonstragio. Pelo Lema 4.2 temos que e — ¢; em H}(Q), parai=1...,k. Como o
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operador projegao ortogonal Py é continuo, segue que Py(el") — Py(e;) = e;, quando

m — Q.

Assim, obtemos que P (H,) C P.(H}(Q2)) = H~. Logo, basta mostrar que, para m
suficientemente grande,
P.(H,)=H".

Para isto, s6 precisamos provar que {Py(e)}¥_, é um conjunto linearmente independente
quando m é grande.

Suponha por contradi¢ao que existe (af?,...,af") # (0,...,0) tal que

a"Pe(el") + ...+ af'Pe(ef’) = 0.

Normalizando o vetor (o, ..., af") # (0,...,0), podemos supor que (a")*+...+(af")? =1
e assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass obter uma subseqiiéncia (o), ..., a;”)
convergente para (ag, ..., g).

Logo,

=" Pu(ey?) + ...+ ap? Pe(el?).

Passando o limite na igualdade acima, quando m; — +o00, e pela continuidade do operador

projecao ortogonal, obtemos
0= Oélpk(el) +...+ Oszk(ek) = +...+ e,
isto é,
e +...+age, =0 com af+...+ai=1,
o que é uma contradi¢do, pois {e;}¥_, é uma base de H~.
Portanto, obtemos que Py(H, ) = H~, assim,
H, & H" = H(),
para m suficientemente grande. O]

Observagao 4.1. A Proposigao 4.4 garante que 0B, N H' e 0Q), se enlagam (ver [15]).

Observacao 4.2. Das Proposicoes 4.2, 4.3, 4.4 e da Observacao 4.1, concluimos que o

funcional J satisfaz a geometria do Teorema de Linking (Teorema 2.20).
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tue

Figura 5 — Geometria de Linking para a decomposicao do espago H(Q) = H,, ® H*, quando m
é suficientemente grande.
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5 EXISTENCIA DE SOLUCAO NO CASO DE NAO RESSONANCIA
PERTO DA ORIGEM

Este e o préximo capitulo sao dedicados a construgao de uma seqiiéncia PS no
nivel minimax ¢ < Sn—/z, que pelo Lema 4.1, produzem uma solugao nao trivial da equacgao
n
(3.1).

Vamos proceder da seguinte forma:

Seja I :={h € C(Q%,,H) : h(v) =v, Yv € 0Q%,}, onde QF, é como na Proposigao 4.3.
Pelas Proposicoes 4.2, 4.3, 4.4 e da Observacao 4.1, concluimos que o funcional .J satisfaz
as condigoes geométricas do Teorema de Linking sem a condigao (PS) (Teorema 2.22),

assim, obtemos uma seqiiéncia PS para J no nivel

¢ = inf max J(h(v)),

hel veQs,
onde a seqiiéncia PS é da forma dada na Proposicao 4.3.

Além disso, como a identidade id € I', temos que

¢ < max J(v).
veQRS,

O objetivo principal desse capitulo é provar que para € > 0 suficientemente pequeno

1
sup J(v) < ES”/z. (5.1)

veQs,

Vamos iniciar com o seguinte resultado.

Lema 5.1. Assuma as hipdteses (3.5) e (3.6), e escolha m suficientemente grande tal que

2—n

agm " <o, (5.2)

onde ¢j, € como no Lema 4.2, e 0 > 0 € como em (3.5). Suponha também que, para
cada € > 0, nos temos que

1
sup J(v) > —S"2, (5.3)
vEQS, n

Entao, existem t. > 0 e w. € H, tais que
J(w:) <0,

onde supp(u:) N supp(w:) =0 e (u:) é a seqiéncia de fungoes definida em (4.59).

Demonstragio. Considere o conjunto X := {v € Q%, : J(v) > 0}. Note que o conjunto
Q):, é compacto, pois se Y := H_~ & (u.), temos que dimY < 400 e @5, C Y é fechado e

limitado, entao () é compacto em Y.
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Afirmacao: O conjunto X :={v € Q% : J(v) > 0} é compacto.

De fato, sejam (v;) C X uma seqiiéncia e v € Q%, tais que v; — v em Hg(2), quando
J — 0.

Pela continuidade de J, temos que
J(v;) = J(v) em R, quando j — oo. (5.4)
Como v; € X, para todo j € N; entao
J(v;) > 0, para todo j € N. (5.5)

Logo, passando (5.5) ao limite, obtemos que

jli_)rgo J(v;) > 0. (5.6)
De (5.4) e (5.6), temos que
J(v) > 0.
Assim,
veX

e portanto, o conjunto X é compacto.

Como o funcional J é continuo, seu maximo sobre o conjunto ()5, é atingido. Assim, para

todo € > 0, existe v, € ()5, tal que

J(ve) = max J(v).

veQRS,

Pela hipétese (5.3), temos que

J(ve) = max J(v) > lS"/?

veQS, n

Além disso, pela definicio do conjunto Q¢ , existem t. > 0 e w. € B N H,, tais que
Ve = W + tauaa

onde supp(u:) N supp(we) = 0.

Assim,

1 1 1,
J(v) = 5 el - /Q Glr,v)dr = o |l fe = =572, ve > 0. (5.7)

Como (t.) C [0,R] e w. € BRN H,., onde H, tem dimensao finita, existem subseqiiéncias

das seqiiéncias (t.) e (w.), ainda denotada da mesma forma, tais que

te—1t >0 e w.—wy nanormade H)(Q) (wy € H,,), quando ¢ — 0.
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Note que a convergéncia de (w.) pode ser vista em qualquer norma (por exemplo na norma

de L*(2)), uma vez que o espago H,, é de dimensao finita.

Como w, € H,, usando o Lema 4.2, temos

2 2—n
max ullz < A+ cem
H H’UJ5||L2 H} {u€H7 |u|2L2:fQ w?da=1} H HH(% k k s
isto é,
el < (A + cem® ™) e (5.8)

Utilizando a hipdtese (3.6), obtemos que

1
/was dx>/< (A +0) |w5| ——|w5

1
:i()\k—l—a)/9|wa| dx—§/9|w5

1 2 1 2
= 5+ 0) [lwelle = o llwellfe -

2*
dx

Logo,
1 2% 1 2
. /Q G, we)dr — o el o < =5 (M +0) e s

De (5.8) e da desigualdade acima, temos que

1
mwzimw%—éc@%mx

1 —n
< 3 ()\k + Ckm2 ) ||w6||i2 - 5(/\/% + 0) Hweni?
1

:§@m&%_aﬂmm;.

Agora, pela hipdtese (5.2), segue que, para m suficientemente grande,
1
nggiQwﬁ%—aﬂmm;go. (5.9)

]

Observacgao 5.1. Em relagao a seqiiéncia (t.) do Lema 5.1, podemos afirmar que t. > Cy
para algum Cy > 0 e qualquer € > 0 pequeno. De fato, suponha por contradicao que para
alguma seqiiéncia e — 01 tenhamos t., — 0, quando k — +o00. Entéao, pelo o que foi
feito no Lema 5.1 o maximo no conjunto 5, é atingido pelo funcional J. Assim, podemos
usar a Proposicao 3.3 para obter

0< Wﬂ<mmJ()LMQ:JWwaQ:JWJ+ﬂMQ§J@%L

veQs,

que pela continuidade de J, segue que J(t.u.) — J(0) =0, o que é uma contradigao.
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Lema 5.2. Suponha as mesmas hipoteses do Lema 5.1 e a condigio (3.3), entio to = 1.

Demonstragio. Como fizemos no Lema 5.1, a estimativa (5.7) ¢é vélida.

Sejam v, = w. + teu. com supp(u.) N supp(w:) = 0, e (t.) e (w.) as subseqiéncias

convergentes que foram encontradas na prova do Lema 5.1.
Afirmacao: lim | G(z,t.u.)dz = 0.
e—=0JO

De fato, pela definicao de u. temos que li_I}é u. = 0. Além disso, a seqiiéncia (t.) C RT é
15

limitada.

Pela condicao (3.3), para ¢ = 1 existe a; € Ln%(Q) tal que
l9(z,5)] < ar(x) + |s]%, para z € Q q.t.p e Vs € R.

Assim, temos que

*

s s n 1 x 1
Ga,s)| < [ lg@.Dldt < [ (aa(a) + [17F) dt < an(a)lsl+ sl < far @)+ 3]sl

comzx €€ qt.p e VseR.

Para s = t.u., integrando a estimativa acima sobre €2, segue que

1 o .
0<| [ Glatau)de| < [ G, tews)de <t [ Jar(@)|juclde + 42 | Juf* da.

2” e ¢ = 2%, da desigualdade acima

Pelo Teorema 2.5 (Desigualdade de Holder), com p =
segue que

2*
u6||L2* )

1 *
0| [ Gl teuc)de] < 1l s el e + oot

Ln+2 k€
onde u. € H}(Q) — L*.

Como li_r)rcl] u. = 0 e a seqliéncia (t.) C R ¢ limitada, pela continuidade da norma (||| ;2+),
13

segue que o lado direito da desigualdade acima converge para zero.

Portanto,
ll_I)I(l) G(z,t.us)dr = 0.
Assim,
/QG(x,tsue)dx =o0.(1), Ve < ey, (5.10)

onde gq ¢é fixo e é suficientemente pequeno.
Como t. — tg, quando € — 0; entdo t. = tg, quando € =~ 0,
assim, escrevemos

te = to + 0-(1), quando € = 0. (5.11)

Agora,
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1 1 .. .
J(t) = 582 ey —/S)G(x,teua)dx—?tg e P | (5.12)

utilizando (5.10), (5.11) e as estimativas de Brezis-Nirenberg dadas em [7] para ¢ =~ 0,

obtemos

J(t) = ; (to + 0.(1)) (52 + 0= 2)) = 0.(1) = = (to + 0.(1)) (872 4 O(e"))

2*
Logo,
J(tou,) = ; (t5 + 0:(1)) ("2 + O(e" %)) = 02(1) — 21 (5 +0:-(1) (™2 + 0(e™))

pois, (to + 0.(1))" = # + 0.(1), para p > 1.

Assim,
1 2.on/2 1 2 n—2 1 2* an/2 1 2% n
J(taug) = §tOS + §t00(8 ) — 05(1) — gto S — ?to 0(5 )
Entao,
2 1 _ 1 o
Ttu) = S (20 _ 2@) + Loy - Lo —o.)
Na igualdade acima é possivel encontrar uma funcao o(1) tal que
2t
ﬂw@gsw<§—;>—MDL (5.13)

Por outro lado, como v, = w, + t.u. e supp(u:) N supp(w.) = B, utilizando as estimativas
(5.9) e (5.13), segue que

J(ve) = J(w.) + J(tu.) < S™/2 (752(2) — tj’) —Jo(1)]. (5.14)

Definindo ¢(z) := I; — 9;2* para x > 0, de (5.14), segue que
J(v) < ¢(to) - S™* — |o(1)]. (5.15)
Para concluir, note que os pontos criticos da funcdo ¢ sio 0 e 1, como ¢'(zv) =z — 22 ! e

2* — 1 > 1, entao:

2

i) Para 0 < z < 1, temos que 22"~ < z, isto ¢, ¢'(z) = x — 22"~ > 0, portanto ¢ ¢ uma
) q

fungao crescente em (0, 1).

ii) Para x > 1, temos que z < 227!, isto é, ¢'(z) = x — 2% ~! < 0, portanto ¢ é uma
) q Y Y

fungao decrescente em (1, +00).

Além disso,
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(. 1
Logo, ¢ assume um valor maximo em [0, +00) dado por max ¢(z) = ¢(1) = —, e portanto,
x> n
1
plr) < — V>0, z#1.
n

Assim, se tg # 1, em (5.15), temos que
n/2 1 n/2 1 n/2
J(ve) < P(tg) - S™* —|o(1)] < 58 —lo(1)| < ﬁS ,
o que contradiz a hipétese (5.7). Portanto, ¢ty = 1. ]

Lema 5.3. Sob as mesmas hipoteses do Lema 5.1, para € — 0, € vdlida a sequinte

estimativa
1 1 . 1 _
2 ||t6us||§{3 T ox Htsusui?* < 5‘5”/2 +O(e" 2)-
Demonstragdo. Consideremos
2 2
a = lluclyy e b= lluc|lp- - (5.16)
Definimos a fungao ¢ : [0, +00) — R dada por

1 1 *
B(t) :iaﬂ—?bt? (5.17)

Como fizemos no Lema 5.2, encontraremos os extremos da funcao ¢. Note que os pontos

1
criticos da funcao ¢ sdao 0 e (%) *72 como ¢/(x) =at —bt> ! e 2* > 2, entdo:

a\ 73 . a
i) Para 0 < t < (b)2 * | temos que 22 < 7

1
at—bt> 1 >0, portanto ¢ é uma funcdo crescente em <0, (9) : 2).

logo bt>' 7! < at, isto é, ¢'(x) =

b

1
a *— a * * . ,
ii) Para t > (b>2 ’ , temos que 7 < 272 logo at < bt* 71 isto é, ¢'(x) = at —

1
bt* ! < 0, portanto ¢ ¢ uma funcio decrescente em <(Z) v ,+oo>.

Além disso,

1 2* n
a\ 7¥—2 1 1\ a7 1 a2
?0) =0, ¢<(b> ) <2 2*);,232 npE ¢ LR le) = oo

Logo, ¢ assume um valor méximo em [0, +00) dado por

max 6(z) = ¢ ((Z)) _lat (5.18)

2>0 Conps

Note que,

* 1 1 * *
2 2 2
T = ol £ = o el £ (5.19)

1
2
) HtEUEHHé o [|t-u.
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Utilizando (5.16) e (5.17) em (5.19), segue que

1 , 1 o1 1 .
B ”teuz-:”H(} T ox [tete|[72r = B at? — o b2 = o(t.). (5.20)
Em (5.20), utilizamos (5.18) e (5.16), temos
n 2 \2
1 2 1 2% 1 a2 1 <||u5||H1)
“teuc|Zn — = teuc||Fer = d(t) < ——p = = o/ . 5.21
5 Itewelliy = 5z el T = 6(t) < e ") (5.21)
ell2*

As estimativas de Brezis-Nirenberg dadas em [7] aplicadas a desigualdade (5.21), para

¢ > 0 suficientemente pequeno, garantem que

2
B) ||tsus||H3 T o HtsusuLQ* <

, (5.22)

1
Sn/2°
Como 1+ cO(e™) > 1, entdo
# <l = L
1+cO(en) (1+cO(e) T

De (5.22) e (5.23), temos que

onde ¢ =

<1. (5.23)

1 1 * 1 o\ 2
5 HtEuEHiI(} — ? HteuEHiQ* < gsn/2(1 + CO({;‘” 2))2 .
Uma vez que (1 +cO(e"2))2 < (1 +cO(e"2))", da desigualdade acima, segue que
el — o el B < 57214 O (524
9 ele Hé 9 elellr2* > n . .
Por (5.24), note que existe ¢y > 0 tal que
By — e < 25721 4 C ey (5.25)
2 elte Hé 9 elel|p2* = n y .

onde C' = ¢ - ¢p.

Como
(1+Ce" )" =1+4+C "2+ oD 4 4O, (5.26)

onde C1, Oy, ..., C), sao constantes positivas.

Uma vez que ¢ é suficientemente pequeno (¢ < 1), temos que

CZ' gi(an) < C,L 5”72, Vi= 2, wy N
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Assim, por (5.26), temos

14+Ce" 24+ 0?2 4 40,6 D <140, 2+ Che" 24+ +C, "2
=1+ (Cl + 02 + ...+ Cn)gn_Q
=1+ Ke" 2, (5.27)
onde K =C1 +Csy + ... + C,.
Substituindo (5.26) e (5.27) em (5.25), segue que

1 1 «
5 Mtetelliy = 55 MteuellZer < Lozl 4 K en?) = S"/2+Ooe -

1
onde Cyp = —S™? . K
n

Portanto,

1 1 " 1 ~
B ||teus||§13 T o HtsUsty* < ﬁsnﬂ +O(e"?).

]

Lema 5.4. Para € > 0 suficientemente pequeno, sob as mesmas hipoteses do Lema 5.1 e

supondo as condigoes (3.4) e (3.7), existe uma fungdo T = T(¢) tal que liH(l) T(e) =+o0 €
e—
/ G(z,tou)de > 1(g) - "2
Q

Demonstracao. 12 caso: n = 3.
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos B. C By /2, C 2. Assim, pelas definicoes de

ul e u.(x) = n(zx) - u(x) e pela condigao (3.4), segue que

/Gflftgug 2/ $tua

= a: teul
pois n(z) =1 em B, C By/am.
Portanto,
/ G(z,tu)de > | G|z, t. 7z | de (5.28)
Q@ Be [52 + |a:\2]

Pela condicao (3.7), dada uma seqiéncia (z,) C RT crescente, existe uma sequiéncia
(tm) C RY crescente (¢, = t,n(2)) tal que:

G(z,t)

se t > t, > Zm, Ve Q.

G(z,t)

. )
Assim, m

¢ limitado inferiormente por z,, se t > t,,.



Portanto, dado z € RT, existe t = £(z) € RT tal que o infimo do conjunto {
existe para t > {(z).

Assim, podemos definir a fungao ¢ : Rt — R* dada por

G(x,t) } |

t4

o(z) = inf {

t>t(z)

que por construcao € crescente e continua com liIJP ©(z) = +oo.
Z—r1+00

Seja § = g(s) =t(z) € R". Segue que

@(s) = inf {G(x’ t)} < Gla, S), para s > s. (5.29)

t>5 A s

Entao, se s > 5, por (5.29), temos que
G(z,8) > ¢(s)-s*, para € Qy q.t.p. (5.30)

Agora, note que se ¢ for suficientemente pequeno (lembre-se que t. — 1 pelo Lema 5.2),

temos

32 1/4
t. [3¢7] 7 >s, Ve B..
(2 + |af’]
Logo, de (5.30), segue que
4
321/4 321/4 321/4
: (2 + |af’] . (€2 + |af’] (€2 + |af’]
De (5.28) e (5.31), temos que
/ G(z, teu.)dx > plte————753 | |tet—— 12 dz. (5.32)
“ Be 2 + |af’] (€2 + |af”]

Como t. — 1, quando ¢ — 0; entao existe ¢; > 0 tal que ¢; < t.. Consideremos
1

21/231/4
Para x € B., temos que

<c <1

1/4 1/4
P 5
€ &€
B
3L/4. c1/2
> 721/2 -
31/4
e =12 (5.33)
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Como
1 3/ 1 34 a1 4y
€1 > 91/231/4 = 0121/2 > 91/291/2 = a 21/25 > 9 :
De (5.33) e da desigualdade acima, segue que
3¢2)1/ 1
ta[]21/2 > 55 1/2 (534)
€2 + /]
Como ¢ é uma funcao crescente, entao
3¢V 1 _
5[]21/2 > (28 1/2) . (535)
[82 + || }

Agora, substituindo (5.34) e (5.35) em (5.32), concluimos que

1 1 4
/QG(x,tguE)d:c > . @ (281/2> : (251/2> dx.

Logo,

1 1 1 1 4
/G vy touc)de 2 <= gp(z 1/2) [ e = L %0(2 1/2> .

e consequentemente

1
tou.)dr > - —1/2)-
/QG(:v, Ue) x_cgo<26 g,

onde ¢ = 1.
12

1
Tomando 7(g) = cyp (25_1/2>, segue que

lim7(e) =400 e /QG(x,tEuE)dx > 7(e) - €.

e—0

29 caso: n > 4.

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos que B, C By /an C €. Seja t.uf(x) = v, entao

1/2
tul(z) =7 & |z[= ((tg/v)Q/(”_Q) n(n—2)-e— 52> .
1/2
Definindo ®(v) := ((tE/Py)Q/(”_Q) n(n—2)-e— 52) . Assim,

teuz(z) =y < |z[= (7).
Afirmacao: Existe ¢ > 0 tal que, para € > 0 suficientemente pequeno, temos que
®(0) < cay/e < (2m)~!, onde § é como na condigao (3.5) do Lema 5.1.

De fato, para § como na condicao (3.5) do Lema 5.1, na defini¢ao de ® considere

ki = (t./0) (=2, /n(n — 2) > 0, assim, ®(§) = vk, - € — 2 = \/e(k; — €), logo para
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£ > ( suficientemente pequeno temos que:
0<ky—e<hk <14k <(1+k)%

Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe co = 1 + k1 > 0 tal que vk — e < .

Logo, ®(8) = y/e(ky —e) = evks —e < /e - ca.

Lembre-se que, m suficientemente grande foi fixado neste lema e nos lemas e proposigoes
do Capitulo 4, assim, escolhendo m o maior de todos eles e tomando € > 0 suficientemente

pequeno tal que coy/ < (2m)~!; a afirmagao esté provada.

Pela condigao (3.4), como G(x,s) > 0 para x € Q q.t.p e Vs € R, entao

/ G(z,tou)dx > G(z,tou.)dx. (5.36)
Q

Bl/2m
Para z € B. C By/am, pela definigao da seqiiéncia u., temos que
tou-(x) = ton(x) - ul(x) =tul, pois n=1em Bjjp. (5.37)

Além disso, de (5.37), se t.uf(x) = §, onde 6 é como na condi¢ao (3.5) do Lema 5.1,
garante que

[teue(x)] = |teul(z)| = teul(x) = 0. (5.38)

De (5.38), pela condigao (3.5), segue que

Gz, tous) > =M + 0)(teue)?,

DO | —

para alguns k € N, 0 > 0 e u € (A, Akt1)-

Integrando a desigualdade acima sobre a bola Bj/3,,, obtemos
1
/ G(z,tou)de > = (M + 0)/ t2uldzx
Bij2m 2 Bij2m

1
= SOw+ o)t / uldz. (5.39)

Bi/2m

Como t, — 1, quando € — 0; entao existe ¢ € RT tal que 0 < 1 — ¢y < t. < 1 + ¢, logo

de (5.39), concluimos que

/ G(z,tue)dx > 03/ uldz, (5.40)
Bi/om Bijom

onde c3 é uma constante positiva.

De (5.36) e (5.40), obtemos

/ G(z,tu.)dx > 03/ uldz. (5.41)
Q Bi/2m

*

Além disso, como uZ(x) = n*(x) - (ui(z))* = (ui(x))? em Bj/zy, uma vez que uf é uma
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funcdo radial para todo € > 0, entdo u? ¢ uma funcio radial.

*

Logo, por (5.41) e pela Proposicio 3.4, uma vez que u?(z) = (u}

(2))? > 0 em By j,,; temos

que

/ G(z,tue)dx > C3/ uldx
Q B1/2m

. 1/2m 5 _

3 uZ(r)r" " dr
0
1/2m

03/ uz(r) r"dr
cav/E

1/2m 5”72 . 7’”71
= 04/ ——dr
cav/E [824—7’2}”_2

1/2 n—1
= e"? o S dr
4 €2 + r2]—2
cave |E r
1/2m pr—l1
=y 5"72/ dr
C:

\f 2 n—2
PVE L Lona l: + 11
.

v

1/2m p3—n
=cye"? / ——— dr, (5.42)
Ve [e?
- +1
r
onde ¢4 ¢ uma constante positiva.

Agora, vamos estimar o denominador da integral dada em (5.42):

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos 0 < ¢y4/¢ < r e consequentemente cg g2 <

c2e < r?. Logo de c2e? < r?, segue que

2 1 2 \"? (1 e 1 1
<= = |5+1 < |5 +1 = < . (543
2 3 (Tz - ) & + 1 n—2 2 s (5.43)
S +1 |
s r
De (5.42) e (5.43), temos que
1/2m p3—n
/ Gz, tu)dr > ¢y 5”’2/ ———dr.
Q c2v/e 1
s
€
Assim,
1/2m
/ G(z,tous)dx > c; 6”_2/ 3" dr, (5.44)
Q cavE

onde c5 é uma constante positiva.
Nosso objetivo agora, é estimar a integral do lado direito de (5.44) para o caso que n = 4:
Como cz/e < (2m)~!, para ¢ suficientemente pequeno (0 < € < 1), temos que co\/€ <

cpet/* < (2m)71, logo

1/2m 0251/4
/ r~tdr > / rtdr = In(coe™) — In(cpe?).
cav/E c2v/E
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Entao,

1/2m 1 1 1
/ rhdr > Iney +Ine* — (Incy +Ine'’?) = —lne — ~lne = —-Ine.
ear/E 4 2 4

Como lne < 0, pois 0 < € < 1, da desigualdade acima segue que
1/2m 1 1
/ rtdr > Z|ln5| = 101“09 el, (5.45)

1

onde C; = )
loge

Pela estimativa (5.44) (para n =4) e (5.45), temos que

/ G(z,t.us)dr > ce* - |logel,
Q

1
onde ¢ = ch, - (Y.

Tomando 7(¢) = ¢ - |log £, segue que

lim7(e) =400 e /QG(x,taug)dx > 7(g) - €2

e—0
Agora, vamos estimar a integral do lado direito de (5.44) para o caso que n > 5:

Como ¢34/ < (2m)~! para ¢ suficientemente pequeno (0 < € < 1), seja dy > ¢ tal que
co/E < day /e < (2m)~1. Logo

1/2m da/E 1
/ 3 dr > / i 3" dr =
c ca2/E 4

[(dg 61/2)4711 . (CQ 81/2)4711}

2VE —n
1 “n ,n
=i [dg’” et — 847}
1 —n
=1 {d;*’" — c%’"} e (5.46)
Comody >cy e n>5(n—4 > 1), uma vez que
gl g L1 eyt —dy
2 2 dgf4 6374 dgfél . 612174 )
temos que ¢i * —di 1 < 0, entdo dy " — 3 " < 0.
Além disso, como 4 —n < —1, de (5.46), segue que
1/2m n
/ v 3 dr > cge? 2, (5.47)
C2V\/ €

onde ¢y = 4in {dg’” = c%’"} > 0.

Assim, (5.44) e (5.47), garantem que

|3

/ Gz, tou)dr > ce™ %272,
0
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onde ¢ = ¢5 - ¢p.

2

Logo, tomando 7(¢) =c- ¢ ~3, segue que

lim7(e) =400 e / G(z,tou)dr > 7(g) - "2
Q

e—0

Portanto, o resultado é provado para todos os n > 3. O

Observagao 5.2. Fixado m suficientemente grande (como m € N é o maior que aparece
nos resultados anteriores), o ¢ também é fixado suficientemente pequeno de modo que

sejam validos os Lemas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4.

Teorema 5.1. Assuma as hipdteses (3.3) - (3.6) sen >4 (ou (3.3) - (3.7) sen=3) e

escolha m suficientemente grande tal que
2—n
cam”~ " < o,

onde ¢ € como no Lema 4.2 e 0 >0 é como em (3.5). Entao a equagao (3.1) admite uma

solucao nao trivial.

Demonstracao. Pelas Proposicoes 4.2, 4.3, 4.4 e pela Observacao 4.1, concluimos que o
funcional J satisfaz as hip6teses do Teorema de Linking sem a condigao (PS) (Teorema
2.22), onde %, é definido na Proposi¢ao 4.3. Assim, obtemos uma seqiiéncia PS para o
funcional J no nivel

¢ = inf max J(h(v)),

hel veQs,
que pelo Lema 4.1, se ¢ € (0, %Sn/ %), existird uma solugio néo trivial para a equacao (3.1).
Portanto, é suficiente mostrar que ¢ < %S"/ 2,

De fato, como id € I', temos que

¢ < max J(v),
veQRS,

assim, basta provar que, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e m € N,

1
sup J(v) < —S™2.
vEQS, n

Suponha por contradicao que

1
Ve >0 : sup J(v) > gS"/z. (5.48)

veQRs,

Agora, pela condigao (5.48), temos que as hip6teses do Lema 5.1 s@o satisfeitas, portanto

sao também satisfeitas as hipoteses dos Lemas 5.2, 5.3 e 5.4.

Assim, pela Proposicao 3.3 e pelo Lema 5.1, segue que

J(ve) = J(we) + J(teus) <0+ J(toue).



Pela desigualdade acima, usando os Lemas 5.3 e 5.4, quando € — 0, temos que

2*
L2*

1 1
J(0:) < (o) = 5 It — [ Gl teus)de = o,

< :LS"/Q + 0" ?) —7(e) - "2
1

= ES"/Z +C-e"?—1(e) - "2
1

= ES”/Z +(C — 7(g))e" 2

onde C' >0eC —7(e) <0.
Assim,
1
J(v:) < =S"/?
(v) < 25"
o que é uma contradi¢ao com (5.48).

Portanto, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e m € N, temos

1
sup J(v) < —S™2,
veEQS, n

0 que prova o teorema.
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6 EXISTENCIA DE SOLUCAO NO CASO DE RESSONANCIA EM UMA
VIZINHANCA DA ORIGEM

A prova da existéncia de solugao para o caso ressonante (Teorema 6.1) deste capitulo
segue as mesmas linhas do Teorema 5.1, no entanto, alguns refinamentos das estimativas
sao necessarios. Para enfatizar a dependéncia de m, denotamos v, w!* e u" ao invés de

Ve, we € u. do Capitulo 5 (essa dependéncia estd “oculta” na funcao de corte 7).

Como no capitulo anterior, queremos mostrar que para ¢ suficientemente pequeno

sup J(v) < iS"/z. (6.1)

vEQS,
Vamos iniciar com o seguinte resultado:
Lema 6.1. Suponha que para todo m suficientemente grande (digamos m > m) e para

cada € > 0, nos temos que

1
sup J(v) > —S"2 (6.2)
vEQS, n

Entao, existemt. >0 e w!* € H com v* = w* + t.ul", tais que

J(") = vamHHl /G dx——vaHLg*> S”/2 Ve>0 e Vm>m, (6.3)

m

onde supp(ul) N supp(w?) =0 e (u) € a seqiiéncia de funcoes definida em (4.59).

m

™) satisfazem

Além disso, as seqiiéncias (t.) e (w
te>c>0 e ||w;n||Hé < R. (6.4)
Demonstragio. Como o que foi feito no Lema 5.1 o maximo no conjunto 5, ¢ atingido

pelo funcional J. Assim, para todo m suficientemente grande (digamos m > m) e para

cada € > 0, existe v € ();, tal que

J(v") = max J(v).

€ vEQRS,

Pela hipotese (6.2), temos que

1
J(u™) = max J(v) > —S"/2.

€ veEQRS, n
Além disso, pela definicio do conjunto Q¢ , existem t. > 0 e w™ € Br N H,, tais que
vt =wt + tu,

onde supp(u®) N supp(w™) = 0.

Assim,

T = 5 0y — [ Gl o) — o o[ > 82 ¥e >0 e Vm > m
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Como w™ € BgRN H,,, entdo ||w™|] < R. Além disso, como (t.) C [0, R] e pela Observacao
5.1 da pagina 78, temos que t. > ¢ > 0 para algum ¢ > 0, o que completa a prova do

lema. O

O lema a seguir contém um refinamento das estimativas (4.60) que destacam a

dependéncia de m.

Lema 6.2. Suponha que € = e(m) = o(1/m), quando m — +o0; entao

[ |[7 = "+ Ol(em)"™] e [[ul’][ 72 = "> + O[(em)"],

m
3

onde (ul*) é a seqiiéncia de fungoes definida em (4.59).

Demonstragdo. A prova desse lema é direta, uma vez que ||[Vn|| < 4m e podemos usar

as férmulas de Brezis-Nirenberg dadas em [7]. O

Lema 6.3. Suponha a mesma hipdtese do Lema 6.1 e as condigoes (3.4) e (3.10) sejam

verificadas, entdo existe uma funcao ¢ tal que hljrn ¢(z) = +o0 €
Z—r+00

/QG@ e > e (e,

onde € > 0 é como no Lema 6.2.

Demonstra¢io. Analogamente como fizemos no Lema 5.4, para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, temos que B C By, C . Assim, pelas defini¢oes de ul e u*(x) = n(x) - ul(z)
e pela condigao (3.4), segue que
/ G(z,tul)de > [ Gz, tul)dx
Q Be

= | Gz, tul)de,

Be
pois n(x) = 1 em B/,,.

Portanto,

o2
/ G(z, t.ul*)dx > G (.I,tE [n(n 2)6l 5 ) dx. (6.5)
Q B.

[ + |22 =
Usando a condi¢ao (3.10) e raciocinando como na prova do Lema 5.4, existe 5 > 0 e existe

uma fungao crescente 7 tal que EIJP 7(z) = 400 satisfazendo

8n

G(z,s) > 7(s)-sm*1 para x € Qy q.t.p e para todo s > 5. (6.6)

Agora, note que se ¢ for suficientemente pequeno (lembre-se que t. — 1 pelo Lema 5.2),

temos

n—2

. [n(n —2)e? 3

e n—2
e + |z|?] 2

>35, Vuxé€ B..
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Logo, de (6.6) integrando sobre B., segue que

/ G(:C,te[ <n_2) lf)dlcz T(ts[ (TL—Z) l ) (E[ (n—2)527]l;1_)"24dx
. 2 + |z|?] B. 2+ |22 = €2 + |2]?]

e consequentemente, por (6.5), temos que

/G(x,tsu?)d:vz T (ts n(n —2)e l j ) (ta[ n(n - 2)e l ) dx. (6.7)
@ Be 2+ =] = €2 + [=[?] =

Pelo Lema 6.1, como t. > ¢ > 0, assim, para ¢ suficientemente pequeno consideremos
1

C 2 W
Chamando de ¢;(n) = [n(n — 2)]"T" (¢; depende de n); como ¢;(n) > 34, ¥n > 3: segue

que t.c; > 1, entao

m u>

n—2 n—2
g 2 g 2

€2+ 2] T [+ 22T

Logo, de (6.7) e como 7 é uma fungdo crescente, segue que

ts C1

8n

" £ niot
/G(:U,tgu;”)dx > cz/ T — |- — dx,
? S\ ) e o)

onde ¢y é uma constante positiva.

Como o integrando do lado direito da desigualdade acima é uma funcao radial, pela

Proposicao 3.4, temos

€ 5%72 5%72 %
/ G(:E,tau;”)dx Z Cz/ T| = || == ’f‘n_l dr.
Q 0 [52 + |T‘|2]T [52 + |T|2]T

Assim, como 0 < r < ¢, segue que

8n I3
2—n 2—n\ 3 _
/G(I,tsu?)dx2047'(035 2 )~(5 2 )"‘4/ "t dr
Q 0
n —4n 2-n
=cpe" - gnt2 -T(Cge 2 )

n(n—2) 2-n
= Cg & nt2 'T(Cg€ 2 ),

onde c3 e ¢5 sao constantes positivas.

. n—2 ,
Definindo gb(z) =C5T (Cg Z 2 ), como 7 e Crescente, segue que

lim ¢(z) = /Gmtu)dm>5n+2¢( h.

z2—+00
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Agora escolhemos um ¢ = €(m) adequado para lidar apenas com o pardmetro m.
Logo, nés tomamos
—(n+2)
g(m) =m o (6.8)
e portanto, quando m — +o0, e(m) = o(1/m) e assim, os Lemas 6.2 e 6.3 podem ser

aplicados.

m

De agora em diante, denotamos por v, w™, u™ as fungoes v, w!",

u com a escolha

acima de € e com t,, o correspondente ..

O préximo lema é uma estimativa para J(t,u™).

Lema 6.4. Sob as mesmas hipoteses do Lema 6.3. Se m é suficientemente grande, temos

que
n(2—n) n+2

1
J(tpu™) < =82 —ecm™ 7 p(m'7 ),
n

onde ¢ ¢ a funcao definida no Lema 6.5.

Demonstra¢io. No momento, assuma apenas que € = £(m) = o(1/m), quando m é
suficientemente grande; entao pelo Lema 6.2, raciocinando como na prova do Lema 5.3,

temos que

+ O[(em)™ 2.

1 112 1
2 [tu? ||Hé T ox ||t5u€
Da desigualdade acima, pelo Lema 6.3, segue que

n(n—2)

T(tu) < 8"+ Olfem)™?] - 5 o).

Com a escolha de € > 0 como em (6.8), obtemos

1 n n n n n
J(tnu™) = J(tail) < =52 4+ Ofm* T = m* T g(m*F)
1 n(2—n n(2—n n
< S e m T - g
1 n(z—n n
= ES"/Q o (01 — gb(m%)) , (6.9)

onde ¢; é uma constante positiva.

Como 111J1r1 gb(m 3 ) +o00, entao para m suficientemente grande, existe 0 < ¢ < 1 tal
m—r

n+2

que ¢; < (1 —c)p(m™=), isto é, ¢; — (M=) < —cPp(m" ).
Assim, da estimativa (6.9), segue que

n(2—n) n+2

1
J(tpu™) < ES”/z —cm— 2z p(m 2 ).
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Lema 6.5. Suponha as mesmas hipdteses do Lema 0.1 e as condigoes (3.8) e (3.9). Sem

¢ suficientemente grande, temos

n(2—n)

J(w™) <em” 2

Demonstrag¢io. Analogamente, como fizemos no Lema 5.1, como w™ € H,, utilizando o

Lema 4.2 (para m suficientemente grande), temos que

m 2

w

H [[w™]] L2

< max lull3: < A+ eaem® ™",
H} {ueH,, : |u|12:fQ u2dz=1} 0

isto é,
™| < (M + eem®™) w172

Pela condicao (3.9), obtemos que

Y dx

1 1
/QG(x,wm)dm > iAk/ﬂ|wm|2dx — (? —0) /Q|wm
1

1 * *

2 2 2

= ;A meHL2 " meHLQ* g meHLQ* :
2 2

Logo,
2*
L2 -

1
e < Ml — o

1
_ m d - m
/QG(:L’,w Jdz — o |lw

Utilizando a estimativa acima e (6.10), temos

m 1 m m 1 m | 2*
Tw™) = 3 el = [ Gl w™)de = o ™|
1

m|2*

< 2 (vt aom®) w2

Aw ™72 = o |lw

) 2 L=
1 B .
= 50k m* " Jw™ L. — o w7 -

(6.10)

(6.11)

Como H(Q) — L* () — L*(Q2), entdo existe C' > 0 tal que [|w™|| ;2 < C|jw™]| 2+

Logo,
o

~ o
Utilizando a estimativa acima em (6.11), segue que

w72 > —o Jw™||Z

J(w™) < ey m* " w32 — e Jw™ |3,

o

onde ¢; = —¢, e ¢ = —— sao constantes positivas.
2 C?

Definimos a fungao h : [0,4+00) — R dada por

2 2n

h(z) =cym*™ 2% —cy- 22,

(6.12)
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Como fizemos nos Lemas 5.2 e 5.3, a fun¢do h assume um valor maximo em [0, +00) para
—(n—2)” . s
z=com~ 1 ,onde ¢y é uma constante positiva.

Assim,

—(n—2)2 9m —(n—2)2
max h(z) =h(com™ % )=cym " (com™ =
z>

2 —(n—2)2 2n
—cy-(cgm™ T )n-2,

Logo
Y
n(2—n)
max h(z) =cm™ z |
2>0

onde ¢ é uma constante positiva.

Pelo Lema 6.1, temos que ||[w™]];» < kR, onde k > 0 é a constante da imersdao Hy () —
n(2—n)

L3(Q); assim, h(||w™]||2) <cm™ 2
Portanto, de (6.12), segue que

* n(2—n)
r2 = D0 2) < em”

J(w™) < eom® " w™||z. — ez Ju™

O

Teorema 6.1. Assuma as hipoteses (3.3), (3.4), (3.8) - (3.10). Entio a equagio (3.1)

admite uma solucao nao trivial.

Demonstragdo. Analogamente como foi provado o Teorema 5.1, pelas Proposicoes 4.2, 4.3,
4.4 e pela Observacao 4.1, concluimos que o funcional J satisfaz as hipdteses do Teorema
de Linking sem a condigao (PS) (Teorema 2.22), onde )¢, é definido na Proposicao 4.3.
Assim, obtemos uma seqiiéncia PS para o funcional J no nivel

¢ = inf max J(h(v)),

hel veQs,
que pelo Lema 4.1, se ¢ € (0, %S"/ %), existira uma solugao nio trivial para a equacio (3.1).

Portanto, é suficiente mostrar que ¢ < %S”/ 2. De fato, como id € I, temos que

¢ < max J(v),
veQRs,

assim, basta provar que, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e m € N,
1 n/2
sup J(v) < —S"™*".
veEQS, n

Suponha por contradigdo que para todo m suficientemente grande (digamos m > m) e
para cada ¢ > 0, nds temos
1
sup J(v) > —S™2. (6.13)
n

vEQRS,
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Agora, pela condic¢ao (6.13), temos que as hip6teses dos Lemas 6.4 e 6.5 sao satisfeitas.

Logo, pela Proposicao 3.3 e pelos Lemas 6.4 e 6.5 para m suficientemente grande, segue

que

n(2—n 1 n(2—n n
J(") = J(Ww™) + J({tnu™) < crm o + =S5 —com = )qb(m#)
n

n(2—n)

1 n+2
= —Sn/Q — 2 2 — .
- m <02 p(m 2) cl)
Como ¢y gb(mnf) — ¢1 > 0 para m grande, pois 1_1)I_Ii_1 ¢(m"§2) = +00, segue que

1
J(™) < 7Sn/2
) < L5,
o que é uma contradi¢ao com (6.13).

Portanto, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno e m € N, temos

1
sup J(v) < —S"?
veEQS, n

0 que prova o teorema. [

Observagdo 6.1. O funcional J satisfaz a condicao (PS), para todo 0 < ¢ < 15"/2 ou

seja, ||Um; — uHHl — 0, quando j — 400, onde u ¢ como no Lema 4.1.
0
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APENDICE A - Teoria do Grau

Neste apéndice nosso objetivo é definir o grau topologico de Brouwer num espaco
de dimensao finita para qualquer funcao continua, suas propriedades e consequéncias. Isso

serd feito em 3 etapas:

(i) Para a fungdo ¢ de classe C! e b valor regular de .
(i) Para a fungao ¢ de classe C* e b valor singular de ¢.

(iii) Para qualquer ¢ continua.

Considere 2 C R"™ um aberto e limitado.
Para o espaco C*(Q,R™) (O espaco das fungoes k-vezes continuamente diferencidveis em

Q) iremos considerar a seguinte norma:
_ j
Il = goas sup 1D ()]

Denotaremos o Jacobiano de ¢ no ponto xy € 2 por J,(xg) = dety’(xo).

Dizemos que x( é ponto critico de ¢ se J,(zg) = 0, caso contrario dizemos que z, é ponto
regular de .

Dado b € R, o ponto b é chamado valor singular de ¢ se for imagem de algum ponto
critico. Caso contrario é chamado de valor regular.

Denotaremos po S, o conjunto dos pontos criticos de uma fungao ¢, isto é,
S, ={reQ : J,(x)=0}

Teorema A.1 (Teorema de Sard). Seja 2 um aberto de R", ¢ uma fungdo de classe
CHQ,R™), entio ¢(S,) tem medida nula.

Observagao: Seja Q C R™ aberto limitado, ¢ € C1(2) e b ¢ ©(99Q). Se b é um valor
regular de ¢, entdo ¢~1(b) é finito.

Defini¢do A.1. Sejam p € C*(Q,R") e b ¢ p(9Q) N ¢(S,). Definimos o grau topolégico

de ¢ em relacao a €2 no ponto b sendo o niimero inteiro:

d(p,Q,b) = > Sgn(J,(x)),

)

onde a fungao Sgn ¢é a funcao sinal definida por:

1, se t>0
-1, se t<0

Sgn(t) = {
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Definigdo A.2. Sejam ¢ € C?(Q,R") e b € R" tal que b ¢ ¢©(99Q) e b € ¢(S,). Considere
Cy a componente conexa de R™\p(02) que comtém b. Definimos o grau topolégico de ¢

em () no ponto b, sendo
d(%@@ = d(%QaiU), Vo € Ob €x ¢ @(Sw)

Definig¢do A.3. [O grau topoldgico de uma funcio continual Sejam ¢ € C(Q, R"),
b & ©(022). Definimos o grau topoldgico de ¢ em € no ponto b, sendo

d(p,Q,0) =d(¢,,b), Vi e U,
onde
U={ycC’@QR) : |v-¢l<z} o
r=dist(b,p(0)) = inf{||b — ¢(z)|| : x € N} >0.

Propriedades Basicas
1.- Normalizagao:
Seja I a projecao canodnica de Q em R", isto é, I(z) = z, x € Q, entdo

1, se beQ

d(I’Q’b):{ 0, se bgQ

2.- A propriedade aditiva:
Sejam €21, €25 C R", disjuntos abertos, limitados em R" e nao-vazios com 2 = ; U )y e

¢ : 0 — R continua tal que b & p(9%;), i = 1,2, entdo

d(p, ,b) = d(p, 1, b) + d(p, Q,b).

3.- Invariancia do grau por Homotopia:

Se H e C([0,1] x Q,R™") e b ¢ H([0,1] x 9Q), entdo
d(H(t,.),Q,b) = constante, V¢ € [0, 1],

isto é, o grau topologico de H(t,.) ndo depende de t.
4.- A propriedade de existéncia (Principio de Kronecker):
Seja b ¢ p(09). Se d(p,2,b) # 0, entdo existe um ponto xy € Q tal que p(zy) = b.

Observacao: Estas quatro propiedades do grau topolégico podem ser consideradas como
axiomas da Teoria do grau topoldgico, no sentido de que todas as propriedades da Teoria

do grau que se seguem, podem ser derivados a partir dessas.



103

5.- Continuidade:

Sejam ¢ € C(Q,R") e b ¢ p(09). Existe uma vizinhanca V' de ¢ na topologia C(Q, R"),
tal que para toda ¥ € V temos que

6.- Dependéncia da fronteira:
Suponha que ¢ = em I e que p,1 € C(Q,R"), entdo
d(ip,2,b) = d(¥,2,b), Vb & p(09).

7.- Excisao:

Sejam K C  um subconjunto fechado de Q e b ¢ o(K) U ¢(99), entdo
d(p,2,b) = d(i0, Q\K. D).

8.- O grau topoldgico é constante em componentes conexas:

Se b e by estdo na mesma componente conexa de R™\p(0f2), tem-se que
d(gpa Q7 bl) - d(@? Qa b2)

9.- A formula do produto do grau:

Sejam ; € C(Q;, R™), onde €; sdo abertos e limitados em R™ e b; € R™\(;(0€Y;),
Vi=1,2, entao

d(<9017902), Q) x Qy, (bl,b2)) = d(801>91,b1)d(902,92752)-
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