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RESUMO

Na geometria diferencial classica tem-se a definicao de transporte paralelo de um vetor
v ao longo da curva sobre uma superficie. Esta defini¢ao pode ser descrita em termos
geométricos. Se reescrita em coordenadas locais, levara a equacao de transporte paralelo em
termos de derivada covariante D: Dv = 0. Na Relatividade Geral, formulada nos termos
das variaveis tridimensionais fisicas, surge a equacao de transporte paralelo com um termo
adicional: Dv+ %vaﬁvfl = (. Este termo ¢ de extrema importancia pois ele garante que a
particula, quando se move no campo gravitacional, ndo conseguira ultrapassar a velocidade
da luz. A equagao com termo extra foi obtida recentemente a partir de consideragoes
fisicas. Entao surge um problema interessante: entender e descrever a natureza geométrica
do segundo termo nesta equacao. Ou seja, nosso objetivo no presente trabalho é produzir
um analogo desta equacdo nos quadros da geometria diferencial de superficie em R3. Nos
consideraremos uma construcao geométrica a qual chamaremos superficie dindmica no
espaco euclidiano R3. Como veremos, a superficie dindmica representa um exemplo de
fibrado. Nesta superficie dindmica daremos a definicdo geométrica de transporte paralelo

e depois mostraremos como esta definicdo nos levara a equagdo com o termo extra.

Palavras-chave: Geometria Diferencial de Superficie. Fibrados. Relatividade Geral.
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NOTACOES

e Na Introdugao sio usadas notagdes padrao adotadas na Relatividade Geral, [1].
e Vetores sao destacados em negrito.

e A um indice sobrescrito ()" serd designado um indice livre se este ndo for repetido no
mesmo termo aditivo onde o indice aparece. Indice livre representa todos os valores
em sua faixa. Os indices latinos 7, j variam de 1 a 3. Os demais indices latinos
variam de 1 a 2. Os indices gregos p, v tomam os valores 0, 1, 2. Quando um indice
repetido é encontrado em uma expressao ¢ implicada a somatoéria dos termos que
variam no ambito de todos os valores possiveis dos indices. Por exemplo, a expressao
gy oz’ = 0 (ou seja, S5, (Zle gabyiab:ci) = 0) é uma notagao abreviada para o

seguinte sistema de duas equagoes

g1y 01zt + g1yt a? + g1yPoia® + grayt Ot + g12y2 0 + g12yP092® =0
91y 012t + g1y + g yP01a? 4 gooyt Oort + gooy? Do + gaoyP0aa® =0

e Todos os nossos raciocinios neste trabalho sao locais, ou seja, considerados nas
proximidades de um ponto do R3. No que segue, todas as funcoes sdao continuas
e continuamente diferencidaveis um certo ntmero de vezes e, onde é necessario,

analiticas.
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1 INTRODUCAO. MOTIVACAO FiSICA DO PROBLEMA

Na Geometria Diferencial classica (ou seja, na teoria que descreve as propriedades da
superficie embutida no espago euclidiano tridimensional) tem-se a definicao de transporte
paralelo de um vetor V ao longo da curva ~ sobre uma superficie. Esta definicao pode ser
descrita em termos geométricos. Se reescrita em coordenadas locais £* (a = 1,2) do plano

R2, levara a equacao de transporte paralelo
Duv(t) = 0, (1.1)

onde D ¢ a derivada covariante ao longo da curva v construida usando a métrica g.;(&)
e v*(t) sdo as coordenadas do vetor V em cada ponto da curva. O campo vetorial V(¢)

satisfazendo a equagao (1.1) chama-se paralelo (covariantemente constante), [2].

Na Relatividade Geral (ou seja, na teoria que descreve as propriedades do campo
gravitacional e o movimento das particulas nele) formulada nos termos das varidveis
tridimensionais fisicas x(t) (o raio-vetor da posi¢ao de uma particula definido como uma

funcao do tempo t) surge a equagao de transporte paralelo:

(0.1
ot

Dv'(t) + ! (

: ) =0, i=1,23 (1.2)

Comparando com (1.1) tem-se duas ébvias diferengas. Em primeiro lugar, a métrica
v em (1.2) depende de t. Em segundo, na equagdo (1.2) além da derivada covariante
tem-se o termo adicional. Este termo é de extrema importancia pois ele garante que a

particula, quando se move no campo gravitacional, ndo conseguira ultrapassar a velocidade
da luz, [3].

A equagao (1.2) foi obtida em trabalho recente [3] a partir de consideragoes fisicas.
Entao surge um problema interessante: entender e descrever a natureza geométrica do
segundo termo nesta equacgao. Ou seja, nosso objetivo no presente trabalho é produzir um

andlogo da equacdo (1.2) nos quadros da geometria diferencial de superficie em R3.

Consideraremos uma construgdo geométrica (bem preliminar) a qual chamaremos
superficie dindmica no espaco euclidiano R?. Como veremos adiante, a superficie dina-
mica representa um exemplo de fibrado. Nesta superficie dindmica daremos a defini¢ao
geométrica de transporte paralelo e depois mostraremos como esta definicdo nos levara a

equagao (1.2).

A presente dissertacao esta organizada da seguinte forma: nesta Introducao, se-
guindo [3] e analisando o movimento da particula em um campo gravitacional, mostraremos
como surge a equagao de transporte paralelo (1.2) na Relatividade Geral; no Capitulo 2 nds
discutiremos a equacio do transporte paralelo (1.1) na superficie em R? seguindo métodos

da Geometria Diferencial classica; no Capitulo 3 definiremos a superficie dinAmica em R3,
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discutiremos algumas propriedades dela, daremos a definicdo geométrica de transporte
paralelo e depois o reescreveremos em coordenadas adaptadas com a estrutura de um

fibrado. Como resultado, obteremos o analogo da equagao (1.2).

1.0.1 Velocidade e aceleragao tridimensionais de uma particula na Relativi-
dade Geral, [3]

Nesta segao os indices latinos variam de 1 a 3 ,(4,4,k,... = 1,2,3). Os indices

gregos variam de 0 a 3, («a, 3, p,... =0,1,2,3).

Considere um observador que usa as coordenadas z* do pseudo espaco de Riemann
M = {a#, g (2), goo < 0} (1.3)

para descrever o movimento da particula em campo gravitacional com métrica g, .

Seja os eventos x* e x4+ dx* que correspondem a saida e chegada de uma particula
massiva. Demonstramos a seguir que velocidade e aceleragao tridimensionais podem ser
definidas de tal forma que a velocidade da luz representa uma grandeza independente da
escolha de coordenadas e, além disso, a particula, durante sua evolugao em um campo

gravitacional, nao pode ultrapassar a velocidade da luz.

Relacoes entre dz* e intervalo de tempo e distancia medidos em laboratério podem

ser formalmente obtidas representando o intervalo em forma bloco-diagonal 1 + 3,

—ds® = g, dr"dr’ =

2
—c? ﬂ(d:ﬁo + gozdl’z)] + (gl-j — gOing) dztda’.

C goo goo

Isso sugere definir os intervalos infinitesimais do tempo, distancia e a velocidade como se

segue:
/o s drt
dt = Y90 (20 4 I gy = _ IuCL (1.4)
¢ 9oo v — 900
2 Goigoj, i 7.5 — i3, _ dl
dl* = (gij — Ydz'dx! = v;datda’ v=—. (1.5)
900 dt

Portanto, o fator de conversao entre intervalos do tempo mundial [4] d—"zo e o tempo dt

medido por relégio de laboratério é

dt /=  da’
_ 900(1+ Goi ax (1.6)

dx® c goo dz0”

Introduzimos também o vetor tri-velocidade

. [ dt\ T da
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. ; 2
. . g 7/ . ~ .

ou, simbolicamente, v' = ddit. Isto é coerente com a definicdo acima de v: v? = (%) =

v? = v'y;;07. No resultado, o intervalo adquire a forma similar a relatividade especial (mas

agora nds temos v = vyv)

2
v
—ds* = —2dt* + dI* = —*dt? <1 — 2) : (1.8)
c
Esta igualdade vale em todos os sistemas de coordenadas z*. Consequentemente, a
particula com ds?> = 0 tem a velocidade v = ¢? e esta afirmacdo nao depende de um

observador.

Notemos que os campos vetoriais (1.6), (1.7) formam uma base sem linhas coorde-

nadas (non-coordinate basis, [5]).

Estes truques um tanto formais sdo baseados [4] na nocao de eventos simultdneos
em relatividade geral e na anélise de limite do espago-plano. Vamos descrever o formalismo

relevante seguindo o livro [4].

Quadri-intervalo de Relatividade Especial tem direta interpretagao fisica em dois
casos: primeiro, para dois eventos que ocorram no mesmo ponto, o quadri-intervalo
¢é proporcional a intervalo de tempo, dt = —d—(f; segundo, para eventos simultaneos, o
quadri-intervalo coincide com distancia dl = ds. Supondo que 0 mesmo permanece em
relatividade geral, nés podemos determinar o intervalo de tempo e distancia infinitesimal

entre dois eventos com coordenadas x* e x* 4 dz* como se segue.

A linha de universo y* = (y°,y = const) ¢ associada com o relégio de laboratério
no ponto espacial y. Entdo o intervalo de tempo entre os eventos (y°,y) e (y° + dy°,y)
medido pelo relogio é

i =% @dyo. (1.9)
c c
Notemos que, neste raciocinio de Landau-Lifshitz, é assumido que uma particula

em repouso no laboratério fica também em repouso nas coordenadas x*.

Considere o evento z* que ¢ infinitesimalmente préximo a linha de universo (y°,y =
const). Para encontrar o evento na linha de universo que é simultdneo com z* nés olhamos
primeiro para os eventos yé”l) e yé) que tem intervalo nulo com z*, ds(m“,y&)) =0

(veja a Figura 1). A equacdo g, dz*dx” = 0 com da* = z* — y* tem duas solugdes
dr® = goida’ + V dxydx

* —goo V=900 ’
o ponto médio

entdo y¢y = 2% — dr e yly = 2° — da?. Segundo, nds calculamos

goida’
Joo '

Por defini¢do !, o evento no ponto espacial y com coordenada nula 3°, (1.10), é simultaneo
1

1
¥’ = Syl + uly) = 2 + (1.10)

No limite do espago-plano a sequéncia de eventos yfl), xH, yé) pode ser associada com emissao,

reflexdo e absor¢ao de um féton com a lei de propagagao ds = 0. Entao o ponto médio (1.10)
deve ser considerado simultaneo com z°.
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4 UGy =2° —dxl

y) -7 1
ot .:\ \ [ yo - »2-(1’-'?1} + ?}'?2))

Figura 1 — Determinacdo de evento simultdneo. A reta vertical representa a linha de universo
do relégio de laboratoério. Os pontos y?l) e y?Q) tém intervalo nulo com x*. Entao o

ponto médio y° representa o evento simultdneo com z*.

com o evento (z°,x). Esse procedimento nos permite sincronizar relégios nos pontos

espaciais x e y. De acordo com (1.10), eventos instantaneos tem diferentes coordenadas
nulas e a diferenca dz° obedece a equacao
goida'

dz® + = = 0. (1.11)
Goo

Considere uma particula que propagou de z* para z* + dx*. Vamos calcular o intervalo

de tempo e a distancia entre estes dois eventos, veja a Figura 2. De acordo com (1.10), o

< gl

X

Figura 2 — Determinacado de tempo e distdncia laboratérios entre os eventos x* e x* + dx*.
Na equacio (1.12) encontraremos o evento A (no ponto espacial x) simultdneo com
x* + dz*. Portanto, o intervalo temporal z* e x* 4+ dz* coincide com o intervalo
temporal entre z# e A. O tltimo foi calculado em (1.13). A distancia entre a* e
x# + dxH coincide com a distancia entre x* e A. A ultima foi calculada em (1.14).

evento

Goid ) , (1.12)

<:130 +da’ + 5 x
9oo
no ponto espacial x é simultaneo com z* + dx*. De acordo com (1.9) e (1.10) o intervalo

de tempo entre os eventos z# e (1.12) é

dt = Y99 (320 + 9% gyiiy,

c goo

(1.13)
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Uma vez que os eventos x# + dz* e (1.12) sao simultaneos, esta equacao fornece também
o intervalo de tempo entre z* e x* 4+ dx*. Prosseguindo, a diferenca de coordenadas entre

/ ; 1 y ~ . A . A .
os eventos ' + dxt e (1.12) é dzt = (—%, dx"). Como eles sdo simultaneos, a distancia

entre eles é

9oigoj

di* = ds*> = g,,dz"d2" = (gij —
Joo

Yda'dx? = i dada? . (1.14)

Uma vez que (1.12) ocorreu no mesmo ponto espacial com z#, essa equagao também
fornece a distancia entre a* e x* + dz*. As equagoes (1.13) e (1.14) coincidem com as

definigoes formais (1.4) e (1.5) as quais foram apresentados acima.

Agora nos voltamos para defini¢do de tri-aceleragdo. O formalismo (1.4)-(1.8)

permanece manifestamente covariante sob o subgrupo de transformacoes espaciais 2° = 20,
i () 0Tt i (o =~ A = A
rt = 2'(2"), 575 = a'j(2’). Sob estas transformacdes gop ¢ uma funcio escalar e go; ¢

um vetor enquanto g;; e ;; sao tensores. Como ¢g”v;; = 8%, a métrica inversa de v;; é

(y"1)% = g¥. E conveniente introduzir a derivada covariante V, de um campo vetorial
¢'(a?,a"):
Vil = 0h" + ()¢ (1.15)

Os simbolos de Christoffel fijk(fy

Yij (:EO, mk) escrita na equacao (1_5

~—

sao construidos com ajuda da métrica tridimensional

, onde 2° é considerado como um parametro

~—

T k(7) = 5705k + Ok Yaj — OaVin): (1.16)

N | —

Como consequéncia, a métrica v é covariantemente constante, V;7;; = 0.
A velocidade (1.7) se comporta como um vetor v*(z%) = a’;(z'*(2°))v"? (2°). Abaixo,
usaremos também a derivada covariante Vj ao longo da curva z*(z°):

dz* ;odvt o dz?

(1.17)
Associamos com M) a familia uniparamétrica de espacos tridimensionais M3, =
{xk, vii, Vivij = 0}. Note que a velocidade foi definida acima com ajuda da curva 2’ (20)

parametrizada por este parametro.

No caso do campo estaciondrio g, (z*), temos a usual geometria tridimensional de
Riemann M® = {2* ~,;(z*)} e a nogdo padrao de transporte paralelo. Assim, um andlogo
do campo vetorial constante de geometria euclidiana é o campo covariantemente constante
ao longo de linha x%(2°), V& = 0. Para o campo de velocidade, seu desvio da constancia

covariante ¢é a aceleragao

So(dt N\ e (At A .
a = (dx0> V()U = (dx0> @ +ij'UJU . (118)
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Para definir a aceleragdo em caso geral, v;; (2", z*), nés precisamos adotar uma nogao
de campo vetorial constante (equivalentemente, equagao de transporte paralelo) ao longo
da trajetéria z¢(z%) que cruza a familia Mio. No espaco euclidiano, o produto escalar de
dois campos constantes tem o mesmo valor em qualquer ponto. Em particular, tomando o
produto escalar ao longo da linha z(2°), temos -% (£, 1) = 0 Para os campos constantes no
nosso caso é natural exigir a mesma (necessdria) condigdo: %5 [€%(2%)7,;(2?, 2 (2°))n'(2°)] =
0. Considerando que V;v;; = 0, esta condicao pode ser escrita como se segue:

1 1
(Voé + 553077‘17 n) + (& Von + §v‘130777) = 0.

Entao, tomamos a equacao de transporte paralelo como

Vol + 5 (58077 =0 (1.19)

Depois definimos a aceleragao com respeito ao tempo fisico da seguinte forma:

(At 1
al:(dﬂ) [Vov + - (V@o”y”y by (1.20)

Para o caso especial do campo estacionario, g, (z'), a defini¢do (1.20) se transforma na

defini¢cdo de Landau e Lifshitz, veja a pagina 251 em [4].

Esta definicao de aceleragao garante que a particula no campo gravitacional nao
pode ultrapassar a velocidade da luz. Para demostrar isso, calculamos a aceleracao

longitudinal (vya) implicita por equagio geodésica.

Vamos apresentar a equagao geodésica em uma forma conveniente para nos. Se

tomarmos o tempo proprio como parametro, a geodésica obedece ao sistema

R dz® dxP? dzt dz¥
V.t = I, s———— =0, y—— = —1, 1.21
v ds? + P ds ds I ds ds ( )
onde
1
Fuaﬁ = igw,(aaguﬁ + aﬁgau - auQa,B)- (122)

Devido a esta defini¢ao, o sistema (1.21) obedece a identidade g,,2#V 2" = 0.

O sistema nesta parametrizacao nao tem sentido no caso de nosso interesse, ds* — 0.

Entao o reescrevemos em parametrizacao arbitraria A

d\ d [ d\dz* d\\? dz* da® dA 1
el i = T, —— =0, — = — 1.23
ds dX <ds dA) (ds) H9) D ds /=gt (1.23)
obtendo a equagao da linha geodésica invariante de reparametrizacao (aqui denotamos
it = de)
A

1 d o\ i i” p |94
\/—j:gx'd)\<\/——x'gx'>__ <)‘/— o= (1.24)
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Vamos ver qual é a equagao para aceleragao (1.20) implicada por (1.24). Tome

A =20, entdo \/—1gt = d‘%\/cQ — v7yv e parte espacial de (1.24) é

-1 i i
iy d v _ G (1.25)
dz? dz® \/c? —vyv V2 —vyv

onde

: dt \ o at\"t
Gz(g,uu»V) = ( 2 V’)/V)fz - - <dl’0> FZOO - szk’l)]vk -2 (daﬁ0> onkvk (1.26)

é uma funcao nao singular quando v — ¢. Calculando a derivada no lado esquerdo da

equacgao (1.25) nés completamos % até a derivada covariante Vo'

d v PR - dt v’ d
T = VOU —T jk<’}/)U]U ﬁ + WE(V’YV) (127)

Para a derivada contida no ultimo termo que encontramos usando a constancia covariante

de vy

d .
@[vw(xo, 2 )W| = 2vyVov + vOyyv + vVyv = 2vyVov + vOpyv. (1.28)

Depois (1.25) adquire a forma

-1
dt - - (VvOyv) s kg
S I V0 v AT S Ac 0PI [N L (RN 1.29
(dl'()) [ j VoU + 2(02 — V’)/V)U + 1 vty ( )
onde M'; = &'; + % Aplicamos a matriz inversa M'; = §; — ”’(CV—J)J e usamos a
identidade M0/ = Cz_c#vi, entao
-1
dt , O, , - L
<do> [V()UZ + (VQOZV)UZ‘| = sz [GJ + F]kl’l}kvl} . (130)
T c

Nés completamos Vou' até a aceleragao (1.20). Entao (1.30) se escreve

i 1 dt - —1\g (VaO’YV) i Vi j rJ k,t
o' =5 (o) (O = G A [E Dyt (1.31)

2—vyv

Contraindo isso com (v7); nés usamos (vy);M?; = 31 (v7); e obtemos a aceleragao

longitudinal

vya = ; <ddxto> B [(v@ofyv) — (VOyyv) <VZQV)] + (1 — V;V) (V’y)i[Gi + fikl(fy)'ukvl} (1.32)

Isto implica vya — 0 quando vyv — 2.

O ultimo termo em (1.20) produz o importante fator (vdyyv) na equacao (1.32).
Como equagoes de movimento (1.31) e (1.32) ndo contém a raiz quadrada v/c? — vyv eles

tem sentido até para v > c. Sem esse fator, nés teriamos vya # 0 quando vyv — ¢2,
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de forma que a particula em campo gravitacional possa exceder ¢ e depois continuar a
acelerar. O mesmo acontece se nés tentarmos definir aceleracao usando a derivada comum

em vez da derivada covariante (1.16).

Usando as equagoes (1.22), (1.5)-(1.7), (1.16) e as identidades

ik k jo 90i dt \7' . gow c
Vigg"" = 0; Vi = ==, — ] + = (1.33)

Joo da® Joo v —900 ’

nés podemos apresentar o lado direito da equagao (1.32) em termos da métrica inicial

COIMNo se segue:

v a_C2—V’7V c dt _18 e Ly X —2_
7a= 2cv/— 000 | V=900 | \ dz® 0900 k900 0900 770

dar \ 2 —vyv c
— 20 —_— k9 kol b = ko — 0o gV 3.
Og%(dx(’) b T sey =g L T

(1.34)

Na ultima linha nés denotamos

dt \ 7! dt \ " dxt
o | - 1.35
v ((dm0> ’ V) (dx()) dx0 ( )

Para o caso de métrica estaciondria g, (z*), a equagio (1.34) adquire uma forma especial-
mente simples:
v* I goo

vya = —(c® — vyv) 2000 (1.36)

A aceleracao longitudinal tem apenas um tinico ponto especial, viya — 0 quando vyv — c.
No resultado, particulas no campo gravitacional estacionario nao podem ultrapassar a
velocidade da luz. Entao, o mesmo é verdade no caso geral (1.34), pelo menos para a

métrica com variagao suficientemente lenta no tempo.
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2 TRANSPORTE PARALELO SOBRE UMA SUPERFICIE EM R?

Neste capitulo, seguindo [9], introduzimos a defini¢ao de transporte paralelo sobre
uma superficie em R? através de defini¢do geométrica. Em seguida, apresentamos alguns
dos principais conceitos utilizados no decorrer deste trabalho. Finalizamos com a derivacao

de equacao de transporte paralelo em coordenadas locais.

2.1 DEFINICAO DE TRANSPORTE PARALELO SOBRE UMA SUPERFICIE

Seja uma curva dada em uma superficie do espaco euclidiano tridimensional. Ao
longo desta curva é dado um campo de vetores tangentes a superficie. Queremos decidir

quando este campo vetorial poderia ser chamado paralelo.

Notemos que as regras padrao de transporte paralelo em R? ndo sdo adequadas
para este caso. Sejam P um ponto da superficie S e V,, o vetor tangente a S neste
ponto. Tentaremos transportar V, para outro ponto () da superficie S de acordo com
regras conhecidas do transporte paralelo em um espaco euclidiano. Para transporta-lo, é
preciso construir no ponto ¢) o mesmo (de tamanho e dire¢ao) vetor que havia no ponto
inicial P. Porém, como resultado de tal operagao, um vetor tangente a superficie deixa
de sé-lo. Como um simples exemplo, vamos considerar o transporte paralelo de um vetor
tangente a esfera bidimensional de um poélo para um ponto no equador. De fato, se o vetor
tangente a esfera em um polo tangenciou algum meridiano, entao, depois do transporte
paralelo no ponto da intersecao deste merediano com o equador, ele ficard perpendicular
ao plano tangente da esfera. Ou seja, do ponto de vista de um “habitante” da superficie,

o transporte paralelo deve parecer diferente.

Portanto, a nogao de transporte paralelo é dada como se segue, seguindo a ideia
de Levi-Civita (veja a pagina 394 em [13] e a pagina 366 em [14]). Sejam v uma curva
sobre uma superficie S e Vj; um campo vetorial de vetores tangentes a S ao longo da
~v onde M sao pontos da ~y. Consideramos dois pontos da curva v: o ponto P e o ponto
() de uma vizinhanca do P. Entao denotaremos por Vp e Vg os vetores tangentes a S
nestes pontos. Além disso, denotaremos por ¢ o comprimento da curva v entre P e () e
por TpS o plano tangente a S no ponto P. Projetaremos ortogonalmente o vetor Vg no
plano TpS como mostrado na Figura 3. Denotaremos a projecao do vetor Vg por VQ|pT"
Repetiremos esta operacao para os vetores dados em todos os pontos M (¢) da curva ~y
entre os pontos P e ). Deste jeito, obtemos a proje¢do da curva + no plano tangente 7Tp.S
e o novo campo vetorial V,,.(¢) construido ao longo desta projecao, tal que V,,.(0) = Vp

eV, (0) = VM(g)‘pr. Assim, o campo V,,.(¢) pode ser considerado parametrizado por /.

Além disso, podemos reunir todas as projecoes VM(E)‘ no ponto P e aplicar nelas as
pr

operagoes vetoriais.
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Definicao. Chamaremos paralelo um campo vetorial V) em pontos M (/) da
curva vy se

Vuw| — Ve _
=0 ou %ir% Vir(0) 7 Vir(0)
%

= 0. (2.1)

RS

Vp

Figura 3 — Interpretacao geométrica de transporte paralelo sobre uma superficie

Para iniciar nosso estudo vamos definir todos os conceitos geométricos sobre os

quais falamos acima e dos quais vamos precisar.

2.2 CONCEITOS BASICOS DO CALCULO NO ESPACO EUCLIDIANO R?

A geometria diferencial das superficies é formulada em base de um espaco euclidiano
tridimensional (R?). Ou seja, o ponto de partida é um espaco vetorial cujos elementos
(pontos) sdo triplas ordenadas de ntimeros reais (z!, 22, %) também chamadas vetores (de

posigao), com produto escalar. Dados dois vetores, sao definidos:

1. a soma x 4+ y como sendo o vetor X +y = (ml + y1,$2 + yz, 3+ y3) € R3;
2. o produto ax como sendo o vetor ax = (az!, azr?, azr?®) € R3;
3. o produto escalar (x,y) como sendo o nimero real dado por (x,y) = z'y' + 2%y* +

33 e R.

Dois vetores sao iguais se, e s6 se, tém as mesmas componentes. A norma euclidiana de
um vetor x = (z!, 2%, 2%) € R® é dada por |x| = \/(33'1)2 + (22)2 + (23)2. Um vetor x € R3
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¢ dito unitdrio se |x| = 1. Dois vetores x = (z!,22,2%), y = (y', 4%, 9*) € R3 sdo ditos

ortogonais se (x,y) = 0, [6].

Os vetores x;,Xs, - ,X, € R? sdao ditos linearmente dependentes se existem
numeros reais aq, g, - - - , @, nem todos nulos, tais que a;x; + @sXy + - -+ + apx, = 0. Os
vetores Xi,Xa, -+ ,X, € R3 sdo ditos linearmente independentes se nao sao linearmente
dependentes, isto é, para toda combinacao linear desses vetores da forma a;x; + asXs +
coFapx, =0, tem-se a1 =g = -+ =, =0, [6].

Os vetores e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) sdo linearmente independentes
e, além disso, todo vetor x = (z', 22, 2%) € R? pode ser expresso, de modo tinico, como

combinagao linear de e, e; e e3 na forma
x = zle; + 2ley + 2de3 = 2le;.

Um conjunto de vetores B ¢ dito uma base de R3 se todo vetor de R? pode ser expresso
como combinacao linear dos vetores de B e B é um conjunto de vetores linearmente
independentes. O conjunto B = {ej, e, e3} ¢ denominado base candnica de R? a qual é
formada por vetores unitarios e dois a dois ortogonais. Uma base formada por vetores
unitarios e dois a dois ortogonais é dita uma base ortonormal, [6].

Se {u;,uy, uz} é uma base de R3, e se x = a'u; + a?uy + aus, entdo os niimeros

reais a', a?, a® sdo ditos coordenadas do vetor x na base {uy, uy, uz}.

Uma fungdo vetorial r de uma varfavel de um subconjunto I de R em R3, denotada

porr: I C R — R3, é uma correspondéncia que, para cada t € I, associa

onde as fungoes reais ', 72, 23: I — R sdo denominadas fungoes coordenadas de r, [6].

Dizemos que o limite de uma funcao vetorial r(t) é L quando ¢ se aproxima de t,
e denotamos por
limr(t) =L,

t—to
quando, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal que, se 0 < |t—tg| < J, entdo |r(t)—L| < e. Se
r(t) = (z(t), 22(t), 23(t)) e L(ly, lo, £3), entao lim r(t) = L se, é somente se, lim zt(t) = {4,
0 0
lim 2%(t) = fa, Jim 23(t) = 3. Lembramos que as propriedades usuais de limite para
0

t—to
fungoes reais verificam-se para fungoes vetoriais, [6].

Uma fungao vetorial r: I — R3 é continua em to € I se tli_gl r(t) = r(ty). Dizemos
0
que r é continua se r é continua em ¢, para todo ¢t € I. Uma funcao vetorial r é continua

em ty se, e sé se, as fungdes coordenadas de r sdo continuas em ¢, [6].

Uma funcao vetorial r: I — R? é dita diferencidvel em t, se existe

o r(t) — r(to)

t—to t— to

Y
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que denotamos por r'(t). Dizemos que r é diferencidvel se r é diferencidvel para todo t € I.
Uma fungao vetorial r(t) = (x'(t), 2%(t), z3(t)) é diferencidvel em ¢, se, e s6 se, as fungoes

coordenadas de r sdo diferencidveis em ty. Neste caso,

r'(to) = (2" (to), 2% (t0), 2% (to)).

Se r: I — R? ¢ diferenciavel, entdo a funcao r': I — R? que, para cada t € I, associa

r'(t) é também uma fungao vetorial chamada derivada de primeira ordem de r. Usaremos
dr(t)
dt

temos uma nova funcao vetorial chamada derivada segunda de r que denotaremos por r”.

também a notacao r'(t) = ¢(t) = para a derivada de r. Se a fungao r’ é diferencidvel,

De modo andlogo, definimos as derivadas de ordem superior, [6].

Uma funcao vetorial r é dita diferenciavel de classe C* se existem as derivadas de

todas as ordens de r. Observamos que, se r é diferenciavel em ty, entao r é continua em t,.
Se r é uma fungao vetorial diferencidvel (C*°) em I, entao, para todo inteiro n > 0,
to € I e, se denotaremos t — ty por At, temos que

r(to + At) = r(t) + 1/ (to) (At) + ;r”(to)(At)Q +. 4+ ;!r(") (to) (D)™ + O(AL), (2.2)

onde lim )
At=0 (A"
Taylor em tg, [7].

= 0. Esta expressao é denominada desenvolvimento de r na férmula de

Os conceitos de limite e continuidade de uma funcao de duas ou mais variaveis sao

introduzidos da maneira andloga ao caso de uma variavel.
Vamos definir a nocao de diferenciabilidade de fungoes vetoriais de varias variaveis.

Seja f: U C R" — R™ uma fungao definida em um aberto U C R". Fixemos
po € U e w um vetor ndao-nulo de R™. A derivada direcional de f em py na direcao de w é

o vetor .
lim f(po+1tw) — f(PO)’
t—0 t

quando esse limite existe, [7].

Considerando a base canénica {ey,...,e,} de R", as derivadas direcionais de f em

po nas diregoes dos vetores da base sao denominadas derivadas parciais de f em py.

Se f(zy,...,xn) = (fi(z1, .., 20), ..., fm(x1,...,2,)), entdo a derivada parcial de

F em pg na direcao de e; é denotada por (po) ou fu,(po) € ¢ igual a
x

)

OF (o) = (afl <po>,...afm<po>>.

of . - : -
Se 3 (p) existe, para todo p € U, entao temos que definida uma fungao 5 U —
x; X
R™ que, para cada p € U, associa 5 (p). As derivadas parciais da fungao 3 sa0
L T
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denominadas derivadas de segunda ordem de f. A notacao usada para as derivadas

o (ory_ or
8xj 8:61 _8%8:&_ FaT

o (0f\_f _,
Ox; \ Ox; ax i

Se todas as derivadas parciais de primeira ordem de uma funcao f: U C R" — R™

parciais de segunda ordem ¢

sao continuas em U, entao f ¢é diferenciavel.

Dizemos que uma funcio f: U C R® — R™ é diferencidvel de classe C* k > 1
(respectivamente C'™) se as derivadas parciais de f até a ordem k (respectivamente de

todas as ordens) existem e sao continuas, [7].

Pode-se provar que, se todas as derivadas parciais até ordem k de uma funcao
f: U CR"™— R™ sao continuas, entao essas derivadas parciais nao dependem da ordem

de diferenciacao, isto €, fi,z; = fu;a,, €tc.

A férmula de Taylor, que vimos para uma fungao vetorial de uma variavel, estende-
se ao caso de uma funcao vetorial de varias variaveis. Em particular, se r é uma funcao
vetorial diferencidvel (C*°) de duas varidveis = e y, entao, para todo inteiro n > 0 e (o, o),

temos que

r(zo 4+ Aw,yo + Ay) = (0, y0) + ' (20, y0) A + 1 (20, 90) Ay + ...
1 o"r o"r
— | (Ax)"—— A" P Ay—

(B0 S R 0 ) + O, ),

(70, 0) + - -

(2.3)
onde Ax =z —x9, Ay =y — yo e O(Ax, Ay) é uma funcdo que satisfaz a propriedade

lim O(Ax, Ay)
(Az,LNy)— |<AZL‘ Ay)|n

Esta expressao é o desenvolvimento de r na férmula de Taylor em torno de (xg,yo), [6].
A regra de cadeia para fungoes de duas varidveis é dada no seguinte teorema, [6]:

Sejam U C R2?, I C R abertos, z,y: I — R funcoes reais diferencidveis no ponto
to € I tais que (z(to),y(to)) € U e r: U — R? uma funcdo vetorial diferencidvel em
r(x(ty),y(to)). Entdo a funcio composta h: I — R3 definida como h(t) = r(x(t),y(t)),

para cada t € I, é diferenciavel no ponto ¢y e tem a derivada

() = (00 = 5 (olt) y(00) 5 () + 5 Galt0) wlto) (1), ()
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2.3 ELEMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CURVAS E SUPERICIES
EM R?

2.3.1 Curva espacial

Uma curva parametrizada diferencidvel de R® é uma aplicacao diferencidvel r,
de classe C*°, de um intervalo aberto I C R em R?, ou seja, uma funcao vetorial de
uma varidvel: r(t) = (x'(t),22(t),23(t)), t € I, onde z'(t),z*(t) e 23(t) sdo funcdes
diferenciaveis de classe C™°. A variavel t € I é o parametro da curva. O subconjunto
de R? formado pelos pontos r(t), t € I (ou seja, a imagem r(I) C R?), é chamado o
trago da curva r, [6]. Chamaremos curva o subconjunto v de R se ele é o trago da curva

parametrizada diferenciavel r.

Seja r(t) = (z(t),z*(t),23(t)), t € I, uma curva parametrizada diferencidvel. O
vetor tangente a r em t € I é o vetor r'(t) = (2V'(t), 2% (t), 2% (t)). A curva parametrizada

diferencidvel r é reqular se para todo t € I, v/(t) # 0.

Dado ty € I, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular r: I — R3

a partir do ponto tg, é, por definicao

sty = [ X)) dt, (2.5)

to

onde |r'(t)| = \/(x'l(t))Q + (22(t))? + (23(¢))? é o comprimento do vetor r'(¢). Como

d
r'(t) # 0, o comprimento de arco s é uma funcao diferenciavel de t e d—j = |r'(t)|, [6].

Pode acontecer que o parametro ¢ ja seja o comprimento de arco medido a partir de

s
um certo ponto. Neste caso, — = 1 = |r/(¢)[; isto é, o vetor velocidade tem comprimento

constante igual a 1. Reciprocamente, se |r/(t)| = 1, entéo

t
s= [ dt =t —ty= At, (2.6)

to

isto é, t é o comprimento de arco de r medido a partir de algum ponto.
2.3.2 Superficie

2.3.2.1 Parametrizacao de uma superficie

Um subconjunto S de R? diz-se uma superficie reqular se, para cada P € S,
existirem uma vizinhanca aberta V' C R3 de p, um aberto U C R?, e uma bijecdo vetorial
r: U— VNS, (e 2) = (xl (&, €2), 2%(&L, €2), 23(€1, €2)), com as seguintes propriedades:

1. r é funcao vetorial de classe C*;

2. r é um homeomorfismo (ou seja, sua inversa r~*: VNS — U ¢é continua);
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0
3. para qualquer g = (£}, £2) € U as derivadas parciais a;(q) :<
or <8:B1 ox?, = 0x®

e a—?(q) =52 (9), e (9), e (9)

Ozt O o3
), e (0. 55200

) sao linearmente independentes.

Uma aplicagao r com estas trés propriedades tem nome de parametrizacao ou
sistema de coordenadas locais de S. A vizinhanga V NS de P em S é chamada uma
vizinhanga coordenada. As varidveis &' &% sdo os pardmetros (coordenadas locais) da
superficie S. As derivadas parciais de r, %(q) =r1i(q) e %(q) = r,(q), representam
os vetores tangentes as curvas coordenadas, que sao as curvas obtidas fixando um dos
parametros e fazendo variar o outro, [8]. Daqui em diante, entendemos por superficie uma

superficie regular.

Observamos que, por um lado, cada ponto r(¢!,£?) da superficie S pode ser
definido pelos valores ¢!, £2. Por outro lado, este mesmo ponto pode ser definido por suas

3

coordenadas cartesianas x', 22, 23. Consequentemente, as coordenadas cartesianas dos

pontos da superficie sdo as funcoes das coordenadas locais &1, £2:
vt =al(¢€%), 2 =2%(¢, &), 2’ =278, (2.7)
Estas trés equagoes escalares equivalem a uma equacgao vetorial:

r=r(¢,¢%), (2.8)

onde (&', €2) = 21 (€', ey + 22 (€1, E¥)ey + 23 (€1, E%)es. As equagdes (2.7) e (2.8) chama-

remos equagoes paramétricas de uma superficie.

2.3.2.2  Curva sobre uma superficie. Plano tangente

Sejam U C R? um conjunto aberto e S uma superficie dada por equacao r =
r(€1,€2). Chamaremos curva sobre uma superficie um subconjunto 7y de S se ele é o trago
de uma curva parametrizada diferenciavel r: I — S. Deste jeito, a curva v se determina

pela equacgao vetorial

r(t) = (&' (1), £(1)). (2.9)

Entendemos por vetor tangente a superficie S, em um ponto P € S, o vetor w
de R? que é tangente & alguma curva em S que passa por P. Assim, w é tangente & S
em P se existir uma curva v em S, dada pela equagio (2.9), tal que r(&*(to), E2(t0)) = P,
(EM(t0), E2(ty)) = (&3,&2) € U e 1/(ty) = w, para algum t, € I, [9]. Os vetores r} e r} sdo

vetores tangentes a S em um ponto de S, ja que sdo tangentes as curvas coordenadas de S.

O plano tangente a superficie S num ponto qualquer dado r(&},&2) = P € S,
(&,€2) € U, é o conjunto de todos as vetores tangentes a S em P, que denotamos por TpS,

[6]. A seguir, veremos que o plano tangente TpS é o plano de R? gerado por r}(£},&3) e

(80 £5)-
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Afirmacgdo. Sejam S uma superficie e P = r(&}, £2) um ponto dela. Entao, TpS é
o conjunto de vetores obtidos como combinagao linear de 1} (&}, £2) e rh(&},€2).

De fato, se w € TpS, entdao w = r'(to), onde r(t) = r(£'(t),&%(t)) e (€1 (to), E2(t0)) =
(&}, €2). Portanto,

a
dt

d€’
dt

dg?

= (6 ) 5 (o) + (6 D)

t=to

(r(£'(1),€®) (to).

w=r'(ty) =

isto é, w ¢ uma combinagao linear dos vetores r}, ry em (&}, &2).

Reciprocamente, suponhamos que w = ar’ (&}, &2) + bry(&},£2). Entdo existe uma
curva na superficie, dada pela equacgdo r(t) = r(&(t), £2(t)), t € I, tal que (£1(0),£2(0)) =
(&5,€2) e ©'(0) = w. De fato, basta considerar r(t) = r(£'(¢),£%(t)), onde £'(t) = &} +at e
§2(t) =& +bt, [6]. O

Por defini¢ao de superficie regular, r| e r}, sdo vetores linearmente independentes.
Portanto, segue-se da proposigao anterior que TpS ¢ um plano de R? gerado por rj e rj. Ou
seja, os vetores 1 (£}, €2) e (&}, &2) formam uma base nao degenerada {r} (&}, &2), h(&5,€2)}
de TpS, chamada base associada a r. Observamos que, em geral, | e r}, ndo sao ortogonais

nem unitarios, [9].

2.3.2.3 Métrica

J& sabemos que em cada ponto da superficie temos um espago tangente. Como ele
fica embutido no espago euclidiano ha sentido falar sobre um produto escalar dos vetores
tangentes. Seja P € S um ponto. Se v, w € T,,S C R? sdo dois vetores tangentes dados
pelas suas coordenadas v® e w® na base {r}(&},&2),r5(&,€3)}, v = vlr] + v’rh e w =

w'r] + w?rh, entdao o produto escalar deles tem a forma:

(v,w) = (v°r,, w'r}) = (v}, r})v"w’.

Denotando
(I‘;, I‘g) = gab(€)> (210)
podemos escrever

(v, W) = gap(E)v 0, (2.11)

ou na forma matricial
=l [0 mT )

A matriz
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é a matriz que chamaremos métrica da parametrizagdo r de S em P = r(&},&3). Fa-
zendo P variar na vizinhanga coordenada correspondente a r(£h, £%), obtemos fungoes
g11(), g12(€), g22(€), que sdo as funcdes de classe C* dos argumentos £ e os chamaremos
por componentes (coeficientes) da métrica na superficie S. Estes coeficientes dependem do

ponto na superficie e, além disso, dependem da escolha da parametrizacao desta superficie,

9].

Como a matriz g, ¢ nao singular podemos definir a matriz inversa (¢=1)q. De-
notamos os componentes de tal matriz por §% e pondo os indices a e b em cima. Por
exemplo

1, sea=0b,

0, sea#b.

gug” = 67, onde &% =

Como a matriz g, é simétrica (g, = gpe) entao o produto escalar também tem a

propriedade simétrica: (r,r}) = (r},r,).

Em particular, o comprimento do vetor tangente sera dado por

V| = \/ gapv?0®. (2.13)

2.3.2.4  Simbolos de Christoffel

Com cada escolha do sistema de coordenadas locais &1, €2 na superficie é relacionada
a base {r, r}} dos vetores tangentes nela. Os vetores de tal base produzem o plano tangente
em cada ponto da superficie. Porém, para a expansao de um vetor arbitrario do R? nao é
suficiente ter so estes dois vetores. Portanto, geralmente eles sdo complementados por um

vetor que nao fica no plano tangente.

Sejam S C R? uma superficie e P € S um ponto. Chamaremos o vetor unitario
ligado ao ponto P e perpendicular aos vetores do plano tangente TpS neste ponto por

vetor normal unitdrio n. Calcularemos ele pela féormula:
/
n=_——+— (2.14)

onde por [,] é denotado o produto vetorial de vetores. O vetor n definido pela férmula

(2.14) contém a dependéncia da escolha de coordenadas locais, [6].

Os vetores r),r) e n formam uma base (nao é ortonormal) no ponto P de R?

adaptada com a S. As derivadas dos vetores da base {r},r5, n} relacionadas ao mesmo

0%r

86“85’1 = rab

ponto da superficie, porém nao sao tangentes a ela. Podemos expandir o vetor

(ou J,rp) em componentes tangenciais e normal como se segue:

rap = Tyt + fum, (2.15)
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onde T'%, e 3, alguns coeficientes (ainda desconhecidos). Para calculd-los fazemos o

produto escalar de (2.15) com o vetor n:
(raby Il) = F§b<rl7 n) + 6ab<n7 Il) = Fl;b -0+ ﬁab 1= ﬁabu

donde notemos que os coeficientes (3., sdo conhecidos como os coeficientes da segunda

forma fundamental da superficie.

Fazemos o produto escalar de (2.15) com o vetor rj:

2.10
(tap, 7}) = T8, (0 1)) + Bap(0, 1)) "2 TE gy + B0 = T g (2.16)
Seja
Fgligml = Fab,l~ (217)

Multiplicamos (rup, r]) = Tap; pelo elemento g da matriz inversa:
I‘ab,lgk:l = F%Qm@kl - Fﬁ;(sfn - Fsb’

donde
k ~ kil
Ly = 9" Tany- (2.18)
Primeiramente calcularemos os coeficientes I'yy,;. Para isso derivamos gq, = (r), 1) de gl

Ogus _ O(r 1))
¢!t ¢!

= (ra,ry) + (vl rp) = Tap + Dppg. (2.19)

Ultima igualdade realizada para todos os valores das indices a,b,l. Portanto podemos fazer
a permutacao ciclica destes indices:

Ogu _ O(rp,r7)
oge oge

= (Tpa- 1) + (v3,110) = Loay + Diape (2.20)

Repetindo esta operagao mais uma vez obtemos:

Ogia _ O(r}, 1)

gt~ og (rw,1y,) + (), Ta) = Tipa + Tany. (2.21)

Agora somamos as igualdades (2.20) e (2.21) e subtraimos da soma obtida (2.19), conside-

rando que 7y, = 1, € consequentemente I'gp . = g

Ogu +3gza 0gap

e T og g =That +Tiap + T +Tavy — Larp — Dota = 2000 (2.22)
Dividimos (2.22) por 2 e colocamos na férmula (2.18):
1 Ogn  OGia  Ogap
Ik = —g" — . 2.23

Chamaremos simbolos de Christoffel os coeficientes I'¥, (£7) determinados deste jeito em
sistema de coordenadas locais £%. Obviamente, I'*, dependem do ponto onde acontece a

expansao do rq, [10].
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2.3.2.5  Campo vetorial ao longo de uma curva

Seja definida sobre a superficie S C R?® uma curva v por equacido paramétrica
r(t) = r(£'(t), £(¢)). Chamaremos por campo vetorial ao longo da curva vy e denotaremos
por V uma correspondéncia que associa a cada ponto t € I um vetor V(t) € TS . O
campo de vetores V(t) é diferencidvel se, escrevendo V(t) = v!(t)r] + v*(t)r}, as fungoes
v1(t),v*(t) sdo diferencidveis. Assim, cada um dos vetores tangentes determinado pelas

suas coordenadas v® na base {r},ry} do plano tangente Ty.)S, [9]:

or

afgl(fl(t)ﬁ(t)) 02005 (€1(0), (1)) = () (€1 (0). (2.24)

V(t) =v'(t) 28

2.3.2.6 Derivada covariante

Seja V() o campo vetorial definido ao longo de alguma curva dada . Sua derivada

ao longo da v pode ser escrita como se segue:

d

5 V(1) = Dut(t)rg (£°(t)) + B (£)€” () (E°(2)),

onde Dv* é a derivada covariante de V em t. Isto significa que a derivada covariante
determina a parte tangencial da taxa de variacao do vetor V ao longo da curva e dada

pela expressao:
Du(t) = v™(t) + T (& (v ()EY (1), (2.25)
Um campo vetorial é dito um campo covariantemente constante se ele obedece a

equagao Dv?(t) = 0, [2].

2.4 EQUACAO DE TRANSPORTE PARALELO

Sejam &% as coordenadas locais em uma vizinhanca do ponto P na superficie S que

¢é determinada pela equacao vetorial:
r=r(¢") = (2'(€"). (2.26)
Logo, por (2.9), a curva =y sobre a superficie S tem a equacao vetorial:
r(t) =r(€"(t)) = (a'(€°(1))), t R (2.27)

Como a curva «y é parametrizada por ¢, entao temos o campo vetorial ao longo dela V().

Pela expressao (2.24) cada um dos vetores do campo V(t) tem a forma:
V(t) = v (t)r, (€°(1))- (2.28)

Sejam P um ponto da curva 7 correspondente ao valor ¢ do parametro e () um ponto

correspondente ao valor ¢t + At. Entao, a expressao para o vetor Vp sera:

Vp = V(t) = v(t)r’ (1)), (2:29)

a
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onde {r}(£°(t)), r5(£%(t))} é a base do plano TpS. A expressao para o vetor Vg serd:
Vo = V(t+ At) = vt + A (E0(t + At)), (2.30)
onde {r}(°(t + At)),rh(€8(t + At))} é a base do plano TpS.

Para fazer a projecao ortogonal do vetor Vg no plano 7S (e depois subtrair o
vetor Vp do V) é prético escrever V na base do ponto P, ou seja, expressar na forma
seguinte:

Vg = b, (€°(1)) + v (t)n(E"(1)). (2.31)
Logo Vgql,, = v (1)1}, (€°(t)) é a projecao ortogonal do vetor Vg no plano TpS. Daqui em

diante, para a notacdo mais compacta escreveremos 1/, (£(t)) ao invés de r/,(£%(t)) e etc.

Vamos encontrar as coordenadas vg, usando o produto escalar do R3. Com efeito,

(Vo rh(£(1))) = v (0) (FL(6(0)), i (&(0))) + v (0) (nlE(1), (1))
= v (1) (rL(£(1)), Th(£(1)) + 0
= v ()g" (€(1))
Logo
vh(t) = (V. mh(€(1))) 3" (€())
Analogamente,

De acordo com (2.30)
vh(t) = (vt + AOTLE( + A1), Ty(E(1))) 3 (€(1)

ox’ oxd

= V(L + A (6 + AD) 5 (E(0) (0 0)7 (€(1)

g (€ £0) S E0)73(€(0)
Ox' Ox' b

e €+ A 35 (€5 ().

(2.32)

=v°(t + At)

= v(t + At)

Precisaremos dos termos desta equacio lineares em At (os termos At? nio influenciam

(2.1)). Por isso expandimos tudo usando a série de Taylor (2.3).

vt + A1) B ) + cht ()AL + O(AL2), (2.33)
o)
onde A%IE}O ADE 0.
oz (E(t + At)) ox'

Fazemos dupla substitui¢ao em da féormula (2.30). Seja =fle

oee oee

flo& =g, logo fio&(t+ At) = g(t+ At).

g(t+ At) = g(t) + (jt[g(t)]m +O(AP).
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Fazemos a substituigao reversa e usaremos a regra de cadeia (2.4):

e+ an) 2 ) + ] A+ o)

. off e : (2:34)
— FHE) + e (€D G (011 + O(A2),
Assim, pondo f! = gg,
xi xi Qxi d
L LR 2 (60) + g €O S50+ 0(28). (239
Logo,
. or’ . dv® 9
ve(t + At)agc (E(t+ At)) = lv (t) + o (t)At+ O(At )1~
oz’ 0%t d¢? )
- [%C(s(tmagda&c(s(t)) ot o >] -
= o) 2 1)) + () S () S
aé‘c ‘ édafc
ox’ 9
(D5 €A+ 0(AR).

Substituimos (2.36) na expressao (2.32). Como todas as fungoes agora dependem da
variavel t, entdo a omitiremos:
.01 . 0%t dge dv® Ox'
— At
(v gec TV getoe ar DUt ar aee
0" Oz . 0% dfd oz’ dv® Oz Ox'
= (v° .y At +
o&e O¢b 85@50 dt och dt O&e 9&b

ox' .
+0(A1)) 26

vo(t) =

(At2))gba

d e
- (UC(I‘/C,I‘;)) + v°(Ogrl, ) di At + dt

¢, ~ba gd
= gcbgb +v ((9dr ) dt i

06a+ crk ~ba fd dv® A A 2
UL .9k dt o 0Bt + O(AE)

d
= v 4 oTk 68 di At d (At?)

dv® fd 2
g - =) At + O(A),

Substituimos (2.37) em (2.1):

(x,, T At + O(A))

gcbgbaﬁt + O(At?) (2.37)

(2.16)

:va—l—(

dv® Sd )
vt (S TG0 =) At + O(A12) — 0
: dt dt _
lim =0.
-0 J4

Utilizaremos o Teorema do Valor Médio substituindo ¢ por At. Lembramos que o Teorema

do Valor Médio diz que se a fungao f(z) é continua no intervalo [a, b] entdo existe ¢ € [a, D]
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tal que [° f(x) dz = f(c)(b—a). Se o comprimento de arco é £ = [T |r/(t)] dt entdo, pelo
Teorema de valor médio, existe ¢; € [t,t+ At] tal que € = |[r'(t1)|(t + At —t) = |r/ ()| At.
Entao quando ¢ — 0 temos que At — 0. Portanto

a d
(dv 4 )At+O(At2)
lim —~dt =0
At—0 |I"( )| At ’
o dv® JdET At
1 re
Alfilo(dt T lacv dt>| At =0,

como |r'(t)] # 0 pelas condigoes dadas, entao temos que:

dv® . dgd
(1) + T () S (1) =0, (239)

ou seja, lembrando (2.25), chegamos na equagao:

Duv’(t) = 0. (2.39)

A expressao (2.38) (ou (2.39)) representa equagées de transporte paralelo ao longo
da curva v as quais formam uma sistema de 2 equagoes diferenciais ordinarias de primeira

ordem.

Dado um campo ao longo da curva. Podemos verificar se este é ou nao é paralelo
verificando esta equagao. Invertendo, dado um vetor, definimos o processo de transporte
paralelo. Sejam 7 uma curva sobre a S dada pela equacio r(t) = r(£'(t),&%(t)), P =
r(&(ty), £%(tp)) € S um ponto, tg € R e Vo = (v},v3) € TpS um vetor tangente a S.
Acharemos um campo paralelo dos vetores tangentes ao longo da curva v que coincide
em P com o vetor V. Para isto, é necessario resolver o sistema (2.38) com a condicao
inicial v!(tg) = v} e v*(tg) = v3. O teorema de existéncia e unicidade para o problema de
Cauchy, [11], garante que a solucao existe e é tinica. Ou seja, na linguagem geométrica,

isto significa que o campo paralelo ao longo da curva existe e é tnico.
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3 TRANSPORTE PARALELO SOBRE UMA SUPERFICIE DINAMICA
EM R?

Neste capitulo introduzimos e descrevemos a nocao de superficie dindmica em
R3. As secoes 3.1 - 3.5 contém um estudo preliminar desta construcdo. Em seguida, na
secao 3.6, determinamos a nocao de diregoes horizontais. Isto nos permite encontrar os
andlogos geométricos da métrica induzida (1.5) e da passagem das coordenadas mundiais
para as coordenadas do laboratério (veja (1.4)). As diregoes horizontais sdo usadas para
definir transporte paralelo sobre uma superficie dindmica. Finalizamos este capitulo com

a derivacao de equagao de transporte paralelo.

3.1 SUPERFICIE DINAMICA

Sejam Sy C R?® ¢ S C R? duas superficies (regulares) dadas pelas equacgoes
rg = ro(&, E%) ey = 11(€L, €?) respectivamente e sem pontos em comum. Introduzimos
uma familia a um pardmetro S das superficies (sem pontos em comum) entre Sy e Sy, ou

seja, uma bijecao vetorial de trés variaveis
r: R, €% 1) - Rt 2%, 2%), (€,€%0) = (e, 6%0), (3.1)

com as seguintes propriedades:

r(€h€%,0) = mol¢ &), x(€h €% 1) = n(€ &) (32)
(91:1 axl 8x1
ot ) |0 e o
r,xT",x X T T L
det e ey~ aa g2 o | T AT £ 0. (3.3)
(9303 aI?’ 81‘3
ogr 02 ot

Isto implica que: a) existe a fungdo inversa r=': S — R3(¢1, €2, ¢); b) os vetores ), 15 e
r; sdo linearmente independentes. Chamaremos por superficie dinamica a familia S com
propriedades (3.2) e (3.3).

Os vetores r, rh, r; formam uma base adaptada com a S. Em particular, temos
1)+2)%¢ )
/
que r; # 0.

Fixando t = ty, obtemos a equacao paramétrica da superficie S;: r = r(£%to),
ou seja, ry, = r4(£%), onde r;, é uma parametrizagdo para Sy, com funcdo inversa
r%lz S;, — R%(€%) a qual produz uma sistema de coordenadas locais sobre a superficie
Sy, da familia S. Deste jeito, em cada superficie Sy, a fungao r(£?, ) induz a geometria
riemanniana a qual nds discutimos no Capitulo 2. Em particular, os vetores r}(£%,ty) e

r,(£%, tp) formam uma base do espaco tangente a superficie Sy, etc.
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Seja o raio-vetor r = (2!, 2%, %) € R? que aponta para um ponto de S. Levando
em conta (3.3), a equagao r = r(£%,t) pode ser resolvida pondo £* = £%(r), t = t(r), ou

seja, podemos encontrar as coordenadas locais &1, &2 deste ponto na superficie S;.

Comentario. Geometricamente, S é uma regido tridimensional em R? coberta
com as coordenadas curvilineares £%,t. Localmente, ela tem estrutura natural de fibrado
que pode ser descrita como segue. Através da aplicagdo (3.1) a cada ponto (&, &2) € R?

se torna a curva r(&},&2,t) em R3(z!, 2% 2?). Definimos a aplicagio projecdo
7m: S — R*(€H€%) como w(r(€,€%,1)) = (€4, €%) para todo t € R, (3.4)

a qual a cada curva r(£,t) associa um ponto (£},£2) do R? (na pratica, para dado ponto r
podemos encontrar &}, &2 como foi descrito acima). Desta maneira, S tem estrutura de um
fibrado [12] com espaco base R*(&1, £%), a projecio 7 e a fibra tipica R. Isto nos d4 uma

dica de como definir transporte paralelo através de dire¢oes horizontais, veja se¢ao 3.7.

3.2 CURVA DINAMICA

Estamos interessados em campos vetoriais ao longo de curvas parametrizadas de
forma especial. Seja v uma curva em R? que cruza a cada uma das superficies da familia
S somente em um tnico ponto. Associamos a cada ponto de v um nimero t € R. Ou seja,
introduzimos a parametrizacao r.,: R — R? a qual define a equagao vetorial paramétrica

r, =r,(t) da curva .

Chamaremos a curva parametrizada vy de curva sobre uma superficie dinamica ou

simplesmente curva dinamica se cumprido
r,(t) € S;, para cada t € R, onde S, C S. (3.5)

Assim, a parametrizacao da curva v é conformada com a parametrizagdo da familia S: o
ponto r.(¢;) da curva fica necessariamente na superficie S;, C S. Intuitivamente, a curva
dinamica corresponde a trajetéria de um ponto que se move sobre a superficie Sy, a qual,

por sua vez, se move em R3.

Exemplo 1. Se £*(t) é uma curva em R?, entdo r.,(¢) o r(£%(t),t) é uma curva
dindmica. Equivalentemente, se £* = £%(t) é uma equacao paramétrica de uma curva em
R3(&, €2,t), entdo r(£%(t),t) é a curva dinAmica. Notemos que a cada curva em R? define
uma curva dindmica em R3.

of

Exemplo 2. Se r.(¢) é uma curva dindmica entao t.(¢) = r,(—t) ja ndo é. Se

r,(t) é uma curva dindmica entao, por exemplo, T, (t) dof r,(2¢t) j4 nao é.

Afirmagao 2.1. Uma curva 7y pode ser parametrizada de forma que ela se torne

dindmica.
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Com efeito, seja r.,(s) uma parametrizacao de 7, onde s é o pardmetro natural
para fixar as ideias. Considere a correspondéncia s — ¢(s) dada por: r,(s) € S;. Como 7y
cruza cada superficie somente em um ponto, s; # s, implica t; # t5. Ou seja, a funcao

s — t é invertivel.

Se r,(s) € S para cada s de um intervalo de R, entdo temos que v é uma curva
dindmica. Se na@o, podemos fazer o seguinte: resolveremos a equacdo r,(s) = r(£%t)
pondo &% = £%(s),t = t(s). Como notamos, t(s) ¢ invertivel, podemos escrever s = s(t).
Colocamos isso nas equagdes para £% e t: £% = £%(s(t)) = £%(t),t = t(s(t)) = t. Entao

r5(t) o r(£%(t),t) é a curva dindmica pelo construgao e temos que r5(¢(s)) =r,(s). O

Note que chegamos no seguinte resultado.

Afirmacao 2.2. Uma curva dinamica pode ser representada na forma

() = x(€"(8), 1) (3.6)
Calcularemos o vetor tangente a curva dindmica (3.6):
Cg;(t) = a@; (ﬁb(t),t)dia () + g;(fb(t),t), para cada t € R. (3.7)
Como o vetor r, = g; # 0 é independente dos vetores r, = 88;, podemos concluir que o
vetor tangente a curva dindmica nao ¢ nulo: Cg;(t) # 0.

O Exemplo 1 e a Afirmacao 2.2 implicam uma correspondéncia bijetiva entre curvas

dindmicas em R? e curvas parametrizadas em R2.

Comentério 1. Fixando um ponto (&}, &%) em R? obtemos um exemplo especial

da curva dinamica:
_ a
v, () = T(€G. ). (3.8)
Assim, entre as curvas dinamicas tem-se curvas cujos representantes em R? ¢ um ponto.

Na relatividade geral, tais curvas representam as linhas do mundo de uma particula em

repouso.

A curva (3.8) chamaremos de curva degenerada. No que segue, nos interessaremos

por curvas nao degeneradas (ou regulares), o que significa

(Cg(t))g + (Cif;(t)f # 0, para todo t € R. (3.9)

3.3 VETORES DINAMICOS

Chamaremos o vetor V € R3 num ponto M € S por vetor dindmico se ele é tangente
a uma curva dindmica pelo ponto M. Respectivamente, o campo vetorial dindmico (por

exemplo, ao longo de uma curva) é o campo composto dos vetores dindmicos.
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Seja r,(t) uma curva dindmica com representante £%(¢). Entao temos a seguinte

expressao para um vetor dindmico:

. dr o or déﬁa @ Ry .
V=)= aga(f”@)?t) o0+ (0.0 =€+ 1-x, (3.10)

Ou seja, na base {r), ), r/} o vetor V tem as coordenadas (¢, ¢%,1). Como o vetor r} # 0
e, por (3.3), ele nao pertence ao plano formado pelos r| e r}, temos que V nao fica no

plano tangente a superficie S; C S.
Consideramos agora o seguinte vetor V € R3 no ponto M = r(&, o) :
V =", + 11}, (3.11)
onde v® sdo os nimeros reais dados. Este vetor é tangente a curva dinamica r(£%(t),t)
com representante £%(t) = £§ + v(t — to). Logo £ = v® e, assim, V é o dinamico.

Desta maneira, (3.11) define a forma geral de um vetor dindmico o qual fica em

de R2.
ar °°

Se o vetor V € R? ¢ dado pelas suas coordenadas cartesianas V1, V2 V3, entao

uma correspondéncia bijetiva com os vetores

podemos encontrar as coordenadas v* como se segue:
a __ /\ ~ba /1 =ba
U= (V, rb)g o (rtarb)g ) (312)

onde §* é a matriz inversa para a métrica g, = (v}, 1) de S;.

Em particular, a curva dinmica degenerada r., (t) = r(£f,¢) tem o vetor tangente
dr.,
%o

dt

or
= a(é’g, t) = r, o qual também nao fica no plano tangente a S;.

Chamaremos o vetor W € R3 por vetor especial se ele é tangente & uma superficie

S, C S.

Sejam M um ponto de S ¢ W € R? um vetor especial neste ponto. Seja r(£%t) o
or

raio-vetor do ponto M. Entao os vetores 8—5&(51’, t) = r!(£°,t) formam uma base adaptada

com a Sy no ponto M. Pela definicdo, W ¢é uma combinacdo linear dos vetores r/, ou seja,
W = w'r, (€, 1), (3.13)

onde w® sao os numeros reais. Podemos encontrar a relacao entre as coordenadas cartesianas

Wt e w® como se segue:

, 02" Oxd , 02" O ;O
(W.r) =w aié_aaig,(ei,ej) =w dEa ed =W aeb’
(W7 I‘g) = wa(r;7 I'g)) = W Gap
Logo temos a identidade:
WGy = W' v _ (W,r}), donde w® = Wiax i = (W, r,)5™. (3.14)

aeb oev?



35

Notemos que vetores dinamicos sao os tangentes as curvas dinamicas as quais tém curvas-
representantes £%(t) em R?. Vetores especiais (em particular, ¥ e r}) ndo tém esta

propriedade. Observamos que os vetores dindmicos dados na forma (3.11) tém a tltima

R3
II vetores dinAmicos
E 4
r -
3 At « -7
\ ’ - -
\ / Ve rd
outros
vetores n
’
‘\ ( n >rt )
r
1
o
M
IJ " 255
vetores especiais
2 P TS
S,

Figura 4 — Vetores de R? na superficie dinAmica

coordenada igual a 1. Ou seja, os pontos finais destes vetores no ponto M ficam no plano II
paralelo ao Th(S;) (veja a Figura 4). Considere o espago de todos os vetores R® em ponto
M =r(£%t). Entao ha entre eles vetores especiais no plano Ty (S;), vetores dindmicos

tangentes as curvas dinamicas e outros vetores que nao sao nem um nem outro.

Exemplo 1. r) e r}, sdo os vetores especiais; r}, é o vetor dindmico (vetor tangente

a curva dindmica degenerada).

Exemplo 2. Seja £(t) uma curva em R?. Entdo em R? tem-se a curva r(£%(t), t)

d g
correspondente a £*(t). O campo dos vetores tangentes V (t) = r(t) = a@gra (&(t),1) di (t)+

T dt

0
a—;‘(fb(t), t) ar(£%(t),t) é um exemplo do campo vetorial dindmico ao longo desta curva.

Obteremos um campo especial W (t) ao longo da r(£*(t),t) se subtrairmos r} de

V(t):
_dr, o Or _dgr L or
W) = G (0) = 0.0 = S5m0, (3.15)




36

3.4 DEFINICAO DE TRANSPORTE PARALELO SOBRE UMA SUPERFICIE DINA-
MICA SIMPLES

Para assegurar que na nossa construgao possa aparecer a equacao de transporte

paralelo necessaria, consideraremos, para iniciar, o caso particular a seguir.

A superficie dindmica S chamaremos por simples se r; || n, ou seja, se em cada

ponto de S o vetor r} é perpendicular a S;.

Seja v uma curva dinadmica regular sobre uma superficie dindmica simples r(£%,t).
Como campo vetorial ao longo da vy escolhemos o campo especial V(). Sejam P um ponto
da curva v correspondente ao valor ¢ do parametro e () um ponto correspondente ao valor
t+At. Entao denotaremos por Vp e Vg os vetores tangentes a S; e Syya¢, respectivamente,
nestes pontos. Projetaremos ortogonalmente (usando regras de Euclides) o vetor Vg no
plano Tp(Sy) (Veja a Figura 5). Obtemos Vgl . Repetiremos esta operagao para os
vetores dados em todos os pontos da curva « entre os pontos P e (). Deste jeito obtemos a
projegao da curva -y no plano tangente Tp(S;) e o novo campo vetorial V,,(t) = VM(t)‘pr

construido ao longo desta projegao, tal que Vp| o= Vp.

Definigao. Chamaremos paralelo o campo vetorial especial Vs, ao longo da

curva dinamica vy se

Vre+an o Vp

lim =0 ou lim Virlt £ 80 = Vir (1
A0 At At—0 At

— 0. (3.16)

3.5 EQUACAO DE TRANSPORTE PARALELO SOBRE UMA SUPERFICIE DINA-
MICA SIMPLES

Consideramos uma curva dinamica v dada pela equagao vetorial:

r(t) = r(€(t),1). (3.17)
Entao
or or , a
{85“ (£(t),t) E(é(t)’ t)} ¢ a base do ponto P correspondente ao valor ¢ do parametro,
{6t + 8.0 £0) L FUEC+ At). £+ A} & base do ponto Q corsespondente

ao valor t+/A\t do parametro.

(3.18)

O campo especial ao longo da curva v tem a forma:

V(t) = v*(t) aa ;a (1), 1). (3.19)
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Rg Sr + At CJ

VQ‘pr‘

Figura 5 — Interpretacao geométrica de transporte paralelo sobre uma superficie dindmica simples

Em particular, no ponto P temos o vetor Vp e no ponto () temos o vetor V:

81‘(2?,15)7 Vo =v"(t + N)ar(g(t To0) T A (3.20)

o0&
Para projetar o vetor Vg no plano TpS; tangente a S; (e depois subtrair o vetor Vp do

Vp = ’Ua(t)

V) escrevemos Vg na base do ponto P:
Vo = b (B, (E(), 1) + v (E)m(E(), 1) (3.21)
Logo, Vler = v§(t)r,(£(t)) é a projecio ortogonal do vetor Vg no plano TpS;.

Acharemos as coordenadas v, nesta base usando o produto escalar do R3:

(Vo r(€(0), 1) = v () (xu(€(0), 1), m(E(2). ) ) + v () (n(E(E). 1), T4 (E(8). )
vg(8) (rh(€(0), 1), T (E(1), 1)) + 0
vh(£)g™ (E(1), 1),

Logo,
vh(t) = (Va,th(£(1),1)) 3" (€(1), 1), (3.22)
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Analogamente,

De acordo com (3.20)
0 (t) = (5(t + AOELE( + D)t + D), (€, )T (E(0), 1)

= o AOGE (el + A0+ )T EE).0) e 0)" (€00,

oge
o' O ) (3.23)
= o°(t + Al) azc (0t + D0, t+ D) g & (£(1), )67 g4 (¢ (1))
Oz O
= v°(t + Al) agc (E(t+ Ab), ¢+ Ab) 82 (1), )3 (E(), 1)
ve(t + At 2 e () + dg (t) At 4+ O(AL). (3.24)
Seja azz = fi. Logo,
; (23) 8fi déd (9]”
JLEt+ At), t+ At) =" fIE(), 1) + aéd(ﬁ(t) ) (AL + 25 (€ &(t), 1) At + O(A),
(3.25)
ozt B ozt 0%zt ag? 0zt 9
e (S D), 4050) = S (600, 0) + fnec (60,007 (DA o (60, DAL O(AR),
(3.26)
Assim,
oz’ dv® o | [ 02
VE(t+ A== (&(t + At), t + At) = |v°(t) + i () At + O(At )] lagc (&), t)+

o¢e
02xi dgd ani
+ W(f(i),t)ﬁ(t)Atjt B0E (E(t), ) At + O(AL?)

oz’ 0z d¢d

= 0T E(00) + (0 s (€60, 1 (D1
o <t>§;;<g<t> Do+ B2 €0, 0+ o)

(3.27)

Substituimos (3.27) na expressao (3.23). Como todas as fungdes agora dependem da
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variavel £, entdo a omitiremos:

o' 0%zt dee 022’ dv® 2’ oz’
a c N c 2 a
vg(t) = (v° 56V aemoe ar OtV piae i et + O ))8£bg
Oz ot 0% df’d ' . 0%t Oxt dv® dz" Oz o\ ~ba
= (v oecoer ¥ actoee at e TV mraec ot T ar aee oeb (88)g

d c
— (o5 (1)) + 05D ) Cf At + 05 (D4 Tl At + ‘Z(r;,r;)AHO(M))gba
c dvc ~ba gd ~ba ~ba 2
= (v —l—EAt)gcbg 0% (Darg 1) oG AL+ 0 (O, 1) At + O(AE)
. dv° d
(216) (v°+ dltm) 5%+ vcrgcgkbgbadim 0O, )G AL + O(A)
a dva crk sa gd ~ba 2
=0+ o vl G0 pm —— At + (0, 1)) G At + O(AL?)
a d’U gd ~ba 2
= +(dt P+ 0" (O xy)g JAL+O(AF),

(3.28)

Discutiremos o termo v¢(d;r’, r})§* na tltima expressio. Como nés escolhemos a superficie

de jeito que 1} || n, entao (r},r;) = 0. Notemos a seguinte identidade:

0 ,0r Or d’r  Or or 0O°r ,
e (a’ a?b) - (@’ a?b) (5’ 8508§b)’ ou seja,
d*r Or or 0°r or 0°r d*r Or
= <@’875b> —l—(E,W),donde (57W> :—<M,a—€b).
0 ,0r Or J’r  Or or O°r .
oe v ogr) ~ (agan o) + (v agrags)- o >0
d*r Or or 0°r or 0O°r d*r Or
- (m’ (%c) (E’ 856656)’ onde (a’ 3§ca§b) - _(@’ 8750)

Assim, obtemos a identidade

or  O%r d*r  Or
(3?’ 875850) N (agbat’ Tg)'

Portanto, podemos escrever:

c /I .\ ~ba 1 c 82 a a 62 Hoa
V(O )5 = 5o l(atazb’agc) ! (8516”’&820)]&
1 0, ,0r 0 b
o
; (atgcb)

Colocaremos (3.29) em (3.28):

d d
v (t) = v + ( ; di + 5 “(0u9e) gba> At + O(AE). (3.30)
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Logo, substituindo (3.30) em (3.16) obtemos:

a dv® gd ~ba 2 a
. v +(dt re vﬁ—i- Ly (8tgcb)g )At—l—O(At)—v »
At—0 VAN ’
, dv® gl RWAN
Alglo( dt v T 2” (8t90b) )At 0,
dv® gd ~ba
s +1'g. ﬂ + U (atgcb>g =0, (3.31)

ou seja,

Dov® + 11) (E)tgcb) =0.

As equagbes (3.31) representam equagoes de transporte paralelo sobre uma superficie
dinamica simples. Comparando com (1.2); concluimos que neste caso particular a nossa

construcao nos da o termo extra que aparece na Relatividade Geral.

3.6  DETERMINACAO DE DIRECOES HORIZONTAIS (PLANOS, VETORES E SU-
PERFICIES HORIZONTAIS) PARA UMA SUPERFICIE DINAMICA

: Saqe 4 — (0 — (£0 _(e0 1 g2
Introduzimos novas notagoes: t = £° e £ = (£°,£%) = (€7, &, &%).
Vamos resumir as se¢oes anteriores. Consideramos a superficie dinamica S, ou seja,

a aplicagao
r: R3(¢&") — R3(zh, 2%, 2%); & v r(¢M). (3.32)

Construimos a base adaptada com a S de vetores tangentes as curvas coordenadas:

or
rl, = o6 {ry,ry, 5}
O produto escalar de dois vetores em R3(z!, 2%, 2*) no ponto r(£#) € S define a métrica (a

matriz 3 X 3) como se segue:

(V,W) = (v“rL,v”rL) = (r r )v“v” = guvtw”, (3.33)

o

onde g, = (r#, r,) = |gon 911 G2

goo Yo1 Yoz [
go2 921 922

goo gob
Goa YGab

Os vetores r, 15 formam uma base do espago tangente a superficie Seo. Se Ve W

pertencem ao plano tangente 7'(Seo) ent@o o produto escalar deles serd
(V,W) = gpv™u®, a,b=1,2, (3.34)

onde gq = (1), r}) é a métrica (a matriz 2 x 2 que ja vimos) da Sgo.
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Na préxima secao determinaremos transporte paralelo usando planos horizontais
em vez de planos tangentes 7'(Se0). Vamos definir e discutir algumas propriedades destes

planos.

O plano perpendicular ao r é dito plano de direcoes horizontais e denotado por
T),. Os vetores deste plano chamaremos por vetores horizontais e denotaremos por V.

Fazendo a projecao ortogonal de um vetor V = V'e; no plano T}, obteremos o vetor

Figura 6 — Proje¢do do vetor V no plano T}

/
Iy

horizontal Vj,. De acordo com a Figura 6, o vetor unitario k = ————, portanto
V/ (x6, 10)
r,, V) rf ry, V
Vorao = (k, V) -k = (o, V) 1o _ (%o, )rg. Entéo
v/ 900 +/90o Joo
ry, V : o . _ 1
Vi=V-V,u = V—( 0 )rg =V'e,(—— (10" V7)(e;, €;)1m0"e; = Vie;——r " 1" Vie;, =
i Yoo goo Goo
= (0¥ M)Vjei = V'e;.
goo
- I, 13 B
Notaremos 69 — -2 "¢ por N%. Assim temos
goo
. . ro’irO’j . L
V, = (0" — ——)V/ = NV, (3.35)
Goo

onde 74" sdo as coordenadas cartesianas do rj), ou seja, rj = 1o"e;.

A matriz 3 x 3 N¥ representa o projetor no plano horizontal. Ele tem as seguintes
propriedades:
N? =N, Niry =0.
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De fato,
o . T/ir '3 . r’jr 1k
goo Joo
070 17, 1k 1,. 17 57k Vipo 15pn 15,00 1k
_5ij6jk_5ljrojr0 _7‘0’1“075] +T01TOJT0]T‘0
- 2
9oo doo 900
1i,. 1k 1i,. 1k 15,. 1k
_ ik _To ‘T o' To To'To " goo
— — — 5 —
Joo Joo 9oo
19,. 1k
. ra T .
ik 00 ik .
= 6 —_—— = N 3
gJoo
1. 1j 1. 1j 1
.. . . 0 To . .. . 0 To . . 70" 9oo
NUTO/] = ((SZ] — 7)’/’0” = 5”7”0/J - TO,J = 7“0” - =0. O
goo 9oo goo
. . C / ij 70”10 ~
Introduzimos um projetor na dire¢ao do vetor rg: N [ = . Entao
gJoo
oY = NY + Nﬁj. (3.36)

Assim, V.10 = V| = N, ﬁj V7e;. Aplicando (3.36) para qualquer vetor V separamo-lo em

partes horizontal e vertical:
V =Vie; = (69V)e; = (NV + N )Vie; = (NV7 + N['Vi)e; = (Vi + Vj)ei = Vi + V.

Em particular, fazendo a projecao dos vetores r;, da base do plano tangente 7'(S¢0) sobre

o plano T}, obteremos os vetores horizontais h, (Veja a Figura 7):

- !
R3 AT

/ /
h, =r] — (xo: I‘“)r’o =1 — gﬁrg = (NYr,")e;, (3.37)
9oo 9oo
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donde podemos afirmar que os vetores h;, h, formam uma base do plano 7T}, *. Assim,
{hy,hy, )} ¢ uma base de R? adaptada com a estrutura de direcoes horizontais (ou seja,

com os planos horizontais) na superficie dindmica S.

Calcularemos o produto escalar dos vetores h,:

(ho,hy) = (v — Lt vt — Iy — (ol vy — T8t ) — Ty gy S00 IO gy ey

a

goo goo goo goo goo oo
gob 9oa 9oa gob9oa

=Gab — —Y90a — —90b T —Gob = Gab — .
goo goo 9oo Joo

Notaremos (h,, hy) por vg:

(ha,hy) = gup — 229% = — (NT., NT¥)). (3.38)

goo

Notemos que a métrica vy, coincide com a métrica (1.5) da Introdugao. A geome-
tria riemanniana na superficie é gerada (induzida) pela geometria euclidiana do espago
euclidiano R? no qual esta superficie ¢ contida. Da equacio (3.38) podemos notar que, de
forma semelhante, a geometria na superficie dindmica S é gerada (induzida) pela geometria

riemanniana das superficies S;.

Agora, se V;, = v*h, e W), = wh, sdo dois vetores do T},, entao seu produto

escalar pode ser calculado usando a métrica ,, como se segue:

(Vh, Wh) = ’yab’l)awb. (339)

Seja V = v°r), + v°r, um vetor na base {r/,r}}. Encontraremos suas coordenadas
na base {h,,r{}.

Com efeito, de (3.37) temos que r/, = h, + gﬁrg Entao
9oo
a 9oa 4 0 a a90a r
V =v%(h, + Z2r)) + 0t = v%h, + (° 4+ v . 3.40
(Bo + 2 org) + oy (0" + 0" ) (3.40)

Podemos comparar (3.40) com (1.4).

Seja V = v/, + v’r, um vetor horizontal. Encontraremos a relacdo entre suas

9oa
coordenadas v® e vY. De (3.4()) temos v¥ = —p?=".
goo
Sabemos que os campos vetoriais 1} e rj sdo tangentes em cada ponto as curvas
denad 1 ¢2 ¢0 1 ¢2 ¢0 : b f,_S',_ﬁr
coordenadas r(§', &7, &) e r(&y, &7, &) respectivamente sobre a superficie Seo: 1] = oe e

or
o0& €2’

em relacao aos campos vetoriais horizontais h; e hs.

/

r, = Vamos buscar as coordenadas £# = (5 N §0) as quais tem a mesma propriedade

1 Sendo, acontecera que hi|lhy. Isto implica que ry,rs e rqy ficardo no mesmo plano, o que

contradiz o fato de que estes vetores formam uma base.
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Seja a relacdo entre & e £+ dada pelas funcoes 5“({“). Entao podemos encontra-las

da seguinte condicao:

~ - d a d 0
1 (€4(69) = (€ (6) L ML S
6 j df df goo
L)) = myeren) o | A gy
052 = 2 r, dé +ri—= d£2 =T5H — %ro-

De forma semelhante & Introducao (veja (1.4)-(1.6)) escolhemos £ (€r) = €1, £2(Er) = £2.

Entéo vamos buscar £°(¢1, €2, £€9) a partir do sistema de equacdes:

850 g()a
¢,e,¢ 3.41
85“( )= goo (3.41)
A condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solucgao é
8,92 — p,901. (3.42)
goo goo

Assumimos que a aplicagao (3.32) implica a métrica com estas condigoes. Desta maneira,

fazendo a substituicao

¢! ¢!

e — £2 , (3.43)

& (e =1)
onde £° satisfaz (3.41), nés vamos trabalhar em novas coordenadas &¢ = (€',€2 ).
Para estas coordenadas os vetores hy, hy sao tangentes as curvas coordenadas: h, =
85“ (5“ £°(€%,t)). Notemos também que g;(é“,{o(ﬁa,t)) aagro aaio Oaio é o vetor na

dire¢do do rf. Denotamo-lo por h;. Entdo tem-se h; || rj. Logo, podemos usar a base
{h,, h;} em vez da base {h,,ry}. Em particular, h, L h;, ou seja, (h,,h;) = 0.

Em novas coordenadas, a superficie dinAmica é descrita pela funcao r(£%,£°%(£9,t)).
Fixando ¢ = ty, obtemos a superficie r(£%,£%(€%,t0)) em R?® perpendicular ao campo
vetorial r( (ou hy). Chamaremos esta superficie por superficie horizontal e denotaremos

por Sp,, -

Deste jeito, podemos afirmar que a geometria riemanniana na Se com a métrica
gar = (1}, 1}) produz a geometria riemanniana com a métrica v, = (h,, hy) sobre a

superficie horizontal Sy, e seus planos horizontais T},.

Na teoria da relatividade geral, S;, é uma superficie dos eventos simultaneos do

ponto de vista de um observador que decidiu usar as coordenadas &*.

Resumindo, na superficie dinAmica r(£%, %) escolhemos como dire¢oes horizontais
os planos T}, ortogonais ao vetor r(. Para a superficie com métrica (3.42) existe um sistema
de coordenadas (£%t), a saber, (£%,£°(€%,t)), onde £° satisfaz a (3.41) tal que os vetores

horizontais h, sao tangentes as curvas coordenadas:

0
hazﬂzc‘?reht or 9¢

= —— = Lh 44
aga a ago at atr as (3 )
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onde r = r(£%,£%(€%,t)) é uma parametrizagao que define S em novas coordenadas. Pela

construgao temos as seguintes propriedades:

(hm hb) = Yab, (hm ht) = 07 (345)

abha - aahb, (9aht - (9tha. (346)

Notemos que as propriedades (3.46) junto com (h,, h;) = 0 s@o necessarias para escrever
derivadas dos vetores da base na equacao de transporte paralelo em termos dos simbolos
de Christoffel. Por esta razao, nds precisamos fazer esta passagem para as coordenadas

novas.

3.7 DEFINICAO DE CAMPO VETORIAL PARALELO (TRANSPORTE PARALELO)
SOBRE UMA SUPERFICIE DINAMICA

Definimos transporte paralelo usando as dire¢oes horizontais descritas na secao
anterior. Sejam 7 uma curva dindmica regular sobre uma superficie dindmica r(£¢,£°)
e V um campo vetorial arbitrario de R3 ao longo da 7. Fazendo a projeciao ortogonal
do campo V em cada ponto da curva « sobre o plano horizontal T} obteremos o campo
horizontal V, ao longo da ~y. Consideramos dois pontos P(£%) e Q(£° + AE%) da curva .
Projetando o vetor V5, € T, (Q) sobre o plano horizontal T} (P) do ponto P obtemos o
vetor Vigl,,. Veja a Figura 8.

Definigao. Chamaremos paralelo o campo vetorial V ao longo da curva dindmica

v se

Vgl (€% 4+ AE%) = Vip(€Y)
lim

Jim AF = 0. (3.47)

Comentario. A equagao de transporte paralelo (3.31) (que obteremos em seguida
no caso geral) ndo muda sua forma (ou seja, covariante) utilizando transformagoes bidimen-
sionais de coordenadas & —s £% = f“(fb). Porém, usando transformacoes tridimensionais
£ — = £n(€Y), esta equacdo ndo serd covariante. Notemos que as bases {r/,n},
{rl,r(} e {h,, r{ = h;} sdo interligadas por transformagoes tridimensionais. Portanto a
equacao de transporte paralelo nestas bases terd formas diferentes. A forma necessaria da
equacgao de transporte paralelo (ou seja, (3.31)) aparecerd exatamente na base {h,, h;}.
Em outras coordenadas (ou seja, nas componentes do V = vr!, + v"n ou V = 9°r/, +vr)
esta equacao terd a forma mais complexa pois as derivadas da métrica serao expressadas
através de I'¢, (), tensor de tor¢ao T, e a segunda forma fundamental. Por exemplo, se
trabalhamos com a base {h,, 1} com coordenadas (£%,£%) entdo d,hy nio sera simétrico:

Ouhy =16 h, + T5h, + Nypri, onde IS, é simétrico e T antisimétrico.
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R @)

pr

Seo

Figura 8 — Interpretacdo geométrica de transporte paralelo sobre uma superficie dindmica

3.8 EQUACAO DE TRANSPORTE PARALELO SOBRE UMA SUPERFICIE DINA-
MICA

Escolhemos em R? um campo vetorial V ao longo da curva dindmica . Analisare-
mos o transporte paralelo sobre a superficie dindmica r(£?,¢) = r(£%,£°(€%,t)), ou seja,
em coordenadas (3.43). Nestas coordenadas a curva dindmica serd dada como r(£%(¢),t),

além disso, r/, = h, L r; = h;. Os vetores do campo em pontos P(t) e Q(t + At) serdo:
Vp = v ()ha(£°(1), 1) + v' () (£ (1), 1),
Vo = vt + At)ha(E0(t + At), t+ At) + v (t + At)h(E0(t + At), t + At).
Escolhemos a parte horizontal (veja a Figura 8):
Vip = v ()ha(E(t),1), Vg = v (t + At)h,(E(t + At), t + At).

Projetaremos Vg no plano horizontal do ponto P, ou seja, representaremos na forma
seguinte:
Vig = v (t)ha(€"(1),t) + vg () he("(1). 1).

Os célculos posteriores, uma vez que acontecem (3.44)-(3.46), coincidem com os

da secao 3.5, onde substituimos (r/,r}) — (ha, ht) € gup — Yap € construimos os simbolos



de Christoffel Ty, usando a métrica 7,. Portanto, obtemos v¢, na forma

v(t) = (Vi a(€°(1).1))3" (€°(1). 1)

Substituindo na (3.47), obtemos a equacao de transporte paralelo:

dva a dé’d c 1 c ~ba
E + I’dc(fy)ﬁv + 51} (@’yd,)fy =0,

ou seja,
a 1 c ~ba
D(y)v" + 2V (@%b)v =0.

47

(3.48)
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A aceleragao compativel com os principios da Relatividade Geral (RG) é determi-

nada usando varias fases as quais nés discutimos na Introducao.

Mostramos que na Geometria Diferencial (GD) da superficie dinAmica em R?
aparecem os analogos geométricos de todas estas fases. Comparando a Introducao com as

secoes 3.6 - 3.8, estas fases podem ser enumeradas como se segue:

1. Na RG, nés trocamos as coordenadas iniciais x* pelas coordenadas de laboratério
(as equagoes (1.4) e (1.5)).

or
Na GD, esta troca corresponde a substituicao da base r; = —— adaptada com a

=

estrutura de superficies Sg, pela base {h,, h;} adaptada com a estrutura dos planos
horizontais T}, (as formulas (3.37),(3.40),(3.41) e (3.43)).

2. Na RG, aparece a métrica ~,;;(x,t) sobre a superficie de eventos simultdneos (a
férmula (1.5)).
Na GD, para esta métrica, corresponde a métrica v,5(£%, ) sobre os planos horizontais
Ty, a equacao (3.38).

3. Na RG, obtemos a equacao de transporte paralelo (1.19).

Na GD, para esta equagdo, corresponde a equagao (3.48).

A analise detalhada destas correspondéncias é uma préxima etapa necessaria para

trabalhos futuros.

Concluindo, podemos listar brevemente as possiveis direcoes para a continuagao
deste trabalho:

1. Como os campos vetoriais (1.6) e (1.7) formam non coordinate basis, seria interessante
encontrar a equagao de transporte paralelo sobre uma superficie (Segao 2.3.2.4) nesta

base.

2. Como generalizar nosso procedimento para o caso geral, ou seja, para uma superficie

dindmica sem a restricao (3.42)7

3. E necessario definir o conceito de comprimento da curva (e a distancia entre pontos)
sobre uma superficie dindmica. A definicao deve ser tal que a distancia entre os

pontos de uma curva dinamica degenerada serd nula.

4. Seria interessante testar a covariancia do formalismo. Suponhamos que, usando

a coordenada &*, verificamos que o campo vetorial dado V é paralelo. Sera que
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este campo é paralelo se nos fizermos todos os cdlculos utilizando algumas outras

coordenadas '*7?

Ja mencionamos na secao 3.1 que, localmente, S é um exemplo de um fibrado.
Portanto, seria interessante reformular todo o trabalho em termos da teoria das

conexoes num espaco fibrado.

Nogoes basicas de Relatividade Especial e Relatividade Geral foram formuladas
antes da descoberta do spin das particulas elementares. Entao elas descrevem as
propriedades de espaco-tempo como elas sao vistas por particulas de teste sem spin.
Seria interessante ver se estas nogoes permanecem ou devem ser modificadas se a
particula sem spin fosse substituida por uma particula mais realistica, ou seja, com

spin.



[10]

[11]

[12]

[13]
[14]
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