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RESUMO

O principal resultado do trabalho é a desigualdade de Grothendieck, desenvolvida em
1958 pelo matematico naturalizado francés Grothendieck. Abordamos as defini¢oes de
sequéncias absolutamente soméveis e incondicionalmente soméveis sobre espacos normados,
os operadores absolutamente somantes, assim como diversos resultados que se desenvolvem
a partir dessas defini¢goes. Como consequéncia da desigualdade de Grothendieck temos o
teorema de Grothendieck, que nos diz que todo operador linear e continuo de [; em [y é
absolutamente somante. Por fim, estudamos os chamados operadores p-somantes e suas
propriedades, os espagos £, e as versoes do teorema de Grothendieck para operadores

absolutamente somantes definidos em espagos L£,.

Palavras-chave: Anéalise Funcional . Operadores p-somantes . Desigualdade de Grothendi-

eck.



ABSTRACT

The main result of the work is the Grothendieck inequality, developed in 1958 by the
French naturalized mathematician Grothendieck. We address the definitions of sequences
that are absolutely summable and unconditionally summable, the absolutely summing
operators, as well as several results that develop from these definitions. As a consequence
of Grothendieck’s inequality, we have Grothendieck’s theorem, which tells us that every
linear and continuous operator of /; in [y is absolutely summing. Finally, we study the
so-called p-summing operators and their properties, £, spaces and Grothendieck’s theorem

versions for absolutely summing operators defined in £, spaces.

Key-words: Functional Analysys. p-summing operators. Grothendieck’s inequality.
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1 ) Introducao

Em 1953, Grothendieck publicou um artigo intitulado "Résumé de la théorie métri-
que des produits tensoriels topologiques”, que atualmente é chamado de "Grothendieck’s
résumé'. Sua tese foi dedicada a produtos tensoriais de espacos vetoriais topologicos.
Apesar do artigo ser revisado por Dvoretzky, sua tese passou despercebida até 1968,
quando foi utilizada no artigo de Lindenstrauss e Pelczynski. O trabalho foi escrito em
francés e publicado em uma revista brasileira com circulagdo muito limitada. Como o
trabalho de Grothendieck é de dificil leitura, analisamos o trabalho de Lindenstrauss e
Pelczynski. Uma abordagem mais profunda da historia da desigualdade e dos teoremas de

Grothendieck, pode ser encontrada em [7].

O objetivo é estudarmos a desigualdade de Grothendieck e suas aplicagoes para
operadores p-somantes. Para tal estudo, necessitamos de algumas defini¢oes e resultados.

Estes resultados preliminares estao presentes ao longo dos capitulos 2 e 3.

No capitulo 2, abordamos as principais defini¢gdes e resultados de Anélise Funcional
que foram utilizados ao longo deste texto. As demonstracoes destes resultados foram
omitidas por nao serem o enfoque do trabalho. Além disso, apresentamos neste capitulo

as notagoes mais recorrentes.

No capitulo 3, definimos o conceito de sequéncias absolutamente convergentes e
incondicionalmente convergentes. Apresentamos também algumas caracterizagoes dessas
sequéncias. Por fim, abordamos as chamadas sequéncias de Rademacher e a desigualdade

de Khinchin, que serd fundamental na demonstracao da desigualdade de Grothendieck.

No capitulo 4, apresentamos a desigualdade de Grothendieck, a primeira versao do
teorema de Grothendieck e uma consequéncia que sera utilizada nos demais teoremas de

Grothendieck do capitulo seguinte.

Por fim, no ultimo capitulo deste trabalho apresentamos outras versoes do teorema
de Grothendieck. Abordamos versoes do teorema para operadores p-somantes, que sao
operadores que estendem a definicao de operadores absolutamente somantes. A primeira
secao é dedicada para a andlise dos operadores p-somantes, resultados fundamentais desta
teoria e alguns exemplos. Na tltima , abordamos os teoremas que utilizam a desigualdade

de Grothendieck em suas demonstragoes.



2  Preliminares

O objetivo principal do trabalho é apresentar a desigualdade de Grothendieck,
sua demonstracao e algumas consequéncias. Entretanto, algumas defini¢oes e teoremas
preliminares sao necessarios para a construcao tedrica de alguns resultados utilizados ao

longo do texto.

Neste capitulo, abordamos defini¢coes e resultados que corroboram de maneira
significativa para a compreensao de diversos lemas, proposicoes e teoremas analisados nos
préximos capitulos. A maioria dos resultados ao longo das se¢oes serao expostos sem as

devidas demonstracoes.

2.1 Algumas notacoes e desigualdades

A maior parte dos resultados citados nesse capitulo utilizam espacgos de Banach,

que sao espacos vetoriais normados completos. Estes estao denotados pela letra X.
Outras notagoes que sao utilizadas referem-se a importantes subconjuntos de um es-
paco de Banach X. As notagoes By e Sx representam a bola fechada unitaria do espaco
X e a esfera unitaria do espaco X, respectivamente.

A letra K ira indicar o corpo dos niimeros reais ou corpo dos nimeros complexos.

Fixado p € [1,00), a notagao [, representa o espaco das sequéncias de escalares re-
1

p P
ais ou complexos = = (z1,Z2,...,Tp,...) , Cuja série (Z ]xn|p> seja convergente.
n=1
Fixado p € [1,00), a notagao (L,[0,1],] ||,) ird denotar o espago de todas as funcoes
1

1 P
f:10,1] — R que sao integraveis. Onde, || f]|, = (/0 ]f(t)]pdt> para todo f € L,[0,1].

Sendo X,Y dois espagos de Banach, a notacao Z(X,Y) vai indicar o espago de to-

das aplicacoes lineares de X em Y.



Sendo X,Y dois espagos de Banach, a notacdo B(X,Y) vai indicar o espago de to-
das aplicagoes lineares continuas de X em Y. A norma sobre o espaco B(X,Y) é definida

COIMoO:
|| ”B(X,Y) : B(X, Y) — K

T = |Tlseeyy = sup [|T(2)]
r€Bx

A notacao X* vai indicar o dual topologico de X, isto é, o conjunto de todas as aplicagoes

lineares e continuas de X em K.
A letra H vai denotar um espaco de Hilbert.

Outras notagoes especificas surgem ao longo dos capitulos do trabalho.

Teorema 2.1.1. Sejam p, q nimeros reais tais que 1 < p < q < oo. Entao, ||fl|ls < I fll,
para todo f € L,[0,1].

Demonstragio. Seja f € L,[0,1] com f # 0.

Vamos definir g = HfH . Notemos que g € S,.
p

Como g € Sy, segue que |g(t)| < 1, para todo ¢ € [0,1]. Logo, |g()|? < |g(t)[? < 1, para
todo ¢ € [0,1]. Assim:

ot = ([ otor)’
< ([ wtor)’

= lglls =1
Portanto:
gl <1 =
il =t =
1o 1l,
1 £1lq < 11F1lp

O

Agora, apresentaremos sem demonstracao, algumas desigualdades que serdo muito

utilizadas:



10

Proposicao 2.1.2 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1 tais que %4—% = 1.

Fizemos n € N*. Entdo para todos ag,b, € K com k=1,...,n temos:

i 1
Z|akbk| < <Z|ak|p> <Z|bk|q> , Vn e N
=1 =1 =1

Uma demonstragido pode ser encontrada em [6], capitulo 1, paginas 12,13.

Proposicao 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam p € [1,00) e n € N*. Entdo

para todos ap, b, € K, k=1,...,n temos:
1 1 1
n P n P n P
<Z|ak+bk|p> S <Z|ak|p> + <Z|bk|p> ) VHEN
k=1 k=1 k=1

Uma demonstragao pode ser encontrada em [6], capitulo 1, paginas 12,13,14.

Proposicao 2.1.4 (Desigualdade de Minkowski generalizada). Seja h(x,y) uma
fungdo integravel definida para a < x <bec <y <d. Entdo, vale a desigualdade:

Vab /th(x,y)dy‘rdwr g/cd Mb!h(x,y)y’”dxrdy

para r > 1.

Uma demonstragdo pode ser encontrada em [9], capitulo 1, paginas 19.

Proposicao 2.1.5 (Desigualdade de Bessel). Seja (e,,) uma sequéncia ortonormal em

um espago de Hilbert H. Entdo, para todo x € H temos:
> Ny en)” < o).
n=1

Uma demonstragdo pode ser encontrada em [6], capitulo 3, pagina 156.

2.2 Resultados basicos de Analise Funcional

Nesta secao, vamos apresentar alguns resultados basicos da teoria de anélise
funcional. Os primeiros resultados representam as versoes do teorema de Hanh-Banach.
Além desses resultados, apresentaremos o teorema de Baire, o teorema da aplicaciao aberta

e teorema do grafico fechado.

A seguir, seguem duas principais consequéncias do teorema de Hahn-Banach, que

vamos utilizar durante o desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 2.2.1 (Hahn-Banach). Sejam X um espago de Banach e xg um vetor nao-nulo

de X. Entao, existe um funcional linear x* € X* tal que:
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(i) lz*l = 1;

(ii) x*(x0) = ||lzoll
Uma demonstragao pode ser encontrada em [6], capitulo 4, pagina 223.

Teorema 2.2.2 (Hahn-Banach). Para cada x em um espago de Banach X, temos:

lzl = sup |a"(z)].
CE*GBx*

Uma demonstragao pode ser encontrada em [6], capitulo 4, pagina 223.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Baire). Seja X um espago métrico nao-vazio. Se X pode
[o.¢]
ser ser escrito como uma uniao enumerdavel U X, de subconjuntos fechados de X, entdo

n=1

existe ng € N tal que int X, # 0.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [3], capitulo 2, pagina 15.

Definigao 2.2.4 (Aplicagao aberta). Sejam X,Y dois espagos métricos. Dizemos que
uma aplicagio T : X —'Y € aberta se T leva subconjuntos abertos de X em subconjuntos
abertos de Y .

Teorema 2.2.5 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam X,Y espacos de Banach e
T € B(X,Y). SeT € sobrejetora entao T é uma aplicagio aberta.

Uma demonstragdo pode ser encontrada em [3], capitulo 4, paginas 286-289.

Corolario 2.2.6. Sejam XY espacos de Banach e T € B(X,Y) tal que T ¢é bijetora.
Entio T™' € B(Y, X).

Uma demonstragdo pode ser encontrada em [3], capitulo 4, paginas 289.

Definigao 2.2.7 (Topologia produto). A topologia produto é a topologia cuja base é
formada pelas intersecoes finitas das imagens inversas, pelas projecoes canonicas, dos

abertos de cada espago topoldgico que forma o produto.

Teorema 2.2.8 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam X,Y espacos de Banach e
T : X — Y um operador linear. Entao T ¢é limitado se, e somente se, o seu grifico
I'={(z,T(x)); x € X} é fechado na topologia produto.

A demonstracao pode ser encontrada em [3], capitulo 4, paginas 292.

Outros resultados e definigoes de andlise funcional podem ser encontrados em [9)].
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2.3 Operadores compactos

Nesta se¢ao apresentamos operadores compactos, definidos sobre espacos de Banach.
Apresentaremos alguns resultados para operadores compactos, omitindo maior parte das

demonstragoes.

Definig¢ao 2.3.1 (Conjunto Compacto). Seja X um espago de Banach e S C X um
subconjunto de X. Dizemos que S é compacto se toda sequéncia (x,) C S possuir uma

subsequéncia (T, )yen convergente em S.

Definigao 2.3.2 (Operador Compacto). Sejam X,Y espacos de Banach. Dizemos que
o operador T : X — Y € compacto se para toda sequéncia limitada (x,) C X, a sequéncia

(T'(z,)) CY admite pelo menos uma subsequéncia convergente em Y .

Lema 2.3.3. Seja K C ly. Se K é compacto entao, dado € > 0 existe n. € N tal que:

> an] > ¢

n<ne

para todo elemento x = (a,) € K.

Demonstragio. Seja dado € > 0. Consideremos ((Bg(a")),eN uma cobertura de bolas
abertas em K. Como K é compacto segue que K admite uma subcobertura finita,
digamos:

K C (B:(a'))U(Bs(a®))U...U(B:(a™) (%)
Como a' = (al) € Iy, existe n! € N tal que:

1 £
> Jall < 5

n>nl

Como a? = (a?) € [y, existe n? € N tal que:

> la2l < 5

2
n>n2

Como a™ = (al) € Iy, existe n* € N tal que:
n €

> ] < 3

ar =

n>nl 2

Tomemos n. = max{n’; i =1,...,m}.

Seja b= (bp)nen € K. Por (x) existe k € {1,...,m} tal que b € Bz (ay).

Assim, existe n;' € N tal que:

b, — ak| < <
2

"
n>ng
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!/ " ~
Tomemos n. = max{n_,n_}. Entdo:

> bl € 3 fbo—abl+ X lakl < 5+ 5 =<

n>ne n>ne n>ne

.:Z|bn|§€. []

n>ne

2.4 Elementos da teoria da medida

Nesta secao vamos apresentar algumas defini¢coes de elementos da teoria da medida
que serao utilizadas no capitulo 5 desta dissertacao. Os exemplos 5.1.29, 5.1.30, 5.1.31,

5.1.32 e 5.1.33 sao construidos baseando-se nessas definigoes.

Vamos definir espagos mensuraveis, espagos de medida e o espago L,(u), dentre

outras defini¢oes recorrentes.

Iniciaremos a secao definindo o—algebra e espago mensuravel. Esta definicao é

importante para a compreensao do exemplo 5.1.31.

Definigao 2.4.1 (Sigma algebra). Seja X um conjunto qualquer e ¥ uma cole¢io de

subconjuntos de X. Dizemos que ¥ € uma o—dlgebra se:

i) 0eX.

it) Se Y € ¥ entio X —Y € X.

ii1) Se X1,...,X, € X entdo UXi e .

i=1
Defini¢ao 2.4.2 (Espago mensuréavel). Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que

(X,X) € um espago mensurdvel se ¥ € uma o—dlgebra sobre X.

Definigao 2.4.3 (Medida positiva). Sejam X um conjunto qualquer e ¥ uma o— dlgebra.
Um medida positiva definida sobre 3 é uma fungio p: ¥ — [0,00) que goza das sequintes

propriedades:

i) p(0) =0.
i) p (U En> = > u(Ey,), para qualquer colegio enumerdvel (E,)nen de 3.
n=1 n=1
As definigoes 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6 e 2.4.7 sao fundamentais para construcao dos
exemplos 5.1.29 e 5.1.30.

Definigao 2.4.4 (Espago de medida). Sejam X um espaco qualquer e ¥ uma o— dlgebra
definida sobre X. Dizemos que (X, %, 1) € um espago de medida se i é uma medida definida

sobre 3.
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Definigdo 2.4.5 (Algebra de Borel). Seja (X, 7) um espago topoldgico, onde T é uma
topologia sobre X. A menor o—dlgebra sobre X que contém os abertos da topologia T €

denominada de dlgebra de Borel.

Definigao 2.4.6 (Medida de Borel). Seja (X, 7) um espaco topoldgico, onde T é uma to-
pologia sobre X . Qualquer medida definida sobre a dlgebra de Borel de (X, T) é denominada
de medida de Borel.

Definigao 2.4.7 (Medida regular). Sejam (X, 1) um espago topolégico, > uma o— dlgebra
sobre X e p uma medida positiva definida sobre 3. Um subconjunto mensurdvel A de X é

dito regular interno se:
pu(A) =sup{u(F); F C A, F compacto e mensurdvel}.
Um subconjunto mensurdvel A de X é dito regular externo se:
u(A) =inf{u(G); G C A, G aberto e mensurdvel}.

Uma medida é chamada de regular interna se todo conjunto mensurdvel for reqular
mterno.
Uma medida é chamada de regular externa se todo conjunto mensurdvel for regular
externo.

Uma medida é chamada regular se for externa regular e interna regular.

A defini¢ao 2.4.8 é utilizada no enunciado do exemplo 5.1.32.

Defini¢ao 2.4.8 (Medida finita). Seja (X, X, 1) um espago de medida, onde ¥ é uma
o—algebra e p é uma medida definida sobre . A medida p € dita finita se u(X) < oo.

As defini¢oes 2.4.9 e 2.4.10 sao utilizadas no exemplo 5.1.29.

Definigao 2.4.9 (Fung¢ao mensuréavel). Sejam (X, %), (Y, Xs) espagos mensurdveis e
f: X — Y uma fungio. Dizemos que f é uma fungio mensurdvel se f~1(E) € ¥y para

todo E € ¥5.

Definicao 2.4.10 (Espago L,(p)). Sejam 1 >1 < 0o e (X, X, 1) um espago de medida.

Se f é uma funcao mensuravel sobre X, definimos:

11, = ([ 1Pan)”

O espago vetorial L,(p) € definido como o conjunto de todas as fungoes mensurdveis f tais

que || fllp < oo
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2.5 Topologias fraca e fraca estrela

Nesta secao apresentamos as definigoes de topologia fraca e fraca estrela. Além
disso, apresentamos alguns resultados baseados nestas defini¢oes, como o teorema de
Alaoglu, que nos diz que a bola unitaria do dual topolégico de um espago normado é fraca

estrela compacta. Os resultados serao expostos, omitindo-se as demonstragoes.

Defini¢ao 2.5.1 (Topologia fraca). Seja (X,| ||) um espago normado. A topologia
fraca em X € a topologia obtida tomando como base de vizinhangas, todos os conjuntos da

forma:
Uo; f1, .- faie) = {z € X; [fi(x) — filzo)| <&, 1 <i<n}

onden €N; fi,....fn € X* 20X ec>0.

Observagao 2.5.2. Seja (X, || ||) um espago normado. Vamos denotar por (X, o(X, X*))

o espaco X munido com a topologia fraca.

Proposicao 2.5.3. Sejam (X, || ||) um espago normado e (x,)nen C X uma sequéncia.

Entao, x, — o na topologia fraca se, e somente se, f(x,) — f(xo) para todo f € X*.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [3], capitulo 4, paginas 261 e 262.

Teorema 2.5.4. Sejam (X, || ||) um espago normado e A C X um subconjunto convezo.
L —o(X,X7)
Entao, A=A )

Uma demonstragao pode ser encontrada em [2], capitulo 3, pagina 38.

Defini¢ao 2.5.5 (Topologia fraca estrela). Seja (X,| ||) um espaco normado. A
topologia fraca estrela em X* é a topologia obtida tomando como base de vizinhangas, todos

0s conjuntos da forma:

U(poi 21, . anse) = {o € X*5 |o(z) — pol)| <e, 1 <i<n}
onden € Ny xy,...,x, € X; g€ X" e >0.

Proposigao 2.5.6. Sejam (X,| ||) um espago normado e (¢,) C X* uma sequéncia.
Entao, ¢, — @o na topologia fraca estrela se, e somente se, @, (x) — wo(z) para todo
re X.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [2], capitulo 3, paginas 40 e 41.

Observagao 2.5.7. Seja (X, || ||) um espagco normado. Vamos denotar por (X*,o(X*, X))

o espaco X* munido com a topologia fraca estrela.
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Teorema 2.5.8 (Teorema de Alaoglu). Seja (X, | ||) um espago normado. Entdo
Bx« ={p € X*; ||¢|| <1} é o(X*, X) compacto.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [2], capitulo 3, paginas 42 e 43.

Teorema 2.5.9. Se X ¢é um espaco normado separdvel entdo toda sequéncia limitada em

X* possui uma subsequéncia convergente na topologia fraca estrela.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [2], capitulo 3, pagina 50.

Teorema 2.5.10. Seja X um espago de Banach. Entao X ¢é separdvel se, e somente se,

Bx« € metrizavel na topologia fraca estrela.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [2], capitulo 3, pagina 48.
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3 Séries incondicionalmente e absolu-
tamente somaveis em espacos de Ba-

nach

3.1 Teorema de Dvoretzky-Rogers

Nesta secao definimos sequéncias absolutamente somaveis, que sao sequéncias cujas
normas convergem na norma de [;, e sequéncias incondicionalmente somaveis, que sao
sequéncias convergentes na norma de [; independente da ordem dos indices. O teorema de

Dvoretzky-Rogers pode ser encontrado em [4], capitulo 1, paginas 2,3,4.

O objetivo principal desta secao é garantirmos que tomando-se uma sequéncia
arbitraria em [y, podemos obter uma sequéncia incondicionalmente soméavel em um deter-
minado espacgo de Banach, onde a norma de cada elemento deste espaco é igual ao modulo

de cada entrada da sequéncia tomada em [5.

Para a demonstracao do teorema principal necessitamos de um lema prévio.

Definicao 3.1.1. Seja X um espaco normado.

(0.9]
Dizemos que uma sequéncia (x,) C X ¢ absolutamente somdvel se a série »_ ||z, || for
n=1
convergente. Dizemos que uma sequéncia (z,,) C X ¢ incondicionalmente somdvel se a

o

série Z ||| for convergente para toda permutagio o : N — N.
n=1

Proposicao 3.1.2. Seja X um espago normado. X é um espago de Banach se, e somente

se, toda sequéncia absolutamente somavel é incondicionalmente somdvel.

Demonstrag¢io. (<=) Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em X. Vamos mostrar que (z,,)
possui uma subsequéncia convergente. Afirmamos que (x,) possui uma subsequéncia (xy, )
satisfazendo: .

|Zn, — Tn, || < ok V> k.



Vamos mostrar essa afirmacao através de um processo indutivo em k.

Para k =1 existe um n; € N tal que:

1
|em — x| < 2 Vm,l > ny.

Em particular:

1
|en, — x| < 2 VI > n,.

Para k = 2 existe um ny > n; € N tal que:

1
|Tm — x| < 2 VYm, [ > ns.

Em particular:

|zn, — 1] < Vi > ns.

?7
Além disso, notemos que:

||33n1 - anH < 5
Para k = 3 existe um n3 > ny > ny € N tal que:

1
|xm — x| < 25 Vm, | > ns.

Assim:

| zn, — 2] < VI > ns.

?7
Além disso, notemos que:
||ajn2 - xn?,H < ?

Indutivamente temos que:

1
|0, — Tn, || < o5 V> k.

Vamos definir:
Tpy = 0
Y = Tp, —Tp,_,, KEN

Observemos que:

k
Zyl - Z Tn; — xm—1) = Tp; — Tpg + Tny — Tpy ... +‘Tnk — Tnp_y = Ty
=1

Além disso:

1

Assim:

1
>l <3

18
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o0 [e.¢]
Como a série Y _ |lyx|| converge segue que >y, converge, pois por hipétese toda sequéncia
k=2 k=2
absolutamente somavel é incondicionalmente soméavel. Assim, a sequéncia das somas
k k

parciais »_y; converge. Como z,,, = »_y; concluimos que (z,,) converge.
i=1 i=1
oo
(=) Suponhamos que (X, || . ||) seja um espago de Banach. Consideremos » _ x,, uma
n=1

série absolutamente convergente em X.

o0 oo
Ou seja, Y ||lzn| < co. Notemos que > ||z, || é uma série convergente sobre o corpo K.

n=1 n=1
[e.9]
Assim Y ||@o(m)|| é convergente para toda permuta¢io o : N — N,
-1

n—=
Consideremos m > n € N e fixemos ¢ : N — N uma permutacao.

Pelo critério de Cauchy, dado € > 0 existe ny € N tal que:

m
Z ||$a(i)|| <e, Yi>ng
i=n-+1
Notemos que:
m m
> Tl < D llzenll
i=n+1 i=n+1

Assim, concluimos que a sequéncia das somas parciais Z Ts(;) ¢ uma sequéncia de Cauchy.
i=1
Como X é completo, segue que a sequéncia das somas parciais ¢ convergente. Entao a
oo
série Z Ts(n) € convergente. O

n=1
O lema 3.1.3 pode ser encontrado em [4], capitulo 1, paginas 2 e 3.

Lema 3.1.3. Seja X um espaco de Banach 2n dimensional. Entao existem n vetores

T1,To,...,T, € Bx cada um com morma maior ou igual a % tais que, para quaisquer

escalares \q, ..., \,,temos:

=

[V

n n
Yo < IV
=i =1

Demonstracdo. Para simplificarmos a notacao, tanto o operador linear quanto a matriz
associada a este operador serao denotados pela mesma letra.

Vamos encontrar um isomorfismo v : [3" — X satisfazendo:
(*)  |tr(u )| < 2n|jv|| Vv e L5 X)

A aplicacao:
det : Z2(I5", X) - K

v — det(v)
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¢ continua na esfera unitdria do espago .Z(I>", X), que serd denotada por S. Como o
conjunto S é compacto e a aplicagdo det é continua, pelo teorema de Weierstrass, segue
que det admite méximo e minimo no conjunto S.

Podemos entao considerar u € S tal que det(u) = max{| det(v)|; v € S}

Vamos mostrar que u satisfaz (x)

Sejam ¢ € R, ¢ # 0ewv € Z(I*, X). Para u considerado anteriormente, temos que

(u+ev) € Z(I?", X), ja que Z(I*", X) é um espaco vetorial. Consideremos w = ||Z§Z||'
Como ||w|| =1, segue que w € S. Observemos que:
u+ev
| det(u + ev)| = |det | -————— || = [det(w)| < det(u).
|u+ ev||*® |u + ev||

Assim:
(xx)  det(u+ev) < det(u)u+ o) < det(u)(|lull + lelflv]])*" < det(w)(1 + [e]]jo]])>".

Afirmamos que u € S ¢é invertivel.

Supondo que u nao seja invertivel, temos que det(u) = 0; porém |det(v)| < det(u), Vv € S,
assim det(v) = 0, Yo € S. Mas isso é absurdo, pois o operador identidade do espago
Z(12", X) possui determinante igual a 1. Logo, u é invertivel.

Como u é uma aplicacao linear bijetora, temos que v é um isomorfismo. Observemos que:

|det(u+ev)] = |det(u(l +cu'v))]
= |det(u)det( + cu tv)|
= |det(u)||det(] + eu"'v)|
= det(u

(u)| det(I 4+ eu"v)|
= det(u

11+ etr(uv) + C(e)|

~—  —

onde:

C(e)l = O(lel)
O(|e|*) denota os termos que apresentam |e|2.
Usando (%), podemos observar também que:
det(u)|1 + etr(uv) + C(e)| = | det(u + ev)| < det(u)(1 + |e|||v]|)*"

Dai:
11+ etr(u™'v) + C(e)] < (14 |ell|v]))*™ = 14 2nfe|||v]| + O(le]?)

Podemos escolher ¢ suficientemente pequeno tal que:

etr(utv) = |etr(u~ )|
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Temos que:

|1+ etr(u=tv)| — O(le]*)

11 +etr(uv)| — |C(e)]
11+ etr(uv) + C(e)|
< 1+ 2nfel|jo]| + O(le]?)

IN

Pela escolha de e, podemos considerar que:

11 +etr(uv)| =1+ etr(u'v)

Logo:
11+ etr(u™ )| < 1+ 2nlel|v|| + O(e]*) =
1+ |elltr(u'v)| <14 2nle|||lv]] + O(g]*) =
lel[tr(u™ o) < 2nle]|lv]| + O(le*) =
[tr(u™v)| < 2nllv]l + O(le]?) (3.1)
Fazendo € — 0 obtemos (x).
Seja W C 2" um subespago de dimensao m.
Seja = {wy,...,w,} uma base ortogonal do subespago W. Podemos estendé-la a fim de
obtermos uma base ortogonal 5/ para o espaco /3", digamos B/ ={wy,..., Wy Tmi1 ..., Ton}

m
%
Seja P : 13" — [2" a aplicacdo projegao ortogonal definida como P(y) = Z ((y’))wi.
—1 Wi, wy
Observemos que:

P(uwq) = (wr, wl)w1 + (w17w2)w2 + . (wl’ Wn) Wy + 021 + ... Oz9y,
(w1, wr) (w2, wy) (wm, W)
Pws,) = (ws, wl)wl n (wy, wz)w2 N (w2, W) (02 Wn) Oy + O
(wlv wl) (w2> w?) (wma wm)
P(wyy,) = 7(102”’ wl)wl 7(102”’ w2)w2 + ...+ 7@02”’ wm)wm + 0Zppyq + ... 0xoy,
(wh w1) (w2, wz) (wm7 wm)

A matriz que representa P da base 3 em relacdo a base §':

[ (wiwy)  (wa,wi) L (wan,wi) |
(w1,w1) (w1,w1) (w1,w1)
B | (wiwm)  (wawm) | (wonawm)
[P ]ﬂ’ (Wi, wm) (Wi wm) (W W)
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A matriz ird se reduzir a:

Obtemos entao que tr(P) = m.

Usando (%), teremos que:
m = tr(P) = tr(u"'uP) < 2n|uP| = ||JuP| > ZB
n

Nosso objetivo é encontrarmos n vetores x1,...,x, em By, cada vetor com norma maior

ou igual a %, satisfazendo o lema. Os n vetores estarao associados a escolha de n vetores

ortonormais apropriados v, . .., y, € I3", onde z; = u(y;), para 1 < j < n.

Sendo u € S, temos que ||ul| = 1. Assim, sup |lu(y)|| = 1. Como o supremo é atingido,
yesl%n

existe um vetor y; € Spn tal que u(y1) =1 (além disso, [Ju(y)[| = 1).

Notemos que: Consideremos P; : [3" — [3" a projecio ortogonal do espaco 13" sobre o

espaco [y1]*.

Existe yo € [y1]* tal que [|yo]| = 1 e [Ju(ys)|| > 2. De fato:
Notemos que a composicao uP; forma um operador limitado:
[uPry|| < [Jull[[Pr]] = [[£1]]
Sabemos que ||uPi|| = sup [[uPi(y)|. Logo, existe K € R tal que ||[uP;|] = K. Como
ye lgn

Il [|x, u, P sao aplicagbes continuas, segue que a composigao das trés aplica¢oes também
¢ uma aplicagao continua. Sendo Spzn um conjunto compacto, concluimos que o conjunto
{[luPr(y)llx; vy € Sgn} admite maximo. Portanto, existe um vetor y, € Sgn tal que
[uPi(y2)l| = K = [[ubr]]

Usando (*) notemos que:

2n —1=trP, = tr(uu'P,) (*g) 2n||ub || = [uby|| > 2n2; !
Afirmamos que y, € [y1]*.
Caso contrario, teriamos Pj(y2) = 0. Assim, 0 = ||u(Piy2)|| = ||[uPy]. Absurdo, pois
luPr]] = 252+
Além disso, temos:
2n —1

[u(w) |l = lu(Pr(y2)) | = l[uPr(y2)l| = [[uPrl] =

2n
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Consideremos agora P : [3" — [2" a projegao ortogonal do espago 13" sobre o

espago [y1, Yo

Existe y3 € [y1,52]" tal que [lys| =1 e [lu(ys)[| > 5.2 . De fato:

Utilizando uma argumentacao andloga a utilizada anteriormente, segue que o operador u P
é limitado. Como a composigao entre as aplicagoes || ||x, u, P, é uma aplica¢do continua
e o conjunto S« é compacto segue que o conjunto {|[uPs(y)[|; y € Sizn admite méximo.
Portanto, existe y3 € Sz« tal que [[uP(ys)|| = [[ul.

Usando (%) temos que:

(%) 2n — 2
2n — 2 =trPy = tr(uu™'Py) < 2n||ub| = |[ub| > n2
n
Afirmamos que y3 € [y1, 2"
Caso contrario, teriamos Pa(y3) = 0. Assim, 0 = ||u(Pys3)|| = |[uPe|. Absurdo, pois
[uPyl| > 2522
Além disso, temos:
2n — 2
[u(ys) || = [lu(Pa(ys)) || = [[uPa(ys)l| = [[uPall =
Repetindo o processo até o passo n segue que existe ¥, € [y1, Y2, - .-, Yn_1]* com |ly,|| =1
tal que:
2n—(n—-1) n+1
n - Pn— n - Pn— n > = .
Juwa) | =l Pacs )] = Poca ()| = 20 =
Os vetores ¥, ..., y, € [3" obtidos sdo ortonormais.
Vamos considerar z; = u(y;); 1 <j <n. Notemos que ||z;|| = ||u(y;)|| <1; 1<j<n.
Assim, x; € Bx para todo 1 < j <n.
Além disso:
om—j+1 1 1
(PN it ) B Ak N R U RV
2n 2n 2 2
Consideremos Ay, ..., A\, € K vetores arbitrarios.

Segue que:

IRED

j<n

= |22 Aulyy)

j<n

u (; )‘jyj)

oA

j<n

IA

[ul
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> oAy

Jj<n

= <Z Al Z/\z’yi>é

i<n i<n

= (;;A i yja?/l)

S, |2)

i<n

o=

]

O seguinte lema serd demonstrado posteriormente, entretanto sera fundamental

para a demonstracao do teorema de Dvoretsky-Rogers

Lema 3.1.4. Uma sequéncia (x,) em um Espago de Banach € incondicionalmente somdvel

se, e somente se, € sinal somavel, isto €, Z Eny, converge para qualquer que seja a escolha
n

en € {1,—-1}.
Segue o teorema principal:
Teorema 3.1.5 (Teorema de Dvoretsky-Rogers). Se X é um espa¢o de Banach de di-

mensao infinita, para cada (\,) € ly existe uma sequéncia incondicionalmente somdvel
(zn) C X tal que ||z,|| = |A], YR €EN.

Demonstragio. Seja (\,) € ls. Assim temos que a série i |Aj|* é convergente. Logo:
=1
Para e = 55 existe ny € N tal que:
pIpYES
Para ¢ = 2%1 existe no > n; em N tal que:
; Al < 214

Prosseguindo com a mesma argumentagao, para € = 22% existe ny > ni_; em N tal que:

1

Yo wP < 5k

n>ng

Vamos utilizar o lema 3.1.3, porém o devido lema foi utilizado para espacos de dimensao
finita.
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Consideremos E; C X subespaco de X, onde dim F; = 2(ny — 1).
Para 1 < k < nj — 1, usando o lema, existem y1, Y2, ..., Yn,—1 € Bg, com |ly;|| > %, Vi =

1,...,ny — 1 tais que independente dos escalares oy, aq, ..., q,,—1 temos:

Z QY

Jj<ni

Consideremos Fy C X um subespago de X, onde dim Fy = 2(ny — ny).

. 1o\, _
Paran; <k < np—1, existem Y, Yny 415 - - - Yno—1 € B, com |Jyi]| > 5, Vi=nq,...,np—1
tais que independentemente dos escalares au,,, 41, ..., Qp,—1 temos:
1
no—1 no—1 2
2
Doyl < | X gl |
Jj=m J=n1

Indutivamente, podemos considerar E; C X subespago de X, onde dim E; = 2(n; — 1 —
(ni_qy —1)).

. 1 .
Para n; < k < n — 1, existem yn,, Ynyt1s- - > Ynj—1 € By com |lyil| > 5, Vi =
ny, ...,y — 1 tais que independente dos escalares o, 41, - - -, iy, —1 temos:
1
nl+1—1 nl+1—1 2
2
> gy < | X oyl
Jj=n Jj=ny

Obtemos uma sequéncia (y,) C Bx onde ||y,|| > 3, ¥V n € N, tal que independentemente

N 3
< (Z IoszQ)
J=ng

A partir da sequéncia (y,) C By vamos considerar uma sequéncia (z,) de tal forma que:

da escolha de (ay) temos:

N
Z QY

Jj=ng

onde ny < N < ngiq

- Yi
sl

Considerando ¢, € {1, —1} para ny < N < ng;; obtemos que:

VjeN

l’j:/\

N N Y
EnTn EnAn
1
N 2\ 2
An
< En
(Z Tyl )

(i e, |? il )2

nemy o 9all?
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N 2
— 2(2 |>\n|2>

n=ng

1\2 1
= 2(22k> —2(%)
= 227F=2lF

Fixando n; € N, tomemos s € N arbitrario onde s > n;. Sabemos que existe v € N tal

que ni < n, < s < mnyp 1. Observe que:

s N1 —1 Ngyo—1 s
> en,| = D oennt D EnTpt ...t Y Enly
n=nig n=ng N=ng41 n=ny
Moy —1 nyya—1 s
< ST oenmul| || Y. Enall . | D Eny
n=ng N=Ngk4+1 n=ny
< ok g9tk 4ol
1 1 1
9k—1 +?+"'+2v—1
[o¢]
Como a série Z o2 converge temos que ela atende o critério de Cauchy.
n=1
Assim dado € > 0 existe um ng € N tal que :
s+1 1
> 2| <6 Vs >k > nyg.
n=k+1
Entao, para k > ng segue:
zs: Enlnll < + ! + + ! <e
el R = 9k—1 ok T gu—l :
Concluimos assim que a série Z EnTy converge para &, € {1, —1}.
neN
Pelo lema 3.1.4 como a série Y _ &,z, converge para ¢, € {1, —1} segue que (z,) é incon-
neN
dicionalmente somavel.
Além disso:
y |y
ol = gt | = Pttt =, v
[ 1
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3.2 Teorema de Schur

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados que nos possibilitam algumas
caracterizagoes de sequéncias incondicionalmente somaveis em espacos de Banach. O Lema

3.1.4 estd incluido no Teorema 3.2.1.

Por fim, vamos apresentar o teorema de Schur que garante que toda sequéncia que
converge fracamente em [; converge na norma de [;. Para demonstracao deste resultado,

utilizaremos uma das equivaléncias da definicao de sequéncias incondicionalmente soméaveis.

O teorema 3.2.1 pode ser encontrado em [4], capitulo 1, pdginas 4 e 5.

Teorema 3.2.1. Seja (x,) uma sequéncia em um espago de Banach X. As sequintes

afirmagoes sio equivalentes:

1. (x,) € incondicionalmente somdvel;

2. (z,) € desordenadamente somdvel, isto €, dado € > 0 existe n. € N tal que para todo

D Tn

neM

subconjunto finito M C N com min M > n. temos <eg;

3. (z,) € subsérie somdvel, isto €, para qualquer sequéncia estritamente crescente de

inteiros positivos (k) temos que Zxkn ¢ convergente;
n
4. (x,) € sinal somavel.

Demonstragio. (1) = (2)
Vamos negar que (x,,) seja desordenadamente somavel. Entao existe § > 0 tal que para

S

keM

todo m € N existe um subconjunto M C N finito com min M > m e > 0.

> 0.

D

keM,

Para m; = 1 existe M; C N finito com min M; > 1 e

keMs
Indutivamente, para m; = max M;_; existe M; C N finito com min M; > m; = max M;_,

| w
keM;
Obtemos assim uma sequéncia de subconjuntos finitos de (M,,) com min M, ; > max M,

e | ¥ w
k€M,
Para cada n € N consideremos o subconjunto de N:

Para my = max M, existe My C N finito com min My > my = max M; e

>0

> ¢, para todon € N

A, = (min M,,, min M,, + |M,|) NN
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Seja ¢ : N — N uma permutacao de tal forma que para cada n € N tenhamos que
o(Ay,) = M,.

Fixemos n € N.

Vamos chamar £ = min A,, e m = max A,,.

Considerando (5,,) a sequéncia das somas parciais da série Z To(n), Observemos que:
n

[1Sm = Skl = 29

> o)

€Ay,

— >

keMy

Assim, (S,) ndo é uma sequéncia de Cauchy. Dai ng(n) nao é convergente, donde
n
obtemos que (z,) nao é incondicionalmente somével.

(2) = (1)
Seja 0 : N — N uma permutacao do conjunto dos niimeros naturais. Dado € > 0, sendo

(x,) desordenadamente somavel, temos que existe n. € N tal que para todo subconjunto

finito M C N com min M > n. temos Z Tnll < €.

neM
Como o é uma bijegdo, existem unicos 7q,...,7r,. € N tais que o(ry) = 1,0(ry) =
2,...,0(ry.) = ne. Tomemos m. = maxr;, onde i = 1,...,n.. Observemos que

{1,...,n.} Co({1,...,m}).

Tomemos p > ¢ > m. onde p,q € N. Suponhamos sem perda de generalidade que
a(p) > o(q).

Afirmamos que o(q) > n.. Caso o(q) < n. existiria um 1 <[ < n, tal que o(q) = [; por
outro lado [ = o(r;) para algum i = 1,..., n.. Entdo, o(q) = o(r;) implicaria que ¢ = r; e
assim ¢ < m,. Contradicgao.

Sejam sq, ..., Sp—q+1 € N tais que 0(q) = s1,0(q+1) = s9,...,0(p) = Sprq—1. Observemos

que:
p—q+1

p
2 o) = | 2 o
n=q 1=

Assim, pelo critério de Cauchy concluimos que (x,,) é incondicionalmente somavel.

< e

(2)=(0)
Suponhamos que (z,) seja uma sequéncia desordenadamente somével. Entao, dado € > 0

existe m, € N tal que para todo subconjunto finito M C N com min M > m, temos:

D

neM

<E.

Seja (k,) uma sequéncia arbitraria estritamente crescente de elementos inteiros positi-
vos. Temos que ky > 1; ko > ki obtemos que ky > 2. Generalizando, obtemos que
k, >n, ¥n € N.

Consideremos p, q inteiros positivos tais que p > ¢ > m,. Para M = {kgs-. . kp} CN
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observamos que min M’ = kg > q > m.. Assim, segue que:

Y x| <e.

neM’

Reescrevendo a desigualdade:

<eE.

P
D T,
n=q

Obtemos que a sequéncia das parciais da série Z xy, € de Cauchy. Como X é espaco de
n

Banach, segue que a sequéncia das parciais da série Z Ty, € convergente.
n

(3) = (4)
Vamos assumir que (z,,) seja subsérie somavel. Seja (£,,) uma sequéncia tal que e, € {—1,1}

para todo n € N. Consideremos os conjuntos:

St={neNeg =1}eS ={neN;g, =-1}

Pela defini¢do de (z,,) ser subsérie somavel segue que as séries Z T, € Z T, S&0

nesS+ nes—
convergentes.

Seja dado € > 0.

Como a série Z x, € convergente, existe ng € N tal que para todo m > ngy, temos
nes+

3
E: Tl < 5

nest
n>m

Como a série Z xr, € convergente, existe n; € N tal que para todo m > n;, temos
nes—

9
jg: Tnll < é

nes—
n>m

Tomemos N = max{ng, n; }.

Como as séries Z Ty € Z T, sa0 convergentes, temos que elas atendem o critério de

neS+ nes—
Cauchy. Logo, para ¢ > p > N com ¢, p inteiros positivos, segue que:

>oaa < e | X @] <3
nnE:Sﬁ' nes—

Consideremos os seguintes conjuntos:

Mt={neShp<n<qgleM ={necS;p<n<q}
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Observemos que:

q
an.?cn: Z EnTy + Z EnTn
n=p

neM+ neM—

Entao:

= Z EnTy + Z Enln

q
> enty
n=p

neM+ neM—
< DD e[+ DD entn
neM+ neM—
q q
15 £
= S+ 5 | <55
n=p pryed 2 2
nes+t nes—

Portanto, a série Z en, atende o critério de Cauchy, donde concluimos que Z Enln €
neN neN
convergente.

(4)=(2)
Negando o fato de (z,) ser desordenadamente somavel, temos que existe 6 > 0 tal que

D

keM
Como ja visto, na demonstragao de (1) = (2), podemos obter uma sequéncia de subcon-

> n

keMp

para todo m € N existe um subconjunto finito M C N com min M > m e > 9.

juntos finitos (M,,) C N com min M,,; > max M, e > 0.

Definamos:
1, senelU, M

—1, cason € N —J, M

Ep =
Vamos fixar £ € N. Para todo m € M}, por construgao temos que ¢,, = 1. Entao:

>0

S (I4em)an

meMj,

Z 2%,

meMj,

>

D Tm

me My,

Logo, Z (1 + €,)z, ndo converge. Entao pelo menos uma das séries abaixo nao converge:
neN

Z Enly OU Z Ty

neN neN

Assim, (z,,) nao é sinal somével. Absurdo. O

O teorema 3.2.2 pode ser encontrado em [4], capitulo 1, pdginas 5 e 6.
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Teorema 3.2.2. Seja X um espago de Banach. Uma sequéncia em (x,) € X € in-

condicionalmente somdvel se, e somente se, a sequéncia (b,x,) for somdvel para todo

(bn) € loo

Demonstragio. (<=) Suponhamos que (b,x,) seja somavel para todo elemento b = (b,,) €
l. Em particular, tomando b = (b,), onde b, € {—1,+1}, Vn € N, temos que (b,z,) é
somavel. Neste caso, (b,x,) torna-se uma sequéncia sinal somavel. Assim, pela proposigao

3.2.1, concluimos que (b,x,) ¢ incondicionalmente somavel.

(=) Seja (z,) uma sequéncia incondicionalmente somavel em X. Queremos mostrar que
a sequéncia (b,z,) é somavel para todo b = (b,) € l. Para tal, mostraremos que a série
[e.e]
Z brzy atende o critério de Cauchy para todo b € l..(Como X é completo, mostrar que
k=1
a série atende o critério de Cauchy implica na convergéncia da série).
n
Fixemos n > m onde n,m € N. Tomemos y = Z brxry. Assim, pelo teorema de
k=m
Hanh-Banach, temos que:
lyll = sup |f(y)l.
fE€Bxx

Ou seja:

= sup
fEByx

n
Z bkl'k
k=m

Seja f € Bx«. Observemos que:

/ (gm bka:k> _ kgm bef (1),

Aplicando o médulo, obtemos:
1(Z)|-
k=m

n
Z kaL‘k
k=m

/()|

PILRENIED SATHERED oy MFEA]

Entao:

= sup
fE€Bx*

(30

<[ sup S f@)] ()

€Bxx k=m
n
Vamos mostrar agora que » | f(x)| é suficientemente pequeno quando m — oo.
k=m
Por hipdtese temos que (x,,) é incondicionalmente convergente. Assim, pela proposi¢ao

3.2.1 segue que (z,) é desordenadamente somével. Por definicdo, dado € > 0, existe

m. € N tal que para todo subconjunto finito M C N com min M > m,, temos:

S

keM

<€
A[b] oo
Seja f € Bx« en >m >m.; m,n € N. Consideremos os conjuntos:

Mt ={m <k <n; Ref(xy) > 0}
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M~ ={m <k <n; Ref(zx) <0}

Logo:

ZIRef(mk)l = [Ref(xm)| + [Ref(xmsir)| + ... + [Ref (zn)]

= Ref(Z xk) + Ref(Z xk)|
keM+ keM—

< f( Z+xk) + f( Z_m)
(5|5 )
|55

—+ =
Aflolloc 4l10llo 2{[blloo

Analogamente obtemos:

n €
I ()] <
2 T

Para m < k < n sabemos que:
f(zx) = Ref(xy) + i Imf(xy)
Dai:
|f(zr)| = [Ref(zk) +i Imf(xk)]

Entao:

S f@)] = 3 |Ref(a) +i Imf(zy)]

k=m k=m
< Z |Ref(xp)| + Z [Imf(zy)]
k=m k=m
9 19 9
<

Mol 20l ol

Aplicando o supremo de todos os elementos f € By, usando (x), obtemos:

< =
J€Bx+ fom HbHoo
n
[blloe sup D [f(zx)| < =
JE€Bx* p—m
n
> brak
k=m
o0
Portanto, a série Z brzy atende o critério de Cauchy, donde podemos concluir que (b,x;,)
k=1

é somavel. O
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Teorema 3.2.3 (Teorema de Schur). Em l; a convergéncia fraca e a convergéncia na

norma sao equivalentes.

Demonstracao. Consideremos E = [;.

Em qualquer espago normado temos que a convergéncia na norma implica na convergéncia
fraca. Vamos mostrar que em E a convergéncia fraca implica na convergéncia na norma
I s

Sem perda de generalidade, vamos supor que (z"),en ¢ uma sequéncia em E que converge
para 0 € E na topologia fraca. Queremos mostrar que z" I g 0.

Notemos que:

o0
o g o |z"||g — 0 <= > |z}| — 0, quando n — oo

k=1
o
Vamos mostrar entao que »_ |z}| — 0, quando n — oo.
k=1

EE*
Como z" gy 0 seque que:

p(a") — »(0) =0, Vo€ E
Como [} =l temos:
90<mn) — Oa VSD € loo

Observemos que:

o) — 0, Vpe€l, =
(*) Y bexf — 0, Vb= (bp)ren € I

k=1
Fixemos N € N.
Como ¢(z") — ¢(0) = 0, para todo ¢ € E*, podemos considerar em particular,
or=e.= (0,...,1,0,...)

1 na k-ésima posicao
Como ¢y (z") s 0, para todo k € N, segue que z} s 0, para cada k € N.

Dado € > 0, existe ng € N, tal que:

u(a™)] = |2 < . Vn=ng, 1<k<N
Assim, para todo n > ng temos:
N N c
> Lzl =D |kl <NN:€
k=1 k=1

Logo:

N
(#x) Y |2}] — 0, quando n — oo
k=1
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Uma base de vizinhancas fraca * de um elemento f = (f,) € B, é dada por:
U 0N) = {f = (fi) € Bios 1fu = fil <8 1<k < N}

para todo > 0 e para todo N € N.

Fixemos € > 0. Para cada m € N consideremos o conjunto:

Bu= N {reB It <5}

n>m

B,, é um conjunto fraco® fechado, para todo m € N.

Fixado n > m, vamos mostrar primeiramente que:

By = {1 e B Ifn) < 5

é fraco* fechado.
Observemos que (B;__,o(E*, E**)) é um conjunto metrizével.
Seja ¢ € B; assim existe (g )reny € BY, tal que:

o(E*,E)
Y —

o =
or(x) — ¢(z), Ve e B =
or(a") — @(a")

Para todo k € N, temos que ¢, € B, assim:

y@k(x”)ygg, VkeN =
9
. ny < €
Jim Jo(z)] < 5 =
9
. ny < €
| fim gp(a")] < 5 =
9
s < &
[P(z")] < 3

Logo, ¢ € B).
Como B! é fraco* fechado para todo n > m segue que ﬂ B! = B,, é fraco* fechado.

n>m

B, = U B,,. De fato, se f € U B,, entao f € B, para algum m € N. Pela de-
meN meN

finicao de B,, segue que f € B,__.

Seja f € B,__. Como z" 7EED g segue que f(x”) — 0.

Por definicio, para ¢ = 5 existe ng € N tal que:

n €
|f(z™)] < 3 Vn > ng

Tomando B,, = ) {f €B; |f(z")| < ;} obtemos que f € B, C U Bn.

n>ng meN
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Como (B,)men ¢ uma familia de conjuntos fraco* fechado e B, = | B, pelo te-
meN
orema de Baire, temos que existe mgy € N tal que int B,,, # 0.

Logo, existe f € Bp,,0 > 0,N € N tal que:

U<f757N) CBmO CBm, VmZmO

N
Por (sx) vimos que »_ |z};| — 0 para todo N € N.
k=1

Para ¢’ = S existe ng > mg € N tal que:

N
(% % %) Z|xk|< ,‘v’man

Fixemos m > ng. Sem perda de generalidade, podemos supor ng = my.

Vamos definir f = (fx)reny € B, da seguinte maneira:

Ji sel<k<N
sinal (z7'), se k> N

fr =

Para 1 < k < N, temos:
\fe — fel = s — ful =0 <6
Dali, fEUf(SN B,

Entao:
(k) | f(2™)] <

Usando (x * %) e (% * %), para todo m > mg, obtemos que:

Wl M

o0

N 00
Yol =1+ > ] =

k=1 k=1 k=N+1

i Jrxy| =

k=N+1

00 N
Z Jrxy — Z Jry'
k=1 k=1

|23 +

™=

k=1

N
ol +
k=1

N

Sl +
k=1 k=

IN

N

E]%%+V |+

N

erk|+g|fk o+ 1/ @) =

k=1

IN

N

DL+ ADl [+ ™) <

k=1

£ S
2 4+ - =
3+3
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oo
Assim, Y [z}'| — 0. O
k=1

3.3 Teorema de Orlicz-Pettis

O teorema 3.3.2 pode ser encontrada em [4], capitulo 1, pdgina 14.

Defini¢ao 3.3.1 (Sequéncia subsérie fracamente somavel). Seja X um espaco de

Banach. Dizemos que (x™) C X € subsérie fracamente somdvel se para qualquer sequéncia
n

estritamente crescente de inteiros positivos (k;) temos que n@w Z Ty, existe na topologia
j=1

fraca.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Orlicz-Pettis). Seja X um espago de Banach separdvel.

Em X toda sequéncia subsérie fracamente somdvel é subsérie somduvel.

Demonstragio. Seja (x™),eny C X uma sequéncia subsérie fracamente somével.

Y =[z"; ne€ N]J(X’X*) = [z"; n € N]” I separdvel. De fato, sejam A = {z"; n € N} e

k

B ={a+bi; a,b € Q}. O conjunto S = {Z Niai; k€N, \; € B; a; € A} é enumeravel,
i=1

ja que os conjuntos A, B sao enumeraveis. Vamos mostrar que S é denso em Y.

Sejam x € Y e e > 0. Como x € Y existe uma sequéncia (y,) C [z,; n € N] tal que

yn — x. Entao, existe ng € N tal que:

£
Yy — || < > Vn > ng

k
Em particular, ||y,, — 2| < 5. Observemos que y,, = Y _ \a; onde \; € K;q; € A.
i=1

Fixemos 1 < i < k. Como B é denso em K existe b; € QQ tal que:

£

A —bi| < ok
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k
Tomando y = Z b;a; temos que y € S. Além disso:
i=1

ly =zl = |y =24 Yny — Tno|

1Y = Ynoll + l|9ne — ||
k

> (i = bia

=1

IA

+ llymo — |l

k
< Zp‘z b|HazH+Hyn0_ H
=1
k
= DX = bl + [lyny — |
ciiio.
2 2

Dai y € B(z,¢) NS, donde concluimos que S é denso em Y.

Vamos considerar o seguinte operador:
v: X* — I
> (27(2"))nen

Queremos mostrar que o operador v é compacto. Vamos usar o teorema de Schur.
v esta bem definido. De fato:

Como (z™) é subsérie fracamente somavel, entdao para qualquer sequéncia estritamente
n

crescente de inteiros positivos (k;) temos que lim g 7, existe na topologia fraca. Ob-
n—oo
=1
servemos que:

" o(X,X*)
Zxkj — T ==

(Z )Hx (), Va* e X* =

Zw*(xkj) — z*(z), V2" e X*

=1
Fixado z* € X*, notemos que (z*(2")) C K é subsérie somével. Como K ¢é um espaco de
Banach, segue que (z*(z")) é incondicionalmente somavel. Dai, z*(2™) é absolutamente
convergente. Portanto, (z*(z")) € [, Vz* € X*.

v € linear. De fato, sejam z*,y* € X* e A € K. Entao:
v +Ay") = (274 A7) (")
= @'(2") + Ay (")
= v(x") + \(y")
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v é um operador limitado. De fato, vamos mostrar que I' = {(z*,v(z*); 2* € X*} é
fechado. Seja (z*,4*) € T. Logo existe (x},v(z})) C I tal que (z},v(z})) — (%, y*).
Observemos que zj — x* e v(z}) — y*, quando k — 0.

Para todo k € N temos que v(z}) = (2}(27)) en. Logo:

y* = lim v(z))
k—o0

= Jim (2} (a))jen

= (Jim ai@)
= (z*(27))jen

= v(z")

Assim, (z*,y*) = (2*,v(z*)) € T". Pelo teorema do grafico fechado 2.2.8, como v : X* — [}

é linear e I' é fechado segue que v é um operador limitado.

v é um operador compacto. De fato, seja () € By+ uma sequéncia limitada. Como X
é separavel, pelo teorema 2.5.10 temos que By« é metrizavel na topologia fraca estrela.
Pelo teorema 2.5.9, (zF,) admite uma subsequéncia fraca estrela convergente. Digamos
4 )x(ﬁ ().

Queremos mostrar que v(zj) é o limite na norma de alguma subsequéncia v(x;, ) € [

. o(X*X
que z,, —
Pelo teorema de Schur, basta garantirmos que v(xf) é o limite na topologia fraca de alguma
subsequéncia v(z;, ) € 1.

. . lilo p .
Lembremos que pela proposicao 2.5.3, garantir que v(x}, ) 7l v(xy) é equivalente a

mostrarmos que f(vzy, ) — f(vzg) para todo f € lu.

O conjunto das fungoes simples forma um subconjunto denso de I, (Podemos encontrar
esse resultado em [8], capitulo 7, pagina 81). Como as fungoes simples sdo escritas como
combinagoes lineares finitas de fungoes caracteristicas, por linearidade, podemos restringir
o conjunto dos elementos de [, ao conjunto das fungoes caracteristicas f = 1,7, onde
M C N é um subconjunto dos niimeros naturais.

Vamos considerar D como o conjunto das fungoes caracteristicas de l,,. Sejam g =
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(gn)nen € D e J ={j € N; g; = 1}. Observemos que:

sozi) = X auleaihn
= > gi(vap);
=Y (),

jeJ

2 Xaie)

jed

2o (e
JjeJ

(k) lim z¥, (ZQJ])

k—o0 jed

= lim Zx

k—>oo

= lim Z

k:—>oo

= Jlim ;gi(vamk)i

= Jim glvzy,)

(X—>X)x0:>x (2) — x5(2), VzeX.

*

(% * %) Ty,

(%) Como (z™) é subsérie fracamente somavel, segue que:
N i) &
Z A Z T =
n=1 n=1
N 00 "
(Z ) @ Z:c]>,V<pEX* —
=1 n=1
N 00 )
Z (z7") —Mp(Zx]), Yo e X*

n=1
Como as fungoes simples sdo compostas por combinagoes lineares finitas de fungoes carac-
teristicas e formam um conjunto denso em [, podemos concluir que g(vz;, ) — g(vzg)

) 7

para todo g € ly. Assim, v(z} v(x§). Pelo teorema de Schur segue que

my,
v(xy,, ) Ly v(xf). Logo, v é um operador compacto.
Como Bx- ¢ um conjunto fraco estrela compacto e v é um operador continuo, segue
que v(Bx+) C l; é compacto, relativamente & norma de ;. Pelo lema 2.3.3, dado ¢ > 0
existe n. € N tal que:

Z |ZL’ | < g, Vo™ € B)(*

n>ne
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Dai:
sup Z lz*(z™)| <e (1)

x* EBX* n>ne

Para qualquer subconjunto finito M C N com min M > n. podemos reescrever (1) como:

sup Y |z (z")]| <e
x EBX* neM

Para cada n € M, pelo corolario 2.2.2 temos:

2" = sup |2"(z")
z*€Bx,
Dali:
[z"|| < sup Y |z (2")]
r*€BX, neM
Assim:

> "

neM

<D "< sup B fa"(a") <e

neM z*€Bx, neM

Concluimos que (z™) é desordenadamente somavel em X. Como X é Banach segue que

(z™) é subsérie somavel. O

3.4 Funcoes de Rademacher, desigualdade de

Khinchin e teorema de Orlicz

Apresentamos nesta se¢ao a definigdo das chamadas fungoes de Rademacher, que
compoOem um conjunto de fungdes cujo conjunto imagem é composto apenas pelos valores
-1 e 1. Estas fungoes apresentam algumas propriedades interessantes que auxiliam na

demonstracao da desigualdade de Khinchin e no teorema de Orlicz.

Um dos teoremas centrais do capitulo é a desigualdade de Khinchin. Basicamente
este resultado afirma que as normas de L, sao equivalentes sobre o espaco gerado pelas
funcoes de Rademacher. As constantes A,, B, obtidas no teorema dependem do corpo
sobre o qual se encontra o espago. A demonstracao foi feita sobre o corpo dos ntimeros
reais. Para o corpo dos niimeros complexos, poderiamos considerar a parte real e a parte
imaginaria dos escalares. A desigualdade de Khinchin é fundamental para a prova do

teorema central deste trabalho.

O 1ltimo teorema desta se¢ao, o Teorema de Orlicz, afirma que se uma sequéncia é
incondicionalmente somével em L;[0, 1] entdo esta sequéncia é absolutamente soméavel em
L[0, 1].

Vamos definir inicialmente as fungoes de Rademacher:
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Defini¢ao 3.4.1 (Fung¢des de Rademacher). Para cada n € N, definimos as fungoes
de Rademacher como:
rn: (0,1 — R
t = 7r,(t) = sinal(sin 2"7t)

Abaixo apresentamos os graficos das fungoes de Rademacher 7, 79, 73:

Vamos reescrever as fungdes de Rademacher de uma outra forma:

e Paran=1:
ry: [0,1] — R

t = 1r,(t) = sinal(sin 27t)
Sabemos que a funcao y = sint é positiva para 0 < t < 7 e negativa para 7 < t < 27.
Analisando a fungao 7 (t) = sinal(sin 27t) observamos que:

e A funcao r; é positiva para os seguintes valores de t:

O<2mt<nm —
0<2t<l =

0<t<1
2

e A funcao r; é negativa para os seguintes valores de t:

T <2t <21 —
l<2t<2 =

L <t<1
2
Desta maneira, podemos reescrever r; como:
1, se 0 <t < %

ri(t) =49 —1, se%<t<1

0, set=0t=3t=1
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e Paran = 2:
ry: [0,1] —> R

t = 1r,(t) = sinal(sin4nt)
Analisando a fungao r4(t) = sinal(sin 47t) observamos que:

e A funcao ry é positiva para os seguintes valores de t:

O<4Amt<m , 27 <Amt < 3n —
0<t<1 1<t<3 ==
4 7 2 4

e A funcao ry é negativa para os seguintes valores de ¢:

T <Ant <2m , 3w <Ant <4dw —

1 3
—<t< = - <t<]l] =
4 2 7 4

Desta maneira, podemos reescrever r, como:

1, seO<t<i

-1, Sei<t<%
rao(t) = 1, se%<t<%

-1, se%<t<1

0, set=0,%231

Generalizando obtemos:

1, seO<t<2%
-1, s<32—12<7f<232
1, se 5 <t<
22 2n
ra(t) = . .
2n71 on
-1, se - <i< 5
0, setzz%;OSk:gQ”

Abaixo apresentaremos duas propriedades das func¢oes de Rademacher, que podem ser

encontradas em [4], capitulo 1, pagina 10.

1) Sejam 0 < n; < ng < ... < ny nimeros naturais e pq, ..., pr > 0 inteiros positivos.

Entao:
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1, se cada p; é par

1
/0 PPL(E) P () dt =

0, caso contrario

2) Sejam (7, )nen sequéncia de Rademacher em Ly[0, 1] e a = (a,) € l. Entao:

1
J
Demonstragio. Como Ls[0, 1] é um espago de Hilbert temos que:

/01 éanrn(t) 2dt = <i a,r(t),

2 00
dt = Z |a,|?
n=1

i an7n(t)

o)

1=

Por fim:

Z |an|2 = lim Z |an|2
n=1 n=
Z an T (t)

n=1

L
lim > a,r,(t)
n=1

lim
L—oo

2
*)

L—o0 “—

2

2 anTn(t)

o0
(%) A série Z a,ry,(t) converge. De fato, mostraremos que a série atende ao critério

n=1
de Cauchy. Como L5[0, 1] é completo, isto nos diz que a série é convergente. Sejam
L > N. Entao:

2 2

L N L L
Z anry(t) — Z anra(t)|| = Z anrn(t)|| = Z afl
n=1 n—1 n=N+1 n=N+1

Dai:

=

L 2
<| X a
n=N-+1

Como (a,) € Iy, segue o resultado. O

Z:l anrn(t) — Z:l anTn(t)
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O teorema 3.4.2, pode ser encontrado em [4], capitulo 1, paginas 10,11 e 12.

Teorema 3.4.2 (Desigualdade de Khinchin). Para cada 0 < p < oo, ezistem cons-

tantes A,, B, tais que independente da sequéncia de escalares (a,) € ly temos:
1 1 1
e’} 3 1| o p P 00 3
A, (Z |an|2> < (/ S anra(t) dt) < B, (Z |an|2>
n=1 0 n=1 n=1

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragdo em dois casos:

Caso 1: p=4
Consideremos (ay, ..., a,,) uma sequéncia finita de escalares reais. Observemos que:

A né G (1)
/o1 <§: airi(t)) (i ajri(t)) (i aw‘k@)) (i am(t)> dt &

4

dt =

1
e Sei = jek=1[temos que / r?(t)rf-(t)dt = 1. Entdo, por (*) obtemos a expressio:

m
> ajay

k=1

o

m
=1

1
e Sei=kej=I[temos que / r?(t)r?(t)dt = 1. Entao, por (*) obtemos a expressao:
0

1
e Set=1[ej=1temos que / r2(t)r3(t)dt = 1. Entdo, por (*) obtemos a expressio:
0

Oscasosi = j, k=1lcomi=kei=Fk, j=1comi=jjiforam contados

anteriormente. Logo:

4

1 (0.)
/ > apra(t)] dt =
0 n=1
m m m m m m m m
DI ILLIEE 95 TS 95 ST IS SIS LTI
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1 j=1
m m m
3 Z Z a?a? -2 a?

i=1 j=1 i=1
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Portanto:

dt < 322&?@?

Além disso:

2

2 m
dt = Z |an|?
n=1

:/01

ﬁ_: anTn(t)

f:l a7 (t)

2

Entao:

(S -

Notemos que:

-

<
2

m m 1
> awra| < | = |
n=1 n=1 0

il a7y (t)

4dt) Z (1)

4

/01 i anrn(t) 4dt <3 (i ai)Q
Dai:
(/01 ianrn(t) dt) <3t <§jlai> (2)

De (1) e (2) obtemos:

(éai)ég (/01 4dt>

o

A série > a,r,(t) converge em Ly[0, 1]. De fato, vamos mostrar que essa série atende
n=1

ao critério de Cauchy. Sejam L > N inteiros positivos. Usando que (a,, € l5, temos:

=

1
< 33 (Z )
n=1

i:l anrn(t)

L N
Z AnTn — Z AnTn
n=1 n=1

L
= | Z anTn

n=N+1

:/01

4 4

[

4 1

EL: anry(t)] dt

n=N-+1

IN
w
ST
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Por fim, usando a continuidade da norma e da aplicagao f(x) = 22 teremos que:

1 1
— 2 2 . < 2 2
n=1 n=1
m 2
— ; 2
- ()
n—=
1
< lim /
m— 00 0

1 m
- (/0 nlbignooZanrn(t) dt

— (/01 ianrn(t) dt) (3)

1
4 1
4

'S
SN——
el

> apra(t)| dt
n=1

W
SN—
=

T,

Por outro lado, temos:

(£

(t)] dt

i:
£
NgE
1S
3
.
3
=~
N————
=

f:l anrn(t)

Il
~—
O\H

dt

NE
Q
3
- =
3
~—~
~
SN—
'
SN——
=

IA
f:
M=

<@

—
I 3
<

S

~_
ol

I
o
N
f:
=
HvgE
S
S
N——
V]

Usando (3) e (4), concluimos a demonstragao da desigualdade para p = 4.

Caso 2: Caso com p qualquer.
Iniciaremos atribuindo valores inteiros para p. Consideremos a, ..., a, uma quanti-

dade finita de escalares reais.

OOQ:TL

Lembremos que e* =1 + —.
— n!

Para p € N e y € R observemos que:

P
lylP < p!+ [y” = p! (1 + !yp\'> <plell (xx)



Vamos considerar f(t)

Z anrn

mn(t)

Como f € Sy, segue que:

Dai:

Observemos que:

1
/ o
0

oo n
Como €* = Z — entao:
n=0 n|

n=1

Dt =

|
%cﬁ%%

[
3
S—
¢

3
I

S
Il

I
s

S~
™

H
~.

|
=)

I
s
hE

s“

3
I

3
I

[ [
s s
&D S

3
I

)

NES

I
M

Z ATy (t)

1] m
L= fll2 = ( /
n=1

[y

—

—

ek

)é

—
~

. Vamos supor ainda que f € Sp,.

= [ It

2 / plelf Ol gy

= p!/e Ot
0

1
< pl /0 (/O 4 0 gt

1

o) - (&)

=1 ( * %)

NE

<
3

(t)
dt

an

Q
i
N

a171(t)+...Famrm(t) dt

™

ea11“1(t)€a21”2(t) o eamrm(t)dt

e 0 dt

3
= [

anTn(t) dt

8

A2

),

_N_ﬁ

S—
2
<
:@~
~~
~
S~—
QL
~

2 L

—_
<
Il
(en)
~~

cosh a,,

—_

a2 00 .
(7n>3 _ Z ai‘]
=0 j! 20 2Jj!
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Para todo 7 = 0,1... temos que:

]
SE

AN
™
e
S

l

Assim:

—]
(@)

2
=
)
s
A
s
¥

Simetricamente obtemos: .
/ e Tt < e?
0

Usando (xx), para p € N e y € R vale a desigualdade:
lyl? < plel
Dai, para todo ¢ € [0, 1] temos:
F(t)]P < plel/ @)
Entao:
/01 |f(t)|Pdt < p! /01 Ol <
p! /Ol(ef(t) + e /W)t < oples =
[ 1o < 2ptet

Agora, dividiremos em dois subcasos:
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a) Sejam aq,...,a, € R escalares reais arbitrarios e 2 < p < co. Entao:
1
m 2 1 m
<Z ai) = Z a7 (t)
n=1 n=1
o R0
n=1
< l > anry(t)
n=1

Tomemos k£ € N tal que p < k. Portanto:

ﬁj:l Ty (t) g:l a7y (t)

1

2 2
dt)

2

P k

Analogamente ao argumento utilizado no Caso 1, podemos mostrar que a série
(o)

> a,ry(t) converge em L,[0, 1]. Usando (5) e (6) e fazendo m — oo obtemos:

() < (£ [Frof ) <ot ()

b) Consideraremos o caso 0 < p < 2. Para 0 < p < 2 definimos 0 < # < 1, onde

(t)

0 = 4—31). Observemos que:
40 —ph =2 <= ph —40 = 2 <= pl —40+4=2<=pl +4(1 —0) =2

Considerando k,l € R*, onde + = 6 ¢ ; = (1—6) obtemos ++ 7 = 1. Utilizando
a desigualdade de Holder (D.H) temos:

/ol\f(t)lzdt = /01|f<t>!”“4“‘9)dt

_ /01|f(t>|p9|f(t)|4(1_0)dt

(] 1<|f<z>|p@>'fdt)'i ([ dswpo-oya)

- (Lwora) ([uore-ena)”
(/ e |pdt) (/ (1) 46”)1_0
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Pelo caso 1, sabemos que:

</01 \f(?f)|4dt)‘1l < B, <n§:1 a721>é o, (/01 |f(t)‘2dt)é

Temos que:

[ < ([sopa) ([ o)

Elevando a expressao anterior pelo termo obtemos:

1
1(1-0)

([ o)™ < ([ ora)™ ([ o)
(/ (¢ \pdt> (/ n Mt)

s ([ 1rwpa) o ( ora)™" ()

Usando que 4(1 —0) =2 —pl e =

IA

Dai:

- notamos que:

1-2(1-6) 1-2+26

41—-0)  2—pb
2 2
—1+2(%) _ —1+2(%)
2
2-p (5 2— (%)
—4+p+4 P D
4—p 4—p
8—2p—2p  8—dp (8)
43;, L 4— ﬁ 4(2 - p)
Além disso:
2 2
o Gp  _ G
_ 4—p—2
4(1-9) 4 (1 - (43:0)) 4( Aﬁp )
2 2
_ (4-p) _ (4—5)
2— 8—4p
4 ﬁ) (4-p)
2 (4—p) 1

S GpG-a w-p 9

Usando a desigualdade (7) e as igualdades (8) e (9), obtemos:

([ rera) T < ([irora)™T —

B ([ \f(t)\zdt)é (1 f(t)|pdt); —

([rora) < ([rora) —

2p—d
By fllz < Al

IN

IN

IN
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Por outro lado sabemos que:

(['ropa) < ([ 170ka)

Assim:

B ([ora) < ([ 1rora)” < ([ o)’

Ou seja:
p P m 3
)5
n=1

=
1=

IA

57 () < ([

f:l a7 (t)

O teorema 3.4.3, pode ser encontrado em [4], capitulo 1, pagina 13.

Teorema 3.4.3 (Teorema de Orlicz). Se (f,) é uma sequéncia incondicionalmente

somdvel em L1[0,1], entdo > || fa||7 < oco.

n=1

Demonstragio. Consideraremos o caso em que ( f,,) é uma sequéncia de fungoes reais. Como
(fn) ¢ uma sequéncia incondicionalmente somavel em L;[0, 1], segue da demonstragao do

teorema 3.3.2 que o operador:

(x) v: (L0, 1])" — L
g — (9(fn))nen
é compacto.
Sendo (L1]0,1])* = Lo[0, 1] podemos reescrever (x) como:
v: Lo[0,1] — Iy
9 > (9(fa))nen

Pelo teorema 3.2.1 temos também que (f,) é sinal somével. Consideremos (€,),en, onde
€n € {+1,—1} para todo n € N e fixemos g € By__. Observemos que:
<

|g (Xk: enfn>

n=1

Z:l €ng(fn)

Sz;llen!\g(fn)l = Z:llg(fnﬂ

Pelo teorema de Hahn-Banach temos que:

k

Z ann

n=1

= sup
9EBL

g (f: 6nfn>

n=1
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Portanto:
k k
Zenfn = sup g(Z Enfn> <
n=1 9gE€EBL o n=1
k 00
sup > lg(fu)l < sup D [g(fu)| = [v]]
9€BLo n=1 9E€BLo n=1
Assim:
Z‘Enfn = sup g(Z%fn) =
n=1 9E€BL n=1
k k
sup lim €nfn = lim sup ( €n n)
2 o, Zen)| = Jim w |o (%0
< ol (1)

<Z anH1> < / (Z f2(s) > ds. De fato, utilizando as desigualdade 2.1.2 (desigual-

dade de Holder (D.H)) e a desigualdade 2.1.4 (desigualdade de Minkowiski generalizado
(D.M.G)) obtemos que:

n=1

illfnllf = fj(/lfn(t)dt)

(i) (i)
— /;(f:rn /\fn |dt> (irk(s)/lvk(t)‘dt)ds
A

i?‘n ) fult !dt> (/ Zrk )| fi(t ]dt)ds
/Olirn ()| fult \dt ] [ /Zrk )| f(t |dt> ds]l

R

HMS

s)| fi(t)
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Notemos que:

[

m

Z $)| fult)

| )édt -k Vol (i““)'fn(t)') (fiws)m(m) dsrdt

Logo:

Sk < ([ (/1

Portanto:

(> ||fn||f>§ <[ (& Ifn(t)|2>é i= [ (% fﬁ(ﬂ)é e

Pela desigualdade de Khinchin temos que:

m 1
ITALES |
n=1 0

/o1 <§|fn(3)\2>;ds <Al /01 ( 01 n_l

Observemos que:
1 op1|m
(s)rn(t)|dtds - / /
0 Jo n=1
1 m

f:l fn(s)rn(t)’ dt

Dai:

/1/1 )
0 Onfl

1

Usando (1) temos que:

Z 6nfn

n=1

< vl
1
Como 7,(t) = £1 para todo t € [0,1] fora do conjunto A = {2%, 0<k<2" ne N},

segue que:
m

Z T (t)

n=1

A

<|loll, vtel0,1]-A

1

Dai:
m

an

at < [ olldr = o]
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Portanto:
dt < A7HJo|

A-l/l
0

Usando (2), (3) e (4) segue que:
(k) <a

(Z anu%) < Aol < oo
n=1

Fazendo m — oo obtemos que:

zirnu)fn

i fnrn(t) H dt

Assim:

(S11E) <
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4 A desigualdade de Grothendieck

Neste capitulo apresentamos o principal resultado da dissertagao, encontrado no
artigo [5], hoje denominado de desigualdade de Grothendieck. Abordaremos a desigualdade
de Grothendieck, o teorema de Grothendieck e uma consequéncia, que sera utilizada no

capitulo 5.

Varias novas provas foram feitas para a desigualdade de Grothendieck. Krivine
conseguiu melhorar a prova original e o limite para a constante Grothendieck K¢ (o que

pode ser visto em [6]), que permaneceu a melhor até muito recentemente.

Nas tultimas se¢oes abordamos o teorema de Grothendieck, que nos diz que todo
operador linear e continuo de [; em [, é absolutamente somante. Por fim, estudamos uma
consequéncia deste teorema que é utilizada nas outras versoes do teorema de Grothendieck.

Versoes nao-lineares do teorema de Grothendieck podem ser encontradas em |1].

4.1 A desigualdade de Grothendieck

A desigualdade de Grothendieck nos diz que existe uma constante universal que
independe da escolha do espaco de Hilbert considerado, independe da escolha de vetores
tomados na bola unitario do espago de Hilbert considerado, a qual limita uma certa

quantidade finita que depende da escolha dos vetores tomados.

Teorema 4.1.1 (Desigualdade de Grothendieck). Sejam H um espago de Hilbert,
A = (ai;) uma matrizn X n de escalares e xy,...,%Tn, Y1, ..., Y, elementos de By. Entdo

existe uma constante Kqg tal que:

n n

Z Z aij<xi7 3/j>

i=1j=1

n

YD aisit;

i=1j=1

< KGmaX{

sl <1 [ < 1 1§i,j§n}

Demonstragao. Vamos considerar inicialmente espacos de Hilbert sobre o corpo dos ntime-
ros reais e matrizes com entradas reais. Denotemos:

lall = sup{

DD aisit;

i=1j=1

slsi <1 <1 1<5,5<n
J J
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Z i aij<xi= yj>

el = sup{

i=1j=1

|

onde o segundo supremo é tomado sobre todo espaco de Hilbert H e sobre todos os vetores

TlyeeesyTny Y1y Yn GBH.

Fixemos um espago de Hilbert H sobre o corpo dos nimeros reais € Ty, ..., Tn, Y1,---,Yn €

Bpyg. Vamos supor sem perda de generalidade que H seja separavel. Caso H nao seja

separavel, podemos nos restringir ao espago (1, ..., Tn, Y1, .- ., Yn) que é separavel.

Admitindo H separavel, segue que existe uma base ortonormal enumerével (e,) de H.

Sendo assim, cada elemento x € H podera ser escrito como:
(o]
=Sl

Para cada n € N, pondo &, = (x,e,), definimos:

X: [0,1] — R

t — X(t)= i Earn
n=1

onde r, é a n—ésima funcao de Rademacher.

k
X estd bem definida. De fato, consideremos Sk (t) Z x,en)r(t), com t € [0,1],
n=1

k € N. Usando a norma de L»[0, 1], notemos que:

I5c= 0l = ['] 3 tearate) a
-/ 1 <n:;1<x’ en)rn(t)> Y
L[ ][ o)

Concluimos que (Sk)gen C L2[0, 1] é uma sequéncia de Cauchy. Como L»[0, 1] é um espago

de Banach, segue que (Sk)ren é convergente. Assim:

o0

khﬂmoo Sy = Z(a:, €n)Tn

n=1
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A série Y (z,e,)r(t) converge uniformemente para todo ¢ € [0,1]. De fato: Para cada
n=1
t € [0,1], considerando f,,(t) = (x, e,)r,(t), observamos que:

[fn()] = [{z, en)ra()] < [(2,€n)|, Vn €N, Vte[0,1].
Fixemos ¢ € [0,1]. Dado & > 0, como a série » _ |(z,e,)| converge uniformemente segue

n=1

que existe ky € N tal que:
L
Z [z, e)| <e, VK,L > k.
n=K

Portanto, para todo t € [0, 1] segue que:

L L L
S A0 < SO Y (me) <o VEL>k
n=K n=K n=K
o0
Logo, concluimos que a série Y (z, €,)r,(t) converge uniformemente.
n=1

X € L»[0,1]. De fato, fixando n € N e utilizando a desigualdade 2.1.5 (desigualdade de
Bessel (D.B)) segue que:

[

2
dt =

S—

Z:l Enrn(t)

(Seno) (i m-(t)) a

i=1

Z ngj /01 Tz(t)r](t)dt

=1

I
M=

@
Il

—
<

N
= Y&
i=1
N
2
= > lze)l
i=1
(D.B)
< =l

Para cada t € [0, 1] temos que:
X(t) = &ralt)
n=1

Fazendo N — oo, utilizando a continuidade da norma em R e a continuidade da funcao
f(x) = x* obtemos que:

[ixora = [

2

dt

i Euralt)

2

1 N
_ /0 N@m;@rn(z&) dt
1| N 2

<l
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Entao:

X115 < 1]
Dai:

1X1l2 < [l]
1 X € Ly[0,1].

Para cada x,y € H temos:

Onde:

=]

.
t o X)) =D (z, en)ra(t)

n=1

R

o0

_>
t = Y(t) =) (y,ea)ralt)

n=1
De fato, sendo (e,) C H uma base ortonormal de H, podemos escrever x,y em séries de

Fourier como:

Fixados M > N em N, observemos que:

/01 <§:<I7€n>7“n(t)> (fj(y, 6m>rm(t)> di =

n=1 n=1

[]=

[]=

B
o

g

<
D
g

S—_
AN

<

3

—~
=
3

3
=
QU
~

3
Il
—
3
Il
i

I
(=
T

[
g
S

D
2

i
I

Il
M=
hE

(T, €n) (Y, em)(€n; €m)

3
Il
)
I~
I
s

[
NE
M=

(T, en) (Y, em)(€n, €m)

Il
a
3
Il
i

I
—~— 3
M=

(o enen S0 o)

m=1

i
L

[e.o]

(o ¢]
Usando a continuidade do produto interno e que as séries Z (x,en)en, Z(y, €n)€n CON-
n=1 n=1



vergem uniformemente, temos que:
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jgl)((t)lf(t)dt _ jﬁl <;§2<x,en)rn(t)> (;gi;<y,enﬁ,yn(t)> it

1
I
lim

lim

(z,y)

lim
N—00 M— o0

lim
N—00 M —0c0

lim
N—o00 M—c0

N

lim Y (z,e,)en, i > (Y, em)em

N—o0

N

/o1 <Nhl>noo > (s en)ra(t)

n=1

lim

(

n=1

(S bt

M

) (Mllnoo Sy, em)rm(t)

m=1

)a
)
)

M

(S tenna(®) (32 et

N M

)(;ﬁ”wmw

;
)

N M

Z<ZE, en>en> Z <y7 em>€m

n=1 m=1

m=1

o0
<Z x, en €n, Z Y, Em 6m>
n=1 m=1

Vamos considerar agora dois casos. No caso A) consideraremos aplicagoes X € Ly|0, 1]

(obtidas & partir de certo elemento x € By) que sdo uniformemente limitadas por uma

constante. O caso B) serd o caso geral.

A) Fixemos M > 0. Consideremos o conjunto das aplicagoes X € L]0, 1] obtidas a

partir de um certo x € By, como usado anteriormente. Vamos supor que:

| X

(0)]

<M, Vte[o,1]

Neste caso, a desigualdade de Grothendieck torna-se mais simples. De fato:

Consideremos 1, . . .

zn: zn: Qjj <$z'7 ?Ji)

i=1j=1

Como |X;(t)] < M e |Y;(1)]
Yjv(t)’ <1, para todo 1 <14, j

y Loy Y1y - -

IN

IA A

M,

n.

., Yn € By arbitrarios. Assim:

X;(t Y( )dt
1j=1 0
1 n n
ZZCLZ]XZ t)dt
=1 j=1
ZZainZ t) dt
i=1j=1
n X;() Y (t
i=1j=1
e [155a SEE R e )
=1j=1
para todo 1 < 7,7 < n segue que X;y)’ <le
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Sendo
l|la|| = sup{ ZZaijsitj Dlsil <11 <1 1 <4, < n}
i=1j—=1
temos que:
- Xi(t) Yi()
; < la|, Vtelo,1 2
;;aa UM < |all €[0,1] (2

i:i:aij<miayi>

i=1j=1

1
< M2 [ Jlaljdt = M2 la]
0

Tomando o supremo do lado esquerdo, sobre todo espacos de Hilbert H e sobre todos

os vetores Ty, ..., T, Y1,...,Yn € By obtemos:

llall| < M?|la]

Seja M > 0 uma constante tomada arbitrariamente como no caso A). Dado x € By,
definimos X, XV € L,[0,1] por:
X (1), se | X(t)| <M

XE(t) =
Msinal X (t), se |X(t)| > M

U . 0, se | X(t)| <M
X)) :=X(t) — X*(t) =
X(t) — Msinal X (t), se |X(t)| > M

X% é uniformemente limitada. De fato, por definicdo, temos que:

XL(t) _ X(t), se | X(t)| <M
Msinal X (t), se|X(t)] > M
Se t € [0,1] é tal que | X (t)| < M entao:
(XEO) =X <M
Se t € [0,1] é tal que | X (t)| > M entao:
IXE(t)| = | Msinal X (t)] = M
Logo, para todo t € [0, 1] temos que:
XEO) <M =
XFOP < M =
/01|XL(t)|2dt§/01 M2dt = M? =
XA < M? =
X ) < M (x)
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Portanto, X% é uniformemente limitada.

XU ¢ uniformemente limitada. Vamos mostrar que:

V3

XU, < 2=
X < %2
Se t € [0,1] é tal que | X (t)| < M entao:
X(t)P
XV =0<!
XV =0< 2

Vamos analisar agora o caso em que t € [0, 1] sdo tais que | X (¢)| > M. Observemos

que:

e Se X(t) > M > 0 entao:

e Se X(t) < —M < 0 entao:
XV(t)y=X(t)+M <0
Assim:
X(t)—M, seX(t)>M
[ XY(1)] =
—X(t)— M, se X(t)<—-M
Isto é, | XY(t)| = |X(t)] — M no caso em que | X (¢)| > M.

~ 2 . ’
Vamos mostrar agora que, se m,s € Ry entao s <m + 7. Essa desigualdade sera

importante para nossa demonstragao. Sabemos que (2m — s)? > 0. Logo:

(2m—5)>>0 = 4m* —4ms+s>>0
2
Am? + %2 > dms — m+s—25
4m

Considerando s = | X (t)| e m = M, obtemos pela desigualdade anterior:

XOL L vs1x0) =
X (@)*
X(o) - < B0 —
X (@)
xv() < X0

Portanto:

Xl < P00 vieo (o)
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Utilizando (%), a desigualdade de Khinchin (D.K) e sua demonstragao para p = 4,

segue que:

G X
0o 16M?

1 1
= X (8)|*dt
= [ X0

1 o0

1
= —_— n) Tn(t)| dt
oy [ el

an

0o 1, i )\
= TeM2 \ &

3
= el
3

16 M?

= ([ xopa) < X2

Portanto, XY ¢é uniformemente limitada.

dt

[ XU

4

IN

Dai:

Agora, sejam x1,....T,,Y1,...,Y, € By. Podemos escrever:
DD ai(wiyy)| =
i=1j=1
ZZ%/ (0)Y;()dt) =
i=1j=1
[ axiny i =
i=1j=1
|/ZZ%ﬂ/+ﬂmM%+Wwﬁ=
i=1j=1
1 n n
[} Sl 0¥ @) + XE @Y )+ XFY @)+ XPY(0)ar| =
i=1j=

Vzi%ff+ﬂmwwmﬁmm%+wwmmw::

=1 j=1
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_ /ZZ% By (t) dt+/ SN a4 XY (Y1) dt+/ S 4y XEOY )t
i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1
< /Zzaw (B (#)dt| + /ZZ%XU HYE(t)dt| + /ZZ%XL L(t)dt
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
o XMBY n o XUYEE)XY
< M*Y a; / ; dt
_(/Z 205 g M ‘ EXEJ 1X7T
Jj= 1 J
Lo XYY
+ /zz% HJY-U|| 5 12
i=1j=1 2
YE(t) U(t)
< Mall + 3Dl XM [ 1 w7l [ X at
?2?% I [ ?2?2 j I,
(3) " XU(t) YE(@) V3L & YU()
2 2ol + X2 z<l RELAT
H“JHWMA4 7 |2 2= 9\ KO

() V3 V3
< M? - ~=
< lall + = lllalll + ;77 lllall

Portanto:

V3 V3

< M? -— -
llalll = MZ|lall + ==lllalll + 77 llall
V3
AM
<4M—\/§(M+1)

<M+>MMW§MWM

o) lall < Aol —

4M3
el < (53— o) el

Sabemos que:

S gy yy)

i=1j=1

AM3
<l <= (57— ) ol

Sobre o espaco de Hilbert H fixado, definiu-se

lall = sup {

Consideremos a seguinte aplicagao:

slsil <L 41 <1 1<4,5<n
J J

I': SpxSpX...XxSpXSpX...xS — R
(51,82, -, 8, b1, b2, ... 1) Zzaijsitj
i=1j=1

onde Sg = {x € R;|z| = 1}. Como I' é uma aplicagdo continua e o produto cartesiano

finito de conjuntos compactos é um conjunto compacto, segue que a imagem de I' admite
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;. . / ’ I .
maximo. Portanto, existem s, s, ... tl, t2, ..., 1, € Sg tais que:

{1

Portanto obtemos:

Y TL’

tils |sil =1; |t = 1; 1§i,j§n}

SN ag(w,y;)| < Kgmax{ ZZ aisiti|; s =1; |t =1, 1 <i4,5 < n}

i=1j5=1 i=1j=1
onde Kg = ﬁ%, sempre que 4M —+/3(M —1) > 0, ou seja, M > %. Escolhendo
M desta forma, obtemos a desigualdade. O]

4.2 Teorema de Grothendieck

O Teorema de Grothendieck aparece como uma consequéncia da desigualdade de
Grothendieck e trata de operadores absolutamente somantes. Nesta secao, apresentamos o

resultado e sua demonstragao.

Antes, veremos a definicao de operadore absolutamente somante.

Definigao 4.2.1 (Operador Absolutamente somante). Sejam X,Y espacos de Ba-
nach e u : X — Y um operador que leva sequéncias (x,)neny C X incondicionalmente
somdveis em sequéncias (u(z,))nen absolutamente somdveis. O operador u € denominado

operador absolutamente somante.

O teorema 4.2.2 pode ser encontrado em [4], capitulo 1, pdginas 15,16,17 e 18.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Grothendieck). Todo operador linear e continuo u :

1 — 1o € absolutamente somante.

Demonstracao. Seja u : l; —> ls um operador linear e continuo. Queremos mostrar que
o operador u transforma sequéncias incondicionalmente soméaveis de [; em sequéncias

absolutamente somaveis em /. Suponhamos, sem perda de generalidade, que [Jul| < 1.

Seja (x,) C 3 uma sequéncia incondicionalmente somavel. Pelo teorema 3.2.1, segue que

(x,,) é sinal somavel.

N
Seja (¢,,) € R, onde ¢,, € {1} para todo n € N. Fixado N € N consideremos y = Z EnTn.
n=1

Pelo teorema de Hahn-Banach(H.B) temos que:

Iyl = sup [z"(y)]  (*)

T*€B
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Notemos ainda que, para z* € B;__ temos que:

N
n=1

[z*(y)| =

n=1
N

< D lenlla™ (@)
n=1
N

= > la"(za)]
n=1

Vamos definir o seguinte operador:
U hw — ll

a" = (27(Zn))nen

O operador v esta bem definido. De fato, seja x* € [,. Fixemos N € N. Primeiramente,

observemos que:

N N
Yol @)l < Y [l llwnlh
n=1 n=1

N
= "I 3_ llzalls
n=1

Como (z,) C I; converge incondicionalmente, segue que (z,) converge absolutamente em
o0

l;. Portanto, a série Y _ [lz,||1 é convergente.
n=1

Fazendo N — oo obtemos que:

Yo la (@) < 2 D llealh < oo (1)
n=1 n=1

Portanto, v estd bem definido.

O operador v é linear. De fato, sejam x*,y* € [, e A € K. Assim:

(" +AY") = (27 + AY)(Tn) )nen
= ((@"(zn))nen + A((Y" (Tn) ) nen
= ofa) + ely?)

O operador v ¢ continuo. De fato, seja 2* € B;__. Temos que:

lo(z)ll = (@™ (@a))llx

[eS)
= &I X llzall
n=1
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o0
Como > [|z,|l1 < oo segue que v é continuo.

n=1

Podemos ainda afirmar que:

loll = sup S Ja*(ea)l (+4)

T*€BI n=1
Portanto, por (x) e (x%) que:
N " N
Z Enln = sup |z¥ (Z €nxn> |
n=1 1 z*€B) n=1

sup D |7 (w)]

<
LU*EBZOO n=1
o0
< sup Z 2" (2,,)]
T*E€EBI o =1
()
=" |lv|l

Assim, obtemos a seguinte desigualdade:

<|lol, VNeN (2)

1

N
Z Endn
n=1

Queremos mostrar que (u(z,)) C ls é absolutamente convergente, isto é, queremos mostrar

que Y Jlu(w,)]]* < o0.
n=1
Sejam m € N e § > 0.

Tomemos n > m, y1,...,Yn € I} tais que:

0
o —yill < 5 se 1< i< m

Se n > m, para m + 1 < i <n vamos considerar y; = 0.
Consideremos 3 = {ej,...,e,} como a base canénica do espaco [}. Para cada 1 <i<m
cada vetor y; pode ser escrito como combinacao linear dos vetores da base (3, da seguinte

maneira:
n

yi = age;, 1<i<m
=1

Observemos que:

>l = 3 u(iaiﬁj)

2
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n
Vamos fixar 1 < ¢ < n. Denotemos «; = Z a;;u(ej) € ly. Pelo teorema de Hahn-Banach,

j=1
existe z; € By de tal forma que zj(q;) = |||z, Assim:
n
> agule;)| = [l
j=1 2
= 7 (a)

= (En:l %’U(eg‘))

Sabemos que [ é um espago de Hilbert. Pelo teorema da representacao de Riesz, existe

um vetor z; € By associado a cada funcional z7, de tal forma que:
n n
x; Z au(e;) | = <zi, Z aiju(ej)>
j=1 =1
n
= > aii{ziuley))
j=1

Portanto:
n n n
Z [u(yi)ll2 = Z Z ai (2 u(e;))
i=1 i=1j=1
onde z1,...,2, € Byp.
Sejam &1, ..., &, escalares tais que €, € {£1}, para todo n € N. Notemos que:

n
Z €iYi
i=1

n n
= > (Z az‘j%’)
i=1 j=1

1

Para 1 <17 < m temos que:

[uzi)lls = [yl < llu(z:) = ulys)ll2

= lulzi =yl

< Nullllzi — yill2
< o = will2
1)
< —
< o

Dai, para todo 1 < i < m temos:

o
lu(a)ll < flulyillz + o



68

Da desigualdade anterior segue que:

iuuwuz

m

Z u(y Hz+z

< Z yl |2—|—5
=1

IA

Vamos denotar

all = maX{ ;G =1 & = il}

> D aiki;
[[|all| ZmaX{ ZZ (T, y;) }
=15=1

i=1j=1
onde o maximo é tomado sobre todo espaco de Hilbert H e sobre quaisquer vetores

X1y Ty Y1y - -+ Yn € By. Utilizando a desigualdade de Grothendieck (teorema 4.1.1)

teremos que:
yz HQ + d

lew|u<xi>r|z <

[uyi)ll2 + 0

M: i Ms

N
Il
i

I
M:

Zaw zi,u(e;)) + 6

15=1

.
I

< Zaij<zi,u e+ o
i=1j—1

< Alal[|+¢

4.1.1

< Kglla|[+46

Utilizando a defini¢ao de ||a|| e a desigualdade (3) segue que:

i=1j=1

Kela||l+0 = Kgmax{

ZZGZJ§Z§J fz::tL @Z:I:l}—i—é

< Kcmax{z Zaz‘j&fj ;&G ==E1 & = il} +0
j=1li=1

— KGmaX{Z| D & =+, fj:jzl}—i—é
7=1

(3) n

< KGmaX{ > &G ;ﬁi:il}—l—&
=1 1
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Notemos que:

m
iYi il < Z — ;)
1 1
< Z yz
< -
< ; 5
< 9
Portanto:
iYi Vil < Til| +0 =
1= 1 = =1 1
X{ Ui ;&:jzl} < max{ x|l s &= 1}+5
=1 1 =1 1
Assim:
KGmaX{ Zﬁly, g &= :I:l} +6 < KGmaX{ Z{Zmz ;& = j:l} + 0+ Kgo ( * )
=1 i=1 1
2
< Kglv||+ Ke(6+1)
Logo:
Z luz:)]l2 < Kelloll + Ka(0 + 1)
Portanto:
Z [u(zs)]l2 = lim Z llu(z:)|l2 < Ke|lv|| + Ka(d + 1)
i=1
Concluimos que u(x,) C Iy é absolutamente convergente. ]

O corolario do teorema de Grothendieck é uma consequéncia da demonstracao do
teorema. Podemos considerar este corolario como uma versao do teorema de Grothendieck

para espacgos de Banach de dimensao finita.

Corolério 4.2.3. Sejam n, N inteiros positivos e seja u : I — I um operador qualquer.

Entao, independente da escolha de x4, ...,z € I} teremos:

, € = :i:l}
iy

Demonstracao. Na demonstragao do teorema de Grothendieck obtemos a desigualdade

T;

m m
Y llu(@)lly < Kellul| sup
=1

=1

(% % %):

; §¢:i1}+5+KG

> ()] < KGmaX{
i=1 =
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Vamos considerar a inclusio dos espagos [} e [Y em [ e [y, respectivamente.

Lembremos que para a demonstragao do teorema de Grothendieck a norma do ope-

rador u foi tomada com norma menor ou igual a 1.

Vamos considerar o operador v como a restri¢ao a [ do operador

u : ll — lg

v o— u(z) =Y zule;)
i=1
onde = = ()2, € .

Por (* % %) podemos escrever:
m

Sl ()

i=1 ||U||

3 utely <l (o {
=1

< KGmaX{

m
Z i
i=1
m
Z §imi
i=1

1

Iy

1

;) & = :f:l}
iy

6 > 0 é arbitrdrio. Fazendo § — 0 obtemos:

S )l < Kolul max{

=1

m
D&t
i=1
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5/0s Teoremas de Grothendieck para

operadores p-somantes

5.1 Operadores p-somantes: Resultados e exemplos

Neste capitulo apresentamos uma das classes de operadores que foram importantes
no desenvolvimento deste trabalho, os chamados operadores p-somantes. Esses operadores
estendem o conceito de operadores absolutamente somantes que foram estudados nos

capitulos anteriores.

Apresentamos ao longo do capitulo a definicdo destes operadores, assim como
algumas propriedades e certas caracterizacoes. Os exemplos serao expostos na ultima

secao, pois primeiramente devemos apresentar suas principais caracteristicas.

Em uma das se¢oes abordamos uma generalizacao dos espagos de sequéncias [, e

l, a partir de um espago de Banach arbitrario.

Definig¢ao 5.1.1 (Operador p-somante). Sejam X,Y espacos de Banach,1 < p < 0o e
u: X — Y um operador linear. Dizemos que u é p-somante se existe uma constante C' > 0
tal que independente da escolha de m € N e independente da escolha de x1,...,x, € X

temos:

B lw(x")”p); SO { (L) ;}

Observagao 5.1.2. Podemos substituir a constante C' pela expressao m,(u), onde:

mp(u) = inf {C’ > 0; (i ||u($l)||p)p <C sup (f: |J;*($i)|p>p ., me R} :

i=1 a2 €Bxx \i=1

Vamos denotar por IL,(X,Y) o conjunto de todos os operadores p-somantes de X

em Y.

Lema 5.1.3. Sejam X,Y espacos de Banach. Entao:

i) IL,(X,Y) é um subespago vetorial do espago B(X,Y').
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i) m, define uma norma para IL,(X,Y) com:
Jul] < mp(u), Vu eIl (X,Y)

Demonstragio. Observemos que IL,(X,Y") # 0, pois o operador nulo pertence a esse

conjunto.

Se u € IL,(X,Y) entao u é continua. De fato:

Fazendo m = 1 na definicao de operadores p-somantes, para qualquer x € X temos:

lu(z)[| <€ sup [a"(2)| = C|l]]

T*EBx*

[u(@)]| < Cll]l, Ve e X

Sejam u,v € IL,(X,Y). Assim, existem constantes C,,, C,, > 0 tais que independente

da escolha de m € N, independente da escolha de x4, ..., x,, € X temos:

(i ||U($i)||p>’l’ <, sup {(g |$*(xi)|l’>;}
(S <c. sy {(m ) )}

Fixando m € N, zy,..., 2, € X e usando a desigualdade de Minkowiski (D.M):

(gl\(wv)(%)\lp); < (Thtw) o)

> ||u<xz->||p)” +(2 ||v<xz->||p)’17

< (C.+C) zsgg;{(Zﬂ i) )}

Logo, u+v € IL,(X,Y).
Sejam u € IL,(X,Y) e A € K. Fixando m € Ne zy,...,2, € X temos:

(é'“”“"”@é - (2 ||Au<xi>||p);’
= A <§;||u(xi)"p>;

1
< XC, sup {<Z|x x;) ) }
T*EBx* -1
Logo, A\u € IL,(X,Y).

Portanto, I1,(X,Y) é subespago de B(X,Y).
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ii) Queremos mostrar que:

mp(u) = 1nf{ (ZHu i Hp) <C sup <§:|x*(xi)|p>;, meR}

T*EBx* i=1

define uma norma em IL,(X,Y).

a) Se my(u) = 0 entao:

inf{ <ZHu HP) <C sup <Z|x*(mi)]p>p; meN}:o
m*EBX* i=1

Assim, para todo m € N e para quaisquer xl, ce oy Ty € X temos:

(S tute ||p) <0 =
(Zuu up)’l’:o —
S utrlp =0

Portanto, para todo m € N, 1 <17 < m e para quaisquer x1,...,x, € X temos:
[u(z:)[” =0 =
[u(zi)l| =0 —
u(r;)) =0 =
u=0

Se u = (0 entao:

OE{C’EO;OSC’ sup <Z|x*(xi)|p>p; mEN}

r*EBx* i=1

Portanto, m,(u) =

b) Sejam u € IL,(X,Y) e A € R*. Por um lado temos:

(S haterr)” = (i futelP)’

< () sup {(Zu wp)’
(inu(mnp); >

3=
-

==
——

Dai, m,(Au) < |A|m,(u). Por outro lado, temos que:

3=

Au
7(%‘)

J,‘ EBX*
p)
=1

- L Ewar)

O { (S br) ’17}

IN
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Dal, m,(u) < ‘% »(Au). Portanto, m,(Au) = |A|m,(u).

Sejam u,v € II,(X,Y). Como u,v sdo p-somantes, existem C,,C, > 0 tais que

independente da escolha de m € N, independente da escolha de xy,...,2, € X

S
(i ||U(?Ci)||p>p <G, sup. {(i Ix*(:ci)|p>”} .

Por defini¢ao de m,(u) e my(v) temos:

o) o (o))
(f;nv(xi)np) <ml) sup {(Zu o) )}

Para quaisquer zi,...,z, € X, utilizando a desigualdade de Minkowiski (D.M)

temos:

temos:

(i I+ v><x@->up>i _ (i u(e) + U(xi)”pf

i=1

> ||u<xi>||p); +(2 ||v<:ci>||p>’l’

< () +m0) xi%f;{@'m ) )}

Portanto, m,(u 4+ v) < m,(u) + m,(v).
Sejam u € I1,(X,Y). Sabemos que:
[ull = sup [u(z)]|
rEBx
Para m = 1 na definicdo de operadores p-somantes, fixemos x € By arbitrario.
Utilizando o teorema de Hahn-Banach (H.B) temos:
v\ (LB)
[u(@)|| < mp(u) sup [a"(x)] =" mp(u)]|z]
JI*EBx*

Assim,

lu(@)|| < mp(w)]lz]] =

sup [lu(@)|| < sup mp(u)zf| =

z€EBx r€Bx
sup [Ju(z)| < mp(u) =
rEBx
[ul| < mp(u)
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Vamos apresentar agora os conceitos de sequéncia fortemente p-somavel e de
sequéncia fracamente p-somavel. Mais a frente veremos a relagdo que essas sequéncias

possuem com os operadores p-somantes.

Vamos definir os espagos [;(X) e [;)(X) e mostrar que estes formam um espaco de

Banach.

Defini¢ao 5.1.4 (Sequéncia fortemente p-somavel). Sejam 1 < p < oo e X um
espago de Banach sobre o corpo K. Uma sequéncia (x,) C X é fortemente p-somdvel
se a sequéncia (||x,||)nen € 1. O espago vetorial de todas as sequéncias em X que sdo

fortemente p-somdveis € denotado por I3(X).

1
o0 b
Lema 5.1.5. ||(z,)]|3 = (zzl ||xn”P> ¢ uma norma em [;(X).

Demonstragio. i) Seja = (Tn)nen € I5(X). Temos que:
|z]|; =0 <=
o0 7
(Sllr) =0 =
n=1
Yzl =0 =
n=1
|za|f =0, Vn €N «—=
|zn]] =0, YnEN <«—
z, =0, YVneN <=
r=0

ii) Sejam x = (2, )nen € [5(X) e A € K. Entao:

IOa)ls = (Z ||Axnup)
n=1
- (Zwuxnup)
n=1
Y (z ||xnup)
n=1

= Al

iii) Sejam = = (¥)nen, ¥ = (Yn)nen € [(X). Fixando m € R, pela desigualdade de
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Minkowiski (D.M) temos que:

1 1
m D m 5 m ;
(Z ||xn+yn||p) < (annnp) +(Z ||yn||P)
n=1 n=1 n=1
1 1
S P oo p
< (Z ||xn||p) ; (Z ||yn||p)
n=1 n=1

= l=ll; + 1yl

|=

Isto é: )
»

(Z o + ynnp) < llells + Il
n=1

Fazendo m — oo obtemos que:

-

P

o+l = (Z ||xn+yn|rp)
n=1

< lllp + llyll;

A

Logo, || [|5 ¢ uma norma em [5(X).

Lema 5.1.6. O espaco I5(X) munido da norma || |5 € um espago de Banach.

Demonstragio. Vamos mostrar que (I5(X), [ [|5) é completo. Seja (z¥)ren C 15(X) uma

sequéncia de Cauchy. Por defini¢ao, dado € > 0 existe kg € N tal que:

o — ol = (z Ja xiup) <o WISy %)
=1

Assim:
|z¥ — 2l <e, Vk,I>ky, VieN

Obtemos uma sequéncia (z¥)rey coluna que é Cauchy em K para cada i € N. Como K é
completo, concluimos que (2%)cn é convergente para todo i € N. Digamos que x¥ SN x;.

Definamos = = (z;);en-

Temos que = € I5(X). De fato, como (%) ren € uma sequéncia de Cauchy, entdo (x*)pen é

limitada. Logo, existe um M > 0 tal que:

1
||xk||;=(z ||x:2||p) <M, VkeK
n=1

Consequentemente temos:

=

(Z ||xf;||P) <lafE <M, VkeK, ¥meN
n=1
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i, P s g .
Como f(y) = y» é continua e o somatorio é finito, fazendo k — oo temos que:

(S lonir) < a1, vmen
n=1
Fazendo m — oo obtemos que:
- 1
(S lelr)” <
n=1
Assim, 7 = (2, )nen € [5(X).
De (%) podemos observar que:
(St —allp)” < et = o'y <, Wt o Ve

Fixando k € N, k > kg e fazendo | — oo para todo k,l > kg e para todo n € N obtemos:

p
hm <Z||l’ ﬁ||p> <e =
g k l
.
(3 et

B =

3=

3=

<€

n
<Z||xf— lim xin) <e =
-1 l—o0

(S5 1ot —

Fazendo n — oo obtemos que:

(Z |z — xin) Dl WE> ko
=1

e Il

Logo, x x € 13(X) e temos que [5(X) é completo. O

Defini¢ao 5.1.7 (Sequéncia fracamente p-somavel). Seja X um espaco de Banach
sobre o corpo K. Uma sequéncia (z,) C X ¢é dita fracamente p-somdvel se a sequéncia de
escalares (z*(xy,)) € L, para todo * € X*. O espago vetorial de todas as sequéncias que

sao fracamente p-somdveis em X ¢ denotado por [J)(X).

==

Lema 5.1.8. |[(z,)|;) := sup (Z |z* () ) ¢ uma norma para o espago 1)(X).

T*€Bx* \p=1

Demonstragao.

My LX) — R

p

= (o) — @)Y = sup (f; |x*<a:n>|p)

T*€EBx* \p=1

B =
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Seja x = (x,) € [;)(X). Vamos definir a aplicacio:

u: X* — ly
¥ —  (2"(xn))nen

O operador u estd bem definido. De fato, como = = (z,,) € [}/(X) segue por definicdo que

(x*(21))nen € 1y, para todo x* € Bx-.

O operador u ¢é linear. De fato, sejam x7, x5 € Bx+. Entao:

u(zy +x3) = ((2] +25)(Tn))nen
= (27(2n))nen + (¥5(2n) )nen
= ula}) +u(z})

O operador u ¢ um operador linear limitado. De fato, vamos utilizar o teorema do grafico
fechado.

Queremos mostrar que o conjunto I' = {(z*, u(z*)) € X* x l,; x* € Bx~} é fechado.

Seja (z*,y) € T. Logo, existe uma sequéncia (x}, u(z})) C T tal que (2}, u(z})) — (2%, y).
Observemos que z; — z* e que u(x}) — y. Para todo k € N temos que u(z}) =
(x5 (xn))nen. Notemos que:

x;, — ¥ = sup |z (z) — 2" (x)] — 0
r€Bx

Assim:

lim |z}(x) —x*(x)| =0, Vx € By

k—o0

Logo, para todo n € N temos que:

NEAE
xk<| n|> T <|$n|>‘_0 —
1

Sabemos que u(z}) — y, logo:

Em particular, para todo n € N temos:
kh_qloo |2 (20) — yn| =0

Pela unicidade do limite, segue que x*(z,) = y,, para todo n € N. Pelo teorema do grafico

fechado, como u : X* — [, ¢ linear, I' é fechado e X*, [, sao espagos de Banach, segue
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que u é continuo. Dai:

lul = sup fu(z")| < oo

1
o0 s
=  sup {(Z |x*(a:n)]p> } < 00
T*EB x* n=1
Vamos mostrar que || ||’ é uma norma para o espaco [;/(X).

i) E claro que |z[|; > 0, para todo x € [;)(X).

ii) Seja x = (z,) € [;)(X) tal que [[z[];) = 0. Assim:

1
M= sup {(z (ol }zo
r*EBx* n=1

Fixado z* € Byx«, arbitrario, temos que:

1

0< (i yx*(xn)|p>P <M=0

Logo:

(Slar) =0 = et =0

n=1

Assim, para todo n € N e todo x* € By, temos que:

7% (zn)] =0 =

|z*(z,)]| =0 =

(z,) =0 =

z, =0 —
r=0

Se v = (v,) = 0 € [)(X) entdo (Z |x*(:z:n)]p> = 0 para qualquer z* € Bx-.
n=1

Assim:

sup {(f: rx*<xn>|p);} = 0= [l =0

T*EBx*



30

iii) Sejam x = (z,) € [)(X) e A € K. Temos que:

Pl = ﬁse%i*{(g'm(m”p);}
= { (5 o) ;}
- {(2 |)\|p|x*(xn)|p>;}
- sw {IM (i |x*(xn)|p>é}
- &%&{(Z‘x " f}

= Pl

iv) Sejam =z = (2,,),y = (yn) € ). Fixados z* € Bx«, m € N e utilizando a

L (X
desigualdade de Minkowiski (D.M) segue que:

1

(3 1eten + ynw’); - (Sl )
(L) (Sl mr)

(Sler) + (Sl wr)

<y {Erer) b oy {(Seor)]

[l + Nyl

3 =

NE

|z

3 =

(yn)|P
(Yn)|P

hE

IN

1
P

+<
L n
P

—l—(

n

N——

Fazendo m — oo, considerando a continuidade do médulo e das fungoes y(z) = 2

e h(x) = 27 temos para todo x* € Bx« que:

1
o0 v
(Z 2 (an +yn>rp) < llzll® + 2

n=1
Dai:
1
> P
sy {(Z (o )P } <l + lylly =
T*EBx* n=1
[z +ylly < Nzl + llylly
Logo, || [|;/ ¢ uma norma para o espago [;(X).
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Lema 5.1.9. O espago I)(X) ¢ um espago de Banach.

Demonstragiao. Seja (1¥),en C [(X) uma sequéncia de Cauchy. Dado ¢ > 0, existe
ko € N tal que:
Jab — " |¥ < e, Vk K >k

Por definicao de || [/, temos que:

1

sup {(Z " () — x*(xﬁ')\?) } <e, Yk Kk >k
n=1

T*EBx*

Para todo k, k" > ko e para todo z* € By-, segue que:
1
St / p
(Sleh - ar) <c =

n=1

oo /7

>t () — @ (o )P < €

n=1

Além disso, para todo k, k" > kg, para todo 2* € Bx- ¢ para todo n € N temos que:

k
n

(@) — 2" (@ )| < e

Utilizando o teorema de Hahn-Banach (H.B) para todo k, k' > ko e para todo n € N

temos:

/ /
Izt — 2 | " sup ot (@h) — ot aF )| < e
{L‘*GBx*

Obtemos que (zF)reny € X é uma sequéncia de Cauchy em X. Como X é completo,
concluimos que (2%)ren é convergente para todo k € N. Digamos que z* X k.

Temos que = = (zn)nen € 1 (X).

Sabemos que para todo k, k' > ko e para todo z* € By«

(i 2 (k) - x*(xﬁ'np) " <e

Fixando k € K, k > ky e fazendo k¥ — oo, pela continuidade da funcdo modular,
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continuidade de z*, para qualquer x* € Bx+, obtemos:

1
lim (Z 2% (2) — x*(asfl/)|p> <ege =

k' —o00 n=1

1

<Z 2% (2F) — hm z*
n=1 K —

3=

RSl

!

(S e
(Z |z*(2F — )

Em particular, para todo z* € By~ obtemos que:

|~

I

) <
(iu*(aﬁ;) (Jlim_ o ) <e =

@)

)

(E:W —xnw>;35

Dai:

1

P
sup {<Z|x O — 1z, |p> }§5 —

o —2s < =
g — 1€ Iy (X)

Como [ (X) é um espago vetorial, segue que z = z*0 — (2% — x) € [¥(X).

Temos que z* m z. De fato, para todo k, k" > ko e para todo z* € Byx- temos

que:

B =

(i 2 (k) - x*(xi{np) <e

Fixando k € N, k > ko, fazendo k' — 0o, para todo k > ko e para todo z* € By, segue
que:

(i (o) z*(xnw) <.

Dai, para todo k > kq:

S =

sup (i |x*<x:>—x*<xn>|p) <e =

‘I*EBX* n=1

lo* — zlly <e

T g

;

Logo, z*
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Defini¢ao 5.1.10. O espago I5.(X) é o conjunto de todas as sequéncias (x,) € X tais
que ([|zn]]) € lo-

Defini¢ao 5.1.11. O espago I2(X) é o conjunto de todas as sequéncias (x,) € X tais
que (x*(xy,)) € lw, para todo z* € X*.

Observagao 5.1.12. Os espagos [2(X) e I (X) coincidem.

A maneira natural de definir uma norma em % (X) e [ (X)) é a seguinte:

s LX) — R

z=(zn) > [[(@a)ll5 = sup ||z,
neN

Il 2X)  — R

v =(xn) — [l(za)l% = sup supla”(z,)|
x*GBX* neN

Para cada n € N, temos pelo teorema de Hahn-Banach que:

|2zl = sup |2"(zn)]
J/‘*EBX*
Assim:
][5 = sup ||z,
neN

= sup sup |z*(x,)
nGNﬁ*eBx*

= sup supl|z*(x,)
JT*EBx* neN
= [lzll%
Como os espagos coincidem, utilizaremos apenas a notagao lo(X) com norma || |/sc.
Lema 5.1.13. Seja X um espago de Banach. O conjunto 5(X) é um subespago vetorial
de [)(X).

Demonstragdo. Seja x = (x,,) € [5(X). Assim a sequéncia (||z,|)nen € 1.

Fixado z* € Bx«, para todo k € N, temos que:
2% (@e)| < [l [llzell < llzell = |2 ()P < flal”
Assim, para 1 < k < n. temos que:
n n
D e (@)l? < D (]
k=1 k=1

Portanto, para todo x* € Bx« segue que:

(2 (@) < (Z kaup);
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Fazendo n — oo, para todo z* € Bx- temos que:
1 1
© . P © P
(S k@) < (Star)” =
k=1 k=1
1
= * P s
(Sletwr) < ol
k=1

Portanto:
1
0 P
ap (Sle(al) < il
CC*EBx* —
1
> P
Assim, sup <Z |x*(a:k)|p> < 00, donde concluimos que z = (z,,) € [;)(X). O
JJ*EBx*

Lema 5.1.14. Sejam 1 < p < oo e X um espaco de Banach. Sejam também Y um espago

de Banach e u: X — Y um operador linear limitado. Entdo, o operador:

i X)) — L (Y)
= () = U(r) = (u(¥n))nen

¢ linear e limitado. Além disso, ||ul| = |||

Demonstragio. O operador @ estd bem definido. De fato, seja z = (7,)nen € [ (X).

Y

1

Queremos mostrar que @(x,) € [;)(Y). Observemos que:

B =
Jun

sup (i |y*<u<xn>>\p> — ] sup (OO

y*E€EByx \n=1 y*E€By* \n=1

o0
< Jull sup (z (& |p)

z*€EBx*

=l Gl

O operador @ ¢ linear. De fato, sejam © = (T )nen, ¥ = (Yn)nen € [ (X) e A € K. Entao:

<oo (%)

(T + AYn) Inen

= (u(zn) + Au(yn))nen

= (u(n))nen + (Au(Yn))nen
= (u(@n))nen + A(u(Yn) Jnen
= a(x) + Mi(y)

az+xy) = (u

O operador 4 é limitado.
Observemos que se y* € Y* entdo y*u € X*. Para todo (v,) € [;)(X), sabemos por (x)
que:

sup <§: |y*(U(xn))lp>p < [l Gen) 11

y*GBy* n=1
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Portanto, para todo (z,) € [;(X) temos que:

[aCza)lly < [lullll@a)lly (ex)

Assim, @ é continuo e ||@] < ||u||. Por outro lado, utilizando o teorema de Hahn-Banach
(H.B), temos que:

[ull = sup [juz| "=" sup sup [y"(uz)]
mGBX .TEBX y*EBy*

Considerando (z,,) tal que z; = oy € K e z,, = 0 para todo n > 2, segue que:

1
0 P
ap sup (raan0.000 = s sup (3t )
rEBx y*€By* z€Bx y*€By* \p=1
= sup ||(ua) 2
$€BX
< sup o [(uz)lly
(2n)€Buw (x)
= sup la(z)lly
(Zn)eBng(X)
=l
Assim, ||u|| < ||4||. Por (xx) concluimos que [jul| = ||a]]. O

Observacao 5.1.15. Pode-se mostrar que o operador induzido 4 : I5(X) — [5(Y)
definido de maneira andlogo ao lema anterior é linear, limitado e que |G| = |Jul].

Observagao 5.1.16. Sejam X,Yy e Y espacos de Banach eu: X — Yy, v: Yy — Y

o~ ~

operadores lineares e limitados. Entao, v ou = v o .

Demonstracao. Como u e v sao operadores lineares e limitados, segue pelo lema 5.1.14,

que os operadores:

o) — ()
= (z,) — ()= (u(zy))nen
bro Yy — ()
y=_(yn) > 0(y) = (u(yn))neN

sao lineares e limitados.
O operador vowu : X — Y é linear e limitado.

Sejam z1,22 € X e A € K. Entao:

vou(Ary +x3) = v(u(Ary + 232))
= v(Au(zy) + u(xs)
= M(u(zy)) + v(u(zs)

= Avou(ry)+ vu(xs)
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Fixando x € By segue que:
[v o u(x)|| = [lo(uz) || < [Jollllu()] < [Jvllflullf]
Tomando o supremo sobre todos os vetores x € By segue que:

lvoull = sup [lou(z)|| < [lvfl]u]

reEDLb X

Pelo lema 5.1.14, podemos associar o operador

—

vou: [J(X) — L(Y)
r=(v,) = u(r)= (vu(zn))nen

que é linear e limitado.

Seja ¥ = (2,)nen € [;)(X). Entao:

—

vou(x) = (vu(zn))nen = (v(utn))nen = 0((u(@n))nen) = v o u(z)
]

Observagao 5.1.17. Sejam X,Y espacos de Banach eu : X — Y, v : X — Y

—_—
operadores lineares e limitados. Entao, v+ u = v + u.

Demonstra¢io. Como u e v sao operadores lineares e limitados e Z(X,Y) é um espaco
vetorial, segue que v +u € Z(X,Y). Pelo lema 5.1.14, podemos associar o operador v + u

ao operador:

v+u: (X)) — Ly (Y)
r=(x,) — v+u(z)=((v+u)(x,))nen

que ¢ linear e limitado.

Seja (X )nen € l;”(X). Assim:

—

vt u((Tn)nen) =

((v 4 ) (2n))nen
= (

v(@n) + u(@n))nen
= (v(zn))nen + (u(@n))nen
(

= f)( .In)neN) ((In)neN)

[]

Agora vamos relacionar os operadores p-somantes com as sequéncias fracas p-

somaveis e fortes p-somaveis.
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Proposicao 5.1.18. Sejam 1 < p < 00, X,Y espacos de Banach, u: X — Y e U como
definido no lema 5.1.14. O operador u é p-somante se, e somente se, 4(L;(X)) C L;(Y).
Neste caso, ||t : [)(X) — I>(Y)| = m,(u).

Demonstra¢io. (=) Suponhamos que u seja p-somante. Sejam m € Ne z1,..., 2, € X

vetores arbitrarios. Por defini¢dao, temos que:

(£ 1) <o) {(z o* () )}

Seja (z,,) € [ (X). Entdo:

B =

(S tuteair)” = sup (3 el
) sy {(Sirer) |

1
= sup my(u sup{(Z]az Tn) ) }
x*EBX*

= sup 77p<“)”($n>Hp

T*EBx*
= mp(w)l|(zn)lly

IN

Portanto:
[a((za))ll; < mp(w)ll (za)lly

e temos que (u(zn))nen € [5(Y). Notemos ainda que (x) [|af] < m,(u), j&4 que
[a]l = mf{C; fatza)ll, < Cll(za)llys V(zn) € LX)}

(<=) Suponhamos que a(l'(X)) C I5(Y).

Queremos mostrar que a aplicacdo @ : (I)(X), || [) — (L;(Y), [ [|;) é continua. Para

tal, utilizaremos o teorema do grifico fechado. Seja I' = {((x,), @(zy)); (zn) € [)(X)} 0

grafico da aplicacao .

Seja ((x), (yn)) € T. Entdo existe uma sequéncia ((z¥), a(z%)) =5 ((,), (yn)).

n

Il 1IR

Daf temos que () —5 (x,,) e que (azF) —3 I I — (Yn), quando k — oo.

Seja dado & > 0. Como (zF) Lt (x,) existe ky € N tal que:

I(z5) = (@)l <& Yk > ko

n

Assim, para todo k > kg, segue que:

s {(i (0% - x*(xnnp)”} <e
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Para todo k > kg, para todo x* € Bx+ e para todo n € N temos que:

lz*(2F) — 2*(2,)| < e =
lz*(2F —z,)| < e
Tomando o supremo sobre todos funcionais z* € Bx-+, para todo k > kg e para todon € N,

segue que:

up [k — x| <<
QJ*EBX*

Utilizando o teorema de Hahn-Banach, para todo k > ky e para todo n € N, temos que:
lzy, — zallx <e

k

Logo, klim x, = T, para todo n € N. Como v : X — Y é um operador continuo segue
—00

. k
que kh_r}n()o UL, = ULy,

Il 1l5

Por outro lado, como @(z%) =5 (y,) em I3(Y), existe k, € N tal que:

1
(Z |uzk — yan> <e, Vk>k
n=1
Assim, para todo k > k:(/) e para todo n € N temos que:
luzy — yull < e
Dai segue que lim u:cfl = Yn, para todo n € N.
k—so00

Pela unicidade do limite temos que u(z,) = yn, para todo n € N. Portanto, ((z,), (y,)) € I
Como 4 : (I)(X), || [I;) — (L;(Y), [l [|;) é linear, T' ¢ um conjunto fechado e I;’(X), [5(Y")
sao espacos de Banach, segue pelo teorema do grafico fechado concluimos que @ é continuo.
Como it (1(X). | [[2) —> (3(Y).]| ) é contino, segue que

[a(zn)lly < allll(zn)lly, V(zn) € LX)
Como 4(z,) = (uzy)nen, concluimos que:

[(uzn)lly < allll(za)lly, V(zn) € §(X)

Fixemos m € N. Tomemos z1,...,2,, € X.

Consideremos (2, )neny = (1, ..., 2m,0,0,...) € 1(X). Assim:

(i‘lﬂu(a:j)HP) ” < [la]| sup (il!x*(:rjﬂp)

T*EBx*

Logo, u é p-somante e m,(u) < |||, donde concluimos por (%) que ||4| = my(u). O
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Vamos apresentar alguns operadores p-somantes especiais e algumas propriedades

dessa classe.

Definigao 5.1.19. Sejam X,Y espacos de Banach. Um operador v € £ (X,Y) é dito de
posto finito se dimu(X) < oo.

Lema 5.1.20. Um operador v € Z(X,Y) tem posto um se, e somente se, existem
zr e X*, yeyY tais que
u: X — Y

Demonstracio. (=) Seja u € Z(X,Y) um operador de posto um. Assim, dimu(X) = 1.
Digamos que u(X) = [y], para certo y € Y. Seja z € u(X). Como u(X) = [y], existe
a € K tal que z = ay. Além disso, existe x € X tal que u(z) = z = ay. Assim, para cada

x € X existe a € K tal que u(z) = ay.

Vamos definir a seguinte aplicagao:

p: X — K
T o

onde u(z) = ayy.

A fungdo ¢ é linear. De fato, sejam x,2 € X e A € K. Observemos que u(z) = o,y e
u(z) = a,y,Assim:
w(x) + Mu(z) = (x + Ay
Como X é espago vetorial segue que = + Az € X. Temos que u(x + A\z) = Py, para certo
B € K. Logo:
(o + A,y = u(x) + Au(z) = u(x + \z) = By

Dai, a, + Aa, = . Portanto:
x4+ Az) =0 = a, + A, = p(z) + Ap(2)

A fungédo ¢ é limitada. De fato, seja € X. Existe o, € K tal que u(x) = a,y. Notemos

que @(x) = ;. Assim:

[y
lp(@)] = lag| = lau|=
[yl
aullyll _ Ju)]
Iyl Iyl
]
< el
1yl
Portanto:
||

lp(x)] < m||$|’7 Vee X
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Concluimos que ¢ € X*. Vamos denotar ¢ = z*. Para cada x € X, observemos que:

u(@) = gy = 27 (z)y
Portanto, u pode ser reescrito como:

u: X — Y

(<=) Suponhamos que u € Z(X,Y’) possa ser escrito como

u: X — Y

para algum z* € X* e algum y € Y.

Assim, u(X) = [y], para certo y € Y, donde concluimos que dim u(X) = 1. O

Lema 5.1.21. Sejam X,Y espacos de Banach e u € £ (X,Y). Se u pode ser escrito

como:

u: X — Y
para algum funcional nao-nulo x* € X* e algum y € Y entdo u € I1,(X,Y) com m,(u) =

[l Iyl

Demonstracao. Vamos mostrar que u é um operador p-somante.

Sejam xq, ..., x, vetores do espago X. Observemos que:
1 1
m P
(Stendr)” = (Ll tanr)
k=1

- (Se@rlr)

*( )|
al

*

)

y

(St

ool (i
oyl e

IN

Assim: .
(Znuaxknp) < I Nl @™l )
k=1

Logo, u € I, (X, Y).
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=

Como 7p(u) = inf {C; (Z Hu(xz)Hp) ’ <C sup (Z \x*(xz)\p> ’ , mée N} segue por
i=1 er€Bxx \i=1
(*) que
mp(w) < =[]l

Por outro lado:
[z [[[lyll = sup [="(@)[||lyl| = sup [|z"(z)y| = sup [lu(x)]| = [ul| < mp(u)
rEBx rEBx r€Bx

Portanto, m,(u) = ||z*||||y]|- -

Vamos mostrar agora que operadores de posto finito sao operadores p-somantes.

Proposicao 5.1.22. Seja u € Z(X,Y) um operador com posto finito. Entdo, u é

p-somante para todo 1 < p < o0.

Demonstragio. Por hipdtese temos que dimu(X) < oo. Digamos que dimu(X) = n.

Tomemos {yi,...,y,} uma base para o subespaco u(X). Fixado z € u(X), existem tinicos

n
ay,...,q, € K tais que Zaiyi = z.
i=1

Assim, para cada 1 < i < n podemos definir:

zr: X — K

7

r = o
m
onde u(z) =Y a;y;
=1

Pelos mesmos argumentos similares ao lema 5.1.20 temos que z; ¢ linear e continua,

para cada 1 <17 < n.

Podemos reescrever o operador U COomao:

u: X —> Y
n
i=1
Como u é a soma de operadores de posto 1 (os quais sdo operadores p-somantes) e IL,(X,Y)

é um espaco vetorial, concluimos que u é um operador p-somante. O

Vamos examinar agora como operadores p-somantes se comportam com relagao a

composicoes.

Proposigao 5.1.23. Sejam 1 <p < oo ev € I,(X,Y). A composicio de v com qualquer
operador linear limitado é um operador p-somante. Mais especificamente, se Xg, Yy sdo
espagos de Banach entdo para quaisquer u € L (Y,Yy) e w € £(Xo, X), sempre teremos

wow € I1,(Xo, Yy) com my(uovow) < |luljm(v)||w].
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Demonstracao. Sejam xq, ..., x, € Xy. Entao:
1 1
m P m P
(Znuovowm)np) < Ju (z ||vw<xi>||p)
=1 i=1
1
m P
— (Z Hv(wmup)
=1

1
< Jullmy(o) sup (zu we) )
z*€Bx* \j=1
1
WI; v
— @l sup ( ( : )
z*€By+ \iZ1 |w||
m * p %
~ el sup (355
z*€Bx+ \i=1
m v
< Jullm@)llul sup (stm)\p)
25€Bxx \i=1
Logo, uowvow é p-somante e m,(uvw) < ||ul|m,(v)|w]. O

Corolario 5.1.24 (Restri¢ao). Se Xy € subespaco vetorial de X ev : X — Y €

um operador p-somante, entdo a restricao Uy, * Xo — Y ¢ também p-somante, com

7Tp(“lxo) < mp(v).
Demonstragio. Vamos considerar os seguintes operadores:

u: Xog <= X
r — x

w: 'Y — Y
y — vy
Pela proposicao 5.1.23 segue que v X, = wou é p-somante. Além disso, sabendo que

[w]| = Jlull = 1 segue que:
71-217(2}\)(0) =
mp(wuv) <
[y (v)[ull =
7p(v)

]

Corolario 5.1.25 (Extensao). Se Y € subespagco de Yy e v : X — Y € um operador

p-somante entao v : X — Yy é também p-somante.
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Demonstracao. Vamos considerar os operadores:

u: X — X
r —
w: Y — Yy
y >y
Segue pela proposicao 5.1.23 que v = wvu é p-somante. O

Proposigao 5.1.26. Sei:Y — Y € uma isometria, entao v € IL,(X,Y) se, e somente
se, 1w € I1,(X,Yy). Neste caso, temos que m,(1v) = my(v).

Demonstragio. (=) Suponhamos que v € II,(X,Y). Sejam z1,...,x, € X vetores

arbitrarios de X. Entao:

@””(“)”p);g%“ fe%i*{(i " () >}

Como i é isometria, segue que ||i(vzg)|ly, = ||[vek|ly para todo 1 < k < m. Assim:

W (Sei)” = (o)’

1

P

< m(v) sup {<Z|x xy) ) }
r*EBx*

Portanto v € IL,(X, Yp). De (1) concluimos que 7,(iv) < m,(v).

(<=) Suponhamos que v € I1,(X,Y}). Sejam 1, ...,z,, € X. Entdo:

(ki !u(m)||f;o>;gwp<w mse%i*{(ilw " )}

Como ||i(vek)|ly, = ||lvek|ly, para todo k € {1,...,m} temos:

1 1
m ; D
@ (Slealy)" < i) sp { (S taor)’ }
k=1 z*E€Bxx
Dai v € IL,(X,Y).
De (2) concluimos que m,(v) < m,(iv).
Portanto, m,(v) = my(iv). O
Vamos mostrar agora que o espaco dos operadores p-somantes ¢ completo.

Proposigao 5.1.27. Sejam X,Y espagos de Banach. Entaio, (11,(X,Y),m,) é um espago
de Banach.



94

Demonstragio. Seja (u,) C IL,(X,Y) uma m, sequéncia de Cauchy. Dado € > 0 existe
ng € N tal que:

Tp(Un — Um) < &, Yn,m > ng

Como ||v]| < my(v) para todo v € IL,(X,Y), segue que:
lun — wml|| < mp(un —um) <e, Vn,m >mng

Logo, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em Z(X,Y). Como Z(X,Y) é um espago de

Banach segue que (u,) converge em Z(X,Y), digamos que u, [ IIﬂg,y)

Podemos associar v ao operador @ : [l’(X) — [’(Y) que é um operador linear e continuo.

Para cada n € N sabemos que u, é p-somante. Assim, para cada n € N, u, pode
ser associado ao operador:

Uy, (X)) — (YY)

(zr) = (UnTp)ren

que ¢é linear e limitado. Observemos que:

[ — Ul = [ty — | = 7p (s — ) <&, Yn,m >ng
Entdo, (a,) é uma sequéncia de Cauchy em £ (1;)(X),[5(Y)). Como [;(Y) é um espaco de
Banach segue que .Z(1;(X),[5(Y)) é um espaco de Banach. Portanto, (,) converge para
algum elemento de Z(I}(X),[5(Y)).
. _ Mlzawois oy e
Digamos que u, — v. Como [;(Y) C [)(Y) observemos que u, pode ser
definido como @, : I/(X) — ['(Y).

__Mlzawouwoy
Queremos mostrar que 1, —

Para cada x = (z}) € [;)(X) consideremos v((w)) = (v) € I(Y).

Il x5 _ .
Como 1, AN v, segue que U, ((xg)) — v((xk)r) = (v§)k. Dado e > 0, existe
no € N tal que:

1

e P
) = (Z |un2n — viﬁ!lp> <e, Vn>mn.
k=1

[ (unr ) — (VF)x

Em particular:
€
lunzn — v < 2’ Vn > ng, Vk € N.
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n—oo

Assim, u,x;, — v§ para todo k € N.
Fixado k € N, temos que u,xr;, — urg. Logo, existe ng tal que:
€ /
|lunzr — uzglly < 2 Vn > n,.

Tomando N = max{ng, ny} temos que:

Hvlf - Wk“Y < ||Ulf — UNZk + UNTE — uxk”Y
< lvp = unaklly + [Junsr — uzglly
< S4f_.
2 2

Logo, uzy = v§ para todo k € N. Ou seja, u((x)) = (uzg)r = (vF) = v((xg)). Assim,

u=u.

Como v : [V(X) — I5(Y) e v = @, temos que v(I}'(X)) C I5(Y). Pela proposicao

5.1.18, temos que u = liqgn U, € p-somante. O

Teorema 5.1.28. Se 1 < p < ¢ < o0 entao I1,(X,Y) C II,(X,Y). Além disso, para
u e IL(X,Y) entao m,(u) < my(u)

Demonstracao. Sejam zq,...,x,,, € X vetores arbitrarios.
q_
Consideremos A\, = |Ju(zy)|» ", para todo 1 < k < m.

Temos que [[u(zg)]|? = ||u(Apx)||P. De fato, fixado 1 < k < m, temos que:

luwai) I = lulllutee) 2~ ) P
= (o)l 7 ula) |
= Nulz) |*Plluz)|[”

= Ju(z)]®

Seja u € 11,(X,Y). Logo, u ¢ um operador p-somante. Assim:

(,fjlnum)uq)’l’ _ (Lf:luuw:ck)np);

3=

< m(u) sup ( Azrx*<xk>|p)
k=1

T*EBx*

Como ¢ > p observamos que % e (qu) sao conjugados. De fato:
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Fixemos z* € Bx+. Usando a desigualdade de Holder, observamos que:

(S o) < (kiluz#p) (Z @)}

() ()
= k=1
Assim, para todo x* € By« temos:
1 u 1
k:l

Aplicando o supremo sobre todo z* € Bx+ obtemos:

reBy- (Z”x (o) )é =0 (ZA )?(lfjlux*(xk)w)l
- (E) 7 (Strer)
Portanto: ) )
) 5o (£40)7 (o)
(> ||u<xk>||q)’1° <m0 (3 ||u<xk>||q)”p s (éux*(xmq); _
(i ||u<:ck>||q)’l’_q;f <ml) sup (lf:lux*m)w); _
(> Hum)Hq); <m0 s (S(e ()
Logo, 1 € IL(X.Y) ¢ 1 () < (). : -

Abaixo apresentaremos alguns exemplos classicos de operadores p-somantes.

Exemplo 5.1.29. Seja K um espag¢o Hausdorff compacto, p uma medida reqular de Borel
sobre K e seja 1 < p < oo. Cada operador ¢ € L,(p) induz um operador multiplicagao:

M,: C(K) — Lyy)

o= fo
Este operador é p-somante com m,(M,) = ||¢||p-
Demonstracio. Sejam fi, ..., f, € C(K) elementos arbitrarios.

Consideremos o seguinte conjunto:



Seja f € C(K). Notemos que:

[fllew) = sup [f(w)] = sup |6, (f)| = sup |6 (f)] = sup |z"(f)]
weK weK dw€EA

) = sup <;Iw*(fi)|p> :

De fato, utilizando o teorema de Hahn-Banach (H.B) temos que:

Temos que _sup (

sup
I*EBC(K)*

>l ()l

i=1

>l (f)

>

|p)’17

sup sup
a€EBym z*€A
p*

Sup sup
z*€A aEBm
p*

sup sup

z*€A aGBl;?k i=1

T*€A

sup [ (=7(f))iZ [l

:IZ*EBC(K)*

sup  sup Ja((z*(f:)i%)]

CC*EBC(K)* aeBl;r}k

sup  sup > a;z(fi)

I*GBC(K)* aGBlm i=1
p*

sup sup Z a;x*(f;)

(leBlni ZB*GBC(K)*
p

sup sup |z© <Z aif,) |
i=1

aEBm :E*GBC<K)*
p*

m
Z a; fi
i=1

sup
aEBlm
p*

(o)

()

C(K)

i a;z*(f;)

sup (2" ()i

r*€A

sup <Z|x (fi)l )

s =
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Temos que:

1T

Observemos que:

(S ||p)l

IN

Logo, M, é p-somante com

Por outro lado:

Portanto, m,(M,) = ||¢||,-

m

- (2 Ix*(fi)l”f

m*EBC(K)* i=1

- (3 \ﬁ(w»p)’l’

weK i=1

(i |fi|p)’17

o0

% W)

M= L= L[]
—
= =
E
5
E
=
S8
=
S
=

S IME: o=

!fi(w)!”lw(w)\pdu(w)>p

el (sup (3 ﬁ(w)*’))’ljz

M) < lellp-

1M, (1a) ]
[ M|l
Tp( M)

Il

IN N

98
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Exemplo 5.1.30. Seja K um espago Hausdorff compacto, p uma medida de Borel positiva

sobre K e seja 1 < p < oo. A aplicacio canonica:

Jpi C(K) — Ly(p)
foo— f

B =

€ p-somante com m,(j,) = p(K)».

Demonstracao. Observemos que:

Jp =My, C(K) — Ly(p)
f —  f.

Portanto, pelo exemplo 5.1.29 segue que j, ¢ p-somante.

Sejam fi,..., fm € C(K). Para cada w € K existe 6, € C(K)* tal que d,,(f) = f(w).

Assim:

-

(i ij<fz->up)” _

RS

= Ul (u(K)

3 =

Logo, m,(jp) < (n(K))7.

Por outro lado:

3=

(1(K))

Assim, m,(j,) = p(K)r.

B =

1

= 1ty = N7p (W < ll7pll < 7 (5)
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Exemplo 5.1.31. Sejam (2,3, 1) um espago mensurdvel e 1 < p < oco. Cada operador
@ € L,(p) induz um operador multiplicagdo:

M, - Loo(p) — Ly(p)
f— fe

Esse operador é p-somante com m,(M,) = ||¢||p-

Demonstragao. Sejam f1, ..., fi € Loo(p). A identidade:

> |fz|p)

nao ¢ obtida tao "facilmente'como nos passos tomados no exemplo 5.1.29. Por isso, deve-

fmw_
i

o0

mos escolher outro caminho para garantir que M, seja p-somante.

Vamos considerar a aplicacao:
u: I —  Loo(p)

a=(a,...,am) — > aifi

Para cada conjunto g—nulo e N € X observemos que:

ety = s (Swr)

T*E€B(Log ()

1
_ sup || (f))T ],
T*E€B(Log ()

L sup  sup a(z*(fi)1)]

T EB (Log (@) @€ B,

f: aix*(fi)

=1

“(5e)
(5]

= sup sup
7 €B(Loo (2))r a€Bym,

= sup sup
T EB (Log (@) @€ By,

= sup sup
a€Bym x*€B (Lo ()%
p

m

Zaifi

=1

= sup
GGBm}k
P

o0

= sup |[lu(a),
aEBym
p*

= |u]
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Para cada x = (z1,...,2,) € Bzgi temos que:

<

m
infi
i=1

para todo w € /N, onde N € ¥ e u(N) = 0.

m

Z i fi(w)

i=1

Vamos tomar uma sequéncia (¢, ),y de nimeros reais tais que ¢, — || f1|oo © <

¢, para w € Q/N,, com u(N) =0 onde f = szfz
i=1

A sequéncia (¢, )nen existe. De fato, como || f]|e = inf{C; |f(z)| < C quase sempre em 2}
para cada n € N existe ¢, € || f|lw tal que || f|loc < ¢ < || f]loo + . Fazendo n — oo ob-

f:xifi<w>| <e,
=1

temos que ¢, — || ]|« € pela definicdo do conjunto segue que |f(w)| =

para todo w € Q/N,, onde p(N,) = 0.

f: z; fi(w)

=1

para todon € Ne u(N) = p <U Nn> => u(N,) =0.
n=1 n=1

o
Consideremos N = U N,,. Assim, temos que

n=1

< ¢p, para todo w € Q/N,,

Como lim = [|flle = Y wifi| segue que Y xifi(w)l < Y aifi| para todo
i=1 00 =1 =1 ()
w e Q/N.

Sendo [;: um espago separavel, consideremos D C By um conjunto denso e separa-
p

vel. Podemos obter um conjunto N*' € ¥ de medida nula tal que:

S auf(w) <

o0

para todo w € Q/N*, para todo z = (z;)7* € D. De fato, para cada z € D existe N* € ¥
com pu(N*) =0 tal que:

doaifi(w)| <D i fi (%)
i=1 i=1 0
para todo w € Q/N*. Escrevamos N = U N?. Como D é enumeravel temos que:
xeD
V) = (U ) = 3 ) =0
xzeD xeD

Se w € Q/N' entdo w € Q/N', para todo z € D e entéo:

m
Z T fi
i=1

(5 * )

gxiﬁ(w)' <

o0



para todo x € D. Assim:

=

sup (ilfi(w)lp>p = sup  sup

weQ/N" \i=1 we/N’ meBz;r;

=1

=1

=1

i%’fz’

=1

= sup sup
weQ/N’ ©€D

= sup sup
z€D weQ/N’

sup
zeD

o0

sz‘fi

=1

== sup
zeBm
p*

o0

=l

= U

Assim:

Sabemos também que:

(im)H ~ aw (i\fi<w>v>’l’:||<fi>m|;" ()

weQ/N’ \i=1

iaifi

i=1

I = llull = sup

aGBlm
p*

o0

Assim:

=
|=

P

() -

ixifi(wi)

S =

3=

102
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=

= ([ o (S160r ) dutw))

=

S
S
&
=
0
=
S

NE
=
&
]

N————
Q.
=
&

N————
hS]

[\
N —

I
S
~
2\
5
&
=
Q
=
&
N————
=
~

ap (3 |fi<w>|f’)) p
weQ/N" \i=1

[ et Pauto) 1o
el

IN

=
/N -~

Logo:
(M) < [l

Por outro lado:
lell, = 11pll, = M (D), < [[Myll, < mp(My)

'37Tp(Mw) =[]l U

Exemplo 5.1.32. Sejam (Q, %, 1) um espago de medida finita e 1 < p < co. A operagio
inclusao:
ip: Loo(p) — Lp(p)
o= f

S0

€ p-somante com m,(i,) = pu(§2)r.

Demonstracao. Podemos observar que:

ip=M: Los(p) —> Ly(p)
f —  f.1

Portanto, pelo exemplo 5.1.31 segue que %, ¢ p-somante.
Também pelo exemplo 5.1.31 sabemos que 7,(M,) = ||¢||,. Logo:
Tp(ip) = mp(M)
= H1||p

- (fru)
-~ (fm)

= u(Q)r
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Exemplo 5.1.33 (Operador diagonal). Seja 1 < p < co. Qualquer elemento (\,) € 1,

induz um operador diagonal:

D)\Z loo — lp
(an) = (Anan)

que € p-somante com my(Dy) = [|A]],.
Demonstragio. Considerando (2,3, i) como (N, 3, 1), onde p é uma medida de contagem

sobre N temos que Lo (£2) torna-se ly, e que L,(2) torna-se [,. Portanto, considerando

A = (A\,) = p temos que:

Dy=M,: loo — Ly
(an) = (Anan)

Assim, pelo exemplo 5.1.31 concluimos que D) é p-somante. Além disso:

(D) = mp(My) = [|All

5.2 O teorema de Grothendieck para espacgos L,

Apresentamos outras versoes do teorema de Grothendieck. Para tal, definimos os
espacos £, que de maneira geral, possuem subespacos de dimensao finita que comportam-se

como espagos [, para certo n € N.
Os resultados e definigoes desta se¢do podem ser encontrados em [4], capitulo 3, da

pagina 60 até 68.

Definicao 5.2.1 (Espaco £, ). Sejam 1 < p < oo, A > 1 e X um espago de Banach.
Dizemos que X ¢é um espago L, se todo subespaco de dimensao finita E C X estd

contido em um subespagco F' C X tal que existe um isomorfismo v : F — l;ﬁmF com
[ol[[lo=H < A.

Definicao 5.2.2 (Espago £,). Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach. Dizemos

que X € um L, espago se ele for um espago L, \ para algum X > 1.

Teorema 5.2.3. Sejam X um espago L1 € Y um espago L, . Entao, todo operador

continuo u: X — Y € 1-somante com w1 (u) < KA\ ||ul|.

Demonstracao. Sejam x1, xs, ..., T, € X elementos arbitrarios.

Consideremos o espago (x1, s, ..., T,) C X, gerado pelos elementos xq, o, . .., .
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Como X é um espaco L4y e (x1, 2, ..., Ty) ¢ um subespago de X de dimenséo finita, existe
um subespago de dimensao finita £ C X, digamos dim £ = n, tal que (z1,zs,...,2,) C F

e existe um isomorfismo v : E — [7 onde ||v]||[v7}|| < A.

Por outro lado, observemos que u(F) C Y forma um subespaco de F' de dimensao finita.
Como Y é um espago L, s, existe um subespago de dimensao finita, com wE)CFCY,

digamos dim F' = N, e existe um isomorfismo w : F — Y onde [Jw|||[w™"| < \".
O operador u nos induz o seguinte operador:

uy: B — F
r — up(r) = u(x)
Observemos o seguinte esquema:
Ry N
Com os operadores v~ !, ug e w podemos obter o operador:

wugv ™t 1T — 1Y

A ideia ¢é utilizarmos o corolario 4.2.3 sobre o operador wugv~!. Podemos escrever:

v

-1 —1
E-51 " E2 F -0 Y
Notemos entao, que uy pode ser decomposto do seguinte modo:
up = w twugv v E — F.

Sejam ¢£1,...,&, uma sequéncia finita de escalares tais que g; € {1}, para todo
ie{l,...,m}.

> gv()| < l(v(@)TlIY (*). De fato, consideremos y = > g;v(z;) €
i=1 n =1
7. Pelo teorema de Hahn-Banach temos:

Temos que sup
g;==1

[yl = sup |2*(y)|

$*€B<l?>*

= sup
x GB(Z?)*

i=1

= sup
ZE*EB(Z?)*

f: g (va;)

=1

sup > |eil|2" (vay))|

x*GBU?)* i=1

= s Yfe(en)]

$*€B(171L)* i=1

= [Ty

IN
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Assim:
m

Z €i7}(l’i)

i=1

< [ (w1 1Y

Tomando o supremo do termo a esquerda sobre todos os escalares £ € {£1} obtemos:

m

sup 1&‘@(%) < |[(v(z) 7" IY

gi==1

1= n
ll

Utilizando o corolario 4.2.3 obtemos:

f:luu(xi)n - f:lnuo(xi)u

m

= ZHw’lwuov’IU(azi)H
i=1
m

= > llwH (wugv™ ()|
i=1
m

< (e ()|

=1

= o S Nwuge o))

i=1

(TQ) -1 -1 S

< Kellw | [lwuov™| sup ||> ev(z;)

&= i=1 l?

) -1 -1 m||w

< Kellw™ |[lwuoo™ {[[[(o(:))1" IY

< Kellw llwllluollllv= Ml ()17

< KA [ulll[(z) 7Y

Portanto o operador u é 1-somante. Além disso, m (u) < KgA\[Jul|. O

O lema abaixo é uma preparagao para teorema 5.2.5, que iremos apresentar nesta

secao.

z

Lema 5.2.4. Sejam 1 < p <2 en, N inteiros positivos. Todo operador w : I7, — l}z}v é

2-somante e satisfaz m(u) < Kgl|ul|.

Demonstracao. Queremos mostrar que independente da escolha de vetores arbitrarios

T1y..., Ty € I teremos:
1 1
m b) m 5
(Z ||u<xk>||2) < Kollull sup {(Z |x*<zk>|2) }
k=1 r*eBn, k=1

Podemos considerar m = n.

e Se m < n podemos tomar o conjunto de vetores 1, ..., Tp, Tmil,-- ., Ty, ONde Tpyq =
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.=x, =0.

e Se m > n podemos considerar o operador ug : {7} — l]]?V definido como:

u(ej), sel<j<n
uo(e;) = ,
0, sej>n
onde {ej,ea,...,€n,€n11,...,€n} € base candnica de [.

Utilizando-se de argumentos analogos, podemos garantir que m = N. Desta forma,

podemos assumir que m =n = N.

Além disso, consideremos ||(zx)7|y = 1.

Vamos utilizar a desigualdade de Grothendieck 4.1.1 nesta demonstracao.

Sabemos que para 1 <1 < n, ue; € .

Podemos reescrever ue; em termos da base canonica {ey, ..., e,} de lg. Desta maneira,

escrevalnos:

n
ue; = Zuijej com 1<7<n.
Jj=1

Observemos que (u;;) ¢ uma matriz n X n.
Sejam s = (s1,...,5n),t = (t1,...,tn) € Bin elementos arbitrarios.
Seja y = (y1,...,Yn) € By, .

Temos que y; = (t1y1,-. ., taln) € BZZ*. De fato, como t = (t1,...,t,) € B segue

N
p*
p*)

que [|t]jooc = sup |¢;] < 1. Assim:
1<j<n

L
=

p*

(Z Ity
=1

Y;
1
m E3 E3 p*
< <z||t||zo|yj|p)
=1
1
m . p*
_ HtHoo(Z!yjp>
=1
< 1

SY € Blg*.
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Notemos que:

I
7=
¥
.
<
—~
£
~—

n
DY uje;

=1 7=1

I
Fj:

n

n
= Z Z UijSiCj

i=175=1

Aplicando y; sobre u(s) obtemos:

ye(u(s)) = (ZZ%%)
S
=1

= yit1 > uas; + yoto Z UinS; + -+ Yntn Y WinS;

=1 =1 =1

= DD uisiyit;

i=1j=1
Portanto, podemos obter a seguinte desigualdade:

n

ZZ UijSiYst;

=1

ii UijYjSit;
Iyt( ( )l

< lwelllluds)llp
< Ju(s)llp
< ull
Assim:
DD ugygsity| < lull ()
i=1j=1

Aplicando a desigualdade de Grothendieck 4.1.1 para o espago de Hilbert H = (7, a matriz

(ui5y;) e para os vetores wy, ..., Wn, 21, - .., 2, € Byp obtemos que:
n n n n
Zzuijyj<wiazj> < Kgmax ZZuijyj” : |s|<1 |t|<1 1<i,5<n
=1 j=1 i=17=1

)
< Kellu|
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Portanto:

n n

D wiyi{wiz)| < Kellul| (1)

i=1j=1
Para cada 1 < k < n podemos escrever xy, = (Tg1,...,Tp) € Blg em termos da base
canonica {eq, ....e,} do espago Iy, do seguinte modo:

n
Ty = Tpi€;
=1

Para cada 1 <4 < n podemos denotar e; = (04;)}_;.

Notemos que:

1
2\ 2z

n % n
(z |asm|2) S
k=1 k=1

n
> 0y
j=1

- (x |ei<:ck>|2)é

k=1

. :
< sup( rx*<xk>|2)
k=1

.Z‘*EBln
2

= ()il =1

Ou seja, w; € By.

n
Fixando 1 < j < n denotemos v; = > u;;y;w; € Biy.

=1

Utilizando os teoremas de Hahn-Banach (H.B) e teorema de Riesz (T.R) observemos que:

(H.B) (T.R)
[vjll =" sup [2"(v;)] =" sup [(v},2)]
x*EB@ ZGB@
Assim:
n n
Zuz‘jiji = Ssup <Zuijiji»z>’
i=1 9 #€Bim | \i=1

Fixando 1 < 5 < n, podemos considerar a aplicagao:
Blg — R

n
z — |<Zuijiji,z>‘
=1

Como I'; ¢é continua e By ¢ um conjunto compacto, segue pelo teorema de Weierstrass
que I'; admite méximo. Sem perda de generalidade, podemos considerar z; o vetor de By,

de tal forma que:

max
ZEB@

<Z Uz’jiji72>‘ = <Z uijijiazj>-
=1

i=1
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Portanto:

= <i Uiy Wi, Zj> (2)

i=1
Utilizando (1) e (2) obtemos que:

n
)
j=1

n

D uiYiw;
2

S
=

n
Z UijYjWi, Zj
j=1 \i=1

n n

> 2 gy {wi, )

—~
—
N

Temos que:
n

Z Ug5Y Wy

=1

>

j=1

< Kellull - (+x)
2

n
Vamos analisar, por uma outra perspectiva, a expressao Z

n

Z z]iji

Jj=1lli=1 2
Para cada a € R, sabemos que («)? = |a|?. Assim:
n n n
Z Zuz‘jiji = Z Z(uijijliauijij%» cee 7Uz‘jyj$m)
Jj=11lli=1 2 j=1lli=1 9
n n n
- Z (Z Wij Y5 ZuZJnyQH cee Zuijijnz')
j=1 i=1 i=1 = 2
= 2| 2 2wy
=1 \k=1 li=1

Il
WE
M:

1
n 2\ 2
(Zuijy]’xki>
1 \i=1

1

(S (S

=1

= JX:W (kil <§; Uz’ﬂki)jé

j=1 \k

Logo, reescrevemos (k) como:

n
Z Uij Tk

i=1

Sy (Z ) < Kolull  (x#%)

k=1

Observemos que a desigualdade (x % %) pode ser tomada para qualquer vetor y =
(Y1, Yn) € Bz;*-



Para cada 1 < j < n, consideremos:

Notemos que h = (h;)7_, € I,

Fixando y = (y;)j-, € Byn, temos que:

ly(h)] = Zyyhy
=1

< Zn:!yﬂ (g:l

J=1

n
Z Uij ki
=1

(k)
< Kl

Portanto, para todo y € Bj»_segue que:
P
ly(h)| < Kgllul
Aplicando o supremo sobre todos os vetores de Bj»  obtemos que:
P

sup |2%(h)| < Kellull
CC*EBln*
p

Pelo teorema de Hahn-Banach temos:
[l < Kellul

Assim:

-~
M=

F

N oTw
N———
B =

VAN

&

£

Desta maneira, temos:

N
3=

Z Ui Tl

i=1

i(z ) < Kolu] ()

7=1 \k=1
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Temos que:

1

[V

n

k=1 \j=11:i

(z futen)I?)

p) P
Para cada 1 < k < n observemos que:
n
i=1
n
= Y wrule;)
i=1
n n
= D Twi ) Uije

=1 j=1

n n

= > <Z l“kz%) €j

j=1 \i=1

Vamos denotar ux, = ap = (1, ..., 0y,), onde ag; = meuw para cada 1 < 57 < n.
i=1
Assim, podemos notar que:
luzilly = el

2
n P
= (Z \O%j’p)
j=1

n n
= (Z Z Lkilij
j=1

=1

Logo:

(> Hu(ackm?f s (z > e

k=1

Para cada 1 < j < n, consideremos:

n n p n
=D D uiTki| ex = (
k=1 li=1 i=1

Por um lado, observemos que:

ij L 14 ijL2i| s ij Lni

)

[NIiS)

n

Zuijifki

‘ﬁ

18]z = (Zi:

(z ||5j||;) - > (




113

Por outro lado:

3=

1
= ||Bi+ B+ 4 Bullt
p

n n P n n p n n p %
= ‘ (Z Zuijﬁﬁu ,Z Zuijﬂﬁzi ,--';Z Zuzﬂm )H
1li=1 j=1li=1 j=1li=1 2
»
n n n p % %%
- (S (B[S
k=1 \j=1li=1
2\ 3
n n n P\ p
- Z (Z Zuiﬂ?ki
k=1 \j=1li=1

Utilizando a desigualdade triangular (D.T) no espago l2 e as desigualdades (3) e (4)

obtemos:
1 2 %
n 3 n n n P\ p
(Znu " ||) S (z > g )
k=1 k=1 1 li=1
1
P
1
(D.T) n P
< (18
j=1
= 2| 2 2w
j=1 \k=1li=1
(3)
<  Kgllull
= Kallullll(zr)g=1 I3
Logo, my(u) < Kellul. O

Temos agora outra versao do teorema de Grothendieck desta dissertagao.

Teorema 5.2.5. Sejam 1 < p <2, X um espago Loox €Y um espago L, . Entdo, todo
operador u: X — Y € 2-somante com my(u) < KIN||ul|.

Demonstracao. Sejam x1,...,x,, € X elementos arbitrarios.

Consideremos (xy,...,z,,) C X o subespaco de X gerado por z1,...,2,. Como X

¢ um espaco Ly, existe um subespago £ C X de dimensao finita, digamos dim £ = n,
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tal que (x,...,7,,) C E, e existe um isomorfismo v : £ — [ com ||v]|[[v7}]| < A.

Notemos que u(E) C Y é um subespago de Y de dimensdo finita. Como Y é um
espago L, y, existe um subespago F' C Y contendo u(F) de dimensao finita, digamos

dim F = N. Além disso, existe um isomorfismo w : F' — 1) onde [Jw]||lw™'|| < N,

O operador u nos induz o operador:
u: EF — F
xr — ug(xr) =u(zr)
Com os operadores v~ 1, ug e w, podemos obter o operador:
wugv ™t — l}],V

Notemos ainda que:
Uy = w_lwuov_lv

Pelo lema 5.2.4, sabemos que o (wugv™') < Kg|lwuov™?|. Assim:

P Hu(ac»n;)é _ (inw)(xonif

= (& It ot

< <§:||w_1||||(wuov_lv($i))||;2;>;

=1

5.2.4 . . %
< JJw™H|me(wugv™)  sup Z!x vx;)|

x EB(ln y*

< Jw | Kgllwuev || sup (Z\x vx;) )2
@*€Bgn yx \iz

< o™ Kellwlluol o™ 11 (v ()T (13

= Jw [ Kellwll{luol v 11| ()7 |13

< lw™ 1K [lwll[uoll o~ 121 ()T 12

= Jw | Eellwlllluollllo™ [l ()7 [I5

< ™ K wlllfullllo~ vl )15

< K [ulll (@) lls

Em () usamos a continuidade da aplicagao:
o IY(E) — 1¥(IL)
(gs) > (vgs)

Portanto, u é 2-somante. Além disso, 7o (u) < KgA\ ||ul|. O
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Vamos utilizar os teoremas de Grothendieck em algumas aplica¢oes. Os teoremas
5.2.6 e 5.2.7 serao enunciados sem demonstragao.

Teorema 5.2.6. Seja K um espaco de Hausdorff compacto e seja pn uma medida qualquer.
Se 1 < p < 2 entdo qualquer operador u : C(K) — L,(1) é 2-somante com ma(u) <
Kellull.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [4], capitulo 3, pagina 64.

Teorema 5.2.7. Seja K um espago Hausdorff compacto. Um operador u : C(K) — Y é
p-somante se, e somente se, existe um medida de probabilidade regular de Borel p sobre K
e uma aplicagao u € L (L,(p),Y) tal que uj, = u.

Uma demonstracao pode ser encontrada em [4], capitulo 2, pagina 48.
Observacao 5.2.8. A aplicagdo j, mencionada no teorema anterior refere-se a aplica¢do
canonica j, : C(K) — Ly(p).

Vamos utilizar os teoremas teoremas 5.2.6, 5.2.7 e proposicao 5.1.26 para demons-

tracao do teorema 5.2.9.

Teorema 5.2.9. Se X ¢ um espaco de Banach, simultaneamente isomorfo a algum
quociente do espago C(K) e a algum subespaco de Ly(p), entdo X € isomorfo a algum

espaco de Hilbert.

Demonstragio. Seja q : C(K) — X um operador sobrejetivo.

O operador g é 2-somante. De fato, como X é um espaco de Banach isomorfo a al-

gum subespago M de Li(u), existe um isomorfismo v : X — M. Observemos o esquema:
C(K) L X 5 M - Ly(p)

onde, i é a aplica¢ao candnica de M em L;(u). Notemos que i é um isometria.

Pelo teorema 5.2.6 segue que ivqg é 2-somante. Pelo teorema 5.1.26 segue que wvq ¢é

2-somante. Assim, v~'vg é 2-somante, donde concluimos que ¢ é 2-somante.

Como ¢ : C(K) — X é um operador 2-somante, pelo teorema 5.2.7, existe uma medida
de probabilidade regular de Borel p; sobre K e uma aplicagdo u € Z(La(u1), X) tal que
ujs = q, onde jo : C(K) — Lo(p1) é a aplicagdo canodnica de C(K) sobre La(p1).

Como ¢ ¢ sobrejetora segue que u é sobrejetora. Caso u seja injetiva entdao pelo teo-

rema da aplicacao aberta, u obteremos que u é um isomorfismo.
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Sendo w uma aplicagdo continua segue que ker u é fechado. Como H = Ls(u1) é um espago

de Hilbert, podemos escrever:

H =keru @ (keru)™*
O operador uy, ., « (ker u)t — X éinjetivo. De fato, sejay € ker u. Assim, y € (ker u)*
eu(y) = 0. Como y € (keru)* segue que y | ker u. Em particular, segue que y L y. Logo,
y=0.

Concluimos que uj, ¢ bijetora. Pelo teorema da aplicacao aberta, concluimos que

)L

U per iyt (keru)* — X é um isomorfismo. 0

Vamos enunciar o teorema 5.2.10 sem demonstragdo como ferramenta para a

demonstracao do teorema 5.2.11.

Teorema 5.2.10 (Teorema da composicao). Sejam u € 11,(Y, Z) ev € IL,(X,Y) com
1 <p,g<oo. Definindo1 <r < oo onde % = min{l, % + %}, entao uv é r-somante e

mr(uv) < my(u).my(v).

Uma demonstragdo pode ser encontrada em [4], capitulo 2, paginas 52 e 53.

Teorema 5.2.11. Seja 1 < p < 2. Se X é um subespago de L, eY é um espago de

Banach, entao todo operador 2-somante u: X — Y é 1-somante com m(u) < KgAma(u).

Demonstracdo. Sejam xq, s, ..., T, € X vetores arbitrarios.

Definamos o seguinte operador:
v m — X

m
a=(a)" — > au;
i=1

Consideremos (1, xa, ..., T,) C X o subespago de X gerado por xy,Za, ..., Ty,

Como X é um subespaco de L, ), existe um subespago /' C X de dimensao finita (digamos
que dim F' = N) tal que (xq,xs,...,2,) C F, e existe um isomorfismo w : F — lév com
lw||[|lw™t|| < X. Pela definicio do operador v, observemos que Im(v) C (21,22, ..., Tm) C

F. Portanto, podemos usar F' como contradominio de v.
. m
(O i — F

m
a=(a)7 — Y az
i=1
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Observemos o esquema:

" —5 F — lév
Através do esquema, podemos notar que compondo os operadores w e v obtemos o operador
wv [ — l}],V .

Pelo lema 5.2.4, o operador wv é 2-somante com mo(wv) < Kg||wl|||v|] ().

Por outro lado, como v tem posto finito, segue pela proposicao 5.1.22 que v é 2-somante.

Além disso, o operador v pode ser decomposto como:

v =w two

Assim:
m(v) = m(w wo)
< lw™Hma(wo)
< Kolwllw ]
< Kg|v||

Portanto, obtemos a desigualdade:
ma(v) < KeAllo| (1)

Podemos considerar [} como subespaco de cy. Basta notarmos que [} pode ser reescrito
como:
12 ={(a1,...,4m,,0,0,0,...); a; € K; 1 <i<m}

Tomemos entao, a aplicagao:

Vo : Co — X

(e 9]

a = (ag)ren +— Z ATy
k=1

Notemos que v, = v.
(e o)

O operador vy estd bem definido. De fato, sejam a = (ax)reny € co € n € N. Utili-

zando o teorema de Hahn-Banach (H.B) observamos que:

n n
Zakxk (H5) sup |x* <Z akxk>|
k=1 z*EBx~ k=1
n
= Sup arz” (zy)
T*EBx* =1
n
< sup Y faglla" ()]
T*€Bx* |1
n
< sup ) suplag|[z*(z)|

z*€Bx* |1 kEN
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n
= sup > [laflu]a ()]

w*GBX*kzl
n
= e sup 3 et
w*EBX*kzl

= llalloollCzr)i= 1Y

= Nl sup (2" ()Tl

(H.B)
=" |lalc sup sup [b((z"(xx))}")]
r*EBxx* bEBlg
m
= |la|]jee sup sup Zbkx*(xk)
T*EBx* bEBlg k=1
m
= a su sup |z* bpx
ol sup_ s o (5 e
m
= a su sup |z* bpx
| HoobeBgl<> x*EBI;* (lg ¥ k)
(H.B) .
=" |la|loo sup Zbkxk
€Bm ||k=1
= |lallec sup [[v(bx)iL:|l
1%
= |lallolv]]

Fazendo n — oo e usando a continuidade da norma segue que:

oo
Z ATy
k=1

< llalloollvll (2)

Segue que Z apxry € X.
k=1

Além disso, observando as operacgoes anteriores, obtemos:

ICze)i= Y = Mol (3)

O operador vy é linear. De fato, sejam a = (ax)ren, b = (br)rex € ¢o € A € K. Assim:

o0

Uo(@ + )\b) = Z(Gk + )\bk).’Ek

k=1

= Z apxy + A Z bkil?k
k=1 k=1

= vg(a) + )\vg(b)_

O operador vy é limitado. De fato, seja a = (ay)ren € co. Pela desigualdade (2) segue que:

o0
lvo(@)ll = || >_ ars
k=1

< Jlalloollvl]
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Por hipétese, u € II5(X,Y). Sabemos que v € II(I2, F). Pelo teorema 5.2.10, segue que

uv é 1-somante e m(uv) < mo(u)my(v). Portanto:

m m
D Mzl = > [luvex]
k=1 k=1

< m(uw)||(er) I}
= m UU)

< mo(u)m(v)

(1)

< ma(u)KeA|v||

—
w
=

KaAma(uw)|[(zr) o= |1

Logo, u é 1-somante com 7 (u) < KgAma(u). O



120

REFERENCIAS

BOMBAL,F. PEREZ-GARCIA,D. Multilinear extensions of Grothendieck’s theorem.
Q.J.Math, 2004.

BREZIS, H. - Analyse Functionnelle, Théorie et applications - Masson, Paris, 1983.
CONWAY, J - A Course in Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlim , 1985.

DIESTEL, J., JARCHOW, H, TONGE, A. Absolutely summing operators, Cambridge
studies in advanced mathematics, Cambridge University Press, 1995.

GROTHENDIECK,A., A Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels
topologique, Sao Paulo,1956.

KREYSZIG,E. Introductory Functional Analysis with Applications,1978.
PISIER, G., Grothendieck’s Theorem, past and present, 2011.

HUNTER JK, University of California, Davis, 2011.

POMBO JR., D. P. - Introdugao a Andlise Funcional.

[10] ZYGMUND A., Trigonometric Series., volume 1, 2004.



	Folha de rosto
	FOLHA DE APROVAÇÃO
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	SUMÁRIO
	Introdução
	Preliminares
	Algumas notações e desigualdades
	Resultados básicos de Análise Funcional
	Operadores compactos
	Elementos da teoria da medida
	Topologias fraca e fraca estrela

	Séries incondicionalmente e absolutamente somáveis em espaços de Banach
	Teorema de Dvoretzky-Rogers
	Teorema de Schur
	Teorema de Orlicz-Pettis
	Funções de Rademacher, desigualdade de ,  Khinchin e teorema de Orlicz

	A desigualdade de Grothendieck
	A desigualdade de Grothendieck
	Teorema de Grothendieck

	Os Teoremas de Grothendieck para operadores p-somantes
	Operadores p-somantes: Resultados e exemplos
	O teorema de Grothendieck para espaços Lp

	REFERÊNCIAS

