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RESUMO

O principal resultado do trabalho é a desigualdade de Grothendieck, desenvolvida em
1958 pelo matemático naturalizado francês Grothendieck. Abordamos as definições de
sequências absolutamente somáveis e incondicionalmente somáveis sobre espaços normados,
os operadores absolutamente somantes, assim como diversos resultados que se desenvolvem
a partir dessas definições. Como consequência da desigualdade de Grothendieck temos o
teorema de Grothendieck, que nos diz que todo operador linear e contínuo de l1 em l2 é
absolutamente somante. Por fim, estudamos os chamados operadores p-somantes e suas
propriedades, os espaços Lp e as versões do teorema de Grothendieck para operadores
absolutamente somantes definidos em espaços Lp.

Palavras-chave: Análise Funcional . Operadores p-somantes . Desigualdade de Grothendi-
eck.



ABSTRACT

The main result of the work is the Grothendieck inequality, developed in 1958 by the
French naturalized mathematician Grothendieck. We address the definitions of sequences
that are absolutely summable and unconditionally summable, the absolutely summing
operators, as well as several results that develop from these definitions. As a consequence
of Grothendieck’s inequality, we have Grothendieck’s theorem, which tells us that every
linear and continuous operator of l1 in l2 is absolutely summing. Finally, we study the
so-called p-summing operators and their properties, Lp spaces and Grothendieck’s theorem
versions for absolutely summing operators defined in Lp spaces.

Key-words: Functional Analysys. p-summing operators. Grothendieck’s inequality.
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1)Introdução

Em 1953, Grothendieck publicou um artigo intitulado "Résumé de la théorie métri-
que des produits tensoriels topologiques”, que atualmente é chamado de "Grothendieck’s
résumé". Sua tese foi dedicada a produtos tensoriais de espaços vetoriais topológicos.
Apesar do artigo ser revisado por Dvoretzky, sua tese passou despercebida até 1968,
quando foi utilizada no artigo de Lindenstrauss e Pelczynski. O trabalho foi escrito em
francês e publicado em uma revista brasileira com circulação muito limitada. Como o
trabalho de Grothendieck é de difícil leitura, analisamos o trabalho de Lindenstrauss e
Pelczynski. Uma abordagem mais profunda da história da desigualdade e dos teoremas de
Grothendieck, pode ser encontrada em [7].

O objetivo é estudarmos a desigualdade de Grothendieck e suas aplicações para
operadores p-somantes. Para tal estudo, necessitamos de algumas definições e resultados.
Estes resultados preliminares estão presentes ao longo dos capítulos 2 e 3.

No capítulo 2, abordamos as principais definições e resultados de Análise Funcional
que foram utilizados ao longo deste texto. As demonstrações destes resultados foram
omitidas por não serem o enfoque do trabalho. Além disso, apresentamos neste capítulo
as notações mais recorrentes.

No capítulo 3, definimos o conceito de sequências absolutamente convergentes e
incondicionalmente convergentes. Apresentamos também algumas caracterizações dessas
sequências. Por fim, abordamos as chamadas sequências de Rademacher e a desigualdade
de Khinchin, que será fundamental na demonstração da desigualdade de Grothendieck.

No capítulo 4, apresentamos a desigualdade de Grothendieck, a primeira versão do
teorema de Grothendieck e uma consequência que será utilizada nos demais teoremas de
Grothendieck do capítulo seguinte.

Por fim, no último capítulo deste trabalho apresentamos outras versões do teorema
de Grothendieck. Abordamos versões do teorema para operadores p-somantes, que são
operadores que estendem a definição de operadores absolutamente somantes. A primeira
seção é dedicada para a análise dos operadores p-somantes, resultados fundamentais desta
teoria e alguns exemplos. Na última , abordamos os teoremas que utilizam a desigualdade
de Grothendieck em suas demonstrações.



8

2)Preliminares

O objetivo principal do trabalho é apresentar a desigualdade de Grothendieck,
sua demonstração e algumas consequências. Entretanto, algumas definições e teoremas
preliminares são necessários para a construção teórica de alguns resultados utilizados ao
longo do texto.

Neste capítulo, abordamos definições e resultados que corroboram de maneira
significativa para a compreensão de diversos lemas, proposições e teoremas analisados nos
próximos capítulos. A maioria dos resultados ao longo das seções serão expostos sem as
devidas demonstrações.

2.1 Algumas notações e desigualdades

A maior parte dos resultados citados nesse capítulo utilizam espaços de Banach,
que são espaços vetoriais normados completos. Estes estão denotados pela letra X.

Outras notações que são utilizadas referem-se a importantes subconjuntos de um es-
paço de Banach X. As notações BX e SX representam a bola fechada unitária do espaço
X e a esfera unitária do espaço X, respectivamente.

A letra K irá indicar o corpo dos números reais ou corpo dos números complexos.

Fixado p ∈ [1,∞), a notação lp representa o espaço das sequências de escalares re-

ais ou complexos x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) , cuja série
( p∑
n=1
|xn|p

) 1
p

seja convergente.

Fixado p ∈ [1,∞), a notação (Lp[0, 1], ‖ ‖p) irá denotar o espaço de todas as funções

f : [0, 1] −→ R que são integráveis. Onde, ‖f‖p =
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
p

para todo f ∈ Lp[0, 1].

Sendo X, Y dois espaços de Banach, a notação L (X, Y ) vai indicar o espaço de to-
das aplicações lineares de X em Y .
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Sendo X, Y dois espaços de Banach, a notação B(X, Y ) vai indicar o espaço de to-
das aplicações lineares contínuas de X em Y . A norma sobre o espaço B(X, Y ) é definida
como:

‖ ‖B(X,Y ) : B(X, Y )→ K

T 7→ ‖T‖B(X,Y ) = sup
x∈BX

‖T (x)‖

A notação X∗ vai indicar o dual topológico de X, isto é, o conjunto de todas as aplicações
lineares e contínuas de X em K.

A letra H vai denotar um espaço de Hilbert.

Outras notações específicas surgem ao longo dos capítulos do trabalho.

Teorema 2.1.1. Sejam p, q números reais tais que 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Então, ‖f‖q ≤ ‖f‖p
para todo f ∈ Lp[0, 1].

Demonstração. Seja f ∈ Lp[0, 1] com f 6= 0.

Vamos definir g = f
‖f‖p . Notemos que g ∈ Slp .

Como g ∈ Slp , segue que |g(t)| ≤ 1, para todo t ∈ [0, 1]. Logo, |g(t)|q ≤ |g(t)|p ≤ 1, para
todo t ∈ [0, 1]. Assim:

‖g‖q =
(∫ 1

0
|g(t)|q

) 1
q

≤
(∫ 1

0
|g(t)|p

) 1
q

= ‖g‖
p
q
p = 1

Portanto:

‖g‖q ≤ 1 =⇒∥∥∥∥∥ f

‖f‖p

∥∥∥∥∥
q

≤ 1 =⇒

‖f‖q ≤ ‖f‖p

Agora, apresentaremos sem demonstração, algumas desigualdades que serão muito
utilizadas:
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Proposição 2.1.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam p, q > 1 tais que 1
p

+ 1
q

= 1.
Fixemos n ∈ N∗. Então para todos ak, bk ∈ K com k = 1, . . . , n temos:

n∑
i=1
|akbk| ≤

(
n∑
i=1
|ak|p

) 1
p
(

n∑
i=1
|bk|q

) 1
q

, ∀n ∈ N

Uma demonstração pode ser encontrada em [6], capítulo 1, páginas 12,13.

Proposição 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam p ∈ [1,∞) e n ∈ N∗. Então
para todos ak, bk ∈ K, k = 1, . . . , n temos:(

n∑
k=1
|ak + bk|p

) 1
p

≤
(

n∑
k=1
|ak|p

) 1
p

+
(

n∑
k=1
|bk|p

) 1
p

, ∀n ∈ N

Uma demonstração pode ser encontrada em [6], capítulo 1, páginas 12,13,14.

Proposição 2.1.4 (Desigualdade de Minkowski generalizada). Seja h(x, y) uma
função integrável definida para a ≤ x ≤ b e c ≤ y ≤ d. Então, vale a desigualdade:[∫ b

a

∣∣∣∣∣
∫ d

c
h(x, y)dy

∣∣∣∣∣
r

dx

] 1
r

≤
∫ d

c

[∫ b

a
|h(x, y)|rdx

] 1
r

dy

para r ≥ 1.

Uma demonstração pode ser encontrada em [9], capítulo 1, páginas 19.

Proposição 2.1.5 (Desigualdade de Bessel). Seja (en) uma sequência ortonormal em
um espaço de Hilbert H. Então, para todo x ∈ H temos:

∞∑
n=1
|〈x, en〉|2 ≤ ‖x‖2.

Uma demonstração pode ser encontrada em [6], capítulo 3, página 156.

2.2 Resultados básicos de Análise Funcional

Nesta seção, vamos apresentar alguns resultados básicos da teoria de análise
funcional. Os primeiros resultados representam as versões do teorema de Hanh-Banach.
Além desses resultados, apresentaremos o teorema de Baire, o teorema da aplicação aberta
e teorema do gráfico fechado.

A seguir, seguem duas principais consequências do teorema de Hahn-Banach, que
vamos utilizar durante o desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 2.2.1 (Hahn-Banach). Sejam X um espaço de Banach e x0 um vetor não-nulo
de X. Então, existe um funcional linear x∗ ∈ X∗ tal que:
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(i) ‖x∗‖ = 1;

(ii) x∗(x0) = ‖x0‖.

Uma demonstração pode ser encontrada em [6], capítulo 4, página 223.

Teorema 2.2.2 (Hahn-Banach). Para cada x em um espaço de Banach X, temos:

‖x‖ = sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)|.

Uma demonstração pode ser encontrada em [6], capítulo 4, página 223.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Baire). Seja X um espaço métrico não-vazio. Se X pode

ser ser escrito como uma união enumerável
∞⋃
n=1

Xn de subconjuntos fechados de X, então

existe n0 ∈ N tal que int Xn0 6= ∅.

Uma demonstração pode ser encontrada em [3], capítulo 2, página 15.

Definição 2.2.4 (Aplicação aberta). Sejam X, Y dois espaços métricos. Dizemos que
uma aplicação T : X −→ Y é aberta se T leva subconjuntos abertos de X em subconjuntos
abertos de Y .

Teorema 2.2.5 (Teorema da Aplicação Aberta). Sejam X, Y espaços de Banach e
T ∈ B(X, Y ). Se T é sobrejetora então T é uma aplicação aberta.

Uma demonstração pode ser encontrada em [3], capítulo 4, páginas 286-289.

Corolário 2.2.6. Sejam X, Y espaços de Banach e T ∈ B(X, Y ) tal que T é bijetora.
Então T−1 ∈ B(Y,X).

Uma demonstração pode ser encontrada em [3], capítulo 4, páginas 289.

Definição 2.2.7 (Topologia produto). A topologia produto é a topologia cuja base é
formada pelas interseções finitas das imagens inversas, pelas projeções canônicas, dos
abertos de cada espaço topológico que forma o produto.

Teorema 2.2.8 (Teorema do Gráfico Fechado). Sejam X, Y espaços de Banach e
T : X −→ Y um operador linear. Então T é limitado se, e somente se, o seu gráfico
Γ = {(x, T (x)); x ∈ X} é fechado na topologia produto.

A demonstração pode ser encontrada em [3], capítulo 4, páginas 292.

Outros resultados e definições de análise funcional podem ser encontrados em [9].
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2.3 Operadores compactos

Nesta seção apresentamos operadores compactos, definidos sobre espaços de Banach.
Apresentaremos alguns resultados para operadores compactos, omitindo maior parte das
demonstrações.

Definição 2.3.1 (Conjunto Compacto). Seja X um espaço de Banach e S ⊂ X um
subconjunto de X. Dizemos que S é compacto se toda sequência (xn) ⊂ S possuir uma
subsequência (xnk)k∈N convergente em S.

Definição 2.3.2 (Operador Compacto). Sejam X, Y espaços de Banach. Dizemos que
o operador T : X −→ Y é compacto se para toda sequência limitada (xn) ⊂ X, a sequência
(T (xn)) ⊂ Y admite pelo menos uma subsequência convergente em Y .

Lema 2.3.3. Seja K ⊂ l1. Se K é compacto então, dado ε > 0 existe nε ∈ N tal que:
∑
n<nε

|an| ≥ ε

para todo elemento x = (an) ∈ K.

Demonstração. Seja dado ε > 0. Consideremos
(
(B ε

2
(ai)

)
i∈N

uma cobertura de bolas
abertas em K. Como K é compacto segue que K admite uma subcobertura finita,
digamos:

K ⊂ (B ε
2
(a1)) ∪ (B ε

2
(a2)) ∪ . . . ∪ (B ε

2
(am)) (∗)

Como a1 = (a1
n) ∈ l1, existe n1

ε ∈ N tal que:
∑
n>n1

ε

|a1
n| <

ε

2

Como a2 = (a2
n) ∈ l1, existe n2

ε ∈ N tal que:
∑
n>n2

ε

|a2
n| <

ε

2

Como am = (amn ) ∈ l1, existe nmε ∈ N tal que:
∑
n>nmε

|amn | <
ε

2

Tomemos n′ε = max{niε; i = 1, . . . ,m}.
Seja b = (bn)n∈N ∈ K. Por (∗) existe k ∈ {1, . . . ,m} tal que b ∈ B ε

2
(ak).

Assim, existe n′′ε ∈ N tal que: ∑
n>n′′ε

|bn − akn| <
ε

2
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Tomemos nε = max{n′ε, n
′′
ε}. Então:∑

n>nε

|bn| ≤
∑
n>nε

|bn − akn|+
∑
n>nε

|akn| <
ε

2 + ε

2 = ε

. :
∑
n>nε

|bn| ≤ ε.

2.4 Elementos da teoria da medida

Nesta seção vamos apresentar algumas definições de elementos da teoria da medida
que serão utilizadas no capítulo 5 desta dissertação. Os exemplos 5.1.29, 5.1.30, 5.1.31,
5.1.32 e 5.1.33 são construídos baseando-se nessas definições.

Vamos definir espaços mensuráveis, espaços de medida e o espaço Lp(µ), dentre
outras definições recorrentes.

Iniciaremos a seção definindo σ−álgebra e espaço mensurável. Esta definição é
importante para a compreensão do exemplo 5.1.31.

Definição 2.4.1 (Sigma álgebra). Seja X um conjunto qualquer e Σ uma coleção de
subconjuntos de X. Dizemos que Σ é uma σ−álgebra se:

i) ∅ ∈ Σ.

ii) Se Y ∈ Σ então X − Y ∈ Σ.

iii) Se X1, . . . , Xn ∈ Σ então
n⋃
i=1

Xi ∈ Σ.

Definição 2.4.2 (Espaço mensurável). Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que
(X,Σ) é um espaço mensurável se Σ é uma σ−álgebra sobre X.

Definição 2.4.3 (Medida positiva). Sejam X um conjunto qualquer e Σ uma σ−álgebra.
Um medida positiva definida sobre Σ é uma função µ : Σ −→ [0,∞) que goza das seguintes
propriedades:

i) µ(∅) = 0.

ii) µ
( ∞⋃
n=1

En

)
=
∞∑
n=1

µ(En), para qualquer coleção enumerável (En)n∈N de Σ.

As definições 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6 e 2.4.7 são fundamentais para construção dos
exemplos 5.1.29 e 5.1.30.

Definição 2.4.4 (Espaço de medida). Sejam X um espaço qualquer e Σ uma σ−álgebra
definida sobre X. Dizemos que (X,Σ, µ) é um espaço de medida se µ é uma medida definida
sobre Σ.
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Definição 2.4.5 (Álgebra de Borel). Seja (X, τ) um espaço topológico, onde τ é uma
topologia sobre X. A menor σ−álgebra sobre X que contém os abertos da topologia τ é
denominada de álgebra de Borel.

Definição 2.4.6 (Medida de Borel). Seja (X, τ) um espaço topológico, onde τ é uma to-
pologia sobre X. Qualquer medida definida sobre a álgebra de Borel de (X, τ) é denominada
de medida de Borel.

Definição 2.4.7 (Medida regular). Sejam (X, τ) um espaço topológico, Σ uma σ−álgebra
sobre X e µ uma medida positiva definida sobre Σ. Um subconjunto mensurável A de X é
dito regular interno se:

µ(A) = sup{µ(F ); F ⊂ A, F compacto e mensurável}.

Um subconjunto mensurável A de X é dito regular externo se:

µ(A) = inf{µ(G); G ⊂ A, G aberto e mensurável}.

Uma medida é chamada de regular interna se todo conjunto mensurável for regular
interno.
Uma medida é chamada de regular externa se todo conjunto mensurável for regular
externo.
Uma medida é chamada regular se for externa regular e interna regular.

A definição 2.4.8 é utilizada no enunciado do exemplo 5.1.32.

Definição 2.4.8 (Medida finita). Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida, onde Σ é uma
σ−álgebra e µ é uma medida definida sobre Σ. A medida µ é dita finita se µ(X) <∞.

As definições 2.4.9 e 2.4.10 são utilizadas no exemplo 5.1.29.

Definição 2.4.9 (Função mensurável). Sejam (X,Σ1), (Y,Σ2) espaços mensuráveis e
f : X −→ Y uma função. Dizemos que f é uma função mensurável se f−1(E) ∈ Σ1 para
todo E ∈ Σ2.

Definição 2.4.10 (Espaço Lp(µ)). Sejam 1 ≥ 1 <∞ e (X,Σ, µ) um espaço de medida.
Se f é uma função mensurável sobre X, definimos:

‖f‖p =
(∫

X
|f |pdµ

) 1
p

.

O espaço vetorial Lp(µ) é definido como o conjunto de todas as funções mensuráveis f tais
que ‖f‖p <∞.
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2.5 Topologias fraca e fraca estrela

Nesta seção apresentamos as definições de topologia fraca e fraca estrela. Além
disso, apresentamos alguns resultados baseados nestas definições, como o teorema de
Alaoglu, que nos diz que a bola unitária do dual topológico de um espaço normado é fraca
estrela compacta. Os resultados serão expostos, omitindo-se as demonstrações.

Definição 2.5.1 (Topologia fraca). Seja (X, ‖ ‖) um espaço normado. A topologia
fraca em X é a topologia obtida tomando como base de vizinhanças, todos os conjuntos da
forma: ⋃

(x0; f1, . . . , fn; ε) = {x ∈ X; |fi(x)− fi(x0)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}

onde n ∈ N; f1, . . . , fn ∈ X∗; x0 ∈ X e ε > 0.

Observação 2.5.2. Seja (X, ‖ ‖) um espaço normado. Vamos denotar por (X, σ(X,X∗))
o espaço X munido com a topologia fraca.

Proposição 2.5.3. Sejam (X, ‖ ‖) um espaço normado e (xn)n∈N ⊂ X uma sequência.
Então, xn −→ x0 na topologia fraca se, e somente se, f(xn) −→ f(x0) para todo f ∈ X∗.

Uma demonstração pode ser encontrada em [3], capítulo 4, páginas 261 e 262.

Teorema 2.5.4. Sejam (X, ‖ ‖) um espaço normado e A ⊂ X um subconjunto convexo.
Então, A = A

σ(X,X∗).

Uma demonstração pode ser encontrada em [2], capítulo 3, página 38.

Definição 2.5.5 (Topologia fraca estrela). Seja (X, ‖ ‖) um espaço normado. A
topologia fraca estrela em X∗ é a topologia obtida tomando como base de vizinhanças, todos
os conjuntos da forma:

⋃
(ϕ0;x1, . . . , xn; ε) = {ϕ ∈ X∗; |ϕ(xi)− ϕ0(xi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}

onde n ∈ N; x1, . . . , xn ∈ X; ϕ0 ∈ X∗ e ε > 0.

Proposição 2.5.6. Sejam (X, ‖ ‖) um espaço normado e (ϕn) ⊂ X∗ uma sequência.
Então, ϕn −→ ϕ0 na topologia fraca estrela se, e somente se, ϕn(x) −→ ϕ0(x) para todo
x ∈ X.

Uma demonstração pode ser encontrada em [2], capítulo 3, páginas 40 e 41.

Observação 2.5.7. Seja (X, ‖ ‖) um espaço normado. Vamos denotar por (X∗, σ(X∗, X))
o espaço X∗ munido com a topologia fraca estrela.



16

Teorema 2.5.8 (Teorema de Alaoglu). Seja (X, ‖ ‖) um espaço normado. Então
BX∗ = {ϕ ∈ X∗; ‖ϕ‖ ≤ 1} é σ(X∗, X) compacto.

Uma demonstração pode ser encontrada em [2], capítulo 3, páginas 42 e 43.

Teorema 2.5.9. Se X é um espaço normado separável então toda sequência limitada em
X∗ possui uma subsequência convergente na topologia fraca estrela.

Uma demonstração pode ser encontrada em [2], capítulo 3, página 50.

Teorema 2.5.10. Seja X um espaço de Banach. Então X é separável se, e somente se,
BX∗ é metrizável na topologia fraca estrela.

Uma demonstração pode ser encontrada em [2], capítulo 3, página 48.
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3)Séries incondicionalmente e absolu-
tamente somáveis em espaços de Ba-
nach

3.1 Teorema de Dvoretzky-Rogers

Nesta seção definimos sequências absolutamente somáveis, que são sequências cujas
normas convergem na norma de l1, e sequências incondicionalmente somáveis, que são
sequências convergentes na norma de l1 independente da ordem dos índices. O teorema de
Dvoretzky-Rogers pode ser encontrado em [4], capítulo 1, páginas 2,3,4.

O objetivo principal desta seção é garantirmos que tomando-se uma sequência
arbitrária em l2, podemos obter uma sequência incondicionalmente somável em um deter-
minado espaço de Banach, onde a norma de cada elemento deste espaço é igual ao módulo
de cada entrada da sequência tomada em l2.

Para a demonstração do teorema principal necessitamos de um lema prévio.

Definição 3.1.1. Seja X um espaço normado.

Dizemos que uma sequência (xn) ⊂ X é absolutamente somável se a série
∞∑
n=1
‖xn‖ for

convergente. Dizemos que uma sequência (xn) ⊂ X é incondicionalmente somável se a

série
∞∑
n=1
‖xσ(n)‖ for convergente para toda permutação σ : N→ N.

Proposição 3.1.2. Seja X um espaço normado. X é um espaço de Banach se, e somente
se, toda sequência absolutamente somável é incondicionalmente somável.

Demonstração. (⇐=) Seja (xn) uma sequência de Cauchy em X. Vamos mostrar que (xn)
possui uma subsequência convergente. Afirmamos que (xn) possui uma subsequência (xnk)
satisfazendo:

‖xnk − xnl‖ <
1
2k , ∀l ≥ k.
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Vamos mostrar essa afirmação através de um processo indutivo em k.
Para k = 1 existe um n1 ∈ N tal que:

‖xm − xl‖ <
1
2 , ∀m, l ≥ n1.

Em particular:
‖xn1 − xl‖ <

1
2 , ∀l ≥ n1.

Para k = 2 existe um n2 > n1 ∈ N tal que:

‖xm − xl‖ <
1
22 , ∀m, l ≥ n2.

Em particular:
‖xn2 − xl‖ <

1
22 , ∀l ≥ n2.

Além disso, notemos que:
‖xn1 − xn2‖ <

1
2 .

Para k = 3 existe um n3 > n2 > n1 ∈ N tal que:

‖xm − xl‖ <
1
23 , ∀m, l ≥ n3.

Assim:
‖xn3 − xl‖ <

1
23 , ∀l ≥ n3.

Além disso, notemos que:
‖xn2 − xn3‖ <

1
22 .

Indutivamente temos que:

‖xnk − xnl‖ <
1
2k , ∀l ≥ k.

Vamos definir: xn0 = 0

yk = xnk − xnk−1 , k ∈ N

Observemos que:

k∑
i=1

yi =
k∑
i=1

(xni − xni−1) = xn1 − xn0 + xn2 − xn1 + . . .+ xnk − xnk−1 = xnk .

Além disso:
‖yk‖ = ‖xnk − xnk−1‖ <

1
2k−1 , ∀k ≥ 2.

Assim: ∞∑
k=2
‖yk‖ <

∞∑
k=2

1
2k−1 .



19

Como a série
∞∑
k=2
‖yk‖ converge segue que

∞∑
k=2

yk converge, pois por hipótese toda sequência

absolutamente somável é incondicionalmente somável. Assim, a sequência das somas

parciais
k∑
i=1

yi converge. Como xnk =
k∑
i=1

yi concluímos que (xnk) converge.

(=⇒) Suponhamos que (X, ‖ . ‖) seja um espaço de Banach. Consideremos
∞∑
n=1

xn uma

série absolutamente convergente em X.
Ou seja,

∞∑
n=1
‖xn‖ <∞. Notemos que

∞∑
n=1
‖xn‖ é uma série convergente sobre o corpo K.

Assim
∞∑
n=1
‖xσ(n)‖ é convergente para toda permutação σ : N→ N.

Consideremos m > n ∈ N e fixemos σ : N→ N uma permutação.
Pelo critério de Cauchy, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que:

m∑
i=n+1

‖xσ(i)‖ < ε, ∀i ≥ n0

Notemos que: ∥∥∥∥∥∥
m∑

i=n+1
xσ(i)

∥∥∥∥∥∥ ≤
m∑

i=n+1
‖xσ(i)‖.

Assim, concluímos que a sequência das somas parciais
k∑
i=1

xσ(i) é uma sequência de Cauchy.

Como X é completo, segue que a sequência das somas parciais é convergente. Então a
série

∞∑
n=1

xσ(n) é convergente.

O lema 3.1.3 pode ser encontrado em [4], capítulo 1, páginas 2 e 3.

Lema 3.1.3. Seja X um espaço de Banach 2n dimensional. Então existem n vetores
x1, x2, . . . , xn ∈ BX cada um com norma maior ou igual a 1

2 tais que, para quaisquer
escalares λ1, . . . , λn,temos: ∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

λjxj

∥∥∥∥∥∥ ≤
 n∑
j=1
|λj|2

 1
2

Demonstração. Para simplificarmos a notação, tanto o operador linear quanto a matriz
associada a este operador serão denotados pela mesma letra.
Vamos encontrar um isomorfismo u : l2n2 → X satisfazendo:

(∗) |tr(u−1v)| ≤ 2n‖v‖ ∀ v ∈ L (l2n2 , X)

A aplicação:
det : L (l2n2 , X)→ K

v 7→ det(v)
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é contínua na esfera unitária do espaço L (l2nn , X), que será denotada por S. Como o
conjunto S é compacto e a aplicação det é contínua, pelo teorema de Weierstrass, segue
que det admite máximo e mínimo no conjunto S.
Podemos então considerar u ∈ S tal que det(u) = max{| det(v)|; v ∈ S}
Vamos mostrar que u satisfaz (∗)
Sejam ε ∈ R, ε 6= 0 e v ∈ L (l2nn , X). Para u considerado anteriormente, temos que
(u+ εv) ∈ L (l2nn , X), já que L (l2nn , X) é um espaço vetorial. Consideremos w = u+εv

‖u+εv‖ .
Como ‖w‖ = 1, segue que w ∈ S. Observemos que:

1
‖u+ εv‖2n | det(u+ εv)| =

∣∣∣∣∣det
(
u+ εv

‖u+ εv‖

)∣∣∣∣∣ = | det(w)| ≤ det(u).

Assim:

(∗∗) det(u+ εv) ≤ det(u)‖u+ εv‖2n ≤ det(u)(‖u‖+ |ε|‖v‖)2n ≤ det(u)(1 + |ε|‖v‖)2n.

Afirmamos que u ∈ S é invertível.
Supondo que u não seja invertível, temos que det(u) = 0; porém | det(v)| ≤ det(u),∀v ∈ S,
assim det(v) = 0, ∀v ∈ S. Mas isso é absurdo, pois o operador identidade do espaço
L (l2n2 , X) possui determinante igual a 1. Logo, u é invertível.
Como u é uma aplicação linear bijetora, temos que u é um isomorfismo. Observemos que:

| det(u+ εv)| = | det(u(I + εu−1v))|

= | det(u) det(I + εu−1v)|

= | det(u)|| det(I + εu−1v)|

= det(u)| det(I + εu−1v)|

= det(u)|1 + εtr(u−1v) + C(ε)|

onde:
|C(ε)| = O(|ε|2)

O(|ε|2) denota os termos que apresentam |ε|2.

Usando (∗∗), podemos observar também que:

det(u)|1 + εtr(u−1v) + C(ε)| = | det(u+ εv)| ≤ det(u)(1 + |ε|‖v‖)2n

Daí:
|1 + εtr(u−1v) + C(ε)| ≤ (1 + |ε|‖v‖)2n = 1 + 2n|ε|‖v‖+O(|ε|2)

Podemos escolher ε suficientemente pequeno tal que:

εtr(u−1v) = |εtr(u−1v)|
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Temos que:

|1 + εtr(u−1v)| −O(|ε|2) = |1 + εtr(u−1v)| − |C(ε)|

≤ |1 + εtr(u−1v) + C(ε)|

≤ 1 + 2n|ε|‖v‖+O(|ε|2)

Pela escolha de ε, podemos considerar que:

|1 + εtr(u−1v)| = 1 + εtr(u−1v)

Logo:

|1 + εtr(u−1v)| ≤ 1 + 2n|ε|‖v‖+O(|ε|2) ⇒

1 + |ε||tr(u−1v)| ≤ 1 + 2n|ε|‖v‖+O(|ε|2) ⇒

|ε||tr(u−1v)| ≤ 2n|ε|‖v‖+O(|ε|2) ⇒

|tr(u−1v)| ≤ 2n‖v‖+O(|ε|2) (3.1)

Fazendo ε→ 0 obtemos (∗).
Seja W ⊂ l2n2 um subespaço de dimensão m.
Seja β = {w1, . . . , wm} uma base ortogonal do subespaço W . Podemos estendê-la a fim de
obtermos uma base ortogonal β ′ para o espaço l2n2 , digamos β ′ = {w1, . . . , wm, xm+1 . . . , x2n}.

Seja P : l2n2 → l2n2 a aplicação projeção ortogonal definida como P (y) =
m∑
i=1

(y, wi)
(wi, wi)

wi.

Observemos que:

P (w1) = (w1, w1)
(w1, w1)w1 + (w1, w2)

(w2, w2)w2 + . . .+ (w1, wm)
(wm, wm)wm + 0xm+1 + . . . 0x2n

P (w2) = (w2, w1)
(w1, w1)w1 + (w2, w2)

(w2, w2)w2 + . . .+ (w2, wm)
(wm, wm)wm + 0xm+1 + . . . 0x2n

...

P (w2n) = (w2n, w1)
(w1, w1) w1 + (w2n, w2)

(w2, w2) w2 + . . .+ (w2n, wm)
(wm, wm)wm + 0xm+1 + . . . 0x2n

A matriz que representa P da base β ′ em relação a base β ′ :

[P ]β
′

β′
=



(w1,w1)
(w1,w1)

(w2,w1)
(w1,w1) · · · (w2n,w1)

(w1,w1)
... ... . . . ...

(w1,wm)
(wm,wm)

(w2,wm)
(wm,wm) · · ·

(w2n,wm)
(wm,wm)

... ... . . . ...
0 0 · · · 0


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A matriz irá se reduzir à:

[P ]β
′

β′
=



1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0
... ... . . . ... ... ...
0 0 · · · 1 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0
... ... . . . ... ... ...
0 0 · · · 0 · · · 0


Obtemos então que tr(P ) = m.
Usando (∗), teremos que:

m = tr(P ) = tr(u−1uP ) ≤ 2n‖uP‖ ⇒ ‖uP‖ ≥ m

2n
Nosso objetivo é encontrarmos n vetores x1, . . . , xn em BX , cada vetor com norma maior
ou igual a 1

2 , satisfazendo o lema. Os n vetores estarão associados a escolha de n vetores
ortonormais apropriados y1, . . . , yn ∈ l2n2 , onde xj = u(yj), para 1 ≤ j ≤ n.
Sendo u ∈ S, temos que ‖u‖ = 1. Assim, sup

y∈S
l2n2

‖u(y)‖ = 1. Como o supremo é atingido,

existe um vetor y1 ∈ Sl2n2 tal que u(y1) = 1 (além disso, ‖u(y1)‖ = 1).
Notemos que: Consideremos P1 : l2n2 → l2n2 a projeção ortogonal do espaço l2n2 sobre o
espaço [y1]⊥.

Existe y2 ∈ [y1]⊥ tal que ‖y2‖ = 1 e ‖u(y2)‖ ≥ 2n−1
2n . De fato:

Notemos que a composição uP1 forma um operador limitado:

‖uP1‖ ≤ ‖u‖‖P1‖ = ‖P1‖

Sabemos que ‖uP1‖ = sup
y∈S

l2n2

‖uP1(y)‖. Logo, existe K ∈ R tal que ‖uP1‖ = K. Como

‖ ‖X , u, P1 são aplicações contínuas, segue que a composição das três aplicações também
é uma aplicação contínua. Sendo Sl2n2 um conjunto compacto, concluímos que o conjunto
{‖uP1(y)‖X ; y ∈ Sl2n2 } admite máximo. Portanto, existe um vetor y2 ∈ Sl2n2 tal que
‖uP1(y2)‖ = K = ‖uP1‖.
Usando (∗) notemos que:

2n− 1 = trP1 = tr(uu−1P1)
(∗)
≤ 2n‖uP1‖ ⇒ ‖uP1‖ ≥

2n− 1
2n

Afirmamos que y2 ∈ [y1]⊥.
Caso contrário, teríamos P1(y2) = 0. Assim, 0 = ‖u(P1y2)‖ = ‖uP1‖. Absurdo, pois
‖uP1‖ ≥ 2n−1

2n .
Além disso, temos:

‖u(y2)‖ = ‖u(P1(y2))‖ = ‖uP1(y2)‖ = ‖uP1‖ ≥
2n− 1

2n
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Consideremos agora P2 : l2n2 → l2n2 a projeção ortogonal do espaço l2n2 sobre o
espaço [y1, y2]⊥.

Existe y3 ∈ [y1, y2]⊥ tal que ‖y3‖ = 1 e ‖u(y3)‖ ≥ 2n−2
2n . De fato:

Utilizando uma argumentação análoga à utilizada anteriormente, segue que o operador uP2

é limitado. Como a composição entre as aplicações ‖ ‖X , u, P2 é uma aplicação contínua
e o conjunto Sl2n2 é compacto segue que o conjunto {‖uP2(y)‖; y ∈ Sl2n2 admite máximo.
Portanto, existe y3 ∈ Sl2n2 tal que ‖uP2(y3)‖ = ‖uP2‖.
Usando (∗) temos que:

2n− 2 = trP2 = tr(uu−1P2)
(∗)
≤ 2n‖uP2‖ ⇒ ‖uP2‖ ≥

2n− 2
2n

Afirmamos que y3 ∈ [y1, y2]⊥.
Caso contrário, teríamos P2(y3) = 0. Assim, 0 = ‖u(P2y3)‖ = ‖uP2‖. Absurdo, pois
‖uP2‖ ≥ 2n−2

2n .
Além disso, temos:

‖u(y3)‖ = ‖u(P2(y3))‖ = ‖uP2(y3)‖ = ‖uP2‖ ≥
2n− 2

2n

Repetindo o processo até o passo n segue que existe yn ∈ [y1, y2, . . . , yn−1]⊥ com ‖yn‖ = 1
tal que:

‖u(yn)‖ = ‖u(Pn−1(yn))‖ = ‖uPn−1(yn)‖ ≥ 2n− (n− 1)
2n = n+ 1

2n .

Os vetores y1, . . . , yn ∈ l2n2 obtidos são ortonormais.
Vamos considerar xj = u(yj); 1 ≤ j ≤ n. Notemos que ‖xj‖ = ‖u(yj)‖ ≤ 1; 1 ≤ j ≤ n.
Assim, xj ∈ BX para todo 1 ≤ j ≤ n.
Além disso:

‖xj‖ ≥
(2n− j + 1)

2n = 1− (j − 1)
2n ≥ 1− 1

2 = 1
2 , ∀1 ≤ j ≤ n.

Consideremos λ1, . . . , λn ∈ K vetores arbitrários.
Segue que:

∥∥∥∥∥∥
∑
j≤n

λjxj

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
j≤n

λju(yj)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥u
∑
j≤n

λjyj

∥∥∥∥∥∥
≤ ‖u‖

∥∥∥∥∥∥
∑
j≤n

λjyj

∥∥∥∥∥∥
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≤

∥∥∥∥∥∥
∑
j≤n

λjyj

∥∥∥∥∥∥
=

〈∑
j≤n

λjyj,
∑
i≤n

λiyi

〉 1
2

=
∑
j≤n

∑
i≤n

λjλi〈yj, yi〉

 1
2

=
∑
j≤n
|λj|2

 1
2

O seguinte lema será demonstrado posteriormente, entretanto será fundamental
para a demonstração do teorema de Dvoretsky-Rogers

Lema 3.1.4. Uma sequência (xn) em um Espaço de Banach é incondicionalmente somável
se, e somente se, é sinal somável, isto é,

∑
n

εnxn converge para qualquer que seja a escolha

εn ∈ {1,−1}.

Segue o teorema principal:

Teorema 3.1.5 (Teorema de Dvoretsky-Rogers). Se X é um espaço de Banach de di-
mensão infinita, para cada (λn) ∈ l2 existe uma sequência incondicionalmente somável
(xn) ⊂ X tal que ‖xn‖ = |λn|, ∀ n ∈ N.

Demonstração. Seja (λn) ∈ l2. Assim temos que a série
∞∑
j=1
|λj|2 é convergente. Logo:

Para ε = 1
22 existe n1 ∈ N tal que:

∑
n≥n1

|λn|2 ≤
1
22

Para ε = 1
24 existe n2 > n1 em N tal que:

∑
n≥n2

|λn|2 ≤
1
24

Prosseguindo com a mesma argumentação, para ε = 1
22k existe nk > nk−1 em N tal que:

∑
n≥nk
|λn|2 ≤

1
22k

Vamos utilizar o lema 3.1.3, porém o devido lema foi utilizado para espaços de dimensão
finita.
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Consideremos E1 ⊂ X subespaço de X, onde dimE1 = 2(n1 − 1).
Para 1 ≤ k ≤ n1 − 1, usando o lema, existem y1, y2, . . . , yn1−1 ∈ BE1 com ‖yi‖ ≥ 1

2 , ∀i =
1, . . . , n1 − 1 tais que independente dos escalares α1, α2, . . . , αn1−1 temos:

∥∥∥∥∥∥
∑
j<n1

αjyj

∥∥∥∥∥∥ ≤
∑
j<n1

|αj|2
 1

2

.

Consideremos E2 ⊂ X um subespaço de X, onde dimE2 = 2(n2 − n1).
Para n1 ≤ k ≤ n2−1, existem yn1 , yn1+1, . . . , yn2−1 ∈ BE2 com ‖yi‖ ≥ 1

2 , ∀i = n1, . . . , n2−1
tais que independentemente dos escalares αn1 , αn1+1, . . . , αn2−1 temos:

∥∥∥∥∥∥
n2−1∑
j=n1

αjyj

∥∥∥∥∥∥ ≤
n2−1∑
j=n1

|αj|2
 1

2

.

Indutivamente, podemos considerar El ⊂ X subespaço de X, onde dimEl = 2(nl − 1−
(nl−1 − 1)).
Para nl ≤ k ≤ nl+1 − 1, existem ynl , ynl+1, . . . , ynl+1−1 ∈ BEl com ‖yi‖ ≥ 1

2 , ∀i =
nl, . . . , nl+1 − 1 tais que independente dos escalares αnl , αnl+1, . . . , αnl+1−1 temos:

∥∥∥∥∥∥
nl+1−1∑
j=nl

αjyj

∥∥∥∥∥∥ ≤
nl+1−1∑

j=nl
|αj|2

 1
2

Obtemos uma sequência (yn) ⊂ BX onde ‖yn‖ ≥ 1
2 , ∀ n ∈ N, tal que independentemente

da escolha de (αk) temos: ∥∥∥∥∥∥
N∑

j=nk
αjyj

∥∥∥∥∥∥ ≤
 N∑
j=nk
|αj|2

 1
2

onde nk ≤ N < nk+1

A partir da sequência (yn) ⊂ BX vamos considerar uma sequência (xn) de tal forma que:

xj = λj
yj
‖yj‖

, ∀ j ∈ N

Considerando εn ∈ {1,−1} para nk ≤ N < nk+1 obtemos que:

∥∥∥∥∥
N∑

n=nk
εnxn

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥

N∑
n=nk

εnλn
yn
‖yn‖

∥∥∥∥∥
≤

 N∑
n=nk

∣∣∣∣∣εn λn
‖yn‖

∣∣∣∣∣
2
 1

2

=
(

N∑
n=nk
|εn|2

|λn|2

‖yn‖2

) 1
2
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=
(

N∑
n=nk

|λn|2

‖yn‖2

) 1
2

≤
(

N∑
n=nk

4|λn|2
) 1

2

= 2
(

N∑
n=nk
|λn|2

) 1
2

≤ 2
( 1

22k

) 1
2

= 2
( 1

2k
)

= 2.2−k = 21−k

Fixando nk ∈ N, tomemos s ∈ N arbitrário onde s > nk. Sabemos que existe v ∈ N tal
que nk ≤ nv ≤ s ≤ nv+1. Observe que:∥∥∥∥∥

s∑
n=nk

εnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
nk+1−1∑
n=nk

εnxn +
nk+2−1∑
n=nk+1

εnxn + . . .+
s∑

n=nv
εnxn

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥
nk+1−1∑
n=nk

εnxn

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
nk+2−1∑
n=nk+1

εnxn

∥∥∥∥∥∥+ . . .+
∥∥∥∥∥

s∑
n=nv

εnxn

∥∥∥∥∥
≤ 21−k + 2−k + . . .+ 21−v

= 1
2k−1 + 1

2k + . . .+ 1
2v−1

Como a série
∞∑
n=1

1
2n−2 converge temos que ela atende o critério de Cauchy.

Assim dado ε > 0 existe um n0 ∈ N tal que :∣∣∣∣∣∣
s+1∑

n=k+1

1
2n−2

∣∣∣∣∣∣ < ε, ∀s > k > n0.

Então, para k ≥ n0 segue:∥∥∥∥∥
s∑

n=nk
εnxn

∥∥∥∥∥ ≤ 1
2k−1 + 1

2k + . . .+ 1
2v−1 < ε.

Concluímos assim que a série
∑
n∈N

εnxn converge para εn ∈ {1,−1}.

Pelo lema 3.1.4 como a série
∑
n∈N

εnxn converge para εn ∈ {1,−1} segue que (xn) é incon-

dicionalmente somável.
Além disso:

‖xn‖ =
∥∥∥∥∥λn yn
‖yn‖

∥∥∥∥∥ = |λn|
‖yn‖
‖yn‖

= |λn|, ∀ n ∈ N.
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3.2 Teorema de Schur

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados que nos possibilitam algumas
caracterizações de sequências incondicionalmente somáveis em espaços de Banach. O Lema
3.1.4 está incluído no Teorema 3.2.1.

Por fim, vamos apresentar o teorema de Schur que garante que toda sequência que
converge fracamente em l1 converge na norma de l1. Para demonstração deste resultado,
utilizaremos uma das equivalências da definição de sequências incondicionalmente somáveis.

O teorema 3.2.1 pode ser encontrado em [4], capítulo 1, páginas 4 e 5.

Teorema 3.2.1. Seja (xn) uma sequência em um espaço de Banach X. As seguintes
afirmações são equivalentes:

1. (xn) é incondicionalmente somável;

2. (xn) é desordenadamente somável, isto é, dado ε > 0 existe nε ∈ N tal que para todo

subconjunto finito M ⊂ N com minM > nε temos
∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε;

3. (xn) é subsérie somável, isto é, para qualquer sequência estritamente crescente de
inteiros positivos (kn) temos que

∑
n

xkn é convergente;

4. (xn) é sinal somável.

Demonstração. (1)⇒ (2)
Vamos negar que (xn) seja desordenadamente somável. Então existe δ > 0 tal que para

todo m ∈ N existe um subconjunto M ⊂ N finito com minM > m e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈M

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Para m1 = 1 existe M1 ⊂ N finito com minM1 > 1 e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈M1

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Para m2 = maxM1 existe M2 ⊂ N finito com minM2 > m2 = maxM1 e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈M2

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Indutivamente, para ml = maxMl−1 existe Ml ⊂ N finito com minMl > ml = maxMl−1

e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Ml

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ

Obtemos assim uma sequência de subconjuntos finitos de (Mn) com minMn+1 > maxMn

e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Mn

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ, para todo n ∈ N

Para cada n ∈ N consideremos o subconjunto de N:

An = (minMn,minMn + |Mn|) ∩ N
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Seja σ : N → N uma permutação de tal forma que para cada n ∈ N tenhamos que
σ(An) = Mn.
Fixemos n ∈ N.
Vamos chamar k = minAn e m = maxAn.
Considerando (Sn) a sequência das somas parciais da série

∑
n

xσ(n), observemos que:

‖Sm − Sk−1‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈An

xσ(i)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Mn

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ

Assim, (Sn) não é uma sequência de Cauchy. Daí
∑
n

xσ(n) não é convergente, donde

obtemos que (xn) não é incondicionalmente somável.

(2)⇒ (1)
Seja σ : N→ N uma permutação do conjunto dos números naturais. Dado ε > 0, sendo
(xn) desordenadamente somável, temos que existe nε ∈ N tal que para todo subconjunto

finito M ⊂ N com minM > nε temos
∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Como σ é uma bijeção, existem únicos r1, . . . , rnε ∈ N tais que σ(r1) = 1, σ(r2) =
2, . . . , σ(rnε) = nε. Tomemos mε = max ri, onde i = 1, . . . , nε. Observemos que
{1, . . . , nε} ⊂ σ({1, . . . ,mε}).
Tomemos p > q > mε onde p, q ∈ N. Suponhamos sem perda de generalidade que
σ(p) > σ(q).
Afirmamos que σ(q) > nε. Caso σ(q) ≤ nε existiria um 1 ≤ l ≤ nε tal que σ(q) = l; por
outro lado l = σ(ri) para algum i = 1, . . . , nε. Então, σ(q) = σ(ri) implicaria que q = ri e
assim q ≤ mε. Contradição.
Sejam s1, . . . , sp−q+1 ∈ N tais que σ(q) = s1, σ(q+ 1) = s2, . . . , σ(p) = sp+q−1. Observemos
que: ∥∥∥∥∥

p∑
n=q

xσ(n)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
p−q+1∑
i=1

xsi

∥∥∥∥∥∥ < ε.

Assim, pelo critério de Cauchy concluímos que (xn) é incondicionalmente somável.

(2)⇒ (3)
Suponhamos que (xn) seja uma sequência desordenadamente somável. Então, dado ε > 0
existe mε ∈ N tal que para todo subconjunto finito M ⊂ N com minM > mε temos:∥∥∥∥∥∑

n∈M
xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Seja (kn) uma sequência arbitrária estritamente crescente de elementos inteiros positi-
vos. Temos que k1 ≥ 1; k2 > k1 obtemos que k2 ≥ 2. Generalizando, obtemos que
kn ≥ n, ∀n ∈ N.
Consideremos p, q inteiros positivos tais que p > q > mε. Para M ′ = {kq, . . . , kp} ⊂ N
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observamos que minM ′ = kq ≥ q > mε. Assim, segue que:
∥∥∥∥∥∥
∑
n∈M ′

xn

∥∥∥∥∥∥ < ε.

Reescrevendo a desigualdade: ∥∥∥∥∥
p∑

n=q
xkn

∥∥∥∥∥ < ε.

Obtemos que a sequência das parciais da série
∑
n

xkn é de Cauchy. Como X é espaço de

Banach, segue que a sequência das parciais da série
∑
n

xkn é convergente.

(3)⇒ (4)
Vamos assumir que (xn) seja subsérie somável. Seja (εn) uma sequência tal que εn ∈ {−1, 1}
para todo n ∈ N. Consideremos os conjuntos:

S+ = {n ∈ N; εn = 1} e S− = {n ∈ N; εn = −1}

Pela definição de (xn) ser subsérie somável segue que as séries
∑
n∈S+

xn e
∑
n∈S−

xn são

convergentes.
Seja dado ε > 0.
Como a série

∑
n∈S+

xn é convergente, existe n0 ∈ N tal que para todo m > n0, temos

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈S+
n≥m

xn

∥∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2

Como a série
∑
n∈S−

xn é convergente, existe n1 ∈ N tal que para todo m > n1, temos

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈S−
n≥m

xn

∥∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2

Tomemos N = max{n0, n1}.
Como as séries

∑
n∈S+

xn e
∑
n∈S−

xn são convergentes, temos que elas atendem o critério de

Cauchy. Logo, para q > p > N com q, p inteiros positivos, segue que:∥∥∥∥∥∥∥
q∑

n=p
n∈S+

xn

∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2 e

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

n=p
n∈S−

xn

∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2

Consideremos os seguintes conjuntos:

M+ = {n ∈ S+; p ≤ n ≤ q} e M− = {n ∈ S−; p ≤ n ≤ q}
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Observemos que:

q∑
n=p

εnxn =
∑

n∈M+

εnxn +
∑

n∈M−
εnxn

Então: ∥∥∥∥∥
q∑

n=p
εnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑

n∈M+

εnxn +
∑

n∈M−
εnxn

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥
∑

n∈M+

εnxn

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
∑

n∈M−
εnxn

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

n=p
n∈S+

xn

∥∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥
q∑

n=p
n∈S−

xn

∥∥∥∥∥∥∥ <
ε

2 + ε

2 = ε

Portanto, a série
∑
n∈N

εnxn atende o critério de Cauchy, donde concluímos que
∑
n∈N

εnxn é

convergente.

(4)⇒ (2)
Negando o fato de (xn) ser desordenadamente somável, temos que existe δ > 0 tal que

para todo m ∈ N existe um subconjunto finito M ⊂ N com minM > m e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈M

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Como já visto, na demonstração de (1)⇒ (2), podemos obter uma sequência de subcon-

juntos finitos (Mn) ⊂ N com minMn+1 > maxMn e

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Mn

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Definamos:

εn =

 1, se n ∈ ⋃kMk

−1, caso n ∈ N− ⋃kMk

Vamos fixar k ∈ N. Para todo m ∈Mk por construção temos que εm = 1. Então:∥∥∥∥∥∥
∑

m∈Mk

(1 + εm)xm

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∑

m∈Mk

2xm

∥∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥∥
∑

m∈Mk

xm

∥∥∥∥∥∥ ≥ δ

Logo,
∑
n∈N

(1 + εn)xn não converge. Então pelo menos uma das séries abaixo não converge:

∑
n∈N

εnxn ou
∑
n∈N

xn

Assim, (xn) não é sinal somável. Absurdo.

O teorema 3.2.2 pode ser encontrado em [4], capítulo 1, páginas 5 e 6.
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Teorema 3.2.2. Seja X um espaço de Banach. Uma sequência em (xn) ∈ X é in-
condicionalmente somável se, e somente se, a sequência (bnxn) for somável para todo
(bn) ∈ l∞

Demonstração. (⇐=) Suponhamos que (bnxn) seja somável para todo elemento b = (bn) ∈
l∞. Em particular, tomando b = (bn), onde bn ∈ {−1,+1}, ∀n ∈ N, temos que (bnxn) é
somável. Neste caso, (bnxn) torna-se uma sequência sinal somável. Assim, pela proposição
3.2.1, concluímos que (bnxn) é incondicionalmente somável.

(=⇒) Seja (xn) uma sequência incondicionalmente somável em X. Queremos mostrar que
a sequência (bnxn) é somável para todo b = (bn) ∈ l∞. Para tal, mostraremos que a série
∞∑
k=1

bkxk atende o critério de Cauchy para todo b ∈ l∞.(Como X é completo, mostrar que

a série atende o critério de Cauchy implica na convergência da série).

Fixemos n > m onde n,m ∈ N. Tomemos y =
n∑

k=m
bkxk. Assim, pelo teorema de

Hanh-Banach, temos que:
‖y‖ = sup

f∈BX∗
|f(y)|.

Ou seja: ∥∥∥∥∥
n∑

k=m
bkxk

∥∥∥∥∥ = sup
f∈BX∗

∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=m

bkxk

)∣∣∣∣∣ .
Seja f ∈ BX∗ . Observemos que:

f

(
n∑

k=m
bkxk

)
=

n∑
k=m

bkf(xk).

Aplicando o módulo, obtemos:∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=m

bkxk

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑

k=m
bkf(xk)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m
|bk| ‖f(xk)| ≤

n∑
k=m
‖b‖∞ |f(xk)|.

Então: ∥∥∥∥∥
n∑

k=m
bkxk

∥∥∥∥∥ = sup
f∈BX∗

∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=m

bkxk

)∣∣∣∣∣ ≤ ‖b‖∞ sup
f∈BX∗

n∑
k=m
|f(xk)| (∗)

Vamos mostrar agora que
n∑

k=m
|f(xk)| é suficientemente pequeno quando m→∞.

Por hipótese temos que (xn) é incondicionalmente convergente. Assim, pela proposição
3.2.1 segue que (xn) é desordenadamente somável. Por definição, dado ε > 0, existe
mε ∈ N tal que para todo subconjunto finito M ⊂ N com minM > mε, temos:∥∥∥∥∥∥

∑
k∈M

xk

∥∥∥∥∥∥ < ε

4‖b‖∞

Seja f ∈ BX∗ e n > m > mε; m,n ∈ N. Consideremos os conjuntos:

M+ = {m ≤ k ≤ n; Ref(xk) ≥ 0}
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M− = {m ≤ k ≤ n; Ref(xk) < 0}

Logo:
n∑

k=m
|Ref(xk)| = |Ref(xm)|+ |Ref(xm+1)|+ . . .+ |Ref(xn)|

=

∣∣∣∣∣∣Ref
 ∑
k∈M+

xk

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣Ref

 ∑
k∈M−

xk

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣f
 ∑
k∈M+

xk

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣f
 ∑
k∈M−

xk

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖

∥∥∥∥∥∥
 ∑
k∈M+

xk

∥∥∥∥∥∥+ ‖f‖

∥∥∥∥∥∥
 ∑
k∈M−

xk

∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥∥
 ∑
k∈M+

xk

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
 ∑
k∈M−

xk

∥∥∥∥∥∥
<

ε

4‖b‖∞
+ ε

4‖b‖∞
= ε

2‖b‖∞
Analogamente obtemos:

n∑
k=m
|Imf(xk)| <

ε

2‖b‖∞
Para m ≤ k ≤ n sabemos que:

f(xk) = Ref(xk) + i Imf(xk)

Daí:
|f(xk)| = |Ref(xk) + i Imf(xk)|

Então:
n∑

k=m
|f(xk)| =

n∑
k=m
|Ref(xk) + i Imf(xk)|

≤
n∑

k=m
|Ref(xk)|+

n∑
k=m
|Imf(xk)|

<
ε

2‖b‖∞
+ ε

2‖b‖∞
= ε

‖b‖∞
Aplicando o supremo de todos os elementos f ∈ BX∗ , usando (∗), obtemos:

sup
f∈BX∗

n∑
k=m
|f(xk)| ≤

ε

‖b‖∞
⇒

‖b‖∞ sup
f∈BX∗

n∑
k=m
|f(xk)| ≤ ε ⇒∥∥∥∥∥

n∑
k=m

bkxk

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Portanto, a série
∞∑
k=1

bkxk atende o critério de Cauchy, donde podemos concluir que (bnxn)

é somável.
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Teorema 3.2.3 (Teorema de Schur). Em l1 a convergência fraca e a convergência na
norma são equivalentes.

Demonstração. Consideremos E = l1.
Em qualquer espaço normado temos que a convergência na norma implica na convergência
fraca. Vamos mostrar que em E a convergência fraca implica na convergência na norma
‖ ‖E.
Sem perda de generalidade, vamos supor que (xn)n∈N é uma sequência em E que converge
para 0 ∈ E na topologia fraca. Queremos mostrar que xn ‖ ‖E−→ 0.
Notemos que:

xn
‖ ‖E−→ 0⇐⇒ ‖xn‖E −→ 0⇐⇒

∞∑
k=1
|xnk | −→ 0, quando n −→∞

Vamos mostrar então que
∞∑
k=1
|xnk | −→ 0, quando n −→∞.

Como xn σ(E,E∗)−→ 0 seque que:

ϕ(xn) −→ ϕ(0) = 0, ∀ϕ ∈ E∗

Como l∗1 = l∞ temos:
ϕ(xn) −→ 0, ∀ϕ ∈ l∞

Observemos que:

ϕ(xn) −→ 0, ∀ϕ ∈ l∞ =⇒

(∗)
∞∑
k=1

bkx
n
k −→ 0, ∀b = (bk)k∈N ∈ l∞

Fixemos N ∈ N.
Como ϕ(xn) −→ ϕ(0) = 0, para todo ϕ ∈ E∗, podemos considerar em particular,
ϕk ≡ ek = (0, . . . , 1, 0, . . .)︸ ︷︷ ︸

1 na k-ésima posição
.

Como ϕk(xn) n→0−→ 0, para todo k ∈ N, segue que xnk
n→0−→ 0, para cada k ∈ N.

Dado ε > 0, existe n0 ∈ N, tal que:

|ϕk(xn)| = |xnk | <
ε

N
, ∀n ≥ n0, 1 ≤ k ≤ N

Assim, para todo n ≥ n0 temos:∣∣∣∣∣
N∑
k=1
|xnk |

∣∣∣∣∣ =
N∑
k=1
|xnk | < N

ε

N
= ε

Logo:

(∗∗)
N∑
k=1
|xnk | −→ 0, quando n −→∞
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Uma base de vizinhanças fraca ∗ de um elemento f̂ = (f̂k) ∈ Bl∞ é dada por:⋃
(f̂ , δ, N) = {f = (fk) ∈ Bl∞ ; |fk − f̂k| < δ; 1 ≤ k ≤ N}

para todo δ > 0 e para todo N ∈ N.
Fixemos ε > 0. Para cada m ∈ N consideremos o conjunto:

Bm =
⋂
n≥m

{
f ∈ Bl∞ ; |f(xn)| ≤ ε

3

}

Bm é um conjunto fraco* fechado, para todo m ∈ N.
Fixado n ≥ m, vamos mostrar primeiramente que:

Bn
m =

{
f ∈ Bl∞ ; |f(xn)| ≤ ε

3

}
é fraco* fechado.
Observemos que (Bl∞ , σ(E∗, E∗∗)) é um conjunto metrizável.
Seja ϕ̂ ∈ Bn

m; assim existe (ϕk)k∈N ∈ Bn
m tal que:

ϕk
σ(E∗,E)−→ ϕ̂ =⇒

ϕk(x) −→ ϕ̂(x), ∀x ∈ E =⇒

ϕk(xn) −→ ϕ̂(xn)

Para todo k ∈ N, temos que ϕk ∈ Bn
m, assim:

|ϕk(xn)| ≤ ε

3 , ∀k ∈ N =⇒

lim
k→∞
|ϕk(xn)| ≤ ε

3 =⇒

| lim
k→∞

ϕk(xn)| ≤ ε

3 =⇒

|ϕ̂(xn)| ≤ ε

3
Logo, ϕ̂ ∈ Bn

m.
Como Bn

m é fraco* fechado para todo n ≥ m segue que
⋂
n≥m

Bn
m = Bm é fraco* fechado.

Bl∞ =
⋃
m∈N

Bm. De fato, se f ∈
⋃
m∈N

Bm então f ∈ Bm para algum m ∈ N. Pela de-

finição de Bm segue que f ∈ Bl∞ .
Seja f̂ ∈ Bl∞ . Como xn σ(E,E∗)−→ 0 segue que f̂(xn) −→ 0.
Por definição, para ε′ = ε

3 existe n0 ∈ N tal que:

|f̂(xn)| < ε

3 , ∀n ≥ n0

Tomando Bn0 =
⋂
n≥n0

{
f ∈ Bl∞ ; |f(xn)| ≤ ε

3

}
obtemos que f̂ ∈ Bn0 ⊂

⋃
m∈N

Bm.
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Como (Bm)m∈N é uma família de conjuntos fraco* fechado e Bl∞ =
⋃
m∈N

Bm, pelo te-

orema de Baire, temos que existe m0 ∈ N tal que int Bm0 6= ∅.
Logo, existe f̂ ∈ Bm0 , δ > 0, N ∈ N tal que:⋃

(f̂ , δ, N) ⊂ Bm0 ⊂ Bm, ∀m ≥ m0

Por (∗∗) vimos que
N∑
k=1
|xnk | −→ 0 para todo N ∈ N.

Para ε′ = ε
3 existe n0 ≥ m0 ∈ N tal que:

(∗ ∗ ∗)
N∑
k=1
|xmk | <

ε

3 , ∀m ≥ n0

Fixemos m ≥ n0. Sem perda de generalidade, podemos supor n0 = m0.

Vamos definir f = (fk)k∈N ∈ Bl∞ da seguinte maneira:

fk =

 f̂k, se 1 ≤ k ≤ N

sinal (xmk ), se k > N

Para 1 ≤ k ≤ N , temos:
|fk − f̂k| = |fk − fk| = 0 < δ

Daí, f ∈
⋃

(f̂ , δ, N) ⊂ Bm0 .
Então:

(∗ ∗ ∗∗) |f(xm)| ≤ ε

3
Usando (∗ ∗ ∗) e (∗ ∗ ∗∗), para todo m ≥ m0, obtemos que:

∞∑
k=1
|xmk | =

N∑
k=1
|xmk |+

∞∑
k=N+1

|xmk | =

N∑
k=1
|xmk |+

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1
fkx

m
k

∣∣∣∣∣∣ =

N∑
k=1
|xmk |+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fkx
m
k −

N∑
k=1

fkx
m
k

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
k=1
|xmk |+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fkx
m
k

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
N∑
k=1

fkx
m
k

∣∣∣∣∣ =

N∑
k=1
|xmk |+ |f(xm)|+

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

fkx
m
k

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
k=1
|xmk |+

N∑
k=1
|fk||xmk |+ |f(xm)| =

N∑
k=1

(1 + |fk|)|xmk |+ |f(xm)| ≤

2 ε

3 + ε

3 = ε
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Assim,
∞∑
k=1
|xmk | −→ 0.

3.3 Teorema de Orlicz-Pettis

O teorema 3.3.2 pode ser encontrada em [4], capítulo 1, página 14.

Definição 3.3.1 (Sequência subsérie fracamente somável). Seja X um espaço de
Banach. Dizemos que (xn) ⊂ X é subsérie fracamente somável se para qualquer sequência

estritamente crescente de inteiros positivos (kj) temos que lim
n−→∞

n∑
j=1

xkj existe na topologia

fraca.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Orlicz-Pettis). Seja X um espaço de Banach separável.
Em X toda sequência subsérie fracamente somável é subsérie somável.

Demonstração. Seja (xn)n∈N ⊂ X uma sequência subsérie fracamente somável.

Y = [xn; n ∈ N]σ(X,X∗) = [xn; n ∈ N]‖ ‖ é separável. De fato, sejam A = {xn; n ∈ N} e

B = {a+ bi; a, b ∈ Q}. O conjunto S =
{

k∑
i=1

λiai; k ∈ N; λi ∈ B; ai ∈ A
}

é enumerável,

já que os conjuntos A,B são enumeráveis. Vamos mostrar que S é denso em Y .
Sejam x ∈ Y e ε > 0. Como x ∈ Y existe uma sequência (yn) ⊂ [xn; n ∈ N] tal que
yn −→ x. Então, existe n0 ∈ N tal que:

‖yn − x‖ <
ε

2 , ∀n ≥ n0

Em particular, ‖yn0 − x‖ < ε
2 . Observemos que yn0 =

k∑
i=1

λiai onde λi ∈ K; ai ∈ A.

Fixemos 1 ≤ i ≤ k. Como B é denso em K existe bi ∈ Q tal que:

|λi − bi| <
ε

2k
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Tomando y =
k∑
i=1

biai temos que y ∈ S. Além disso:

‖y − x‖ = ‖y − x+ yn0 − xn0‖

≤ ‖y − yn0‖+ ‖yn0 − x‖

=
∥∥∥∥∥
k∑
i=1

(λi − bi)ai
∥∥∥∥∥+ ‖yn0 − x‖

≤
k∑
i=1
|λi − bi|‖ai‖+ ‖yn0 − x‖

=
k∑
i=1
|λi − bi|+ ‖yn0 − x‖

<
ε

2 + ε

2 = ε

Daí y ∈ B(x, ε) ∩ S, donde concluímos que S é denso em Y .

Vamos considerar o seguinte operador:

v : X∗ −→ l1

x∗ 7−→ (x∗(xn))n∈N
Queremos mostrar que o operador v é compacto. Vamos usar o teorema de Schur.

v está bem definido. De fato:

Como (xn) é subsérie fracamente somável, então para qualquer sequência estritamente

crescente de inteiros positivos (kj) temos que lim
n−→∞

n∑
j=1

xkj existe na topologia fraca. Ob-
servemos que:

n∑
j=1

xkj
σ(X,X∗)−→ x =⇒

x∗

 n∑
j=1

xkj

 −→ x∗(x), ∀x∗ ∈ X∗ =⇒

n∑
j=1

x∗(xkj) −→ x∗(x), ∀x∗ ∈ X∗

Fixado x∗ ∈ X∗, notemos que (x∗(xn)) ⊂ K é subsérie somável. Como K é um espaço de
Banach, segue que (x∗(xn)) é incondicionalmente somável. Daí, x∗(xn) é absolutamente
convergente. Portanto, (x∗(xn)) ∈ l1, ∀x∗ ∈ X∗.

v é linear. De fato, sejam x∗, y∗ ∈ X∗ e λ ∈ K. Então:

v(x∗ + λy∗) = (x∗ + λy∗)(xn)

= x∗(xn) + λy∗(xn)

= v(x∗) + λv(y∗)
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v é um operador limitado. De fato, vamos mostrar que Γ = {(x∗, v(x∗); x∗ ∈ X∗} é
fechado. Seja (x∗, y∗) ∈ Γ. Logo existe (x∗k, v(x∗k)) ⊂ Γ tal que (x∗k, v(x∗k)) −→ (x∗, y∗).
Observemos que x∗k −→ x∗ e v(x∗k) −→ y∗, quando k −→∞.
Para todo k ∈ N temos que v(x∗k) = (x∗k(xj))j∈N. Logo:

y∗ = lim
k→∞

v(x∗k)

= lim
k→∞

(x∗k(xj))j∈N

=
(

lim
k→∞

x∗k(xj)
)
j∈N

= (x∗(xj))j∈N
= v(x∗)

Assim, (x∗, y∗) = (x∗, v(x∗)) ∈ Γ. Pelo teorema do gráfico fechado 2.2.8, como v : X∗ −→ l1

é linear e Γ é fechado segue que v é um operador limitado.

v é um operador compacto. De fato, seja (x∗m) ∈ BX∗ uma sequência limitada. Como X
é separável, pelo teorema 2.5.10 temos que BX∗ é metrizável na topologia fraca estrela.
Pelo teorema 2.5.9, (x∗m) admite uma subsequência fraca estrela convergente. Digamos
que x∗mk

σ(X∗,X)−→ x∗0 (∗).
Queremos mostrar que v(x∗0) é o limite na norma de alguma subsequência v(x∗mk) ∈ l1.
Pelo teorema de Schur, basta garantirmos que v(x∗0) é o limite na topologia fraca de alguma
subsequência v(x∗mk) ∈ l1.
Lembremos que pela proposição 2.5.3, garantir que v(x∗mk)

σ(l1,l∞)−→ v(x∗0) é equivalente a
mostrarmos que f(vx∗mk) −→ f(vx∗0) para todo f ∈ l∞.

O conjunto das funções simples forma um subconjunto denso de l∞ (Podemos encontrar
esse resultado em [8], capítulo 7, página 81). Como as funções simples são escritas como
combinações lineares finitas de funções características, por linearidade, podemos restringir
o conjunto dos elementos de l∞ ao conjunto das funções características f = 1M , onde
M ⊂ N é um subconjunto dos números naturais.
Vamos considerar D como o conjunto das funções características de l∞. Sejam g =
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(gn)n∈N ∈ D e J = {j ∈ N; gj = 1}. Observemos que:

g(vx∗0) =
∞∑
n=1

gn(vx∗0)n

=
∑
j∈J

gj(vx∗0)j

gj=1=
∑
j∈J

(vx∗0)j

def=
∑
j∈J

x∗0(xj)

(∗∗)= x∗0

∑
j∈J

xj


(∗∗∗)= lim

k→∞
x∗mk

∑
j∈J

xj


= lim

k→∞

∑
j∈J

x∗mk(x
j)

= lim
k→∞

∑
j∈J

(vx∗mk)j

= lim
k→∞

∞∑
i=1

gi(vx∗mk)i

= lim
k→∞

g(vx∗mk)

(∗ ∗ ∗) x∗mk
σ(X∗,X)−→ x∗0 =⇒ x∗mk(z) −→ x∗0(z), ∀z ∈ X.

(∗∗) Como (xn) é subsérie fracamente somável, segue que:

N∑
n=1

xj
n σ(l1l∞)−→

∞∑
n=1

xj
n =⇒

ϕ

(
N∑
n=1

xj
n

)
−→ ϕ

( ∞∑
n=1

xj
n

)
, ∀ϕ ∈ X∗ =⇒

N∑
n=1

ϕ(xjn) −→ ϕ

( ∞∑
n=1

xj
n

)
, ∀ϕ ∈ X∗

Como as funções simples são compostas por combinações lineares finitas de funções carac-
terísticas e formam um conjunto denso em l∞, podemos concluir que g(vx∗mk) −→ g(vx∗0)
para todo g ∈ l∞. Assim, v(x∗mk)

σ(l1,l∞)−→ v(x∗0). Pelo teorema de Schur segue que

v(x∗mk)
‖ ‖l1−→ v(x∗0). Logo, v é um operador compacto.

Como BX∗ é um conjunto fraco estrela compacto e v é um operador contínuo, segue
que v(BX∗) ⊂ l1 é compacto, relativamente à norma de l1. Pelo lema 2.3.3, dado ε > 0
existe nε ∈ N tal que: ∑

n>nε

|x∗(xn)| ≤ ε, ∀x∗ ∈ BX∗
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Daí:
sup

x∗∈BX∗

∑
n>nε

|x∗(xn)| ≤ ε (1)

Para qualquer subconjunto finito M ⊂ N com minM > nε podemos reescrever (1) como:

sup
x∗∈BX∗

∑
n∈M
|x∗(xn)| ≤ ε

Para cada n ∈M , pelo corolário 2.2.2 temos:

‖xn‖ = sup
x∗∈BX∗

|x∗(xn)|

Daí:
‖xn‖ ≤ sup

x∗∈BX∗

∑
n∈M
|x∗(xn)|

Assim: ∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn
∥∥∥∥∥ ≤ ∑

n∈M
‖xn‖ ≤ sup

x∗∈BX∗

∑
n∈M
|x∗(xn)| ≤ ε

Concluímos que (xn) é desordenadamente somável em X. Como X é Banach segue que
(xn) é subsérie somável.

3.4 Funções de Rademacher, desigualdade de
Khinchin e teorema de Orlicz

Apresentamos nesta seção a definição das chamadas funções de Rademacher, que
compõem um conjunto de funções cujo conjunto imagem é composto apenas pelos valores
-1 e 1. Estas funções apresentam algumas propriedades interessantes que auxiliam na
demonstração da desigualdade de Khinchin e no teorema de Orlicz.

Um dos teoremas centrais do capítulo é a desigualdade de Khinchin. Basicamente
este resultado afirma que as normas de Lp são equivalentes sobre o espaço gerado pelas
funções de Rademacher. As constantes Ap, Bp obtidas no teorema dependem do corpo
sobre o qual se encontra o espaço. A demonstração foi feita sobre o corpo dos números
reais. Para o corpo dos números complexos, poderíamos considerar a parte real e a parte
imaginária dos escalares. A desigualdade de Khinchin é fundamental para a prova do
teorema central deste trabalho.

O último teorema desta seção, o Teorema de Orlicz, afirma que se uma sequência é
incondicionalmente somável em L1[0, 1] então esta sequência é absolutamente somável em
L2[0, 1].

Vamos definir inicialmente as funções de Rademacher:
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Definição 3.4.1 (Funções de Rademacher). Para cada n ∈ N, definimos as funções
de Rademacher como:

rn : [0, 1] −→ R
t 7−→ rn(t) = sinal(sin 2nπt)

Abaixo apresentamos os gráficos das funções de Rademacher r1, r2, r3:

Vamos reescrever as funções de Rademacher de uma outra forma:

• Para n = 1:
r1 : [0, 1] −→ R

t 7−→ rn(t) = sinal(sin 2πt)

Sabemos que a função y = sin t é positiva para 0 < t < π e negativa para π < t < 2π.
Analisando a função r1(t) = sinal(sin 2πt) observamos que:

• A função r1 é positiva para os seguintes valores de t:

0 < 2πt < π =⇒

0 < 2t < 1 =⇒

0 < t <
1
2

• A função r1 é negativa para os seguintes valores de t:

π < 2πt < 2π =⇒

1 < 2t < 2 =⇒
1
2 < t < 1

Desta maneira, podemos reescrever r1 como:

r1(t) =


1, se 0 < t < 1

2

−1, se 1
2 < t < 1

0, se t = 0, t = 1
2 , t = 1
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• Para n = 2:
r2 : [0, 1] −→ R

t 7−→ rn(t) = sinal(sin 4πt)

Analisando a função r2(t) = sinal(sin 4πt) observamos que:

• A função r2 é positiva para os seguintes valores de t:

0 < 4πt < π , 2π < 4πt < 3π =⇒

0 < t <
1
4 ,

1
2 < t <

3
4 =⇒

• A função r2 é negativa para os seguintes valores de t:

π < 4πt < 2π , 3π < 4πt < 4π =⇒
1
4 < t <

1
2 ,

3
4 < t < 1 =⇒

Desta maneira, podemos reescrever r2 como:

r2(t) =



1, se 0 < t < 1
4

−1, se 1
4 < t < 1

2

1, se 1
2 < t < 3

4

−1, se 3
4 < t < 1

0, se t = 0, 1
4 ,

2
4 ,

3
4 , 1

Generalizando obtemos:

rn(t) =



1, se 0 < t < 1
2n

−1, se 1
22 < t < 2

22

1, se 2
22 < t < 3

2n
... ...

−1, se 2n−1

2n < t < 2n
2n

0, se t = k
22 ; 0 ≤ k ≤ 2n

Abaixo apresentaremos duas propriedades das funções de Rademacher, que podem ser
encontradas em [4], capítulo 1, página 10.

1) Sejam 0 < n1 < n2 < . . . < nk números naturais e p1, . . . , pk ≥ 0 inteiros positivos.
Então:
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∫ 1

0
rp1
n1(t) . . . rpknk(t)dt =

 1, se cada pj é par

0, caso contrário

2) Sejam (rn)n∈N sequência de Rademacher em L2[0, 1] e a = (an) ∈ l2. Então:

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt =
∞∑
n=1
|an|2

Demonstração. Como L2[0, 1] é um espaço de Hilbert temos que:
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
L∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt =
〈

L∑
n=1

anrn(t),
L∑

m=1
amrm(t)

〉

=
L∑
n=1

an
L∑

m=1
am〈rn(t), rm(t)〉

=
L∑
n=1

an
L∑
n=1

am

∫ 1

0
rn(t)rm(t)dt

=
L∑
n=1
|an|2

Por fim:
∞∑
n=1
|an|2 = lim

L→∞

L∑
n=1
|an|2

= lim
L→∞

∥∥∥∥∥
L∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥

2

(∗)=
∥∥∥∥∥ lim
L→∞

L∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥

2

=
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥

2

(∗) A série
∞∑
n=1

anrn(t) converge. De fato, mostraremos que a série atende ao critério

de Cauchy. Como L2[0, 1] é completo, isto nos diz que a série é convergente. Sejam
L > N . Então:

∥∥∥∥∥
L∑
n=1

anrn(t)−
N∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥∥
L∑

n=N+1
anrn(t)

∥∥∥∥∥∥
2

=
L∑

n=N+1
a2
n

Daí: ∥∥∥∥∥
L∑
n=1

anrn(t)−
N∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥ ≤

 L∑
n=N+1

a2
n

 1
2

Como (an) ∈ l2, segue o resultado.
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O teorema 3.4.2, pode ser encontrado em [4], capítulo 1, páginas 10,11 e 12.

Teorema 3.4.2 (Desigualdade de Khinchin). Para cada 0 < p < ∞, existem cons-
tantes Ap, Bp tais que independente da sequência de escalares (an) ∈ l2 temos:

Ap

( ∞∑
n=1
|an|2

) 1
2

≤
(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤ Bp

( ∞∑
n=1
|an|2

) 1
2

Demonstração. Vamos dividir a demonstração em dois casos:

Caso 1: p = 4
Consideremos (a1, . . . , am) uma sequência finita de escalares reais. Observemos que:

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt =

∫ 1

0

(
m∑
i=1

airi(t)
) m∑

j=1
ajrj(t)

( m∑
k=1

akrk(t)
)(

m∑
l=1

alrl(t)
)
dt

(∗)=

m∑
i=1

m∑
j=1

m∑
k=1

m∑
l=1

aiajakal

∫ 1

0
ri(t)rj(t)rk(t)rl(t)dt

• Se i = j e k = l temos que
∫ 1

0
r2
i (t)r2

j (t)dt = 1. Então, por (∗) obtemos a expressão:
m∑
i=1

m∑
k=1

a2
i a

2
k

• Se i = k e j = l temos que
∫ 1

0
r2
i (t)r2

j (t)dt = 1. Então, por (∗) obtemos a expressão:
m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j

• Se i = l e j = l temos que
∫ 1

0
r2
i (t)r2

j (t)dt = 1. Então, por (∗) obtemos a expressão:
m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j

Os casos i = j, k = l com i = k e i = k, j = l com i = j já foram contados
anteriormente. Logo:

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt =

m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j +

m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j +

m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j −

m∑
i=1

a4
i −

m∑
j=1

a4
j =

3
m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j − 2

m∑
i=1

a4
i



45

Portanto:
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt ≤ 3
m∑
i=1

m∑
j=1

a2
i a

2
j

= 3
m∑
i=1

a2
i

m∑
j=1

a2
j

= 3
(

m∑
n=1

a2
n

)2

Além disso: ∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥

2

2
=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt =
m∑
n=1
|an|2

Então:
(

m∑
n=1
|an|2

) 1
2

=
∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anrn

∥∥∥∥∥
2
≤
∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anrn

∥∥∥∥∥
4

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

(1)

Notemos que: ∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt ≤ 3
(

m∑
n=1

a2
n

)2

Daí: ∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

≤ 3 1
4

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

(2)

De (1) e (2) obtemos:

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

≤ 3 1
4

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

A série
∞∑
n=1

anrn(t) converge em L4[0, 1]. De fato, vamos mostrar que essa série atende

ao critério de Cauchy. Sejam L > N inteiros positivos. Usando que (an ∈ l2, temos:
∥∥∥∥∥
L∑
n=1

anrn −
N∑
n=1

anrn

∥∥∥∥∥
4

=

∥∥∥∥∥∥
L∑

n=N+1
anrn

∥∥∥∥∥∥
4

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
L∑

n=N+1
anrn(t)

∣∣∣∣∣∣
4

dt


1
4

≤ 3 1
4

 L∑
n=N+1

a2
n

 1
2

−→ 0
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Por fim, usando a continuidade da norma e da aplicação f(x) = x
1
2 teremos que:

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

=
(

lim
m→∞

m∑
n=1

a2
n

) 1
2

= lim
m→∞

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

≤ lim
m→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ lim
m→∞

m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

(3)

Por outro lado, temos:
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ lim
m→∞

m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

= lim
m→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
4

dt

 1
4

≤ lim
m→∞

3 1
4

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

= 3 1
4

(
lim
m→∞

m∑
n=1

a2
n

) 1
2

= 3 1
4

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

(4)

Usando (3) e (4), concluímos a demonstração da desigualdade para p = 4.

Caso 2: Caso com p qualquer.
Iniciaremos atribuindo valores inteiros para p. Consideremos a1, . . . , am uma quanti-
dade finita de escalares reais.

Lembremos que ex = 1 +
∞∑
n=1

xn

n! .

Para p ∈ N e y ∈ R observemos que:

|y|p ≤ p! + |y|p = p!
(

1 + |y|
p

p!

)
≤ p!e|y| (∗∗)
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Vamos considerar f(t) =
m∑
n=1

anrn(t). Vamos supor ainda que f ∈ SL2 .

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
p

dt =
∫ 1

0
|f(t)|pdt

(∗∗)
≤

∫ 1

0
p!e|f(t)|dt

= p!
∫ 1

0
e|f(t)|dt

≤ p!
∫ 1

0
(ef(t) + e−f(t))dt

Como f ∈ SL2 , segue que:

1 = ‖f‖2 =
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

=
(

m∑
n=1

a2
n

) 1
2

Daí: (
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

= 1 (∗ ∗ ∗)

Observemos que:

∫ 1

0
ef(t)dt =

∫ 1

0
e

m∑
n=1

anrn(t)
dt

=
∫ 1

0
ea1r1(t)+...+amrm(t)dt

=
∫ 1

0
ea1r1(t)ea2r2(t) . . . eamrm(t)dt

=
∫ 1

0

m∏
n=1

eanrn(t)dt

=
m∏
n=1

∫ 1

0
eanrn(t)dt

=
m∏
n=1

∫ 1

0

∞∑
i=0

ainr
i
n(t)
i! dt

=
m∏
n=1

∞∑
i=0

ain
i!

∫ 1

0
rin(t)dt

=
m∏
n=1

∞∑
j=0

a2j
n

(2j)!

=
m∏
n=1

cosh an

Como ex =
∞∑
n=0

xn

n! então:

e
a2
n
2 =

∞∑
j=0

(a
2
n

2 )j

j! =
∞∑
j=0

a2j
n

2jj!
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Para todo j = 0, 1 . . . temos que:

(2jj!) ≤ (2j)! =⇒
1

(2j)! ≤
1

(2jj!) =⇒
∞∑
j=0

a2j
n

(2j)! ≤
∞∑
j=0

a2j
n

2jj! =⇒

cosh (an) ≤ e
a2
n
2

Assim:
m∏
n=1

cosh (an) ≤
m∏
n=1

e
a2
n
2

= e
a2
1
2 . . . e

a2
m
2

= e
a2
1
2 +...+a2

m
2

= e

( m∑
n=1

a2
n

2

)

= e

1
2

m∑
n=1

a2
n

(∗∗∗)= e
1
2

Simetricamente obtemos: ∫ 1

0
e−f(t)dt ≤ e

1
2

Usando (∗∗), para p ∈ N e y ∈ R vale a desigualdade:

|y|p ≤ p!e|y|

Daí, para todo t ∈ [0, 1] temos:

|f(t)|p ≤ p!e|f(t)|

Então: ∫ 1

0
|f(t)|pdt ≤ p!

∫ 1

0
e|f(t)|dt ≤

p!
∫ 1

0
(ef(t) + e−f(t))dt ≤ 2p!e 1

2 =⇒∫ 1

0
|f(t)|pdt ≤ 2p!e 1

2

Agora, dividiremos em dois subcasos:
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a) Sejam a1, . . . , am ∈ R escalares reais arbitrários e 2 ≤ p <∞. Então:(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt

 1
2

=
∥∥∥∥∥
m∑
n=1
|anrn(t)

∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥
p

(5)

Tomemos k ∈ N tal que p ≤ k. Portanto:∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anrn(t)
∥∥∥∥∥
k

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
k

dt

 1
k

=
(∫ 1

0
|f(t)|k dt

) 1
k

≤ (2k!e 1
2 ) 1

k

(∗∗∗)= (2k!e 1
2 ) 1

k

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

≤ (2k!e 1
2 )

1
p

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

(6)

Analogamente ao argumento utilizado no Caso 1, podemos mostrar que a série
∞∑
n=1

anrn(t) converge em Lp[0, 1]. Usando (5) e (6) e fazendo m −→∞ obtemos:

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

≤
(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤ (2k!e 1
2 ) 1

k

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

b) Consideraremos o caso 0 < p < 2. Para 0 < p < 2 definimos 0 < θ < 1, onde
θ = 2

4−p . Observemos que:

4θ − pθ = 2⇐⇒ pθ − 4θ = −2⇐⇒ pθ − 4θ + 4 = 2⇐⇒ pθ + 4(1− θ) = 2

Considerando k, l ∈ R∗, onde 1
k

= θ e 1
l

= (1−θ) obtemos 1
k

+ 1
l

= 1. Utilizando
a desigualdade de Holder (D.H) temos:∫ 1

0
|f(t)|2dt =

∫ 1

0
|f(t)|pθ+4(1−θ)dt

=
∫ 1

0
|f(t)|pθ|f(t)|4(1−θ)dt

(D.H)
≤

(∫ 1

0
(|f(t)|pθ)kdt

) 1
k
(∫ 1

0
(|f(t)|4(1−θ))ldt

) 1
l

=
(∫ 1

0
(|f(t)|pθ) 1

θ dt
)θ (∫ 1

0
(|f(t)|4(1−θ))

1
(1−θ)dt

)1−θ

=
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)θ (∫ 1

0
|f(t)|4dt

)1−θ
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Pelo caso 1, sabemos que:
(∫ 1

0
|f(t)|4dt

) 1
4
≤ B4

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

= B4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2

Temos que: ∫ 1

0
|f(t)|2dt ≤

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)θ (∫ 1

0
|f(t)|4dt

)1−θ

Elevando a expressão anterior pelo termo 1
4(1−θ) obtemos:

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
4(1−θ)

≤
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) θ
4(1−θ)

(∫ 1

0
|f(t)|4dt

) 1
4

≤ B4

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) θ
4(1−θ)

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2

Daí:

B−1
4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1−2(1−θ)
4(1−θ)

≤
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) θ
4(1−θ)

(7)

Usando que 4(1− θ) = 2− pθ e θ = 2
4−p notamos que:

1− 2(1− θ)
4(1− θ) = 1− 2 + 2θ

2− pθ =

−1 + 2
(

2
4−p

)
2− p

(
2

4−p

) =
−1 + 2

(
2

4−p

)
2−

(
2p

4−p

) =

−4+p+4
4−p

8−2p−2p
4−p

=
p

4−p
8−4p
4−p

= p

4(2− p) (8)

Além disso:

θ

4(1− θ) =
2

(4−p)

4
(
1− 2

(4−p)

) =
2

(4−p)

4
(

4−p−2
4−p

)
=

2
(4−p)

4
(

2−p
4−p

) =
2

(4−p)
8−4p
(4−p)

= 2
(4− p)

(4− p)
(8− 4p) = 1

2(2− p) (9)

Usando a desigualdade (7) e as igualdades (8) e (9), obtemos:

B−1
4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) p
4(2−p)

≤
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
2(2−p)

=⇒

(B−1
4 )

2(2−p)
p

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2
≤

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
p

=⇒

B
2p−4
p

4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2
≤

(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
p

=⇒

B
2p−4
p

4 ‖f‖2 ≤ ‖f‖p
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Por outro lado sabemos que:
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
p

≤
(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2

Assim:

B
2p−4
p

4

(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2
≤
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
p

≤
(∫ 1

0
|f(t)|2dt

) 1
2

Ou seja:

B
2p−4
p

4

(
m∑
n=1

a2
n

) 1
2

≤
(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

anrn(t)
∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤
(

m∑
n=1

a2
n

) 1
2

O teorema 3.4.3, pode ser encontrado em [4], capítulo 1, página 13.

Teorema 3.4.3 (Teorema de Orlicz). Se (fn) é uma sequência incondicionalmente

somável em L1[0, 1], então
∞∑
n=1
‖fn‖2

1 <∞.

Demonstração. Consideraremos o caso em que (fn) é uma sequência de funções reais. Como
(fn) é uma sequência incondicionalmente somável em L1[0, 1], segue da demonstração do
teorema 3.3.2 que o operador:

(∗) v : (L1[0, 1])∗ −→ l1

g 7−→ (g(fn))n∈N

é compacto.

Sendo (L1[0, 1])∗ = L∞[0, 1] podemos reescrever (∗) como:

v : L∞[0, 1] −→ l1

g 7−→ (g(fn))n∈N

Pelo teorema 3.2.1 temos também que (fn) é sinal somável. Consideremos (εn)n∈N, onde
εn ∈ {+1,−1} para todo n ∈ N e fixemos g ∈ BL∞ . Observemos que:∣∣∣∣∣g

(
k∑

n=1
εnfn

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
k∑

n=1
εng(fn)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

k∑
n=1
|εn||g(fn)| =

k∑
n=1
|g(fn)|

Pelo teorema de Hahn-Banach temos que:∥∥∥∥∥
k∑

n=1
εnfn

∥∥∥∥∥ = sup
g∈BL∞

∣∣∣∣∣g
(

k∑
n=1

εnfn

)∣∣∣∣∣
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Portanto: ∥∥∥∥∥
k∑

n=1
εnfn

∥∥∥∥∥ = sup
g∈BL∞

∣∣∣∣∣g
(

k∑
n=1

εnfn

)∣∣∣∣∣ ≤
sup

g∈BL∞

k∑
n=1
|g(fn)| ≤ sup

g∈BL∞

∞∑
n=1
|g(fn)| = ‖v‖

Assim: ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

εnfn

∥∥∥∥∥ = sup
g∈BL∞

∣∣∣∣∣g
( ∞∑
n=1

εnfn

)∣∣∣∣∣ =

sup
g∈BL∞

∣∣∣∣∣g
(

lim
k−→∞

k∑
n=1

εnfn

)∣∣∣∣∣ = lim
k−→∞

sup
g∈BL∞

∣∣∣∣∣g
(

k∑
n=1

εnfn

)∣∣∣∣∣
≤ ‖v‖ (1)

(
m∑
n=1
‖fn‖2

1

) 1
2

≤
∫ 1

0

(
m∑
n=1

f 2
n(s)

) 1
2

ds. De fato, utilizando as desigualdade 2.1.2 (desigual-

dade de Holder (D.H)) e a desigualdade 2.1.4 (desigualdade de Minkowiski generalizado
(D.M.G)) obtemos que:

m∑
n=1
‖fn‖2

1 =
m∑
n=1


∫ 1

0
|fn(t)|dt︸ ︷︷ ︸
αn


2

=
m∑
n=1

α2
n

=
∫ 1

0

(
m∑
n=1

rn(s)αn
)(

m∑
k=1

rk(s)αk
)
ds

=
∫ 1

0

(
m∑
n=1

rn(s)
∫ 1

0
|fn(t)|dt

)(
m∑
k=1

rk(s)
∫ 1

0
|fk(t)|dt

)
ds

=
∫ 1

0

(∫ 1

0

m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|dt
)(∫ 1

0

m∑
k=1

rk(s)|fk(t)|dt
)
ds

(D.H)
≤

∫ 1

0

(∫ 1

0

m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|dt
)2

ds

 1
2
∫ 1

0

(∫ 1

0

m∑
k=1

rk(s)|fk(t)|dt
)2

ds

 1
2

(D.M.G)
≤

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|
∣∣∣∣∣
2

ds

 1
2

dt


∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk(s)|fk(t)|
∣∣∣∣∣
2

ds

 1
2

dt


Estudaremos a expressão:

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|
∣∣∣∣∣
2

ds

 1
2

dt



53

Notemos que:

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|
∣∣∣∣∣
2

ds

 1
2

dt =
∫ 1

0

[∫ 1

0

(
m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|
)(

m∑
k=1

rk(s)|fk(t)|
)
ds

] 1
2

dt

=
∫ 1

0

(
m∑
n=1
|fn(t)|2

) 1
2

dt

Logo:

m∑
n=1
‖fn‖2

1 ≤

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

rn(s)|fn(t)|
∣∣∣∣∣
2

ds

 1
2

dt


∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

rk(s)|fk(t)|
∣∣∣∣∣
2

ds

 1
2

dt


=

∫ 1

0

(
m∑
n=1
|fn(t)|2

) 1
2

dt

 ∫ 1

0

(
m∑
k=1
|fk(t)|2

) 1
2

dt


=

∫ 1

0

(
m∑
n=1
|fn(t)|2

) 1
2

dt

2

Portanto: (
m∑
n=1
‖fn‖2

1

) 1
2

≤
∫ 1

0

(
m∑
n=1
|fn(t)|2

) 1
2

dt =
∫ 1

0

(
m∑
n=1

f 2
n(t)

) 1
2

dt (2)

Pela desigualdade de Khinchin temos que:
m∑
n=1
|fn|2 ≤ A−1

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

fn(s)rn(t)
∣∣∣∣∣ dt

Daí: ∫ 1

0

(
m∑
n=1
|fn(s)|2

) 1
2

ds ≤ A−1
∫ 1

0

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

fn(s)rn(t)
∣∣∣∣∣ dt
)
ds (3)

Observemos que:∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

fn(s)rn(t)
∣∣∣∣∣ dtds =

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

fn(s)rn(t)
∣∣∣∣∣ dsdt

=
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

fnrn(t)
∥∥∥∥∥

1
dt (4)

Usando (1) temos que: ∥∥∥∥∥
m∑
n=1

εnfn

∥∥∥∥∥
1
≤ ‖v‖

Como rn(t) = ±1 para todo t ∈ [0, 1] fora do conjunto A =
{
k

2n ; 0 ≤ k ≤ 2n; n ∈ N
}
,

segue que: ∥∥∥∥∥
m∑
n=1

rn(t)fn
∥∥∥∥∥

1
≤ ‖v‖, ∀t ∈ [0, 1]− A

Daí: ∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

rn(t)fn
∥∥∥∥∥ dt ≤

∫ 1

0
‖v‖dt = ‖v‖
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Portanto:
A−1

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

rn(t)fn
∥∥∥∥∥ dt ≤ A−1‖v‖

Usando (2), (3) e (4) segue que:
(

m∑
n=1
‖fn‖2

1

) 1
2

≤ A−1
∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

fnrn(t)
∥∥∥∥∥ dt

Assim: (
m∑
n=1
‖fn‖2

1

)
≤ A−1‖v‖ <∞

Fazendo m −→∞ obtemos que: ( ∞∑
n=1
‖fn‖2

1

)
<∞
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4)A desigualdade de Grothendieck

Neste capítulo apresentamos o principal resultado da dissertação, encontrado no
artigo [5], hoje denominado de desigualdade de Grothendieck. Abordaremos a desigualdade
de Grothendieck, o teorema de Grothendieck e uma consequência, que será utilizada no
capítulo 5.

Várias novas provas foram feitas para a desigualdade de Grothendieck. Krivine
conseguiu melhorar a prova original e o limite para a constante Grothendieck KG (o que
pode ser visto em [6]), que permaneceu a melhor até muito recentemente.

Nas últimas seções abordamos o teorema de Grothendieck, que nos diz que todo
operador linear e contínuo de l1 em l2 é absolutamente somante. Por fim, estudamos uma
consequência deste teorema que é utilizada nas outras versões do teorema de Grothendieck.
Versões não-lineares do teorema de Grothendieck podem ser encontradas em ]1].

4.1 A desigualdade de Grothendieck

A desigualdade de Grothendieck nos diz que existe uma constante universal que
independe da escolha do espaço de Hilbert considerado, independe da escolha de vetores
tomados na bola unitário do espaço de Hilbert considerado, a qual limita uma certa
quantidade finita que depende da escolha dos vetores tomados.

Teorema 4.1.1 (Desigualdade de Grothendieck). Sejam H um espaço de Hilbert,
A = (aij) uma matriz n× n de escalares e x1, . . . , xn, y1, . . . , yn elementos de BH . Então
existe uma constante KG tal que:∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣∣ ≤ KG max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣ ; |si| ≤ 1; |tj| ≤ 1; 1 ≤ i, j ≤ n


Demonstração. Vamos considerar inicialmente espaços de Hilbert sobre o corpo dos núme-
ros reais e matrizes com entradas reais. Denotemos:

‖a‖ = sup


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣ ; |si| ≤ 1; |tj| ≤ 1; 1 ≤ i, j ≤ n


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|‖a‖| = sup


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣∣


onde o segundo supremo é tomado sobre todo espaço de Hilbert H e sobre todos os vetores
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ BH .

Fixemos um espaço de Hilbert H sobre o corpo dos números reais e x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈
BH . Vamos supor sem perda de generalidade que H seja separável. Caso H não seja
separável, podemos nos restringir ao espaço 〈x1, . . . , xn, y1, . . . , yn〉 que é separável.

Admitindo H separável, segue que existe uma base ortonormal enumerável (en) de H.
Sendo assim, cada elemento x ∈ H poderá ser escrito como:

x =
∞∑
n=1
〈x, en〉en

Para cada n ∈ N, pondo ξn = 〈x, en〉, definimos:

X : [0, 1] −→ R

t 7−→ X(t) =
∞∑
n=1

ξnrn

onde rn é a n−ésima função de Rademacher.

X está bem definida. De fato, consideremos Sk(t) =
k∑

n=1
〈x, en〉rn(t), com t ∈ [0, 1],

k ∈ N. Usando a norma de L2[0, 1], notemos que:

‖Sk − Sm‖2
2 =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
k∑

n=m+1
〈x, en〉rn(t)

∣∣∣∣∣
2

dt

=
∫ 1

0

(
k∑

n=m+1
〈x, en〉rn(t)

)2

dt

=
∫ 1

0

[(
k∑

n=m+1
〈x, en〉rn(t)

)] k∑
j=m+1

〈x, ej〉rj(t)
 dt

=
k∑

n=m+1

k∑
j=m+1

〈x, en〉〈x, ej〉
∫ 1

0
rn(t)rj(t)dt

=
k∑

n=m+1
|〈x, en〉|2

Concluímos que (Sk)k∈N ⊂ L2[0, 1] é uma sequência de Cauchy. Como L2[0, 1] é um espaço
de Banach, segue que (Sk)k∈N é convergente. Assim:

lim
k−→∞

Sk =
∞∑
n=1
〈x, en〉rn
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A série
∞∑
n=1
〈x, en〉rn(t) converge uniformemente para todo t ∈ [0, 1]. De fato: Para cada

t ∈ [0, 1], considerando fn(t) = 〈x, en〉rn(t), observamos que:

|fn(t)| = |〈x, en〉rn(t)| ≤ |〈x, en〉|, ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1].

Fixemos t ∈ [0, 1]. Dado ε > 0, como a série
∞∑
n=1
|〈x, en〉| converge uniformemente segue

que existe k0 ∈ N tal que:
L∑

n=K
|〈x, en〉| < ε, ∀K,L ≥ k0.

Portanto, para todo t ∈ [0, 1] segue que:∣∣∣∣∣
L∑

n=K
fn(t)

∣∣∣∣∣ ≤
L∑

n=K
|fn(t)| ≤

L∑
n=K
|〈x, en〉| < ε, ∀K,L ≥ k0.

Logo, concluímos que a série
∞∑
n=1
〈x, en〉rn(t) converge uniformemente.

X ∈ L2[0, 1]. De fato, fixando n ∈ N e utilizando a desigualdade 2.1.5 (desigualdade de
Bessel (D.B)) segue que:

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ξnrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt =
∫ 1

0

(
N∑
i=1

ξiri(t)
) N∑

j=1
ξjrj(t)

 dt
=

N∑
i=1

N∑
j=1

ξiξj

∫ 1

0
ri(t)rj(t)dt

=
N∑
i=1

ξ2
i

=
N∑
i=1
|〈x, ei〉|2

(D.B)
≤ ‖x‖2

Para cada t ∈ [0, 1] temos que:

X(t) =
∞∑
n=1

ξnrn(t)

Fazendo N −→∞, utilizando a continuidade da norma em R e a continuidade da função
f(x) = x2 obtemos que:∫ 1

0
‖X(t)‖2dt =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ξnrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt

=
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ lim
N−→∞

N∑
n=1

ξnrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt

= lim
N−→∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

ξnrn(t)
∣∣∣∣∣
2

dt

≤ ‖x‖2
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Então:
‖X‖2

2 ≤ ‖x‖

Daí:
‖X‖2 ≤ ‖x‖

. : X ∈ L2[0, 1].

Para cada x, y ∈ H temos:
〈x, y〉 =

∫ 1

0
X(t)Y (t)dt.

Onde:
X : [0, 1] −→ R

t 7−→ X(t) =
∞∑
n=1
〈x, en〉rn(t)

Y : [0, 1] −→ R

t 7−→ Y (t) =
∞∑
n=1
〈y, en〉rn(t)

De fato, sendo (en) ⊂ H uma base ortonormal de H, podemos escrever x, y em séries de
Fourier como:

x =
∞∑
n=1
〈x, en〉en, y =

∞∑
n=1
〈y, en〉en

Fixados M ≥ N em N, observemos que:
∫ 1

0

(
N∑
n=1
〈x, en〉rn(t)

)(
M∑
n=1
〈y, em〉rm(t)

)
dt =

N∑
n=1

M∑
m=1
〈x, en〉〈y, em〉

∫ 1

0
rn(t)rm(t)dt

=
N∑
n=1
〈x, en〉〈y, en〉

=
N∑
m=1

N∑
n=1
〈x, en〉〈y, em〉〈en, em〉

=
M∑
m=1

N∑
n=1
〈x, en〉〈y, em〉〈en, em〉

=
〈

N∑
n=1
〈x, en〉en,

M∑
m=1
〈y, em〉em

〉

Usando a continuidade do produto interno e que as séries
∞∑
n=1
〈x, en〉en,

∞∑
n=1
〈y, en〉en con-
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vergem uniformemente, temos que:∫ 1

0
X(t)Y (t)dt =

∫ 1

0

( ∞∑
n=1
〈x, en〉rn(t)

)( ∞∑
m=1
〈y, em〉rm(t)

)
dt

=
∫ 1

0

(
lim

N−→∞

N∑
n=1
〈x, en〉rn(t)

)(
lim

M−→∞

M∑
m=1
〈y, em〉rm(t)

)
dt

=
∫ 1

0
lim

N−→∞
lim

M−→∞

(
N∑
n=1
〈x, en〉rn(t)

)(
M∑
m=1
〈y, em〉rm(t)

)
dt

= lim
N−→∞

lim
M−→∞

∫ 1

0

(
N∑
n=1
〈x, en〉rn(t)

)(
M∑
m=1
〈y, em〉rm(t)

)
dt

= lim
N−→∞

lim
M−→∞

〈
N∑
n=1
〈x, en〉en,

M∑
m=1
〈y, em〉em

〉

=
〈

lim
N−→∞

N∑
n=1
〈x, en〉en, lim

M−→∞

M∑
m=1
〈y, em〉em

〉

=
〈 ∞∑
n=1
〈x, en〉en,

∞∑
m=1
〈y, em〉em

〉
= 〈x, y〉

Vamos considerar agora dois casos. No caso A) consideraremos aplicações X ∈ L2[0, 1]
(obtidas à partir de certo elemento x ∈ BH) que são uniformemente limitadas por uma
constante. O caso B) será o caso geral.

A) Fixemos M > 0. Consideremos o conjunto das aplicações X ∈ L2[0, 1] obtidas a
partir de um certo x ∈ BH , como usado anteriormente. Vamos supor que:

|X(t)| ≤M, ∀t ∈ [0, 1]

Neste caso, a desigualdade de Grothendieck torna-se mais simples. De fato:
Consideremos x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ BH arbitrários. Assim:∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yi〉

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij

∫ 1

0
Xi(t)Yj(t)dt

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijXi(t)Yj(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijXi(t)Yj(t)

∣∣∣∣∣∣ dt
=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijM
2Xi(t)
M

Yj(t)
M

∣∣∣∣∣∣ dt
= M2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij
Xi(t)
M

Yj(t)
M

∣∣∣∣∣∣ dt (1)

Como |Xi(t)| ≤ M e |Yj(t)| ≤ M , para todo 1 ≤ i, j ≤ n segue que
∣∣∣Xi(t)
M

∣∣∣ ≤ 1 e∣∣∣Yj(t)
M

∣∣∣ ≤ 1, para todo 1 ≤ i, j ≤ n.
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Sendo

‖a‖ = sup


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣ ; |si| ≤ 1; |tj| ≤ 1; 1 ≤ i, j ≤ n


temos que: ∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

n∑
j=1

aij
Xi(t)
M

Yj(t)
M

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖a‖, ∀t ∈ [0, 1] (2)

Portanto, usando (1) e (2), obtemos:∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yi〉

∣∣∣∣∣∣ ≤M2
∫ 1

0
‖a‖dt = M2‖a‖

Tomando o supremo do lado esquerdo, sobre todo espaços de Hilbert H e sobre todos
os vetores x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ BH obtemos:

|‖a‖| ≤M2‖a‖

B) Seja M > 0 uma constante tomada arbitrariamente como no caso A). Dado x ∈ BH ,
definimos XL, XU ∈ L2[0, 1] por:

XL(t) :=

 X(t), se |X(t)| ≤M

MsinalX(t), se |X(t)| > M

XU(t) := X(t)−XL(t) =

 0, se |X(t)| ≤M

X(t)−MsinalX(t), se |X(t)| > M

XL é uniformemente limitada. De fato, por definição, temos que:

XL(t) :=

 X(t), se |X(t)| ≤M

MsinalX(t), se |X(t)| > M

Se t ∈ [0, 1] é tal que |X(t)| ≤M então:

|XL(t)| = |X(t)| ≤M

Se t ∈ [0, 1] é tal que |X(t)| > M então:

|XL(t)| = |MsinalX(t)| = M

Logo, para todo t ∈ [0, 1] temos que:

|XL(t)| ≤M =⇒

|XL(t)|2 ≤M2 =⇒∫ 1

0
|XL(t)|2dt ≤

∫ 1

0
M2dt = M2 =⇒

‖XL‖2
2 ≤M2 =⇒

‖XL‖2 ≤M (∗)
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Portanto, XL é uniformemente limitada.

XU é uniformemente limitada. Vamos mostrar que:

‖XU‖2 ≤
√

3
4M

Se t ∈ [0, 1] é tal que |X(t)| ≤M então:

|XU(t)| = 0 ≤ |X(t)|2
4M

Vamos analisar agora o caso em que t ∈ [0, 1] são tais que |X(t)| > M . Observemos
que:

• Se X(t) > M > 0 então:
XU(t) = X(t)−M

• Se X(t) < −M < 0 então:

XU(t) = X(t) +M < 0

Assim:

|XU(t)| :=

 X(t)−M, se X(t) > M

−X(t)−M, se X(t) < −M

Isto é, |XU(t)| = |X(t)| −M no caso em que |X(t)| > M .

Vamos mostrar agora que, se m, s ∈ R+ então s ≤ m+ s2

4m . Essa desigualdade será
importante para nossa demonstração. Sabemos que (2m− s)2 ≥ 0. Logo:

(2m− s)2 ≥ 0 =⇒ 4m2 − 4ms+ s2 ≥ 0

4m2 + s2 ≥ 4ms =⇒ m+ s2

4m ≥ s

Considerando s = |X(t)| e m = M , obtemos pela desigualdade anterior:

|X(t)|2
4M +M ≥ |X(t)| =⇒

|X(t)| −M ≤ |X(t)|2
4M =⇒

|XU(t)| ≤ |X(t)|2
4M

Portanto:
|XU(t)| ≤ |X(t)|2

4M , ∀t ∈ [0, 1] (∗∗)
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Utilizando (∗∗), a desigualdade de Khinchin (D.K) e sua demonstração para p = 4,
segue que:

∫ 1

0
|XU(t)|2dt

(∗∗)
≤

∫ 1

0

|X(t)|4
16M2 dt

= 1
16M2

∫ 1

0
|X(t)|4dt

= 1
16M2

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1
〈x, en〉︸ ︷︷ ︸

an

rn(t)

∣∣∣∣∣∣∣
4

dt

(D.K)
≤ 1

16M2 3
( ∞∑
n=1

a2
n

)2

= 3
16M2

( ∞∑
n=1
〈x, en〉2

)2

= 3
16M2‖x‖

4

≤ 3
16M2

Daí:

‖XU‖2 =
(∫ 1

0
|XU(t)|2dt

) 1
2
≤
√

3
4M (3)

Portanto, XU é uniformemente limitada.

Agora, sejam x1, . . . .xn, y1, . . . , yn ∈ BH . Podemos escrever: ∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij

∫ 1

0
Xi(t)Yj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijXi(t)Yj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(XU
i (t) +XL

i (t))(Y U
j (t) + Y L

j (t))dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aij[XU
i (t)Y U

j (t) +XU
i (t)Y L

j (t) +XL
i (t)Y U

j (t) +XL
i (t)Y L

j (t)]dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aij[XU
i (t) +XL

i (t)]Y U
j (t) + aijX

U
i (t)Y L

j (t) + aijX
L
i (t)Y L

j (t)dt

∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijXi(t)Y U
j (t)dt+

∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijX
U
i (t)Y L

j (t)dt+
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijX
L
i (t)Y L

j (t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijXi(t)Y U
j (t)dt

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijX
U
i (t)Y L

j (t)dt

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aijX
L
i (t)Y L

j (t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

M2
n∑
j=1

aij
XL
i (t)
M

Y L
j (t)
M

dt

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aij
XU
i (t)Y L

j (t)‖XU
i ‖2

‖XU
i ‖2

dt

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

n∑
i=1

n∑
j=1

aij
Xi(t)Y U

j (t)‖Y U
j ‖2

‖Y U
j ‖2

dt

∣∣∣∣∣∣
≤ M2‖a‖+

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij‖XU
i ‖2M

∫ 1

0

XU
i (t)
‖XU

i ‖2

Y L
j (t)
M

dt

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij‖Y U
j ‖2

∫ 1

0
Xi(t)

Y U
j (t)
‖Y U

j ‖2
dt

∣∣∣∣∣∣
(3)
≤ M2‖a‖+

√
3

4

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij

〈
XU
i (t)
‖XU

i ‖2
,
Y L
j (t)
M

〉∣∣∣∣∣∣+
√

3
4M

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij

〈
Xi(t),

Y U
j (t)
‖Y U

j ‖2

〉∣∣∣∣∣∣
(∗)
≤ M2‖a‖+

√
3

4 |‖a‖|+
√

3
4M |‖a‖|

Portanto:

|‖a‖| ≤M2‖a‖+
√

3
4 |‖a‖|+

√
3

4M |‖a‖| =⇒[
1−
√

3
4M (M + 1)

]
|‖a‖| ≤M2‖a‖ =⇒(

4M −
√

3(M + 1)
4M

)
|‖a‖| ≤M2‖a‖ =⇒

|‖a‖| ≤
(

4M3

4M −
√

3(M + 1)

)
‖a‖

Sabemos que: ∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣∣ ≤ |‖a‖| ≤
(

4M3

4M −
√

3(M + 1)

)
‖a‖

Sobre o espaço de Hilbert H fixado, definiu-se

‖a‖ = sup


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣ ; |si| ≤ 1; |tj| ≤ 1; 1 ≤ i, j ≤ n


Consideremos a seguinte aplicação:

Γ : SR × SR × . . .× SR × SR × . . .× SR −→ R

(s1, s2, . . . , sn, t1, t2, . . . , tn) 7−→

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣
onde SR = {x ∈ R; |x| = 1}. Como Γ é uma aplicação contínua e o produto cartesiano
finito de conjuntos compactos é um conjunto compacto, segue que a imagem de Γ admite
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máximo. Portanto, existem s
′
1, s

′
2, . . . , s

′
n, t

′
1, t
′
2, . . . , t

′
n ∈ SR tais que:

max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣ ; |si| = 1; |tj| = 1; 1 ≤ i, j ≤ n

 =

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijs
′

it
′

j

∣∣∣∣∣∣
Portanto obtemos:∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣∣ ≤ KG max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijsitj

∣∣∣∣∣∣ ; |si| = 1; |tj| = 1; 1 ≤ i, j ≤ n


onde KG = 4M3

4M−
√

3(M+1) , sempre que 4M−
√

3(M−1) > 0, ou seja,M >
√

3
4−
√

3 . Escolhendo
M desta forma, obtemos a desigualdade.

4.2 Teorema de Grothendieck

O Teorema de Grothendieck aparece como uma consequência da desigualdade de
Grothendieck e trata de operadores absolutamente somantes. Nesta seção, apresentamos o
resultado e sua demonstração.

Antes, veremos a definição de operadore absolutamente somante.

Definição 4.2.1 (Operador Absolutamente somante). Sejam X, Y espaços de Ba-
nach e u : X −→ Y um operador que leva sequências (xn)n∈N ⊂ X incondicionalmente
somáveis em sequências (u(xn))n∈N absolutamente somáveis. O operador u é denominado
operador absolutamente somante.

O teorema 4.2.2 pode ser encontrado em [4], capítulo 1, páginas 15,16,17 e 18.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Grothendieck). Todo operador linear e contínuo u :
l1 −→ l2 é absolutamente somante.

Demonstração. Seja u : l1 −→ l2 um operador linear e contínuo. Queremos mostrar que
o operador u transforma sequências incondicionalmente somáveis de l1 em sequências
absolutamente somáveis em l2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ‖u‖ ≤ 1.

Seja (xn) ⊂ l1 uma sequência incondicionalmente somável. Pelo teorema 3.2.1, segue que
(xn) é sinal somável.

Seja (εn) ∈ R, onde εn ∈ {±1} para todo n ∈ N. Fixado N ∈ N consideremos y =
N∑
n=1

εnxn.

Pelo teorema de Hahn-Banach(H.B) temos que:

‖y‖1 = sup
x∗∈Bl∞

|x∗(y)| (∗)
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Notemos ainda que, para x∗ ∈ Bl∞ temos que:

|x∗(y)| =
∣∣∣∣∣x∗

(
N∑
n=1

εnxn

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

εnx
∗(xn)

∣∣∣∣∣
≤

N∑
n=1
|εn||x∗(xn)|

=
N∑
n=1
|x∗(xn)|

Vamos definir o seguinte operador:

v : l∞ −→ l1

x∗ 7−→ (x∗(xn))n∈N

O operador v está bem definido. De fato, seja x∗ ∈ l∞. Fixemos N ∈ N. Primeiramente,
observemos que:

N∑
n=1
|x∗(xn)| ≤

N∑
n=1
‖x∗‖‖xn‖1

= ‖x∗‖
N∑
n=1
‖xn‖1

Como (xn) ⊂ l1 converge incondicionalmente, segue que (xn) converge absolutamente em

l1. Portanto, a série
∞∑
n=1
‖xn‖1 é convergente.

Fazendo N −→∞ obtemos que:
∞∑
n=1
|x∗(xn)| ≤ ‖x∗‖

∞∑
n=1
‖xn‖1 <∞ (1)

Portanto, v está bem definido.

O operador v é linear. De fato, sejam x∗, y∗ ∈ l∞ e λ ∈ K. Assim:

v(x∗ + λy∗) = (x∗ + λy∗)(xn))n∈N
= ((x∗(xn))n∈N + λ((y∗(xn))n∈N
= v(x∗) + λv(y∗)

O operador v é contínuo. De fato, seja x∗ ∈ Bl∞ . Temos que:

‖v(x∗)‖1 = ‖(x∗(xn))‖1

=
∞∑
n=1
|x∗(xn)|

= ‖x∗‖
∞∑
n=1
‖xn‖1
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Como
∞∑
n=1
‖xn‖1 <∞ segue que v é contínuo.

Podemos ainda afirmar que:

‖v‖ = sup
x∗∈Bl∞

∞∑
n=1
|x∗(xn)| (∗∗)

Portanto, por (∗) e (∗∗) que:∥∥∥∥∥
N∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥
1

(∗)= sup
x∗∈Bl∞

∣∣∣∣∣x∗
(

N∑
n=1

εnxn

)∣∣∣∣∣
≤ sup

x∗∈Bl∞

N∑
n=1
|x∗(xn)|

≤ sup
x∗∈Bl∞

∞∑
n=1
|x∗(xn)|

(∗∗)= ‖v‖

Assim, obtemos a seguinte desigualdade:∥∥∥∥∥
N∑
n=1

εnxn

∥∥∥∥∥
1
≤ ‖v‖, ∀N ∈ N (2)

Queremos mostrar que (u(xn)) ⊂ l2 é absolutamente convergente, isto é, queremos mostrar

que
∞∑
n=1
‖u(xn)‖2 <∞.

Sejam m ∈ N e δ > 0.
Tomemos n ≥ m, y1, . . . , ym ∈ ln1 tais que:

‖xi − yi‖ ≤
δ

2i , se 1 ≤ i ≤ m

Se n > m, para m+ 1 ≤ i ≤ n vamos considerar yi = 0.
Consideremos β = {e1, . . . , en} como a base canônica do espaço ln1 . Para cada 1 ≤ i ≤ m

cada vetor yi pode ser escrito como combinação linear dos vetores da base β, da seguinte
maneira:

yi =
n∑
j=1

aijej, 1 ≤ i ≤ m

Observemos que:

n∑
i=1
‖u(yi)‖2 =

n∑
i=1

∥∥∥∥∥∥u
 n∑
j=1

aijej

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑
i=1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

aiju(ej)

∥∥∥∥∥∥
2
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Vamos fixar 1 ≤ i ≤ n. Denotemos αi =
n∑
j=1

aiju(ej) ∈ l2. Pelo teorema de Hahn-Banach,

existe x∗i ∈ Bln2
de tal forma que x∗i (αi) = ‖αi‖2. Assim:∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

aiju(ej)

∥∥∥∥∥∥
2

= ‖αi‖2

= x∗i (αi)

= x∗i

 n∑
j=1

aiju(ej)


Sabemos que ln2 é um espaço de Hilbert. Pelo teorema da representação de Riesz, existe
um vetor zi ∈ Bln2

associado a cada funcional x∗i , de tal forma que:

x∗i

 n∑
j=1

aiju(ej)
 =

〈
zi,

n∑
j=1

aiju(ej)
〉

=
n∑
j=1

aij〈zi, u(ej)〉

Portanto:
n∑
i=1
‖u(yi)‖2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈zi, u(ej)〉

onde z1, . . . , zn ∈ Bln2
.

Sejam ε1, . . . , εn escalares tais que εn ∈ {±1}, para todo n ∈ N. Notemos que:∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiyi

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εi

 n∑
j=1

aijej

∥∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

(
n∑
i=1

aijεi

)
ej

∥∥∥∥∥∥
1

=
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aijεi

∣∣∣∣∣ (3)

Para 1 ≤ i ≤ m temos que:

‖u(xi)‖2 − ‖u(yi)‖2 ≤ ‖u(xi)− u(yi)‖2

= ‖u(xi − yi)‖2

≤ ‖u‖‖xi − yi‖2

≤ ‖xi − yi‖2

≤ δ

2i

Daí, para todo 1 ≤ i ≤ m temos:

‖u(xi)‖ ≤ ‖u(yi)‖2 + δ

2i
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Da desigualdade anterior segue que:
m∑
i=1
‖u(xi)‖2 ≤

m∑
i=1
‖u(yi)‖2 +

m∑
i=1

δ

2i

<
m∑
i=1
‖u(yi)‖2 + δ

Vamos denotar

‖a‖ = max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijξiξj

∣∣∣∣∣∣ ; ξi = ±1; ξj = ±1


|‖a‖| = max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈xi, yj〉

∣∣∣∣∣∣


onde o máximo é tomado sobre todo espaço de Hilbert H e sobre quaisquer vetores
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ BH . Utilizando a desigualdade de Grothendieck (teorema 4.1.1)
teremos que:

m∑
i=1
‖u(xi)‖2 ≤

m∑
i=1
‖u(yi)‖2 + δ

=
n∑
i=1
‖u(yi)‖2 + δ

=
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈zi, u(ej)〉+ δ

≤

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aij〈zi, u(ej)〉

∣∣∣∣∣∣+ δ

≤ |‖a‖|+ δ
4.1.1
≤ KG‖a‖+ δ

Utilizando a definição de ‖a‖ e a desigualdade (3) segue que:

KG‖a‖+ δ = KG max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

aijξiξj

∣∣∣∣∣∣ ; ξi = ±1; ξj = ±1

+ δ

≤ KG max


n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aijξiξj

∣∣∣∣∣ ; ξi = ±1; ξj = ±1

+ δ

= KG max


n∑
j=1
|ξj|

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aijξi

∣∣∣∣∣ ; ξi = ±1; ξj = ±1

+ δ

(3)
≤ KG max

{∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξiyi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ
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Notemos que: ∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξiyi

∥∥∥∥∥
1
−
∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1
≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξi(yi − xi)
∥∥∥∥∥

1

≤
∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xi − yi
∥∥∥∥∥

1

≤
m∑
i=1

δ

2i
≤ δ

Portanto: ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ξiyi

∥∥∥∥∥
1

=
∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξiyi

∥∥∥∥∥
1
≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1

+ δ =⇒

max
{∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξiyi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}
≤ max

{∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ

Assim:

KG max
{∥∥∥∥∥

n∑
i=1

ξiyi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ ≤ KG max
{∥∥∥∥∥

m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ +KGδ (∗ ∗ ∗)

(2)
≤ KG‖v‖+KG(δ + 1)

Logo:
m∑
i=1
‖u(xi)‖2 ≤ KG‖v‖+KG(δ + 1)

Portanto:
∞∑
i=1
‖u(xi)‖2 = lim

m−→∞

m∑
i=1
‖u(xi)‖2 ≤ KG‖v‖+KG(δ + 1)

Concluímos que u(xn) ⊂ l2 é absolutamente convergente.

O corolário do teorema de Grothendieck é uma consequência da demonstração do
teorema. Podemos considerar este corolário como uma versão do teorema de Grothendieck
para espaços de Banach de dimensão finita.

Corolário 4.2.3. Sejam n,N inteiros positivos e seja u : ln1 −→ lN2 um operador qualquer.
Então, independente da escolha de x1, . . . , xm ∈ ln1 teremos:

m∑
i=1
‖u(xi)‖lN2 ≤ KG‖u‖ sup


∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
ln1

; εi = ±1


Demonstração. Na demonstração do teorema de Grothendieck obtemos a desigualdade
(∗ ∗ ∗):

m∑
i=1
‖u(xi)‖2 ≤ KG max

{∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ +KG
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Vamos considerar a inclusão dos espaços ln1 e lN2 em l1 e l2, respectivamente.

Lembremos que para a demonstração do teorema de Grothendieck a norma do ope-
rador u foi tomada com norma menor ou igual a 1.

Vamos considerar o operador u como a restrição a ln1 do operador

u : l1 −→ l2

x 7−→ u(x) =
n∑
i=1

xiu(ei)

onde x = (xi)∞i=1 ∈ l1.

Por (∗ ∗ ∗) podemos escrever:

m∑
i=1

∥∥∥∥∥ u

‖u‖
(xi)

∥∥∥∥∥
lN2

≤ KG max
{∥∥∥∥∥

m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ +KGδ =⇒

m∑
i=1
‖u(xi)‖lN2 ≤ ‖u‖

(
KG max

{∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ξixi

∥∥∥∥∥
1

; ξi = ±1
}

+ δ +KGδ

)

δ > 0 é arbitrário. Fazendo δ −→ 0 obtemos:

m∑
i=1
‖u(xi)‖lN2 ≤ KG‖u‖max


∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εixi

∥∥∥∥∥
ln1

; εi = ±1


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5)Os Teoremas de Grothendieck para
operadores p-somantes

5.1 Operadores p-somantes: Resultados e exemplos

Neste capítulo apresentamos uma das classes de operadores que foram importantes
no desenvolvimento deste trabalho, os chamados operadores p-somantes. Esses operadores
estendem o conceito de operadores absolutamente somantes que foram estudados nos
capítulos anteriores.

Apresentamos ao longo do capítulo a definição destes operadores, assim como
algumas propriedades e certas caracterizações. Os exemplos serão expostos na última
seção, pois primeiramente devemos apresentar suas principais características.

Em uma das seções abordamos uma generalização dos espaços de sequências lp e
l∞, a partir de um espaço de Banach arbitrário.

Definição 5.1.1 (Operador p-somante). Sejam X, Y espaços de Banach,1 ≤ p <∞ e
u : X −→ Y um operador linear. Dizemos que u é p-somante se existe uma constante C ≥ 0
tal que independente da escolha de m ∈ N e independente da escolha de x1, . . . , xm ∈ X
temos: (

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ C sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


Observação 5.1.2. Podemos substituir a constante C pela expressão πp(u), onde:

πp(u) = inf

C ≥ 0;
(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ C sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

, m ∈ R

 .
Vamos denotar por Πp(X, Y ) o conjunto de todos os operadores p-somantes de X

em Y .

Lema 5.1.3. Sejam X, Y espaços de Banach. Então:

i) Πp(X, Y ) é um subespaço vetorial do espaço B(X, Y ).
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ii) πp define uma norma para Πp(X, Y ) com:

‖u‖ ≤ πp(u), ∀u ∈ Πp(X, Y )

Demonstração. Observemos que Πp(X, Y ) 6= ∅, pois o operador nulo pertence a esse
conjunto.

Se u ∈ Πp(X, Y ) então u é contínua. De fato:
Fazendo m = 1 na definição de operadores p-somantes, para qualquer x ∈ X temos:

‖u(x)‖ ≤ C sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)| = C‖x‖ =⇒

‖u(x)‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ X

Sejam u, v ∈ Πp(X, Y ). Assim, existem constantes Cu, Cv ≥ 0 tais que independente
da escolha de m ∈ N, independente da escolha de x1, . . . , xm ∈ X temos:

(
m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ Cu sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

(
m∑
i=1
‖v(xi)‖p

) 1
p

≤ Cv sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


Fixando m ∈ N, x1, . . . , xm ∈ X e usando a desigualdade de Minkowiski (D.M):

(
m∑
i=1
‖(u+ v)(xi)‖p

) 1
p

≤
(

m∑
i=1
‖u(xi) + v(xi)‖p

) 1
p

(D.M)
≤

(
m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

+
(

m∑
i=1
‖v(xi)‖p

) 1
p

≤ (Cu + Cv) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


Logo, u+ v ∈ Πp(X, Y ).
Sejam u ∈ Πp(X, Y ) e λ ∈ K. Fixando m ∈ N e x1, . . . , xm ∈ X temos:

(
m∑
i=1
‖(λu)(xi)‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1
‖λu(xi)‖p

) 1
p

= |λ|
(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ λCu sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


Logo, λu ∈ Πp(X, Y ).
Portanto, Πp(X, Y ) é subespaço de B(X, Y ).
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i)ii) Queremos mostrar que:

πp(u) = inf

C;
(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ C sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

, m ∈ R


define uma norma em Πp(X, Y ).

a) Se πp(u) = 0 então:

inf

C;
(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ C sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

; m ∈ N

 = 0

Assim, para todo m ∈ N e para quaisquer x1, . . . , xm ∈ X temos:(
m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ 0 =⇒

(
m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

= 0 =⇒

m∑
i=1
‖u(xi)‖p = 0

Portanto, para todo m ∈ N, 1 ≤ i ≤ m e para quaisquer x1, . . . , xm ∈ X temos:

‖u(xi)‖p = 0 =⇒

‖u(xi)‖ = 0 =⇒

u(xi) = 0 =⇒

u ≡ 0

Se u ≡ 0 então:

0 ∈

C ≥ 0; 0 ≤ C sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

; m ∈ N


Portanto, πp(u) = 0.

b) Sejam u ∈ Πp(X, Y ) e λ ∈ R∗. Por um lado temos:(
m∑
i=1
‖λu(xi)‖p

) 1
p

= |λ|
(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ |λ|πp(u) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


Daí, πp(λu) ≤ |λ|πp(u). Por outro lado, temos que:(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1

∥∥∥∥∥λuλ (xi)
∥∥∥∥∥
p) 1

p

= 1
|λ|

(
m∑
i=1
‖λu(xi)‖p

) 1
p

≤ 1
|λ|
πp(λu)


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


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Daí, πp(u) ≤ 1
|λ|πp(λu). Portanto, πp(λu) = |λ|πp(u).

c) Sejam u, v ∈ Πp(X, Y ). Como u, v são p-somantes, existem Cu, Cv ≥ 0 tais que
independente da escolha de m ∈ N, independente da escolha de x1, . . . , xm ∈ X

temos: (
m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ Cu sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

 e

(
m∑
i=1
‖v(xi)‖p

) 1
p

≤ Cv sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

 .
Por definição de πp(u) e πp(v) temos:(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

 e

(
m∑
i=1
‖v(xi)‖p

) 1
p

≤ πp(v) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

 .
Para quaisquer x1, . . . , xm ∈ X, utilizando a desigualdade de Minkowiski (D.M)
temos:(

m∑
i=1
‖(u+ v)(xi)‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1
‖u(xi) + v(xi)‖p

) 1
p

(D.M)
≤

(
m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

+
(

m∑
i=1
‖v(xi)‖p

) 1
p

≤ (πp(u) + πp(v)) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p


Portanto, πp(u+ v) ≤ πp(u) + πp(v).
Sejam u ∈ Πp(X, Y ). Sabemos que:

‖u‖ = sup
x∈BX

‖u(x)‖

Para m = 1 na definição de operadores p-somantes, fixemos x ∈ BX arbitrário.
Utilizando o teorema de Hahn-Banach (H.B) temos:

‖u(x)‖ ≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

|x∗(x)| (H.B)= πp(u)‖x‖

Assim,

‖u(x)‖ ≤ πp(u)‖x‖ =⇒

sup
x∈BX

‖u(x)‖ ≤ sup
x∈BX

πp(u)‖x‖ =⇒

sup
x∈BX

‖u(x)‖ ≤ πp(u) =⇒

‖u‖ ≤ πp(u)
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Vamos apresentar agora os conceitos de sequência fortemente p-somável e de
sequência fracamente p-somável. Mais a frente veremos a relação que essas sequências
possuem com os operadores p-somantes.

Vamos definir os espaços lsp(X) e lwp (X) e mostrar que estes formam um espaço de
Banach.

Definição 5.1.4 (Sequência fortemente p-somável). Sejam 1 ≤ p < ∞ e X um
espaço de Banach sobre o corpo K. Uma sequência (xn) ⊂ X é fortemente p-somável
se a sequência (‖xn‖)n∈N ∈ lp. O espaço vetorial de todas as sequências em X que são
fortemente p-somáveis é denotado por lsp(X).

Lema 5.1.5. ‖(xn)‖sp :=
( ∞∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

é uma norma em lsp(X).

Demonstração. i) Seja x = (xn)n∈N ∈ lsp(X).Temos que:

‖x‖sp = 0 ⇐⇒( ∞∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

= 0 ⇐⇒

∞∑
n=1
‖xn‖p = 0 ⇐⇒

‖xn‖p = 0, ∀n ∈ N ⇐⇒

‖xn‖ = 0, ∀n ∈ N ⇐⇒

xn = 0, ∀n ∈ N ⇐⇒

x = 0

ii) Sejam x = (xn)n∈N ∈ lsp(X) e λ ∈ K. Então:

‖(λxn)‖sp =
( ∞∑
n=1
‖λxn‖p

) 1
p

=
( ∞∑
n=1
|λ|p‖xn‖p

) 1
p

= |λ|
( ∞∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

= |λ|‖x‖sp

iii) Sejam x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ lsp(X). Fixando m ∈ R, pela desigualdade de
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Minkowiski (D.M) temos que:
(

m∑
n=1
‖xn + yn‖p

) 1
p

≤
(

m∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

+
(

m∑
n=1
‖yn‖p

) 1
p

≤
( ∞∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

+
( ∞∑
n=1
‖yn‖p

) 1
p

= ‖x‖sp + ‖y‖sp

Isto é: (
m∑
n=1
‖xn + yn‖p

) 1
p

≤ ‖x‖sp + ‖y‖sp

Fazendo m −→∞ obtemos que:

‖x+ y‖sp =
( ∞∑
n=1
‖xn + yn‖p

) 1
p

≤ ‖x‖sp + ‖y‖sp

Logo, ‖ ‖sp é uma norma em lsp(X).

Lema 5.1.6. O espaço lsp(X) munido da norma ‖ ‖sp é um espaço de Banach.

Demonstração. Vamos mostrar que (lsp(X), ‖ ‖sp) é completo. Seja (xk)k∈N ⊂ lsp(X) uma
sequência de Cauchy. Por definição, dado ε > 0 existe k0 ∈ N tal que:

‖xk − xl‖sp =
( ∞∑
i=1
‖xki − xli‖p

) 1
p

< ε, ∀k, l ≥ k0 (∗)

Assim:
‖xki − xli‖ < ε, ∀k, l ≥ k0, ∀i ∈ N

Obtemos uma sequência (xki )k∈N coluna que é Cauchy em K para cada i ∈ N. Como K é
completo, concluímos que (xki )k∈N é convergente para todo i ∈ N. Digamos que xki

k−→ xi.
Definamos x = (xi)i∈N.

Temos que x ∈ lsp(X). De fato, como (xk)k∈N é uma sequência de Cauchy, então (xk)k∈N é
limitada. Logo, existe um M > 0 tal que:

‖xk‖sp =
( ∞∑
n=1
‖xkn‖p

) 1
p

≤M, ∀k ∈ K

Consequentemente temos:
(

m∑
n=1
‖xkn‖p

) 1
p

≤ ‖xk‖sp ≤M, ∀k ∈ K, ∀m ∈ N



77

Como f(y) = y
1
p é contínua e o somatório é finito, fazendo k −→∞ temos que:(

m∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

≤M, ∀m ∈ N

Fazendo m −→∞ obtemos que: ( ∞∑
n=1
‖xn‖p

) 1
p

≤M

Assim, x = (xn)n∈N ∈ lsp(X).

De (∗) podemos observar que:(
n∑
i=1
‖xki − xli‖p

) 1
p

≤ ‖xk − xl‖sp < ε, ∀k, l ≥ k0, ∀n ∈ N

Fixando k ∈ N, k ≥ k0 e fazendo l −→∞ para todo k, l ≥ k0 e para todo n ∈ N obtemos:

lim
l−→∞

(
n∑
i=1
‖xki − xli‖p

) 1
p

< ε =⇒

(
n∑
i=1

lim
l−→∞

‖xki − xli‖p
) 1
p

< ε =⇒

(
n∑
i=1
‖xki − lim

l−→∞
xli‖p

) 1
p

< ε =⇒

(
n∑
i=1
‖xki − xi‖p

) 1
p

< ε

Fazendo n −→∞ obtemos que:( ∞∑
i=1
‖xki − xi‖p

) 1
p

< ε, ∀k ≥ k0

Logo, xk
‖ ‖sp−→ x ∈ lsp(X) e temos que lsp(X) é completo.

Definição 5.1.7 (Sequência fracamente p-somável). Seja X um espaço de Banach
sobre o corpo K. Uma sequência (xn) ⊂ X é dita fracamente p-somável se a sequência de
escalares (x∗(xn)) ∈ lp, para todo x∗ ∈ X∗. O espaço vetorial de todas as sequências que
são fracamente p-somáveis em X é denotado por lwp (X).

Lema 5.1.8. ‖(xn)‖wp := sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

é uma norma para o espaço lwp (X).

Demonstração.

‖ ‖wp : lwp (X) −→ R

x = (xn) 7−→ ‖(xn)‖wp := sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p
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Seja x = (xn) ∈ lwp (X). Vamos definir a aplicação:

u : X∗ −→ lp

x∗ 7−→ (x∗(xn))n∈N

O operador u está bem definido. De fato, como x = (xn) ∈ lwp (X) segue por definição que
(x∗(xn))n∈N ∈ lp, para todo x∗ ∈ BX∗ .

O operador u é linear. De fato, sejam x∗1, x
∗
2 ∈ BX∗ . Então:

u(x∗1 + x∗2) = ((x∗1 + x∗2)(xn))n∈N
= (x∗1(xn))n∈N + (x∗2(xn))n∈N
= u(x∗1) + u(x∗2)

O operador u é um operador linear limitado. De fato, vamos utilizar o teorema do gráfico
fechado.
Queremos mostrar que o conjunto Γ = {(x∗, u(x∗)) ∈ X∗ × lp; x∗ ∈ BX∗} é fechado.
Seja (x∗, y) ∈ Γ. Logo, existe uma sequência (x∗k, u(x∗k)) ⊂ Γ tal que (x∗k, u(x∗k)) −→ (x∗, y).
Observemos que x∗k −→ x∗ e que u(x∗k) −→ y. Para todo k ∈ N temos que u(x∗k) =
(x∗k(xn))n∈N. Notemos que:

x∗k −→ x∗ =⇒ sup
x∈BX

|x∗k(x)− x∗(x)| −→ 0

Assim:
lim
k−→∞

|x∗k(x)− x∗(x)| = 0, ∀x ∈ BX

Logo, para todo n ∈ N temos que:

lim
k−→∞

∣∣∣∣∣x∗k
(
xn
|xn|

)
− x∗

(
xn
|xn|

)∣∣∣∣∣ = 0 =⇒

lim
k−→∞

1
|xn|
|x∗k(xn)− x∗(xn)| = 0 =⇒

lim
k−→∞

|x∗k(xn)− x∗(xn)| = 0

Sabemos que u(x∗k)
‖ ‖p−→ y, logo:

lim
k−→∞

( ∞∑
n=1
|x∗k(xn)− yn|p

) 1
p

= 0

Em particular, para todo n ∈ N temos:

lim
k−→∞

|x∗k(xn)− yn| = 0

Pela unicidade do limite, segue que x∗(xn) = yn, para todo n ∈ N. Pelo teorema do gráfico
fechado, como u : X∗ −→ lp é linear, Γ é fechado e X∗, lp são espaços de Banach, segue
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que u é contínuo. Daí:

‖u‖ = sup
x∗∈BX∗

‖u(x∗)‖ <∞

=⇒ sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

 <∞

Vamos mostrar que ‖ ‖wp é uma norma para o espaço lwp (X).

i) É claro que ‖x‖wp ≥ 0, para todo x ∈ lwp (X).

ii) Seja x = (xn) ∈ lwp (X) tal que ‖x‖wp = 0. Assim:

M = sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

 = 0

Fixado x∗ ∈ BX∗ , arbitrário, temos que:

0 ≤
( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

≤M = 0

Logo:
( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

= 0 =⇒
∞∑
n=1
|x∗(xn)|p = 0

Assim, para todo n ∈ N e todo x∗ ∈ BX∗ , temos que:

|x∗(xn)|p = 0 =⇒

|x∗(xn)| = 0 =⇒

x∗(xn) = 0 =⇒

xn = 0 =⇒

x ≡ 0

Se x = (xn) = 0 ∈ lwp (X) então
( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

)
= 0 para qualquer x∗ ∈ BX∗ .

Assim:

sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

 = 0 =⇒ ‖x‖wp = 0
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iii) Sejam x = (xn) ∈ lwp (X) e λ ∈ K. Temos que:

‖λx‖wp = sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(λxn)|p

) 1
p


= sup

x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|λx∗(xn)|p

) 1
p


= sup

x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|λ|p|x∗(xn)|p

) 1
p


= sup

x∗∈BX∗

|λ|
( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p


= |λ| sup

x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p


= |λ|‖x‖wp

iv) Sejam x = (xn), y = (yn) ∈ lwp (X). Fixados x∗ ∈ BX∗ , m ∈ N e utilizando a
desigualdade de Minkowiski (D.M) segue que:(

m∑
n=1
|x∗(xn + yn)|p

) 1
p

=
(

m∑
n=1
|x∗(xn) + x∗(yn)|p

) 1
p

(D.M)
≤

(
m∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

+
(

m∑
n=1
|x∗(yn)|p

) 1
p

≤
( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

+
( ∞∑
n=1
|x∗(yn)|p

) 1
p

≤ sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

+ sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(yn)|p

) 1
p


= ‖x‖wp + ‖y‖wp

Fazendo m −→∞, considerando a continuidade do módulo e das funções y(x) = xp

e h(x) = x
1
p temos para todo x∗ ∈ BX∗ que:( ∞∑

n=1
|x∗(xn + yn)|p

) 1
p

≤ ‖x‖wp + ‖y‖wp

Daí:

sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xn + yn)|p

) 1
p

 ≤ ‖x‖wp + ‖y‖wp =⇒

‖x+ y‖wp ≤ ‖x‖wp + ‖y‖wp

Logo, ‖ ‖wp é uma norma para o espaço lwp (X).
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Lema 5.1.9. O espaço lwp (X) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xk)n∈N ⊂ lwp (X) uma sequência de Cauchy. Dado ε > 0, existe
k0 ∈ N tal que:

‖xk − xk
′

‖wp < ε, ∀k, k′ ≥ k0

Por definição de ‖ ‖wp , temos que:

sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )|p
) 1
p

 < ε, ∀k, k′ ≥ k0

Para todo k, k′ ≥ k0 e para todo x∗ ∈ BX∗ , segue que:
( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )|p
) 1
p

< ε =⇒

∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )|p < εp

Além disso, para todo k, k′ ≥ k0, para todo x∗ ∈ BX∗ e para todo n ∈ N temos que:

|x∗(xkn)− x∗(xk
′

n )| < ε

Utilizando o teorema de Hahn-Banach (H.B) para todo k, k′ ≥ k0 e para todo n ∈ N
temos:

‖xkn − xk
′

n ‖X
(H.B)= sup

x∗∈BX∗
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )| ≤ ε

Obtemos que (xkn)k∈N ⊂ X é uma sequência de Cauchy em X. Como X é completo,
concluímos que (xkn)k∈N é convergente para todo k ∈ N. Digamos que xkn

k→∞−→ xn.

Temos que x = (xn)n∈N ∈ lwp (X).

Sabemos que para todo k, k′ ≥ k0 e para todo x∗ ∈ BX∗ :( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )|p
) 1
p

< ε

Fixando k ∈ K, k ≥ k0 e fazendo k
′ −→ ∞, pela continuidade da função modular,
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continuidade de x∗, para qualquer x∗ ∈ BX∗ , obtemos:

lim
k′−→∞

( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )|p
) 1
p

≤ ε =⇒

( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− lim

k′−→∞
x∗(xk

′

n )|p
) 1
p

≤ ε =⇒

( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗( lim

k′−→∞
xk
′

n )|p
) 1
p

≤ ε =⇒

( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xn)|p

) 1
p

≤ ε =⇒

( ∞∑
n=1
|x∗(xkn − xn)|p

) 1
p

≤ ε =⇒

Em particular, para todo x∗ ∈ BX∗ obtemos que:( ∞∑
n=1
|x∗(xk0

n − xn)|p
) 1
p

≤ ε

Daí:

sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xk0

n − xn)|p
) 1
p

 ≤ ε =⇒

‖xk0 − x‖wp ≤ ε =⇒

xk0 − x ∈ lwp (X)

Como lwp (X) é um espaço vetorial, segue que x = xk0 − (xk0 − x) ∈ lwp (X).

Temos que xk
‖ ‖wp−→ x. De fato, para todo k, k

′ ≥ k0 e para todo x∗ ∈ BX∗ temos
que: ( ∞∑

n=1
|x∗(xkn)− x∗(xk

′

n )|p
) 1
p

< ε

Fixando k ∈ N, k ≥ k0, fazendo k
′ −→∞, para todo k ≥ k0 e para todo x∗ ∈ BX∗ , segue

que: ( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xn)|p

) 1
p

≤ ε

Daí, para todo k ≥ k0:

sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xn)|p

) 1
p

≤ ε =⇒

‖xk − x‖wp ≤ ε

Logo, xk
‖ ‖wp−→ x.
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Definição 5.1.10. O espaço ls∞(X) é o conjunto de todas as sequências (xn) ∈ X tais
que (‖xn‖) ∈ l∞.

Definição 5.1.11. O espaço lw∞(X) é o conjunto de todas as sequências (xn) ∈ X tais
que (x∗(xn)) ∈ l∞, para todo x∗ ∈ X∗.

Observação 5.1.12. Os espaços lw∞(X) e ls∞(X) coincidem.

A maneira natural de definir uma norma em ls∞(X) e lw∞(X) é a seguinte:

‖ ‖s∞ : ls∞(X) −→ R
x = (xn) 7−→ ‖(xn)‖s∞ := sup

n∈N
‖xn‖

‖ ‖w∞ : lw∞(X) −→ R
x = (xn) 7−→ ‖(xn)‖w∞ := sup

x∗∈BX∗
sup
n∈N
|x∗(xn)|

Para cada n ∈ N, temos pelo teorema de Hahn-Banach que:

‖xn‖ = sup
x∗∈BX∗

|x∗(xn)|

Assim:

‖x‖s∞ = sup
n∈N
‖xn‖

= sup
n∈N

sup
x∗∈BX∗

|x∗(xn)|

= sup
x∗∈BX∗

sup
n∈N
|x∗(xn)|

= ‖x‖w∞

Como os espaços coincidem, utilizaremos apenas a notação l∞(X) com norma ‖ ‖∞.

Lema 5.1.13. Seja X um espaço de Banach. O conjunto lsp(X) é um subespaço vetorial
de lwp (X).

Demonstração. Seja x = (xn) ∈ lsp(X). Assim a sequência (‖xn‖)n∈N ∈ lp.

Fixado x∗ ∈ BX∗ , para todo k ∈ N, temos que:

|x∗(xk)| ≤ ‖x∗‖‖xk‖ ≤ ‖xk‖ =⇒ |x∗(xk)|p ≤ ‖xk‖p

Assim, para 1 ≤ k ≤ n. temos que:
n∑
k=1
|x∗(xk)|p ≤

n∑
k=1
‖xk‖p

Portanto, para todo x∗ ∈ BX∗ segue que:(
n∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p

≤
(

n∑
k=1
‖xk‖p

) 1
p
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Fazendo n −→∞, para todo x∗ ∈ BX∗ temos que:( ∞∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p

≤
( ∞∑
k=1
‖xk‖p

) 1
p

=⇒

( ∞∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p

≤ ‖x‖sp

Portanto:

sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p

≤ ‖x‖sp

Assim, sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p

<∞, donde concluímos que x = (xn) ∈ lwp (X).

Lema 5.1.14. Sejam 1 ≤ p <∞ e X um espaço de Banach. Sejam também Y um espaço
de Banach e u : X −→ Y um operador linear limitado. Então, o operador:

û : lwp (X) −→ lwp (Y )
x = (xn) 7−→ û(x) = (u(xn))n∈N

é linear e limitado. Além disso, ‖u‖ = ‖û‖.

Demonstração. O operador û está bem definido. De fato, seja x = (xn)n∈N ∈ lwp (X).
Queremos mostrar que û(xn) ∈ lwp (Y ). Observemos que:

sup
y∗∈BY ∗

( ∞∑
n=1
|y∗(u(xn))|p

) 1
p

= ‖u‖ sup
y∗∈BY ∗

( ∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ y∗u‖u‖(xn)
∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ ‖u‖ sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p

= ‖u‖‖(xn)‖wp <∞ (∗)

O operador û é linear. De fato, sejam x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ lwp (X) e λ ∈ K. Então:

û(x+ λy) = (u(xn + λyn))n∈N
= (u(xn) + λu(yn))n∈N
= (u(xn))n∈N + (λu(yn))n∈N
= (u(xn))n∈N + λ(u(yn))n∈N
= û(x) + λû(y)

O operador û é limitado.
Observemos que se y∗ ∈ Y ∗ então y∗u ∈ X∗. Para todo (xn) ∈ lwp (X), sabemos por (∗)
que:

sup
y∗∈BY ∗

( ∞∑
n=1
|y∗(u(xn))|p

) 1
p

≤ ‖u‖‖(xn)‖wp
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Portanto, para todo (xn) ∈ lwp (X) temos que:

‖û(xn)‖wp ≤ ‖u‖‖(xn)‖wp (∗∗)

Assim, û é contínuo e ‖û‖ ≤ ‖u‖. Por outro lado, utilizando o teorema de Hahn-Banach
(H.B), temos que:

‖u‖ = sup
x∈BX

‖ux‖ (H.B)= sup
x∈BX

sup
y∗∈BY ∗

|y∗(ux)|

Considerando (xn) tal que x1 = α1 ∈ K e xn = 0 para todo n ≥ 2, segue que:

sup
x∈BX

sup
y∗∈BY ∗

|y∗u(α1, 0, 0, . . . , 0, . . .)| = sup
x∈BX

sup
y∗∈BY ∗

( ∞∑
n=1
|y∗(uxn)|p

) 1
p

= sup
x∈BX

‖(uxn)‖wp

≤ sup
(zn)∈Blwp (X)

‖(uzn)‖wp

= sup
(zn)∈Blwp (X)

‖û(zn)‖wp

= ‖û‖

Assim, ‖u‖ ≤ ‖û‖. Por (∗∗) concluímos que ‖u‖ = ‖û‖.

Observação 5.1.15. Pode-se mostrar que o operador induzido û : lsp(X) −→ lsp(Y )
definido de maneira análogo ao lema anterior é linear, limitado e que ‖û‖ = ‖u‖.

Observação 5.1.16. Sejam X, Y0 e Y espaços de Banach e u : X −→ Y0, v : Y0 −→ Y

operadores lineares e limitados. Então, v̂ ◦ u = v̂ ◦ û.

Demonstração. Como u e v são operadores lineares e limitados, segue pelo lema 5.1.14,
que os operadores:

û : lwp (X) −→ lwp (Y0)
x = (xn) 7−→ û(x) = (u(xn))n∈N

v̂ : lwp (Y0) −→ lwp (Y )
y = (yn) 7−→ v̂(y) = (u(yn))n∈N

são lineares e limitados.

O operador v ◦ u : X −→ Y é linear e limitado.

Sejam x1, x2 ∈ X e λ ∈ K. Então:

v ◦ u(λx1 + x2) = v(u(λx1 + x2))

= v(λu(x1) + u(x2)

= λv(u(x1)) + v(u(x2)

= λv ◦ u(x1) + vu(x2)
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Fixando x ∈ BX segue que:

‖v ◦ u(x)‖ = ‖v(ux)‖ ≤ ‖v‖‖u(x)‖ ≤ ‖v‖‖u‖‖x‖

Tomando o supremo sobre todos os vetores x ∈ BX segue que:

‖v ◦ u‖ = sup
x∈BX

‖vu(x)‖ ≤ ‖v‖‖u‖

Pelo lema 5.1.14, podemos associar o operador

v̂ ◦ u : lwp (X) −→ lwp (Y )
x = (xn) 7−→ v̂u(x) = (vu(xn))n∈N

que é linear e limitado.

Seja x = (xn)n∈N ∈ lwp (X). Então:

v̂ ◦ u(x) = (vu(xn))n∈N = (v(uxn))n∈N = v̂((u(xn))n∈N) = v̂ ◦ û(x)

Observação 5.1.17. Sejam X, Y espaços de Banach e u : X −→ Y , v : X −→ Y

operadores lineares e limitados. Então, v̂ + u = v̂ + û.

Demonstração. Como u e v são operadores lineares e limitados e L (X, Y ) é um espaço
vetorial, segue que v+ u ∈ L (X, Y ). Pelo lema 5.1.14, podemos associar o operador v+ u

ao operador:

v̂ + u : lwp (X) −→ lwp (Y )
x = (xn) 7−→ v̂ + u(x) = ((v + u)(xn))n∈N

que é linear e limitado.

Seja (xn)n∈N ∈ lwp (X). Assim:

v̂ + u((xn)n∈N) = ((v + u)(xn))n∈N
= (v(xn) + u(xn))n∈N
= (v(xn))n∈N + (u(xn))n∈N
= v̂((xn)n∈N) + û((xn)n∈N)

Agora vamos relacionar os operadores p-somantes com as sequências fracas p-
somáveis e fortes p-somáveis.
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Proposição 5.1.18. Sejam 1 ≤ p <∞, X, Y espaços de Banach, u : X −→ Y e û como
definido no lema 5.1.14. O operador u é p-somante se, e somente se, û(lwp (X)) ⊂ lsp(Y ).
Neste caso, ‖û : lwp (X) −→ lsp(Y )‖ = πp(u).

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que u seja p-somante. Sejam m ∈ N e x1, . . . , xm ∈ X
vetores arbitrários. Por definição, temos que:(

m∑
n=1
‖u(xn)‖p

) 1
p

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p


Seja (xn) ∈ lwp (X). Então:

( ∞∑
n=1
‖u(xn)‖p

) 1
p

= sup
m∈N

(
m∑
n=1
‖u(xn)‖p

) 1
p

≤ sup
m∈N

πp(u) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p


= sup

x∗∈BX∗
πp(u) sup

m∈N


(

m∑
n=1
|x∗(xn)|p

) 1
p


= sup

x∗∈BX∗
πp(u)‖(xn)‖sp

= πp(u)‖(xn)‖wp

Portanto:
‖û((xn))‖sp ≤ πp(u)‖(xn)‖wp

e temos que (u(xn))n∈N ∈ lsp(Y ). Notemos ainda que (∗) ‖û‖ ≤ πp(u), já que
‖û‖ = inf{C; ‖û(xn)‖sp ≤ C‖(xn)‖wp , ∀(xn) ∈ lwp (X)}.

(⇐=) Suponhamos que û(lwp (X)) ⊂ lsp(Y ).

Queremos mostrar que a aplicação û : (lwp (X), ‖ ‖wp ) −→ (lsp(Y ), ‖ ‖sp) é contínua. Para
tal, utilizaremos o teorema do gráfico fechado. Seja Γ = {((xn), û(xn)); (xn) ∈ lwp (X)} o
gráfico da aplicação û.

Seja ((xn), (yn)) ∈ Γ. Então existe uma sequência ((xkn), û(xkn)) k→∞−→ ((xn), (yn)).
Daí temos que (xkn)

‖ ‖wp−→ (xn) e que (ûxkn)
‖ ‖sp−→ (yn), quando k −→∞.

Seja dado ε > 0. Como (xkn)
‖ ‖wp−→ (xn) existe k0 ∈ N tal que:

‖(xkn)− (xn)‖wp < ε, ∀k ≥ k0

Assim, para todo k ≥ k0, segue que:

sup
x∗∈BX∗


( ∞∑
n=1
|x∗(xkn)− x∗(xn)|p

) 1
p

 < ε
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Para todo k ≥ k0, para todo x∗ ∈ BX∗ e para todo n ∈ N temos que:

|x∗(xkn)− x∗(xn)| < ε =⇒

|x∗(xkn − xn)| < ε

Tomando o supremo sobre todos funcionais x∗ ∈ BX∗ , para todo k ≥ k0 e para todo n ∈ N,
segue que:

sup
x∗∈BX∗

|x∗(xkn − xn)| < ε

Utilizando o teorema de Hahn-Banach, para todo k ≥ k0 e para todo n ∈ N, temos que:

‖xkn − xn‖X < ε

Logo, lim
k−→∞

xkn = xn, para todo n ∈ N. Como u : X −→ Y é um operador contínuo segue
que lim

k−→∞
uxkn = uxn.

Por outro lado, como û(xkn)
‖ ‖sp−→ (yn) em lsp(Y ), existe k′0 ∈ N tal que:
( ∞∑
n=1
‖uxkn − yn‖p

) 1
p

< ε, ∀k ≥ k
′

0

Assim, para todo k ≥ k
′
0 e para todo n ∈ N temos que:

‖uxkn − yn‖ < ε

Daí segue que lim
k−→∞

uxkn = yn, para todo n ∈ N.

Pela unicidade do limite temos que u(xn) = yn, para todo n ∈ N. Portanto, ((xn), (yn)) ∈ Γ.
Como û : (lwp (X), ‖ ‖wp ) −→ (lsp(Y ), ‖ ‖sp) é linear, Γ é um conjunto fechado e lwp (X), lsp(Y )
são espaços de Banach, segue pelo teorema do gráfico fechado concluímos que û é contínuo.

Como û : (lwp (X), ‖ ‖wp ) −→ (lsp(Y ), ‖ ‖sp) é contínuo, segue que:

‖û(xn)‖sp ≤ ‖û‖‖(xn)‖wp , ∀(xn) ∈ lwp (X)

Como û(xn) = (uxn)n∈N, concluímos que:

‖(uxn)‖sp ≤ ‖û‖‖(xn)‖wp , ∀(xn) ∈ lwp (X)

Fixemos m ∈ N. Tomemos x1, . . . , xm ∈ X.
Consideremos (xn)n∈N = (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .) ∈ lwp (X). Assim:

 m∑
j=1
‖u(xj)‖p

 1
p

≤ ‖û‖ sup
x∗∈BX∗


 m∑
j=1
|x∗(xj)|p

 1
p


Logo, u é p-somante e πp(u) ≤ ‖û‖, donde concluímos por (∗) que ‖û‖ = πp(u).
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Vamos apresentar alguns operadores p-somantes especiais e algumas propriedades
dessa classe.

Definição 5.1.19. Sejam X, Y espaços de Banach. Um operador u ∈ L (X, Y ) é dito de
posto finito se dim u(X) <∞.

Lema 5.1.20. Um operador u ∈ L (X, Y ) tem posto um se, e somente se, existem
x∗ ∈ X∗, y ∈ Y tais que

u : X −→ Y

x 7−→ x∗(x)y

Demonstração. (=⇒) Seja u ∈ L (X, Y ) um operador de posto um. Assim, dim u(X) = 1.
Digamos que u(X) = [y], para certo y ∈ Y . Seja z ∈ u(X). Como u(X) = [y], existe
α ∈ K tal que z = αy. Além disso, existe x ∈ X tal que u(x) = z = αy. Assim, para cada
x ∈ X existe α ∈ K tal que u(x) = αy.

Vamos definir a seguinte aplicação:

ϕ : X −→ K
x 7−→ αx

onde u(x) = αxy.

A função ϕ é linear. De fato, sejam x, z ∈ X e λ ∈ K. Observemos que u(z) = αxy e
u(x) = αzy,Assim:

u(x) + λu(z) = (αx + λαz)y

Como X é espaço vetorial segue que x+ λz ∈ X. Temos que u(x+ λz) = βy, para certo
β ∈ K. Logo:

(αx + λαz)y = u(x) + λu(z) = u(x+ λz) = βy

Daí, αx + λαz = β. Portanto:

ϕ(x+ λz) = β = αx + λαz = ϕ(x) + λϕ(z)

A função ϕ é limitada. De fato, seja x ∈ X. Existe αx ∈ K tal que u(x) = αxy. Notemos
que ϕ(x) = αx. Assim:

|ϕ(x)| = |αx| = |αx|
‖y‖
‖y‖

= |αx|‖y‖
‖y‖

= |u(x)|
‖y‖

≤ ‖u‖
‖y‖
‖x‖

Portanto:
|ϕ(x)| ≤ ‖u‖

‖y‖
‖x‖, ∀x ∈ X
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Concluímos que ϕ ∈ X∗. Vamos denotar ϕ = x∗. Para cada x ∈ X, observemos que:

u(x) = αxy = x∗(x)y

Portanto, u pode ser reescrito como:

u : X −→ Y

x 7−→ x∗(x)y

(⇐=) Suponhamos que u ∈ L (X, Y ) possa ser escrito como

u : X −→ Y

x 7−→ x∗(x)y

para algum x∗ ∈ X∗ e algum y ∈ Y .

Assim, u(X) = [y], para certo y ∈ Y , donde concluímos que dim u(X) = 1.

Lema 5.1.21. Sejam X, Y espaços de Banach e u ∈ L (X, Y ). Se u pode ser escrito
como:

u : X −→ Y

x 7−→ x∗(x)y

para algum funcional não-nulo x∗ ∈ X∗ e algum y ∈ Y então u ∈ Πp(X, Y ) com πp(u) =
‖x∗‖‖y‖.

Demonstração. Vamos mostrar que u é um operador p-somante.
Sejam x1, . . . , xm vetores do espaço X. Observemos que:

(
m∑
k=1
‖uxk‖p

) 1
p

=
(

m∑
k=1
‖x∗(x)y‖p

) 1
p

=
(

m∑
k=1
|x∗(x)|p‖y‖p

) 1
p

=
(

m∑
k=1
‖x∗‖p

∣∣∣∣∣x∗(x)
‖x∗‖

∣∣∣∣∣
p

‖y‖p
) 1
p

= ‖x∗‖‖y‖
(

m∑
k=1

∣∣∣∣∣x∗(x)
‖x∗‖

∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ ‖x∗‖‖y‖‖(xk)m‖wp

Assim: (
m∑
k=1
‖uxk‖p

) 1
p

≤ ‖x∗‖‖y‖‖(xk)m‖wp (∗)

Logo, u ∈ Πp(X, Y ).
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Como πp(u) = inf

C;
(

m∑
i=1
‖u(xi)‖p

) 1
p

≤ C sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1
|x∗(xi)|p

) 1
p

, m ∈ N

 segue por

(∗) que
πp(u) ≤ ‖x∗‖‖y‖

Por outro lado:

‖x∗‖‖y‖ = sup
x∈BX

|x∗(x)|‖y‖ = sup
x∈BX

‖x∗(x)y‖ = sup
x∈BX

‖u(x)‖ = ‖u‖ ≤ πp(u)

Portanto, πp(u) = ‖x∗‖‖y‖.

Vamos mostrar agora que operadores de posto finito são operadores p-somantes.

Proposição 5.1.22. Seja u ∈ L (X, Y ) um operador com posto finito. Então, u é
p-somante para todo 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Por hipótese temos que dim u(X) < ∞. Digamos que dim u(X) = n.
Tomemos {y1, . . . , yn} uma base para o subespaço u(X). Fixado z ∈ u(X), existem únicos

α1, . . . , αn ∈ K tais que
n∑
i=1

αiyi = z.

Assim, para cada 1 ≤ i ≤ n podemos definir:

x∗i : X −→ K
x 7−→ αi

onde u(x) =
m∑
j=1

αjyj

Pelos mesmos argumentos similares ao lema 5.1.20 temos que x∗i é linear e contínua,
para cada 1 ≤ i ≤ n.

Podemos reescrever o operador u como:

u : X −→ Y

x 7−→
n∑
i=1

x∗i yi

Como u é a soma de operadores de posto 1 (os quais são operadores p-somantes) e Πp(X, Y )
é um espaço vetorial, concluímos que u é um operador p-somante.

Vamos examinar agora como operadores p-somantes se comportam com relação a
composições.

Proposição 5.1.23. Sejam 1 ≤ p <∞ e v ∈ Πp(X, Y ). A composição de v com qualquer
operador linear limitado é um operador p-somante. Mais especificamente, se X0, Y0 são
espaços de Banach então para quaisquer u ∈ L (Y, Y0) e w ∈ L (X0, X), sempre teremos
uvw ∈ Πp(X0, Y0) com πp(u ◦ v ◦ w) ≤ ‖u‖πp(v)‖w‖.
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Demonstração. Sejam x1, . . . , xm ∈ X0. Então:(
m∑
i=1
‖u ◦ v ◦ w(xi)‖p

) 1
p

≤ ‖u‖
(

m∑
i=1
‖vw(xi)‖p

) 1
p

= ‖u‖
(

m∑
i=1
‖v(wxi)‖p

) 1
p

≤ ‖u‖πp(v) sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1
|x∗(wxi)|p

) 1
p

= ‖u‖πp(v)‖w‖ sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1

∣∣∣∣∣x∗
(
wxi
‖w‖

)∣∣∣∣∣
p) 1

p

= ‖u‖πp(v)‖w‖ sup
x∗∈BX∗

(
m∑
i=1

∣∣∣∣∣x∗w(xi)
‖w‖

∣∣∣∣∣
p) 1

p

≤ ‖u‖πp(v)‖w‖ sup
x∗0∈BX∗0

(
m∑
i=1
|x∗0(xi)|p

) 1
p

Logo, u ◦ v ◦ w é p-somante e πp(uvw) ≤ ‖u‖πp(v)‖w‖.

Corolário 5.1.24 (Restrição). Se X0 é subespaço vetorial de X e v : X −→ Y é
um operador p-somante, então a restrição v|X0

: X0 −→ Y é também p-somante, com
πp(v|X0

) ≤ πp(v).

Demonstração. Vamos considerar os seguintes operadores:

u : X0 ↪→ X

x 7−→ x

w : Y −→ Y

y 7−→ y

Pela proposição 5.1.23 segue que v|X0
= wvu é p-somante. Além disso, sabendo que

‖w‖ = ‖u‖ = 1 segue que:

πp(v|X0
) =

πp(wuv) ≤

‖w‖πp(v)‖u‖ =

πp(v)

Corolário 5.1.25 (Extensão). Se Y é subespaço de Y0 e v : X −→ Y é um operador
p-somante então v : X −→ Y0 é também p-somante.
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Demonstração. Vamos considerar os operadores:

u : X −→ X

x 7−→ x

w : Y −→ Y0

y 7−→ y

Segue pela proposição 5.1.23 que v = wvu é p-somante.

Proposição 5.1.26. Se i : Y −→ Y0 é uma isometria, então v ∈ Πp(X, Y ) se, e somente
se, iv ∈ Πp(X, Y0). Neste caso, temos que πp(iv) = πp(v).

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que v ∈ Πp(X, Y ). Sejam x1, . . . , xm ∈ X vetores
arbitrários de X. Então:(

m∑
k=1
‖v(xk)‖p

) 1
p

≤ πp(v) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p


Como i é isometria, segue que ‖i(vxk)‖Y0 = ‖vxk‖Y para todo 1 ≤ k ≤ m. Assim:

(1)
(

m∑
k=1
‖i(vxk)‖pY0

) 1
p

=
(

m∑
k=1
‖v(xk)‖p

) 1
p

≤ πp(v) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p


Portanto iv ∈ Πp(X, Y0). De (1) concluímos que πp(iv) ≤ πp(v).

(⇐=) Suponhamos que iv ∈ Πp(X, Y0). Sejam x1, . . . , xm ∈ X. Então:
(

m∑
k=1
‖i(vxk)‖pY0

) 1
p

≤ πp(iv) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p


Como ‖i(vxk)‖Y0 = ‖vxk‖Y , para todo k ∈ {1, . . . ,m} temos:

(2)
(

m∑
k=1
‖(vxk)‖pY

) 1
p

≤ πp(iv) sup
x∗∈BX∗


(

m∑
k=1
|x∗(xk)|p

) 1
p


Daí v ∈ Πp(X, Y ).

De (2) concluímos que πp(v) ≤ πp(iv).
Portanto, πp(v) = πp(iv).

Vamos mostrar agora que o espaço dos operadores p-somantes é completo.

Proposição 5.1.27. Sejam X, Y espaços de Banach. Então, (Πp(X, Y ), πp) é um espaço
de Banach.
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Demonstração. Seja (un) ⊂ Πp(X, Y ) uma πp sequência de Cauchy. Dado ε > 0 existe
n0 ∈ N tal que:

πp(un − um) < ε, ∀n,m ≥ n0

Como ‖v‖ ≤ πp(v) para todo v ∈ Πp(X, Y ), segue que:

‖un − um‖ ≤ πp(un − um) < ε, ∀n,m ≥ n0

Logo, (un) é uma sequência de Cauchy em L (X, Y ). Como L (X, Y ) é um espaço de
Banach segue que (un) converge em L (X, Y ), digamos que un

‖ ‖L (X,Y )−→ u.

Podemos associar u ao operador û : lwp (X) −→ lwp (Y ) que é um operador linear e contínuo.

Para cada n ∈ N sabemos que un é p-somante. Assim, para cada n ∈ N, un pode
ser associado ao operador:

ûn : lwp (X) −→ lsp(Y )
(xk) 7−→ (unxk)k∈N

que é linear e limitado. Observemos que:

‖ûn − ûm‖ = ‖ ̂un − um‖ = πp(un − um) < ε, ∀n,m ≥ n0

Então, (ûn) é uma sequência de Cauchy em L (lwp (X), lsp(Y )). Como lsp(Y ) é um espaço de
Banach segue que L (lwp (X), lsp(Y )) é um espaço de Banach. Portanto, (ûn) converge para
algum elemento de L (lwp (X), lsp(Y )).

Digamos que ûn
‖ ‖L (lwp (X),lsp(Y ))

−→ v. Como lsp(Y ) ⊂ lwp (Y ) observemos que ûn pode ser
definido como ûn : lwp (X) −→ lwp (Y ).

Queremos mostrar que ûn
‖ ‖L (lwp (X),lwp (Y ))

−→ v.

Para cada x = (xk) ∈ lwp (X) consideremos v((xk)) = (vxk) ∈ lsp(Y ).

Como ûn
‖ ‖L (lwp (X),lsp(Y ))

−→ v, segue que ûn((xk)) −→ v((xk)k) = (vxk)k. Dado ε > 0, existe
n0 ∈ N tal que:

‖(unxk)k − (vxk)k‖lsp(Y ) =
( ∞∑
k=1
‖unxn − vxk‖p

) 1
p

< ε, ∀n ≥ n0.

Em particular:
‖unxn − vxk‖ <

ε

2 , ∀n ≥ n0,∀k ∈ N.
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Assim, unxk n→∞−→ vxk para todo k ∈ N.

Fixado k ∈ N, temos que unxk −→ uxk. Logo, existe n
′
0 tal que:

‖unxk − uxk‖Y <
ε

2 , ∀n ≥ n
′

0.

Tomando N = max{n0, n
′
0} temos que:

‖vxk − uxk‖Y ≤ ‖vxk − uNxk + uNxk − uxk‖Y
≤ ‖vxk − uNxk‖Y + ‖uNxk − uxk‖Y
<

ε

2 + ε

2 = ε

Logo, uxk = vxk para todo k ∈ N. Ou seja, û((xk)) = (uxk)k = (vxk) = v((xk)). Assim,
û = v.

Como v : lwp (X) −→ lsp(Y ) e v = û, temos que v(lwp (X)) ⊂ lsp(Y ). Pela proposição
5.1.18, temos que u = lim

n
un é p-somante.

Teorema 5.1.28. Se 1 ≤ p < q < ∞ então Πp(X, Y ) ⊂ Πq(X, Y ). Além disso, para
u ∈ Πp(X, Y ) então πq(u) ≤ πp(u)

Demonstração. Sejam x1, . . . , xm ∈ X vetores arbitrários.

Consideremos λk = ‖u(xk)‖
q
p
−1, para todo 1 ≤ k ≤ m.

Temos que ‖u(xk)‖q = ‖u(λkxk)‖p. De fato, fixado 1 ≤ k ≤ m, temos que:

‖u(λkxk)‖p = ‖u(‖u(xk)‖
q
p
−1xk)‖p

= ‖‖u(xk)‖
q−p
p u(xk)‖p

= ‖u(xk)‖q−p‖u(xk)‖p

= ‖u(xk)‖q

Seja u ∈ Πp(X, Y ). Logo, u é um operador p-somante. Assim:
(

m∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p

=
(

m∑
k=1
‖u(λkxk)‖p

) 1
p

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

λpk|x∗(xk)|p
) 1
p

Como q > p observamos que q
p
e q

(q−p) são conjugados. De fato:

1
q
p

+ 1
q

(q−p)
= p

q
+ q − p

q
= q

q
= 1
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Fixemos x∗ ∈ BX∗ . Usando a desigualdade de Holder, observamos que:(
m∑
k=1

λpk|x∗(xk)|p
)
≤

(
m∑
k=1

(λpk)
q
q−p

) q−p
q
(

m∑
k=1

(|x∗(xk)|p)
q
p

) p
q

=
(

m∑
k=1

λ
pq
q−p
k

) q−p
q
(

m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) p
q

Assim, para todo x∗ ∈ BX∗ temos:(
m∑
k=1

λpk|x∗(xk)|p
) 1
p

≤
(

m∑
k=1

λ
pq
q−p
k

) q−p
pq
(

m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

Aplicando o supremo sobre todo x∗ ∈ BX∗ obtemos:

sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

λpk|x∗(xk)|p
) 1
p

≤ sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

λ
pq
q−p
k

) q−p
pq
(

m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

=
(

m∑
k=1

λ
pq
q−p
k

) q−p
pq

sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

Portanto: (
m∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p

≤ πp(u)
(

m∑
k=1

λ
pq
q−p
k

) q−p
pq

sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

=⇒

(
m∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p

≤ πp(u)
(

m∑
k=1
‖u(xk)‖q

) q−p
pq

sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

=⇒

(
m∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
p
− q−p

pq

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

=⇒

(
m∑
k=1
‖u(xk)‖q

) 1
q

≤ πp(u) sup
x∗∈BX∗

(
m∑
k=1

(|x∗(xk)|q
) 1
q

Logo, u ∈ Πq(X, Y ) e πq(u) ≤ πp(u).

Abaixo apresentaremos alguns exemplos clássicos de operadores p-somantes.

Exemplo 5.1.29. Seja K um espaço Hausdorff compacto, µ uma medida regular de Borel
sobre K e seja 1 ≤ p <∞. Cada operador ϕ ∈ Lp(µ) induz um operador multiplicação:

Mϕ : C(K) −→ Lp(µ)
f 7−→ f.ϕ

Este operador é p-somante com πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p.

Demonstração. Sejam f1, . . . , fm ∈ C(K) elementos arbitrários.

Consideremos o seguinte conjunto:

A =

 δw : C(K) −→ K
f 7−→ f(w)

; w ∈ K


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Seja f ∈ C(K). Notemos que:

‖f‖C(K) = sup
w∈K
|f(w)| = sup

w∈K
|δw(f)| = sup

δw∈A
|δw(f)| = sup

x∗∈A
|x∗(f)|

Temos que sup
x∗∈BC(K)∗

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p

= sup
x∗∈A

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p

.

De fato, utilizando o teorema de Hahn-Banach (H.B) temos que:

sup
x∗∈BC(K)∗

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p

= sup
x∗∈BC(K)∗

‖(x∗(fi))mi=1‖p

(H.B)= sup
x∗∈BC(K)∗

sup
a∈Blm

p∗

|a((x∗(fi))mi=1)|

= sup
x∗∈BC(K)∗

sup
a∈Blm

p∗

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aix
∗(fi)

∣∣∣∣∣
= sup

a∈Blm
p∗

sup
x∗∈BC(K)∗

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aix
∗(fi)

∣∣∣∣∣
= sup

a∈Blm
p∗

sup
x∗∈BC(K)∗

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
i=1

aifi

)∣∣∣∣∣
(H.B)= sup

a∈Blm
p∗

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aifi

∥∥∥∥∥
C(K)

= sup
a∈Blm

p∗

sup
x∗∈A

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
i=1

aifi

)∣∣∣∣∣
= sup

x∗∈A
sup
a∈Blm

p∗

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
i=1

aifi

)∣∣∣∣∣
= sup

x∗∈A
sup
a∈Blm

p∗

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aix
∗(fi)

∣∣∣∣∣
= sup

x∗∈A
‖(x∗(fi))mi=1‖

= sup
x∗∈A

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p
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Temos que:

‖(fi)m1 ‖wp = sup
x∗∈BC(K)∗

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p

= sup
x∗∈A

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p

= sup
w∈K

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p

=

∥∥∥∥∥∥
(

m∑
i=1
|fi|p

) 1
p

∥∥∥∥∥∥
∞

Observemos que:
(

m∑
i=1
‖Mϕ(fi)‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1
‖fi.ϕ‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1

∫
µ
|fi(w)ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

=
(

m∑
i=1

∫
µ
|fi(w)|p|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

=
(∫

µ

m∑
i=1
|fi(w)|p|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

=
(∫

µ
|ϕ(w)|p

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)
dµ(w)

) 1
p

≤
(∫

µ
|ϕ(w)|p sup

w∈K

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)
dµ(w)

) 1
p

=
(∫

µ
|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

(
sup
w∈K

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)) 1
p

= ‖ϕ‖p
(

sup
w∈K

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)) 1
p

Logo, Mϕ é p-somante com πp(Mϕ) ≤ ‖ϕ‖p.

Por outro lado:

‖ϕ‖p = ‖Mϕ(Id)‖

≤ ‖Mϕ‖

≤ πp(Mϕ)

Portanto, πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p.
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Exemplo 5.1.30. Seja K um espaço Hausdorff compacto, µ uma medida de Borel positiva
sobre K e seja 1 ≤ p <∞. A aplicação canônica:

jp : C(K) −→ Lp(µ)
f 7−→ f

é p-somante com πp(jp) = µ(K)
1
p .

Demonstração. Observemos que:

jp = MId : C(K) −→ Lp(µ)
f 7−→ f.I

Portanto, pelo exemplo 5.1.29 segue que jp é p-somante.

Sejam f1, . . . , fm ∈ C(K). Para cada w ∈ K existe δw ∈ C(K)∗ tal que δw(f) = f(w).
Assim: (

m∑
i=1
‖jp(fi)‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1
‖fi‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1

(∫
µ
|fi|pdµ

)) 1
p

=
(

m∑
i=1

∫
µ
|fi(w)|pdµ(w)

) 1
p

≤
(∫

µ
sup
w∈K

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)
dµ(w)

) 1
p

=
(

sup
w∈K

m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p (∫

µ
dµ(w)

) 1
p

= sup
w∈K

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p (∫

µ
dµ(w)

) 1
p

=

∥∥∥∥∥∥
(

m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p

∥∥∥∥∥∥
∞

(µ(K))
1
p

= ‖(fi)m1 ‖
w
p (µ(K))

1
p

Logo, πp(jp) ≤ (µ(K))
1
p .

Por outro lado:

(µ(K))
1
p = ‖1‖p = ‖jp(1)‖ ≤ ‖jp‖ ≤ πp(jp)

Assim, πp(jp) = µ(K)
1
p .
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Exemplo 5.1.31. Sejam (Ω,Σ, µ) um espaço mensurável e 1 ≤ p <∞. Cada operador
ϕ ∈ Lp(µ) induz um operador multiplicação:

Mϕ : L∞(µ) −→ Lp(µ)
f 7−→ f.ϕ

Esse operador é p-somante com πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p.

Demonstração. Sejam f1, . . . , fm ∈ L∞(µ). A identidade:

‖(fi)m1 ‖wp =

∥∥∥∥∥∥
(

m∑
i=1
|fi|p

) 1
p

∥∥∥∥∥∥
∞

.

não é obtida tão "facilmente"como nos passos tomados no exemplo 5.1.29. Por isso, deve-
mos escolher outro caminho para garantir que Mϕ seja p-somante.

Vamos considerar a aplicação:

u : lmp∗ −→ L∞(µ)

a = (a1, . . . , am) 7−→
m∑
i=1

aifi

Para cada conjunto µ−nulo e N ∈ Σ observemos que:

‖(fi)m1 ‖wp = sup
x∗∈B(L∞(Ω))∗

(
m∑
i=1
|x∗(fi)|p

) 1
p

= sup
x∗∈B(L∞(Ω))∗

‖(x∗(fi))m1 ‖p

(H.B)= sup
x∗∈B(L∞(Ω))∗

sup
a∈Blm

p∗

|a(x∗(fi))m1 )|

= sup
x∗∈B(L∞(Ω))∗

sup
a∈Blm

p∗

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aix
∗(fi)

∥∥∥∥∥
= sup

x∗∈B(L∞(Ω))∗
sup
a∈Blm

p∗

∥∥∥∥∥x∗
(

m∑
i=1

aifi

)∥∥∥∥∥

= sup
a∈Blm

p∗

sup
x∗∈B(L∞(Ω))∗

∥∥∥∥∥x∗
(

m∑
i=1

aifi

)∥∥∥∥∥
= sup

a∈Blm
p∗

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aifi

∥∥∥∥∥
∞

= sup
a∈Blm

p∗

‖u(a)‖∞

= ‖u‖
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Para cada x = (x1, . . . , xm) ∈ Blm
p∗

temos que:∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
para todo w ∈ Ω/N , onde N ∈ Σ e µ(N) = 0.

Vamos tomar uma sequência (cn)n∈N de números reais tais que cn −→ ‖f‖∞ e
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤

cn para w ∈ Ω/Nn com µ(N) = 0 onde f =
m∑
i=1

xifi.

A sequência (cn)n∈N existe. De fato, como ‖f‖∞ = inf{C; |f(x)| ≤ C quase sempre em Ω}
para cada n ∈ N existe cn ∈ ‖f‖∞ tal que ‖f‖∞ ≤ cn ≤ ‖f‖∞ + 1

n
. Fazendo n −→∞ ob-

temos que cn −→ ‖f‖∞ e pela definição do conjunto segue que |f(w)| =
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤ cn,

para todo w ∈ Ω/Nn onde µ(Nn) = 0.

Consideremos N =
∞⋃
n=1

Nn. Assim, temos que
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤ cn, para todo w ∈ Ω/Nn,

para todo n ∈ N e µ(N) = µ

( ∞⋃
n=1

Nn

)
=
∞∑
n=1

µ(Nn) = 0.

Como lim
n→∞

= ‖f‖∞ =
∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

segue que
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

para todo

w ∈ Ω/N .

Sendo lmp∗ um espaço separável, consideremos D ⊂ Blm
p∗

um conjunto denso e separá-
vel. Podemos obter um conjunto N1 ∈ Σ de medida nula tal que:∣∣∣∣∣

m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

(∗)

para todo w ∈ Ω/N1, para todo x = (xi)m1 ∈ D. De fato, para cada x ∈ D existe Nx ∈ Σ
com µ(Nx) = 0 tal que: ∣∣∣∣∣

m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

(∗∗)

para todo w ∈ Ω/Nx. Escrevamos N ′ =
⋃
x∈D

Nx. Como D é enumerável temos que:

µ(N ′) = µ

( ⋃
x∈D

Nx

)
=
∑
x∈D

µ(Nx) = 0

Se w ∈ Ω/N1 então w ∈ Ω/N ′ , para todo x ∈ D e então:∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(w)
∣∣∣∣∣ ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

(∗ ∗ ∗)
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para todo x ∈ D. Assim:

sup
w∈Ω/N ′

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p

= sup
w∈Ω/N ′

sup
x∈Blm

p∗

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(wi)
∣∣∣∣∣

D=Blm
p∗= sup

w∈Ω/N ′
sup
x∈D

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(wi)
∣∣∣∣∣

= sup
x∈D

sup
w∈Ω/N ′

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

xifi(wi)
∣∣∣∣∣

(∗∗∗)
≤ sup

x∈D

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

D=Blm
p∗= sup

x∈Blm
p∗

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xifi

∥∥∥∥∥
∞

= ‖u‖

= ‖(fi)m1 ‖wp

Assim: ∥∥∥∥∥∥
(

m∑
i=1
|fi|p

) 1
p

∥∥∥∥∥∥
∞

= sup
w∈Ω/N ′

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p

= ‖(fi)m1 ‖wp (1)

Sabemos também que:

‖(fi)m1 ‖wp = ‖u‖ = sup
a∈Blm

p∗

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aifi

∥∥∥∥∥
∞

Assim: (
m∑
i=1
‖Mϕ(fi)‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1
‖fi.ϕ‖p

) 1
p

=
(

m∑
i=1

(∫
Ω
|fi.ϕ|pdµ

)) 1
p

=
(

m∑
i=1

∫
Ω/N ′
|fi(w)ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

=
(

m∑
i=1

∫
Ω/N ′
|fi(w)|p|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

=
(∫

Ω/N ′

m∑
i=1
|fi(w)|p|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p
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=
(∫

Ω/N ′
|ϕ(w)|p

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)
dµ(w)

) 1
p

≤

∫
Ω/N ′
|ϕ(w)|p sup

w∈Ω/N ′

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)
dµ(w)

 1
p

=
∫

Ω/N ′
|ϕ(w)|p sup

w∈Ω/N ′

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

)
dµ(w)

 1
p

=
(∫

Ω/N ′
|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

 sup
w∈Ω/N ′

(
m∑
i=1
|fi(w)|p

) 1
p

(1)
≤

(∫
Ω/N ′
|ϕ(w)|pdµ(w)

) 1
p

‖(fi)m1 ‖wp

= ‖ϕ‖p‖(fi)m1 ‖wp

Logo:
πp(Mϕ) ≤ ‖ϕ‖p

Por outro lado:

‖ϕ‖p = ‖1.ϕ‖p = ‖Mϕ(1)‖p ≤ ‖Mϕ‖p ≤ πp(Mϕ)

.:πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p.

Exemplo 5.1.32. Sejam (Ω,Σ, µ) um espaço de medida finita e 1 ≤ p <∞. A operação
inclusão:

ip : L∞(µ) −→ Lp(µ)
f 7−→ f

é p-somante com πp(ip) = µ(Ω)
1
p .

Demonstração. Podemos observar que:

ip = M1 : L∞(µ) −→ Lp(µ)
f 7−→ f.1

Portanto, pelo exemplo 5.1.31 segue que ip é p-somante.

Também pelo exemplo 5.1.31 sabemos que πp(Mϕ) = ‖ϕ‖p. Logo:

πp(ip) = πp(M1)

= ‖1‖p

=
(∫

1pdµ
) 1
p

=
(∫

1dµ
) 1
p

= µ(Ω)
1
p
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Exemplo 5.1.33 (Operador diagonal). Seja 1 ≤ p <∞. Qualquer elemento (λn) ∈ lp
induz um operador diagonal:

Dλ : l∞ −→ lp

(an) 7−→ (λnan)

que é p-somante com πp(Dλ) = ‖λ‖p.

Demonstração. Considerando (Ω,Σ, µ) como (N,Σ, µ), onde µ é uma medida de contagem
sobre N temos que L∞(Ω) torna-se l∞ e que Lp(Ω) torna-se lp. Portanto, considerando
λ = (λn) = ϕ temos que:

Dλ = Mϕ : l∞ −→ lp

(an) 7−→ (λnan)

Assim, pelo exemplo 5.1.31 concluímos que Dλ é p-somante. Além disso:

πp(Dλ) = πp(Mϕ) = ‖λ‖p

5.2 O teorema de Grothendieck para espaços Lp

Apresentamos outras versões do teorema de Grothendieck. Para tal, definimos os
espaços Lp que de maneira geral, possuem subespaços de dimensão finita que comportam-se
como espaços lnp , para certo n ∈ N.

Os resultados e definições desta seção podem ser encontrados em [4], capítulo 3, da
página 60 até 68.

Definição 5.2.1 (Espaço Lp,λ). Sejam 1 ≤ p < ∞, λ > 1 e X um espaço de Banach.
Dizemos que X é um espaço Lp,λ se todo subespaço de dimensão finita E ⊂ X está
contido em um subespaço F ⊂ X tal que existe um isomorfismo v : F −→ ldimF

p com
‖v‖‖v−1‖ < λ.

Definição 5.2.2 (Espaço Lp). Sejam 1 ≤ p <∞ e X um espaço de Banach. Dizemos
que X é um Lp espaço se ele for um espaço Lp,λ para algum λ > 1.

Teorema 5.2.3. Sejam X um espaço L1,λ e Y um espaço L2,λ′ . Então, todo operador
contínuo u : X −→ Y é 1-somante com π1(u) ≤ KGλλ

′‖u‖.

Demonstração. Sejam x1, x2, . . . , xm ∈ X elementos arbitrários.

Consideremos o espaço 〈x1, x2, . . . , xm〉 ⊂ X, gerado pelos elementos x1, x2, . . . , xm.
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Como X é um espaço L1,λ e 〈x1, x2, . . . , xm〉 é um subespaço de X de dimensão finita, existe
um subespaço de dimensão finita E ⊂ X, digamos dimE = n, tal que 〈x1, x2, . . . , xm〉 ⊂ E

e existe um isomorfismo v : E −→ ln1 onde ‖v‖‖v−1‖ < λ.

Por outro lado, observemos que u(E) ⊂ Y forma um subespaço de F de dimensão finita.
Como Y é um espaço L2,λ′ , existe um subespaço de dimensão finita, com u(E) ⊂ F ⊂ Y ,
digamos dimF = N , e existe um isomorfismo w : F −→ lN2 onde ‖w‖‖w−1‖ < λ

′ .

O operador u nos induz o seguinte operador:

u0 : E −→ F

x 7−→ u0(x) = u(x)

Observemos o seguinte esquema:

ln1
v−1
−→ E

u0−→ F
w−→ lN2

Com os operadores v−1, u0 e w podemos obter o operador:

wu0v
−1 : ln1 −→ lN2

A ideia é utilizarmos o corolário 4.2.3 sobre o operador wu0v
−1. Podemos escrever:

E
v−→ ln1

v−1
−→ E

u0−→ F
w−→ lN2

w−1
−→ F

Notemos então, que u0 pode ser decomposto do seguinte modo:

u0 = w−1wu0v
−1v : E −→ F.

Sejam ε1, . . . , εm uma sequência finita de escalares tais que εi ∈ {±1}, para todo
i ∈ {1, . . . ,m}.

Temos que sup
εi=±1

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εiv(xi)
∥∥∥∥∥
ln1

≤ ‖(v(xi))m1 ‖w1 (∗). De fato, consideremos y =
m∑
i=1

εiv(xi) ∈

ln1 . Pelo teorema de Hahn-Banach temos:

‖y‖ln1 = sup
x∗∈B(ln1 )∗

|x∗(y)|

= sup
x∗∈B(ln1 )∗

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
i=1

εiv(xi)
)∣∣∣∣∣

= sup
x∗∈B(ln1 )∗

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

εix
∗(vxi)

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∗∈B(ln1 )∗

m∑
i=1
|εi||x∗(vxi)|

= sup
x∗∈B(ln1 )∗

m∑
i=1
|x∗(vxi)|

= ‖(v(xi))m1 ‖w1



106

Assim: ∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εiv(xi)
∥∥∥∥∥
ln1

≤ ‖(v(xi))m1 ‖w1

Tomando o supremo do termo a esquerda sobre todos os escalares ξ ∈ {±1} obtemos:

sup
εi=±1

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εiv(xi)
∥∥∥∥∥
ln1

≤ ‖(v(xi))m1 ‖w1

Utilizando o corolário 4.2.3 obtemos:
m∑
i=1
‖u(xi)‖ =

m∑
i=1
‖u0(xi)‖

=
m∑
i=1
‖w−1wu0v

−1v(xi)‖

=
m∑
i=1
‖w−1(wu0v

−1v(xi))‖

≤
m∑
i=1
‖w−1‖‖(wu0v

−1v(xi))‖

= ‖w−1‖
m∑
i=1
‖(wu0v

−1v(xi))‖

(T.G)
≤ KG‖w−1‖‖wu0v

−1‖ sup
εi=±1

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

εiv(xi)
∥∥∥∥∥
ln1

(∗)
≤ KG‖w−1‖‖wu0v

−1‖‖(v(xi))m1 ‖w1
≤ KG‖w−1‖‖w‖‖u0‖‖v−1‖‖v‖‖(xi)m1 ‖w1
≤ KGλλ

′‖u‖‖(xi)m1 ‖w1

Portanto o operador u é 1-somante. Além disso, π1(u) ≤ KGλλ
′‖u‖.

O lema abaixo é uma preparação para teorema 5.2.5, que iremos apresentar nesta
seção.

Lema 5.2.4. Sejam 1 ≤ p ≤ 2 e n,N inteiros positivos. Todo operador u : ln∞ −→ lNp é
2-somante e satisfaz π2(u) ≤ KG‖u‖.

Demonstração. Queremos mostrar que independente da escolha de vetores arbitrários
x1, . . . , xm ∈ ln∞ teremos:

(
m∑
k=1
‖u(xk)‖2

) 1
2

≤ KG‖u‖ sup
x∗∈Bln∞


(

m∑
k=1
|x∗(xk)|2

) 1
2


Podemos considerar m = n.

• Se m < n podemos tomar o conjunto de vetores x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn, onde xm+1 =
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. . . = xn = 0.

• Se m > n podemos considerar o operador u0 : lm∞ −→ lNp definido como:

u0(ej) =

 u(ej), se 1 ≤ j ≤ n

0, se j > n

onde {e1, e2, . . . , en, en+1, . . . , em} é base canônica de lm∞.

Utilizando-se de argumentos análogos, podemos garantir que m = N . Desta forma,
podemos assumir que m = n = N .

Além disso, consideremos ‖(xk)n1‖w2 = 1.

Vamos utilizar a desigualdade de Grothendieck 4.1.1 nesta demonstração.

Sabemos que para 1 ≤ i ≤ n, uei ∈ lnp .

Podemos reescrever uei em termos da base canônica {e1, . . . , en} de lnp . Desta maneira,
escrevamos:

uei =
n∑
j=1

uijej com 1 ≤ i ≤ n.

Observemos que (uij) é uma matriz n× n.

Sejam s = (s1, . . . , sn), t = (t1, . . . , tn) ∈ Bln∞ elementos arbitrários.

Seja y = (y1, . . . , yn) ∈ Bln
p∗
.

Temos que yt = (t1y1, . . . , tnyn) ∈ Bln
p∗
. De fato, como t = (t1, . . . , tn) ∈ Bln∞ segue

que ‖t‖∞ = sup
1≤j≤n

|tj| ≤ 1. Assim:

(
m∑
i=1
|tjyj|p

∗
) 1
p∗

=
(

m∑
i=1
|tj|p

∗|yj|p
∗
) 1
p∗

≤
(

m∑
i=1
‖t‖p∗∞|yj|p

∗
) 1
p∗

= ‖t‖∞
(

m∑
i=1
|yj|p

∗
) 1
p∗

≤ 1

.:yt ∈ Bln
p∗
.
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Notemos que:

u(s) = u((si)ni=1)

= u

(
n∑
i=1

eisi

)

=
n∑
i=1

siu(ei)

=
n∑
i=1

si
n∑
j=1

uijej

=
n∑
i=1

n∑
j=1

uijsiej

Aplicando yt sobre u(s) obtemos:

yt(u(s)) = yt

 n∑
i=1

n∑
j=1

uijsiej


= yt

(
n∑
i=1

ui1si,
n∑
i=1

ui2si, . . . ,
n∑
i=1

uinsi

)

= y1t1
n∑
i=1

ui1si + y2t2
n∑
i=1

ui2si + . . .+ yntn
n∑
i=1

uinsi

=
n∑
i=1

n∑
j=1

uijsiyjtj

Portanto, podemos obter a seguinte desigualdade:∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijyjsitj

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijsiyjtj

∣∣∣∣∣∣
= |yt(u(s))|

≤ ‖yt‖‖u(s)‖p
≤ ‖u(s)‖p
≤ ‖u‖

Assim: ∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijyjsitj

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖u‖ (∗)

Aplicando a desigualdade de Grothendieck 4.1.1 para o espaço de Hilbert H = ln2 , a matriz
(uijyj) e para os vetores w1, . . . , wn, z1, . . . , zn ∈ Bln2

obtemos que:∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijyj〈wi, zj〉

∣∣∣∣∣∣ ≤ KG max


∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijyjs
′

it
′

j

∣∣∣∣∣∣ ; |s′i| ≤ 1, |t′j| ≤ 1, 1 ≤ i, j ≤ n


(∗)
≤ KG‖u‖
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Portanto: ∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijyj〈wizj〉

∣∣∣∣∣∣ ≤ KG‖u‖ (1)

Para cada 1 ≤ k ≤ n podemos escrever xk = (xk1, . . . , xkn) ∈ Bln2
em termos da base

canônica {e1, . . . .en} do espaço ln2 , do seguinte modo:

xk =
n∑
i=1

xkiei

Para cada 1 ≤ i ≤ n podemos denotar ei = (δij)nj=1.

Notemos que:

(
n∑
k=1
|xki|2

) 1
2

=

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

δijxkj

∣∣∣∣∣∣
2


1
2

=
(

n∑
k=1
|ei(xk)|2

) 1
2

≤ sup
x∗∈Bln2

(
n∑
k=1
|x∗(xk)|2

) 1
2

= ‖(xk)n1‖w2 = 1

Ou seja, wi ∈ Blw2
.

Fixando 1 ≤ j ≤ n denotemos vj =
n∑
i=1

uijyjwi ∈ Bln2
.

Utilizando os teoremas de Hahn-Banach (H.B) e teorema de Riesz (T.R) observemos que:

‖vj‖2
(H.B)= sup

x∗∈Bln2

|x∗(vj)|
(T.R)= sup

z∈Bln2

|〈vj, z〉|

Assim: ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

uijyjwi

∥∥∥∥∥
2

= sup
z∈Bln2

∣∣∣∣∣
〈

n∑
i=1

uijyjwi, z

〉∣∣∣∣∣
Fixando 1 ≤ j ≤ n, podemos considerar a aplicação:

Γj : Bln2
−→ R

z 7−→
∣∣∣∣∣
〈

n∑
i=1

uijyjwi, z

〉∣∣∣∣∣
Como Γj é contínua e Bln2

é um conjunto compacto, segue pelo teorema de Weierstrass
que Γj admite máximo. Sem perda de generalidade, podemos considerar zj o vetor de Bln2

,
de tal forma que:

max
z∈Bln2

∣∣∣∣∣
〈

n∑
i=1

uijyjwi, z

〉∣∣∣∣∣ =
〈

n∑
i=1

uijyjwi, zj

〉
.
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Portanto: ∥∥∥∥∥
n∑
i=1

uijyjwi

∥∥∥∥∥
2

=
〈

n∑
i=1

uijyjwi, zj

〉
(2)

Utilizando (1) e (2) obtemos que:
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

uijyjwi

∥∥∥∥∥
2

(2)=
n∑
j=1

〈
n∑
i=1

uijyjwi, zj

〉

≤

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

n∑
j=1

uijyj〈wi, zj〉

∣∣∣∣∣∣
(1)
≤ KG‖u‖

Temos que:
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

uijyjwi

∥∥∥∥∥
2
≤ KG‖u‖ (∗∗)

Vamos analisar, por uma outra perspectiva, a expressão
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

uijyjwi

∥∥∥∥∥
2
.

Para cada α ∈ R, sabemos que (α)2 = |α|2. Assim:
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

uijyjwi

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(uijyjx1i, uijyjx2i, . . . , uijyjxni)
∥∥∥∥∥

2

=
n∑
j=1

∥∥∥∥∥
(

n∑
i=1

uijyjx1i,
n∑
i=1

uijyjx2i, . . . ,
n∑
i=1

uijyjxni

)∥∥∥∥∥
2

=
n∑
j=1

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijyjxki

∣∣∣∣∣
2
 1

2

=
n∑
j=1

 n∑
k=1

(
n∑
i=1

uijyjxki

)2
 1

2

=
n∑
j=1

 n∑
k=1

y2
j

(
n∑
i=1

uijxki

)2
 1

2

=
n∑
j=1
|yj|

 n∑
k=1

(
n∑
i=1

uijxki

)2
 1

2

=
n∑
j=1
|yj|

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2
 1

2

Logo, reescrevemos (∗∗) como:

n∑
j=1
|yj|

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2
 1

2

≤ KG‖u‖ (∗ ∗ ∗)

Observemos que a desigualdade (∗ ∗ ∗) pode ser tomada para qualquer vetor y =
(y1, . . . , yn) ∈ Bln

p∗
.
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Para cada 1 ≤ j ≤ n, consideremos:

hj =
 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2
 1

2

Notemos que h = (hj)nj=1 ∈ lnp .

Fixando y = (yj)nj=1 ∈ Bln
p∗

temos que:

|y(h)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

yjhj

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

yj

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2
 1

2
∣∣∣∣∣∣∣

≤
n∑
j=1
|yj|

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2
 1

2

(∗∗∗)
≤ KG‖u‖

Portanto, para todo y ∈ Bln
p∗

segue que:

|y(h)| ≤ KG‖u‖

Aplicando o supremo sobre todos os vetores de Bln
p∗

obtemos que:

sup
x∗∈Bln

p∗

|x∗(h)| ≤ KG‖u‖

Pelo teorema de Hahn-Banach temos:

‖h‖lnp ≤ KG‖u‖

Assim:  n∑
j=1
|hj|p

 1
p

≤ KG‖u‖ =⇒

 n∑
j=1

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2


p
2


1
p

≤ KG‖u‖

Desta maneira, temos:
 n∑
j=1

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2


p
2


1
p

≤ KG‖u‖ (3)
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Temos que:

(
n∑
k=1
‖u(xk)‖2

) 1
2

=

 n∑
k=1

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
p
 2

p


1
2

.

Para cada 1 ≤ k ≤ n observemos que:

uxk = u

(
n∑
i=1

xkiei

)

=
n∑
i=1

xkiu(ei)

=
n∑
i=1

xki
n∑
j=1

uijej

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

xkiuij

)
ej

Vamos denotar uxk = αk = (αk1, . . . , αkn), onde αkj =
n∑
i=1

xkiuij para cada 1 ≤ j ≤ n.

Assim, podemos notar que:

‖uxk‖2
p = ‖αk‖2

p

=
 n∑
j=1
|αkj|p

 2
p

=
 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xkiuij

∣∣∣∣∣
p
 2

p

(4)

Logo: (
n∑
k=1
‖u(xk)‖2

) 1
2

=

 n∑
k=1

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
p
 2

p


1
2

Para cada 1 ≤ j ≤ n, consideremos:

βj =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
p

ek =
(∣∣∣∣∣

n∑
i=1

uijx1i

∣∣∣∣∣
p

,

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijx2i

∣∣∣∣∣
p

, . . . ,

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxni

∣∣∣∣∣
p)

Por um lado, observemos que:

‖βj‖ 2
p

=
 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2


p
2

=⇒

 n∑
j=1
‖βj‖ 2

p

 1
p

=

 n∑
j=1

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2


p
2


1
p
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Por outro lado:
∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

βj

∥∥∥∥∥∥ 2
p


1
p

= ‖β1 + β2 + . . .+ βn‖
1
p
2
p

=

∥∥∥∥∥∥
 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijx1i

∣∣∣∣∣
p

,
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijx2i

∣∣∣∣∣
p

, . . . ,
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxni

∣∣∣∣∣
p
∥∥∥∥∥∥

1
p

2
p

=

 n∑
k=1

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
p
 2

p


p
2 .

1
p

=

 n∑
k=1

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
p
 2

p


1
2

Utilizando a desigualdade triangular (D.T) no espaço l 2
p
e as desigualdades (3) e (4)

obtemos:

(
n∑
k=1
‖u(xk)‖2

) 1
2

=

 n∑
k=1

 n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
p
 2

p


1
2

=


∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

βj

∥∥∥∥∥∥ 2
p


1
p

(D.T )
≤

 n∑
j=1
‖βj‖ 2

p

 1
p

=

 n∑
j=1

 n∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

uijxki

∣∣∣∣∣
2


p
2


1
p

(3)
≤ KG‖u‖

= KG‖u‖‖(xk)nk=1‖w2

Logo, π2(u) ≤ KG‖u‖.

Temos agora outra versão do teorema de Grothendieck desta dissertação.

Teorema 5.2.5. Sejam 1 ≤ p ≤ 2, X um espaço L∞,λ e Y um espaço Lp,λ′ . Então, todo
operador u : X −→ Y é 2-somante com π2(u) ≤ Kλλ

′‖u‖.

Demonstração. Sejam x1, . . . , xm ∈ X elementos arbitrários.

Consideremos 〈x1, . . . , xm〉 ⊂ X o subespaço de X gerado por x1, . . . , xm. Como X

é um espaço L∞,λ, existe um subespaço E ⊂ X de dimensão finita, digamos dimE = n,
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tal que 〈x1, . . . , xm〉 ⊂ E, e existe um isomorfismo v : E −→ ln∞ com ‖v‖‖v−1‖ < λ.

Notemos que u(E) ⊂ Y é um subespaço de Y de dimensão finita. Como Y é um
espaço Lp,λ′ , existe um subespaço F ⊂ Y contendo u(E) de dimensão finita, digamos
dimF = N . Além disso, existe um isomorfismo w : F −→ lNp onde ‖w‖‖w−1‖ < λ

′ .

O operador u nos induz o operador:

u0 : E −→ F

x 7−→ u0(x) = u(x)

Com os operadores v−1, u0 e w, podemos obter o operador:

wu0v
−1 : ln∞ −→ lNp

Notemos ainda que:
u0 = w−1wu0v

−1v

Pelo lema 5.2.4, sabemos que π2(wu0v
−1) ≤ KG‖wu0v

−1‖. Assim:(
m∑
i=1
‖u(xi)‖2

p

) 1
2

=
(

m∑
i=1
‖u0(xi)‖2

p

) 1
2

=
(

m∑
i=1
‖w−1(wu0v

−1)v(xi)‖2
p

) 1
2

≤
(

m∑
i=1
‖w−1‖‖(wu0v

−1v(xi))‖2
p

) 1
2

5.2.4
≤ ‖w−1‖π2(wu0v

−1) sup
x∗∈B(ln∞)∗

(
n∑
i=1
|x∗(vxi)|2

) 1
2

≤ ‖w−1‖KG‖wu0v
−1‖ sup

x∗∈B(ln∞)∗

(
n∑
i=1
|x∗(vxi)|2

) 1
2

≤ ‖w−1‖KG‖w‖‖u0‖‖v−1‖‖(v(xi))m1 ‖w2
= ‖w−1‖KG‖w‖‖u0‖‖v−1‖‖v̂(xi)m1 ‖w2
(∗)
≤ ‖w−1‖KG‖w‖‖u0‖‖v−1‖‖v̂‖‖(xi)m1 ‖w2
= ‖w−1‖KG‖w‖‖u0‖‖v−1‖‖v‖‖(xi)m1 ‖w2
≤ ‖w−1‖KG‖w‖‖u‖‖v−1‖‖v‖‖(xi)m1 ‖w2
≤ KGλλ

′‖u‖‖(xi)m1 ‖w2

Em (∗) usamos a continuidade da aplicação:

v̂ : lw2 (E) −→ lw2 (ln∞)
(yk) 7−→ (vyk)

Portanto, u é 2-somante. Além disso, π2(u) ≤ KGλλ
′‖u‖.
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Vamos utilizar os teoremas de Grothendieck em algumas aplicações. Os teoremas
5.2.6 e 5.2.7 serão enunciados sem demonstração.

Teorema 5.2.6. Seja K um espaço de Hausdorff compacto e seja µ uma medida qualquer.
Se 1 ≤ p ≤ 2 então qualquer operador u : C(K) −→ Lp(µ) é 2-somante com π2(u) ≤
KG‖u‖.

Uma demonstração pode ser encontrada em [4], capítulo 3, página 64.

Teorema 5.2.7. Seja K um espaço Hausdorff compacto. Um operador u : C(K) −→ Y é
p-somante se, e somente se, existe um medida de probabilidade regular de Borel µ sobre K
e uma aplicação ũ ∈ L (Lp(µ), Y ) tal que ũjp = u.

Uma demonstração pode ser encontrada em [4], capítulo 2, página 48.

Observação 5.2.8. A aplicação jp mencionada no teorema anterior refere-se a aplicação
canônica jp : C(K) −→ Lp(µ).

Vamos utilizar os teoremas teoremas 5.2.6, 5.2.7 e proposição 5.1.26 para demons-
tração do teorema 5.2.9.

Teorema 5.2.9. Se X é um espaço de Banach, simultaneamente isomorfo a algum
quociente do espaço C(K) e a algum subespaço de L1(µ), então X é isomorfo a algum
espaço de Hilbert.

Demonstração. Seja q : C(K) −→ X um operador sobrejetivo.

O operador q é 2-somante. De fato, como X é um espaço de Banach isomorfo a al-
gum subespaço M de L1(µ), existe um isomorfismo v : X −→M . Observemos o esquema:

C(K) q−→ X
v−→M

i−→ L1(µ)

onde, i é a aplicação canônica de M em L1(µ). Notemos que i é um isometria.

Pelo teorema 5.2.6 segue que ivq é 2-somante. Pelo teorema 5.1.26 segue que vq é
2-somante. Assim, v−1vq é 2-somante, donde concluímos que q é 2-somante.

Como q : C(K) −→ X é um operador 2-somante, pelo teorema 5.2.7, existe uma medida
de probabilidade regular de Borel µ1 sobre K e uma aplicação u ∈ L (L2(µ1), X) tal que
uj2 = q, onde j2 : C(K) −→ L2(µ1) é a aplicação canônica de C(K) sobre L2(µ1).

Como q é sobrejetora segue que u é sobrejetora. Caso u seja injetiva então pelo teo-
rema da aplicação aberta, u obteremos que u é um isomorfismo.
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Sendo u uma aplicação contínua segue que keru é fechado. Como H = L2(µ1) é um espaço
de Hilbert, podemos escrever:

H = keru⊕ (keru)⊥

O operador u|(keru)⊥
: (keru)⊥ −→ X é injetivo. De fato, seja y ∈ keru. Assim, y ∈ (keru)⊥

e u(y) = 0. Como y ∈ (keru)⊥ segue que y ⊥ keru. Em particular, segue que y ⊥ y. Logo,
y = 0.

Concluímos que u|(keru)⊥
é bijetora. Pelo teorema da aplicação aberta, concluímos que

u|(keru)⊥
: (keru)⊥ −→ X é um isomorfismo.

Vamos enunciar o teorema 5.2.10 sem demonstração como ferramenta para a
demonstração do teorema 5.2.11.

Teorema 5.2.10 (Teorema da composição). Sejam u ∈ Πp(Y, Z) e v ∈ Πp(X, Y ) com
1 ≤ p, q < ∞. Definindo 1 ≤ r < ∞ onde 1

r
:= min

{
1, 1

p
+ 1

q

}
, então uv é r-somante e

πr(uv) ≤ πp(u).πq(v).

Uma demonstração pode ser encontrada em [4], capítulo 2, páginas 52 e 53.

Teorema 5.2.11. Seja 1 ≤ p ≤ 2. Se X é um subespaço de Lp,λ e Y é um espaço de
Banach, então todo operador 2-somante u : X −→ Y é 1-somante com π1(u) ≤ KGλπ2(u).

Demonstração. Sejam x1, x2, . . . , xm ∈ X vetores arbitrários.

Definamos o seguinte operador:

v : lm∞ −→ X

a = (ai)m1 7−→
m∑
i=1

aixi

Consideremos 〈x1, x2, . . . , xm〉 ⊂ X o subespaço de X gerado por x1, x2, . . . , xm.

Como X é um subespaço de Lp,λ, existe um subespaço F ⊂ X de dimensão finita (digamos
que dimF = N) tal que 〈x1, x2, . . . , xm〉 ⊂ F , e existe um isomorfismo w : F −→ lNp com
‖w‖‖w−1‖ < λ. Pela definição do operador v, observemos que Im(v) ⊂ 〈x1, x2, . . . , xm〉 ⊂
F . Portanto, podemos usar F como contradomínio de v.

v : lm∞ −→ F

a = (ai)m1 7−→
m∑
i=1

aixi



117

Observemos o esquema:
lm∞

v−→ F
w−→ lNp

Através do esquema, podemos notar que compondo os operadores w e v obtemos o operador
wv : lm∞ −→ lNp .

Pelo lema 5.2.4, o operador wv é 2-somante com π2(wv) ≤ KG‖w‖‖v‖ (∗).

Por outro lado, como v tem posto finito, segue pela proposição 5.1.22 que v é 2-somante.
Além disso, o operador v pode ser decomposto como:

v = w−1wv

Assim:

π2(v) = π2(w−1wv)

≤ ‖w−1‖π2(wv)
(∗)
≤ KG‖w‖‖w−1‖‖v‖

< KGλ‖v‖

Portanto, obtemos a desigualdade:

π2(v) < KGλ‖v‖ (1)

Podemos considerar lm∞ como subespaço de c0. Basta notarmos que lm∞ pode ser reescrito
como:

lm∞ = {(a1, . . . , am, 0, 0, 0, . . .); ai ∈ K; 1 ≤ i ≤ m}

Tomemos então, a aplicação:

v0 : c0 −→ X

a = (ak)k∈N 7−→
∞∑
k=1

akxk

Notemos que v0|lm∞
= v.

O operador v0 está bem definido. De fato, sejam a = (ak)k∈N ∈ c0 e n ∈ N. Utili-
zando o teorema de Hahn-Banach (H.B) observamos que:∥∥∥∥∥

n∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥ (H.B)= sup
x∗∈BX∗

∣∣∣∣∣x∗
(

n∑
k=1

akxk

)∣∣∣∣∣
= sup

x∗∈BX∗

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

akx
∗(xk)

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∗∈BX∗

n∑
k=1
|ak||x∗(xk)|

≤ sup
x∗∈BX∗

n∑
k=1

sup
k∈N
|ak||x∗(xk)|
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= sup
x∗∈BX∗

n∑
k=1
‖a‖∞|x∗(xk)|

= ‖a‖∞ sup
x∗∈BX∗

n∑
k=1
|x∗(xk)|

= ‖a‖∞‖(xk)nk=1‖w1
= ‖a‖∞ sup

x∗∈BX∗
‖(x∗(xk))m1 ‖1

(H.B)= ‖a‖∞ sup
x∗∈BX∗

sup
b∈Blm∞

|b((x∗(xk))m1 )|

= ‖a‖∞ sup
x∗∈BX∗

sup
b∈Blm∞

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

bkx
∗(xk)

∣∣∣∣∣
= ‖a‖∞ sup

x∗∈BX∗
sup
b∈Blm∞

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
k=1

bkxk

)∣∣∣∣∣
= ‖a‖∞ sup

b∈Blm∞
sup

x∗∈BX∗

∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
k=1

bkxk

)∣∣∣∣∣
(H.B)= ‖a‖∞ sup

b∈Blm∞

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

bkxk

∥∥∥∥∥
= ‖a‖∞ sup

b∈Blm∞
‖v(bk)mk=1‖

= ‖a‖∞‖v‖

Fazendo n −→∞ e usando a continuidade da norma segue que:∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥ ≤ ‖a‖∞‖v‖ (2)

Segue que
∞∑
k=1

akxk ∈ X.

Além disso, observando as operações anteriores, obtemos:

‖(xk)nk=1‖w1 = ‖v‖ (3)

O operador v0 é linear. De fato, sejam a = (ak)k∈N, b = (bk)k∈K ∈ c0 e λ ∈ K. Assim:

v0(a+ λb) =
∞∑
k=1

(ak + λbk)xk

=
∞∑
k=1

akxk + λ
∞∑
k=1

bkxk

= v0(a) + λv0(b)

O operador v0 é limitado. De fato, seja a = (ak)k∈N ∈ c0. Pela desigualdade (2) segue que:

‖v0(a)‖ =
∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥ ≤ ‖a‖∞‖v‖
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Por hipótese, u ∈ Π2(X, Y ). Sabemos que v ∈ Π2(lm∞, F ). Pelo teorema 5.2.10, segue que
uv é 1-somante e π1(uv) ≤ π2(u)π2(v). Portanto:

m∑
k=1
‖uxk‖ =

m∑
k=1
‖uvek‖

≤ π1(uv)‖(ek)n1‖w1
= π1(uv)

≤ π2(u)π2(v)
(1)
≤ π2(u)KGλ‖v‖
(3)= KGλπ2(u)‖(xk)nk=1‖w1

Logo, u é 1-somante com π1(u) ≤ KGλπ2(u).
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