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RESUMO

Ensinar matematica e, mais especificamente, a geometria euclidiana no ensino regular,
nao tem sido facil para muitos professores, pois, muitas vezes, elas sao vistas por parte
do alunos como algo desinteressante e que envolve muita abstracao. Afim de aprimorar o
ensino e, principalmente, incentivar a formacao continuada de professores, pois esses sao
os principais difusores da matematica, esse trabalho, traz de forma concisa, a geometria
fractal. Uma geometria que tem como base no seu surgimento, entender formas da natureza
que nao se enquadram na geometria euclidiana, os chamados fractais. Ao longo do trabalho
é apresentando um breve historico, algumas defini¢bes importantes para o seu estudo e
logo em seguida, sdo propostas atividades para a sala de aula, muitas vezes com o auxilio
da tecnologia, que é uma grande aliada no ensino, ndo s6 de matematica, mas de qualquer
disciplina. Sendo assim, as atividades trazem essa geometria "desconhecida', mas que
instiga o estudante, visto que ela é dinamica e ao mesmo tempo, se apoia na geometria

euclidiana.

Palavras-chave: Geometria. Fractal. Atividades.



ABSTRACT

Teaching mathematics and, more specifically, Euclidean geometry in regular teaching has
not been easy for many teachers, as they are often seen by students as uninteresting and
involving too much abstraction. In order to improve teaching and, especially, to encourage
the continuous formation of teachers, since these are the main diffusers of mathematics, this
work concisely brings fractal geometry. A geometry based on its emergence, to understand
forms of nature that do not fit into Euclidean geometry, the so-called fractals. Throughout
the work is presenting a brief history, some important definitions for its study and soon
thereafter are proposed activities for the classroom, often with the help of technology,
which is a great ally in teaching, not only mathematics, but of any discipline. Thus,
the activities bring this geometry "unknown", but that instigates the student, since it is

dynamic and at the same time, rests on Euclidean geometry.

Key-words: Geometry. Fractal. Activities
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1 INTRODUCAO

O ensino de geometria na educagao basica é um tema muito discutido nos dias de
hoje, pois o que se ensina, na maioria das vezes, ¢ a geometria euclidiana e ensinar essa
geometria nao ¢ uma tarefa facil para nés, professores de matematica. Esse assunto exige
grande abstragao por parte dos alunos, pois apesar de muitas formas parecerem estar
presentes ou se assemelharem a natureza, ao estudarmos suas definicoes matematicamente,
nao ¢é facil encontrar naturalmente, ou seja, sem interferéncia humana as formas euclidianas.
Um exemplo classico é falar que uma folha de papel é um retangulo e portanto nao possui
volume, mas ao sobrepor 10 folhas aparece um certo volume e isso torna-se muito confuso

na cabega dos alunos.

Assim, uma pergunta feita por muitos professores é: o que fazer para motivar
nossos alunos a estudarem geometria? Por experiéncia propria, basta que falemos em

estudar geometria que eles ja fazem certa "careta'.

Frente a esse questionamento, a busca por "novas geometrias" e o auxilio da
tecnologia na sala de aula pode ser um bom caminho. De fato, no mundo em que estamos
inseridos, a cada momento nos deparamos com novidades e com o avanco e a presenca da

tecnologia em nossa vida. Assim, segundo Pellegrin em [11] (p.02):

H& sempre que se pensar na aprendizagem dos alunos e procurar
novas metodologias que os agucem a ter prazer em aprender. Com
a matemética nio é diferente. E preciso ver a sua aplicacdo no
cotidiano, a qual deve torna-los sujeitos autéonomos e responsaveis
por suas proprias vivéncias.

Dito isso, esse é o objetivo do presente trabalho: estimular professores a estudarem
sobre outras geometrias e propor atividades que introduzam a geometria fractal na sala de

aula com o auxilio da tecnologia que é sempre uma grande aliada.

Ao longo de muitos anos, a geometria euclidiana foi a tinica responsavel por descre-
ver o mundo em que vivemos. Porém, com o avango da matematica e consequentemente
da geometria ao longo dos anos, comecou-se a observar que na natureza, muitas for-
mas nao possuem a regularidade e abstragao presentes na geometria euclidiana. Essa
nao-regularidade foi o que motivou muitos matematicos a comecarem a estudar outras

geometrias, dentre elas, a geometria fractal, que de acordo com Batanete em [2](p.66):

permite explorar conceitos matematicos de uma forma mais
apelativa e criativa. Nomeadamente, através da construcao de
modelos e quadros com os resultados de sucessivas iteragoes. Este
tipo de construcao induz o esforco intelectual nos alunos, pois
as figuras ndo podem ser totalmente desenhadas, estimulando o
pensamento abstrato, para além de lhes despertar o interesse para
a beleza e complexidade destas formas nao euclidianas, inserindo-
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se no conceito de ensino que se pretende hoje: a conexdao dos
fundamentos tedricos com conhecimentos empiricos.

A consolidacao do estudo da geometria fractal se deu a partir dos anos 60 com o
inicio da computagao grafica e com o mateméatico Benoit B. Mandelbrot (1924 — 2010).
Alias, Mandelbrot foi responsavel por criar o termo fractal e pela descoberta de um dos

fractais mais conhecidos, o conjunto de Mandelbrot.

Figura 1 — Conjunto de Mandelbrot

Fonte: [10](p.45)

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos: capitulo 1: Introducao, na qual
foi feita uma apresentacao inicial do assunto e a motivacao que levou-o a ser estudado.
Capitulo 2: Geometria Fractal, sdo apresentadas algumas definicoes da geometria de
fractais, como sua histéria, origem do nome, defini¢coes de auto-similaridade, iteracao e
dimensao. Capitulo 3: Fractais classicos, nesse momento, sdo apresentados os principais
fractais estudados, Curva de Peano, Curva e Ilha de Koch, Tridangulo de Sierpinski e
Conjunto de Cantor, bem como algumas de suas caracteristicas e regras de construgao.
No capitulo 4: Atividades propostas, é apresentada uma gama de atividades, como a
construcao do cartao fractal com régua, papel e tesoura, construgao do Triangulo de
Sierpinski, da Curva e da Ilha de Koch, todos com o auxilio do Geogebra, além de outras,
que servem como suporte para trabalhar o assunto em sala de aula. Por fim, capitulo 5:
Consideracoes finais, é ressaltada a importancia do assunto no ensino de matematica, pois,

o mesmo ¢ uma grande forma de incentivar os alunos.
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2 GEOMETRIA FRACTAL

2.1 HISTORICO E DEFINICAO

Como mencionado anteriormente, o surgimento e o estudo de forma mais sistematica
da geometria dos fractais se deu com Benoit Mandelbrot, que mudou-se da Franca em
1948, para estudar nos Estados Unidos, onde conseguiu, logo em seguida, um cargo na
IBM — Centro de Pesquisas Thomas Watson.

Chegando nos Estados Unidos, Mandelbrot se debrugou em diversos problemas e em
diversas areas. Um deles foi o questionamento: "Quanto mede o litoral da Gra-Bretanha?'
e, segundo Barbosa em [1] (p.12), a resposta dada por Mandelbrot foi:

A resposta possivel variard conforme a escala de medi¢do. Baias
e peninsulas aparecem ou nao, dependendo da escala adotada.
Sabe-se, por exemplo, que em documentos dos dois paises vizinhos,
a fronteira da Espanha com Portugal difere em cerca de 20%, o
mesmo acontecendo por exemplo com a fronteira da Holanda e
da Bélgica. Claro que ao efetuar as medidas cada pais empregou
instrumentos com unidades de escalas diferentes.

Esse fato traz a importancia de estabelecer uma escala de medigao, pois regularida-

des vistas de longe podem se tornar irregularidades ao serem vistas de perto.

Um outro problema muito famoso que Mandelbrot se debrucou foi o dos ruidos
nas transmissoes de dados para os computadores da IBM, onde até mesmo os especialistas
no assunto nao estavam conseguindo eliminar. Foi entao que Mandelbrot em vez de
estudar como eliminar tais ruidos, resolveu entendé-los. Assim tratou esses erros de
transmissao como uma espécie de conjunto de Cantor, cuja definicao serd apresentada mais
a frente, disposto no tempo e com isso concluiu que os ruidos vinham em blocos que, ao
serem ampliados vinham em outros blocos menores e assim sucessivamente. Dessa forma

conseguiu programar os computadores para separar tais blocos de ruidos das informagoes.

Figura 2 — Poeira ou conjunto de Cantor em 3D

Fonte: [10] (p.43)
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Definir matematicamente um fractal nao é tao simples quanto parece, muitos
matematicos ja fizeram isso, inclusive Mandelbrot, mas sempre houveram questionamentos
e lacunas em tais definicbes. No entanto podemos definir intuitivamente o que vem a ser

um fractal.

Um fractal é uma estrutura que pode ser dividida em partes, onde cada uma dessas
é semelhante a original. Em muitos casos um fractal pode ser gerado por um padrao de
repeticao, basicamente é um processo de recorréncia ou itera¢cdo. Temos também que
a palavra fractal vem do latim fractus, ou seja, fracdo, quebrado. Isso quer dizer que
os fractais tém dimensdo fracionéria, que segundo Barbosa [1] ( p.66), “E um novo tipo
de dimensao denominada dimensao fractal, associada a aspereza, espessura, densidade,

textura”.

Ainda segundo Barbosa [1] (p.12), "A Geometria Fractal de Mandelbrot reflete em

uma natureza de irregularidades, de reentrancias, saliéncias e depressoes, de fragmentacao”.

2.2 CARACTERISTICAS DE UM FRACTAL

2.2.1 Auto-similaridade

Segundo Carvalho [5] (p.18), auto-similaridade ou auto-semelhanga é a mais mar-
cante das caracteristicas dos fractais, isso significa que cada parte em escala menor é
exatamente igual ou semelhante a parte inicial, isto é, cada parte ampliada da imagem

serd igual a da inicial.

Podemos separar a auto-similaridade em dois tipos: exata e estatistica.

o Auto-similaridade exata: a figura pode ser ampliada varias vezes e cada parte é

exatamente igual a original.

Ex: Curva de Koch e Triangulo de Sierpinski

Figura 3 — Curva de Koch e Tridngulo de Sierpinski

Fonte: Adaptacdo do autor, a partir das figuras 12 e 14

o Auto- similaridade estatistica: a figura ao ser ampliada varias vezes fica parecida com

a original e mantém alguns valores numéricos e estatisticos iguais aos da original.
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Ex: couve-flor, gengibre, nuvens,...

Figura 4 — Couve flor

Fonte: [10] (p.44)

2.2.2 Complexidade Infinita ou Iteragao

Esta caracteristica esta ligada a um processo recursivo de formacao, onde, a partir
de uma determinada estrutura, sao feitas infinitas iteragoes. Segundo Capra [4] (p.119),
“A técnica principal para se construir um fractal é a iteragao - isto é, repeticdo incessante

de certa operacao geométrica” .

As iteragoes também podem ser classificadas em dois tipos: algébricas e geométricas.

e [teracoes algébricas: como o proprio nome ja diz, esse tipo de iteracao sera resumido
de maneira algébrica, ou seja, através de uma equagao na qual temos um valor
inicial para um xy que representa a configuracao inicial da figura, e a partir de tal
configuracao devemos encontrar x;, que sera a proxima configuracao, a partir de
encontrar xs e, assim sucessivamente, conhecida a configuracao x,,, encontrar =, .

Dessa forma esse fato nos leva a ideia de sequéncias.
e [teragoes geométricas: nesse tipo de iteragao, segundo Carvalho em [5] (p.24)

O processador é uma regra aplicada em uma figura geométrica
ou em alguma parte especifica dela. Geralmente, a regra induz
uma "quebra" na figura e é nestas etapas de fragmentagao
que a regra serd aplicada indefinidamente.

Um exemplo classico desse tipo de iteragdo é a construcao do floco de neve de Koch

que estudaremos posteriormente.
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2.2.3 Dimensao fractal

A nocao de dimensao que temos da geometria euclidiana baseia-se na quantidade
de graus de liberdade necesséarios para descrevermos os pontos que compoem determinada
figura. Na geometria Euclidiana as figuras podem ter dimensao 0,1,2,3,...,n,..., ou
seja, nimeros inteiros positivos. Ja no caso dos fractais, segundo Oliveira [10] (p.46), a
dimensao fractal ¢ uma medida do grau de irregularidade e de fragmentacao, sendo assim,
nao necessariamente um nimero inteiro, podendo ser uma fra¢ao ou até mesmo um niimero
irracional. A dimensao de um fractal representa o grau de ocupacao deste no espago e
surge entao como uma alternativa de medicao, obtendo assim o grau de complexidade de

uma figura.

A dimenséao definida por Hausdorff foi a que Mandelbrot considerou adequada para
o caso dos fractais. Para isso, consideram-se os seguintes simbolos:
e ( ¢é a dimensao;
e m ¢é o numero de partes resultantes, ou seja, nimero de cépias iguais a si mesmo;

e n ¢ o fator de ampliagao, ou seja, é a quantidade de partes em que a figura ¢ dividida,

a fim de gerar copias da original.

Como veremos a seguir, no caso de dimensoes inteiras, temos a seguinte relagao

n? = m, assim log n? = logm. Utilizando propriedades de logaritmos, temos:

~ logm

"~ logn’

No caso de um segmento de reta temos:

Figura 5 — Segmento dividido em 4 partes
L] ]

Fonte: Proéprio autor

se dividido em 4 partes (n = 4) geram-se 4 segmentos de reta iguais (m = 4), logo:

d— logm  log4 _1

~logn  log4

No caso do quadrado, temos:
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Figura 6 — Quadrado dividido em 16 partes

Fonte: Proéprio autor

se cada lado ¢é dividido em 4 partes (n = 4) geram-se 16 quadrados iguais entre si (m = 16),

logo:

i logm logl6 log4* 2log4 _

~ logn logd  logd  “logd

Podemos, nesse momento, notar que a maneira de se calcular a dimensao fractal

nao contradiz a dimensdo Euclidiana.
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3 FRACTAIS CLASSICOS

Muitas sao as formas fractais presentes na natureza, como podemos ver a seguir,

Figura 7 — Raio

Fonte: Internet

Figura 8 — Planta

Fonte: Internet

Mas, além das formas presentes na natureza, temos aquelas idealizadas por humanos
que merecem ser estudadas devido sua beleza. A seguir, apresentaremos alguns dos mais

famosos fractais e algumas de suas propriedades.

Vale lembrar, que grande parte dos fractais descritos a seguir, surgiram na mate-
matica com outras utilidades e, com o surgimento da geometria de fractais, foram tratados

como tais.

3.1 CURVA DE PEANO

E uma curva que preenche todo o plano (ou um pedaco dele). A partir de um

processo iterativo, passa ao menos uma vez, por todos os pontos de um quadrado e esse
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processo se expande para todo o plano. Esse fato impressionou muitos matematicos da
época, pois, nao entendiam como um segmento de reta que tem dimensao 1, poderia cobrir

um plano que tem dimensao 2. Para isso, vejamos seu processo de construcao:

e Passo 1: Constréi-se um segmento de reta.

e Passo 2: Divide esse segmento em trés partes iguais.

Figura 9 — Segmento dividido em 3 partes

Fonte: Proéprio autor

e Passo 3: Sobre o segmento médio, constréi-se um retangulo bissectado pelo segmento,

formando dois quadrados com lado igual ao segmento que lhes deu origem.

Figura 10 — Retangulo bissectado

Fonte: [13] Revista Risco

e Passo 4: Em cada um dos nove segmentos gerados no passo 3, repetem-se os passos

2 e 3, e assim sucessivamente.

Figura 11 — Evolucédo da curva de Peano

Fonte: [13] Revista Risco, adaptada pelo autor
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Agora, note que a cada iteragdo, divide-se o segmento em trés partes e surgem

nove segmentos. Assim, podemos calcular a dimensao da curva de Peano por:

log 9
_log9

- log3

Note que a dimensao euclidiana de uma curva é 1 porém, como a curva de Peano

completa todo o espaco bidimensional, ela tem dimensao 2, como visto acima.

3.2 CURVA DE KOCH

Apresentada pelo matematico Helge Von Koch em 1904, a curva posteriormente
chamada de floco de neve de Koch é um dos fractais classicos mais simples e famosos.

Vejamos como obter a curva de Koch.

e Passo 1: Constréi-se um segmento de reta.

e Passo 2: Divide-se esse segmento em trés partes iguais.

Figura 12 — Segmento dividido em 3 partes

Fonte: Proéprio autor

e Passo 3: Substitui-se o segmento médio por dois segmentos iguais, de modo que, o

segmento médio e os dois novos segmentos formem um triangulo equilatero.

Figura 13 — Formagao do tridngulo equildtero

A

Fonte: Internet em [14]

e Passo 4: Repetem-se os passos 2 e 3 para cada um dos segmentos obtidos e esse

processo pode ser feito infinitamente.
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Figura 14 — Evolugao da curva de Koch

5 A

Fonte: Internet em [14]

Para o calculo da dimensao da curva de Koch temos que o segmento dividido em 3

partes gera 4 novos segmentos iguais entre si, assim:

_ log4

d ~ 1.26

~ log3

A partir da curva de Koch, temos a Ilha ou Floco de neve de Koch, no qual partimos

de um tridngulo equildtero e em cada lado gera-se uma curva de Koch (figura 15).

Figura 15 — Evolugdo da ilha de Koch

i l'l\ 1 .J'A ‘_F!_ e _..5 “'1 f
gl Pt ad > E’L Gk 5 rﬁ{v “
M Cir

. f ¢
\.'f \i/\." > ?wr“lw;r EJ‘“@J

Fonte: [9] (p.20)

Vejamos como se comporta o perimetro da ilha de Koch apés cada iteracao.

Consideremos o lado do tridngulo equilatero inicial com valor de 1 unidade, de
modo que seu perimetro inicial é 3. Apds uma iteragao cada lado passa a valer %, visto que
cada lado é dividido em 4 segmentos e, cada um dos segmentos gerados tém tamanho % do

original. Assim, o perimetro serd 3.%. Apéds a segunda iteracdo, temos o perimetro igual a
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3.(%)2, assim sucessivamente. Com isso, apds n iteragoes teremos o seguinte perimetro:
4 n
PKoch = 3. ()
3
Quando fazemos n — oo temos que o perimetro serd ilimitado tendendo a infinito.
Agora, para o caso da area, basta observar que a cada iteragdo sao acrescentados

novos triangulos equildteros cujo lado vale ( %)” onde n é o nimero de iteragoes. O ntimero

de triangulos acrescentados acompanha a seguinte tabela:

Iteracao 11213 4 | .. n
Nimero de triangulos | 3 | 12 | 48 | 192 | ... | 3.4"71

A expressao geral apresentada na tabela, se da ao fato de que cada lado gera 4

segmentos e que cada segmento da origem a um triangulo.

Para o estudo da area, vale lembrar que a area de um triangulo equilatero de lado

3
[ é dada por A = TP’ dessa forma, a area de cada triangulo na n-ésima iteracao sera
V3 I\ V31
dad An=— (2] =—=.
At bor 1 (3) 4 3

Assim a area total da ilha de Koch serd a soma da area do tridangulo equilatero

inicial com as areas de todas as iteracoes, ou seja:

N V3 1
A== 3.4,
4 +nz_:1 4 327

Desenvolvendo a expressao temos:

LS A Y RS (Y (135 (1))

O somatorio acima é uma PG com primeiro termo e razao valendo %. Da teoria de

A

sequéncias, temos que a soma dos termos de uma PG infinita de razao ¢ e primeiro termo

4

4
a; é dada por S = 1%1(1. Logo, o valor do somatério em questdo é dado por ~25 = %, sendo
9

assim:

A:ﬁ(lﬁé)_m
4 45 )

Com isso concluimos um fato muito interessante sobre a Ilha de Koch: um fractal

com perimetro "infinito" porém com area finita.

3.3 TRIANGULO DE SIERPINSKI

Outro famoso fractal é esse tridngulo apresentado pelo matematico polonés Waclaw

Sierpinski por volta de 1915. Vejamos como obté-lo.



21

Passo 1: Tome um tridangulo equilatero.

Passo2: Marque o ponto médio de cada lado e ligue-os.

Passo 3: Retire o tridngulo central.

Passo 4: Repita os passos 2 e 3 em cada triangulo remanescente.

Figura 16 — Evolucao do tridngulo de Sierpinski

AL L4

Fonte: Wikipédia em [15]

Vale salientar que, apesar desse fractal ter ficado conhecido como Triangulo de
Sierpinski, ele ndo é bem um triangulo, mas sim, uma regiao constituida por triangulos e

limitada por um triangulo maior. De qualquer forma, chamaremos essa regiao de triangulo.

Para calcular a dimensao desse triangulo, temos que o lado é sempre dividido em 2

partes e geram-se trés novos triangulos iguais entre si, assim:

d:10g3

~ 1,59.
log 2 ’

Passemos agora a analisar a area e o perimetro desse triangulo.

No caso do perimetro, note primeiramente que, a cada iteracao geram-se 3"
tridngulos, onde n é a n-ésima iteragao. Agora tome por P o perimetro inicial. Temos

que perimetro de cada um desses triangulos é dado por o Assim o perimetro total do

P n
Ptot:3n.7 :P <2>

triangulo sera dado por:

2n

3 . , A
Como (2) > 1 temos que se n — oo entao P,y — 00, logo o perimetro do tridangulo

de Sierpinski tende a infinito.

Agora, no caso da area, tome Ay a area inicial do tridngulo equilatero. Temos que

, . - , n , Ao , . .

apos uma iteragdo, a area de um dos tridngulos remanescentes é ) 2Pos duas iteracoes,
, A , Ao . . N ,

a area de cada um dos triangulos é UER Assim, apds n iteracgoes, a area de cada um dos

Ao
triangulos sera TR Como sao gerados 3™ triangulos, temos:

LAy 3\
A =322 = (4) A,
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3
Como (4) < 1 e Ag é um nimero real, temos que quando n — oo, a area total do

triangulo tendera para 0.

Sendo assim, o Triangulo de Sierpinski possui perimetro tendendo a infinito mas

com area tendendo a zero.

3.4 CONJUNTO DE CANTOR
Criado pelo matematico George Cantor, sua construcao é feita da seguinte forma:

e Passo 1: Divide-se o intervalo [0, 1] em trés partes iguais e retira-se o tergo médio

aberto.

e Passo 2: Divide-se cada intervalo remanescente em trés partes e retira-se o terco
médio aberto de cada um,
1 21 27 8
0,-]U[%,=]U[5, =] U
0,510, 51U L, 51Ul

e Passo 3: Repete-se o passo 2 infinitamente.

Figura 17 — Conjnto de Cantor

b — — b

Fonte: Eliatron em [6]

Para o calculo da dimensao desse conjunto, note que em cada iteracao divide-se

em 3 partes e sobram duas, logo sua dimensao é dada por:

_ log2

d ~ 0, 63.

log 3
Vejamos como se comporta o comprimento desse conjunto:

Considere, inicialmente, o segmento de comprimento 1. Apds a primeira iteragao,

2
%, apés a segunda iteracdo, o comprimento é & = (%) . Apos a

O comprlmento passa a ser 9

3

terceira iteragao, temos o comprimento igual a 2% = (%) . Assim, apds n iteragoes, temos
n

que o comprimento do Conjunto de Cantor é dado por (%) . Como % < 1, temos que,

n
quando n — o0, o termo geral, que no caso, ¢ o comprimento do conjunto, (%) — 0.
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4 ATIVIDADES PROPOSTAS

H& tempos se discute a dificuldade de se ensinar matematica, sendo ela considerada
por muitos alunos como algo chato e muito cansativo de se estudar. Aulas nos moldes
tradicionais de ensino (quadro e giz) contribuem para que essa concepgao por parte dos
alunos continue. No mundo de hoje, completamente inserido na tecnologia, trazé-la para a

sala de aula é fundamental. Segundo Kozelski em [7] (p.02)

A inovacao tecnoldgica, que a cada dia ganha mais enfoque, mostra
novos meios de acesso a rede, e formas de aprendizados diferen-
ciados de extrema necessidade para o educando, no entanto, de
importancia vital também é a capacitacdo dos professores para
utilizar as demandas do desenvolvimento tecnoldgico em prol da
educacao.

Pensando nisso, a ideia do presente trabalho é propor algo que possa servir como
apoio a professores do ensino basico afim de que possam trazer para a sala de aula o uso

da tecnologia com um assunto um tanto quanto novo para muitos.

As atividades seguem uma sequéncia que sugere-se ser seguida.

4.1 ATIVIDADE 1: PRIMEIRO CONTATO

Em um primeiro momento, é essencial que haja uma discussao inicial sobre o
assunto de maneira que estimule os alunos a estudarem sobre a geometria de fractais.

Segue um passo-a-passo da primeira atividade a ser feita com os alunos:

e Pergunta 1: Para vocés o que é geometria? O que ela estuda?

e Pergunta 2: A geometria estd presente em nossas vidas? Onde podemos encontra-
la? (espera-se nesse momento que sejam dados exemplos de coisas construidas pelo

homem)
e Pergunta 3: E na natureza, existe alguma geometria?

e Apos escutar os alunos, fazer uma exposicao informal do assunto apresentando os
fractais classicos com o auxilio de um computador ou data show e no fim apresentar
um video sobre o assunto (sugestao: "Geometria Fractal - Arte e Matemdtica em

Formas Naturais" encontrado no You Tube)

4.2 ATIVIDADE 2: CARTAO FRACTAL

Antes de levar os alunos a um laboratério de informatica, é interessante que eles
tenham um contato em sala, através de dobraduras e recortes, com um fractal bem simples,

porém, que despertara grande entusiasmo neles.
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Construgao sugerida em [3].

e Passol: Dobre uma folha de papel A4 ao meio.

e Passo 2: Com a folha dobrada ao meio, faca dois cortes verticais simétricos e dobre

o retangulo formado para cima, fazendo um vinco na dobra.

Figura 18 — Passo 2

Fonte: Proéprio autor

e Passo 3: Volte o retangulo dobrado para a posicao inicial e puxe o centro da figura

em relevo.

Figura 19 — Passo 3

Fonte: Proéprio autor

e Passo 4: Dobre o retangulo para cima fazendo um vinco na dobra.
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Figura 20 — Passo 4

Fonte: Proéprio autor

e Passo 5: Volte o retangulo dobrado para a posicao inicial e puxe a figura em relevo

Figura 21 — Passo 5

Fonte: Proéprio autor

e Passo 6: Para obter mais geragoes, basta repetir esse processo.

Figura 22 — Passo 6

Fonte: Proéprio autor

Apéds a construgao deve-se perguntar aos alunos: O objeto construido é um fractal? Quais

sao suas caracteristicas ¢
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As préximas atividades sdo destinadas a alunos do ensino médio, visto que é
interessante que tenham familiaridade com o software GeoGebra e com alguns assuntos

como logaritmos, sequéncias, area e perimetro.

4.3 ATIVIDADE 3: CONSTRUCAO DA CURVA DE KOCH

Para construi-la vamos seguir os passos sugeridos por Macedo e Franco em [8]:

e Abra uma janela no GeoGebra e se o plano cartesiano estiver sendo exibido, esconda-o,

clicando o botao direito do mouse e, com o esquerdo, clicar sobre eixo.

e Construa um segmento de reta definido por dois pontos, utilizando o icone apropriado.

Observe que o programa nomeia o segmento.

Figura 23 — Icone segmento de reta

£F GeoGebra Classic 5
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A LIS @ * |la=2

\ N 23 f\ P O] 4| N 1=

¥ Janela de Algeb (< | » Janela de Visualizagdo

® A=(-2.6831)

® B=(0.82 31

® f=35
A B
® - @

Fonte: Proéprio autor

Vamos dividir o segmento construido em trés partes iguais.

e Fm algum local da tela, construa um outro segmento de reta, que serd a nossa
unidade. No mesmo icone, selecione a opg¢ao semi-reta e construa-a partindo do

ponto A, em uma dire¢ao qualquer.
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Figura 24 — Semi-reta auxiliar

£ GeoGebra Classic 5
Amquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

B =R AN

¥ Janela de Algeny [ | » Janela de Visualizagio
® A=(-268,3.1)
® B-(0.9231

=35

8]

[

ar2

f=3
® c-(1272,53) 3
® D={14553)

® g-178

® E-(4.86,01

® 336K+ 7.58y=1458

Fonte: Proéprio autor

e Agora marcaremos na semi-reta trés segmentos de mesmo tamanho utilizando a
nossa unidade, a partir do ponto A. Para isso construa uma circunferéncia de centro
em A e raio b, conforme instrugoes constantes no 6° icone (como indicado na figura
25), na opgao: circulo dados centro e raio. Em seguida marcaremos a intersecc¢ao
da circunferéncia com a semi-reta, op¢ao presente no segundo icone como indicado
na figura. Repetir o processo mais duas vezes, centrando o circulo na interseccao.
Marque o ponto de intersecao da semi-reta auxiliar com a ultima circunferéncia

construida.

Figura 25 — Circunferéncias

€7 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda

\ [+]

Fonte: Proéprio autor

e Tracar o segmento de reta, passando pelos pontos B e H e em seguida, tracar retas
paralelas (opgao presente no 4° icone como indicado na figura 26) a esse segmento
passando pelos pontos de interseccdo F e G. Encontrar o ponto de intersec¢ao entre

o segmento a e as paralelas que passam por F e G.
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Figura 26 — Segmentos paralelos

#¥ GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir OpgBies Feramentas Janela Ajuda

o
=]

Fonte: Proéprio autor

Observe que com a teoria de desenho geométrico da geometria euclidiana juntamente

com o Teorema de Tales, garantimos a divisdo do segmento em trés partes congruentes

e Para esconder os objetos que apareceram durante a construcao, basta clicar com
o botao direito do mouse sobre o objeto e desmarcar a opgao: exibir objeto. Se

quisermos esconder os nomes dos objetos, clicar na opg¢ao: exibir rétulo.

Figura 27 — Objetos escondidos

7 GeoGebra Classic 5

Arguive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
e

NN B E S ol

Janela de Algebra B | » Janela de Visualizagéio

A=(-2.68,3.1)

¢

o]

® B=(0.82,3.14)
® =35
o
o]
®

a=2

—
w

BN

@

C={1272,5.32)
D=(14.5,53)
g=178
E={4.86, -0.18)
h: 3.28x + 7.54y = 14.58
Ci{x+ 2687 +(y-31F=3 J |
F=(1.05, 2.39) L g——eo——o—0F
d: (% +1.05F + (y - 239y =
G=(0.58,1.68)
e:r{x-0.58F +(y-1.683=:
H=(2.22,0.97)
i=258
Ji-2ATx - 1.4y = -3.62
kr-247x - 1.4y =107

® 1={-0.353.13)

® J=(15,311)

Fonte: Proéprio autor

e Agora, devemos apagar o segmento JI, para isso teremos que esconder o segmento
AB e construir dois novos segmentos de reta: AJ e IB. Vamos agora substituir a

parte central por um triangulo eqiiilatero sem um de seus lados, e para isso, nos
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apoiaremos novamente na teoria de desenho geométrico da geometria euclidiana.
Desenharemos uma circunferéncia de centro em J e outra, de centro em I e raio m.

Marcar o ponto de interseccao dessas duas circunferéncias.

Figura 28 — Circunferéncias e intersecao

77 GeoGebra Classic 5
Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

PrEERrER

a=2
——
.

<

L]
L]
3 e

W L 7 7

¥ Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio
® A=(-26831)
® B=(0.82314)
f=35

® C={1272,532)
@

L ]

<

D={14.5,53)

g=1.78

E=(4.86,-0.18)

h:3.28x +7.54y = 14.58
Cix+ 2687 +(y-3.1)F=3
F={-1.05, 2.39)

d: (% + 1.05) + [y - 2.39) = A =]
G=(0.58,1.68)

e (x-0.58F +(y-1.68)F =1
H={2.22,0.9T)

i=258

Jo-217% - 1.4y = -3.62

K -2.17x - 1.4y = 1.07
I=(-0.35, 3.13)

J={-1.51, 3.11)

=117

m="117

px #1517 + {y - 3117 =
q: (% + 0350 +(y - 3138 =
K=(-0.94, 413)

Fonte: Proéprio autor

e Desenhar o segmento de reta KJ e KI e esconder as circunferéncias e o ponto de

interseccao K.



Figura 29 — Segmentos formados

7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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Janela de Algebra

BJ

b Janela de Visualizagao

A=(-268,31)
B=1(0.82,3.14)

f=3.5
C={1272,5.32)
D={14.5,53)

0=178
E=(4.86,-0.18)

h: 3.28x + 7.54y = 14.58

o000 00~

Ci{x+ 2687 +(y-3.1F=3

F={-1.05, 2.39)

d: (¥ + 1057 +(y-2.397 =

G =(0.58,1.63)

e {x-0.58F + {y - 1.687 =:

H=(2.22,0.97)

i=7kRO

Note que, por construcao, todos os segmentos formados sao congruentes.

Fonte: Proéprio autor
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Agora, deve-se repetir, para cada segmento, o mesmo processo realizado no segmento

inicial. Esse processo ¢ chamado iteragao e assim obtemos a curva de Koch. Mas

repetir toda a construcao realizada nos dara muito trabalho. O GeoGebra permite

a criacao de uma ferramenta que reproduz a construcao, o qual recebe o nome de

macro construcao. Para isso, ative a opc¢ao ferramentas — criar nova ferramenta,

abrindo uma janela com as abas:

Figura 30 — Nova ferramenta

€7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

Bl = elolaN =]«

» Janela de Algebra B [ » Jaheldde Visualizagio

A=(-2.68,3.1)
B=(0.82,3.14)

=35

©=(1272,5.32)
D=(14.5,5.3)

0=178

E=(4.86,-0.18)
h:3.28x + 7.54y = 14.58

C:(x+ 2.68F +{y-3.4F=3
F=(-1.05, 2.39)

d: (X + 105 + {y - 2308 =
G =(0.58, 1.68)
er(x-0.58) +(y-1.68)"=

H=(2.22,0.87)
i=258

1 -217x - 14y = 3.62
K -217x - 1.4y = -1.07
1={0.35,3.13)
J={-1.51,3.11)

pr(x+ 1517 + {y - 3417
@ (x+ 0357 +{y - 3.43F
K=(-0.04,4.13)

n—d 47

e Saida de objetos:

.
% Criar uma Nova Ferramenta

[E==)

Objetos Finais || Objetos Iniciais

Mome & icane

Selecione 05 objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

Ponto K

(4]
(v]
(=]

= Voltar Préximo > Cancelar

Fonte: Proéprio autor

sao os objetos que quero reproduzir e que dependem de outros.

No nosso caso sao pontos J, I, K, segmento 1, segmento n, segmento m e segmento r.



31

Para inseri-los na construcao, basta clicar sobre esses objetos com o botao esquerdo

do mouse.

e Entrada de objetos: sao os objetos que foram informados inicialmente dos quais
dependem toda a construcao. No nosso exemplo corresponde aos pontos A, B, C, D

e E. Esses objetos automaticamente aparecem em entrada de objetos.

e Nome e fcone: Nomear a nova ferramenta digamos com o nome de Curva de Koch
e clicar em concluido. Ird aparecer um novo icone com a ferramenta construida.
Para utiliza-la, iremos clicar no icone Curva de Koch e nos pontos A, J, C, D e
E. Ao construir essa nova parte da curva, teremos que esconder o segmento | para
eliminar o segmento central. Vamos repetir esse processo novamente, mas agora com
os pontos: J, K, C,DeE; K, I, C,DeE; I B, C,D e E. Teremos assim finalizado

mais uma iteracgao.

Obs.: wvale lembrar que, as letras geradas no programa Geogebra, podem sofrer
alteragdo de um programa para outro, ou devido a ordem de construgdo, mas o objeto final

serd o mesmo.

4.4 ATIVIDADE 4: ENTENDENDO O QUE E DIMENSAO

Nesse momento sugere-se que seja feita uma introducao informal da nocao de

dimensao fractal da seguinte forma:

e Pergunta 1: Vocé ja ouviu falar em dimensao? Se sim, o que vocé sabe?

e Exemplo: Vamos exemplificar a ideia de dimensao através de um quadrado.

Ao dividir os lados de um quadrado em 3 partes iguais, quantos quadradinhos
sao gerados?
Ao dividir os lados de um quadrado em 7 partes iguais, quantos quadradinhos

sao gerados?

Essa é a ideia por tras de dimensao: fazemos uma divisdo em partes iguais
e verificamos quantas partes sio geradas. Agora, para o calculo de tal dimensao,

consideramos esses dois nimeros da seguinte forma:

_ log(partes geradas)

 log(partes divididas)
No caso do quadrado acima, cujo lado foi dividido em 3 partes, temos:

1 log 32 1
_log9  log3 _ 9 og3_2

~log3  log3  Tlog3
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Ja no caso do quadrado cujo lado foi dividido em 7 partes, temos:

_ log49  log7* 5 log7

= =2. =2
log 7 log 7 log 7

Assim concluimos que a dimensao do quadrado é 2.

e Agora é sua vez, qual é a dimensao de um cubo? E da curva de koch?

4.5 ATIVIDADE 5: CONSTRUCAO DA ILHA DE KOCH

A ilha de Koch parte de um tridngulo equilatero e em cada um de seus lados,

construimos uma curva de Koch. Vejamos o passo-a-passo no GeoGebra:

e Abra a ferramenta criada na atividade 3 (curva de Koch);

e Construa um triangulo equildtero, como mostra a figura;

Figura 31 — Tiangulo equilatero

€3 kochfinal.ggb = | O
Arquivo Editar Exibir Opcbes Femamentas Janela Ajuda
[% A " * |la=2 K
[ ] ° ——
» Janela de Aigebra 0J | » Janela de Visualizagio
® A-(268,31) -
® B-(0823.14) ~ i o, C D
=35 Construgdo do tridngulo equildtero oo

® C=(1272,532)
® D=(14553)
® g-1.78

® E-(486,018)
b 3.28% + 754y = 14.58
€ (x+ 268 + (y-34) L
F=(1.05,230) N
d: (x+ 1.05 + (y - 230) A i | B

6=(0.58,1.68)

€ (x-0.58)" + (y - 1.68)°
H=(2.22,0.97) E q
=258

j:-247x- 1.4y - 3.62

® J=(1.51,311) poll
® =147
® m-117

B (x+ 1510+ (y - 3117
G (x+ 0.35) + [y - 3.13) 'y
® K=(094,413) Q
n=147

1.9,3.11)
M = (-2.29.3.1) <
m »

Fonte: Proéprio autor

e Agora, com a ferramenta criada (curva de Koch), basta fazer as iteracoes em cada

lado do triangulo.

Obs.: A fim de que o desenho, apds algumas iteracoes, nao figue com excesso de informagoes,
¢ interessante que posicione o mouse sobre cada objeto indesejado e clicando com o botao

direito, va na opgao exibir objeto.

Vejamos como fica a Ilha de Koch apés duas iteragoes.
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Figura 32 — Ilha apds duas iteragoes

K

E=(4.86,-0.18) |

h:3.28x + 7.54y = 14.58

C:i(x+2.687+(y-3.17 L
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K247 - 1.4y = 1.07

1=(0.35,3.13)
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1=147
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p:(x+ 1.51)+ (y - 3.11)
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Arquivo Editar Exibir Opghes Feramentas Janela Ajuda
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a
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» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio [=]
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® B=(0.82,3.14) ¢ D
= *—e
=35 Ferramenta 5
® C-(1272,532) E
® D=(145,53)
® g-178
.

r=147
b=0.39

1.9,3.11)
M=(-229.31) =
i v

Entrada:

Fonte: Proéprio autor

Podemos ver o passo a passo dessa construcao no applet do Geogebra Tube em:
https://www.geogebra.org/m/xfzpztfm.
Agora, a partir da construcao da ilha de Koch responda:

Qual é o perimetro inicial, considerando que o lado do triangulo vale [?

Apods uma iteracao, qual é o perimetro da ilha? E apds duas iteracoes? E apos trés?
O que esta acontecendo com o perimetro apds cada iteracao?

Faca uma generalizagao para o perimetro da ilha de Koch apés n iteracoes.

Vocé saberia dizer algo sobre o perimetro apds infinitas iteragoes? O que acontece?
E a area, quanto vale a area inicial da ilha?

Apés uma iteragao, qual é a area da ilha? E apds duas iteragoes? E apds trés?
Faca uma generalizacao para a area da ilha de Koch apds n iteragoes.

O que acontece com a area se forem feitas infinitas iteragoes?


https://www.geogebra.org/m/xfzpztfm
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4.6 ATIVIDADE 6: EXPLORANDO O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Neste momento, os alunos ja estao familiarizados com o GeoGebra, entao sugere-se
que proponha-os a construgao do triangulo se Sierpinski sozinhos. Apds algum tempo, o

ideal é passar um "pente fino" na construgao. Vejamos:

e Construa um tridngulo equilatero.
e Marque os pontos médios de cada segmento.
e Construa o triangulo gerado por esses pontos médios.

e Para desconsiderar tal tridngulo, pinte-o de outra cor, para isso, basta clicar com o

botao direito sobre o triangulo e ir até a opc¢ao: propriedades.

Figura 33 — Construcao do Tridngulo de Sierpinski

23 GeoGebra Classic 5 o)
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

I l@ HINER -

» Janela dffiigebra Janela de Visualizagio (| = Propriedades - Tridngulo t1 [

@M EE | @

[ [Basico| Cor | Estio] Avangado] Programagéo

.
LA

® t1-459

visuaizar. [ 102 510 ss3200) 4

D E Transparéncia

Entrada

Fonte: Proéprio autor

e Nesse momento uma iteracao ja foi feita, agora basta criar uma nova ferramenta

para fazer as iteracgoes:

Objetos finais: segmentos d, e, fi, poligono ty,pontos D, E e F.

Objetos iniciais: pontos A e B. Esses objetos automaticamente aparecem em
objetos iniciais.

Nome e icone: nome dado, conforme desejado, ao novo icone para a ferramenta.

Ap6s clicar em concluido ird aparecer um novo icone com a ferramenta construida.

Para utiliza-la, iremos clicar no icone com o nome dado e nos pontos desejados.
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Figura 34 — Triangulo de Sierpinski apés 2 iteragoes

7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de.f\\gehra o }» Janela de Visualizagao
A=(5.04,4.68) -

B=(1.62,-1.44)

f=7.01

pol1 =21.28 N
D=(3.33,1.62)

E = (6.24, 1.67)

F=(5.13,-1.39) =

e=3.51

d=3.51

f,=35

1-532 Triangulo apés 2
t2=1.33 L . .

k=175 iteragoes

i=1.75
i=1.75
1-(5.08, 1.64)
H=(5.94,317)
G=(4.19,3.15)
t3-133
n=175
m=175
1-175
L=(3.37,-142)
K= (4.23,0.11)
J=(2.48,0.00)
t4=137

Fonte: Proéprio autor

Agora, vamos aos questionamentos:

Qual é a dimensao do Triangulo de Sierpinski?

Qual é o perimetro inicial da figura considerando o triangulo com lado [?

e Apds uma iteragao, qual é o perimetro do tridngulo? E apds duas iteragoes? E apds

trés?

O que esta acontecendo com o perimetro apds cada iteragao?

e Faca uma generalizagao para o perimetro do tridngulo de Sierpinski apos n iteragoes.

Vocé saberia dizer algo sobre o perimetro apés infinitas iteragoes? O que acontece?

E a éarea, quanto vale a area inicial do triangulo?
e Apds uma iteragao, qual é a area do tridangulo? E apds duas iteragoes? E apds trés?
e Faca uma generalizacdo para a area do triangulo de Sierpinski apos n iteragoes.

e O que acontece com a area se forem feitas infinitas iteragoes?

4.7 ATIVIDADE 7: CONSOLIDACAO

Neste momento sao feitas algumas perguntas acerca daquilo que foi estudado:

e Pergunta 1: O que é um fractal?

e Pergunta 2: Os fractais sdo apenas objetos construidos pelo homem ou podem estar

presentes na natureza? Dé exemplos.



e Pergunta 3: O que diferencia a geometria fractal da geometria euclidiana?

e Pergunta 4: Quais fatos os chamaram mais a atencao nesse estudo?
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Trazer a geometria fractal para a sala de aula, nao é tarefa simples. Sao varios os
fatores que dificultam a insercao de tal assunto, dentre eles a falta de estimulo dos alunos
aliada a falta de capacitacao de muitos professores com a falta de estrutura das escolas.
Mas nada impede que nos, educadores, criemos meios de mudar esse cenario, buscando
capacitagoes afim de que possamos adaptar nossa escola, na medida do possivel, para que
assim, possamos proporcionar atividades prazerosas a nossos alunos, por exemplo, através

de jogos, materiais concretos, tecnologia e tudo aquilo que estiver a nosso alcance.

Foi pensando nisso que trago esse trabalho, aliando o uso de tecnologia com um
assunto quase nao trabalhado no ensino basico, mas com grande potencial. Segundo Real
em [12] (p.11), "Deixar de usar apenas o quadro, o giz e o livro didético e fazer uso de
recursos tecnologicos, faz com que o educando concentre-se mais, visualize e compreenda

melhor as situagoes apresentadas”.

Além disso, a geometria fractal, ¢ uma bela area de estudo que estd em constante
crescimento, pois apesar de ser uma geometria nao-euclidiana, ajuda a consolidar assuntos
trabalhados na geometria euclidiana e na matematica como um todo. Segundo Batanete
em [2] (p.65)

A utilizacao de fractais, para ilustrar tépicos como areas e peri-
metros de poligonos ou volumes de poliedros pode tornar o seu
estudo mais motivador. Por exemplo, o "Floco de Neve'que, como
ja referimos apresenta perimetro infinito e area finita, suscitara
naturalmente a curiosidade dos alunos. A construgao e estudo
deste fractal pode ser uma boa forma de consolidar conhecimentos
ja adquiridos envolvendo férmulas algébricas, dreas e perimetros,
assim como o calculo do niimero de segmentos e o comprimento
total do Conjunto de Cantor podera servir de base para o estudo
posterior de limites devido ao fato deste comprimento total se
aproximar mas nao ser igual a zero.

Sendo assim, espero que este trabalho sirva como incentivo para professores da

educagao basica estudarem e trabalharem esse assunto enriquecedor nas suas salas de aula.



[14]
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