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Resumo

Nos exploramos as propriedades classicas e quanticas de um campo escalar estéril acoplado
a N copias de férmions de Dirac submetido a um campo gravitacional externo em dois
modelos diferentes. Descobrimos que o potencial escalar de auto-interagao de um modelo que
é consistente no nivel quantico, inclui poténcias impares (primeira e terceira) de um escalar.
Em particular, é preciso considerar, além do acoplamento nao-minimo padrao £p?R, um
novo tipo de acoplamento da forma f@R com o novo parametro nao-minimo f. Estudamos a
renormalizacao a um loop de tal teoria incluindo o novo acoplamento nao-minimo. Além disso,
calculamos o potencial efetivo a um loop para o modelo com escalar estéril usando o método
do grupo de renormalizagao e mostramos como a andlise do grupo de renormalizacao deve ser
estendida em comparacao com a expressao padrao que foi derivada na década de 1980. Esta
conclusao é apoiada pelo cédlculo direto do potencial efetivo usando coordenadas normais de
Riemann e regularizacao cut-off covariante. As caracteristicas importantes da teoria classica
com um escalar estéril estao relacionadas a presenca de termos qualitativamente novos na

acao induzida da gravidade, provenientes dos termos impares.

Palavras chaves: Renormalizacao; modelo de Yukawa; espaco curvo.

Areas do conhecimento : Teoria Quantica de Campos em espago-tempo curvo; Gravitacao.



Abstract

We explore the classical and quantum properties of a sterile scalar field coupled to N
copies of Dirac fermions in an external gravitational field in two different models. We find
that the self-interaction scalar potential of a model that is consistent at the quantum level,
includes odd (first and third) powers of a scalar. In particular, one has to consider, besides the
standard non-minimal coupling of the form £p?R, the new type of non-minimal coupling of
the form fpR with new non-minimal parameter f. We study the one-loop renormalization of
such a theory including renormalization of the new non-minimal coupling. Also, we calculate
the one-loop effective potential for the sterile scalar model using the renormalization group
method and show how the renormalization group analysis should be extended, compared
to the standard expression which was derived in 1980-ies. This conclusion is supported by
the direct calculation of effective potential using normal coordinates and covariant cut-off
regularization. The important features of the classical theory with a sterile scalar are related
to the presence of the qualitatively new terms in the induced action of gravity, coming from

the odd terms.

Keywords : Renormalization; Yukawa model; curved space.
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Notacao e convencoes

Vamos definir algumas notagoes e convencoes que utilizaremos neste trabalho. O objetivo
aqui, nao é fazer demonstracoes e sim apresentar as grandezas basicas da teoria.

Partimos da definicao de intervalo entre dois eventos no espaco-tempo,

ds® = datdx, = n,, detdz” = & dt* — da® — dy® — d2°, (1)

onde z# = (2%, zt, 22, 2%) = (ct, x,y, 2), nu = diag(l,—1,—1,—1) é a métrica de Minkowski

e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Esse intervalo deve ser invariante perante transformagoes
de Lorentz.

Para os operadores diferenciais, temos a seguinte notagao condensada

B
0, = —— = (8,01, 0, 05) = (

dat

o 9 0 0 0
%%%@@)Z(%%V)’

e, por consequéncia, o operador D’Alembertiano pode ser escrito como
0=0"0, = 5 =5 — A. (2)

Outra notacao condensada utilizada no texto deste trabalho se refere a integral no espago

quadridimensional, escrita como

/dxz /d4x = /d:vodxldaszdx?’. (3)

Também utilizamos o sistema natural de unidades, onde ¢ = A = 1, a nao ser onde ¢ dito
o contrario, como na se¢ao 1.2 onde recuperamos a dependéncia de h do funcional gerador
das fungoes de Green para realizarmos a expansao em loops da acao efetiva.

No espago-tempo curvo, a métrica plana de Minkoski é substituida por uma métrica
abitrdria g,, e para que a covariancia se mantenha, a derivada parcial ¢ substituida pela

derivada covariante
o —V,

e um fator de /—g ¢ acrescido ao integrando, onde g é o determinante da métrica g, .



Introducao

O campo escalar tinico do Modelo Padrao Minimo (MPM) da fisica de particulas é o
béson de Higgs, que é complexo e pertence a representagao fundamental do grupo SU(2).
As extensoes nao-minimas do MP, como a versao supersimétrica, das Teorias da Grande
Unificagao, normalmente tém um setor escalar maior, mas os novos escalares sao sempre
representacoes do grupo de simetria do modelo de fisica de particulas correspondente. A
consisténcia de tais modelos com relacao as exigéncias da teoria quantica de campos ¢é a
principal ferramenta para restringir as extensoes do MPM e, em particular, o setor escalar.

Ao mesmo tempo, existem outros tipos de campos escalares que sao intensivamente usados
na cosmologia. Tanto o inflaton quanto a quintesséncia sao escalares reais que nao estao
relacionados as representacoes do grupo de simetria da fisica de particulas e podem ser
chamados de escalares estéreis. O termo estéril é usado para o quarto neutrino que nao
pertence a representacao do grupo SU(2) e esta é a primeira vez que utilizou-se esse termo
para se referir a campos escalares. Uma questao interessante diz respeito as restrigoes que
podem ser impostas na teoria quantica sobre o potencial de auto-interacao de tal campo
escalar. Uma realizagao pratica deste procedimento requer assumir a forma da interacao
entre as particulas elementares e escalares estéreis. No presente trabalho consideramos a
versao mais simples possivel de tal interacao, ou seja, utilizamos um escalar estéril acoplado
a N copias do férmion massivo de Dirac através da interagao de Yukawa. Consideramos
também um segundo modelo com termos extras onde a interagao acontece entre um campo
escalar axial e os campos fermionicos de Dirac.

E bem conhecido que a renormalizacao multiplicativa de um campo escalar no espaco-
tempo curvo requer a introducao do acoplamento nao-minimo entre o campo escalar e a
gravidade na forma £p?R. No entanto, se o potencial cldssico do campo escalar incluir o
termo ?, pode-se esperar que a teoria renormalizada deva incluir o novo tipo de acoplamento
nao-minimo proporcional a ¢ R, com o novo parametro nao-minimo. Assim, chegamos ao
problema de descrever a estrutura quantica da teoria com um escalar estéril. O objetivo deste

trabalho é considerar os principais aspectos desse problema, como o grupo de renormalizacao.



Até onde sabemos, esses assuntos ainda nao foram estudados na literatura.

Para estudar os novos aspectos mencionados acima, comec¢amos usando a abordagem
do heat kernel padrao para derivar as divergéncias a um [oop no modelo para o espaco-
tempo curvo. Como resultado desse cédlculo, chegamos a forma minima de um potencial de
auto-interagao consistente que fornece a renormalizacao multiplicativa do modelo. A nova
caracteristica deste potencial em comparagao com um escalar usual (por exemplo, Higgs) é
a presenca da primeira e terceira poténcia do campo escalar no potencial classico. Notamos
que nos calculos anteriores para divergéncias semelhantes realizados nas Refs. [1, 2, 3, 4] a
presenca desses termos foi reconhecida, mas as consequéncias desse aspecto da teoria nao
foram suficientemente exploradas. Outro aspecto interessante do escalar estéril acoplado a
férmions através da interagao de Yukawa é o possivel papel dos termos impares na inflagao.

Do lado formal da Teoria Quantica de Campos (TQC), o problema desafiador é como
levar em conta o grupo de renormalizacao para os termos impares, especialmente quando se
trata da derivacao baseada no grupo de renormalizacdo do potencial efetivo. A expressao
padrao para o potencial efetivo advinda da equacao do grupo de renormalizacao para acao
efetiva no espago curvo [6] (ver também desenvolvimento adicional do método do grupo
de renormalizacao, aplicado para outros setores da agdo efetiva em [7]) é vdalida apenas
para a teoria onde as divergéncias tém a segunda e quarta poténcia do campo escalar. O
potencial efetivo no modelo com interagdo de Yukawa foi calculado recentemente em [3,
4] para o caso especial de férmions sem massa, quando os termos impares no potencial
escalar nao sao necessarios e as contribuigcoes em loop para o potencial podem ser derivadas
com base nas expressoes gerais padrao no espago-tempo plano [8] e curvo [6, 2|. Se os
férmions sao massivos e existem termos impares, estes resultados padroes sao incompletos e
a derivacao do grupo de renormalizacao do potencial efetivo deve ser modificada de alguma
forma. Como de costume (veja a discussao em [10]), a derivagdo do grupo de renormalizagao
¢é baseada na identificacao do parametro de renormalizacao p, que permite facilmente ir
além da aproximagao do potencial local [7, 2]. Por outro lado, tal identificacao representa
um pressuposto, que é sempre bom verificar, pelo menos no caso mais simples de potencial
efetivo. Assim, a fim de obter uma verificacao adicional do resultado completo, realizamos
a derivacao do potencial efetivo para um escalar estéril diretamente, usando o método que

foi desenvolvido recentemente em [10] com base nas coordenadas normais de Riemann e na



representagdo do momento local [11, 14].

A dissertacao esta organizado da seguinte forma. No primeiro capitulo descrevemos re-
sumidamente alguns métodos que foram utilizados no desenvolvimente deste trabalho, como
a expansao em loops e o método de Schwinger-DeWitt. No segundo capitulo, retratamos a
derivagao das divergéncias a um loop no modelo com um escalar estéril acoplado a N cépias
de férmion. Calculamos as fung¢oes beta e gama, e o potencial efetivo a um loop restaurado do
grupo de renormalizacao. No terceiro capitulo apresentamos as divergéncias a um loop para
o modelo com um campo escalar axial e um escalar estéril, ambos acoplados a N férmions.
Determinamos as fungoes beta e gama e calculamos os parametros renormalizados. E por

ultimo, tiramos nossas conclusoes e discutimos as perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 1

O papel da acao efetiva em Teoria

Quantica de Campos

Neste capitulo faremos uma breve revisao sobre o papel da agao efetiva na Teoria Quantica
de Campos. Devemos lembrar que a acao efetiva é um objeto fundamental na construcao da
TQC [2, 24, 25], pois ela representa a generalizacao da agao classica para o espago-tempo
curvo e é um funcional gerador das funcoes de correlacao conectadas, como serd mostrado
mais adiante.

Através das funcoes de correlagdao conectadas podemos determinar qualquer outra funcao
de correlacao. Além disso, podemos descrever fenémenos fisicos de uma determinada teoria
quantica. Na sec¢ao 1.1 vamos reproduzir o funcional gerador das fungoes de Green e encontrar
a relacao para acao efetiva. Em 1.2 faremos a expansao da acao efetiva em termos dos
loops. Nas secoes 1.3 e 1.4 mostraremos resumidamente o método de Schwinger-DeWitt e as

equacoes do grupo de renormalizagao para derivar o potencial efetivo, respectivamente.

1.1 Funcional gerador das Funcgoes de Green

Considere uma agao inicial S(p), para o campo escalar ¢(x) tal que

S(e) = [ do {5 [ a0+ me?] + Vo)), (1)



onde V() é um potencial arbitréario. Podemos escrever o funcional gerador das fungoes de

Green como

Zmszwmmwm+wn, (1.2)

onde

goJ:/da';go(:L‘)J(m) (1.3)

é a notagao condensada de DeWitt para o produto de dois campos [24] e J(x) é a fonte
externa do campo escalar ¢(z).

Podemos expressar a funcao de Green de n pontos como uma integral funcional [12]

Gu(@1, @9, 1) = (@(z1)p(x2) - - ()

D z1)o(xs) -+ @z, etSlel
_ /Doyl }solg@iisww( et (1.4)

de modo que as fungoes de Green possam ser obtidas através da n-ésima variacao funcional
de Z[J] em relagao a J(z),

| AN

2] 67 (20)0 (x2) - -0 () |l 1=0’ (1.5)

Gn<I1,x2,"' 71:”) -
Podemos entdo, definir o funcional gerador das fungdes de Green conectadas W[.J|, como
e = 71J). (1.6)

Desta forma, as fungoes de Green conectas, G°(x1, s, ...,x,), podem ser descritas como

derivadas variacionais

W J]

G(x1, 29, ,1,) = 51T (00T (22) - 0T () (1.7)
Introduzindo a definicao de campo médio através da relagao
W) _ 1 0ZJ) _ [ Dppla)eSleten
5J(x)  Z[J] 6id(x) [ DpeSten (p(al), (1.8)
onde faremos (p(z|J)) = ¢(z|J). Ou seja,
olald) = Gy (19)

Sendo que esta equacao deve ser resolvida de tal forma que o campo médio seja um funcional

da fonte externa J(x).



Finalmente, através da transformacao de Legendre podemos definir um funcional que

depende do campo de fundo chamado de agao efetiva [2]

Llo] = (W = I) |, sai0- (1.10)

Para a acao classica que contém um termo de interagao entre o campo ¢ e a fonte externa,
a equacao de movimento é

6S[¢]
d(x)

Da mesma forma podemos derivar a equacao de movimento para a agao efetiva, basta variar

= —J(x). (1.11)

I'[¢] com respeito ao campo de fundo em ambos os lados de (1.10). Logo,

ST[¢]  sWI[J] 6J

o = T qs% (1.12)
Substituindo a equagao (1.9) em (1.12), temos

o]

o) —J(x). (1.13)

Assim, vemos que I'[¢] na teoria quantica equivale a S[p] na teoria cldssica. Aqui apresenta-

mos apenas uma discussdo breve, para mais detalhes ver a referéncia [2].

1.2 Expansao em loops da acao efetiva

Tendo em vista as equagoes (1.2) e (1.6), vamos considerar o funcional gerador das fungoes

de Green da seguinte forma

Z[J] = exp /Dcp exp 3 —(S[g] + (,OJ)}. (1.14)

A quantidade A, que antes consideramos como unidade, foi recuperada para ser usada como
um parametro de expansao em [oops.

Vamos incluir a agao efetiva através da equagao (1.10)

exp{;( +¢J /Dgp exp § —(S[p ]Jrgoj)}. (1.15)

Fazendo a seguinte mudanca de varidvel ¢ — ¢ + ¢, onde ¢ é o campo de fundo e usando a

equagao de movimento (1.13), temos

exp{;( (@] +¢J /Dcp exp [<,0+¢]+(90+¢)J)}. (1.16)



Ou seja,

exp /Dgp exp [ + ¢] — 5?55} >} (1.17)

Agora, expandindo a acao cldssica escrita em termos do campo de fundo, S|y + ¢], em

uma série de Taylor funcional no campo ¢(z),

Sl + ] = +Z /dxl g Su(r, o ol dp(an) - plea),  (LI8)

onde
0" S[¢]
op(x1) - 0p(xy)

sao as funcgoes classicas do vértice que dependem do campo de fundo. Para simplificar,

Sp(w1, -+, 20|0) = (1.19)

consideramos a notacao condensada de DeWitt, onde

/dwl v dan S(@y, o Tal@) (@) - p(an) = Salele” (1.20)
e
ol'lg] _
0 =Tile) (1.21)
Logo, podemos reescrever a equacao (1.18) da seguinte forma
Sle+ ] = S[¢] + Z ' (1.22)
Introduzindo a equacao (1.22) em (1.17) obtemos
1 1
exp {7101} = [ Do exp {7 [S16)+ 55alole? + Y- Sulele — o(Tilel - Sil6) |
n=3
(1.23)

Fazendo agora a seguinte mudanca ¢ — h/ 2(,0 na integral funcional, temos
i h RN (5]
ow {3} = [ oo {5[si+ Gsiae+ 3 s

— B3 (Tl - sw)])] b (1.24)

E de se esperar que a agao efetiva seja composta por um termo classico S[¢| e uma
contribuicio quéantica I'[¢]. Sendo assim, o funcional I'[¢] deve conter todas as correcoes

quanticas para a ac¢ao classica e podemos expandi-lo em uma série de poténcias em h

= i AT ™ [g). (1.25)



Esta expansao é conhecida como expansao em loops, onde o parametro n representa o ntimero

de loops. Levando em conta (1.25) podemos reescrever a férmula (1.24) da seguinte maneira

oo

exp (i3t} = [ g exp{z'[gw]soui%mw
_ ih—%ng@fg’ﬂw]}}, (1.26)

O funcional presente na exponencial do lado direito da equagao (1.26) representa a agao de
alguma teoria na qual o propagador é definido pelo termo quadratico %5’2 [¢]p? e os termos
de ordem superior retratam as interagoes entre os campos.

Além disso, a relacgao (1.26) pode ser resolvida para primeira ordem em £, onde obtemos

exp (iT0[5]) = / Dy exp (%55[@&) — (Det Sy[d]) ?. (1.27)
Fscrevendo a forma bilinear da acio
H(x,y) = Sa[¢] = %, (1.28)
temos
T[] = %m Det H[¢] = %sTr In (4], (1.29)
onde sTr ¢ o super traco dado por
sTrA = /d:v str A(z, z), (1.30)

sendo A(x,z) = A(z,y)|y— € A(z,y) é 0 nicleo do operador A = A(z,y)d(x —y) [2]. Usamos
o super trago, pois além dos campos escalares integramos campos fermionicos. Desta forma,
o célculo da agao efetiva se reduz a calcular os super tragos do operador H.

Todo o conteido desta dissertagao e do artigo [5], fruto deste trabalho, esta baseado nos

célculos da agao efetiva a 1-loop e portanto, usamos a equagao (1.29) para derivé-los.

1.3 Método de Schwinger-DeWitt

Dentro da abordagem funcional da teoria quantica de campos temos a expansao de heat
kernel (nucleo de calor) e o formalismo de campo de fundo, que sao funcionais de fontes

externas arbitrarias ou o campo médio de uma configuracao genérica (o campo de fundo).



No entanto, é impossivel realizar o calculo exato dos efeitos quanticos em um campo de
fundo genérico. Em 1937, Fock demonstrou ser possivel escrever as fungoes de Green como
integrais sobre uma variavel auxiliar, chamada tempo préprio de um nicleo, que satisfaz
uma equacao de calor [27]. Assim, permitindo construir aproximagoes que sao vélidas em
campos de fundo genéricos. Schwinger entao constatou que a abordagem usada por Fock
se aplicava no contexto da renormalizacao e da invariancia de calibre na teoria quantica de
campos [23] e DeWitt estendeu o método para o espago-tempo curvo [24]. Sendo assim, o
método de Schwinger-DeWitt permite calcular a agao efetiva e sua parte divergente de forma
covariante.

Comecaremos pela equacao que esta correlacionada com as correcoes a 1-loop para a agao

classica
= %ln Det H = %Tr In H, (1.31)

onde o operador H normalmente depende da métrica e de outros campos de fundo. A
integracao funcional é executada sobre o campo quantico, enquanto o campo de fundo de-
sempenha o papel de parametro externo na integracao (campo cléssico). Considerando a

variacao da acao efetiva a 1-loop em relagao aos parametros externos como
ST = %5 Tr InH = % Tv H'6H. (1.32)
O operador H! admite a representacao de integral sobre o tempo préprio (s)
H' = z/ ds e~sH (1.33)
0
Logo,

1o [ “ds _.p
Ty (5H/ dse ™ = — 2 Tr5/ = emisH, (1.34)
2 0 2 g S

Assim, o funcional I'") é dado por

_ ) *ds -
W = cte — %Tr/ —SU(LE,:I;';S), (1.35)

0 S

onde a constante nao é relevante e U(z,x’;s) é chamada de heat kernel e pode ser escrita

como

~

Uz, s) = emisH (1.36)
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Esse operador deve satisfazer a equacgao de Schrodinger,
U (z,2; s A a
AT AT N A (1.37)
0s
com a condicio inicial U (x,2’;0) = 0(z, 2'). Restringimos entéo, o cdlculo da acio efetiva a

resolucao da equagao diferencial (1.37). Uma vez que podemos escrever o operador H como

~

H=10+1I, (1.38)

onde incluimos o parametro de massa no operador II, podemos considerar a quantidade

U(z,x';s) como um operador evolugao, sendo conveniente escrevé-lo na forma da seguinte

ansatz
Ulz,2';s) = Up(x, ' 8)Qz, '), (1.39)
onde
G, 5) = = s [ D] Ve =55 (1.40)
e

= (is)fag(x, ') (1.41)

k=0
[D(x,2")] é o determinante de Van Vleck-Morett [29], o(z, ") é uma funcao geral e ax(z,z’)
s@o os coeficientes de Schwinger-DeWitt. Observando a equacao (1.41) é possivel identificar
que os coefientes ay(x,z’) tém dimensao de massa que cresce linearmente com o nimero k.

Para os limites de coincidéncia, temos

Ay = lim ag(x, ') = . (1.42)

' —x

A determinacao desses coeficientes nao é simples e pode ser vista no trabalho de Barvinsky
e Vilovisky [19]. No entanto, podemos substiruir a equagao (1.39) em (1.37), de modo que

encontramos a seguinte relagdo de recorréncia para ay(x,x’)
(k4 Vg1 + 0"V, app ATO(AY20,) + Tag,  k=1,2,3,---. (1.43)
Considerando o operador mais geral como [34]

Sy =H =10+ 2"V, +11, (1.44)
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onde

o = ¢"V,V,,

.1 A
= P— ER + Vb 4 hyhe. (1.45)

Podemos mostrar através das relacoes acima que

~

.1 . .
= I+ R =Vl = by,

~ ~

Sw = 1V, V] + Vih, — V,hy, + hyhy, — hyh,. (1.46)

Assim, para o limite de coincidéncia, lim, _,, ax(z,2’), temos os primeiros coeficientes

obtidos a partir da férmula (1.43)

~

ag(x,z) = 1, (1.47)
ai(z,z) = P, (1.48)
Go(z,2) = i(}f — R2, 4+ OR) + Lp2 1(DP) 418 (1.49)
2 180+ el TaB 2 6 1271 ‘

Finalmente, podemos encontrar a relagao final para a acao efetiva a 1-loop mediante a

equagao (1.35)

_ ' % ds D2(2,2') iotwa’)_; o, o=,
poy _ & Tr/ 45 DR L) G mims N (6 i (x, ). (1.50)
2 o 5 (4mis)2 kz:%

Um resultado relevante (para mais detalhes ver [19]) é que em n = 4 apenas os trés
primeiros termos de (1.41) equivalem a parte divergente da agao efetiva. Além disso, a
relagao para a parte divergente da agao efetiva, na regularizacao dimensional, deriva das

divergéncias logaritmicas dadas por k£ = 2, tal que

n—4
ffl;)} = _MT /d4$ vV —4 tr&z(x,x), (151)

onde € = (4m)*(n — 4).

1.4 Equacoes do Grupo de Renormalizagao

Para mostrar como obter as Equacgoes do Grupo de Renormalizacao no espacgo-tempo curvo
seguiremos as referéncias [2, 12, 22, 26]. Comegaremos relembrando os conceitos de renor-

malizacao e regularizacao [2].
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As fungoes de correlagdo sdo normalmente determinadas por integrais divergentes no
limite de momentos grandes. Por esse motivo, nao é possivel obter informacoes fisicas do
sistema a partir delas. Porém, podemos utilizar o processo de renormalizacao para cancelar
as divergéncias. Mas, devido a essas divergéncias é necessario utilizar a regularizagao para
que as integrais de trajetéria divergentes passem a ter sentido fisico.

A regularizagao se baseia em mudar a integral divergente para uma integral finita que
depende de um parametro de regularizacao. Quando esse parametro tende a um determinado
valor recuperamos a integral original. Um exemplo desse processo é a regularizacao dimen-
sional que define toda a teoria em uma dimensao n do espago-tempo, sendo n o proprio
parametro de regularizacao.

Considerando Sp[¢o, po] & agao da teoria fundamental (bare theory) e S[é, p| a agao renor-
malizada podemos escrever os funcionais geradores das funcoes de correlagao para a teoria

fundamental e renormalizada,

exp{iWolJo]} = / Déy expli(Soldo, po] + doo)}, (152)

exp{iW[J]} = / D expli(Slo.p] + 67)}. (1.53)

onde ¢ e pg sao campos e parametros fundamentais, enquanto ¢ e p sao renormalizados.
Temos que ¢qg e py estao conectados com ¢ e p através das transformacoes de renormalizacao
e So[bo, po] = S|¢, p] devido a renormalizagdo multiplicativa. Fazendo a mudanca de varidvel

by — Zléqﬁ em (1.52) obtemos que Wy[Jo] = W]J]. Logo,
J= 272 5. (1.54)

Agora, podemos encontrar a acao efetiva renormalizada através da transformacao de

Legendre. Sendo o campo médio dado por

oWy  OW _1o e 1
o= 200 = S gyt = yo-iegly, (1.55)
obtemos a acao efetiva
1 _1
To[go] = WolJo] — doJo = W[J] — gu" 222 = =92 772 ] = T[g], (1.56)

ou seja,

FO[gocﬁvQSO?pU)n] = F[gaﬁagbvpa/i?n]v (157)
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onde escrevemos explicitamente os argumentos da acao efetiva fundamental e renormalizada.
Deste modo, vemos que a acao renormalizada [ possui um parametro p que nao aparece na

acao fundamental I'y. Assim, podemos escrever

d
Logo,
0 / do(x) ¢
+ + - apy ¥y 7n:O‘ 159
o u It T/ i 300D L(gas, &, p, 1, 1] (1.59)

Lembrando que os termos p dp e ,u ¢ s30 calculados nos valores fixos py € ¢y e podem ser

escritos da seguinte forma,

dp

o = Bp(n), (1.60)
do(z)

a0 =7(n)o(z), (1.61)

onde a quantidade f3,(n) é chamada de fungao beta e vy(n) de funcao gama. Usando essas

notagoes podemos reescrever a equagao (1.59),

0

[ 2 + 5p(n)8_p

o T A(n) / &'w /=g olx)

)
5ot Tlgen Oop el =0 (162)

A relagao (1.62) é denotada como equagao do grupo de renormalizagao e pode ser usada
para calcular o potencial efetivo, como sera feito no préximo capitulo.

Além de remover as divergéncias, os processos de regularizacao e renormalizacao fazem
com que as constantes de acoplamento e as massas dos campos evoluam dinamicamente e
passem a depender do parametro de renormalizacao . Como uma consequéncia, a constante
gravitacional em Teoria Quantica de Campos no espaco-tempo curvo nao sera sempre a

mesma, assim sendo, os fenomenos dessa teoria dependerao do parametro .



Capitulo 2

Renormalizacao do Modelo de Yukawa

com um unico escalar estéril

Vimos que a acgao efetiva é um instrumento importantissimo na teoria quantica de campos e
pode ser calculada através da expansao em loops. Contudo, nesta expansao sao encontradas
funcoes de vértices que dependem de integrais de Feynman que divergem para valores elevados
de momentos. O que quer dizer que a teoria contém divergéncias na regiao do ultravioleta.
Por este motivo precisamos utilizar um procedimento para reconstruir a teoria em que estamos
trabalhando de modo que as divergéncias nao estejam mais presentes na acao efetiva e as
funcoes de vértice sejam finitas. Este procedimento é chamado de renormalizacao e pode ser

visto com mais detalhes em [2, 9, 13, 15].

2.1 Modelo de Yukawa com escalar estéril e divergéncias
a um loop

Vamos considerar o modelo de Yukawa com um tunico escalar estéril real ¢ acoplado a N

cépias de férmions W. A agao classica que iremos trabalhar é dada por

_ g 1
S = /d4x\/—g{i\11i (YV,, +iM + ihp) 67V, + 5 (g“”@m&&,@ — m2p? + §R¢2)

Ay 9 3
- et L o R}, (2.1)
onde 7,5 = 1,---, N, v* sao as matrizes de Dirac, m ¢é a massa do campo escalar, M ¢é

a massa do campo espinorial, h é a constante de acoplamento de Yukawa, A\, g e 7 sao as

14
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constantes de acoplamento no setor escalar que sobrevivem no limite plano, enquanto £ e f
sao os parametros nao-minimos do campo escalar acoplados a gravidade. Na ultima linha da
acao (2.1) existem termos que sa@o fmpares no campo @, como Veremos a seguir esses termos
sao elementos necessarios para que a teoria se torne consistente.

Os termos com poténcias impares e seus parametros correspondentes g, 7 e f nao foram
analisados de forma precisa nas consideragoes anteriores do modelo apresentados em [1, 2, 3,
4], independentemente dos termos impares terem sido identificados nas divergéncias a 1-loop.
Para a teoria quantica de campo formal, a teoria consistente de um escalar estéril acoplado
a férmions deve incluir esses termos desde o principio e essa é a abordagem que seguiremos.

Comegaremos com a agao efetiva a 1-loop dada pela equagao (1.29),

o = % Tr In 4. (2.2)

Para encontrar o operador H, podemos decompor os campos de matéria em campos de fundo

@, U, U e parte quantica o, 7, 7,
w— p+o, ‘I]z—>\i[1+lr_h7 \Ilj—>\11j+7]j. (23)

As divergéncias a 1-loop sao definidas pela parte bilinear da acao, que envolve o operador

H,
1 N o
5(2) = 5/6141’\/—9 <U 771>H
Uk
1
= 5/65455\/ —9{0H11U+77zH210+0H1277j +77iH2277j}7 (2.4)

ou na forma explicita
1 g
S@ = 3 /d4x\/—g{2iﬁi(v +iM)n;6” — 000 — m*0® + {Ro?
- Y
— 2h(pin; + oVin; + o7 V;)8Y — S0’ — 99002}- (2.5)

Aqui o quadrético na acdo dos campos quanticos S®) depende do campo gravitacional e

dos campos de fundo ¥, ¥, p. Conseguimos entao, escrever o operador H como

i (R — 0 —m? — gp — 3¢* —2hW;
—2hV; 2 (Y + iM + ihep)d?
(2.6)
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A fim de reduzir o problema de derivar In Det H para a forma padrao, introduzimos o

operador de matriz conjugada H*,

. ~1 0
o = . (2.7)
0 —3(Y+ M)

~

Como vimos anteriormente a acao efetiva a 1-loop tem a forma ~ Tr In (H). Para calcular

as divergéncias da acao efetiva, vamos escreve-lo como

A

Trln(H) = Trln(HH*) — Tr In (H*). (2.8)

Note que Tr In H* contribui apenas para as divergéncias de vacuo, que ja sao conhecidas

por um modelo arbitrério [2, 18]. Portanto, é suficiente calcular as divergéncias do produto

A

HH*, que tem a forma padrao
H=HH" =104 20"V, +11, (2.9)

onde podemos identificar os seguintes operadores

. O—ER+m?+ gp + 2¢° —hU,(iV — M
5 3 gotaet 1 ;(2 ) (@10
2R, 5 [m — LR M2 — hy(i¥ — M)]

. 0 LhUyn
hH = 25 ) (2.11)

0 SheyH*oY

€
i m?+ 3¢? — (R + gp hMU,
21, 69 [M? — LR+ hMy|

(2.12)

As divergeéncias a 1-loop podem ser derivadas por meio da técnica de Schwinger—-DeWitt
e sao dadas pela expressao geral (1.51). Para obtermos os operados Pe S’W precisamos dos

seguintes termos que derivam da equacao (2.11),

. 0 LhV,Wy* .. 0 —h*U
Vuh#: .2 g Jﬁy,. ) huhu = k’90
0 LhV ,pyHo 0 —h2p25*
.. 0 —1p20 5
e huhy = TR ) (2.13)

0 —1h%0*ym,0%



17

A substituigao de (2.13) em (1.46) nos leva a

h_ M rgpt+m?— (E-YR hM Ty, — Lh(V, 07" + B2
2hY, [M2 — LR+ hMp— Lh(V,0)" + h?ﬂ gk
€
S;w _ 0 _%h ((vuqlk)'% - (vu@k)%i) + zlth\I[kQO [’7}17 Y L (2.14)

0 [iRuvaﬂVQVB - % ((V,ﬁp)’y,, - (VVQO)’VM) + %;h2902 [’Y;n W) ] 5k

Assim, o resultado final para a divergencia a 1-loop é

(1) pP D m* 4 N oo 2 1 2 2
) = —T/d x\/——g{—Q —INMY+ [ TME (€ - )| R+ 2R3 (0,0)
SN-1 , [BN+1 1, 1 S T
_Z(e—_Z)\IO il v/ _
ST, W+[ 15 6(5 6” RJ“Zk 3ih @k[QW M ”“P]\I”f
1, 1\ Ni., 1 L, DN
_ | Z({e_Z - Z _ O Z _
S(e=2) + | R+ (90— SNBM)Dp + (g7 + dm? — 24N ¢
1 | N, 2 N 1
—(r-1 Nh2>D 2__[( —->A——Nh2] 2 (_ _> 2
+ (A0 YA CR) e e E R O YRR Ty R

+ (m2g — SNhM?*)p + <%>\2 — 2Nh4> ot — <8NMh3 - %gk) ©°
— o(e- é) - gNhM} Rgp}, (2.15)

onde as divergéncias de vacuo também foram incluidas para completude.

O resultado (2.15) confirma nossas expectativas, ou seja, todos os termos impares que
foram acrescidos na agao classica (2.1) realmente surgem nas divergéncias a 1-loop. A razao é
que, na teoria com escalar estéril, esses termos nao sao protegidos por nenhum tipo de simetria
e, portanto, era esperado que eles aparecessem. Na medida em que temos as divergéncias de
poténcia impar, devemos esperar as contribuicgoes logaritmicas na parte finita correspondente
da acao efetiva, em particular no potencial efetivo de um escalar estéril. Nas proximas secoes,
veremos que essa expectativa serd confirmada. E vale a pena ressaltar que os termos impares
podem afetar o aspecto dos fatores de forma nao locais, semelhante ao que tinhamos no
modelo Yukawa para os termos pares [20] e anteriormente para um escalar auto-interagente
[21]. A discussdo desta questdo vai além da estrutura do presente trabalho e serd deixada

para o futuro.
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2.2 Renormalizacao no espaco-tempo curvo

A fim de renormalizar a teoria, aplicamos o esquema de Subtragao Minima (SM) no espago-
tempo curvo [2], que consiste em absorver a parte divergente das corregoes radiativas nos
contratermos. Os contratermos podem ser escritos como AS = —I'y,. Assim, a acao classica
renormalizada, Sgp = S + AS, deve ser igual a agao fundamental Sy. Desta forma, podemos

escrever as relagoes de renormalizacao para os campos como

D4 ONh?2
wo = pz (1+ o,

€
- 3
Vg = p7 (1 + —hz) v,
de

Ty = p'z (1 + %ﬁ) b,,. (2.16)
€

Para as massas as relagoes de renormalizacao sao

M, = (1 - 3}#) M,

2¢
2 L ANK?*m? + Am? — 24N h2M?>
m2 = mpo LA A Am . (2.17)
€
Para os acoplamentos pares usuais e parametros nao-minimos, temos
A+ 4ANR? 1
I R (]
€ 6
- AND? + 9h?
hy — M‘*;’h(l__+)7
2¢
48Nh* — 8N Ah? — 3\?
N = P ()\ + ) : (2.18)
€
E, finalmente, para os acoplamentos impares e parametros nao-minimos,
i-D 48N Mh? — 3g\ — 6Nh2g
go = p 2 |\g+ . )
D4 ( 8NhM3—2NTh2—m2g)
To = K2 | T+ ,
€
D4 1 2NRM + 6N fh?
b= 0 |74 (o) - LT (2.19)

Essas expressoes demonstram a renormalizagao nao trivial dos parametros de acoplamento

impares, incluindo o novo parametro nao-minimo f.
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2.3 Calculo do Potencial Efetivo

Na primeira parte desta segao, consideramos a equagao do grupo de renormalizagao para o
potencial efetivo e discutimos sua solugao para o modelo sob consideracao até a primeira
ordem na curvatura escalar. Na segunda parte calculamos o potencial efetivo de forma direta

através das coordenadas normais de Riemann.

2.3.1 Calculo via Grupo de Renormalizacao

A forma da equacao do grupo de renormalizacao é definida pelas correspondentes funcgoes
beta e gama que sao calculadas com base nas relagoes de renormalizacao para os parametros
€ campos.

Partindo da equagao (1.60) podemos escrever as fungdes beta da seguinte forma

dP
Bp = Jim oo (2.20)

onde P = {m, M,h,\, &, g, 7, f} sdo os parametros renormalizados. O esquema de derivagao
é descrito em [2] e ndo vamos repetir aqui, mas apenas apresentar os resultados. Como
u% = 0, para o cdlculo baseado nas relagoes (2.17), (2.18) e (2.19) obtemos as seguintes

funcoes beta

(AN +9)h?
b = e
B = 41) <8N/\h2 +3A2 - 48Nh4>,
b = G <4Nh2 +2)(¢- _)
b = Ty (39/\ + 6Ngh? — 48N ME?),
B2 — 2[ A g + (4m? — 24M? ) NI2),
B = Ty <2N7h2 + gm? — SNAM®),
B = (4—;)2 PATIGEI( é) + gNMh]. (2.21)

As fungoes gama sao definidas por (1.61) da seguinte forma

o
P = lim @ (2.22)
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onde ® sdo os campos renormalizados, ® = {p, ¥;}. As relagoes (2.16) nos leva a

2N h?

Y = e (2.23)
3h2

= (2.24)

No caso da teoria invariante conforme, devemos fazer todas as constantes dimensionais
m2, M, g, T e f desaparecer e definir { = %. Além disso, as funcoes beta tém o ponto fixo
conforme correspondente, como tem que ser da perspectiva geral [22, 2].

Agora, discutiremos brevemente como encontrar o potencial efetivo da equacao do grupo
de renormalizaciao do SM no espaco-tempo curvo. O ponto de partida é a equacio (1.62),
que escreveremos com os seguintes parametros

) 9 i 5
{M@‘f‘ﬁpa_P + /d x’}/@q)&i)—(x)}xr[gaﬂa@apvl)nu]_o7 (225)

onde assumimos a soma sobre todos os parametros P e os campos ®. De agora em diante
vamos definir D = 4.

O potencial efetivo é definido como aproximacao de ordem zero na expansao derivativa
para o setor escalar de T,

1
F[gaﬁa ¥, P7 N] = /d4$\/ —g { - Vveff (Spaga,ﬁ) + 5 Z(gp,gag)g“”augoa,,@ + ... } (226)

Como (2.25) é uma equagao homogénea linear, obtemos

0 0 0
{M@‘f‘ﬁPa_P -f-%psO%}Veff(gaﬁa%PaM):O (227)

A equagao (2.27) significa que a dependéncia funcional explicita de p no potencial efetivo
¢é exatamente compensada pela dependéncia p do campo escalar ¢ e parametros P. No nivel
a 1-loop, a dltima dependéncia pode ser escrita na forma simples, envolvendo a dependéncia
logaritmica de primeira ordem, como podemos ver das expressoes acima para as funcoes beta
e gama.

Vamos procurar o potencial efetivo até os termos lineares em curvatura escalar, Vesr =
Vo+RV;, onde V) é o potencial efetivo do espaco plano e RV; é a primeira corre¢ao dependente
da curvatura para V. Ambas fungoes Vj e V] satisfazem a equagao (2.27). Antes de resolver
as equacoes para Vg e Vp, levaremos em conta que, na aproximacao a 1-loop, cada spin da

1
. .~ oy N ~ . 0 35
uma contribuigao aditiva a agao efetiva. Portanto, podemos escrever V, = VO( )+ VO(Q) e
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Vi = Vl( + Vlé , onde os indices (0) e (3) sao a contribui¢do média de campos quénticos
escalares e espinoriais, respectivamente. As quantidades VO(O) e VO(%) correspondem a teoria em
consideracao no espago plano. Nesta secao, demonstramos como eles podem ser encontrados
a partir da equacao do grupo de renormalizagao.

Vamos comecar por encontrar VO(O). A equacao para esta quantidade tem a forma

) 0 0 © B
{ "o +6pap+ % 5, }Vo (¢, P, ) = 0. (2.28)

A equagao (2.28) é uma equacao diferencial parcial complicada com coeficientes nao constan-
tes. Antes de resolver essa equacao, é util trazer consideracoes qualitativas que simplifiquem a
solucao. O parametro p pode entrar na solucao para VO(O) somente logaritmicamente. Como
o argumento do logaritmo deve ser adimensional, a dependéncia de p deve ser através do
parametro t = %ln %, em que a quantidade X tem a dimensao de massa ao quadrado. Esta
quantidade pode ser construida apenas a partir dos parametros dimensionais da agao classica,
isto é, a partir de m, M, ¢, g, 7 com coeficientes adimensionais arbitrarios. Em principio, es-
ses coeficientes devem ser fixados com a ajuda de condi¢oes apropriadas de renormalizacao
para o potencial efetivo. No entanto, é comum supor que a forma do potencial efetivo deve
ser consistente com a forma do operador H (2.9) no setor escalar. Isso significa que a escolha

mais natural para X ¢ X =m? 4+ gp + I1Ap?. Assim, identificamos

o _ L m? 4 gp + 3Ap?
2 12

(2.29)

para a contribuicao do campo escalar para o potencial efetivo. Os parametros M e h nao
contribuem no setor escalar. Assim sendo VD(O) = VO(O) (t,m? g,7,¢) e a equagio (2.28) torna-
se

9 (0) o Y (0) 9 0 _
{ng, + oo —+5A aﬁﬁ +5 +%, pap " =0 (230)

Aqui as funcoes 5,(\0), /350), 5,732, %(00) e 8 sdo tomadas em M = 0 e h = 0. Para a contribuicao

do campo escalar ”y( ) =

= 0. O préximo passo é expressar a derivada em relagao a p através da
derivada em relacdo ao parametro ¢(*) definido em (2.29). Como resultado, a equacio (2.30)

parece

0 ~0) 0 =0) O oy O oy O ~ 0 0)
(G5B B0 55— B 5o B = e o IV =0 (23D
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onde

(B2, B, B0, BO, 50 (89, 89, BO, gO, 4O (2.32)

) = 1-QO

ot 90 H©0)  5(0)
© =1 — — — . 2.
¢ om? o\ Op dg (2:33)

A solucao para a equacao (2.31) pode ser escrita da seguinte forma

VO (10 m?, N, g, 7, @) = Vo a(m?(t D), At @), g(t@), 7(t®), o(t®)), (2.34)
onde
. I 59 A4 g 3
Vod—§mgo +I(P +590 +7’(p (235)

é o potencial classico e m?(t@), A(t©)), g(t@), 7(¢t@) e p(t?) sdo os parametros de execucio

P(t©) e o campo escalar, que satisfazem as equacdes

dP(t) (0 14(0
O Bp (1),
dp(t”) _ _
= ) (2.30)
com a condi¢ao inicial
P(t)y= = P. (2.37)

Da mesma forma que antes, aqui P = {m?, ), g, 7}. Como trabalhamos na aproximagao a
1-loop, todas as corre¢oes quanticas sao lineares em A, portanto podemos definir a quantidade
@ (2.33) igual a zero nas expressoes para fungoes beta e gama. Entao as solugoes das equagoes

(2.36) podem ser facilmente encontradas

Pt®)y = P+ 010,

p(tV) = o0 =, (2.38)
onde levamos em conta que ’yg(ao) = 0. As relagbes (2.38) juntamente com as formas explicitas
para as funcgoes 5}0) representam a solugao para o potencial efetivo VO(O)

A anélise do Vl(o) pode ser feita de maneira similar, entao pulamos os detalhes. O resultado

tem a seguinte forma

VI = Vi 4(P(t@), o(t©)) (2.39)
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com Vi R = —%éRQOQ + fRyo, P(t©) = P, + ﬁg)t(o) e 51(301) = (6§0)7 B](co)). Estas relacoes em
conjunto com (2.39) sao solugoes finais para contribui¢cdo dependente da curvatura para o
potencial efetivo do campo escalar quantico.

Agora, vamos encontrar a contribuicao quantica Vb(%) + Rﬁ(%) para o potencial efetivo
do campo espinorial. Neste caso, comegamos com a equagao (2.27) para VO(%) e Vl(%) sepa-
radamente, levando-se em consideracao que a consisténcia com a forma do operador # no
setor fermionico (3.4) motiva uma escolha natural para parametro sem dimensao contendo o
logaritmo de p na forma

n (MZ—;‘W. (2.40)

Todas as outras consideragoes sao andlogas as encontradas para VO(O) e Vl(o). E portanto,

apresentaremos apenas os resultados finais para as corregoes quanticas,

1 1 1
V1(2) — Vod(p(i)(t( ))7 (p(t(i)))’ (2.41)

N[

1

= RV (PP (1), o(t2))), (2.42)

N

>
RV
onde os parametros e campos em execucao tém a forma

PO = 51(3%)t(%)7

1
otP)) = A, (2.43)

Aqui nos resolvemos as equagoes para os parametros e campos de execucao com condigoes
iniciais zero, ja que a contribuigao classica para o potencial efetivo foi encontrada quando
calculamos VO(O) e VI(O). As funcoes 61(3%) e %(9%) nas relagoes (2.43) apresentam os parametros
M e h, sendo os outros parametros m?, A, g, 7, £ iguais a zero. As relagoes (2.41) e (2.42)

definem a contribuicao final para o potencial efetivo do campo espinorial quantico.

Assim, estamos em posicao de apresentar uma expressao explicita para o potencial efetivo
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baseado no esquema de Subtragao Minima,

1 1 A g .
Vg = om*" =5 &R + 59"+ 510" + 70+ [Ry
1 Am? + g )
tO 19N M%) 4 ¢ } 2
* (471')2{[ 2 R A
1 NR? o A/ 1
+ [gmt© — SNAMMUD + Cilp+ [ 1D — 5 (¢- 6>t(0) + G| Ry?

1 1 ONMh 1 1
+ o (3720 — 48N 12 + Cylp + [ ; t3) — g<§ — 6) © 4 Cﬁ} Ry
1 - ,
+ 5 3Agt® — 8N MRHE) + Gy 7, (2.44)

onde t© e ) foram identificados em (2.29) e (2.40). As constantes C; ¢ podem ser

encontradas nas condigoes iniciais de renormalizacao. Por exemplo, os dois valores bem
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conhecidos que correspondem as escolhas padrao no caso escalar sem massa sao Cy = —%

obtidos em [8] e Cy = —3 obtidos em [6] (veja [2] para uma derivacdo mais pedagogica).
Como esse cédlculo dos valores de ;¢ para a teoria massiva é bastante complicado e nao
hé aplicacoes imediatas, ndés o ignoramos. Vamos enfatizar que as corregoes quanticas na
Eq. (2.44) possuem termos qualitativamente novos com poténcias impares de um campo
escalar estéril, multiplicados pelos dois tipos de logs. A definicao final das constantes de
renormalizacao correspondentes C's 5 ¢ requer medicoes independentes e pode ser alcancada

somente dentro de uma estrutura experimental ou observacional apropriada.

2.3.2 Calculo via Coordenadas Normais de Riemann

Os resultados das segOes anteriores mostraram a importancia dos termos impares no campo
escalar. Isso é algo que aprendemos com as divergéncias derivadas da estrutura do método de
Schwinger-DeWitt. Devido a importancia desse calculo quantico, parece razoavel controlar
seu resultado por um método qualitativamente diferente. Isto é feito na presente subsecao
derivando o potencial efetivo na aproximagao O(R) - usando as coordenadas normais e a
representagdo do momento local, de maneira similar ao que foi feito recentemente em [10],

onde ¢é possivel encontrar muitos detalhes técnicos relevantes e outras referéncias.

Contribuicao escalar

Estas coordenadas estao relacionadas com as linhas geodésicas que ligam um ponto de re-

A . / !’ ~
feréncia P'(z*") em outro ponto com as coordenadas z# = z*+y*. Para usar a representagao
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do momento local, assumimos que g, (P’) = 7,,. Nas proximidades deste ponto, na apro-

ximagao de curvatura linear, temos

1

Gop () = Nap(a’) — gRauﬁy(g:’)y“yV . (2.45)

Entao, o operador bilinear no setor escalar pode ser escrito como

X 1 6250
- H = — A — O+ m?—¢R+V, 2.46
V=g 6p(x)dp(z’) . (2:46)

onde V" é a segunda derivada do potencial classico

A g
V(p) = Ep“ + ago?’ + 7190+ fR. (2.47)

O célculo adicional nesta subsegao essencialmente repetird o de [10], mas com outro poten-
cial (2.47). Incluimos esta pequena parte de revisdo para tornar toda a apresentacao mais
consistente.

Podemos expandir o operador D’Alembertiano na equagao (2.46) em coordenadas normais

de Riemann
A 1 2
—-H = n"0,0,+ gR“a”gy“yﬁaua,, - gRaﬁyﬁaa +m? —ER+V" + - (248)

onde - - - indica termos de ordem superior na curvatura.
A principal vantagem da representacao do momento local é que o calculo pode ser realizado
em espaco-tempo plano e o resultado pode ser sempre apresentado de forma covariante. Por

exemplo, a equagao para o propagador de um campo escalar real tem a forma
HG(z,2") = —6%(z, 2"), (2.49)

onde 6°(z,2') = g~1(/)6(x,2')g™1(x) é uma funcdo delta de Dirac covariante.
Como vamos fazer calculos em torno da métrica simples, é mais 1util trabalhar com o

propagador modificado G/(z, ') onde
HG(z,2") = —6(z, z")

A forma explicita de G(x,2’) é conhecida [11, 14] para o caso livre quando V" = 0 e para
o potencial impar com ¢ constante [10]. Na medida em que seja suficiente considerar V" =
const para a derivacao do potencial efetivo, podemos substituir m? por m? = m? + V" e

obter, em primeira ordem da expansao de curvatura, a seguinte expressao:

Gly) = / (;i];z;eikx[k? —i m2 (5 B é) (kTRﬁLQ)?} T (2.50)
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Podemos expandir H e G(z,2’) até a primeira poténcia de curvatura escalar como

~

H = Hy+ H R+ O(R?),

G = Gy+GR+O(R).

A partir deste ponto, os termos O(R? ) nao serao mencionados.
Como TrlnH = —Tr InG(z,2’), nds temos

1 - 1 ~ - 1 . 1 A
—3 Tr InG(z,2") = 5 Tr In (Hy + HiR) = §Tr In Hy + 5 Tr (GoH 1 R). (2.51)

Considere primeiro o potencial efetivo no espaco plano. O primeiro termo no lado direito

de (2.51) inclui a contribuicao de espaco plano Vy(¢), que pode ser definido como

1 1
Volp) = 5 Tr In Sy(p) — B Tr In So(p = 0). (2.52)

Aqui S5 é a forma bilinear da acao do campo escalar classico,
1
Si(¢) = 5 [ (e a0, + V74 m?). (2.59)
Como resultado, temos
(2.54)

Ao contrario das segOes anteriores, todos os cédlculos subsequentes serao realizados na
regularizacao cut-off, o que ajuda a simplificar as contas e tornd-las mais explicitas. A
equagao (2.54) pode ser escrita no espa¢o de momentos. Depois de integrar nas coordenadas

angulares e introduzir um cut-off, temos

_ 1 Q k2 LV m2
\% = — Edk*In ( ———— ). 2.
0(@) 2(471’)2 /0' n ( k2 + m2 ) ( 55)

Tomando a ultima integral, depois de alguma algebra obtemos
‘70(907 mw) _ VOdiv + VOJCZ'n7
2

V'Odiv — 1 {QZV// . l(vll + m2>21n Q_}’

2(4m)? 2 m?
s 1 1 v 1
fin __ - " 2\2 - " 2)\2
Vs ——2(47T)2{2(V +m?) 1n<1+—m2> 4(V + m?) } (2.56)

Para cancelar as divergéncias, seguimos o esquema de subtracao minima e introduzimos um
contra-termo apropriado na forma
1 2

1 Q 1
A - - _QQ " - " 221 - - " 2\2 2.
Vo 2(477)2{ VSV ) i (V) 3 (2.57)
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onde p é o parametro de renormalizacao dimensional. Desta forma, as divergéncias quadraticas
e logaritmicas sao eliminadas e o potencial efetivo renormalizado pode ser escrito como

V”—i—m2 2 V”—I—m2
( — ) In ( . ). (258)

Vamos considerar as correcoes lineares na curvatura. A contribuicao de primeira ordem

1
§m2<,02 + % +

Ten

1 _
eff (anaSO) = _m2902+V+V()—|-AVQ =

2

é devida ao segundo termo no lado direito da Eq. (2.52). Este termo pode ser facilmente

apresentado na forma

1 SN 1 _ _
§Tr (GoH1R) = —/d4x/d4x'[G51(x,J:')G1(x’,x)]R

— / d'z / d'a'R / LB / %e"p(z"”Gal(k)Gl(p)
_ / &' R / TE ot (16 () (2.59)

~

e, portanto

1 N 1 Q@ p2k2

=T H < d*z / 9.

5 r (GoH1R) = 2(47T) & — / R (o (2.60)
Depois de tirar a tdltima integral, o resultado final é lido

onde Vj é dado pela Eq. (2.58) e Vi = V/™ + V4 onde

R !
Vi = m (5 - é) [(V” +m?)In (VmL,ZmQ)} . (2.62)

Semelhante ao caso de espaco plano, o potencial deve ser modificado pela adicao de um

contra-termo,

AV = L(@ . 1) [92 — (V' +m?In Q—z} (2.63)
" 2(4r) 6 2] :
Assim, a expressao renormalizada é
ren 1 1 1 V'"+m
i1 (Gur ) = —§§R902 - m(ﬁ - 6) (V" +m?)In <T> (2.64)

O potencial efetivo renormalizado completo para o setor escalar de (3.1) é a soma das ex-

pressoes (2.58) e (2.64),

ren _ 1 2 2 h 1 " 2\2 _1 " 2
) = patglm® = R+ V4 s [0V ) = (€= ) ROV 4]
V//+m2
In <T) (2.65)
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onde restauramos a primeira poténcia do parametro de loop h e adicionamos o termo cons-

tante cosmologico, pa.

Contribuicao fermidnica

Vamos considerar agora a contribuicao fermionica para o potencial efetivo do escalar estéril.
No caso do potencial, o campo de fundo ¢ pode ser tratado como uma constante, portanto,
denotamos M = M + he. Tomando em consideracao a paridade de Grassmann do campo

quantico, nas notagoes euclidianas
rWlp, gu] = — Tr In Ay, (2.66)
onde H; = i(y*V,, 4 iM)d*. Como de costume, nés consideramos [31]
N 1 N
TrlnHf = §Tr In (HyH}), (2.67)
com I:I}" = i(y*V,, — iM)d,;. Depois de alguma &lgebra, temos
A 1 1 ~ o\ i
TrlanziTrln<—D—|—ZR—M)5}€. (2.68)
O propagador fermionico é definido a partir da relagao
(HiH})G(2,2') = —6°(z, ). (2.69)

Seguindo o mesmo esquema que foi usado no caso escalar, pode-se definir o propagador

modificado

G(z,2') = G(z,2")g 1 (x), (2.70)
que satisfaz a equacao

(H H7)G(z,2') = —6(z,2'). (2.71)

A partir do artigo de Bunch e Parker [11], aprendemos que G(x,2’) = G(y) é definido como

na primeira ordem em curvatura. Portanto,

1 1 ~ 1 A
) Tr InG(z,2') = §Tr InHy = ZTI In (H;H7). (2.73)
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Usando as mesmas consideragoes que utilizamos para o campo escalar, descobrimos que

1 1 - |
—3 Tr InG(z,2') = 1 Tr In (HfH})o + 1 Tr go(HfH;:hR

(2.74)

O primeiro termo do lado direito corresponde ao caso para o espaco plano e o segundo é a

primeira ordem para contribuicao da curvatura. Vamos primeiro realizar o calculo no espago

plano, quando
1 -~ 2 * 1 g > 2 )
ZTI In(HpH})o = 1 sTr In (—n""0,0, — M*) 6.

Na representacao de momento isso da

1 Ao 2 dk? 1
1 T In (A, 7)o = (—2N)/0 T ln(k2+M2),

que fornece a parte do espaco plano do potencial efetivo a 1-loop,

Vi (fer) = oo { i ()00 + .

Para renormalizar este resultado, introduzimos um contra-termo da forma

AVy = %{%m <%2>M4 n }192}.

Entao,

Vo (fer) = (4]7\:)2 In (%)M‘l

A contribui¢ao na primeira ordem de curvatura é

1 - . . d*k -
ZTl“gO(HfH;:)lR:(—2N)/d4l‘R></(2ﬂ)4g0_1(k5)gl(k)7

que pode ser escrito no espago de momento como
J N @ k?
“TrGo(H/H;) \R=————R [ dk*——=—.
1 I'g()( f f)l 6(47T>2 /0 kj2—|—M2
Assim sendo,

N

‘Gdiv(fer>R = 6(471')2

R{W 1n]\g—22 n 92},

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

enquanto nao hé parte finita remanescente neste caso. As divergéncias podem ser eliminadas

pela adicao de um contra-termo

N ~ . 2
AV = — M?In— + Q%%
Y 6(471')2{ . 12 + }

(2.80)
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Finalmente, a expressao para a contribui¢ao fermionica tem a forma

Vien(fer) = — (4];[)2 {M4 . éRMz} In (Aj—;) (2.81)

Resumindo as contribuigdes escalares (2.65) e fermionicas (2.81), chegamos a expressao
geral para o potencial efetivo do nosso modelo, que inclui um tnico escalar real estéril e N

cHpias de campos fermionicos massivos,

ren 1 2 2 h 4 (M+hg0)2
7 Gun) = pat5(m? —€R)p +V+W{_2N(M+h¢) n [T}
Lo 2\ 9 1 " ) ] (V” + m?2
+ 2(V +m*) (5 6>R(V +m?)| In 2 )
il 2 (M + hy)?
+ §R<M+h@) In [T]}
I 55 1 o A 4 g 5 B { \
- 2" T3 TR = {—(enm
prtgmie” = SLRYT+ o+ g +Tg0—|—ngp—|—2<47T>2 (
M 2
+ 8NM°hg + 12NM?h* + SN M*¢* + 2Nh'p*) In [%]
1 204
+ [§(m4+m2)\<p2+2m2ggo+ i + Ag® + g%0?)
! 2, A m® + g + 3A¢"
= (6= g)R0m+ o) | ()
N M + ho)?
+ RO+ 2Mhp + 1) In [%]} o)
1

onde os termos interativos e impares do potencial cldssico V' sao definidos na Eq. (2.47). E
facil verificar a correspondéncia com a expressao (2.44) derivada do grupo de renormalizagao

baseada em subtra¢ao minima com as identifica¢oes de escala (2.29) e (2.40),

1 1 A g 1 Am? + g2
Vi = —m20? — —ERP2+ 2t + L8 R {[ +(0)
ff R A S TR L 90+(47r)2 5
1 )\ 1
_12NMZRAHG) ¢ 01] 02 4 [79 1O _ gNMEHE 03} o
, Nh? 1y A 1
-+ [gmzt(o) — 8Nh,M3t(§) -+ 05]30 + [T t(i) — 5 <f - 6) © + CQ:| RQOZ
A2 , OINMh 1
+ [gt@ — ARG 4+ O]t + [ #3) — g<§ - g)t(‘” + 06} Rgo}. (2.83)

Os termos impares que aparecem no potencial sao necessarios para fornecer a consisténcia
quantica da teoria de um escalar estéril acoplado a férmions. Isso implica que a agao gra-
vitacional induzida possui termos nao polinomiais que geram consequéncias relevantes. A
discussao sobre os aspectos quanticos relacionados a a¢ao induzida pode ser visto no artigo

que publicamos referente a este modelo [5].
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O potencial efetivo (2.82) depende de um parametro arbitrario p. Para fixar o valor deste

parametro, devemos impor as condicoes de renormalizacao de uma maneira usual.



Capitulo 3

Renormalizacao para o caso com dois

campos escalares sendo um deles axial

Neste capitulo iremos basicamente refazer os calculos para renormalizacao apresentados no
capitulo anterior. Porém, vamos trabalhar com a acao classica para dois campos escalares.
Como ja fizemos as consideragoes anteriormente, aqui descreveremos o assunto de forma mais

breve e apresentaremos os resultados obtidos.

3.1 Modelo com dois escalares e divergéncias a 1-loop

Agora vamos considerar um campo escalar real ¢ e um campo escalar axial y também real
acoplados a N copias de campo fermionico com massa M. Desta forma, a acao classica que

iremos trabalhar é dada por,

_ g 1
S = /d4x\/—g{\lfi (ZW — M — hip — hng‘%) 0 + Eg“"aﬂwa,,go

1 1 1 1 1 A A
v 2.2 42 2 - 2 - 2 A4 A2 4
+ 59 X0 X 5P — 5MaX +2£1Rs0 +2§2Rx TR
A g D
- §¢2x2—5¢3—5¢x2—w—f&0}, (3.1)

onde m; é a massa do campo escalar, msy é a massa do campo axial, M é a massa do campo
espinorial, h; e hy sao as constantes de acoplamento de Yukawa, A1, Aa, A3, g, p e 7 sao as
constantes de acoplamento no setor escalar que sobrevivem no limite do espago-tempo plano

e &1, & e f sao os parametros nao-minimos do acoplamento do campo escalar a gravidade.

32
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Como ja vimos, a acgao efetiva depende do operador H. Para enontra-lo precisamos

decompor os campos em cldssicos ¢, x, ¥, ¥ e contratermos quanticos o, p, 7, 1,
0= p+o, X = X+ p, U, — U, + 7, U, = VU, +n,. (3.2)
A forma explicita para a parte bilinear da expansao da ac¢ao é a seguinte

1 p
§@ =3 /d4x\/—_g{0[ —O-—m}+ &R — g — Asx* — Elsf]a + p[—4oxAs — 2px]o

A
+ 7i[—2h Vi]o + o[—4pxAs — 2px]p + p[ — O —m3+ &R —po — A3p” — fxz p
+ [ —2hayUilp + o[—2h1 W5]n; + p[—2ha ¥ 7" ]n;

+ 7 [Q(ZW — M —hyp — th’YE))(Sij} 77j}- (3.3)

Depois de alguma algebra, obtemos os elementos da matriz H

Hy, = —D—m%"‘flR—Q@—)\sXQ - %902,

Hip = —4pxAs — 2px;,

Hiz = —2hV5,

Hy = —4pxAsz — 2px,

Hy = —O—mj+&R—pp—Np? — %XQ,

Hy = —2hyWUjn°,

Hz = -2V,

Hszy = —2h2’Y5‘1’i )

Hyy = 2(i¥ — M — hip — hax7")8". (3.4)

Podemos reescrever o operador H da seguinte forma,

H=HH" =10+ 21"V, + 11, (3.5)
onde
-1 0 0
=1 o -1 0 . (3.6)



Assim,

Hi
Hio
His
Ho
Hao
Has
Ha
Ha2
Hs3

O+ mf + %902 — &R+ XX + g,
2px + 430X,

hiV; (Y + M),

2pX + 4X30X,

0 4 mj + %XQ — &R+ A3p® + p,
haW;7°(iV + M),

2 ¥, ,

2hyy° W,

.. 1
5[0 — ZR + M? + ho(iV + M) + haxv°(iV + M)].

Podemos entao, identificar os elementos nao nulos das matrizes h* e II,

1
Wy = gl

P
hby = §h2‘1’ﬂ57“7

i 3
hys = §(h180+h2x75)7“5”

My = m%+%<p2—§1R+gso+A3x2,
e = 2px + 430X,

My = MU,

oy = 2px + 430X,

Iy = m§+%x2—§zR+ps&+A3w2,
Moy = hoMU;A°,

U3 = 2V,

I = 2hy°V;,

33 = oY M2—13+h1M¢+h2MX75-

34

(3.7)

(3.8)

(3.9)

A partir da equacao (1.46) podemos obter os elementos de matriz para os operadores P

e Sy, necessarios para encontrar as divergéncias a 1-loop. As expressoes intermediarias sao
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dadas por
0 0 %hlvu\iﬂ“
V=10 0 5haV WPt ’
0 0 2(hiVup+ haV,xy°)y"6Y
0 0 —h3Wsp+ hihaWpxy®
iLMiL“ = 00 _hthKI/,ﬁE’gp + h%‘fka
0 0 (—hip®+ h3x?)o*
0 0 —2(h3Wkp — hihoWrxy°)y,7 6"
e Ihyhy=10 0 —3(hihaWrpy® — h3Wpx)77 0" | - (3.10)
00 —1(R30® — h3X*) v
Logo,
AL 1
Py o= mi+ 1;0 +g9v — (51 - 6) R+ Asx?,
Py = 2px +4X0x,
_ i _
Pz = hUe(M 4+ hip — hax?’) — éhl(vu‘ykhua
Py = 2px +4X30X,
2 )\2X2 1 2
Py = mj+ 5 +pp — 52—6 R+ X307,
_ i _
Pyy = hoWp(MA° + higy® — hax) — §h2(Vu‘I’k)v5’V“,
P31 = 2h1\1j2 )
Py = 2hy°V,,
1
Py = |M? = SR+ hMp+haMxy” +hig® = hix’
— S+ V)] (3.11)
(§]
i ) ) 1, _
Swis = —gh (V@) = (Vo Bk)ya] + (11 %kp — hahaWixy?) [ 0]
j ] _ 1 . .
Swos = —5h2 (VW)Y 5 = (Vo By ] + 7 (nhapWiy” = h30x) [ )
i i
Sz = [[Vy, Vil = 5h (V) v = (Vo) vl = 5ho (V)77 — (VX))
]_ X
£ g0 = B b [ (3.12)
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Finalmente, chegamos a relacao final para a divergéncia a 1-loop,

T =

+

_/JJD—4

3

i i
/dDw\/—g { > 3y [ﬁh?W — MY+ hI(M + i = hax”)
k

4 4
B3(M + hup — hox??)| Wi + 2NBE(0,0)% — 2NB3(0,x)? + i gL
N 1 1 N 1
2N [0 =i (6= 5) = mi(6a - )| R+ (5 + ) B
BE M8 ) TS ) g T ) e
8N -2 1 1\ 2 N2 N7,

5+ 556 -5) ~5(e—g)lor+g (s+r-svmi)os

1 1
» </\1 2 16Nh§> 06* + = </\2 2k 16Nh§) 0y
172 1 1 1 1
“[ENR2 - A ( ——) — 2\ ( ——)]R : (—)\2 —>\2—2Nh4> 1
2|:3 1 151 6 352 6 ¢+81+23 190

2 1 1 ) ) .
[nghM — g(& — 6> —p<€2 — EHRSO + (mig +msp — 8Nh M)y
1 1
5(g2 +p% + Mmi + 20 3m3 — 2ANKIM?) o + ()\3]? —8NMh3 + 3 g)\l) o
1 1 1
3 (2A3m7 + Aom3 + 8p® + 8Nh3M?)x* + <§)\§ + gAg — 2Nh§) Y
1 1 1\ 2N
RICRDEENCED FE T
2[252 6+ 3( &1 6+32 X
1
3 [MAs + Aods + 8NRTAS + 3273] 0y

1

<g)\3 + 5pA2 + 16pAs + 8Nh1h§M> <,0><2}- (3.13)

Mais uma vez, podemos ver que os termos impares no campo escalar real ¢ que foram

acrescidos na agao cldssica inicial, (3.1), aparecem no resultado final para as divergéncias

a 1-loop (3.13). Sendo os termos de poténcias impares essenciais para que a teoria seja

consistente.
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3.2 Parametros de Renormalizacao

As relacoes de renormalizacao entre quantidades fundamentais e renormalizaveis tém a forma

que segue diretamente das divergéncias. Para os campos, temos

D_a INh?
wo = pz (1+ ; @,

D 2N 3
Xo = n7 (1 - 2) X

€

D

D—-4 3
Vo = p 2 (1+ 4—(h§ —h%)) Uy,
€
_ _ 3 _
o = pz (1 + E(hf - hg)) ). (3.14)
Para as massas obtemos as seguintes relacoes,

9 3
My = (1—=h2——h2|M
0 ( 2¢ 1 2 2) ’

) y G2+ p?+ANRIME + \ym? + 2X3m3 — 24N hiM?
My = My — c g
md = mI 8p? — ANh3m3 + \om3 + 2\3m3 + 8Nh§M2' (3.15)
€

Para os acoplamentos pares usuais e parametros nao-minimos,

S0 = fl_M%W(&—é)—g)%(&—l),
- e b

. 4N 2 2 2
TDhQ (1 h3 +9h + 3hy

hao =

48Nhi — 8N)\1h2 N2 —12)2
Ao = W + )

€

ASNRA + 8NAh2 — 3)2 — 12A§>

Ay = ptP ()\24- c

s dodg + SNARS + 3203 + ANAhS — 4N>\3h§)

€

(3.16)
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E, finalmente, para os acoplamentos impares e parametros nao-minimos,

gO = NQ

€
o= <T+ 8NhyM?3 — 2NTh? —m%g—m%p)

€

4D (g N 48N Mh3 — 3g\; — 6Nhig — 6)\3p)

Y

_ 1
o = puz { - —(2)\3g + Xop + 32A3p + 16Nh R2M — ANR2p + 2Nh§p)] :

fo = {f +3(a- —) +2(&- é) - 2Nh1M3t 6th%] . (3.17)

Como podemos ver, os resultados sao semelhantes aos apresentados no capitulo 2 para o
modelo que contém apenas um campo escalar estéril. As diferencas que apareceram ocorrem
devido ao campo escalar axial que se manifesta na presenca de termos extras contendo os no-
vos parametros de interacao. Logo, os resultados do segundo capitulo podem ser recuperados

tomando o limite para estes parametros igual a zero.

3.3 Calculo das Funcoes Beta e Gama

Os parametros renormalizados que aparecem nas fungoes beta definidas pela equagao (2.20),
para este caso sdo P = {m?, m3, M, hy, ha, A1, Ao, &1, &, g, p, T, f}. Assim, os resultados

para as fungoes beta baseados em (3.15), (3.16) e (3.17) sdo dados por

(4Nh3 + 9h3 + 3h h3)

On, = SETSE , (3.18)
B = _(4Nh§z(94i:§;3h§h2)7 (3.19)
By = 2?4M) (303 +13). (3.20)
B = 1 (A2+8N/\1h2 48Nh‘1‘+12)\§>, (3.21)
By = 2( — SN — 48N + 1223, (3.22)
B, = 2(AlAg+A2A3+32A§+8Nh§h§+4m3h§—4NA3h§), (3.23)
o =l ) - ) eonan ) -
S T R | o
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8, = (4i)2 <3g)\1 + 6Ngh? — 48N MAS + 6p)\3>, (3.26)
B, = (4i)2 <p)\2 +32X3p — ANphZ + 2Nph? + 2g)s + 16NMh1hg), (3.27)
Bz = (4i)2 [m%l +P P+ (4m§ - 24M2)Nh$ n 2A3m§] , (3.28)
Bz = (471T)2 [mgAg +8p + <8M2 - 4mg>Nh§ + 2A3mﬂ , (3.29)
8, = (4i)2 (zNThf + gm?2 + pm?2 — 8Nh1M3>, (3.30)
By = (4;)2 2N fhi — 9(51 - %) —p(& - é) + ;NMhl]. (3.31)

Os campos renormalizados que estao presentes nas fungoes v definidos por (2.22), neste

caso sao ® = {p, x, ¥i}. Portanto, as rela¢oes em (2.16) nos levam a

2N 12

Yo = _(471')27 (3.32)
2N h?

o = an?’ (3.33)

Yo, = 4(437T)2(h§—h§). (3.34)

Para o modelo em questdo com dois campos escalares a definicdo do termo ¢(°) nao serd a
mesma da equacdo (2.29). A nova definicao de t(*) apresentard um termo misto que depende
da combinacao das massas do campo escalar e escalar axial. Por consequéncia, nao é possivel
obter todo o potencial efetivo para este modelo utilizando apenas termos do tipo tg) ) e t;o).
O célculo para este potencial efetivo estda em andamento e devido a questoes de tempo, nao
foi possivel apresentar os resultados nesse trabalho, mas esperamos que logo ele possa ser

publicado.
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Conclusao

Como vimos nos capitulos anteriores, nos modelos com escalares estéreis interagindo com
férmions, através de uma interacao de Yukawa, nao hé protecao de simetria dos termos que
sao impares nos campos, como resultado os termos impares sao necessarios para a renorma-
lizagao da teoria. Conclusoes semelhantes foram feitas recentemente em [3, 4], mas estdvamos
tentando fazer a renormalizacao de uma maneira consistente que requer a inclusao dos termos
impares no potencial cléssico.

Utilizamos os contratermos a 1-loop para o campo escalar estéril a fim de calcular as
fungoes do grupo de renormalizacao e o potencial efetivo no espago-tempo curvo, o resultado
obtido foi verificado com a deriva¢ao do potencial efetivo na aproximagao O(R) através da
regularizacao cut-off e das coordenadas normais de Riemann.

Na medida em que incluimos os termos impares na acao classica, a agao induzida da
gravidade, inclusive as constantes cosmoldgica e inversa de Newton, podem depender dos
novos termos. Seria interessante explorar o efeito dos termos nao-locais na agao induzida e o
que o escalar estéril (como por exemplo, quintesséncia) pode produzir na agao gravitacional.

Calculamos o potencial efetivo para o primeiro modelo através do grupo de renorma-
lizacao, porém para o segundo modelo nao conseguimos obter todo o potencial efetivo utili-
zando termos como da equagao (2.29). Por este motivo, seria conveniente calculd-lo de forma

direta, via coordenadas normais de Riemann, em um préximo trabalho.
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