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Dedico este trabalho a todos aqueles que, como
eu, desejam desbravar dreas que estao fora da

sua zona de conforto.



Resumo

Com o recente desenvolvimento da econofisica, subarea da fisica que lida com
problemas econémicos, tornou-se possivel utilizar ferramentas de teoria quantica de campos
(TQC) para resolver diversos problemas em economia e finangas, bem como utilizé-las
para entender melhor os fendmenos em sistemas econémicos.

Nosso objetivo neste trabalho é utilizar estas ferramentas para buscar novos enten-
dimentos acerca da distribuicdo de retornos de indices econdémicos e a possibilidade de
previsao destes retornos como, por exemplo, os retornos do indice Ibovespa da bolsa de
valores brasileira.

Dentre as diversas ferramentas utilizadas na TQC uma das mais importantes sao as
integrais de caminho. Devido a alta aplicabilidade desta ferramenta e das suas caracteris-
ticas, ela é utilizada nas mais diversas areas da fisica, sobretudo em teoria de campos a
temperatura finita e no estudo de fenémenos fora do equilibrio.

Baseado em teorias que tratam fendmenos fora do equilibrio apresenta-se um forma-
lismo de integrais de caminho que nos permite escrever a probabilidade de transicao entre
dois pontos distintos de um processo estocastico e a relacionamos com distribui¢oes de
probabilidade bem conhecidas na literatura como a distribuicao truncada de Lévy.

Esta probabilidade de transicao é entao aplicada para prever os retornos do indice
Ibovespa da bolsa brasileira mostrando um bom acordo entre a previsao tedrica e os dados

histéricos obtidos da Bovespa.

Palavras-chave: Teoria quantica dos campos. Integrais de caminho. Econofisica. Previ-

sao de indices econdmicos.

Area de conhecimento: Teoria de particulas e campos.



Abstract

Due it to the new development of econophysics, a field of physics that deal with
economical problems, it became possible to apply some of the tools used in quantum field
theory to solve many problems in economics and finance, as well as to use them to better
understand the phenomena in economical systems.

Our goal in this work is to use those tools to search for a new understanding about
the evolution of economical indexes and the capability to predict them, as we will see, for
example, in the Ibovespa index of Brazilian stock market.

Among those useful tools of quantum field theory the most important one are the
path integral. Due to the high applicability, they are used in several physical theories,
especially in field theories at finite temperature and in the study of non-equilibrium
phenomena.

The issue is based on theories that deal with non-equilibrium phenomena, we will
present in this work a path integral formalism that allows us to write the transition
probability between two different points of stochastic process and relate it with a well-
known probability density function: the truncated Lévy flights.

This transition probability is applied to predict the returns of the Ibovespa index of
the Brazilian stock market with a good agreement between the theoretic prediction and

the historical data obtained from Bovespa.

Keywords: Quantum theory of fields. Path integrals. Econophysics. Economic indexes

forecasting.

Knowledge area: Theory of fields and particles.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes preliminares

Este trabalho se insere num ramo bastante novo e pouco explorado no Brasil: a
econofisica. Ciéncia esta que visa aplicar as técnicas e sobretudo a capacidade interpretativa
e descritiva dada pelos fisicos aos fenomenos do mercado financeiro e da economia. Devido
a grande gama de problemas que podem ser tratados e analisados ¢ comum isolarmos um
pequeno campo de estudo.

Os autores que trabalham com esta area costumam considerar determinado campo
de estudo para ser analisado. Portanto, a ja vasta area explorada pela Fisica, inclui-se,
com isto, diversas outras areas novas: analise macroeconomica, distribuicao populacional,
indices de pobreza/riqueza/educagao, distribuicao de renda, sistemas financeiros, mercados
de futuros, mercados estrangeiros, previsoes de crashs em bolsas mundiais e muitos outros
ramos de estudo.

Diante de tao grande possibilidade fica claro a necessidade de nos atermos a uma
parte deste vasto campo e nele trabalhar. Este é um primeiro ponto importante sobre o
presente trabalho. Ele se insere no contexto da aplicacao de técnicas de fisica tedrica para
o mercado financeiro, com especial énfase nos indices de ac¢oes. Esta aplicacao fara uso da
técnica de integrais de trajetéria.

Dedicamos uma parte deste a apresentar a técnica de integrais de trajetéria de forma
clara e fornecendo as principais féormulas e ferramentas necessarias. Dedicamos outra parte
deste trabalho a fazer uma previsao tedrica dos retornos do indice Ibovespa e do indice
Dow Jones através da técnica de integrais de trajetéria a partir de dados historicos, coisa

esta que, até onde sabemos, nao foi feita utilizando-se esta técnica.
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1.2 Objetivos

Nosso objetivo principal neste trabalho é obter uma previsao tedrica do indice
Ibovespa, principal indicador da bolsa brasileira, e comparar os resultados obtidos com
os dados histéricos tomados neste periodo. Também compararemos essa previsao com
uma previsao analoga do indice Dow Jones, indicador analogo ao Ibovespa para a bolsa

americana.

1.3 Estruturacao do trabalho

Para alcancarmos o objetivo mencionado precisamos realizar uma série de passos
importantes que serao descritos brevemente a seguir.

No capitulo 1 nos dedicaremos a fazer algumas introdugoes ao trabalho como um
todo, estruturacao do mesmo e metodologia.

No capitulo 2 apresentaremos algumas distribuicoes estatisticas de grande relevancia
para o estudo de mercados financeiros, entre elas a distribuicao truncada de Lévy que é
fundamental neste estudo.

No capitulo 3 iremos apresentar de uma forma simples, porém didatica, as técni-
cas de integrais de caminho e apresentaremos os principais resultados, necessarios ao
desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 4 apresentamos alguns conceitos importantes em financas e um método
bastante utilizado na previsao dos indices financeiros.

No capitulo 5 iremos nos dedicar a obter uma previsao para os retornos do indice
Ibovespa através da técnica de integrais de caminho e compararemos tal previsao com os
dados historicos e as técnicas mais comumente utilizadas.

No capitulo 6 apresentaremos as conclusoes e consideracoes finais do trabalho.

1.4 Metodologia de trabalho

Nossa metodologia de trabalho se divide em quatro etapas:

e Fornecer uma introdugao tedrica a técnica das integrais de caminho como uma forma
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de revisao da bibliografia;

e Apresentar alguns aspectos importantes sobre o mercado financeiro, bem como as

teorias classicas de financas;

e Aplicar o método das integrais de caminho na solucao de um problema financeiro

pratico que é a determinacao dos retornos do indice Ibovespa;

e Conclusoes e perspectivas futuras para esse campo de estudo.
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2 Distribuicoes estatisticas

Esse capitulo é de grande importancia para o entendimento do que se pretende fazer no
capitulo 5: realizar uma previsao dos retornos do principal indice da bolsa brasileira através
de um tipo de distribuicao estatistica. Comegaremos com uma distribuicao largamente

conhecida na literatura [1, 2].

2.1 Distribuicao gaussiana

Essa distribuicdo tem como fun¢ao densidade de probabilidade:

(@) = —— exp l—@_’“ﬂ 2.1)

o2r 202

em que x assume valores reais, > 0 e o > 0. Define-se, a partir desta equagao, a chamada

densidade de probabilidade acumulada:

F(x) =

_W] da. (2.2)

1 T
ex
oV 2T [oo P [ 202
Indicamos o sub-indice - ao se tratar de uma distribui¢do de probabilidade acumulada
para valores menores que um dado x. Chamamos de funcao de distribui¢ao acumulada a
esquerda. Pode-se construir a funcao de distribuicdo acumulada para valores maiores que

um dado x, a saber:

Fo(r)=1—-F () =

_M] da, (2.3)

1 oo
ex
oV 2m /m P [ 202

a que chamamos fun¢ao de distribuicao acumulada a direita.

2.1.1 Momentos da distribuicao gaussiana

Uma caracteristica importante das distribui¢oes sao os seus momentos. Os mo-

mentos de uma distribui¢do carregam diversas informacoes relevantes para as estudarmos.
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Por essa razao apresentamos, primeiramente, momentos da mais simples distribuicao: a
distribuicao gaussiana. Esses momentos sao calculados na forma de valores esperados, na

forma como segue:

my = B(X") = /OO o' f(z)dz, (2.4)

em que f(z) é a fungao densidade de probabilidade da distribui¢gao normal. Diz-se que
este valor esperado acima é o valor do t-ésimo momento da distribuicao normal. A titulo

de exemplo, mostramos abaixo os quatro primeiros momentos da distribuicao normal:

mle(X):m}%/O:oxexp [—(x_'u)]dx:,u, (2.5)

202
i ($_M>2_ 2 2
my = B(X?) 0\/% :L‘ exXp | = dx = p* + o7, (2.6)
- .
ms = B(X?) = 0\/% x exp —(I202M) dx:u(u2+302>, (2.7)
4 i (x_M)Q— 4 2 2 4
my = E(X") \/2_ :c eXp | == dx = p* +6p“o” + 30", (2.8)
o/ 2m

Uma férmula muito util para se fazer estes cdlculos pode ser encontrada em [3].
Através destes momentos conseguimos calcular quatro caracteristicas importantes da

distribuicao gaussiana. As duas primeiras sdo a média e a variancia:

X =EX)=pu (2.9)

Var(X) = BE(X?) — BE(X)? = > + 0 — > = o°. (2.10)

A primeira grandeza, chamada de média da distribuicao, nos diz em torno de qual
ponto no espaco essa distribuicdo estd localizada. A segunda grandeza, a variancia,

quando calcula-se sua raiz quadrada, fornece o desvio padrao:

Var(X) = o. (2.11)

O desvio padrao, quanto menor for, mais concentrada estd a probabilidade em torno
da média da distribuicao. Em outras palavras, quanto menor for o desvio padrao, mais

estreita serd a distribuicao gaussiana. No caso limite onde o desvio padrao tende a zero,
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na distribuicdo gaussiana, a mesma degenera em uma delta de Dirac.

2.1.2 Assimetria e curtose

Dando continuidade ao nosso estudo da distribuicdo gaussiana analisaremos mais

duas caracteristicas da distribuicao, os parametros 3 e k:

g— EX-EX)]’ E(X® -3E(X?)E(X)+3E(X)E(X)’-E(X)’
n o3 n o3
_ W= 3po” - 3“3:33’”2 Iy (2.12)

E|(Xx - E(X))“] E X1~ 4X3E(X) + 6X*E(X)? —4X E(X)* + E (X)']

{E [( )2]}2 - {E(X?) - E(X)?}?

_B(XY) - (X) E (X3 +6E (X2 E(X)*—4E (X)* + E(X)*
E(X?)?-2E(X?) E(X)*+ E(X)*

_ pt+6pP0? + 30t — dpt — 12p%0% 4 6pt + 6pf0” — Apt 4yt

- pd 420202 + ot — 2t — 2202 4 pt

_3 g (2.13)

O primeiro parametro, 3, é um parametro de assimetria da distribuicao. No caso
de ser nulo, diz-se que a distribuicao ¢ simétrica. Esse é o caso da distribuicao gaussiana.
O segundo parametro é chamado curtose e mede o achatamento da distribui¢do. No caso
da distribuicao gaussiana ele vale exatamente 3.

Em comparacao com a distribuicao gaussiana, as distribuicoes que possuem menor
curtose sao menos achatadas e possuem probabilidade pequena quando a variavel aleatéria
assume valores grandes ou pequenos. Essas distribui¢oes sdo chamadas de platictrticas.
Distribuigoes platicturticas possuem “caudas leves” ou seja, caem mais rapido para zero
que a distribuicao gaussiana.

Por outro lado distribuigoes que possuem uma maior curtose sao mais achatadas
e possuem probabilidade grande quando a variavel aleatéria assume valores grandes ou
pequenos. Essas distribuicoes sao chamadas de leptocurticas. Distribuicoes leptocirticas
possuem “caudas pesadas”. Diz-se, entao, que distribuicoes leptocturticas tem maior peso

nas caudas que a distribui¢do gaussiana e, por isso, elas caem para zero mais lentamente
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que a distribuicao gaussiana.
Finalmente distribui¢oes cuja curtose seja bastante proxima de 3 (ou seja, cuja forma

¢ bem préxima a forma da gaussiana) sdo chamadas de mesocurticas.

2.1.3 Funcgao geratriz de momentos

Calculamos os momentos da distribuicdo gaussiana utilizando calculos de integrais
das variaveis multiplicadas pela densidade de probabilidade da distribuicao gaussiana.
Além de ser um calculo significativamente trabalhoso ha distribui¢des mais gerais cuja
densidade de probabilidade nao possui expressao analitica [4, 5].

Por essa razao é comum escrevermos uma funcao que seja capaz de gerar todos os
momentos através de derivadas sucessivas. Essa funcao é chamada de fungao geratriz
de momentos. E possivel definir a funcio geratriz através da fungéo caracteristica da
distribuig¢ao. Definimos a fungao caracteristica como sendo a transformada de Fourier

da sua funcao densidade de probabilidade:

o(t) = / T e f () da, (2.14)

—0o0

sendo f(z) a fungdo densidade de probabilidade da distribui¢do normal. Essa é uma
integral gaussiana que pode ser calculada pelo método de completar quadrados o que nos
dara:

2

o(t) = ette 20’ (2.15)

Essa é a fungao caracteristica da distribuicdo gaussiana. Ha o caso de distribuigoes
mais gerais que somente sua fungao caracteristica pode ser conhecida dado que a fungao
densidade de probabilidade nao possui forma analitica, como é o caso das distribuigoes
truncadas de Lévy que veremos mais a frente neste texto [4].

A relagdo que hé entre a fungao geratriz de momentos, denotada por M (t), e a fungao

caracteristica da distribuicao, ¢(7), é dada pela equagao:

1,242

M(t) = ¢(—it) = et (2.16)
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Note que M (t) = ¢ (—it) relaciona a fungao geratriz de momentos, M (t), com a
funcao caracteristica de uma distribui¢do qualquer. O termo a direita da equacao (2.16) é
exclusivo para a distribuicao gaussiana.

E através desta funcdo que se geram os momentos da distribuicdo. O n-ésimo
momento da distribuicdo pode ser gerado através do calculo da seguinte derivada:

dn
Mn = 0 [M(t)] ) (2.17)

t=0

A titulo de exemplificacao da simplicidade dessa forma de célculo mostraremos como
se calcula os dois primeiros momentos da distribuicao gaussiana, os quais poderao ser

comparados com os cdlculos via integrais gaussianas (2.5) e (2.6).

d
ml — % |: #t6%02t2:| — Ne“te%UtQ + O-Ztelute%UZtQ‘t_O fry M, (218)
t=0 -
2
My = @ [euteéaw} = i + po’t + o + po’t + 04t2‘ =p*+0° (2.19)
T ae t=0 S H =0 M ' '

O que ilustra quao mais eficiente é essa técnica em comparacao ao calculo direto via

integrais.

2.1.4 Funcao geradora dos cumulantes

Além da funcao geratriz de momentos, j& mencionada, ha outra funcao geradora que
é de grande importancia em teoria da probabilidade [6]. Essa fungdo é chamada funcao
geradora dos cumulantes.

Em algumas aplicagbes é mais vantajoso utilizar os cumulantes de uma distribuicao
do que os seus momentos. Essa forma alternativa de analise é, sobretudo, extremamente
util em problemas que necessitam de expansoes em séries de poténcias das distribui¢oes
de probabilidade. Neste caso os termos que multiplicam as poténcias sao os cumulantes de
n-ésima ordem.

Essa funcao geradora de cumulantes é definida como sendo o logaritmo natural da
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funcao geratriz de momentos:
K(t) =In[M(t)] = In [E(e")]. (2.20)

Para o caso da distribuigao gaussiana ja calculamos a funcao geratriz de momentos

na subsec¢ao anterior e teremos:

1
K(t) = pt + 50%2, (2.21)

a funcao geradora dos cumulantes da distribuicao normal. Pode-se escrever essa funcao

como a seguinte série de Taylor:

% B o) tn B CQtQ
(t)—chE—clthTjL.... (2.22)
n=1 . .

Os termos que multiplicam as poténcias sdo chamados de cumulantes. O n-ésimo

cumulante é definido como sendo:

dn
n = — [K(t . 2.23
= g KO (2.23)
Para o caso da distribuigdo normal teremos os seguintes cumulantes:
d (K (t)] + 0%t (2.24)
= — = o = .
YToat =0 H =0
TIK®) =0 2.29
Co = —— = 0 .
2T an ]

em que p representa a média da distribuicdo e o2 sua varidncia. Notemos que como a
funcdo geradora dos cumulantes para a distribuicdo gaussiana é um polinémio de grau
dois, todos os cumulantes de ordem superior a dois sao nulos. Essa é uma caracteristica

unica da distribuicao gaussiana que nao é partilhada por outras distribui¢oes mais gerais.
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2.2 Teorema central do limite

Pelos motivos e caracteristicas mencionados acima, a distribui¢ao gaussiana ¢ uma das
mais importantes e tteis na pratica. Serve para modelar uma grande gama de problemas
e, principalmente, serve como um “teste” para diversos tipos de amostras. Esse teste é

ilustrado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 (Teorema central do limite). Seja Xy, Xo, ..., X, um conjunto de n
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com cada uma das varidveis
X; tendo uma distribuicio de probabilidade arbitrdaria conhecida P(xq,...,x,) com média

A . . 2 ~ .
Wi e variancia finita o; entao:

X1+X2+~~+Xn—n,ud
= 4 N(0,1), 2.26
i (0.1) (226)

Zn

quando n tende a infinito.

Prova: Pode ser encontrada, com detalhes, em [7].

Neste teorema Z,, é chamado de média amostral e N(0,1) denota uma distribuicao
gaussiana de média nula e variancia unitaria, também chamada de distribui¢ao normal
padrao.

Esse importante resultado é chamado teorema central do limite e ele diz que,
quando as hipoteses do mesmo sao satisfeitas, a varidvel aleatéria média amostral converge
como distribuicao para uma distribuicao gaussiana padrao de média nula e variancia 1
quando o nimero de variaveis aleatérias tende a infinito.

Devido a este resultado, ha muitas situagdes em que se buscam distribuicoes de
probabilidade mais gerais (como trataremos logo abaixo) que para um nimero grande de
dados a mesma tendera a uma distribuicao gaussiana. Isso é uma forma, muito comum e
util, de teste para dados empiricos, sobretudo em financas.

Outro comentario importante acerca deste teorema é que ha a necessidade da variancia
das variaveis aleatorias ser finita. Caso a varidncia divirja, o teorema central do limite
nao se aplica. Essa é a tUnica condicao que tem que ser satisfeita de forma rigorosa. Ha
outras versoes deste teorema que afrouxam as outras condigoes [4] (serem independentes

e identicamente distribuidas), mas em nenhuma versao dele ha qualquer afrouxamento
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acerca da condicao de finitude da variancia.

2.3 Distribuicoes estaveis

Sejam duas variaveis aleatorias X; e X5 independentes e ambas distribuidas segundo
uma distribui¢do gaussiana. Sem perda de generalidade podemos impor que a distribuigao

gaussiana possua média nula:

2
1 X3

p(X;) = We_%?. (2.27)

Queremos estudar qual é a densidade de probabilidade da varidavel X que é a soma:
X=X+ X, (2.28)

Comecemos escrevendo a densidade de probabilidade da variavel X
P(X) = /_o:o dX1p(X1) /_O:o dXap(X2)0 (X — X1 — X3). (2.29)

E mais simples trabalhar usando a fungao caracteristica de (2.29) que é simplesmente

a transformada de Fourier:

é(p) = /_ O; dX P(X)eX, (2.30)

inserindo a equagao (2.29) em (2.30) vamos encontrar:

ox(p) = [ X [ axip(x1) [ dXop(Xa)e V5 (X - Xy - X))
- /oo Xmp(Xl)tg_ile /Oo dXQ])(XQ)G_ipXQ

=[x 0] = (o, ) 231)

pois a distribui¢ao de probabilidade p (X;) é a mesma para ambas as variaveis aleatérias.
O indice g denota a fungao caracteristica da distribuicdo gaussiana de uma tnica variavel

aleatéria ao passo que o indice X denota a func¢ado caracteristica da soma de variaveis
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aleatérias. Usando o resultado (2.15) podemos escrever:

¢x(p) =e 7" (2.32)

Para obter qual sera a distribuicao de probabilidade da varidvel X precisamos calcular

a transformada de Fourier inversa de (2.32)

PX) = o [ dpox(ple

1 o0 2,2 . 602(2 )2 00 2 iX )2
= — / dp e_U p _ZpX = — / dp 6_0 (p_ 202)
21 J oo 2 —co

x2
e 40?2 [T 1 _x2
= 27T ; = 47TU2 € 402 s (233)

s

que também ¢ distribuicao gaussiana s6 que com a mudanca de escala:
o — 207 (2.34)

Quando uma soma de variaveis aleatorias tem como resultado uma variavel aleatéria que
esta distribuida da mesma forma que todas as demais, a menos de uma mudanca de escala,
diz-se que essa distribuicao é estavel. Distribuicoes estaveis sao as que possuem maior
uso em aplicagoes praticas, sobretudo em financas. A subsecao seguinte é destinada a

apresentar uma forma geral para distribui¢oes estaveis.

2.4 Distribuicoes nao-gaussianas: A distribuicao de
Lévy

Uma distribuicao que generaliza a distribuicdo gaussiana e que é muito 1til em
financas ¢ a chamada distribuicao de Lévy. Ela foi apresentada pela primeira vez no
artigo de Paul Lévy [8] e foi utilizada para estudar dados financeiros pela primeira vez
por Mandelbrot [9], que mostrou que o prego de determinados produtos nao seguiam uma
distribuicao gaussiana mas sim uma distribuicao mais geral que mais tarde viria a ser

chamada de distribuicao de Lévy.
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Essa distribuigao possui forma analitica bastante complicada para a funcao densidade

de probabilidade sendo, portanto, comumente expressa pela sua funcao caracteristica:

~ 2,2

A2
L2 (p) = exp [—(“pz)] . (2.35)

De modo que a distribuicao de Lévy propriamente dita serd dada por:

L) (2) = /OO dﬁeipzﬂgz (p) . (2.36)

—00 27

A forma analitica da expressao (2.36) foi obtida, conforme podemos encontrar em

[4], e é dada por:

(L2 (2)] = ipz —olz* [1 — if7 tan (gA)} , se A #£ 1,

o2

(2.37)

é%ln(

iz — oz {1 +i3 z|)} , se A=1,

Notemos que essa fungao densidade de probabilidade, para a distribuicao de Lévy,
é muito mais complicada que a distribuicao gaussiana. A distribuicao de Lévy, equagao
(2.37), se reduz a distribui¢ao gaussiana, equagao (2.16), no limite A = 2. Neste caso

teremos:

lim 1" (z) = e™*=7% (2.38)

A—2

que é a fungao caracteristica da distribuicdo gaussiana. A distribuicao de Lévy, eq. (2.37),
é a distribuigao de probabilidade mais geral possivel que ainda é estavel [8, 4].

Ao passo que a distribuigdo gaussiana possui dois parametros, a saber: média (u)
e variancia (0?); a distribuicdo de Lévy mais geral possivel possui quatro parametros:
média (1), varidncia (0?), escala (\) e assimetria (3). Em muitas aplicagoes é utilizado
um parametro § = 0, o que retira toda a assimetria da distribuicao. Esse é o caso da
distribui¢do que apresentamos no inicio desta se¢do, equacao (2.35).

Como uma forma de entender melhor essa distribuicao calcularemos o seu primeiro

momento:

= Poplp 2 (e ")]| =0 (239)
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Assim sendo a variancia da distribuicao de Lévy pode ser calculada como sendo,

apenas, o segundo momento, conforme fazemos abaixo:

o = <22> = [~ dz2L)s (2) = — CZ; [Eg2 (p)}

p=0

d - -0
=~y Db ()]

Ao|p|reolPl ()\cr|p|)‘ — L+ 1)
2

— 00, (2.40)

p=0

que diverge para qualquer valor A < 2. Conforme argumenta Kleinert, [14], todos os
momentos de ordem superior a 2 sao infinitos para A < 2. Esse é um grave problema para
a modelagem de dados financeiros usando distribui¢oes de Lévy pelo fato de que, para a
maioria das aplicacoes, a variancia é finita.

Além disso, se a variancia for infinita, o teorema central do limite, (2.26), nao pode
ser aplicado. Para muitos tipos de mercados e dados financeiros, como é o caso do indice
S&P 500 da bolsa americana, os dados tendem a uma distribuicao gaussiana quando o
nimero de dados usados na andlise ¢ muito grande.

A 1ltima caracteristica importante a ser explorada das distribui¢oes de Lévy é seu
comportamento quando o valor de z é muito grande. Esse comportamento é conhecido na
literatura como “queda em lei de poténcia” Kleinert, [14], realiza esse calculo e o resultado

é:

A
A ot . A
L0'2 (Z) — %SIH (7T)\/2)F (1 —|—>\) W (241)
O comportamento “lei de poténcia” estd demonstrado pelo termo |z|~*! e essa

caracteristica da distribuicdo é mantida até para valores realmente grandes da variavel z.
Em determinadas aplicagoes essa caracteristica pode ser importante e isso constitui uma

violacao ao teorema central do limite que é interessante na pratica.
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2.5 Distribuicoes nao-gaussianas: A distribuicao trun-
cada de Lévy

Conforme mencionamos na sessao anterior a distribuicdo de Lévy (digamos, pura)
possui momentos divergentes de ordem maior que dois. A varidncia, relacionada ao segundo
momento, também ¢ infinita para os casos em que A > 2. Esse fato implica que o teorema
do limite central ndo pode ser aplicado na sua forma mais forte (2.26). Além disso esse
fato também acarreta distor¢oes nas analises dos dados reais que possuem variancia finita
[10].

E nesse contexto, buscando uma alternativa & distribuicdo de Lévy, que os autores
Mantegna e Stanley em seu artigo [11] conseguiram construir uma distribui¢do baseada na
distribuigao de Lévy que possuia varidncia finita (e momentos de ordem superior também
finitos). Essa distribuicao ficou conhecida por distribuig¢ao truncada de Lévy.

Ela recebeu este nome pelo fato de se realizar um truncamento da densidade de

probabilidade na forma:

cL(z), —a <z <aq
Pruncada(®) = (2.42)
0, caso contrario,

com L(x) sendo uma distribuigdo de Lévy, ¢ é uma constante de normalizacdo e para
algum parametro o conhecido como parametro de truncamento. Esse parametro estd
associado ao ponto a partir de qual a distribuicao serd nula ou nao.

Com esse truncamento consegue-se uma distribuicdo que tem varidncia finita porém
paga-se o prego da distribuicdo nao ser mais infinitamente divisivel, ou seja, a convolucao
de um produto de fung¢oes caracteristicas deixa de ser o produto das convolu¢oes individuais
[12].

Para contornar esse problema, Koponen [13] forneceu um truncamento alternativo
a distribuicao de Lévy que, além de garantir a finitude da variancia, também garantia a
divisibilidade infinita. Essa distribuicao é comumente apresentada como sendo a seguinte
funcao caracteristica:

L% (p) = e HWP) (2.43)

o2
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com H(p) fazendo um papel semelhante ao hamiltoniano utilizado nas fungoes de partigao
da fisica estatistica. Porém essa equacao dependera do momento em uma forma mais

complicada:
»(a® + p*)? cos [Atan~! (p/a)] — o

H(p)=o0o I (1) : (2.44)

Aqui « tem a mesma interpretacao de antes, como sendo o ponto a partir do qual a
distribuicao serd nula, A é um parametro de escala e a distribuicao converge pra gaussiana
no limite A\ — 2 e, por fim, 02 é a variancia da distribuicao.

Essa é a apresentacao da distribuicao truncada de Lévy na forma dada por Kleinert,
[14], pagina 1347, em sua versao com pardmetro de assimetria nulo. Ha outras formas de
se apresentar essa distribuicao. Porém elas diferem apenas na forma como as constante
sdo nomeadas e como as constantes aparecerem na equagao, como por exemplo em [15]
e [16]. A forma funcional original desta distribuigao foi obtida por Koponen [13], como
mencionado.

Sendo a equagdo (2.43) uma fungdo caracteristica teremos, ao usar a equagao (2.44),

a seguinte expressao para a distribuicao truncada de Lévy:

A/2 A
), [ dp B (a? +p?)*" cos [Narctan (p/a)] — o
L5 (x) = / — exp { o 2 (1= ) +iprp,  (2.45)

Em contraste com a gaussiana, que tinha apenas dois, essa tem trés parametros. O
parametro A esta associado a proximidade dessa distribui¢ao com a gaussiana, ou seja,
quanto mais préximo de 2 é esse parametro, mais rapido ela tendera a uma gaussiana no
limite em que z vai ao infinito.

Ja o parametro o pode ser interpretado como a variancia da distribuicao e esta
intimamente relacionada com o segundo momento, de forma bastante analoga ao caso
gaussiano.

Finalmente o parametro « esta relacionado com o “peso” das caudas da distribuicao.
Os trés parametros estao relacionados com a curtose da distribuicao (que pode ser obtida,

por exemplo, através dos dados) da seguinte forma:

po EZNE=N (2.46)

o202
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A integral (2.45) ndo é analitica e, portanto, para a maioria das aplicagoes praticas
utiliza-se um método numérico para se integrar essa equagao. Ha, também, uma alternativa
ao calculo da integral da equagao (2.45). Essa alternativa consiste em escrever uma

expansao em cumulantes, de modo andlogo ao que fizemos para a distribuicao gaussiana:

1 1
H(p) = 502]92 — Ec4p2 +..., (2.47)

que s6 apresenta termos pares pelo fato dessa expressao ser simétrica. No caso da distri-
buicao assimétrica, teremos que colocar tanto os cumulantes pares quanto os momentos
impares. Conforme Koponen [13] mostrou, existe a distribuicao truncada de Lévy assimé-
trica, porém nao serd util em nosso trabalho e por isso nao a introduzimos aqui.

As constantes ¢; sdo chamadas de cumulantes e a expansao que fizemos é bastante
analoga a expansao de cumulantes para a distribuicao gaussiana. Ocorre que, no caso da
distribui¢do normal, temos apenas dois cumulantes (para termos de primeira e segunda
ordem, respectivamente). Aqui temos uma série de poténcias para termos pares. Isso
traz novas caracteristicas e informagoes para a distribuicao que possui uma expansao em
cumulantes como essa. Os cumulantes sao mostrados a seguir [14]:

cy = 0° (2.48)

Y

c,=0(2-N)(B-Na? (2.49)

I'2n—A
Cop — 0‘21_‘(<2_)\))O{2_2n. (250)

Esses cumulantes, ao dependerem dos parametros da distribuicao, crescem muito
rapidamente quando aplicados aos dados reais. Isso faz com que nao seja interessante
utilizar muitos cumulantes de ordem superior, pois eles capturam informagoes estatisticas
que variam muito rapido, o que nao da para ser extraido dos dados.

Embora seja uma distribuicao de variancia finita e que segue o teorema do limite
central, ela converge muito lentamente a distribuicdo gaussiana, conforme mostrado em

13].
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Para a maioria das aplicagoes praticas utiliza-se os cumulantes ¢, e ¢4 ou, possi-
velmente, o cumulante seguinte ¢g. Para o caso do nosso trabalho preferimos utilizar a
distribuigao truncada de Lévy escrita na forma (2.45) e calcular a integral que aparece na
expressao numericamente. Essa forma de calculo nos mostrou ser mais eficiente e mais
direta.

A expressao que mostramos como sendo a distribuicao truncada de Lévy, equacao
(2.45), é de enorme importancia em andlise de dados financeiros, sobretudo na andlise de
indices de bolsas de valores e na precificacao de opgoes (conforme [15, 16, 17, 18]) e serd a

expressao chave para o nosso estudo e analise de dados no capitulo 5.
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3 Integrais de caminho

3.1 Construcao das integrais de caminho

Essa ferramenta foi originalmente introduzida por Feynman [19] em sua tese de
doutorado baseando-se num trabalho anterior de Dirac [20]. Na época essa abordagem
consistiu em uma técnica alternativa a Mecanica Quantica de Schrodinger. Mais tarde,
Feynman e outros cientistas generalizaram essas ideias para as teorias de campos. Hoje se
tornou uma ferramenta obrigatoria ao tedrico de campos. Boas referéncias para se estudar
esse formalismo sdo as notas de aula do professor Moyses Nussenszveig [21], as notas de
aula do professor Armando [22] e o livro de Feynman, Hibbs e Styler [23]. A referéncia
definitiva em integrais de caminho é o livro de H. Kleinert [14].

Suponhamos que uma particula parte de um ponto A num instante de tempo t, e
quer chegar em um instante de tempo ¢, num ponto B. A trajetéria que a particula segue
é dada pela fungao x(t) que esta fixa nos extremos z(t,) = x, e x(tp) = xp.

Se a particula esta sujeita as leis classicas a trajetéria real da particula, denotada
por Z(t), é dada pela primeira variacdo da agao classica [23]. Esse é o chamado “principio
de a¢do minima”.

Se, por outro lado, a particula esta sujeita as leis quanticas, ja ndo é mais possivel
afirmar que a trajetoria que minimiza a agao € a trajetoéria real da particula. Esses conceitos
de trajetoria real nao estao bem definidos em mecéanica quantica. Sendo assim nos resta
determinar a probabilidade da particula sair no instante de tempo ¢, na posicao x, e
alcangar a posicao x, no instante de tempo t,.

Feynman [19] foi o primeiro a perceber que cada trajetéria, no campo da teoria
quantica, tinha uma fase dada pela propria acao classica. A seguir, ele conseguiu construir
uma soma continua (portanto, uma integral) que varra todas as trajetdrias possiveis da
particula e interpretou essa integral como sendo a probabilidade mencionada acima.

Ele denotou essa probabilidade por K (b, a) muitas vezes denominado de kernel (ou
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propagador) e mostrou que ela é dada por:

b
K(b,a) = / eli/MSbal Dy (p), (3.1)

a

a qual passou a ser chamada de integral de trajetdria, com S[b, a] a acao cldssica da
particula. A interpretacao do “elemento de integracao”, Dz (t), neste caso, difere um
pouco do sentido usual na integral de Riemann. No caso atual da integral de trajetéria
estamos realizando uma soma sobre todas as possiveis trajetérias z(t) que sdo fungdes de
um parametro real ¢, o tempo. Por essa razao essas integrais também sao conhecidas como
integrais funcionais.

Para trazer mais clareza a notagao utilizada e entendimento ao assunto apresentamos,
seguindo o viés do livro de Feynman [23], a forma do kernel como integral de trajetéria da

particula livre é:

. m \3/? im &
K(b, a) = 11_{% <2mh€> / .o /eXp {2}16 2 (l’z — $i+1)2} del e d:L’N_l. (32)

)

Essa expressao nos mostra que quando € tende a zero, independentemente de qual
é agao classica da particula, o kernel é um produto infinito de integrais em um niimero
infinito de possiveis trajetorias. No caso da particula livre, as integrais que aparecem sao

todas gaussianas. Calculando uma delas, aplicando o produto e depois tomando o limite

K(b,a) = <m)>1/2 exp {W} (3.3)

2mih (tb - ta 2h (tb - ta)

encontramos:

Feynman et al mostrou [23] que o kernel satisfaz a equagao de Schrédinger portanto
serve como uma ferramenta paralela a fungdo de onda para descrever o sistema quantico.
Nosso interesse, nas secoes seguintes, ¢ utilizar o método das integrais de trajetoria para
escrever diversas caracteristicas de interesse em sistemas tanto no equilibrio quanto fora

dele. Esse resultado serd fundamental na discussao que segue.
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3.2 Matriz densidade

Antes de irmos ao topico de nosso maior interesse que é o estudo de fendémenos fora
do equilibrio, precisamos primeiramente apresentar alguns conceitos tteis nessa discussao.
As préximas segoes se dedicam a fazer uma analise geral, apresentando os principais
resultados, do que se conhece como a fisica estatistica de equilibrio utilizando o formalismo
de integrais de caminho.

Da fisica estatistica sabemos que a fungao de particao [24] definida por:
Z=Tr (e—ﬁ/kBT) = e EnlksT (3.4)

nos da importantes informacgoes do sistema, como por exemplo a entropia, energia média e
os potenciais termodindmicos. Porém, essa quantidade nao determina toda a informacao do
sistema quando este estd no equilibrio termodindmico (ou em situagoes de quase-equilibrio).

Para descrever o sistema de forma completa precisamos conhecer a chamada matriz

densidade que ¢é definida da seguinte forma:
p(zy,24) = 271 <xb )e’ﬁﬂ) aza> , (3.5)

em que 3 = 1/kgT, sendo kg = 1,38065(26) x 10723 J/K [25], a constante de Boltzmann e
T a temperatura absoluta. Os termos diagonais dessa matriz sdo chamados de densidade

de particulas e sao dados por:

p (Ia) = Z_l <xa

e_ﬂﬁ‘ ma> . (3.6)

Essa defini¢cao da densidade de particulas nos permite escrever valores esperados de

funcoes da posi¢ao como sendo:

(f (@) = [ dup(a) (), (3.7)

ou seja a densidade de particulas determina o valor esperado térmico de observaveis locais

(observéveis estes que dependem da posigao). Caso esse operador também dependa dos
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momentos ai precisaremos utilizar a matriz densidade pois os elementos fora da diagonal

passam a ser importantes.

3.3 Fontes externas

Nosso proximo passo na construc¢ao que temos feito é incluir a presenca de fontes
externas ao sistema fisico que estd em equilibrio térmico. A possibilidade de se incluir
fontes externas em sistemas no equilibrio é uma propriedade poderosa e importante do
formalismo de integrais de caminho que estamos adotando.

Consideraremos um oscilador harmoénico forcado cuja acao classica total é dada por:

o M

(82(t) — (1)) + 2 (1) (t)} , (3.8)

em que j(t) representa a fonte externa que atua no sistema e é acoplada linearmente a

posicao. A equacao de movimento desse sistema é dada por:

i () + Wiz (t) =3 (1), (3.9)

que pelo fato da acdo ser quadratica em x e & permite separar a acao em um termo classico

e um termo de flutuacao [21]:
A= Ajd + AO,cl + Afl =A,+ Aﬂ, (310)

em que o indice 4 indica a parte cldssica, 5 indica a parte de flutuagao e o indice ( indica
que é a agao na auséncia de fontes externas. A parte classica ja foi resolvida e se encontra

na literatura [14] e [26]. Essa expressao é dada por:

Ag ~5sin [i\ﬁ: — 4] [(xz + xg) cos [w (ty — ta)] — 21‘1)%} +
sin [ (tlb . / dt {z,sin w (ty, — t)] + xpsin jw (t — t,)]} j (¢) . (3.11)

O segundo termo corresponde a solucao da equacgao nao-homogénea que se utiliza da
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seguinte fun¢do de Green:

sin [w (t, — )] sin [w (te — )]
wsin [w (t, — t4)] ’

Gz (t, 1) = (3.12)

em que t- e t. denotam, respectivamente, o maior e menor valor de t’ e t.

Pode-se, entao, escrever o nosso problema como uma trajetoria classica sujeita a uma
pequena flutuacao mensurada pela acao Ay;. Fazendo essa pequena variacao da trajetéria
classica e calculando as integrais que aparecem com o uso do fato de que a trajetoria é

nula nas extremidades, encontramos:

1
App=—— dt dt G (t, )5 (¢ 3.13
=g |t [t G ()5 (). (313)

logo usando a solucao para a funcao de Green teremos uma integral de caminho na presenca

de uma fonte externa dada por:

t M,
(xbtb|xaa /@xexp{h/ dt{z(;v —wx)+]x}

— oxp [;Ad]FwJ (th, ta) (3.14)

com A, dado pela equagao (3.11) e F,, ; (¢, t,) definido por

; M w
F i (ty, ty) = F, (ty, t,) est/h =
3 (f: o) (to.ta) e 27m'h\/sin [w(ty — t,)] %
1 ty gt 123 dt’ si " Osi vt ) (2
P T M wsin [w (f — t)] / [ dt'sinw (b = D] sin fo (' = 1)) (1) (1) -

(3.15)

Estamos interessados em calcular amplitudes de probabilidade como uma integral de

caminho da seguinte forma:

(zphif]2,0)] /Dx exp {_71i /Ohﬂ dr {]\24 (a’c2 (1) — w?2? (T)) +j(r)ax (T)] }, (3.16)
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que se obtém da equagao (3.14) com a mudanga de varidveis:

ta=0, t,=hB, T=—it. (3.17)

Seguindo os passos de Kleinert, conforme vemos na se¢ao 3.7 do seu livro [14],
obtemos que a fungao de particao para o oscilador harmonico na presenca de uma fonte

externa com essa mudanga nas variaveis temporais é:

20 = Zulolexp (—5.47). (3.13)
com
;1o ne  coshw|r — 7| —whB/2] ., .,
A= AMw /o ar 0 ar sinh (wh/3/2) 7)), (3.19)

obtida a partir da funcao de Green:

1 cosh [w|T — 7| — whf/2]
P AN
Gone (1:7) = 2w sinh (wh/3/2) ’

7| € [0, R3] (3.20)

3.4 Particula em um banho térmico

A discussédo precedente é importante para podermos construir uma teoria que descreva
o acoplamento de uma particula quantica com um banho térmico. Consideraremos que
o banho térmico é composto por um niimero N de osciladores harmoénicos cada um com
massa M; e frequéncia de oscilagdo €2; como vemos em [27, 28].

E por essa razdao que calculamos a funcio de particdo de um tnico oscilador na

presenca de fonte externas. Ela é dada por:

Lo [MZ- 1

Z; = %@Xi (1) exp {_h A (Xf + Qfo)]} = 2 sinh (135 /2)° (3.21)

e acoplando o banho térmico linearmente a particula escrevemos a seguinte integral de
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caminho para a probabilidade de transi¢ao

(xp, B3| 24, 0) = IZI%DXZ» (1) /xf(ﬁﬁ)% Dz (1 )exp{ 71i v dei: []\241 (Xf + Qfo)}}

0)=zq
1 (B M 1
X exp{ ¥ dr [Qx +V(z ZCZX x,] }H Z (3.22)

Conforme procedemos na segao 3.3 é possivel calcular a integral na variavel X; que
separa a integral de caminho em um termo de oscilador harménico na variavel da particula,

x (7), e um termo de agdo para o banho térmico:

z(hB)=x 1 hs M 1
(wohBlead) = [ Da(r)expd - [ dr|Tat + V(@ (7)| — 1 Awmnolal .
z(0)=xzq h Jo 2 h
(3.23)
com:
—1 rhB hB
Ao la] = - [ ar [T ar'z(m)a(r =72 (), (3.24)
0 0
e com a (T — 7'), exatamente como fizemos na segao anterior, dado por:
2 2 /
, c; p , c;  cosh [Q|T — 7| — Q;hB/2]
N =y = -7 = . 2
ar=7) Z o Core (T =) Z 9M sinh (Q4h3/2) (3:25)

A expansdo em séries de Fourier desse coeficiente pode ser obtida através das

frequéncias de Matsubara:

1 & c? 1

=—00 i

emtwm(T=T), (3.26)

/
a(r—1)= :
( ) iw2, + w?
O termo entre colchetes nessa expressao recebe o nome de «,,, que sdo os coeficientes
da expansao de Fourier. Caso queiramos uma expansao continua é comum definir a

densidade espectral do banho:

2

pp (W) =27y 2]\2 53 (W = ), (3.27)

0 que nos permite escrever:

% dw’ ~ cosh [W'|T — 7| —WhB/2]

alr—7) = o (W) sinh (Wh32) : (3.28)
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cujos coeficientes da expansao sao dados por:

/

% dw’ N 2w
Xm —/0 ﬁpB (W)

W. (3.29)

E comum subtrair o primeiro termo, «ag, e inverter o sinal dos demais para que

possamos fazé-los positivo-definidos:

ood/ / 2
= a0 g = 2 WPBW(l_wm), (3.30)

0o 21 W w2, + w’

cuja expansao em Fourier, eq. (3.26), se separa como:

a(t—7)=apd" (r—7)—g(r =7, (3.31)
com:
o —) = hlﬁ S et = S §(r— 1 —nhf). (3.32)

E ai escrevemeos, para o termo g (T - T/)

1 s : ,
9(r=7)=713 > g(wn) e mTT, (3.33)

m=—00

cujos coeficientes g (w,,) sdo dados por (tanto discreto quanto continuo):

Wl < dw' pp (W) 2w?
9 (wm) :Zﬁiuﬂ T2 o or W W tw? (3.34)

Essa discussao é necessaria para que possamos escrever a acao da seguinte forma:

Abanho [l‘] - Aloc + A/ [1’] s (335)

banho

/

banho UM termo de banho modificado,

com Aj,. um termo de acao que é puramente local e A
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conforme apresentamos a seguir:

/ 1 hp hp / / /
Ao 6] = 5 [ ar [ arz(m)g(r =) e (7). (3.36)

hB
Ape = —%/ drz? (1), (3.37)
0

esse ultimo termo meramente muda a curvatura do potencial V' (z) (pois este depende
de poténcias de z e a segunda poténcia estd relacionada com a curvatura do potencial).

Definimos um deslocamento de frequéncia:

% dw' pp (W) c?
MAW? = — :—2/ ad _— i 3.38
“ o 0o 2T W XZ: M;Q?’ (3:38)
cuja acao local passa a ser:
M h
Atoe = - B / dra? (1), (3.39)
0

0 que nos permite incorporar o termo da ac¢ao local para o potencial definindo um potencial

renormalizado dado por:
M. 5,
Vien () =V (z) + o Aw“x?, (3.40)

assim a probabilidade de transi¢ao pode ser escrita como sendo:

z(hf)=x 1 rn8 M 1
"D (1) exp {— dr {552 Ve (z (P)| — = AL m}.
0

(eshBlza0) = [ : ;

(0)=za

(3.41)

A fungéo de correlagao obtida, g (7 — 1), satisfaz a seguinte propriedade:

e
g(r—"7")dr=0. (3.42)
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3.5 Funcoes de Green de nao-equilibrio

Suponhamos que um sistema fisico esteja no equilibrio termodindmico e possua um

estado caracterizado pelo operador densidade como sendo:

:an In) (n| = Ze E"/T|n (n|. (3.43)

Inicialmente iremos desenvolver uma teoria de perturbacgoes para operadores de
evolucao temporal em situagao de nao-equilibrio. Isso é interessante pois nos permite
construir um formalismo de integrais de caminho que descreva o comportamento dindmico
de uma particula em contato com um reservatério térmico. Isso também pode ser estendido
para ensembles com muitas particulas.

Em fisica estatistica de nao-equilibrio o problema fundamental a ser resolvido é
encontrar a evolucao temporal de valores esperados termodinamicos de produtos de
operadores no cendario de Heisenberg, ggH Consideremos a mais simples agao classica

relativisticamente invariante que descreva um campo fisico em D dimensoes:

A= | dth:c; { [66c,6)]" = [Vo (x, ) - m2? (x,t)} | (3.44)

que nao é senao a densidade lagrangiana do campo escalar real. Consideraremos que o
espaco ¢ dividido em “redes” de espagamento € num numero infinito de pontos x e no fim
dos calculos fazemos o limite ¢ — 0. Aplicando a equagao de Euler-Lagrange para essa

equacao encontramos a equacao de Klein-Gordon:

6 (x,t) + (—02 + m?) ¢ (x,1) =0, (3.45)

cuja solucao pode ser expressa na forma de ondas planas num volume V finito:

¢ (x,t) = w2V (ape’i‘”"”p'x + aLei”PJrip'x) , (3.46)
p

p

em que:

wp = \/P? + m2. (3.47)
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Definiremos o momento canonico conjugado de forma analoga a mecanica classica:

M(x,t) = d(x,1). (3.48)
tal que vale as chamadas relagbes candonicas de comutagao a tempo fixo:
T (x,8),6 ()] = —i6 (x = x),  [[1(x,8), 1, 8)] = [6(x,),6 (x,£)] = 0. (3.49)

As quantidades termodindmicas de nao-equilibrio sao os valores esperados térmicos.
Usando um operador densidade inicialmente arbitrario p podemos calcular valores esperados
em relacao a este operador p. Essas médias em estados de p costumam ser chamadas de

p-averages. Escrevemos:

<¢H (X7 t)>ﬁ =Tr [:6 ng (Xv t)] ’ (350)

(0 (x,t) ou (X', 1)), = Tr [pom (%, 1) o (X, )] (3.51)

Devido a possibilidade de interagao entre os campos, escrevemos a hamiltoniana
separada em um termo livre e um termo de interagdo. O termo livre é escrito via

transformada de Legendre da densidade lagrangiana (3.44):

Ho= ; [ a7 {16 (e, 0F + 196 (<, 00 + m?6? (x,1)} (3.52)

enquanto o termo de interacio chamaremos de H™ (t). Para se tratar de interagoes é
util usar um terceiro cenario, paralelo ao de Schrodinger e Heisenberg, conhecido como

cenario de interagao. Nesse cenario o campo interagente ¢ escrito como sendo:
b (x,1) = ot g (x t) e Holt=to), (3.53)

notemos que os dois campos, interagente e no cenario de Heisenberg, coincidem no instante
de tempo %, aonde o operador densidade de particulas p é conhecido. Esse cenério de

interacdo também pode ser usado para escrever o hamiltoniano de interacao:
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H}'nt — it print e’mt, (3_54)

com o hamiltoniano total sendo H = Hy + H™. Essa expressao ¢ muito ttil para

escrevermos o operador de evolugao temporal no cenario de interacao:
A ~ t )
U (t,t0) = T exp [z [ (t)}, (3.55)
to

em que T denota o operador de ordenamento temporal que ordena o produto de operadores
do que esta num maior tempo até o que estd no menor tempo. Usando a definicao do
operador evolugao temporal podemos escrever as p-averages da seguinte forma:

(6n (x,1)), =Tr [pU (to, ) ¢ (x,) U (£, t0)] , (3.56)

<¢ (X t) 0’ >¢( ) )U(i7t/)¢(xlat/) i ( I’ )] Y > /;
H ¢H X 1 L t t() 1 t
to? t/) ¢ (::7 t) (’A <t7 t/> ¢ (X,, 1:,) i/\/ (1 5 170>:| 3 1/ > ‘l

Se a interagao esteve atuando desde um tempo grande, digamos ty — —o0, teremos

que reescrever as relagoes anteriores com o uso de um operador S = U (00, —0c0) da

seguinte forma

r[pS'TSe (x,1)] (3.58)

(x,1) 6 (x,1)]. (3.59)

Definiremos um contorno fechado no plano complexo que consiste numa linha reta
paralela ao eixo real que vem desde —oo, ligeiramente acima do eixo, se estende até o
infinito, contorna o eixo real e passa por baixo dele. Denotaremos o contorno de cima
por ty e o de baixo por t_ tal que z (t;) = x4 e x (t_) = z_. Abaixo segue uma imagem

mostrando esse contorno:
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Im ¢ 4

&

Figura 3.1: Grafico que mostra o contorno fechado de —oo até co. Extraido de H. Kleinert,
pagina 1221, [14].

Isso nos permite escrever Tp (S’TSb (x,t)) no lugar de Si7 (5’¢ (x, t)) com Tp 0
operador de ordenamento de caminho.

E, entdo, possivel construir um funcional gerador para produtos de operadores
ordenados no caminho fechado. Sabemos que derivadas funcionais em relacao a fonte
externa j(x) de termos da forma [ j(x)¢(z) fazem surgir um campo ¢(z). Entéo precisamos

de uma fonte associada ao campo ¢(x) e outra associada ao campo ¢(x_) ou seja:

21je) = Tr (T8 exp (i [ [ atej (w6 (o) + [aj@yo]}), @)

em que passamos a usar notagao quadridimensional: x = (x,t). Essa expressao pode ser

reescrita no caminho fechado como um todo da seguinte forma:

Zljp) = Tr {p 815 exp [z' [ dtjp (@) 6p (@)

}. (3.61)

O indice p serve para distinguir entre o caminho “acima” e o caminho “abaixo”
do eixo real. Como o operador S tem que ser unitario podemos escrever a seguinte

representacao:

ST8 = Tpexp [—z‘ / dtH™ (t)], (3.62)
P

o que nos dé a seguinte equacao para o funcional gerador:

Zjp] =Tr {ﬁfp exp [—i/})dtH}”t (1) +i/d4xjp (x) op (2)

} . (3.63)
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Com isso podemos calcular a fun¢ao de dois pontos:

o o

Gp (fy y) = i0jp (a:) 107p (y)

Zjp

=Tr [pTpSt86p (2) 6p ()], (3.64)

Jjp=0

0 que nos permite concluir que:

Gp(w,y) = (Trou (vp) 61 (yr)) (3.65)

A ?
p

o que nos mostra que a funcao de dois-pontos é um valor esperado térmico fora do equilibrio,
denotado pela p-average acima.
Devido as possibilidades de escolhas para xp (pois pode ser ;. ou z_) vemos que a

funcao de Green Gp é, na verdade, uma matriz:

Gp (2, y) = Giy(z,y) Gio(z,y) _ G(zy,y+) G(r4,y-) ' (3.66)

G*Jr(xvy) G**<x?y) G(ﬂ?,,y+) G(‘%,,y,)

Calculemos as componentes dessa matriz:

Gt (2,y) = (¢ () o (y)>ﬁ, (3.67)

a configuracdo oposta possui ordenamento de caminho também oposto:

Gy (2,y) = (0 (y) ¢u (2));, = £ {0n (2) ou (y)); - (3.68)

Sendo o sinal negativo usado em campos fermionicos ao se restaurar a ordem original.
Isso nos mostra que a distingao entre os ramos de cima e de baixo ¢ irrelevante devido ao

ordenamento de caminho. Se x e y ficam ou no ramo superior ou no ramo inferior teremos:

G (a,y) = (Ton () b (4)) .

G- (o) = (Ton (@) 6 ) | (370)

p

(3.69)

com T sendo o operador de anti-ordenamento temporal. Essas definicdes nos permitem
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escrever a seguinte relacgao:

G—H— + G__ — G+_ + G_+,

(3.71)

0 que nos mostra que um dos termos da matriz (3.66) ndo é independente dos demais.

As fungoes de Green relevantes sao as fungées de Green avangadas e retardadas e

também os termos de comutagao:

G" (2,y) = O (= y) ([on (2) . o1 (W) ),
G (2,y) = =0 (y = ) ([on (1), 6m (4)]5,) -
A(xy) = ([on (1), 0n ()],

C(;U,y) = <[¢H (‘T) 7¢H (y)]$>ﬁ = GR ('Tay> - GA (xay) :

(3.72)
(3.73)
(3.74)

(3.75)

A decomposigao de Fourier da funcao de Green retardada pode ser escrita, através

da discretizacao do espaco, da seguinte forma:

M ip-(x—x’ /
G (2,y) = 3 s7ePOTIGE (1)

P

Q=wp

e em forma continua encontramos:

de

— = P9 6in [w (E — )],
e o (= )

GR (2,y) = —O (z — x/)/

e de modo anélogo teremos

Pp
_C P i) cogw, (- 1),
2wy, (21)

Az, 2) = /
Essas fungoes sao tais que temos as seguintes relagoes

G4 (z,2) = TGP (2,2)), A(x,2")=+A(2,2),

C(z,2')=FC (2 2), G(x,2)=+G ' z)",

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

e isso nos permite expressar as componentes independentes em termos de G4, G e A.
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Procedendo dessa forma encontramos a seguinte matriz:

1 [ Ay + G (y) + G (xy) Aw,y) - G (zy) + G ()

A(l’,y) + G (:U7y) - GA (l’,y) A(I,y) - G" (l’,y) - GA (QZ,y)
(3.81)

Gp(z,y) =

E mais conveniente escrever essa expressao na chamada forma de Keldysh através

da seguinte transformacao de similaridade:
. » 1 N
G=QGrQ™, Q== =(Q") ', (3.82)

com essa transformacao de similaridade G se escreve como:

G (z,y) = ’ ¢ @) . (3.83)
G (z,y)  Az,y)

3.6 Teoria de perturbacoes para funcoes de Green de
nao-equilibrio

Na presente secao iremos desenvolver uma teoria de pertubacoes de um sistema
interagente fora do equilibrio usando o formalismo que construimos nas se¢des anteriores,
principalmente o formalismo da se¢ao 3.5. Suponhamos que a interacao depende apenas

dos operadores de campo ou seja:

exp {—i/})dtH}”t (t)} = exp {z’/Pdt/dsmLmt (op (x,1))]. (3.84)

Como, por construgao, o campo ¢p aparece sempre que calculamos uma derivada

funcional do funcional gerador, podemos escrever o funcional gerador na seguinte forma:
. qint |0 -
A [jp] = exXp ZAP s Z() []p] s (385)
10)p

CcOoIml:

Zoljp| =Tr {ﬁTp exp |:i/13d4$¢p () jp (2)

} , (3.86)
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a funcao de particao livre. A funcao de particdo que escrevemos é calculada como uma
p-average, um valor médio entre estados de uma densidade de estados inicial arbitraria.
Devido a dificuldade de se calcular esse valor esperado fora do equilibrio (no qual p é
arbitdrio) calcular-lo-emos na situagao de equilibrio pois, nesse caso, ele se reduz a um

valor esperado térmico. Como os campos sdao quadraticos escrevemos:

Zolir) = exp [5 [ dudyip (@) G (2,) o ()] (3.57)

isso nos mostra que a corrente jp tem que ser escrita em uma forma matricial como uma

matriz coluna (ou matriz linha) da seguinte forma:
. . 1 ! -1
Zo [J+,J-] = exp —f/d:vd:v (j+ _j_> Q- Q-
2 GR A i
_ 1 / - . A / . . /
—exp{—; [do [ d/ [ +52) ()G @,0) Gy = ) @)
+ (e =) (2) G (,2) (G +52) ()

+ (U —J-) () A, 2) (G — 5-) (@]} (3.88)

A funcao de Green G4 é diferente de zero apenas quando t < t'. Usando as relacoes

(3.79) e também notando que A é simétrico escrevemos:

Zoljeni ) =ep {3 [ [ a0 @ = 0) [y — ) (0) G 0,6) (s + ) ()

+ (s =) (@) A, o) (G +4-) ()]} - (3.89)

O campo de um oscilador, ¢, depende apenas do tempo e, por isso, as integrais serao

apenas integrais temporais. Usando que:

hocosh |2 (A3 —ilt —t'))]
2MQ sinh (@) 7

At t) =2R[G (t,t)], G(t,t) = (3.90)
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e recolocando as constantes A e kg vamos encontrar

Zoljij-] = exp {—2 MlQh [at [aro =0 G i) @isnlQt -] G +5) (¢)
4 (s =) () coth (QZQT) cos [t — )] (s — J.) <t’>] | (3.01)

3.7 Particula em um banho térmico no formalismo
de integrais de caminho

Um grande mérito das integrais de caminho desenvolvidas por Feynman ¢é a possibi-
lidade de tratar sistemas interagentes e isso possibilitou o desenvolvimento da teoria de
campos a temperatura finita [22].

Conforme mencionamos na sessao anterior, o objeto que mede a amplitude de
probabilidade entre dois estados distintos é o chamado kernel (ou propagador). Para uma
particula classica sujeita a um potencial V(x) em uma dimensao, a probabilidade pode ser

escrita como:

2

|(2ots| Tala)|? = ‘ / Dar(t) exp {;_L / di []‘24552@) _ V(x)]} , (3.92)

em que ja explicitamos a expressao em forma de uma amplitude de transicao entre dois
estados. Podemos reescrever essa expressao em termos de duas orbitas independentes

x4 (t) e z_(t) a saber:

(w5ts|Tale) (Tolo|Tats) = / Day (1) D () x

exp {; [ ]‘24 (2(6) = 2(8) - (V(wy) - V(z.))

em que a barra horizontal acima indica conjugacao complexa. Essa integral pode ser

}, (3.93)

reescrita em termos de um caminho fechado exatamente como fizemos na secao 3.6.

(aatolrate) bleata) = [ Dep(tyexp { [ [Ajdci(w Vi) 6o

Como fizemos antes vamos supor que o banho térmico é um conjunto de oscilador
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harmoénicos ¢;(t) de massa e frequéncia M; e €);, respectivamente, todos eles no equilibrio
térmico a uma temperatura 7'. O acoplamento entre a particula e o banho é linear tanto
em ¢; (t) quanto em zp (t) tal que contribuird para a integral de caminho da equacao

anterior, eq. (3.94), como um valor esperado térmico:

(wthaate) otlrata) = [ Drptyesn {1 [ e[S b0~ Viwr)| )

Tr {prexp[ cl/ dtdhs (1) p (¢ )H (3.95)

Os osciladores que compoem o banho térmico sao todos independentes entre si, logo:

b

(3.96)

Tr {ﬁTP exp [h e ol (0)or <t>] } =TI {pTeen [ 5 [ a0 (0

Cada fator do lado direito dessa equagdo é da forma (3.86) com a seguinte identificagao
¢ (t) = c;ip; (t) /h e também identifiquemos as fontes como sendo: jy = 4, 0 que nos

permite escrever a funcao de particao exatamente como fizemos antes o que nos dara

2y, 7] :exp{ » / dt / QO (t—t) 2y — 2 ) (1) Cy (1, 8) (2 + ) (')

(=) () Ay (41 (2 — ) (O] (3.97)
Ay (t,t) e Cy (t,t') podem ser escritos com o uso da densidade espectral:

= Zcf {[ps (1), = —h/ —pb )Jisin W' (t —t)], (3.98)

— ;c? {oi (1), 0 = h/ —pb ") coth (22:;1> cos [w' (t —t')].

(3.99)

A fungao espectral do banho é dada como uma combinagao linear das frequéncias

2

(W) =21y 2]\29 [5 (W' — ) — 6 (W + )], (3.100)

essa funcdo é impar em w’. Portanto integrais dessa funcao multiplicada por cossenos, em

intervalos simétricos, sao nulas. Por essa razao escrevemos na forma da funcao espectral
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do banho multiplicada por uma exponencial complexa dado que, assim, nao se altera a
expressao original. Com isso a expressao (3.97) pode ser reescrita em termo de uma agao

efetiva:

Zo|xy, -] =exp {;AFV [[E+,[L'_]} = exp {721 (Agv [y, 2 ]+ ALY [z, ZL‘_D} , (3.101)

em que a acio efetiva, denotada por A [z, ,z_], foi separada em uma parte dissipativa
(com subindice p) e uma parte de flutuagao (com subindice r). A expressdo para Zg [z, z_]
é conhecida como funcional de influéncia. Usando esse resultado na nossa expressao

(3.95) e escrevendo novamente os dois ramos do caminho explicitamente encontramos

(heata)® = [ Da ) [ Do @esp {5 [Mar [ (12— 2) -V (@) -V (@)

ﬁAFV [z, x]} : (3.102)

Introduzindo uma fungao auxiliar:

’ @ t—t/ dw —iw(t—t
y(t—ty= QLD [ A ) e (3.103)

que nos permite escrever:

O(t—1t)Cy(t,t) =ihM~ (t —t') +iAMAW?S (t — '), (3.104)
com:
o dw' py (W)
2 _ —
Aw” = M o 21 W MQ’ (3.105)

o que denominamos de deslocamento de frequéncia. Usando (3.104) em (3.97) e

integrando por partes em t' o termo que depende de ¥ sera:

A oo == [ Mt e =) 7 (=) ) ()

123

" Af / dt (wy =) (1) (t =) (4 +2) (t), (3.106)

exatamente como fizemos na secdo 3.4, o potencial sofrera uma mudanca apenas de
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concavidade devido ao termo do deslocamento de frequéncia e ai redefinimos o potencial

renormalizado e usamos o termo
— = | A Vien (24) = Vien ()], (3.107)

no lugar do termo que depende do potencial. Devido ao fato de p, ser impar faremos uma

expansao da densidade espectral em poténcias impares de w’. O primeiro termo sera:
pp (W) ~ 2MAw', (3.108)

que é a aproximacgao 6hmica. Podemos usar um modelo que possui uma frequéncia
de corte, conhecido como modelo de Drude, que possui a seguinte expressao para a
) )

densidade espectral:
2

w
D

Com o auxilio dessa expressao e a seguinte integral tabelada:

o de (12 —ix —ia
/_OO ?me = ae s (3110)

podemos calcular v (t —t') a qual colocaremos um indice R para denotar que é uma
quantidade retardada. O resultado é

75 () = © (1) ywpe™ P, (3.111)

No limite da dissipagio 6hmica vE, se torna um pico muito estreito em ¢, com ¢ > 0,

podemos escrever vE (t) — v (t). Assim teremos a acio de dissipagao como sendo:

AV r o] = —]\2/[7 " dt {(m —x_) (T4 + :t_)R} - %7 (:133_ - x%) (ta), (3.112)

la

o segundo termo é apenas uma mudanca na curvatura da agdo que pode ser negligenciado.

E 1til usar a expressao para o banho:

Ay (t,8) = 2MykpTK (t,1'), (3.113)
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com

K (1) = gy 26 (6 (0,00 (1)). (3.114)

cuja decomposicao continua de Fourier se escreve

dw / ’ h o0 dwl hw/ - ’
K (t.¢) = / K —iw' (t=t") _ / el / th —iw' (t—t )
( 7 ) —00 2T ( ) 4M’}/l€BT —c0 27T Ph (W)CO 2]{/‘BT ©
(3.115)
No limite 6hmico a componente K (w') se escreve como:
hw' hw'
K (W) =Ko"" (W)= h : 11
(w") (w') ST cot <2kBT> (3.116)
Essa func¢ao é tal que valem as propriedades:
K(0) =1, / dtK (1) =1, (3.117)

O uso da fungao K (t,t') é tal que nos permite escrever a parte de flutuacao da agao

da seguinte maneira:

MAkgT [t
MrksT /bdt

ATV (o o] =i t:b A (o — 2 ) () K (1) (2 —2 ) (), (3.118)

em que usamos a simetria de K (t,t’) para estender o intervalo e eliminar o termo de fungao
de Heaviside da equacao para a agdo de flutuacao. No limite 6hmico a nossa probabilidade

entao sera escrita como sendo:

(ntlzata)| = / Da (1) [ Do e {3 [Mat[5 (12— ) - (V (@) -V (@)
(

M~
— dt2h( — ) (t) (dy + o) (1)
] Mvh” [faf w08 @@ - @f. G

Essa é uma integral de caminho a caminho fechado. Eles podem ser entendidos
como uma particula que anda para frente e para tras no tempo. Por isso essa integral é
chamada de “forward-backward path integral” (1é-se o hifen como um sinal de menos

para designar bem essa caracteristica do caminho da particula). Fazendo duas mudancas
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de variaveis:
Ty + x_
2 )

x y=xy— T, (3.120)

teremos finalmente:

(itileato)l* = [ Dete) [ Dy @)exp {1 [ [M (~g + ")
LV <x + g) _vy <x - g)} _ W /tt” dt tt” dt'y (0 K (6,) y (t’)} o 3121)

3.8 Equacao de Fokker-Planck e equacao de Langevin

Consideremos a equagao anterior, eq. (3.121), para grandes valores de vT'. Entao o
terceiro termo da eq. (3.121), que corresponde as flutuagoes de y, assumird uma forma
diferente pois a fungao K (¢,t’) possui uma forma conhecida chamada de forma de Drude,
apresentada a seguir:

1 ,
K (t,t) = %e_‘”’(t_t ), (3.122)

isso nos permite expandir o termo de potencial V' (x + %) -V (a: — Q) em torno de y =0

em poténcias de y/2:

% <x 4 g) V(@) + 4V () + L (y>2v" () + = (y)gv’" (@),

et vt (e 3 (2) v

assim o termo de potencial assume a forma:

Yy Yy ' yg "
v(x+2> —V(x—Q) myV'i (@) + V" (@), (3.123)

retendo apenas os dois primeiros termos que nao se anulam. Definiremos a quantidade
n(t) = Mi (t) + Myi™ (t) + V' (z (1)), (3.124)

e nosso termo exponencial da equagao (3.121) apds uma integragao por partes com extremos
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fixos (y(tp) = y(ts) = 0) torna-se

: MAkgT o gt
exp{—h tbdtyn—%/tbdt tbdt’y (t)K(t,t’)y(t’)}. (3.125)

A integral de caminho que aparece é gaussiana em ¥y e por isso pode ser integrada
para obtermos:

P ocexp{—; / “at [ arn (t)K(t,t’)ln(t’)}, (3.126)

W Jtg ta

com K (t,¢')”" matriz inversa de K (¢, ).

A equagao (3.124) pode ser entendida como uma equacao diferencial estocastica a ser
resolvida para alguma condigao inicial arbitraria x(t,) = x, e velocidade inicial (t,) = v,.
A equagdo diferencial tem um arrasto, 7 (t), que assumimos estar distribuido por uma

distribuicao de probabilidade gaussiana cujas func¢oes de correlacao sao dadas por:

@)y =0, @) n{t))y =wk (t,t). (3.127)

Para cada fungao de ruido, 7 (t), a solugdo da equagao diferencial estocastica nos
dard um caminho x, (24, 23, t,) com posicao final z, = x, (4, 23, &) e velocidade final
Uy = Ty (24, Tp, tp), todos eles sendo funcionais de 7 (t). A partir disso podemos calcular a
distribui¢ao de probabilidade P (xyvpty|T,v4t,) a0 se somar todos os caminhos possiveis.

Em vez de trabalhar com uma equagao diferencial estocastica de segunda ordem
pode-se trabalhar com um conjunto de equacoes diferenciais estocasticas de primeira ordem

da forma como segue:

Mo (t) + My () + V' (z (1) =0 (1), (3.128)

i () = v (t). (3.129)

Ambas serao resolvidas com valores iniciais z, e v, para a posicao e a velocidade,

respectivamente. Para uma dada fun¢ao de ruido 7 (¢) a posigao final e a velocidade final
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tem a seguinte distribuicao de probabilidade:

P, (zvt|zavats) = 6 (2, (t — 24)) 6 (&, — va) - (3.130)

A probabilidade total pode ser escrita como um valor esperado da equagao anterior,

eq. (3.130), para cada uma das fungdes de ruido, na forma como segue:

P (zvt|zavata) = (P (zvt|zavata)), , (3.131)
em que se define o valor esperado de um funcional arbitrario como sendo
(Fla]), = N / DaP ) F ], (3.132)

com N sendo fixado por condigoes de normalizagao (1) = 1. Mudando varidveis de x pra

7 cujo jacobiano funcional é unitéario:

on ()
dz (1)

J [2] = det [ ] = det [M3} + M~0f + 0" (z (t)] = 1, (3.133)

de modo que nossa integral se escreve
(Fla)), = N / DiyP ] F 2] . (3.134)

Podemos entender esse movimento da particula quantica acoplada ao banho térmico
como sendo um movimento classico perturbado por uma fonte aleatéria de correlacao tem-
poral de longo alcance. Essa equagao toma uma forma diferente no regime superamortecido,
dada por

n(t) = M~z (t)+ V' (z(t)), (3.135)

a equacao superamortecida de Langevin. Nesse caso a probabilidade pode ser

calculada. Com o auxilio da expressao (3.132) teremos o seguinte resultado:

P (@tfrats) = [ DuP )6 (i (1) = va) (3.136)
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3.9 Integrais de caminho e a distribuicao truncada
de Lévy

Depois de todas as teorias e calculos anteriores estamos em condigoes de demonstrar
o resultado mais importante e o cerne de toda essa dissertacao. Suponha que o preco de

ativos siga uma equagcao diferencial estocastica da seguinte forma:
T(t)=r, +n(t). (3.137)

Nessa equagao, r, ¢ uma constante deterministica, muitas vezes considerada como a
taxa de juros livre de risco, e 1 (t) é entendido como uma perturbagao ao sistema e a sua
natureza é estocastica. O movimento browniano é descrito por uma equacao desse tipo
cujo termo estocéstico esta distribuido conforme uma distribui¢do normal [4, 29).

No nosso caso porém, esse termo ja nao seguird mais uma distribuicao normal e sim
uma distribui¢do nao-gaussiana arbitraria. Nossa unica exigéncia é que (1 (t)) = 0 o que
pode ser conseguindo, mesmo em casos onde esse valor esperado nao se anula, com uma
redefinicdo na constante 7.

Usando as ideias da se¢ao anterior, podemos escrever a probabilidade de se evoluir
de um preco z, do ativo no instante ¢, para um preco z;, do ativo no instante ¢, como

sendo dado pela equacgao (3.136)

tp

Plavtilaats) = [ Dy [ Daexp |~ [ de (7(2)

§la(t) — 1), (3.138)

la

pois agora é a variavel n que caracteriza a flutuacao do sistema e usamos que:

Ply] = exp [— " gt (n (t))} . (3.139)

ta

No caso de sistemas fisicos em geral H denota o hamiltoniano do sistema escrito em
termos da variavel de ruido. Porém, para o caso de ativos financeiros, consideraremos que
esse ¢ o hamiltoniano de distribui¢oes de probabilidade como, por exemplo, o hamiltoniano

da distribuicao truncada de Lévy ou qualquer outra distribuicao de probabilidade geral.
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Podemos expressar o funcional delta de Dirac em termos de uma integral de caminho

de Fourier (um calculo andlogo ao feito para a fungao delta de Dirac usual) e ai encontramos:

Py tlzat) = [ Dy [ Do [ 12)7]: exp { /t "t [ip(e)i(t) — ip(tn(t) — B (n(8)] }
a (3.140)
a integral em n(t) é simplesmente a transformada inversa de Fourier do hamiltoniano ou
seja

P (2 tyla ta) = / D / ?fexp { / " dt[ip(t)i(t) — H (p (t))]}. (3.141)

ta
Quando somamos sobre todos os valores de z para extremos fixos teremos um
momento tnico em todos os caminhos (portanto a integral nao sera mais de caminho e sim
uma integral simples em p). Isso nos dard um valor constante para p e a integral dentro
da exponencial se escreve:

/tb dt [ip(t)i(t) — H (p ()] = ip (2 — xa) — (b — ta) H (p) , (3.142)

ta

pois p é fixo e z(ty) = xp € z(t,) = 4. Inserindo isso em (3.141) encontramos

P (zptplzats) / —exp [ip (xp — x4) — (ty — ta) H (p)]. (3.143)

Para uma distribuigao truncada de Lévy, eq. (2.44), a integral acima nao é senio a
transformada inversa de Fourier da fun¢ao caracteristica da distribuicao com apenas uma
mudanca no parametro o2 e para varidveis da diferenca de precos. Com isso chegamos no

importante resultado que é o cerne desse trabalho:
Ao
P (zyty|rata) = L), ) (0 — 24). (3.144)

Pode-se argumentar que esse resultado é 6bvio em se tratar de uma distribuicao
de probabilidade, mas isso nao é verdade. Em geral, como o que fizemos no capitulo 2,
estamos tratando de distribuigoes de probabilidade que nao evoluem no tempo e, por isso,
a distribuicao no espaco dos x é simplesmente a transformada de Fourier inversa da funcao

caracteristica.
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Aqui a situag@o é um pouco diferente: estamos com uma distribuicdo de probabilidade
que evolui no tempo e é descrita por uma equacao diferencial estocastica. Quando ambos
os extremos temporais e espaciais estao fixos e considerando o hamiltoniano de uma
distribui¢ao de probabilidade mais geral que a normal, encontramos a equacao (3.144).
Toda a discussao do presente capitulo estd voltada para se demonstrar essa relacao de
forma contundente. Veremos no capitulo 5 a tamanha importancia desse resultado.

Mais detalhes sobre esses pontos podem ser encontrados no artigo do Kleinert [30]

ou em seu livro de integrais de caminho [14].
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4 Revisao de conceitos de economia

Esse capitulo, significativamente introdutério, tem a intencao de apresentar conceitos
comuns a teoria economica classica e, sobretudo, apresentar um método tradicional de
previsdo dos retornos dos indices financeiros para usa-los como referéncia para nossos
calculos utilizando as ferramentas de integrais de caminho que desenvolvemos no capitulo

anterior, capitulo 3.

4.1 Mercados eficientes

Um dos conceitos chaves em economia quando se trata de mercados financeiros
é o conceito de mercado informacionalmente eficiente. Essa hipdtese relaciona a
possibilidade de se conseguir retornos acima (ou abaixo) da média do mercado com a

informacao histérica que o investidor dispoe. Essa hipétese possui trés formas [31]

1. Mercado eficiente no sentido informacional forte é aquele mercado cujos pregos
refletem todas as informagoes disponiveis sobre ele, inclusive informagcoes privilegiadas

e dados historicos;

2. Mercado eficiente no sentido informacional semi-forte significa que o mercado absorve
de forma bastante rapida as informacoes, porém absorve somente as informagoes

divulgadas publicamente;

3. Mercado eficiente no sentido informacional fraco significa que o mercado s6 absorve

rapidamente as informagoes oriundas dos dados histéricos.

Em outras palavras mercados eficientes no sentido forte nao permitem obter ganhos
consistentes acima da média do mercado. Analogamente ao caso da fisica seria como um
sistema termodinamico em equilibrio térmico: nao é possivel retirar qualquer trabalho ttil
dele.

J& os mercados eficientes no sentido semi-forte permitem-se obter ganhos consisten-

temente maiores que a média do mercado se se dispoe de alguma forma de informacao
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privilegiada. Seria andlogo ao caso de sistemas termodindmicos em situacoes de quase-
equilibrio.

Finalmente os mercados eficientes no sentido informacionalmente fraco sao aqueles
em que ¢ possivel obter ganhos acima da média com informagoes divulgadas publicamente,
demonstrativos contdbeis ou informacdo privilegiada. E caso andlogo a um sistema fisico
fora do equilibrio: pode-se retirar trabalho 1til, modificar nimero de particulas e etc.

As ideias de mercado eficiente se baseiam em um outro ponto importante, tratado a

seguir: a arbitragem.

4.2 Possibilidade de arbitragem

Suponha que um individuo possua um imével avaliado em R$ 20.000,00 e pretenda
vendé-lo por R$ 5000,00. Se o comprador deste imével perceber que é possivel comprar
esse imé6vel mais barato e vendé-lo mais caro ele estard ai interessado na compra. Suponha,
por outro lado, que esse comprador consegue retirar um empréstimo no valor exato de R$
5.000,00.

Sendo assim o comprador retira o empréstimo, compra o imoével e, de alguma forma,
consegue revendé-lo por R$ 20.000,00. Assim ele paga o empréstimo que pegou e aufere
um lucro de R$ 15.000,00 sem incorrer em qualquer risco.

Essa situacao hipotética que construimos, principalmente devido ao fato que o com-
prador do imovel aufere lucro certo com probabilidade zero de perder dinheiro, corresponde
a um caso do que chamamos de arbitragem. Quando surge uma situagdo em que é
possivel agir dessa forma damos o nome de possibilidade de arbitragem.

A hipdtese de mercados eficientes, apresentada na secao anterior, esta intimamente
ligada a esses conceitos e veremos isso melhor agora.

Suponha que um investidor em particular possua informacao privilegiada sobre
um determinado ativo de uma determinada empresa. Esse investidor poderd usar essa
informagao a seu favor para auferir lucro (embora, deixemos claro, isso corresponde ao
crime de “insider trading”, aqui estamos apenas levantando uma situagao hipotética). Se
o mercado em que esse investidor atua for eficiente no sentido forte ele ndo conseguira

obter lucro consistentemente acima da média de forma alguma.
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Em mercados eficientes no sentido informacional forte todas as possibilidade de
arbitragem sao rapidamente aproveitadas pelos investidores retornando o sistema todo
para um certo “equilibrio” de pregos. Esse investidor hipotético que mencionamos s
conseguird auferir lucro em mercados eficientes no sentido semi-forte e no sentido fraco.

Por 1ltimo, para encerrar essa discussao inicial, é digno de nota que a hipdtese de
mercado eficiente menos restritiva possivel é a hipdtese fraca. A hipétese mais restritiva é
a hipotese forte. Pode-se encontrar mais detalhes a respeito dessas ideias nas referéncias

32, 33, 31].

4.3 Como o indice Ibovespa e DJIA sao calculados?

O indice Ibovespa, construido desde 1968 e mantido até os dias atuais, é o principal
indice de medida do desempenho da bolsa brasileira como um todo. Teve sua metodologia
de calculo modificada em 11 de setembro de 2013 e implementada em duas partes em
janeiro e maio de 2014, respectivamente.

Analogamente a ele, porém em um mercado desenvolvido, existe o indice industrial
Dow Jones (DJIA, “Dow Jones Industrial Average”, na sigla em inglés) o qual iremos
analisar mais para frente nesse texto.

Esse indice tenta capturar o que acontece na bolsa como um todo através das variagoes
de um conjunto de companhias bem menor do que aquelas que sao de fato negociadas no
mercado a vista.

Atualmente ele é composto de 59 companhias, dos mais variados segmentos. Essa
estrutura é comumente chamada de “composicao do indice” ou, ainda, de “carteira teodrica
Ibovespa”. Através das variagoes que ocorrem nas acoes destas 59 companhias é que o
indice da bolsa como um todo ¢ medido.

Essa caracteristica do indice é importante de ser notada pois ela serve para evitar o
custo e o trabalho de se avaliar todas as 450 companhias cotadas na Bovespa ao passo que
se pode avaliar apenas 59 companhias que representam, no caso da medida desse indice,
todo o mercado.

Os critérios usados pela Bovespa para incluir ou nao determinadas empresas na

composicao de seu indice sao estabelecidos no “Manual de defini¢oes e procedimentos dos
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indices da BM&F Bovespa” disponivel em [34].

Sua forma de cdlculo é relativamente simples e se vale da seguinte expressao [34]:
|
== FQ, (4.1)
i=1

em que I; é o valor do indice Ibovespa no instante ¢, a é um parametro redutor para
adequar os valores das agoes das companhias ao valor de exibi¢io do indice, P} é o prego
da i-ésima agdo no instante ¢ e Q% é a quantidade presente na carteira teérica da i-ésima,
acao no instante t.

A expressao (4.1) nos mostra que o indice é calculado como uma soma ponderada dos
precos das agoes que compoem o indice pela quantidade que elas sao consideradas nessa
composicao. O resultado dessa soma divide-se por um parametro divulgado e estabelecido
pela propria BM&F Bovespa.

Nao mencionamos muito a respeito da historia do indice Dow Jones e seu método de
calculo por duas razoes: primeira, nosso objetivo principal é analisar o indice brasileiro;
segunda, a forma como o indice brasileiro foi construido é muito similar ao indice norte-
americano e, portanto, a forma de calculo do DJIA se assemelha muito ao do Ibovespa.

Porém é digno de nota duas consideragoes: o indice DJIA sé possui ativos de
industrias americanas de grande porte e o indice Ibovespa inclui outros tipos de empresas
nao apenas de caracteristica industrial e o indice DJIA possui dados desde anos anteriores

a 1900 enquanto que o Ibovespa possui dados do ano 1968 em diante.

4.4 Previsao de indices usando séries temporais

-

E muito comum interpretar-se os retornos de um indice financeiro, por exemplo
indice Ibovespa, como sendo uma série temporal. Entende-se por série temporal uma
sucessao de dados, tomados a medida que o tempo passa, e dispostos em ordem cronoldgica
(do mais antigo ao mais atual).

Assume-se, também, que uma série temporal possua uma componente estocastica que
gera dados aleatérios. Além disso os dados de uma série temporal tém que ser organizados

cronologicamente, onde a ordem em que os dados ocorreram ¢ importante.
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Uma primeira forma de se analisar dados financeiros é pressupor que os retornos dos
indices se comportam como uma série temporal e entao analisar essa série com os métodos

usuais de andlise de séries temporais, como por exemplo [35, 36, 37].

4.4.1 Médias moéveis simples

O mais simples modelo que encontramos a respeito da previsao de séries temporais
sao os modelos baseados no que se chama médias méveis. Para entendermos como uma
média movel funciona suponha que tenhamos uma série temporal com N subconjuntos de
dados dessa série. O primeiro elemento da média moével é a média aritmética do primeiro
subconjunto. O segundo elemento é a média aritmética do primeiro conjunto, subtraindo-se
seu ultimo elemento e adicionando-se o primeiro elemento do subconjunto seguinte. Assim
o método se segue até completar todos os subconjuntos da série.

Em geral, em anélises de indices, utilizam-se subconjuntos de lapsos temporais. Por
exemplo, em dados didrios, utilizam-se médias méveis de 5, 10, 20, 50 ou 100 dias. Depen-
dendo do tamanho da média mdével utilizada ela podera servir para perceber resultados de
longo prazo ou suavizar flutuagoes de curto prazo.

Embora seja um método simples e facilmente implementavel ele nao é método mais
usado nas previsoes dos retornos de indices de agoes. Em geral utilizam-se variagoes desse

método, aos quais apresentamos a seguir.

4.4.2 Meédias mdveis autorregressivas

Esses métodos, baseados nos métodos de médias moveis, também se baseiam em
métodos regressivos que sao aqueles que levam em conta os dados anteriores aos dados em
estudo (dai o nome de regressivos). Geralmente os dados anteriores sdo dados conhecidos
(e independentes entre si) e quer-se estudar o impacto desses dados com os dados que sao
desconhecidos (e dependentes).

Nessa familia de métodos talvez o mais comum (juntamente com suas variantes), e
o mais usado na previsao de indices financeiros, é o método de Box-Jenkins [38, 39, 40],
também conhecido pelo seu acronimo ARMA, em inglés, conhecido em portugués pelo

nome de métodos autorregressivos de médias moveis.
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Esse método combina as ideias de médias méveis com as técnicas de autorregressao.
Um método ARMA(p, ¢) utiliza os p valores anteriores na andlise de regressao e a média
movel obtida a partir dos ultimos ¢ valores. Ha certas complica¢des nesse método como,
por exemplo, a exigéncia da dependéncia linear entre os dados e a exigéncia da série
temporal ser estacionaria que sao aquelas que flutuam ao redor de uma mesma média ao
longo do tempo.

Esse ultimo ponto é bastante complicado de se aplicar na previsao de indices de
acoes. O valor médio da cotacao do indice, como o caso do Ibovespa, varia ao longo do
tempo. Desde 1968 até os dias atuais a média do indice tomado diariamente cresceu cerca
de 15 ordens de grandeza.

Por essa razao é bastante utilizado, também, o método ARIMA conhecido em
portugués como métodos autorregressivos integrados de médias méveis. A diferenca desse
método para o anterior é que, agora, utilizam-se diferencas de pregos e nao os pregos em si
mesmos como anteriormente.

Pode-se interpretar essa diferenca de precos como sendo uma discretizacao da ideia
de derivada e, ao se considerar todo o conjunto de dados, estamos “integrando”, no sentido
do célculo integral, todos os dados. Essa ¢ a razao do nome do método. Esses métodos
sao denotados por ARIMA(p, d, ¢) em que temos p valores autorregressivos, d diferengas
de pregos ou valores e ¢ ultimos valores usados para médias méveis.

Esses modelos sao muito baseados em processos estocasticos, que estao por tras da
construgao de séries temporais, e a maioria deles assumem a hipdtese de normalidade dos
dados: que os dados do indice que se quer modelar (no nosso caso, o Ibovespa) segue uma

distribuicao normal.

4.5 Previsao de indices usando a distribuicao normal

Conforme mencionamos, a hipotese de normalidade dos retornos do indice Ibovespa
é muito usada e, por essa razao, estamos interessados em analisar os dados sob essa
abordagem. Embora as abordagens de médias moveis sejam bastante rebuscadas e fornecam
bons resultados, nosso objetivo com esse texto nao é fornecer aplicacoes desses métodos.

Nesse trabalho estamos mais interessados em analisar os fundamentos das teorias economico-
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financeiras, sobretudo em seu aspecto probabilistico. E é para langar novas luzes sobre

esses assuntos, que nos baseamos em teorias de fendmenos de nao-equilibrio da Fisica.
Assim como um primeiro modelo probabilistico de descricao dos dados do Ibovespa

assumimos que os retornos diarios do indice seguem uma distribuicao de probabilidades.

Isto é, seja I; a cotacao do indice Ibovespa tempo t. A varidvel aleatoria:

xy =log I,_1 — log I, (4.2)

estd distribuida conforme uma distribui¢ao normal.

Seguindo essa ideia podemos obter os dados do Ibovespa, desde 1968 até 2016, através
do site [41] e calcular os retornos logaritmicos diarios dessas cotagoes. Utilizaremos uma
distribuicao normal com média nula e variancia ¢ = 0,399 que ajusta-se bem, ao menos,
aos pequenos retornos diarios. A distribuicdo de probabilidade sera, entao:

Fla) = ——e5m, (1.9

e
oV 2

aplicando essa distribuicao para os retornos z; diarios encontramos o seguinte grafico:
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Figura 4.1: Ajuste dos dados do indice Ibovespa entre os anos de 1968 e 2016 usando um
programa préprio do software Wolfram Mathematica®. Grafico gerado usando o software
Gnuplot®©. O grafico em azul sdo os dados do indice e o grafico em vermelho sdo os dados
do nosso ajuste gaussiano.
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Embora o ajuste seja bom para pequenos valores dos retornos diarios ele é ruim
para grandes valores dos retornos diarios. Veremos, mais a frente, uma justificativa para a
ocorréncia dessa diferenca e um argumento a favor do método baseado em integrais de
trajetoria.

Para finalizar esse capitulo queremos calcular o quao bem o nosso ajuste concorda
com os dados reais. Uma forma de fazer isso é construir a variancia do erro cometido entre
o ajuste aqui feito e os dados reais.

Para chegar nisso primeiramente definimos o erro absoluto, que consiste no médulo
da diferenca entre a probabilidade de ajuste para a probabilidade real dos dados, no i-ésimo

valor da cotagao indice. Matematicamente escrevemos:

Ei = |Pajuste,i - Pdados,’i’ 9 (44>

e em seguida calculamos a variancia desses dados, ou seja, calculamos a média arimética

dos erros absolutos ao quadrado:

2\?3,

S = i iilp = Paaonil” (4.5)
N ajuste,? dados,? ) ‘

=0 =0

Esse procedimento é andlogo a medida do erro em ajustes numéricos [42]. Usando
os dados reais do mercado para a probabilidade F,,,,.; € usando nosso ajuste gaussiano,

calculamos a variancia da diferenca dos dados e encontramos:
S =0,1009. (4.6)

Veremos no capitulo seguinte que esse valor da variancia do erro cometido no ajuste

é bastante grande em comparagao ao ajuste utilizando a distribuicao truncada de Lévy.
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5 Previsao de indices de acoes

5.1 Introducgao a previsao de indices usando integrais
de caminho

Nesse capitulo iremos aplicar o resultado fundamental que obtivemos na secao 3.9: a
probabilidade de se partir de um ponto z, no instante de tempo t, e alcancar um ponto
xp no tempo t, é dado pela distribui¢ao truncada de Lévy da diferenca z;, — x, e com uma
variancia que varia no tempo.

Esse resultado é absolutamente fundamental em nossas andlises (o que ficara claro
em breve) e s6 pode ser obtido no contexto das integrais de caminho em sistemas fora do
equilibrio termodinamico.

O mais interessante disso é que se pode usar essa abordagem para analisar qualquer
grandeza que possa ser medida e atribuir esses valores a xj, e x,. A expressao (3.144) nos
dara a probabilidade do sistema fisico, sujeito a um processo truncado de Lévy, evoluir de
x, no instante de tempo t, para x;, no instante de tempo t,. Em outras palavras: teremos
a probabilidade de que o processo estocastico se realize entre esses dois pontos extremos.

Particularizando essa abordagem para os precos de ativos, como no nosso caso o
preco de acoes cotadas em bolsas de valores, podemos utilizar essa expressao para calcular
a probabilidade de ocorréncias de determinadas diferencas de pregos e comparar essa
probabilidade obtida teoricamente com os dados empiricos obtidos a partir do mercado
em analise.

Em nosso trabalho, fundamentalmente, analisaremos dois indices importantes: o
indice DJIA e o indice Ibovespa. O interesse em se analisar os dois indices é para podermos
comparar as previsoes obtidas aqui, num mercado ainda em desenvolvimento, com um
mercado estrangeiro (que no caso é o norte-americano) ja desenvolvido. Veremos que o

método de previsao funciona em ambos os casos.
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5.2 Meétodo para disposicao dos dados

Estamos interessados em verificar se a distribuigao truncada de Lévy (2.45), apresen-
tada no capitulo 2, serve como um bom ajuste dos dados empiricos de cotagoes de indices
financeiros.

Para o caso deste trabalho usaremos o principal indice da Bolsa de Sao Paulo, o
Ibovespa. O primeiro passo consiste em obter os dados através do site oficial da Bovespa,
[41]. Esses dados estao dispostos em todos os dias do ano, separados anualmente, desde
1968 até 2016.

Os dados foram todos compilados em uma tnica planilha Excel a partir do qual
os dados sao trabalhados separando-se o periodo de interesse em uma nova planilha.
Mencionaremos novamente o periodo de interesse e os dados quando formos apresentar os
graficos referentes aos indice Ibovespa na segao 5.4.

Nessa nova planilha precisamos calcular a diferenca diaria dos logaritmos das cotagoes

do indice:

x =log (I;) —log (I;-1), (5.1)

em que t é medido em dias e I; é a cotagao do indice Ibovespa no dia t. Com essas

informagoes calculamos os chamados retornos normalizados:

y = , (5.2)

sendo oq a variancia de x e () corresponde ao valor médio da diferenca dos logaritmos
dos retornos diarios. A seguir apresentaremos um trecho dessa tabela que mostra como os

dados estao dispostos:
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Cotagao do Ibovespa x Y
46206, 56 0,00010942 | 0,14624042
47065, 01 0,00799452 | 0,88526574
46883, 57 —0,0016774 | 0,37999743
46517,03 —0,0034087 | 0,60646995
46846, 87 0,00306860 | 0,24087144
47247, 80 0,00370101 | 0,32360158

Tabela 5.1: Trecho da tabela com a disposi¢cado dos dados do indice Ibovespa de 1968 a
2016. Apresenta-se dados diarios, tomados sequencialmente ao longo dos dias, em que
se calcula a diferenga de logaritmos de retornos, x, através da equagao (5.1) e calcula-se
os valores de retornos normalizados, y, através da equacao (5.2). Essa tabela apresenta
apenas um trecho da tabela que inclui todos os dados reais do mercado.

Obtendo os retornos normalizados didrios (que chamamos de y, equagdo (5.2)) pode-
mos disp6-los em ordem crescente e, em seguida, calcular uma probabilidade acumulada
empirica a direita, ou seja, contar quantos valores sao menores do que um dado valor do
retorno diario e dividir o resultado dessa contagem pelo total de valores. Feito isso teremos
associado a cada um dos retornos didrios (agora ordenados do menor para o maior) a

probabilidade deles ocorrerem.

5.3 Ajuste para o indice DJIA

Utilizaremos dados de cotagoes diarias do indice industrial Dow Jones de 02 de
janeiro 1900 a 30 de dezembro de 2016 compreendendo um total de 29461 pontos obtidos
em [43]. Os retornos normalizados didrios sdo calculados conforme procedimentos da segao
5.2. O resultado desses calculos sdao dispostos em uma planilha Excel a qual apresentamos

um trecho a seguir
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Cotacao do Dow Jones x Y
276, 50 —0,000408186 | 0,09941073
275,87 —0,000990661 | 0,21715622
273,53 —0,003699509 | 0,76474192
271,65 —0,002995256 | 0,62237921
272,11 0,0007347930 | 0,13163912
271,02 —0,001743161 | 0,36927198

Tabela 5.2: Trecho da tabela com a disposicao dos dados do indice Dow Jones de 1900
a 2016. Apresenta-se dados diarios tomados sequencialmente ao longo dos dias com o
respectivo calculo para a diferenca de logaritmos, eq. (5.1), e os retornos normalizados
didrios, eq. (5.2). Essa tabela apresenta apenas um trecho da tabela que inclui todos os
dados reais do mercado.

Fizemos o ajuste da seguinte forma: calculamos, através dos dados normalizados
reais, probabilidade acumulada a direita e dispomos esses dados em uma tabela cujos
valores no eixo horizontal sdo os retornos normalizados diarios e os valores no eixo vertical
sao as probabilidade associadas a cada retorno.

Procedemos fazendo um célculo iterativo usando o software Wolfram Mathematica®©
em que calculamos a probabilidade de termos os mesmos retornos diarios que observamos
no mercado real com a diferenga de agora usarmos a fungio teérica dada por (3.144).
Também associamos a esses dados uma tabela equivalente a anterior cuja tnica diferenga
é que agora temos os dados calculados a partir do nosso modelo.

Dispusemos os dados através de um grafico em escala log-log como esse que podemos

ver abaixo:
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Figura 5.1: Grafico referente aos dados Dow Jones de 1900 a 2016 usando o nosso
modelo como ajuste. Gréfico gerado através do software Gnuplot©. Os dados em vermelho

correspondem ao nosso ajuste calculado através de um programa do Wolfram Mathematica®
e a curva em azul corresponde aos dados do mercado.

Esse grafico foi obtido usando a expressao (3.144) com os pardmetros:

« A o S

0,2]1,06|1,2|0,001313

Tabela 5.3: Tabela com os parametros do ajuste dos dados do indice industrial Dow Jones.
Pardmetros ajustados, para o indice DJIA, através da equagao (3.144). O valor de S
corresponde a quao bem o modelo se ajusta aos dados, conforme eq. (4.5).

Vemos que o ajuste dos dados é muito proximo aos dados reais obtidos do mercado.
Isso confirma o poder do método e sua capacidade de ajustar os retornos diarios que
ocorrem em um indice econémico.

Para verificar, também, a proximidade que nossa previsao se encontra dos dados
é possivel medir a variancia do erro cometido nessa aproximagcao, conforme a equacao
(4.5). Para o caso do nosso método aplicado ao indice DJIA encontramos: S = 0,001313
conforme consta na tabela 5.3, que corresponde a um valor baixo para o erro cometido

nesse ajuste.
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5.4 Ajuste para o indice Ibovespa

Por se tratar de um mercado ja bem consagrado e um pais em desenvolvimento
podemos ser levados a pensar que esse método de analise de dados usando a distribuicao
truncada de Lévy nao seja valido para mercados de paises emergentes como o Brasil.

Utilizaremos dados de cotagoes didrias do indice brasileiro que comecam em 02 de
janeiro de 1968 até 30 de dezembro de 2016 compreendendo um total de 11927 pontos.
Usando os mesmos métodos da se¢ao anterior, a mesma forma de dispor os dados, obtemos

o seguinte grafico:
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Figura 5.2: Grafico referente aos dados do indice Ibovespa de 1968 a 2016 usando o nosso
modelo como ajuste. Grafico gerado através do software Gnuplot©. O gréafico em azul
corresponde aos dados do mercado e os dados em vermelho correspondem ao nosso ajuste
cujos calculos foram feitos através de um programa no Wolfram Mathematica®©.

Portanto nosso método também funciona (claro que utilizando pardmetros diferentes)
para o mercado de agoes brasileiro. Isso é mais uma forma de ilustrar o poder do método:
serve para descrever igualmente bem mercados ja desenvolvidos e mercados emergentes.

Nesse grafico fizemos o ajuste via a distribui¢cao truncada de Lévy usando os seguintes

parametros:
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o A o S

0,216 | 1,086 | 1,63 | 0,0025

Tabela 5.4: Tabela com os pardametros do ajuste dos dados do indice Ibovespa. Parametros
ajustados, para o indice Ibovespa, através da equagao (3.144). O valor de S corresponde a
quao bem o modelo se ajusta aos dados, conforme eq. (4.5).

Outros autores ja obtiveram resultados semelhantes a esse porém se valendo de
métodos ligeiramente diferentes conforme podemos ver em [15, 18]. Nesses trabalhos os
autores se valem de um forma diferente para a distribuicao truncada de Lévy e ja assumem
de forma imediata que os retornos diarios dos indices se comportam como uma distribuicao
desse tipo. Os resultados obtidos por esses autores e 0os nossos sao equivalentes e confirmam
0s que obtivemos.

Analisando o resultado da tabela 5.4 vemos que o ajuste usando o método da
distribuicao truncada de Lévy é bem mais preciso que o método gaussiano pois, no caso
gaussiano, encontramos um parametro S, eq. (4.6), cerca de 100 vezes maior que o ajuste

atual.

5.5 Relacao entre ambos ajustes

E interessante explorar a relacio que ha entre ambos ajustes: o do Dow Jones e o
do Ibovespa. Podemos plotar, através de um processo iterativo realizado com o auxilio
do software Wolfram Mathematica®, as distribuicdes de probabilidade associadas aos
parametros do ajuste usado em ambos indices. Fazendo a plotagem desses dados em um
mesmo grafico e plotando também uma distribui¢do gaussiana a titulo de comparacao

encontramos o seguinte resultado:



5.5 Relagdo entre ambos ajustes 72

1 T

0.9

0.8

0.7

0.6 -

0.5

pix)

0.4

0.3

0.2

0.1

0 i
-10 -5 0 3 10

Figura 5.3: Gréfico referente aos ajustes dos indices Ibovespa [verde|, Dow Jones [vermelho]
e Gaussiano [azul].

E digno de nota que o ajuste gaussiano, que pressupoe a normalidade dos dados, cai
muito mais rapidamente para zero do que os outros dois ajustes. Isso significa, em outras
palavras, que se o mercado acionario segue uma distribui¢do gaussiana, os retornos diarios
grandes (maiores que dois, em unidades normalizadas) ocorrem com frequéncia rarissima.

Os dados obtidos a partir do mercado mostram que isso, na verdade, nao ocorre.
Embora a probabilidade de ocorréncia de retornos didrios grandes seja pequena (da ordem
de 107%) ela é bem maior do que a probabilidade esperada através de um modelo gaussiano.

A titulo de exemplo, adotando uma distribui¢do gaussiana de varidncia o = 0, 399 que
reproduz, ao menos, os pequenos retornos dos dados e fazendo o cédlculo da probabilidade

associada a um retorno normalizado igual a 10 encontramos:

1 —x? 1 —10?
10) = ——exp| — | = ex = 10717, 5.3
N p<202> 27 (0,399)° p[2(0,399)2] ¢3)

ou seja uma probabilidade praticamente nula. Mas, conforme vimos no grafico 5.2,
retornos normalizados didrios iguais a 10 possuem uma probabilidade aproximada de 10~4

de ocorréncia. Se fizermos o mesmo calculo porém usando a distribui¢do truncada de Lévy
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encontramos uma probabilidade de: p(10) = 2,6 x 1074, conforme observamos através dos
dados.

Isso nos leva a crer que a distribuicao de retornos normalizados didrios para indices
de ac¢oes nao seguem uma distribuicdo gaussiana e sim uma distribuicao truncada de Lévy.
Os ajustes dos graficos confirmam essa afirmacao.

Além disso notamos que a distribuicao dos dados do indice Dow Jones cai mais
rapidamente pra zero (portanto é menos leptocurtica) do que a distribui¢do dos dados do
indice Ibovespa. Isso pode estar associado ao fato de que o mercado brasileiro ser bem
menos desenvolvido que o mercado norte-americano, além da presenca de periodos de
grande inflagdo no Brasil.

A titulo de exemplo do problema da grande inflacao temos o mercado de agoes de
Gana [44]. Nesse mercado, devido a forte oscilagdo econdmica, nao é possivel fitar os dados
reais do mercado nem mesmo utilizando a distribuicdo truncada de Lévy.

A discussao sobre as hipdteses assumidas para os retornos didrios do mercado
aciondrio é muito importante na precificagdo de opgoes [29] e principalmente em modelos
que assumem que os dados sao igualmente distribuidos por uma distribui¢do normal como
é o caso do modelo Black-Scholes [29, 45, 46]. Diante disso existem propostas de se
generalizar o modelo Black-Scholes para mercados que nao seguem a distribui¢do normal

[16] e alguns utilizando também o formalismo das integrais de caminho [30, 47, 48].
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6 Conclusoes e perspectivas futuras

Nosso objetivo nesse trabalho foi fornecer, em primeiro lugar, uma abordagem
alternativa a previsao de indices financeiros, em particular os indices de ag¢ées como o
Ibovespa e o Dow Jones.

Para que seja feita essa previsao utilizamos de dois métodos:

e Um método de ajuste dos retornos diarios do indice usando distribuicao gaussiana;

e Um método de ajuste dos retornos diarios do indice usando uma distribuicao truncada

de Lévy;

e percebemos que a distribuigao truncada de Lévy nos fornece um ajuste muito mais preciso
dos dados do que uma distribuicao gaussiana. Esse ajuste utilizando uma distribuicao
truncada de Lévy nao pode ser justificado fora do contexto dos sistemas fisicos fora do
equilibrio termodinamico para os quais o tratamento de integrais de caminho é fundamental
[14].

Podemos, entao, afirmar que os retornos diarios dos indices Ibovespa e DJIA nao sao
ajustados por uma distribuicao gaussiana [15, 18] e sim por uma distribui¢do mais geral, a
distribuicao truncada de Lévy. Isso, em outras palavras, pode significar que o mercado
de agdes tanto brasileiro quanto americano nao obedecem as hipéteses de eficiéncia de
mercado. Espera-se que um mercado eficiente tenha o comportamento, ao menos para um
grande niimero de observagoes dos retornos diarios, de uma distribuicdo gaussiana, o que
verificamos que nao acontece.

Uma importante consequéncia da quebra da hipotese gaussiana é, por exemplo, a
precificagdo de opgoes que se baseia fortemente nessa hipotese [45, 49, 50, 46]. Por isso
muitos modelos, derivados das integrais de caminho, foram apresentados como alternativas
a precificacdo de opgoes na auséncia da hip6tese de normalidade dos retornos [16, 30].

Isso nos mostra o poder do método das integrais de trajetéria que nos permite resolver

tanto problemas de fisica na forma como foram usualmente concebidos para resolver como,
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também, para fazer novas andlises de problemas de outras areas, como é caso de problemas
economicos e financeiros desenvolvidos nesse trabalho.

Por fim é importante ressaltar que aqui nao se encerram todas as possibilidades de
serem exploradas com um trabalho dessa natureza mas, ao contrario, constitui apenas
uma pequena parte do que pode ser feito.

A exemplo do que ainda pode ser explorado podemos citar:

1. Distribuicoes assimétricas: Examinar o comportamento da distribuicdo dos
retornos diarios dos indices de forma assimétrica e tentar capturar se existem mais
retornos negativos do que positivos ou vice-versa. Uma possibilidade de se atingir
esse objetivo seria utilizar as distribuigbes truncadas assimétricas de Lévy, [14, 13],

possibilidade esta nao explorada neste trabalho.

2. Funcgoes de autocorrelagao: Utilizar as técnicas de fungoes de n-pontos da TQC
para analisar a autocorrelagao dos dados financeiros para um dado intervalo de
tempo. Para se conseguir isso seria necessario se modificar um pouco calculo das

fungoes de correlagdo como mostradas na referéncia [14].

3. Previsao de crashs: Certos autores [15, 18] afirmam que a distribuigao truncada
de Lévy é uma balizadora de crises e serve como uma forma de indica-las, no sentido
de que dados que fogem da distribuicao truncada de Lévy indicariam uma crise
financeira. Argumenta-se que a grande crise de 2008 poderia ter sido prevista ao
se utilizar esse método. Esse seria um campo importante de se analisar utilizando
os dados historicos e a ocorréncia passada de crises financeiras tanto locais quanto

mundiais.

Além de varias outras possibilidade aqui ndo mencionadas por nao serem de tao grande
impacto quanto essas trés acima. Isso nos mostra que a area a qual nos debrugcamos nesse
trabalho, a econofisica, é bastante frutifera e pode nos levar a obter boas e interessantes
informagoes a respeito de sistemas econdémicos que as teorias classicas de economia nao

sdo capazes de obter.
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