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Resumo

A obtengao da acao efetiva (AE) de vacuo é um dos principais objetivos da
gravitacao quantica e, em particular, da abordagem semiclassica. Um dos métodos mais
eficientes é a integragdo da anomalia conforme (anomalia do trago), a qual é suficiente para
fornecer a base da teoria quantica de campos para fendmenos como a evaporacao de buracos
negros (efeito Hawking) e a versao estendida da inflagdo de Starobinsky. A AE induzida
por anomalia fornece informacao suficiente sobre os efeitos quanticos de vacuo no limite
de alta energia. Assumindo que no ultravioleta (UV) a teoria de campos original possui
simetria conforme local, pode-se derivar uma forma fechada e compacta da acao efetiva
de vicuo. Até recentemente, o processo de integragao da anomalia no espago curvo era
completamente conhecido apenas nos casos bidimensionais e quadridimensionais (D = 2
e D = 4). Na presente tese relatamos os detalhes da integragao da anomalia em D = 6.
A anomalia em seis dimensoes é dada pelos termos locais que possuem seis derivadas da
métrica. Encontramos a forma explicita de acao efetiva que é responsavel pela anomalia.
O resultado é apresentado na forma covariante nao local e também na forma covariante
local com dois campos escalares auxiliares. Pode-se mostrar que a mesma forma com dois

campos auxiliares se mantém em dimensoes pares superiores do espaco-tempo.

Palavras chaves: Anomalia Conforme; Acao efetiva; Operador conforme de ordem su-
perior; Densidade de Euler modificada.
Areas do conhecimento : Teoria quantica de campos em espaco-tempo curvo, Gravita-

¢ao quantica.



Abstract

The evaluation of vacuum effective action (EA) is one of the main purposes in
quantum gravity and in particular in the semiclassical approach. One of the most efficient
methods is the integration of conformal anomaly (trace anomaly), which is sufficient to
provide the quantum field theory basis for such phenomena as evaporation of black holes
(Hawking effect) and extended version of Starobinsky inflation. The anomaly-induced
EA provides sufficient information about the vacuum quantum effects in the high energy
limit. Assuming that in ultraviolet (UV) the original field theory possesses local conformal
symmetry, one can derive a closed and compact form of effective action of vacuum. Until
recently the process of integration of anomaly in curved space has been completely known
only in the two and four-dimensional (D = 2 and D = 4) cases. In the present thesis we
report on the details of integrating anomaly in D = 6. The anomaly in six dimensions is
given by the local terms which have six derivatives of the metric. We find the explicit form
of effective action which is responsible for the anomaly. The result is presented in nonlocal
covariant form and also in the local covariant form with two auxiliary scalar fields. It can
be shown that the same form with two auxiliary fields holds in higher even dimensions of

the space-time.

Keywords : Conformal anomaly; Effective action; Higher order conformal operator; Mo-
dified Euler density.

Knowledge areas: Quantum field theory in curved spacetime, Quantum gravity.
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Notacoes e convencoes

Salvo mencao em contrario, adotaremos sempre a convencao da soma de Einstein na qual
ahx, =) ot
Principais notacoes utilizadas:

e D: dimensao do espaco;

e diag: matriz diagonal;

° A,w,\... : tensor com componentes covariantes;

e AMA-: tensor com componentes contravariantes;

o Ay AFA- = A2, .. contragdo de todos os indices de um tensor consigo mesmo

ou “quadrado" do tensor.
e ¢0!: delta de Kronecker;
® g, : tensor métrico;
e ¢/ tensor métrico inverso;
e g = det||gu|: determinante da métrica;

e 1, = diag(l,—1,—1,—1,---): métrica de um espago de Minkowski em D dimen-

soes;
e 7: tempo conforme;
. F;}V: simbolo de Christoffel ou conexao afim;
e RM, .51 tensor de Riemann;

e 17, : tensor de Ricci;

X



R : escalar de Ricci ou de curvatura;

C* ,ap: tensor de Weyl;

Jo = [ dPzy/=g(2);

o,

a%: derivada parcial;

Vi derivada covariante;

Ap: operador escalar conforme na dimensdo D (ordem D);

Ap(pry: operador escalar conforme de ordem D generalizado para D’ dimensoes;
g"'Vv,V, = V¥V, =0: operador d’Alembertiano generalizado;

g (V,0)(V,0) = (VF0)(V,0) = (Vo)?: contragao de duas derivadas covariantes

atuando sobre um escalar;
V.. V,] =V,V,—-V,V,: comutador de derivadas covariantes;

AAp s tensor de Levi-Civita;

€
Ep: densidade de Euler em uma variedade D-dimensional;

S acao arbitraria conformalmente invariante;

I': Acao Efetiva.
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Introducao

Em Teoria Quéntica de Campos (TQC) em espagos curvos, a anomalia con-
forme (AC), também conhecida como anomalia de Weyl ou anomalia do trago, pode ser
entendida, em linhas gerais, como uma quebra da simetria conforme da teoria classica. A
variagao da acao em relagao & métrica de fundo é proporcional ao tensor momento-energia

T,

L. que, por sua vez, para teorias com simetria conforme (teorias conformes) possui trago

identicamente nulo. Entretanto, a simetria conforme, em dimensoes pares, é violada no
nivel quantico em corre¢oes de um lago (loop) na agdo renormalizada, ou seja, o traco
do valor esperado de vacuo de T, é diferente de zero (ver, p. ex., |[1-14] para um breve
historico). Em dimensoes impares, a anomalia conforme nao aparece no nivel de um lago
porque nao ha divergéncias logaritmicas e, por esta razao, ¢ muito menos estudada; em
particular, nesta tese consideraremos somente dimensoes D pares. Os objetos constituin-
tes da AC, numa forma mais geral, e sua classificacdo serao detalhados ao longo deste
trabalho e podem ser encontrados em [5H7]. A AC faz com que aparecam contribuigoes
quéanticas que modificam a acdo classica, esta nova acao é denominada acédo efetiva (AE).
Nesta abordagem da AE, compativel com a AC, ela é denominada acao efetiva induzida
por anomalia (AEIA) [8].

A AE é uma ferramenta de extrema importancia de um modo geral e especi-
almente em espagos-tempos curvos. Sua obtencao ¢ um dos principais objetivos da abor-

dagem semiclassica da gravitacao quanticaE] [9,/10]. Sua derivagao completa, em geral, é

!Nesta abordagem, os campos de matéria sdo quantizados mas o fundo gravitacional é classico.



tarefa bastante ardua, sendo assim, o principal intento é desenvolver uma aproximagao que
seja controlavel no sentido em que possamos identificar em quais situacoes fisicas pode-se
aplica-la. O exemplo mais importante de AE é a AEIA que é obtida integrando-se a AC
e, portanto, preservando as informacoes completas sobre efeitos quanticos de vacuo no
ultravioleta (UV). Quanto mais a teoria original possuir simetria conforme, mais a no¢ao
de UV pode ser generalizada para a maioria dos problemas fisicos relevantes. Em algumas
situacoes fisicas, pode-se considerar a massa como pequena perturbacao, estendendo-se a
area de aplicacao da AC. Acrescente-se ainda que as agoes induzidas por anomalias sao
extremamente tuteis para abordar efeitos quanticos de vacuo em Cosmologia e Fisica de
buracos negros. Em sintese, a AEIA é um objeto muito poderoso devido a sua forma
compacta e util e também devido ao fato de ser utilizada em varias aplicacoes relevantes
(ver, p. ex., [4]).

A integracao da anomalia é o método mais simples para se chegar a AEIA de
vacuo. Essa integracao pode ser entendida como a obtencao do funcional da acao através
de sua derivada variacional em relagao a métrica g,, cujo traco é proporcional & anomalia.
A AEIA permanece invariante por substituicoes do tipo I' = I'+ .5, onde S.[g,,] é um in-
variante conforme [11H13|. Este funcional desempenha um papel andlogo a uma constante
de integracao na determinagao da agao efetiva; entretanto, como veremos oportunamente,
em D = 2 ele é identicamente nulo. A AE é um objeto nao local, no caso da AEIA, as nao-
localidades estao relacionadas com funcoes de Green de operadores diferenciais conformes
Ap de ordem parﬂ Em D = 4, encontramos o mais notavel destes operadores, o operador
conforme de quarta ordem A, (operador de Paneitz) [15] de fundamental importancia na
integracao da anomalia conforme.

Na dimensao D = 2, a integracao da anomalia gera a agao de Polyakov [16]
a qual se mostrou muito importante para o desenvolvimento da teoria de cordas. Uma
vez que o resultado em D = 2 é exato, ele também desempenha um papel de referéncia
para outras dimensoes nas quais tem-se que utilizar certas aproximacoes. Trés anos apés
os resultados de Polyakov, a AE em D = 4 | analoga ao caso 2D, foi obtida por Rie-

gert |17] e simultaneamente por Fradkin e Tseytlin [18]. Este tltimo resultado revelou-se

2Para um maior aprofundamento sobre operadores diferenciais conformes ver, p. ex., [14].



extremamente til para intmeras aplicagoes [4,9]. A AETA em D = 4 é essencialmente
mais complicada que a acao de Polyakov principalmente devido ao ja referido invariante
conforme S, o qual nao pode ser determinado pela anomalia em 4D. Os problemas com as
identidades de Ward na agao de Riegert-Fradkin-Tseytlin [17,/18], os quais sdo discutidos
em uma série de artigos tais como [19}20], referem-se ao fato de que o funcional conforme
S. permanece indeterminado. Entretanto, uma vez que S. nao esta relacionado com o
setor UV da teoria, na maioria das aplicacoes conhecidas, esta indeterminacao torna-se
irrelevante [9]. Outro aspecto complicador na AE em 4D, é o fato de haver um termo
superficial na anomalia, [JR; em 2D nao ha termos superficiais. Em D = 4 ha ainda uma
complicacao a mais comparada com a anomalia em 2D: a presenca do invariante conforme
C;Qwaﬂ'

As circunstancias mudam dramaticamente em 6D onde encontramos uma gama,
muito maior de termos superficiais (derivadas totais) que tornam a integracao da anomalia
uma tarefa muito mais desafiadora. Como discutimos em nossas publicagdes [21,22], o
ntimero de possiveis termos superficiais covariantes com a dimensao compativel com as
derivadas da métrica deve ser alto [19], mas pode ser reduzido a apenas oito num primeiro
momento [22|. Posteriormente, identificamos que entre os oito elementos desta base de
partida ha uma sutil dependéncia linear e, mostramos com isso, que o niimero pode ser
reduzido a sete termos linearmente independentes.

Junte-se a isto o fato de que os coeficientes dos termos topologicos e conformes
mais relevantes possuem uma misteriosa universalidade de sinais os quais nao dependem
da paridade de Grassmann mas somente do niimero de derivadas nos termos da acao dos
campos quanticos. H4 uma crenca muito interessante e frutifera de que esta universalidade
de sinais e propriedades relacionadas ao grupo de renormalizacao se mantém além do nivel
de um laco. Esta ideia abriu recentemente uma nova area de pesquisa que é conhecida
como teoremas-c e -a (ver, p. ex., [23-25]).

Os teoremas-c e -a abrem uma janela para importantes desenvolvimentos ma-
tematicos relativos as propriedades gerais dos fluxos dos grupos de renormalizacao. No
que concerne a aplicagcoes a Cosmologia e & Astrofisica, o principal objetivo é provar que

(e entender o por qué) o padrao de sinais na a¢ao induzida por anomalia é preservado



além da ordem de um laco, inclusive no nivel nao perturbativo. Com relagao a este fato,
seria certamente interessante expandir nossa experiéncia com a universalidade de sinais
a teorias qualitativamente novas; teorias em altas dimensoes representam uma grande
possibilidade nesse sentido. E sabido também que a estrutura geral da anomalia em um
laco ndo muda quando dimensdes pares D > 6 sao consideradas [5-7] e nossa experiéncia
prévia mostra que a andlise consistente do problema s6 pode ser alcancada por meio da
AETA [526], entretanto, uma expressao explicita para D > 4 ndo era conhecida até entao.
Deve-se notar que a integracao da anomalia em D = 6 sempre atraiu muita atencao, mas
até o presente havia somente resultados particulares [27-29| (ver também suas referéncias
e |30] para possivel utilizacao em M5-branas), embora de muito interesse, os quais nao
nos capacitavam a obtencao da AEIA em uma forma definitiva.

Nesta tese descrevemos um esquema completo de solugao da integracao da
anomalia conforme em 6D. Para tanto, o trabalho é organizado da seguinte forma. No
capitulo|l} apresentamos o esquema de integragao da anomalia a qual é revisada em D = 2
e D = 4 mas é apenas esbogada para o caso mais complexo em D = 6. No capitulo [2]
descrevemos a forte relacao entre as densidades de Euler - que sao os termos topologicos
na dimensao correspondente - e os operadores conformes de ordem equivalente a dimen-
sao par em questao. Neste capitulo sao apresentadas duas conjecturas, uma das quais
afirma que ha de fato um objeto denominado termo topologico modiﬁcadoﬁ de forma que
sua transformacao conforme seja tal que somente sobrevivam termos de primeira ordem
em o (parametro conforme da métrica). Esta tltima relacdo também serd abordada en
passant no cap. [l a fim de esquematizar a integracao da anomalia. Os capitulos |3 e
sao dedicados aos célculos das transformacoes conformes dos candidatos a termos super-
ficiais 6 que devem ser adicionados ao termo topologico Eg gerando a transformacao
do termo modificado prevista no capitulo 2] Como nao havia garantias da existéncia do
termo modificado, a tentativa inicial (cap. foi a de pesquisarmos um possivel solucao
em uma meétrica muito particular denominada métrica conformalmente plana com o pa-
rametro o somente dependente do tempo conforme. O éxito obtido no cap. [3| permitiu a

generalizagao das transformagées para uma métrica qualquer no cap. [l Ainda no cap. [4]

3Termo topolégico adicionado de uma combinac¢ao de termos superficiais.



derivamos uma importante relacao entre os elementos da base de termos superficiais pro-
posta, inicialmente com oito termos, reduzindo-a a sete termos linearmente independentes
como ja mencionado. A eliminacdo de um elemento da base permitiu a obtencao do ope-
rador conforme Ag com duas indeterminacoes. O resultado obtido para este operador foi
idéntico ao obtido anteriormente em [29], entretanto, é importante enfatizar que somente
o conhecimento deste operador nao ¢é suficiente para integrar anomalia. Para tal, neces-
sitamos da propriedade conforme do termo topologico adicionado de uma combinacao de
derivadas totais a qual nao fora obtido até o nosso trabalho [22|. As lagrangeanas locais,
ultimo ingrediente na integracao da anomalia 60, sao apresentadas no capitulo o| junta-
mente com uma solucao para um caso especial dos parametros encontrados no operador
Ag. Finalmente, na tltima sessdo, apresentamos nossas conclusoes e discutimos algumas

perspectivas de continuacao de nosso trabalho.



Capitulo 1

Esquema geral de integracao da

anomalia conforme

Neste capitulo faremos uma breve descricao do esquema de integracao da ano-
malia o qual pode ser aplicado a qualquer dimensao par. Como veremos a seguir, os trés
ingredientes necessarios para integracao da anomalia sao os seguintes: o operador conforme
da dimensao par em questao Ap, o termo topologico modificado Ep e sua transformaco
conforme e, finalmente, a integracao de termos superficiais. A parte que demanda esforcos
mais significativos (principalmente para o caso em que D > 6) é a obtengdo do invariante
topologico acrescido de uma combinagao de termos superficiais e cuja transformacao con-
forme seja a mais simples possive]ﬂ A maior parte deste trabalho é dedicada a apresentar
os resultados inéditos obtidos, a saber, a solucao do problema em D = 6. Para fins de
maior compreensao, faremos uma apresentacao do esquema geral de integracao da anoma-
lia exemplificando inicialmente os ja conhecidos resultados em D = 2 e D = 4; no caso
6D, faremos preliminarmente uma abordagem mais superficial deixando maiores detalhes

para os capitulos seguintes.
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1.1 Apresentacao do esquema

Vamos expor em linhas gerais o esquema geral de integracao da anomalia D-
dimensional em analogia ao que é descrito no artigo de revisdo [9] para D = 4. As
modificacoes necessarias em dimensoes superiores nao sao relevantes neste esquema exceto
pelo fato de que as dificuldades matematicas sao muito maiores.

O setor de vacuo da AC em dimensoes pares pode ser escrito, para qualquer

teoria que possua simetria conforme no nivel classico, como [5-7]

<T/7> = Cp WB + CLED + ED, (1.1)

com soma em r. Aqui os termos W}, representam os invariantes conformes construidos
tipicamente a partir de tensores de Weyl compativeis com a dimensao D. Em D = 2,
a métrica possui um unico grau de liberdade ¢ e ndo ha portanto termos conformes; em
D = 4, h& somente um invariante conforme, o quadrado do tensor de Weyl. Entretanto,
em D = 6, ha trés destes termos (se¢ao tal como pode ser visto e discutido em detalhes
em [31] (ver também [3233] e suas referéncias). O objeto =p na eq. (1.1 é a combinagao
linear dos termos superficiais, Zp = > =k, na dimensao correspondenteﬂ Finalmente,

Ep ¢ o integrando do termo topologico [34],

1
< OnPn 61 ... Ynbn
E(D:Qn) = 2—ngoé1ﬁ1 anf Y101 -y Ra1ﬁ17151 Raan'Ynén' (1.2)

A classificacao dos termos em é uma simples consequéncia de que a AC
vem das divergéncias de um laco que, por sua vez, satisfazem a identidade de Noether con-
forme. E possivel mostrar que os termos que satisfazem esta identidade devem pertencer
a uma das trés categorias descritas em ([1.1]).

Os coeficientes numeéricos a, ¢, e v, na eq dependem do ntimero de campos
conformes sem massa de diferentes spins. Estas quantidades nao requerem maiores preo-
cupacoes para nos, pois descreveremos uma solucao geral valida para quaisquer valores de

a, ¢, e Y. Nosso objetivo é de fato encontrar a AEIA tal que

2 ) P
— g v
V=4 g 5.9#1/

2A relacdo dos termos relevantes Z;, em D = 6 pode ser encontrada em ll no capitulo

= (T") =T. (1.3)




Como ja mencionado, a integragdo da anomalia requer um invariante topolégico modifi-

cado,

ED = ED + E akEk, (14)
k

em que os valores de «j sejam escolhidos de modo a fornecer uma transformacao con-

forme especial e o mais simples possivel deste novo termo topologico. Ou seja, mediante

transformacao local conforme da métricd’)

G = gm,e%(x), (1.5)

o objeto que buscamos deve satisfazelﬁ
V—gEp = \/—g(ED + kApo). (1.6)

Aqui, s é uma constante e Ap = OP/2 + ... representa o operador conforme atuando em
um escalar conformalmente inerte. Vale citar como exemplo que em D = 4 a férmula ([1.6))
é¢ bem conhecida, com A, sendo denominado na literatura como operador de Paneitzﬂ
[15L17,[35L36], além disto, kK = 4 e o nico termo superficial em é apZr = —(2/3)0R
(ver detalhes na segao [1.3). Fato curioso ¢ que o coeficiente —2/3 ¢ um tanto quanto
enigmatico pois ele somente pode ser obtido por calculo direto. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [37], onde pode-se observar que as transformagoes conformes de E, e R
sao relativamente complicadas, contudo a transformacgao da combinacao F, — %DR cancela
todos os temos de segunda ordem ou mais em o restando apenas os termos de primeira
ordem sobres os quais atua o operador conforme A,. Outrossim, h4 uma expectativa de
que a simetria conforme do operador apresentado em (|1.6)) seja generalizada para qualquer

D par, ou seja,
V=9App =v/~gApp. (1.7)

Na expressao acima, ¢ = ¢ e todas as demais quantidades com barra, tais como Ap,

sao construidas com a métrica fiduciaria g,,. O operador Ap apresenta ainda outra

3Maiores detalhes a respeito das transformacoes conformes podem ser encontrados no capitulo
4Ver também sec¢do [2.4{ no capitulo [2

5A forma explicita de A, é dada na eq. 1)



propriedade de suma importancia que é o fato de ser auto-adjunto [12.|17],

/waDSDZ /JCSDADID- (1.8)

E necessario enfatizar que a eq. representa uma conjectura baseada nos resultados
conhecidos na literatura em D = 2,4. No desenvolvimento desta tese mostraremos que
sua validade estende-se também a D = 6 |21,22].

Para completarmos o esquema de integracao da anomalia precisamos de um
altimo elemento. A saber, deve haver um conjunto de lagrangeanas locais dependente da

métrica L;, as quais fornecerao, com coeficientes ¢;, adequados, as identidades

= = — \/L__ggw,% ;cki/xﬁi (1.9)
para cada um dos termos superficiais em . Se o conjunto L; puder ser encontrado, o
problema de se resolver ¢ reduzido a integrar os dois primeiros termos em 0 que
pode ser facilmente resolvido caso a identidade seja encontrada. A fim de verificar o
que foi dito - em analogia ao caso 4D [17] - vamos apresentar a fun¢ao de Green conforme

do operador Ap, a qual satisfaz

V=g AL G(r,2) = §P(z,2"), G =G. (1.10)

Esta propriedade é consequéncia da simetria conforme do operador Ap, ver eq. (|1.7).
A solucao completa para a AE induzida pode ser apresentada na forma mais

geral D-dimensional como |22]

a ~
Find = Sc+//€D{Cr WE) + §ED($)}G(x7y> ED(Q) +
Ty

+ ) (w —aozk)cki/ﬁi, (1.11)

ik x

onde o coeficiente €p depende da dimensio D (par)f]

)
D

D
2

(1.12)

Maiores detalhes sobre a derivagao destas formulas sao encontrados na segao Em

(1.11), S. = Sc[gu] ¢ um funcional conforme indeterminado, o qual representa uma

6Como ja mencionado, o interesse desta tese reside somente em dimensdes pares.
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condicao de contorno da equacao variacional . Como frisamos na Introducao, esse
termo estd presente em todas as dimensoes pares, exceto D = 2, o que significa que em
especial a AEIA tem uma nao-unicidade. Outro fato a ser destacado é que a modificacao
dos coeficientes 7, da anomalia ocorre porque parte dos termos superficiais foram
absorvidos em Ep.

Facamos uma observagao sobre a estrutura nao local dos termos relacionados a
invariantes conformes de Weyl. E bem conhecido que o quadrado do tensor de Weyl na acdo
induzida em 4D corresponde a inser¢dao do objeto nao local log((J/u?) entre dois tensores
de Weyl (ver, p. ex., recente discussao sobre o significado fisico deste fato em [38]). A forma
da estrutura nao local em indica que as inser¢oes de logaritmos nao locais também
ocorrem em estruturas conformes em dimensoes mais altasﬂ com coeficientes proporcionais
as correspondentes func¢oes-3. Por outro lado, a distribuicao detalhada das insercoes
logaritmicas nao locais somente pode ser estabelecida através de calculos diretos (ver, p.
ex., |39] para um exemplo similar dos fatores de forma em D = 4).

Escrevendo a parte nao local da expressao em uma forma simétrica,
podemos sempre representar a AE através de uma expressao covariante e local construida

com a ajuda de dois campos auxiliares ¢ e ¢, como foi sugerido em [11,40]

Ling = Se + Z (% - aak)Ckzz’/ﬁz‘
ik z

+ 2 [{Sletow—vand] + V=i Ep
1
+ \/__a(cp—w)cTW,’f)}. (1.13)

Nestas formulas assumimos que a < 0, como no caso D = 4. Em outros casos, a expressao
pode ser modificada convenientemente de formar trivial para se adequar ao sinal de a.

A dltima observacao é que pode-se também escrever a acao em termos de
campos auxiliares modificados [13,40] ou numa forma mais simples nao covariante em
termos de o e g, [17]. Uma vez que a transicdo para estas formas em dimensoes mais
altas nao é muito diferente em comparagao com o caso D = 4, nao as consideraremos neste

trabalho.
"Na, secdo apresentamos as estruturas invariantes conofmes de Weyl em 6D, eq. ||
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As expressoes e sao representagoes explicitas formais da AE, as
quais correspondem & estrutura geral da AC independente da dimensao padﬂ. Vale ressaltar
que é notavel que a AE de vacuo em dimensdes pares arbitrarias possa ser escrita numa
forma tao simples e geral.

Levando-se em conta tudo que foi apresentado nesta secao, fica claro que a
integracao da anomalia necessita nao somente da imprescindivel eq. mas também de
para lidar com a parte local da agao induzida. Nas proximas secoes deste capitulo,
apresentaremos toda estratégia de obtencao da AETA em D = 2 e D = 4, assim como,

faremos uma breve introducao ao caso mais complexo 6.

1.2 Integracao da anomalia em 2D

O esquema de integracao da anomalia em 2D nos fornece a famosa agao de
Polyakov e, por ser este o caso mais simples de anomalia, mas nao menos importante e
didatico, detalharemos a seguir todo o esquema para obtencao da AEIA no caso bidimen-

sional.

Em D =2, as eqs. (1.2)) e (1.4) geram simplesmente
By=E,=R. (1.14)

Nao hé termos superficiais (Z(p—2) = 0) e, como consequéncia, a densidade de Euler modi-
ficada Fy equivale & propria densidade de Euler E,. Outra particularidade é a inexisténcia

de invariantes de Weyl,

Wip=2) =0, (1.15)
e, assim sendo, a anomalia torna-se simplesmente

(T}) = aR. (1.16)
O operador conforme é dado meramente por

Ay =0 (1.17)

8Como concebida por Deser e Schwimmer em |7].
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e a relagao (1.6) fica
V—gR = v=g(R—200). (1.18)

Devido ao principio de Hamilton, a variacao total da agao deve ser nula, assim, se variarmos
[;na com dependéncia funcional de o e de s 0L ;nq total & tal que

5find é‘fwmcl _

) 0 = 0
50 7 T 5g.,
5find §fznd 6?]#1/
= 0 1.19
b0 | 0gw o0 ! (1.19)
0 que nos conduz a
5Find 5Fmd
20— = — . 1.20
I S G 5o (1.20)

Tomando o limite da expressdo (1.20) em que 0 — 0 e, consequentemente, g, — Gy, O

primeiro membro de (|1.3) pode ser reescrito como

9 F 1 f 20
5 znd[guu] — _ 6 an[e glﬂ/] (121)

- Guv =
Na H 0, V=7 oo a0

Juv—>gGuv

e ainda comparando com (1.16)), a anomalia pode ser integrada (lembrando que S. = 0

em 2D) de forma que
P = —a / oy go (R —200). (1.22)

O resultado (1.22) nao ¢ explicitamente covariante pois nao esta expresso em funcao da
métrica fisica g,,,. De modo a obtermos uma solucao covariante, embora nao local, proce-

deremos da seguinte forma.

Com base nas egs.(L.7), e (L.10),
/dZy\/ —9(y)G(z, y)R(y) = /dgy\/—g(y)@(x,y)(ﬁ(y) —2A50)

= —20(z) + termos independentes de . (1.23)

O primeiro termo do integrando de (1.22)), substituindo o(x) de acordo com (|1.23)), torna-se

[ #av=ior =~ [ @ay/=50) [ o/ ~g@R@GE R (12



13

e o segundo termo pode ser desenvolvido, com um pouco mais de esforco, tal que
=2 [#ay=gole = [ dev/=ga) [ dy/=gl)00G )R
= /d2 \/7/d2y\/7 () [C.G (2, y)] R(y)
— /d%\/__ggR, (1.25)

que é exatamente o primeiro membro de (1.24]) exceto pelo fato de que g,, — g,,. Final-

mente podemos escrever a acao induzida na forma covariante nao local

Fz'nd = Fmd (Guv—9uv) — // R R(?J) ) (126)

ou ainda, tendo em vista a equagao ([1.10]),

a 1
| AP—— — 1.2
ind 4LRDR, (1.27)

que é a acao nao local de Polyakov. Levando em conta tudo o que foi descrito nesta secao,

podemos notar que o resultado é exatamente o mesmo da prescricdo dada em ((1.11)).

1.3 Integracao da anomalia em 4D

De forma andloga ao que foi feito na agao de Polyakov, resolveremos em 4D
uma equacao semelhante porém com ingredientes extras.

O invariante de Weyl é dado pelo quadrado do tensor de Weyl

W(D:4) = (?

praf —

=" (1.28)
e o0 unico termo superficial é
E(p=1) = YHR. (1.29)

A unicidade deste termo é consequéncia da dimensao de massa elevada a quarta poténcia

e da covariancia, além das Identidades de Bianchi que fazem com que

1
V,.V.R"Y = JOR. (1.30)
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O termo topologico F,, conhecido como termo de Gauss-Bonnet, pode ser escrito como

Ey=R:, .5 — 4R, + R’ (1.31)

e sua forma modificada, compativel com ([1.6]) torna-se

- 2

de tal forma que (1.6)) seja representada em D = 4 como
V=9Es = =g(Es+4A,0). (1.33)

Ay representa o ja referido operador conforme e auto-adjunto em 4D, conhecido como

operador de Paneitz, dado por

2 1
Ay = P +2R™V,V, — §RD + g(v“R) V. (1.34)

Isto posto, a anomalia conforme em 4D pode ser resumida na expressao

(THy = cC? +aBEy +~0R, (1.35)

“w

mas que por conveniéncia sera modificada, considerando a definigao (|1.32)), para

. 2
(Tp) = eC?+aby+ (v+ 5 )OR. (1.36)

Escrevamos, por praticidade, a acao induzida através das seguintes parcelas,
F’ind = Sc + I_‘C'Q + FE'4 + Fsup ) (137)

onde cada termo do segundo membro de ((1.37)), exceto S,, é responsével por um termo da
anomalia ([1.36]).

A parte mais simples deste procedimento ¢ a integragao de I'y,,,. A lagrangeana
com termo local do tipo £ = R? resolve para o caso quadridimensional (ver, p.

ex., [21] e suas referéncias)}

2
- L/R? = 120R. (1.38)

Juv
V=969 J,

9Uma discussao mais aprofundada sobre o termo jm R? pode ser encontrada em [41].
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A agdo Iy, é dada assim por

Lsup = %(7 - 23—a) /xRQ. (1.39)

Por simplicidade definiremos,
F02+E4 = Fcz + FE4 s (140)

e com o auxilio de (1.21]) e (L.36)

1 5FCQ+E4 [620—9;“/] 2 ~
—— =cC”+aky, (1.41)
V- ) o
g g guu:;gul/
o que resulta em
Ceeyp, = —/d4x\/—§0 [cC? + (aﬁl +4A40)] . (1.42)
De forma analoga ao descrito na segao (|1.23)),
1 ~
o(x) = 1 / d*y/—g(y)G(z,y)E4(y) + termos independentes de o, (1.43)
0 que permite escrever
C 2 a ~ ~
F02+E4 = — (Z_l C + §E4)xG(IL', y)E4y . (144)
zy
[';nq € dada, finalmente, por
4 g aT Y12 3/ ),

Novamente vale ressaltar que o resultado enquadra-se perfeitamente no formato de (1.11])
desde que

2 1
oy = —3 : Chi = 15 e L;=R?. (1.46)

1
€D:_ZL§

Em 4D os indices ¢ e k acima somente assumem o valor unitirio e naturalmente

a soma »_ em (1.11)) torna-se sem efeito, entretanto optamos por preserva-los a fim de
ik
facilitar sua identificacdo nos moldes de (L.11)).
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1.4 Integracao da anomalia em 6D - Consideracoes ini-
ciais

O processo de integracao da anomalia em 6D é de fato muito laborioso e, por-
tanto, apresentaremos inicialmente nesta secao as linhas gerais para seu desenvolvimento.
Preliminarmente descreveremos os componentes da eq. separadamente uma vez que
sua estrutura é mais complexa.

Os invariantes de Weyl sdo compostos dos seguintes objetos [31-33.|42]

W61 = C,pro C,uaﬁy Cap.L.Tﬁ )
W@2 = C;wpa Cpoa,B Cag MV s
6
wE = c,ﬁp(ﬂ(m(sg AR -2 Ré’;) ORLINS v O (1.47)

onde,

Jo = (ARM7VY 4 3RV ,) Rorpo + GRVM - RZVV)R
+R"(V, Ry, — 5V, R,). (1.48)

Os invariantes W, por serem conformalmente inertes, nao representam maiores dificulda-
des no processo de integracao 6 e portanto nao serao objetos de estudo no corpo desta
tese.

A maior dificuldade - e a que demandara maior interesse neste trabalho - é
a busca pelo objeto que definimos em como termo topologico (densidade de Euler)
modificado. Uma vez que a integracao requer a existéncia de uma combinacgao linear das

derivadas totais o=y adicionadas a este termo, ver (1.4)), tal que

Es = Es+» o4Ex (1.49)
k
e de modo que a relacao (1.6, também exista em sua versao 6Dm
\ —gE6 = v/ _g(E6 + HA(;O') y (150)

torna-se mister investigar a existéncia (ou nao) de um conjunto completo de derivadas

totais a serem adicionadas a Eg afim de que ((1.50)) seja valida. Outro fator que aumenta o

10Ver detalhes sobre esta conjectura na se¢do
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grau de dificuldade desta empreitada sao os cdlculos das transformacoes conformes de Fjy
(cap. [2) e das candidatas a base de derivadas totais = (caps. [3e[d). Dito isto, acrescente-
se que deve confirmar também os resultados obtidos para o operador conforme Ag
em [27-29]]

O epilogo da nossa receita 6D é a resolucao de , ou seja, a obtencao de
cada um das derivadas totais =Z; como combinacao do traco das equacoes de movimento
das lagrangeanas locais Z Chi fx L; de forma analoga, porém mais geral, ao que foi obtido

(2
em (1.38)). A discussdo destas lagrangeanas locais serd abordada no capitulo

UVer também publicagao anterior [43].



Capitulo 2

Densidades de Euler em D = 2n e sua

relacao com operadores conformes

Faremos neste capitulo um estudo mais detalhado sobre as propriedades con-
formes das Densidades de Euler (termos topologicos) em dimensdes pares, principalmente,
no que diz respeito a sua modificacao proposta em pela adicao de derivadas totais
da curvatura (termos superficiais) e que possui interessantes propriedades conformes com
intrinseca relacao com o operador conforme da mesma dimensao. As relacoes ja conheci-
das em D = 2 e D = 4 serao agora detalhadas e serao abordadas em uma tnica secao.
No caso da densidade de Euler modificada em 6D, daremos aqui apenas o primeiro passo
que é o caluculo da transformacao conforme de Ej generalizada para D-dimensoes. Fato
é que a generalizacao nos permite confirmar, pelo menos até D = 6 , uma nova modali-
dade de acao conformalmente invariante em dimensoes impares uma unidade abaixo da
dimensao na qual a densidade de Fuler é de fato topologica. Na secao final, apresentamos
duas conjecturas relacionadas a generalizacao de propriedades conformes da densidade de
Euler em dimensoes pares quaisquer: a primeira, relacionada a este dltimo fato o qual
acabamos de descrever, e a segunda, relacionada a eq. . Por tltimo, ressaltamos que
os resultados aqui apresentados restringem-se a variedades sem torcao e que atendam a

condicdo de metricidaddT]

!Para maiores detalhes sobre variedades com torgio, ver, p. ex., |8,44].

18
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2.1 Transformacoes conformes

Uma maneira muito 1til de modificar o tensor métrico, visando facilitar muitos
célculos, bem como revelar propriedades fisicas de grande interesse [37], ¢ a denominada
transformacao conforme . Muitas das referidas propriedades fisicas tornam-se mais
aparentes e faceis de serem provadas se usarmos este tipo de transformacao da métrica.
Entretanto, nao se trata de uma transformagao de coordenadas, a transformacao conforme
pode ser vista como uma forma alternativa de parametrizacao da métrica através de novas
variaveis g,, e o(z), onde o representa o parametro escalar da transformacao e depende
das coordenadas x = x*.

Em decorréncia da definicao , é facilmente verificado que para a métrica

inversa,
g o= gtre ¥, (2.1)
de modo que
9ur9”" = GurgT = 9. (2.2)
Para o determinante da métrica vale a importante relagao
g = det|lgwll = det]e¥gu || =g, (2.3)

que, como visto acima, depende explicitamente da dimensao do espago em questao.

O simbolo de Christoffel ['*

Ly 08 tensores de curvatura R¥ 5, R, 0 escalar de

Ricci R e as poténcias e/ou combinages da curvatura, em consequéncia de (1.5, sofrem

transformacoes que sempre se enquadram no model(ﬂ

vivye vy

Ampa — o—2ko (Aumg-.. + O(O’)), ke, (2.4)

onde o termo O(c) inclui tipicamente as derivadas covariantes do fator conforme local o.
Neste trabalho, quando necesséario, denominaremos a quantidade entre paréntesis acima

tal como

At 4 O(o) = Ara (2.5)

vivg--. ViV

2Para maiores detalhes sobre as transformagoes das quantidades relacionadas acima ver, p. ex., [37].



20

Como exemplo, sabemos que a transformacao do tensor de Riemann é [37]

Re Buy = R~ Buv T 5;@“?50 — 55?,,?50’ + gﬂﬁ?,,?aa — gygﬁﬁaa + 53@@(?0)2

—00G,53(Vo)? + 67V, 0V 30 — 69V 10V 30 + §usV u0 V0 — §,usV,0 V0. (2.6)

Com base na eq. 1 , neste exemplo, temos que k = 0 e R*® guv representa todo o
segundo membro de (2.6).

2.2 Densidades de Euler em 2D e 4D

Na geometria riemanniana, o teorema de (Gauss-Bonnet relaciona propriedades
topologicas de uma variedade D-dimensional com quantidades que sao construidas numa
base formada por tensores de curvatura [45]. Estas quantidades sdo denominadas densida-
des de Fuler e sao de grande interesse no nosso estudo, principalmente no que diz respeito
as suas transformagoes conformes, devido a propriedades sobre as quais trataremos adiante
neste capitulo. Para D = 2n dimensées (n = 1,2...), este termo é dado pela expressao
. Em variedades simplesmente conexas de dimensao D, Ep é topoldgico, ou seja, estes

termos em integrandos do tipo

/ d’x /=g Ep (2.7)

nao contribuem para equagoes dinamicas classicas [8]. Entretanto, o mesmo nao é neces-
sariamente verificado se a dimensao do dominio de integracao for diferente de D ou se este
dominio for multiplamente conexo.

Um dos principais ingredientes na receita da integracao da anomalia é encon-
trar propriedades conformes das densidades de Euler (termos topologicos) em D = 2n
dimensoes [4] além de tentar generalizar a forma como estes objetos se relacionam com os
operadores conformes Ap de ordem equivalente & dimensao do espaco considerado; estes
operadores serao tratados na secao a seguir. Para fins didaticos, vamos no presente capi-
tulo mostrar progressivamente as relacao entre termos topologicos e operadores conformes
em dimensoes D = 2 e D = 4 até chegarmos no caso mais complexo D = 6. Conjecturamos

que esta relacdo pode ser generalizada na forma das eqs. (1.4)) e (1.6).
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Um detalhe importante a ser frisado na forma da relagao é o fato de que,
diferentemente de (2.4]), os termos em o sobrevivem somente em primeira ordem, portanto
(1.6)) nao se trata de uma aproximacgao em primeira ordem em ¢ mas sim de uma equagao
exata. Podemos especular sua validade para dimensoes pares D > 4 como uma receita
para se obter tanto a densidade de Euler modificada Ep como o operador A O foco
principal deste trabalho reside em confirmar a validade de (|1.6) para o caso D = 6 como

primeiro, e mais importante, passo na integracao da anomalia em 6D.

2.2.1 A densidade de Euler em duas dimensoes e o operador con-

forme de segunda ordem

O célculo da densidade de Euler, neste caso particular, obtido a partir de (|1.2)

gera
B, = 1 af puv
2 — §5uug af
1] 0% 67
= | " "IR" s=R. (2.8)
2] o o

Utilizando-se de transformacoes conformes para um campo escalar ¢ do tipo

po=¢c¢z2 ’Qp, (2.9)

o operador conforme de segunda ordem em uma dimensdo arbitraria pode ser definidd

tal que seja vélida a identidade
/dDﬂf\/—g plgp = /dDw\/—g PAap (2.10)

sua expressao ¢ dada por (ver, p. ex., [12,/14,[15])
D -2
A =dJ—-—R. 2.11

De posse das transformagoes conformes do escalar de curvatura (R = E) e da relacao

3
V—=9E> =+/—g P~ [E2 + (D — 1)X(2)} ) (2.12)

3As duas principais conjecturas relacionadas as Densidades de Euler e operadores conformes sdo apre-

sentadas na se¢do

4 Alternativamente A, pode ser definido como em [15] tal que e¥(’A2g0 = Ay, com p = e¥"¢.
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onde,
X = —[200 + (D — 2)(Vo)?] (2.13)
e do operador [J atuando em um escalar |37]
V=9O= =3P 270+ (D -2)(V"0)V,], (2.14)

temos para o caso particular D = 2 que a eq. (2.11)) gera a simples a relagdo Ay, = O, que
aliada a (2.14)), fornece a invariancia conforme no operador A,

V=90y = V=g, (2.15)
Recorrendo a eq. 1) e o fato de que Ey = F,, podemos verificar que
V=9E> = /=§(Ey — 2A0), (2.16)

o que se enquadra perfeitamente na forma da eq. (1.6) como ja discutido anteriormente.

2.2.2 A densidade de Euler em quatro dimensoes e o operador

conforme de quarta ordem

Novamente utilizando a definicao (1.2)), desta vez em D = 4, veremos que

1
E, = 1_18’“’5’7 cOBAT puv aﬁan "
= R),.;—4R., + R*, (2.17)

que é a famosa combinacao dos escalares de segunda ordem na curvatura conhecida como
termo de Gauss-Bonnet, ja mencionado na equacgao ((1.31]).

Os calculos da transformagao mais geral (D-dimensional) de E, fornecem
V—gEB, = =gV [Es+ (D = 3)xw] (2.18)
onde,

X = 8R,0" —8R,,0"0" —4R0oc —2(D — 4)R(Vo)* + (D — 2)[80,,0"c"

—407, + (D —4)(D — 1)(Vo)* + 4(0o)* + 4(D — 3)do (Vo)?] . (2.19)
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Aqui usamos as notacoes condensadas o, = Vo0, 0,3 = V,Vgo, além do fato de todos
estes indices serem levantados e abaixados pela métrica §*° e sua inversa. Por outro lado,

em quatro dimensdes, (2.18) assume uma forma um pouco mais simples’]
V=9E; = /=g|Ei+8R,,V"V’0c -8R, V'oV'0c — AR0o — 8(V,V,0)?
+8(0o)* + 16V, V,oV*aV 0 +80a(Vo)?] . (2.20)
O 1nico termo superficial em 4D, como ja discutido no capitulo |1, ¢ LJR, sua
transformacao na dimensao D equivale a
V=9OR = /=g [OR - 2R00 — 2(D — 4)R(Vo)* + (D — 6)V*oV R
—2(D —1)Po +4(D — 1)(Do)? = 2(D — 6)(D — 1)V*o'V,,(0o) +
+2(3D — 10)(D — 1)do(Vo)? — (D — 2)(D — 1)0(Vo)?
—(D —6)(D —2)(D —1)V*aV,(Vo)?
+2(D —4)(D —2)(D — 1)(?0)4} (2.21)
e que, com a ajuda de alguma &lgebra, no caso de nosso interesse D = 4, se reduz a
V—gOR = /=3[0R —2R00 — 2V*oV,R — 600 +12(00)? — 12R,, V"oV 0
+1200(Vo)? = 12(V,V,0)* + 24V, V,0V*oV"0] . (2.22)

O operador conforme de quarta ordem [14|15] em uma dimenséao arbitraria D
atuando em um campo escalar cuja transformacao seja dada por
p=e¢727p, (2.23)
de modo que seja valida a invariancia
/de\/—_g A p = /de\/—_g PALP, (2.24)

¢ dado por [12]

4 1 D? —4D +38
P v Z(\TH _ M
Aypy =0 +D_2[R ViV +5(V R)VM] 2(D_2)(D_1)[RD+(V R)V,]
—(D—4) |:4(D—1)DR_16(D—2)(D—1)2R +le“j . (2.25)

5A partir deste ponto, a fim de evitar o uso excessivo de paréntesis, adotaremos a convencdo de que as

derivadas que atuam em o nao atuam em mais nada a sua direita.
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No caso particular D = 4, (2.25) se reduz ao ja referido operador de Paneitz Ay (1.34).
Vamos agora apresentar a importante combinacao envolvendo os resultados

(2.20), (2.22) e (1.34). Se definirmos

~ 2
E, = E—;OR, (2.26)

podemos verificar, usando (2.20) e (2.22)), que
vV —gE4 = —g(E4 + 4A40'> s (227)
como ja visto em (|1.33). Nesta relacao utilizamos o fato de que

VAo = VG (228)

H& que se reiterar que nao ha nenhuma maneira regular de derivar o coeficiente na eq.
de modo que a origem deste fator ndao é conhecida na literatura (ver capitulo (1)) e
somente por verificagao direta chega-se a sua determinagao.
Para campos escalares conformalmente inertes ¢ = ¢, outra importante relagao
entre Fy e Ay ¢ |21]
1 o
WQWE

Os resultados desta se¢ao nos permitem ir mais longe rumo a dimensoes pares

/d4x\/—gg0E4 = Ayp. (2.29)

mais altas (D > 6), assim, iniciaremos esta jornada com a busca do possivel invariante
conforme modificado Fg. Para tanto, dedicaremos a proxima secao aos resultados de nosso

esforco na obtencao da transformacao conforme de Eg e seus desdobramentos.

2.3 A densidade de Euler em seis dimensoes e sua trans-
formacao conforme

A forte relacao existente entre densidades de Euler em dimensoes pares, sua
transformacao conforme e os operadores diferenciais conformes, identificada pela relacao
1) nos motiva a ir além, ou seja, tentar obter o termo topologico modificado Ejg e sua

relacao operador Ag. Como ponto de partida para tal intento, buscaremos a transformacao
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conforme D-dimensional do termo topologico (densidade de Euler) Eg. O objeto Eg é
construido a partir de uma base formada por escalares de terceira ordem na curvatura -
veremos adiante que tal base é constituida por oito elementos linearmente independentes.
Nas linhas que se seguem, apresentaremos o termo Fg e via transformacoes conformes
D-dimensionais de cada um de seus termos finalmente estabeleceremos a relagdo entre
Es e Eg generalizada em D dimensdes. Os calculos deste capitulo sdo razoavelmente
complexos e, embora sejam conferidos manualmente, utilizamos em grande parte o software
Cadabra [46,47| que roda em ambiente Linux.

As propriedades conformes dos termos topoldgicos, em seis dimensoes tém
atraido consideravel interesse na literatura recente (ver, p. ex., [27,/48-50] e suas refe-
réncias). Segundo a classificagdo padrao [7] (ver também trabalho anterior [5]), os termos
anomalos que correspondem & parte nao local da acao ou sao invariantes conformes ou
sao topologicos. Consequentemente ¢ muito importante conhecermos bem as propriedades
conformes dos termos topologicos, em particular para o caso de D = 6, objeto deste traba-
lho. E justificavel analisarmos as transformacoes das densidades de Euler néo apenas nas
dimensoes em que essas quantidades sejam topologicas, mas também em outras dimensoes

como fizemos previamente com Ej e Ey nas egs. (2.12)) e (2.18).
Em D = 6 o célculo de ((1.2)) é mais trabalhoso, o resultado é (ver, p. ex., [51])

Es = lguvaﬁki gPIRWIX Ru

8
= 4R"™ osR \;RY 1, — 8RuausRY 37 - RN — 24R! R gy, ROV

vpo Raﬁnw R)\&)X

+ 24R 0 s R" R + 16R\ RERS + 3RR. .5 — 12RR., + R’ (2.30)

praf

Consideremos agora a transformacgao conforme D-dimensional de cada uma das
oito quantidades acima. As transformacoes do tensor de Riemann, Ricci e do escalar de
curvatura podem ser encontradas, p. ex., em [37]. Assim, omitiremos aqui as férmulas
intermediarias e apresentaremos somente o resultado final (mais uma vez célculos foram

realizados com a ajuda do Cadabra |46,47]):

V=9Es = =3P {E;+ (D —-5)x@} (2.31)
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onde,

X@ = —[600 + 3(D—6)(Vo)?]E,
+ 24(2RapRU — Ropy " ROPW — RRM + 2RMRY) (0,0, — 0,)
+ 24(D = 4) R0, (00s — 20403) + 48(D — 4) Rl (000" — ob0o)

+ 48(

( R (Vo) [(D = 5)0u, — (D = 3)o,0
12(

D — 4)R" (0,000 — 20,007 ) +12(D — 4)R[(Uo)* — 07, + 20,,0" 0" ]
o]
—4)

)
R
—4)
+ 12(D - 5)(D — 4)RO0(Vo)* 4+ 3(D — 6)(D (D —3)R(Vo)!
+ 8(D —4)(D —3)[30., 0o — 204 05 o + 607, 05 00" — (Oo)?]
+ 12(D = 4)*(D = 3) (Vo)* [0, — (0o)?] (2.32)
— 24(D —4)(D - 3) 0, 0% 0”[(D — 2)(Vo)* + 200]|

— (D—4)(D=3)(D-2)[6(D—5)Uos + (D —6)(D—1)(Vo)*](Vo)*.
Finalmente, podemos fazer a substituicao D = 6 e obter

V—gFE¢ = \/—g[E6 + 24Ru,,a5]§f“”a)‘af - 24RHVagR"”“)‘U>\Jﬁ — 6R12U/06,3|j0

—48R“”RW,,5 o + 48}_2“”}_2“&”5 o — 48}_3““}?”@0” + 48R* R, o,0"
+24R: Oo + 24RR" 0, — 24RR" 0,0, — 6R’Oo + 48R" .3 050,
—96 R of 030,,06 + 96Rlﬁ‘auaa”a — 96R””UWDU - 192Rﬁaua0”aa
+96R" 0,000 — 48R" 0,,,(Vo)? + 144R" 0,0,(Vo)® — 24Ro,,
+24R(00)? + 48 Ro,, 0" 0" + 24R00(Vo)? — 960,00k + 1440 o
—48(0o)* + 288007 040" + 14407 (Vo) — 2880,,0" 0" Oo
—144(00)*(Vo)* = 576 0,,,0" 0" (Vo)? — 14400 (Vo)*] . (2.33)

Os resultados (2.31) a (2.33) representam importante progresso no estudo de teorias con-

formes de alta ordem e podem ser encontrados em [21].

I interessante notar que as partes nao covariantes do segundo membro das

gs. (2.12)), (2.18) e (2.31)) sdo proporcionais respectivamente a D — 1, D —3 e D — b5,

ou seja, o setor nao covariante da transformacao D-dimensional dos termos topologicos

Ey, (n = 1,2,3) desaparece completamente nas dimensoes impares D = 2n — 1. Como
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consequéncia, podemos construir invariantes conformes nestas dimensoes com o auxilio de

campos escalares ® cuja transformacao seja
® = 79, (2.34)
juntamente com (1.5)), para que obtenhamos a invariancia

/dQ”_lx\/—g(I)Egn = /dzn_lx\/—g(i)Egn. (2.35)

As expressoes (2.35) fornecem um conjunto de ac¢oes conformalmente invariantes. Obvi-
amente para n = 1 tal declaragao é trivial, entretanto nos casos n = 2 e n = 3 podemos
afirmar que os invariantes topolégicos nessas dimensoes pares 2n geram novos invariantes

conformes (2.35) em espacos 3-dimensionais e 5-dimensionais, respectivamente.

2.4 Conjecturas

Considerando os resultados das secoes anteriores, formulamos duas conjecturas

a respeito dos termos topologicos (densidades de Euler) [21]:

Conjectura 1. Para toda dimensao par D = 2n, n = 1,2,3,4, ..., as expres-
soes (2.35) sao conformalmente invariantes se o campo escalar ® transforma-se de acordo

com ([2.34). Isto significa que podemos obter um conjunto de a¢oes conformes

gn—l = /dQn_lw vV —g @ E2n (236)

em dimensoes impares. Esta afirmativa é certa para para D = 2,4 e também para D = 6

como mostramos em [21].

Conjectura 2. Para toda dimensao par (D = 2n) ha uma base de vetores

X5, dependente da métrica tal que o invariante topologico “modificado”

Egn = EQn + Vqun s (237)

possui transformagao conforme linear,

V=9B2 = V"G(Ean + K2,0) (2.38)
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Aqui k é uma constante a ser determinadaﬁ e o operador Ay, =" 4+ ... é conforme, no

sentido em que seja valida
[ & aedae = [ & gebue, (2.3

com ¢ = @. Vale lembrar que as quantidades com barras sao construidas com base na
métrica fiduciaria g,, definida em . As duas conjecturas aqui apresentadas sao validas
para D = 2, 4 e, como mostrado nesta tese, foram verificadas também para D = 6.

No caso D = 2 sabemos que x4 = 0 e em D =4, xi = —(2/3)V*R, este ul-
timo representa um importante exemplo da segunda conjectura que ajuda na sua melhor
compreensao. A verificagao desta conjectura em seis dimensoes requer um trabalho bas-
tante arduo e significativo mas, como veremos nos capitulos |3| e 4] obtivemos éxito nesta

empreitada [22][]

6Como veremos oportunamente, nos casos conhecidos D = 2,4 e 6, k = (—1)Z D.
70 limite plano da relagao (2.38) em 6D e uma forma incompleta da AEIA foram obtidos em [52].



Capitulo 3

Transformacoes de g e dos termos
superficiais =;. na métrica

conformalmente plana com o = o(n)

De posse da transformacao de Eg, daremos o passo seguinte que é a busca por
uma combinacao linear a;=; da base de derivadas totais 6D que seja compativel com a
conjectura de que exista o termo topoldgico modificado E como visto no capitulo[2l Para
tentarmos encontrar uma possivel combinacao que satisfaca ou , é necessario,
além de obtermos a transformacao conforme de Fjg, transformarmos conformalmente as
candidatas a derivadas totais Z's. Como tal célculo é demasiado trabalhoso, e nao ha
qualquer garantia matematica de que JE, dado por ou que satisfaca ou
, tentaremos preliminarmente verificar sua existéncia em um caso muito particular:
o da métrica conformalmente plana com ¢ dependendo somente do tempo conforme 7.
Inicialmente nossa pesquisa nos conduziu a uma base de derivadas totais contendo oito
elementos linearmente independentes, fato curioso é que todas os elementos da base sao
segundas derivadas totais como veremos adiante. Posteriormente constatamos que havia
ainda uma dependéncia linear escondida nesta base, o que faz com ela seja reduzida a sete

componentes (ver capitulo [4)).

29
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3.1 A base de oito derivadas totais 6D

Apos pesquisa de possiveis candidatas a derivadas totais da curvatura compati-

veis com a dimensao 6D, chegamos a seguinte base contendo oito termos superficiais [22],

El == D2R7 52;3;4 == D(R2 ; R2 ; RQ) s

pvafsr T luv)

Ss67s = ViV (R 2apR™; RygR'P; RER™; RR™) . (3.1)

E possivel mostrar que qualquer outra derivada total da curvatura em 6D é linearmente
dependente da base definida na eq. (ver Apéndice [A). Entretanto, no Apéndice
Dl mostraremos que ainda ha uma sutil dependéncia linear escondida nestes oito objetos
de tal forma que conseguimos reduzi-la a sete elementos. KEste assunto serad tratado no
capitulo

Para encontrarmos a possivel combinacao ,
8
E6 = E6 + E (077N (32)
i=1

que satisfaca , tentaremos inicialmente verificar por céalculos diretos a existéncia dos
coeficientes «; em um caso muito particular, a ja referida métrica conformalmente plana
com o dependendo somente do tempo conforme 7, sobre a qual falaremos a seguir.
O caso particular e bastante simplificador da métrica conformalmente plana
pode ser descrito pelas relacoes abaixo,
Guv = M = \_/__g - (3.3)
V,=0,.
Se acrescentarmos ainda o fato de que o parametro o dependente somente do tempo

conforme 7, o = o(n), qualquer derivada de o reduz-se somente a derivada ordinéaria,

(3.4)

Q
Il

S

Com estas simplificagoes, os calculos das transformacgoes conformes dos elementos da base
(3.1) tornam-se relativamente mais faceis e podem servir de impetus para a solugao do
caso mais geral tratado no capitulo Apresentamos nas proximas secoes os resultados

das transformacoes para este tipo especial de métrica; os célculos intermedidrios foram
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omitidos pois sao muito extensos e os resultados foram conferidos com a ajuda do software

Mathematica [53[1}

3.2 Transformacao de Ej

A transformacao de cada um dos termos de (2.30]) é listada a seguir:

V=gR" " R\ R T, = —60(0")?(0")? = 60(c")°, (3.5)
V—=gR" g R* \ R\, = —40(c")* — 80(0")°, (3.6)

V=9R,, R'P R (50 = —60(0”)* — 40(0”)?(0”)* — 400" (0")* — 160(0")°, (3.7)
V=9RuesR" R*? = —50(c")* — 220(0”)*(0")? — 1600” (¢/)* — 320(0")®, (3.8)
V—gRRERS = —130(c”)? — 60(0”)?(0")* — 2400 (0")* — 320(0")°, (3.9)
V=9RR, .5 = —200(c")* — 400(c")*(0")?* — 4000" (0")* — 800(c")° (3.10)
V—gRR:,, = —300(c")’ — 1000(c")?(¢")* — 16000” (¢")* — 1600(c")° (3.11)
V—gR?® = —1000(¢")* — 6000(c”)?(c”")? — 120005” (¢')* — 8000(c")° . (3.12)

Substituindo os resultados de (3.5) a (3.12) em (2.30)) e multiplicando conveni-

entemente por /—g obtemos simplesmente,

V=9 Es = —7200"(c')*. (3.13)

3.3 Transformacao dos termos superficiais =,

Passemos, nesta secao, para os resultados das transformacoes conformalmente

planas dos objetos listados em (3.1]).

' Reiteramos o nosso agradecimento ao professor Dr. Davi C. Rodrigues da UFES pela cessdo de seu

codigo computacional de suma importancia para derivacao destes resultados.
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3.3.1 Transformacdo de (*°R

A transformacao em 6D do operador [J torna-se simplesmente,

d? d
O=e (25 +40'—) 3.14
e P + 4o ) (3.14)
e assim,
OR = e (d—2 + 4a’i> {e2 [~ 100" - 20()7] }
dn? dn

= ¢ %[ = 100" —20(c")* — 400'c" 4 800" (5")* + 80(c")*] . (3.15)

Fazendo atuar o operador [J, eq. (3.14)), em (3.15)),

\/__gDQR — _100_(m') — 800" 5" + 2400_1///(0_1)2 + 9600 0" o’

+240(0”)* — 80(0”")? — 16000” (o”)* . (3.16)

3.3.2 Transformagao de OR?,

As transformacoOes mais gerais para os tensores de curvatura sao encontradas,

p. ex., em [37]. No nosso caso particular,
R, = € '7[20(c")* 4+ 40(c")"] . (3.17)

Atuando com ([3.14) em (3.17)),

\/__gDR2 — 400_////0_// _ 1600_///0_//0_/ - 80(0_//)3 + 1600_1//(0_/)3

pvap

+40(0™)? + 480(c")?(0")? — 800" (0/)* . (3.18)
3.3.3 Transformacao de OR’,

2 ~40 2 2 4
R, = e "7[30(c")" 4 400" (o) 4- 80(c")"] . (3.19)

Aplicando o operador (3.14)) em (3.19) encontramos,

\/__gDR;Qw — 600’””0’” +400////(0'/)2 _ 40(01/)3 + 1600///(01)3

+60(0™)* 4 480(c”)?(0")? — 16000” (0”)* . (3.20)



33

3.3.4 Transformacao de JR?

O quadrado do tensor de Ricci transforma-se tal que,
R? = e "7[100(0”)? + 4000” (¢")? + 400(c”)"] . (3.21)
Atuando com (3.14)) em (3.21)) e desenvolvendo encontramos,

\/__gDR2 — 2000_//// 1 _I_ 4000_1///( /)2 _I_ 16000_///0_//0_/ + 400(0_//)3

+200(c™)* — 80005” (0')* . (3.22)

3.3.5 Transformagao de V,V,(R* ragRVAP)

As transformagoes conformes de R* 5,5 ¢ R***? sdo, respectivamente,

R* Ao = (55%(%0 — (5585@0 + naﬁ/g@“a - 775)\(90[(9“0' + (Sgna)\( ) - (5“775)\( )2

+0h0go0No — 6g8a08,\0 + 1pr0a 00" 0 — NerOgo 0 (3.23)

Ru)\a/o’ — 760 |: Vﬁaaa/\ - nuaaﬁa)\o_ + na)\aﬁauo_ o n,B/\aaaVO_ + nuﬁna/\( )
—n o) 4+ n0%0d o — P00 o + 1000 o
—no‘kaﬁa(‘)”cr] . (3.24)
Como ja frisado anteriormente, na notacao acima, a fim de evitarmos o uso excessivo de
parénteses, assumimos que as derivadas covariantes que atuam em ¢ nao atuam em mais

nada a sua direita.

Multiplicando (3.23)) por (3.24) e reduzindo termos semelhantes,

R s R = 07 [277’“’(0”)2+4(0”0’)(5”0’)—{—4(0"8"0)0”4— 12(9"970)(0")?
—8(0%a") (0" 0)o’ — 4(8"0) (0" 0)a" — 8(0"0) (8 0)(0")?
+877“”(0')4] : (3.25)
Para atuarmos com as duas derivadas V,V, nesta expressao (e também para as segdes

seguintes a necessitamos da transformacao conforme de duas derivadas cova-

riantes contraidas com um tensor A* cuja transformacdo seja A" = e 2 A*  onde
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A = AR L S (), Para o nosso caso particular D = 2k = 6 (ver maiores detalhes no

Apéndice [B)), tal transformacao ¢ dada por
ViV AR = ¢ 9,0, A 4 2V, AT, 4 247,V 0
— (VA" — Ao } . (3.26)

No célculo em questdo, A" = (R“ AQBR”Aaﬁ)*, equivale aos termos entre colchetes de

(3.25). Podemos determinar os termos do segundo membro de ((3.26)):

v#vy(ﬁ,u)\aﬁlfiy)\aﬁ)* _ 10[(()_//)2]//

= 20(0"")* + 200" 0", (3.27)

2 [%(RM WR”W)*} V,0 = 20[(c")]'o’ = 400" 0”0 | (3.28)
2 [(R“ W}‘zmﬂ)j v, V.0 = 20(c")?, (3.29)

— (VR ) Vo = 400" 0" 0’ — 1600 (0")* (3.30)
—R%\00 = —20(0")* — 400" (o")* . (3.31)

Utilizando os resultados de (3.27) a (3.31)) podemos escrever

V=9V, V(R yas R"*P) = 200""" + 20(™)? — 200" (o')* . (3.32)

3.3.6 Transformagao de V,V,(R,zR""%)

A transformacao de R.p ¢é

Rop = —Nap0" — 40,050 + 40,0030 — 4nap(0’)? (3.33)
e a de R*"? ¢ analoga a ([3.24). Multiplicando (3.33)) e (3.24) com os indices renomeados

obtemos,
RogRMP = % [577“”(0")2 — 8(0"0")(0"0") + 8(0"0"0)a” + 8(0"0"7)(d”)?
+16(0% ") (0" 0)o’ — 8(80) (9" 0)a" + 4n " (o)?

_16(8"0)(8" ) (0")? + 1677’“’(0')4] . (3.34)
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Podemos novamente determinar os termos do segundo membro de (3.26):

v#vy (RalBR/,Lauﬁ)* = 5 [(0/1)2]// 4 20[0_1/(0_/)2]//

— 10(0///)2_|_100////0//+200////(0/)2+1200//10//0/+40(0//)3’ (335)

2[ V(R ) | Voo = 100”0’ + 400" (') o’

= 200"0"0’ + 400" (c")? +80(c")?*(0")?, (3.36)
2 [(RQBRWVB)*} V,.V,0 = 10(c")? + 40(a")%(c")? , (3.37)
—(V R VFe = =30[(c")?0’ — 40[0”"(0")*0" — 80[(c")"]'o’

= —600"0"0" — 400" (c")® — 80(c")*(0")? — 3200"(c')*, (3.38)

—R300 = —30(0")* — 40(c”)*(0")* — 80(0") 0" . (3.39)
Utilizando os resultados de (3.35)) a (3.39)),

/_—gVMVV(Ra,BRW”ﬁ) = 105" " + 200””(0’)2 + 00" 5" o' + 20(0//)3

+10(0”")* — 4000 (0”)*. (3.40)

3.3.7 Transformagao de V,V,(R!R")

Com base em (3.33)), a transformacao de R¥R"* é
RERY™ = e % [—to" — 40" 00 + 40V 00,0 — 404 (0')?] x
X[—n"Yc" — 40" 0% + 40" 50% — 4n"*(0’)?]
= e [77‘“’(0”)2 +16(040")(0"0") + 8(9"0"0)o” + 32(0"0" o) (0')?

—32(0%"a") (0" Yo’ — 8(0"0)(8 0)a” 4 8o (0”)?

—16(0*0)(0"0)(0")* + 167}‘“’(0’)4] : (3.41)
Podemos novamente determinar os termos do segundo membro de para este novo
caso:

VL (RR) = 5[0

= 50(¢”")* + 500" 0", (3.42)
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Q[vu(}‘zg}‘zm)*] V.o = 50[(c")?o"
= 1000"0"0", (3.43)
2 [(Rgfzw)*} V,V,o =50(c") . (3.44)

As proximas relagoes sdo idénticas as eqgs.(3.38) e (3.39)). Utilizando os resultados anteri-
ores, inclusive (3.42)) a (3.44)),

\/—_gVﬂVV(RZR”“) — 500_1///0_// + 400///0_//0/ + 20(0//)3 _ 400///(0_/)3
+50(0™)* — 120(0”)?(0")* — 4000" (o')* . (3.45)

3.3.8 Transformacao de V,V,(RR")

A transformagao conformalmente plana do escalar de curvatura é
R =e%[-100" — 20(0")?]. (3.46)

Multiplicando (3.46) e (3.33) com os indices elevados e renomeados obtemos que a trans-
formacao de RR" fica

RR"™ = e %[10p" (0")? + 40(0"0"0)o” + 80(0"9"a)(0’)* — 40(0"0) (0" o )o”

601 5" (07)? — 80(90) (875 ) (0”)? + 8077#”(0')4} . (3.47)
Mais uma vez determinaremos os termos do segundo membro de (3.26)) para este caso:
vuvy(RRm/)* — 50 [(O’”)Q]H + 100[0_//(0/)2]//

= 100(c™)? +1000"" " + 1000™ (¢")* 4 6000”" 0"’ + 200(c”)?,  (3.48)

2[%(1?}?“”)*}%0 = 100[(6")?'’ + 200[0" (")’

= 2000"0"0" +2000""(0")? 4 400(c")*(0")?, (3.49)
2 [(RRW)*] V,.V,0 = 100(c”)? + 200(c")2(0")?. (3.50)
—(V, R VFs = —100[(c")?) 0" — 400[c" (0")*] 0" — 400[(c")*] 0",

= —2000"0"0" — 4000"(0")* — 800(c”)?(0")* — 16000” (0')*,  (3.51)
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—R*0o = —100(0”)? — 400(c”)*(0”")? — 400(c") 0" . (3.52)
Através dos resultados de (3.48)) a (3.52) podemos escrever
V=9V, V,(RR") = 1000""¢" 4+ 100" (c')* + 6000" "o’ + 200(c")?

—2000"(0")® +100(0”")* — 600(c”)?(c”)?* — 20000” (0’)*. (3.53)

3.4 O termo topolégico modificado E; na métrica con-
formalmente plana

A partir das nove transformacoes conformalmente planas listadas nas segoes
anteriores, podemos obter os coeficientes da relagao (3.2) a fim de que (1.6) seja valida.

Verificamos que a combinagao dos o's,

3
Ey = Eg+ 5D2R +adR? + bDwa + cDRimﬁ +dV,V, (R /\aﬂRV)\a,8> _
21 d
(5 +200 + 80+ 6e + 5) V, 9, (Rag )
d
+(3 b —2— §)vaV(R;RM)
1 d
+g<—3+6b+60+ 5)wv,,(RRW), (3.54)

valida Va, b, ¢, d, elimina todos os termos de ordem maior ou igual a dois em o, para o caso

de uma transformacao conformalmente plana, gerando

vV _gEﬁ = v/ —g(E:% - 6560') == —60'(“) . (355)

Aqui vemos que a constante em (|1.6) assume o valor k = —6. Ademais, para o caso
_ 6 . ) =
conformalmente plano, Ago = 22 = ¢ aléem de Eg = 0.
5 on

Podemos escolher os parametros indeterminados a, b, c e d de tal modo que os

termos que contenham o tensor de Riemann se anulem em ([3.54)),
123 1
a=-——=
100 2

e assim, obtemos o mesmo resultado publicado em [54]. Entretanto, o caso mais simples

5 18
c=d=0, G b=2C-1 (3.56)

seria adotarmos a = b = c = d = 0 o que gera a relacao
3 _
V=9{Bo + £ [OPR + V, V(TR R + SRR = RR™)| ) = 610

= —60™). (3.57)
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Motivados pela obtengdo da relagao (3.54) nosso proximo passo, e sem davida
muito mais trabalhoso, é a obtencao de relacao semelhante para o caso mais geral de uma
transformacao conforme da métrica. Esperamos, neste caso mais geral, conseguir remover
a indeterminacao nos coeficientes a,b,c e d na equacao confirmando a forma do

operador Ag encontrado, por exemplo, em [27-29|.



Capitulo 4

Transformacoes de g e dos termos
superficiais =; na métrica mais geral 6D

- O termo topologico modificado

A partir dos resultados obtidos no capitulo [3], podemos generalizar as transfor-
magcoes dos termos da base para qualquer métrica; embora o trabalho seja arduo, ele
se revelou gratificante no fim da jornada. As transformacoes conformes das oito derivadas
totais demandam um rol de objetos de primeira a quinta ordem em o, & medida em que
eles se fizerem necessarios no desenvolvimento do capitulo, iremos defini-los. Deve haver
uma combinagao linear dos termos superficiais adicionados a densidade de Euler 6D que
possua transformacao conforme que se encaixe no forma da equacao eliminando todos

os termos de ordem igual ou superior a dois em o de acordo com o que conjecturamos no

capitulo

39
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4.1 Notacao mais condensada para a transformacao de
Eg

Preliminarmente vamos considerar os seguintes objetos (com seis derivadas) em

primeira ordem em o semelhante & base descrita em [29],

x1 =RV, V,00 Y2 = RO%0 xs = (VR")V,V,V,0o
xa = (VFR)V,O0 xs = (VFV'R)V,V, 0 X6 = (OR™)V,V,0

x7 = (OR)do Xs = R* 03, RV, V0 X9 = R.,500

X10 = RagR”o”’ﬁVﬂV,,a x11 = RMR)V, V0 X12 = RfWDJ

X13 = RR™V ,V,0 X1 = R*0o x15 = (V'OR)V 0

X16 = Rapyu(VFR)V,0 xir = R (V,Rya)Vso  xis = R (VHR™)Vao
X19 = Rw,(VaRI”W)VQO' X20 = R“V(VHR)VVO' X21 = R(V“R)V/LO' . (41)

Para completar a lista acima, podemos definir também o objeto em primeira ordem em o
xo = Po, (4.2)

o qual aparecera oportunamente.
A transformacao conforme da densidade de Euler Eg em D = 6 ja foi apresen-
tada no do capitulo [2, porém definiremos uma simbologia para os objetos constituintes

desta transformacao a fim de facilitar os esforcos despendidos neste capitulo,

V—9Fs = +/—g (EG + 24xg — Gx9 — 48X 10 — 48X11 + 24X12
25

24515 = 6% + > ;7). (4.3)
j=1

onde, as quantidades Y; sao dadas por



Ti = RuasR" Vo VPa
T,= RR"V,0V,0

T7; = ROV, V,oV'Ve
Ty =R"V,0V, 000
T3 = R(Vuvu0>2

T = ROo(Vo)?

Ty = (0o)?

Ty =V, V,oVFaVoo
Tos = Oo(Vo)t,

Ty = R* Ru0sV*0 V70

T5 = Ruas V"'V V'Via
Ys = R"V,V, 000

Ty = RV, V,0(Vo)?

Ty = R({o)?

Y7 =V, V"0V, V0V, V'

Too =V, V0V, V*V,o0VFa

Yy3 = (Ho)*(Vo)?

e os coeficientes a; sao tais que,

a; = —24
ay, = —24
ar = 96

ap = 96

a3 = —24
ag = 24

a9 = —48
a9 = —288
ass = —144.

as = 48

as = 48

ag = —96
ay; = —48
as = 24
air = —96
asy = 288
Qo3 = —144
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T3 = R'R,\V,0V 0

Ts = RuasV"'VeaV 0V 0
Ty9 =RV, V,oV'oV
T, = R‘“’V#UV,,U(VU)2
T =RV,V,0V¥'ocV’0
Tz = (V,V,0)0o

Ty = (V,V,0)* (Vo)?

Yoy = V#V,,UV“UV”(T(VU)2

(4.4)
as = 48
ag = —96
ag = —192
ap = 144
a5 = 48
a1g = 144
ay = 144
Qoy = —H76
(4.5)

Faz-se necessario acrescentarmos outros escalares os quais aparecerao nos cal-

culos futuros, note que alguns deles contém também derivadas dos tensores de curvatura.

A lista a seguir completa todos os objetos contendo ¢ utilizados nas transformacoes deste

capitulo.
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(a) Escalares de segunda ordem em o

Yo5 = (OR™)V 0V, 0 Yor = (VEVYR)V,0V,0  Tos = (VER')V,V,0V o0

(

Yoo = (VFR™)V,VaoV,o T3 = (VFR)V 000 Y31 = (V*R)V'0V,V,0
ng = RWVUUV“ Oo ng = RMVVQUVMVVVQU T34 = (
(

T35 = VHVVO'V#VV Oo T36 = (V“VVVaa)z T37 = VILDO')Q
Ty = Pc 0o T3 = RV*UoV,0; (4.6)

(b) Escalares de terceira ordem em o:

Ty = P0(Vo)? Ty =V,00V'V0V,0 YTi=(V'R)V,0(Vo)’
Ty3 =V, V,VooVV'0V Ty=V,V,00VFeV’c Ty =V, UoloVFo
T4 = (VuRa)VFoV oV (4.7)

(c) Escalares de quarta ordem em o

Ty =V,00V'e(Vo)? Tys =V, V,VoV'oVaV% . (4.8)

Detalharemos nas proximas secoes as transformacoes conformes das derivadas totais lis-
tadas em (3.1). Grande parte das transformagoes dos tensores de curvatura, inclusive dos

objetos quadraticos na curvatura, pode ser encontrada, p. ex., em [37].

4.2 Transformacao dos termos superficiais =;

4.2.1 Transformacdo de (*R

Esta transformacao pode ser obtida aplicando a transformacao do operador [

atuando em um escalar ¢ cuja transformagao seja do tipo
p=e g, (4.9)
(ver Apéndice [C). Para D =6 e k = 2 temos

Op = e % [0¢" — 4(V,6")V'o — 4¢*0o] . (4.10)
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A transformacgao de LJR para o caso D =6 é

OR = e *[0R - 2R00 — 4R(Vo)? — 100°0 + 20(0o)?
—4000V40V*0 — 40(V,V50)* + 8000 (Vo)? + 80(Vo)'] . (4.11)

Para este caso, faremos as seguintes substituicoes em (4.10)):

e —0OR (4.12)

@ — OR—2R00 —4R(Vo)? — 100°0 + 20(0o)? — 400V 40V 0

—40(V4V30)? + 8000 (Vo)? + 80(Va)t . (4.13)

Substituindo (4.12)) e (4.13) na equagao (4.10) e multiplicando-a membro a membro por
v/—g = €% /=3, ap6s certa algebra, obtemos

V=9PR = V=5 (DQR — 100 — 2X2 — 4% — 6%7 — 4x15 — 8073 — 8T, + 16075
—320T¢ — 24077 + 320Tg + 320710 4+ 320 15 — 8T 13 + 8114 + 32145
+167T 16 + 320 15 — 80T 19 + 640 59 + 32015 — 640 95 — 3207 53
—12807 94 — 320 25 — 40 95 — 320 95 + 8059 + 8T59 — 16 5
—160T3, — 4134 — 160 35 — 80T 36 + 80T 35 + 80 40 + 48014y + 16T 4o
4320 43 + 160 4y + 160745 + 160T46> . (4.14)
4.2.2 Transformagao de OR?,

A transformacao do objeto quadratico na curvatura, também conhecido como

escalar de Kretschmann [53], R?,, 5 para D =6 ¢

Rs = € [R5 — 8RasVVP0 +8RsV* 0V o — AR(V0)? + 16(V,V0)?
+4(00)? — 32V, V0 V@aV’e + 3200(Vo)? + 40(Va)'] . (4.15)

Para este caso, as substitui¢oes em (4.10)) sao

0 — R (4.16)

uvaB
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7 = R, —8R.sVVP0 48R,V 0V — AR(Vo)? + 16(VaV 0)?

praf

+4(00)? — 32V, V30 V2oVia + 3200 (Vo)? 4+ 40(Vo)*. (4.17)

Substituindo e na equagcao e multiplicando-a membro a membro por
V=i =Yg,
V=9OR:,.5 = \/__g(iﬁiyaﬁ —8x1 — 16x3 — 8X6 — 4Xo + 16X10 — 16X11 — 16X16

—16X18 + 8Y19 — 32T + 1675 — 8T, — 6475 + 1926 + 8077 + 327
—192T9 + 32T 19 + 160T 15 — 8 15 + 32T 15 + 16T 16 — 64717
—16T 19 + 576 90 + 160 o1 — 128 9y — 128 93 — 640 94 — 1607 55
+8T 96 + 96T 95 — 16 31 + 16T 30 + 32 33 — 4T 34 + 3235 + 32T 36
+8Y 37 + 855 — 839 + 32 40 + 64T 41 + 16T 40 — 256 43 — 32T 44

43975 — 64T 45 + 32T 4 + 128T48>. (4.18)

4.2.3 Transformacgao de DR?W

Para este caso, as substituigoes em (4.10)) sao

2
¢ — R, (4.19)

5 = R, —8R,V"V'0 +8R,,V"oV’0 — 2R00 — SR(Vo)? + 16(V,V,0)?

+14(00)* — 32V,V,0V*oV’0 + 7200(Vo)* + 80(Vo)* . (4.20)
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O que nos fornece, analogamente aos objetos anteriores,

VEIOR:, = y=5(OR, — 8% — 2% — 1685 — 4% — 8% — 2% + 16%0 — 16%n
—4y19 — 1618 — 32T5 + 165 — 164 — 6415 + 1926 + 8077 + 327
—192Tg + 112715 + 320T 15 — 16T 13 + 8T 14 + 64115 4+ 32716 — 6477
480715 — 56T 19 + 896 50 + 320 51 — 44855 — 288T 93 — 128079y
—320Y 95 + 86 + 96T 95 + 830 — 32 51 + 1630 + 32 55 — 834
+32T 35 + 327 56 + 28T 57 + 28T g5 — 859 + 72T 40 + 224T 41 + 32740

—256T 43 — 32 4y + 32T 45 — 64T 46 + 32T 47 + 128T48> : (4.21)

4.2.4 Transformacao de OR?

A transformacao de R? para D = 6 é tal que

o — R? (4.22)

@ — R?—20R0o —40R(Vo)? +100(0)? + 40000 (Vo)? 4 400(Vo)* . (4.23)
As substituigoes destes resultados acima em (4.10) geram

V=9OR> = V=5 (i}?? — 202 — 40¥4 — 20%7 — 4X14 — 821 — 80T, + 800T
+16007 15 — 80T 135 + 80T 14 + 320715 + 16016 + 800T 15 — 4007 19
+3200T 50 + 1600T5; — 3200T 25 — 160025 — 6400 5, — 16007 25
+80T 39 — 160 3; — 40T 54 + 200T 57 + 200T 35 4 4007 40

16007, + 160T42) . (4.24)

4.2.5 Transformagao de V,V, (R \,sR")

A fim de avaliarmos as transformacdes conformes mais gerais dos quatro tltimos

objetos listados em ({3.1) devemos novamente utilizar a relacao (3.26) da segao [3.3.5. A
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transformagao conforme do objeto R* y,5R***? ¢ dada por

R 5B = e7O7 R\ RP — ARFPV Vg0 + AR"PV .0V g0 — ARY'VYV 0
+4RIV oV — 4R" (V0)* + 4VIV o V'V + 25" (V4 Vs0)?
+4VHVYolo + 12VH*V"0(Vo)? — 4VFeV oo — 8V V“eV oV o
— 43"V V30V VP0 + 45" 00 (Vo )? — 8V o VYo (Vo)?

+85" (Vo)']. (4.25)
Para este caso, faremos as seguintes substitui¢oes em ([3.26)),

A 5 RE g RS (4.26)

A RM R — 4RFYEN Vg0 4+ ARV ,oV g0 — ARMNVYIV
+4RMV oV — 4AR™ (V0)* 4+ 4VIV 4,0 V'V + 25" (Vo V0)?
+4VHVYolo + 12VF*VY0(Vo)? — 400VH VYo — 8V VWV oV o
—4§"" Vo V30V *aVPo + 45" 0o (Vo) — 8VFaV e (Vo)? + 85" (Vo)*. (4.27)

Contraindo todos os termos de (4.27) com g,,,,

A Riﬂm —8R*V Vo +8R*V 0V 0 — AR(V0)? +16(V,Vs0)?
+4(00)? — 32V, V30V@oVPo + 3200(Vo)? + 40(Vo)*. (4.28)

Substituindo estes resultados em ([3.26)),

V=9V, V(R yap R"P) = \/__g[vuvu(}?“ g RRP) — Ay — 43 — 24 — 4X6 + 4Xs
—Xo — 4X11 — 8X17 — 418 — 2X20 + 411 — 8 5 — 2475
+48Y 6 + 8Y7 + 16Ts +8Y 11 + 4015 + 815 + 4T 16
+16T 17 — 8T 15 — 8T 19 + 80T 90 + 40Ty — 80T — 40T 53
—160T 24 — 40 95 + 4 96 + 32T 9 — 899 + 4 39 — 8T3y
+16T 35 — 234 + 16 35 + 836 + 1237 + 4T 35 + 16T 49

48Ty + 8T — 32745 — 16Tay — 16T 45 — 16T46] . (4.29)
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4.2.6 Transformagao de V,V,(R,zR""%)

O objeto de segunda ordem na curvatura de R,sR**"® transforma-se tal como

RogR* P = e % [R.gR'" — AR"PV N g0 + 4R'"PV .0V 50 + 2RIV V0
2RIV Vo — g RV V0 + " R*V 4oV 30 — R* 0o
—3R"(Vo)? — RV*V 0 + RV*oV 0 — " R(Vo)? — 8VHV 0V V0
+3"(00)* + 45" (Vo Vgo)? 4+ 8VAV 0o + 16VOV eV 0V 40
—83"'V V30V VPlo +8VHV 0(Vo)? + 12" 0o (Vo )?
—8V*o Voo — 16V*oV 0 (Vo)? + 163" (Vo)'] . (4.30)

As substituigoes em ({3.26)) sao

A" — RygRMVP (4.31)

A RagRMP — ARMN V0 + AR"VPY .oV 3o + 2RUVIV 0
2RIV oV — g RV Vo + " R’V 4oV go — R*Oo
—3R"(Vo)? — RV"V’0 + RV*oV’0 — g R(Vo)* — 8V*V 0 V"'V
+g"(00)? 4 45" (Vo V30)? + 8VAV 0o 4 16VOVH oV 0V 40
—85"'VoV30V*oV’0 +8VHV0(Vo)? 4+ 125" 0o (Va)?
—8V*oV oo — 16V*aV”0(Va)? 4 165" (Vo)*. (4.32)

Contraindo todos os termos de (4.32)) com g,,,,

A% — Rl5—8R*V,Vs0 +8R*V,0Vs0 — 2R00 — 8R(Vo)? + 16(VaVs0)°

+14(00)* - 32V, V0V VP + 7200(Vo)? + 80(Va)*. (4.33)
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O resultado desta transformacao equivale a

V=9V, Vo (RapRP) = /=G |VuVu(RapR'P) — Xa — 2Xa + 2X5 — 5X6 — %)&
+2Xs — 2X10 + 6X11 — X12 — X13 + 2X16 — 12X17 — 2X18
+X19 — X20 — %xgl +10Y7; — 1073 — 37, — 2075 — 1075
+10 g + 40T 15 + 80 15 — 3T 13 + 314 + 16T 15 + 8T 6
+407T 18 — 20T 19 4+ 16099 + 80 g — 160 29 — 80T o3
—320T 24 — 80T g5 4+ 5 96 — 2 97 + 20 95 — 20T 59 + 6T 50
—1075; — ng4 + 10757 + 10738 4 20T + 80Ty

+8T4Q] . (4.34)

4.2.7 Transformacdo de V,V,(R\R")

Para o invariante RXR"*, as substitui¢oes em ([3.26)) sao

AP —y RERY (4.35)

A RMRY™ — 8RUVYIV + S8RV oV — 2R* o — S8R (Vo)?
+16VHV o V'V + g (0o)? 4 8VFV oo — 8VHa VYoo
—32VeV eV oV 40 4 32VEVY0(Vo)? + 85" 0o (Vo)? — 16VHaV o (Vo)?

+16g" (Vo)*, (4.36)
além de

A% — R%5—8R*V,Vs0 +8RV,0Vs0 — 2R00 — 8R(Vo)? + 16(VaVs0)°

+14(00)* — 32V, V0V2oVPia + 7200(Vo)? + 80(Va)*. (4.37)
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A transformagao finalmente é dada por

V=9V V,(RAR™) = /=g|V,.V,(RLR"™) — 10x1 — 8X3 — 6Xa — 4X5 — X7 + 8X1o0
—14¥11 — X12 + 8X17 — 618 — 2X19 — 3X20 — 811 — 16T
+16T3 — 1675 + 96T + 2417 + 20T + 48Ty — 8T 1o + 247,
+80T 1 + 2T 14 + 16T 15 + 8 16 + 6417 — 24T 15 — 20T 9
+96T 50 + 80T 51 — 208T 55 — 88T o3 — 320 5, — 80T o5 4+ 4T o7
+32T 95 + 16 99 + 8T g9 — 16T 3y + 44 30 — 835 — 475,
+40T 35 + 16 36 + 34T 57 + 10 35 4 2 39 + 40T 40 + 12814,
+20T 49 — 32T 43 — 40 4y — 56 45 — 3246 — 8T 47
—32’?48} . (4.38)

4.2.8 Transformacgao de V,V,(RR")

Para o caso de RR", devemos fazer as substitui¢oes em (3.26]) de acordo com
A" — RRM, (4.39)
A RR™ — 10R*Oo — 20R"™ (Vo)* — 4ARV*V”0 + 4RV* oV
—g" ROo — 4g" R(Vo)? + 10g" (Qo)? + 40V*V¥ oo

—40V*o V¥ o0 + 80V*V e (Vo)? + 605" 0o (Vo )? — 80V oV o (Vao)?
+80g" (Vo )* (4.40)

e também

A" — R? —20R0o — 40R(Vo)? 4 100(00)? + 40000 (Vo) +400(Vo)t.  (4.41)
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Finalmente,

V=9V, V,(RR"™) = /=3|V,V,(RR"™) —10x1 — 5X2 — 20X4 — 4X5 — 6X7 — 2X13
—X14 — 6X20 — 321 — 1274 — 4077 + 20 s + 2407y + 16071
+40T1; + 400 15 — 12735 + 22714 + 80T 15 + 40165 + 16077
+160Y 15 — 120719 + 480 99 + 400 o, — 1040 9y — 4407 o5
—1600T 54 — 40095 4+ 4 o7 + 36T 39 — 56 5 4 60 35 — 40 35
—147T 34 + 40735 + 10057 + 60 35 + 10 39 + 140 49 + 5607 4

46040 + 160 43 — 40T 44 — 12045 — 40 47 — 160T4g] . (4.42)

4.2.9 A dependéncia linear entre os ='s

As transformacoes listadas nos permitiram realizar uma série de combinagoes
lineares cujo objetivo era, entre outros, revelar propriedades ocultas da base descrita em
(3-1). Utilizando o software Mathematica [53] e tomando como apoio as transformagoes
(4.14), (4.18), (4.21), (4.24), (4.29), (4.34), (4.38)) e (4.42) foi possivel mostrar que

\/—g(EQ — 453 + 54 — 455 + 856 + 857 - Eg) =

= /—5(Z5 — 455 + E4 — 455 + 85 + 857 — 45;), (4.43)

ou seja, a combinacao acima entre os ='s apresentava invariancia conforme.
Poderia ser a quantidade acima identicamente nula denotando assim uma de-
pendéncia linear entre estes temos? Apods investigacao, concluimos que a resposta a esta

questao foi positiva e portanto,
o — 453+ 24 — 4254856 +8=7 — 4= = 0. (4.44)

No Apéndice D] provamos analiticamente que a relagdo acima ¢ de fato identicamente nula
revelando assim uma dependéncia linear oculta entre os Z's [56]. Ap6s pesquisa em outras
referéncias [57, 58] também encontramos esta mesma rela¢do oriunda do divergente da
equacao de movimento da lagrangeana F,, tal fato nos motivou a ir além e apresentar uma
derivagao ainda mais sutil e generalizada para D-dimensoes da nulidade do termo entre

parénteses em (4.43)) (ver Apéndicese. Isto posto, concluimos que a dependéncia linear
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entre os elementos da eq. (4.44]) envolve todos os sete termos e nao pode ser subdividida

em outras dependéncias parciais.

4.3 O termo topologico modificado E; e operador
conforme Ag na métrica mais geral

De posse dos resultados da secao anterior, o proximo passo é determinar os

coeficientes ; para as derivadas totais (termos superficiais) de forma a obter Eg tal como

Es = Es+ o[PR+ ax0R., 5+ as0R., + au0OR* + a5V, V, (R 45, R*")

+ a5V, V, (Ras R*P) 4+ a7V, V,(RER") + asV ,V,,(RR") (4.45)

de modo que ([1.50)) seja satisfeita. Uma vez que é vélida a relagao (4.44)), podemos eliminar
qualquer um dos termos superficiais exceto =y na eq (4.45)). Como exemplo inicial, optamos

por eliminar =4 o que equivale a fazer ay = 0 [22]. Neste caso, encontramos na eq. (|1.50))

k = —6 com os coeficientes em (4.45)) iguais a
3 9 5 3

a =g @ =—75 = 158+ gh a3 =&
84 11 36

a; =0 as=— +3& + & ag = —— — 26 — B&
5 2 5

18 7
ay = —g — 51 — §§2 ag = 52 . (446)

Aqui & e & sao parametros livres que permanecem indeterminados pela condicao ((1.50)).
Adotando os coeficientes em (4.46)), todos os termos nao lineares em o se cancelam em

(1.50) e os termos lineares remanescentes fornecem o operador conforme de sexta ordem]

1Vale ressaltar que podemos encontrar na literatura uma teoria geral para a construcio de operadores
conformes 6D (ver, p. ex., [27/129,[43]), mas nenhuma delas obtida através da estreita relacio entre Fg e

Ag.
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3
As = O’ +4R"V,V,0-ROP +4(V'R")VoV,V, + 4OR")V,V, - £([OR) 0

64 4 6 1, 7
_ _Ze I vafy -~ _ - - 2
(=5 36— 20) R s ROV, + (2 = 56+ 26 ) Ry D
78

4 av 3 o RV

G+ 252)RQBR“ Y,V + (E L6+ 552)}%“ R'V,V,
1 17,y 26 1. 1 »

+ 651 - Efé) R, D+< —% 551 — 552) RR™V ,V,

1 2 8
652)32 0+ g(V“ OR)V, + g( — &+ fz)Ragw(V“Ro‘ﬂw)Vy

4 va 41, 1 o

- + 551 + 252) R B(VuRua)vﬁ + (E - 561 - §€2>RW(V“R )Va
3 ) 13 1 1
— . o DUV - - - UV
26 = 26  Ru(VR)Va + (24 26+ 16 ) RV (TuR)V,

3 1 1
+ ( - 651 + 552) R(VFR)V,. (4.47)

=+

Se fizermos uma mudanca nos parametros de acordo com

¢ = —%(256 1350+ 60G) e & = —%(128 +5G = 20G),  (4.48)

a expressao de Ag assume a forma

Ag = P+4R™V,V,0-RO*+4(VR*)V,V,V, + 40O R")V,V, — > (OR)O

5
3
FOR 0y RV, + QR 05 0 =G Rag RV, Y, + (6 — Z<1> R'“R'V,V,
| ) 1 » 9 1. 1 .\,
H-1 g% G) R, O+( -2+ ZQRR ViV (25 0% T 10C2>R -

)
+ g(v# OR)V, + (G +4G) Rapyu(VFRIV, — GR™P(V,Rya) Vs

+(6 n ig)RW(V“Rm)Va + ( . %Q . 2c2>RW(vaRW)va

+(1- ég) RV, R)V, + ( — 2—75 + %

1
G+ £G) RVAR)V,., (4.49)
o que coincide exatamente com a publicada em [29).
Um aspecto interessante ¢ que o tnico coeficiente rigorosamente determinado
em 1} é o) = % Assim sendo, pode-se obter relagoes analogas fazendo nulo qualquer
outro coeficiente dos termos superficiais, embora sempre sobrevivam duas indeterminacoes.

Em todos os casos a forma de Ag permanece inalterada. Portanto, o que mostramos aqui

¢ o fato de haver sete maneiras distintas de se obter identicamente Ag.
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Vamos investigar a forma de Eg e Ag no caso em que o coeficiente s de
V.V, (R" rap RP) & eliminado. Os demais coeficientes de Eg na eq. 1) tornam-se,

neste caso,

3 45
06125 a2:_ﬁ_561 B az = [
11 1 444
&4:—51—552 as =0 @6254‘851
78 168
Qry = ﬁ + 1061 ag = —g - 661 (450)
e o operador conforme Ag é expresso por
3
As = [P +4R"V,V,0—ROP? +4(VOR™)V,V,V, + 4(DR"”)VMVV - (OR)O
368 4
e P vafy s Y 2
( 55 51) Fasn BTV ( 11 51 ﬁQ)R“”aﬁ -
368 606
e pavf3 it Ho RU
(5 51) RagR*9,9, + (S + 20 ) R Y,V
202
_ 22 _e_z v
+( =5 430+ 20 RO+ (= 2 — 25 ) RROV,Y,
o’ b 2,
HEEEYE —BQ)R 0+ H(VFOR)Y,
448
+(— — — 1681 — @)Raﬂw(vmaﬂw)vy
368 238
e ,uzlaﬁ L pra
+(5 61) (VRuo) Vs + (S = 261) RV R)V,
206
+( _/Bl + /62> Mu(vaRuy)v
101 47 13 2
e % 25 2 p
+(5+ ﬁl)R ViRV, + (= 2 = 20— =) RIV'R)V,. (451)
A expressdo acima é idéntica a (4.47)) se fizermos
126 84
pr=— —fl + 52 e fo=———25— —52 (4.52)

Outra escolha, de muita utilidade na resolugéo do sistema envolvendo os tracos
das equagOes de movimento das lagrangeanas locais (ver capitulo |5}, é o caso em que

tornamos nulo o coeficiente de V,V,(RR""), ou seja, ag = 0. Os resultados sao

3 1
04125 042:—’714'172 a3 =
9 1 1

= —— 771 — 7= =6—3 =2
Oy o5 1071 1072 Qs 72 &7 V2

a7 = 72 ag = 0. (453)
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Neste altimo caso, a forma de Ag também ¢é idéntica mediante substituicoes adequadas
nos parametros y; € vs.

Em suma, todas as escolhas de um dos coeficientes o (k =2, - | 8) igual a zero
conduzem ao mesmo operador conforme Ag, todavia, optamos por nao relacionarmos os
exemplos faltantes devido a redundancia dos resultados. Esta série de derivacoes idénticas
para Ag reforca a argumentacao da dependéncia linear existente ente os objetos =y (k =
2,---,8) expressa em (4.44).

Chamamos a atencao para o fato de que a relacao , principal éxito do
trabalho aqui apresentado, nunca ter sido obtida antes, provavelmente devido & complexi-
dade dos calculos necessarios para obtencao dos coeficientes ay. Atingimos nosso objetivo
através do esforco combinado entre trabalhos feitos & mao e o uso das ferramenta compu-
tacionais Cadabra |46|47| e Mathematica [53).

Finalizando este topico, cabe destacar que, embora relativamente mais facil do
que os calculos principais - mas ainda sim consumindo certo esforco, foi possivel verificar
que o operador Ag satisfaz a invariancia conforme e é auto-adjunto fx pAg) =
[, Ay, propriedades estas ja conhecidas (ver [27-29/43]). Contudo ¢ interessante afirmar
que ambas as condicoes nao impuseram nenhuma restricao aos parametros arbitrarios & e
&5. Discutiremos algumas consequéncias fisicas destas ambiguidades no préoximo capitulo
onde também desenvolveremos um caso particular de solucao para lagrangeanas locais

produzindo termos superficiais (1.9).



Capitulo 5

Lagrangeanas locais dependentes da
métrica e sua relacao com os termos

superficiais 6D

O ultimo passo na integragao da anomalia é a solucao da eq. . Diferente-
mente do caso quadridimensional em que temos um tnico termo superficial, no caso 6D ha
um conjunto de termos superficiais que combinados formam a parcela =¢ = v, = presente
na anomalia. Para solucionarmos este problema é necessario encontramos um conjunto
de lagrangeanas locais £; dependentes da métrica, com seus respectivos coeficientes cg;,
cujos tracos das equacoes de movimento geram cada um dos termos superficiais =, que
aprecem na anomalia. A solucao explicita de nao pode ser encontrada [59] pois ha
redundancias nas relacoes geradas pelos tracos das equacgoes dos £;. Uma possivel expli-
cacao para estas redundancias pode ser encontrada mesmo em 4D, nesta tltima situacao
temos trés lagrangeanas locais que geram o termo [JR na anomalia quadridimensional. Na
secao |p.1| apresentamos as dez lagrangeanas locais dependentes da métrica para D = 6.
As primeiras oito sao os termos ciibicos na curvatura que constituem Fg e as duas ultimas
sao os objetos R, LJR* e RLIR. E possivel mostrar, em grande parte devido a técnica
de integragao por partes, que qualquer outro integrando local 6D pode ser expresso como
combinacao destes dez objetos. Na secao mostramos uma solucao para um caso parti-

cular .= a qual serd detalhada como exemplo didatico. Por ultimo, podemos especular

%)
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que os valores especificos de 7, na anomalia podem indicar uma possivel determinagao dos

parametros & e & presentes em Eg e Ag.

5.1 Tracos das equacoes de movimento dos termos lo-
cais em 6D

Nesta secao listaremos as agoes cujos integrandos nao sejam derivadas totais, e
sim termos locais dependentes da curvatura. Definiremos tais acoes na forma I,, = fx L,

onde,

fCl = Ra)\ﬁTRApTURpaaﬂa £2 = Raﬁ )\TRAT pURpU afs £3 = Ra,BRa '\/)\TRﬁ’YATa
Li=R¥PRRog,, Ls5=RSRIR), Lo=RR%,., L;=RR%,
Ls=R} Ly=R0OR.s, Lio= ROR. (5.1)

Além disso, forneceremos a lista de suas respectivas equacoes de movimento [34],

o = _L ok , bem como seus tragos P, = g, L, (5.2)
V=909 !
0s quais tém a seguinte forma:
o = %g““RO‘ A R TR 6% 5 = 3R\ ¥ [ Ryog VRV
+3V V(R , ¥ ,RVIPP7) — 3V VT (RW V) (R, 7 ),
b, = ?R%BTRAPTURPQ%JF255—356, (5.3)
oy = %g“”Ro‘ﬁ AR pe R 0 = 3RV R o VRN — 6V V(R )y Ry VP7),
P, = ?H“ﬁ RN o R o5 — 625, (5.4)
L = %g““RagRo‘ e RO — RURPTRY o — 2Rog R, W RIT
—% G VaVs(RONRP\ )+ V ,VH(RIAR )
—% O(R* 5 RAT) — 2V, VA (RVRYAY) — 2V, VT (RGR¥ 1)),
Py = ?RQBRQ arROAT — %Eg — Dz_ 255 — 25 — 25, (5.5)
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1
—g" R R Rorgr — 3(Raa ¥ sRVARP) — (R R,5) — VoV 3( R* RYP)

_ WVO‘VB(R’\TR)\M/;) + 2VAV(M(RV)Q>\/BRQ§> + VOCV/B(RO‘(“RVW),

D—-6 - = =
TRQBRATRO&\&— L_43 - (D - 2):6 + o7 — 28, (56)

%
(b7

1
O = g"RSRIRY —3RLR™R] + 3VOVU(RYR))
3 3

—58"Va V(R RY) — SO(RAR™),
D 6 3. .D—2_
by = YRR, — 558 —3—5—51, (5.7)

1
L = —g"™RRZ,,, — R" R, — 2RRy ““ R,V

2
+VINY R, — " O R, — AVPVA(RRy W3 V),
D—6 - =
(b(i = TRRO@Q}\T (D — 1)\:2 - 4‘:87 (58)
1
= 9"RRL; — RV R, — 2RR{R™ + V'Y (RG5) — ¢"ORG,
+2V, VH*(RV*R) — ¢"'V,V(RR*?) — O(RR"™),
D—6 — - —
= TRR (D - 1):3 — D4 — (D - 2):87 (59)
1
P = Eg“”R3 — 3R™R? 4 3V"VYR? — 3¢"R?,
D —
Py = T6R3 —3(D —1)Zy4, (5.10)
%gﬂ”RQBDRaﬁ — RPVWVY R, — 2RMORY™ 4 2VoV*“ORY)

—g"' Vo VORY — ?R™ 4 2V*(R,s V" RVP) — 2V*(R*“VY)R,5)
1
+V (R VY RP) — —g‘“’VA(Ra,BVARaB),

D—6 D D D—4
af = I =
—R DRaﬁ 5 =1 5 =3+ 1 =4
+2(D — Q)EG — 2=, — (D — 4)58 , (5.11)

1
—Eg“”(v R)? + (V*R)(V"R) 4+ 2V*V'OR — 2¢"'°R — 2R"™[OR,
D—6 D—2

——5—ROR - 2(D ~ 1)5, - ——E,. (5.12)
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Na derivacao dos tragos, usamos expressoes dadas no Apéndice [A]

A resolucao do sistema de equacoes geradas pelos tracos das dez equacgoes de
movimento com oito incognitas Z; aqui apresentadas é impossivel pois ha certamente
redundancias nelas escondidas. Na proxima secao apresentamos um estudo de caso com

uma combinacao particular de coeficientes 7, na anomalia.

5.2  Solucao dos termos superficiais =; nos tracos das
equacoes de movimento das lagrangeanas locais 6D

Como ja dito, o conjunto de eqs. a contém redundéancias, o que faz
com que tenhamos que fazer certas escolhas para a sua solucao. Ilustraremos inicialmente
este tipo de redundancia em 4D que, como sabemos, possui apenas um termo superficial.
Neste caso, temos uma liberdade de escolha com relagao a lagrangeana local cujo traco
da equacao de movimento fornece este tinico termo. A derivada total (IR pode vir de trés

lagrangeanas distintas,

_ 1 9w d 2
6 v/—9 0guv fac R

— 1 guv ) 2
OR = 3 [, R%; (5.13)
—Llow & [ p2
2 /=g 8guy Jx “raBAT

E de se esperar que tenhamos uma liberdade de escolha ainda maior em 6D [59).
Assim, optamos em demonstrar uma solugao particular que depende do ajuste dos coefici-
entes da anomalia. Se escolhermos os coeficientes da eq. (4.53)) fixando as indeterminacoes

Y1 € Y2 COMo

71:1 e 72:4’ (514)
obtemos,
n 3 2 2 43 2 n vofry
By = B+ :O'R+0OR:, — O — 6,V (R" o5, R)

+ 8V, V,(RasR") + 4V, V,(RER") (5.15)
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assim como, o operador conforme Ag torna-se,

Ag = P +4R™V,V,O0-RO?+4(V*R™)V,V,V, + 40R™)V,V,

—g(m R)O —gRﬂ apy RPNV, + gRaﬁRwﬁvuvy +8RIRYV VY,
4, 8 32 5 2.,
SR O =3 RV, N, + RO+ (VO R)V,
8 8 16

2 R (VU RU)V, SRV, By Vs + 5 By (VAR 9

4 12
+§RW(VMR)VV — 2—5R(V“R)VM . (5.16)
Podemos, nesta situacao, definir por comodidade o termo superficial
53’7 = 53 + 4E7 = Vuvy(g””Riﬁ + RgRVa) > (517)

e assim, obtermos uma solucao particular para o sistema formado pelos cinco termos

superficiais presentes em Fjg,

1 1
2= — 0y — —@ 1
Y150 0 10 (5.18)
9
53’7 - __(D57 (519)
3
_ 1
=, = _Bq)S’ (5.20)
_ 1
= = _6(1)2’ (5.21)
1 1
Ty = ——P — — D,y 29
6 31 127 (5:22)

Ainda, por comodidade de notacdo, vamos renomear os ='s nas eqs. (5.18) a (5.22)) como,
1= &, 37— Eh Ei—E, S50 E) e o EL, (5.23)
e reescrever ([5.15)) de tal forma que

5
Es = Eg+ ) a,F. (5.24)
k=1
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Aqui, os coeficientes o) sao dados por

_%, aﬁl:—ﬁ e &328 (525)

Supondo um caso particular da anomalia em que apenas aparecam os termos superficiais

listados em ((5.23)) tal como,

5
(T = oW} + aBs + Y _ 1=

k=1
= ¢ Wh + aFs + Z(% — any)Z), (5.26)
k=1
e também renomeando,
Ly — LY, Lo— L Ls— L3 Ls— Ly e Lyg— L5, (5.27)

chegamos ao setor da acao efetiva responsavel pelo termos ='s, em analogia ao que foi feito
na eq. (1.37), que pode ser escrito
5
Toup = Y (1 — acj)ck: / L, (5.28)
i,k=1 x

com

_0 0 0_3(1)0 %-
00 3% 0 0
] =10 0 0 & 0 (5.29)
050 0 0
6§ % 0 0 0|

Embora seja um estudo em aberto, acreditamos que outras combinacoes dos
coeficientes v, certamente gerarao novas solucoes para os =, bem como fixarao os valores
das duas indeterminacoes presentes em Fg e Ag. Entretanto, optamos aqui por apresentar

somente este caso particular como exemplo ilustrativo.
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Conclusao

Ao longo do desenvolvimento do trabalho que culminou nesta tese foram obtidos os se-

guintes resultados originais:

1. Calculamos as expressoes gerais e para acao induzida por anomalia,
até o caso D = 6, tanto na forma nao local quanto na forma local com campos
escalares auxiliares. Assim, mostramos, pela primeira vez, que em dimensoes pares
maiores que 2 faz-se necessario o uso de dois escalares auxiliares para parametrizar
as nao-localidades, enquanto que em D = 2 é necessario apenas um campo auxiliar.
As aplicacoes destes resultados para casos em que D > 6 estao condicionadas as
conjecturas apresentadas em [21]. Nos casos D =2, 4 e 6 a conjectura foi verificada

respectivamente em [16], [17,/18] e na nossa publicacao [22].

2. Obtivemos a transformacgao conforme do termo Fjg, inclusive generalizada para D
dimensées, o que nos permitiu formular as conjecturas apresentadas em [21]. A
transformacao conforme de Fjg gera termos de até sexta ordem em o constituidos
tipicamente por derivadas do parametro conforme o e da curvatura. Este resultado
foi o ponto de partida para se tentar obter uma base de derivadas totais 6D que
convenientemente adicionas ao objeto Fjg gerassem um novo objeto, o qual denomi-
namos Eg, com uma transformacdo conforme em que somente termos de primeira

ordem em o sobrevivessem.

3. O passo seguinte foi a obtencdo de uma base linearmente independente de termos
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superficiais (derivadas totais) em 6D. Utilizando propriedades dos tensores de curva-
tura tais como identidades de Bianchi, encontramos a priori oito termos superficiais
linearmente independentes [22]. A partir da definicdo desta base, fazia-se necessério
obter também as suas propriedades conformes. Os céalculos destas transformagoes
sao extremamente extensos e, antes de o nosso resultado final ser obtido, ndo havia
garantias matemaéticas de que existisse uma combinacao linear a ser adicionada a Fg

a fim de obtermos Eg com suas propriedades conformes especiais.

Utilizando a ajuda de um software computacional, obtivemos as transformacoes con-
formes dos oito candidatos a base linearmente independente em uma métrica con-
formalmente plana com o parametro o dependente somente do tempo conforme.
Neste caso, os coeficientes dos termos superficiais apresentaram-se com quatro inde-
terminacoes [21]. Este resultado, embora particular, permitiu a continuidade
do trabalho pois mostrou ser possivel encontramos o termo topolégico modificado

mesmo que ainda em um caso especial de transformacao conforme.

O resultado subsequente foi a derivacao das transformacoes conforme dos oito termos
superficiais para o caso da métrica geral em 6D. Estes célculos foram bastante
complexos mas os resultados obtidos estavam de acordo com nossas expectativas.
Os coeficientes dos termos superficiais revelaram-se com duas indeterminacoes além
do fato de sete dos termos superficiais, cada um por sua vez, poderem ter coeficiente
nulos sem que o operador conforme Ag, se modificasse (Cap. na sua relacao
conforme com Fg. Tal operador, embora ji conhecido na literatura, nao fora obtido,
até nossos resultados [22], através de sua relagdo com o termo topoldgico modificado.
Vale destacar que aqui reside o maior éxito deste trabalho pois, como ja apresentado
no corpo da tese, o principal ingrediente da integracao da anomalia 6D é obtido pela

relacao entre o operador conforme e o termo topologico modificado.

Apresentamos ainda um caso especial de combinagoes de lagrangeanas locais que
devem ser adicionadas a acao para gerar os termos superficiais presentes na anomalia.
Uma solucao geral para este setor da anomalia 60 ainda estd em aberto e é motivo

de continuidade de nossa pesquisa [59).
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De um modo geral, muitos resultados significativos foram agregados ao longo
deste trabalho. Entre aqueles que certamente vieram no arrasto de todo o processo estao
as propriedades conformes de varios objetos relacionados a curvatura em dimensoes mais
altas, o que permitiu fazermos analogias e/ou generaliza¢oes dos casos mais conhecidos em
dimensoes menores. Uma vez que a anomalia conforme é uma das principais fontes de nosso
conhecimento sobres corre¢oes semiclassicas da acao gravitacional (ver, p. ex., [4,/9,/10]
26,60]), torna-se muito 1til termos uma melhor compreensdo das propriedades conformes
dos termos que a constituem. Neste contexto, um problema desafiador é estabelecer tais
propriedades conformes dos invariantes topologicos e suas relacoes com operadores que
atuam em escalares conformalmente inertes.

Até a nossa publicac¢do [22], estas relacoes somente eram conhecidas para espa-
cos bi e quadridimensionais. No entanto, nao existia um entendimento real sobre as razoes
fundamentais pelas quais essas relacoes ocorriam em D = 4 e se havia, de fato, relacoes
semelhantes para dimensoes pares mais altas. Sobre este fato, seria muito interessante
verificar a segunda conjectura formulada no capitulo [2| (ver também trabalho anterior [54]
sobre o mesmo tema). Uma efetivagao pratica destas relagoes foi uma etapa necessaria na
integracao da anomalia em 6D, ou dimensoes pares ainda maiores, e também ajudou a
chegar a solucao de uma das principais pecas do quebra-cabega matemético relacionado a
anomalia. E importante ressaltar que a integracao da anomalia requer nao apenas opera-
dor conforme [27,[43| (ver também [61H65] para outras publicagoes sobre o assunto), mas
também a relacao entre operadores e estruturas topolodgicas, p. ex., expressa na forma
. Este tipo de formula é extremamente importante para a integracdo da anomalia em
D =2e D =4 e assim a crenga na conjectura 2 (cap. representou um passo decisivo

no sentido de se realizar o mesmo esquema em dimensoes pares mais altas (D = 6,8, --+).

Ainda a respeito desta conviccao, sintetizada pelas relagoes ou ,
podemos afirmar que a obtencao dos coeficientes , ou , além do operador
Ag em , forneceu-nos os tijolos para a construcao da parte nao local de AEIA
em D = 6. Estas relagoes, juntamente com os ja conhecidos exemplos em D = 2,4, nos
permitiram delinear certas conclusoes gerais e discutir semelhancas e diferencas entre os

novos resultados e os previamente conhecidos. Um dos pontos comuns é que a expressao
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da AEIA é exata para a métrica homogénea e isotrépica, onde o funcional S, é irrelevante.
Assumindo que o espaco-tempo tenha seis dimensoes e que haja campos conformes sem
massa no infravermelho distante, chegamos a exata solucao para AEIA nesta categoria de
métricas.

Qualitativamente, a estrutura de e é a mesma em todas as dimen-
soes pares, mas a complexidade da solucao aumenta com a dimensao. Na passagem de
duas para quatro dimensoes as principais complica¢oes sao a “constante’de integracao e a
presenca de dois termos, conforme e topolégico, em (|1.1)) que geram termos nao locais na
AEIA [5] - lembrando que em D = 2 somente o termo topologico Fs = R gera o termo nao
local da acao. Uma das consequéncias é que a acao induzida pode ser consistentemente
escrita em uma forma covariante local apenas por meio de dois campos auxiliares [9,(11,40],
enquanto que em D = 2 apenas um campo é suficiente. Como visto no capitulo , 0 niimero

de campos auxiliares permanece o mesmo em dimensoes mais altas. Por sua vez, solucoes

tais como (4.46) ou (4.47)) incluem uma novidade que sdo os parametros arbitrarios & e

&5. Uma possibilidade interessante é que a ambiguidade pode ser fixada pela imposicao de
condigoes de consisténcia [19,48,66] mas nao ha ainda garantias. Outra questao que pode
ser levantada diz respeito a possiveis efeitos dos valores dos parametros arbitrarios &2 e
seu significado em solucgoes de interesse.

Uma vez que a anomalia conforme é a mesma para qualquer &; 5, a principio,
podemos simplesmente ignorar esta ambiguidade fixando algum valor particular para estes
parametros. A diferenca entre distintos valores pode ser sempre absorvida no funcional
conforme S.. A situacado é tecnicamente semelhante aquela com a parte dependente de 1)
em (|1.13)), a qual pode ser absorvida dentro da parte conforme. Entretanto, no caso dos
termos 1, isto seria uma ideia equivocada. Por exemplo, sem o segundo campo auxiliar
nao se pode classificar estados de vicuo na vizinhanca dos buracos negros esfericamente
simétricos [67-69]. Tal problema nao ocorre para ondas gravitacionais, muito provavel-
mente porque todos os calculos conhecidos foram feitos para fundos cosmologicos isotro-
picos [70-75]. No que diz respeito aos parametros & 2 a questao é se sua escolha afeta ou
nao as solucoes relevantes; esta questao permanece em aberto até que tais solucoes sejam

exploradas devidamente na agao obtida em ([1.13]).



65

Como ja mencionamos no capitulo [4 e demonstramos nos Apéndices [D] a [F}, a
equacao (4.44) reduz o ntumero de termos superficiais necessarios para construirmos uma
base completa destes termos em 6D. Vamos discutir a importancia desta formula num
contexto geral.

A integragao consistente e completa da anomalia em 6D requer vérios resul-
tados matemaéticos os quais nao sao muito faceis de se realizar, principalmente devido ao
fato de os célculos praticos em 6D serem essencialmente mais enredados do que aqueles em
4D. Em primeiro lugar, precisamos da formula principal que imediatamente produz
a parte nao local da agao induzida pela anomalia [5,[22]. A expressao formal geral para
esta acao para uma dimensdo par arbitraria foi construida por nés [22|, além de
derivarmos uma relacao explicita da formula chave (1.4) no caso D = 6. Assim, obser-
vando o expressio geral (1.11)), podemos ver que a parte remanescente da agio efetiva esta
relacionada a integracao dos termos com derivadas totais, caso em que expusemos uma
situacao particular exemplificada no capitulo

Normalmente, a importancia dos termos superficiais na anomalia é subesti-
mada, ja que se supoe que possam ser modificados ou eliminados pela adicao de contrater-
mos locais finitos. Tal adicao é um procedimento matematicamente legal, porque a acao
gravitacional de vacuo nao é quantizada no contexto da teoria semiclassica. Portanto,
mesmo que os termos nao conformes locais nao sejam necessarios para a renormalizacao,
pode-se adicionéd-los sem alterar a estrutura geral da teoria quantica no espaco curvo.

Em alguns casos, tal adicao pode ser bem justificada. O principal exemplo é
a inflagao de Starobinsky [70/-72,76] onde o termo R? com um coeficiente muito grande ¢
necessario para proporcionar controle sobre as perturbacoes e, em geral, correspondéncia
com os dados observacionais existentes. As tentativas de explicar a magnitude deste
coeficiente a partir de argumentos da teoria quantica de campos estao atualmente em
um nivel rudimentar (ver, p. ex., [77]) e, assim, a introdu¢do de um grande coeficiente
para R? é um procedimento fenomenolégico. Em geral, e especialmente em 6D, nao ha
dados observacionais que possam ser usados para fixar os coeficientes das derivadas totais.

Portanto, a importancia destes termos é, sem sombra de duvidas, fundamenta]ﬂ

! Maiores argumentos relativos as ambiguidades relacionadas aos termos locais na acio induzida podem
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Neste contexto, a formula que define a parte da acao efetiva oriunda dos termos
de derivadas totais na anomalia é (1.9). Desta forma, a redugao de oito para sete no
namero de derivadas totais =; aumenta consideravelmente as chances de encontrarmos
uma solucao desta equacao, como foi exemplificado no capitulo |5 para um caso particular
dos parametros indeterminados em Fg e Ag. De uma perspectiva geral, seria interessante
ter uma confirmacao independente, nova e nao trivial da possibilidade de integrarmos
derivadas totais com os termos gravitacionais locais, de acordo com a eq..

A 1dltima consideracao diz respeito a possiveis aplicacoes da acao efetiva
e . Podemos acreditar que a forma explicita de agao efetiva de vacuo para cam-
pos conformes pode ser 1til para a verificagao dos calculos relacionados a holografia e a
correspondéncia AdS/CFT. Outra aplicagio esté relacionada a redugio dimensional para
D = 4; esperamos produzir uma acao quadridimensional diferente da que vem diretamente
da integracao da anomalia em 4D em analogia ao que foi obtido na passagem de D = 4
para D = 2 |67,(68]. Devido & universalidade do resultado, o calculo de tal agao reduzida e
o estudo de suas solucoes fisicamente relevantes podem ser tteis na modelagem de testes

experimentais e/ou observacionais a fim de comprovar a existéncia de dimensoes extras.

ser encontrados em [41], onde podemos ver também a relagdo com as estruturas ndo locais no caso de

massas quase nulas de campos quanticos.



Apéndices

Algumas derivadas totais linearmente dependentes
da base formada pelos oito =’s

Exemplos de derivadas totais dependentes da base definida em (3.1):

1
vuvy (R“ aﬁARW\’Ba) = 555 , (A,l)
v 1 2 v 1—\ —
Vu(R*“V,R) = —OR* + V.V, (RR™) = —Z4 + s, (A.2)
1_
VQ(RHZ,V&R'LW> == 5\:3, (A3)

1
V. (R{V, R = VMVV(R’;R”*)—évu(RWVVR)

1 1
— E, 45, -2E Ad
] 4 7 9 8 ( )

1 1
ViRV, Reg) = VYo (R Rog) = JOR;, + (OR
1
VUV (RER™) = SV, V,(RR™)

1 1 1
= —=F —= = = — == A5
5 3+8 4+ 26+ 27 58 (A.5)
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1 1 1
V.V, OR™ = 552}2 + ngfw — 2V, V,(R*PR,5) — Z—lDRQ + V.V, (RR")
L T
= 5:1 -+ 5:3 — 1\24 - 2:*6 + =5 (A6)

B Transformacao conforme de duas derivadas covari-
antes contraidas com tensor (2,0) cuja transformagao

conforme seja A = e 2P A8 L ecZ

A receita para a transformagao conforme de um objeto do tipo V,VzA% em
uma dimensao arbitraria D é aqui demonstrada. Deixamos para o leitor a simples tarefa
de mostrar que as derivadas comutam mesmo que A®® ndo seja simétrico. Inicialmente

desenvolveremos a quantidade VA% assim,
VA = V(e 7 A%P) 4 ek (575, AN + 6T, A**) (B.1)

(para maiores detalhes sobre a notacdo 6I'G, ver, p. ex., [37]). Na relacdo acima podemos

substituir estas estruturas por
51_‘%‘)\ = 25(&5?,\)0 - gm?aa e (B2)
5F§)\ = D?,\a,

deste modo, chegamos a
VA% = e~ [G, 4% 1 (D — 9k) A9V 0 + 247V 00 — A0V%0] . (B3)
Atuando com a derivada V, na expressao acima,
Vo VAP = e[V, V54" +2(D — 2k + 1)(V5A))V,0 — (V5A2)VPo +
+ (D —=2k+2)A%V Va0 — Ao — (D — 2k)A%(Vo)? +
+ (D —2k)(D —2k+2)A*"V,0Vs0]. (B.4)
Para o caso particular D = 2k,
VoV = ¢ 29[G,V,A4%0 4 9V A9V 0 + 240V 4V o
—(VA)VPo — AOo]. (B.5)
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C Transformacao conforme do operador [] atuando em
um escalar cuja transformacgao conforme seja ¢ =
6_2k0@*, Lel

Sabemos que [J atuando em um escalar se transforma tal que [37]
O=e [0+ (D-2)V*oV,]. (C.1)

A transformagao de Uy é, deste modo,

Op =e > [0+ (D —2)V*aV,](e*¢*) (C.2)

e, apos algum trabalho algébrico, chegamos a

Op = e 200" — 2kg*0o + (D — 4k — 2)(V,.8") V'
—2k(D — 2k — 2)¢*(Vo)?]. (C.3)

O caso de maior interesse neste trabalho ¢, obviamente, D = 6 e k = 2. Neste cenario,

Op = e % [0¢" — 4(V,¢")V'o — 4¢*0o] . (C.4)

D Dependéncia linear entre a base formadas pelos ='s

No Capitulo apresentamos na eq. (3.1) as oito derivadas totais 6D acreditando
serem elas linearmente independentes. Entretanto, demonstraremos a seguir que podemos
obter uma relacao de dependéncia linear entre sete das oito derivadas totais.

Para facilitar a demonstracao, vamos renomear alguns objetos como se segue,

¥ =0O%R Yo = (VaRwas)? Y3 = Ryans V'V R

Y4 = RuuRuAaﬁRV Aaf E5 = RM oaBRaﬁ /\TRAT uv E6 = RI @ v ,BRa A A TR)\ I T v

Y7 = (VaR,w)? Yg = R, OR" Yo = (V,R)?
Y0 = ROR Y11 = (VaR,, )V R™ Y = R*V,V,R
Y13 = Ry RasRFP Yy = R, R'RY. (D.1)

Desenvolvendo cada um dos Z's em fungao dos objetos listados em (D.1]):
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PR=1Y,. (D.2)

OR2,.5 = 2(VaRuas)? + 2RuasO0RM P . (D.3)

uvaf T
O segundo termo do segundo membro da rela¢ao acima pode ser expandido como [34]

R#VQQDR”VQB = 4RHQVBV#VURQB —+ QR#VRPL)\&BRV Aaf

_RuuaﬂRaﬁ/\TRAT,ull_4RN01V,8RO()\ﬁTR)\IU,TV' (D4)

Assim,
OR:,.5 = 25 + 853 + 4%, — 255 — 8% (D.5)
(iii)
OR2, = 2(VaRw)?+ 2R, 0OR™
= 2%;+ 2. (D.6)

OR? = 2(VAR)*+2ROR

VoV (R g R = YV, [(VoRY xap) R + R* 305V, R
= Vi [(V,,R“ Aaﬁ)RMaﬂ + R AaﬁVQRw — R! Aa,@VﬂRM]
= (VuVoB 2as) R + (Vo R 3ap) VR
+ (ViR 3a5) VERY + R* 05V, V*RY
— (VR 2ap) VPR — RM 305V, VP R
= (VW VR 3ag) R + (VR 2ap) YV, RAP
+2(V, R 3a5) VERY + 253 . (D.8)
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O primeiro termo do segundo membro de pode ser desenvolvido tal que

(ViVuR sag) R = (VYR 50s) R + ([V, Vo | RY o) R
= (VuVaRs) R — (V,V5Rya) R
+ Ry, R 3ap R — R 5, RY og R
_R" o R~ s RvAeB _ pk S R s RvAaB
= 203+ %y — Ry R* pap R — 2R 0 R s RP

(D.9)
Lembrando que

RE )\/JJ/RH mxﬁRV)\aB — RK])\HVRIUH aﬂRaﬁuk

= _Rm/)\,uRHR aﬁRaﬁl/)\ - RH;WARW{ aﬁRQBW\ (DlO)
e fazendo v <+ A\ no primeiro termo do segundo membro acima, chegamos a

R" )\}U/R“ naﬁRuAaﬁ = _RnAuuRMK aﬁRaﬁ)\V + Z5

1

O tltimo termo de pode ser representado mais sutilmente por

R" auuRM /\K,BRVA(XB = R" @ a VRM A K 6RV A ¢ B

= R'," LRV \5RY P =Y. (D.12)
Por fim, (D.9) pode ser reescrita como
(V. VR \ap) R = 2534+ 5, — %25 — 2% (D.13)
O segundo termo do segundo membro de pode ser desenvolvido de modo que
(VoRpap) VIR = —(VARyuas) V'R — (V, Ryvap) VPR . (D.14)
Fazendo a troca v <+ A\ no primeiro termo do segundo membro acima

(VoRunag) VFRA = —(V,Ryuap) VFRYP — (V,Ryvag) VF R
= —(VuRuas) VPR 4+ 5, (D.15)
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ou seja,

1
(Vo Rynap) VIR = 552 (D.16)

Utilizando a primeira das identidades reduzidas de Bianchi, podemos desenvolver o
terceiro termo de tal que
(VL R¥ 5a5)VORY = (VoRg)VORY — (V5Ry ) VORY
= Y;—211. (D.17)

Substituindo (D.13)), (D.16) e (D.17) em (D.g),

1 1
VMVV(RM )\a,BRVAaB) — 522 + 423 + 24 — 525 — 226 + 227 — 2211 . (D18)

V Vi (RagR*P) = V,[(V,Rap)R*? + RogV, R
— V. [(V,Rap) R*? 4+ RogV* R — Ry VO R]
= (VuVuRag) R + (V, Rap)V R + (V, Rag)?
+Ros0RY — (V,Ra)V*R*¥ — R4V, VR
= Y3+ (V,Rap)? — (VuRap)VPR™ + 57 + 55 — 5y
—%RaﬂvavﬁR — R§[V,, Vo] R

1
= M3+ 257+ T5 — 280 — V0 - RGR’ o R — R R0 R™"

1
V.V (RapgR*P) = Sy + 257 + g — 254, — 5212 + Y53 —Y. (D.19)

1
V.V (RAR™) = V,[(V,RLR™ + §RZVQR}
= (V,V,RYR" + (V,R")V ,R"™
1 1
+Z(vaR)2 + 5 ROV,.VOR

_ %(V,,VQR)R”O‘ n ([vu, v,] jo)R”a Y

1 1
- -
—|-4 9+2 12

1
- 129 + E11 + E12 + RHVRHQR; + R ){,LLI/RHHRX )



ou seja,
VAV (BER™) = 180 4+ D + Bis — Sy + Dua.
(viii)
V,.V.,(RR") = %RDR + (V,.R)> + R"V,V,R

1
= Y9+ 52104-212-

Resolvendo as equacoes geradas pela relacao
CLE1 +bEg+CEg—|—dE4+GE5+fE6—|—gE7+hE8 EO,

obtemos

e=—4p f=388 9=2388 = —4f.

Portanto, é valida a relacao

Ho —4H3 + =4 — 455 + 856 + 827 — 455 = 0.
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(D.20)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)

E Abordagem alternativa para a dependéncia linear en-

tre os elementos da base de termos superficiais =, em

6D

Nossa pesquisa pela base de derivadas totais em 6D conduziu-nos, entre outras

referéncias, ao trabalho [58], onde a identidade (4.44) foi usada para derivar outras rela-

¢oes entre as equacoes de movimento de agoes com seis derivadas em 6D. A forma como

essa identidade foi obtida no trabalho mencionado, veio de uma consideracao semelhante

a abordada em [57] para o invariante de Gauss-Bonnet em 4D. A relagdo pode ser obtida

como uma identidade de Noether para a invariancia por difeomorfismo da agao topolo-

gica correspondente (em algumas formulas evitaremos usar a notagao condensada para a
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integral D-dimensional para enfatizar sua dimensao),

Sgg = /dDa:\/—gED, (E.1)

ou seja,

2 9 (D))
Vil — S = 0. E.2
#(\/_—g 5‘9“” GB ( )

O termo de Gauss-Bonnet em 6D (2.30) pode ser apresentado na forma
Es = —8L1 + 4Ly — 24L5 + 24L4 + 16L5 + 3L — 12L7 + L, (E.3)

onde os L; sao os definidos em . E interessante notar que Fg como apresentado em
e nao admite uma generalizacao para uma dimensao arbitraria D, enquanto
que em (E.3) a generalizacdo nao representa nenhum obstaculo. No que exporemos a
seguir, assumiremos que Fjy equivale & expressao no [.d. de (E.3)) quando o considerarmos
em D # 6.

Levando em conta esta tltima observagao e a nova notacao e também combi-

nando as equagoes (5.3 - (5.10) chegamos a seguinte relagao:

1 § D—6
G — [ AP/ —gEs = E
\/_gg‘u 5g,uu/ ’ g6 2 6
— 3(D —5)(Zp — 455 + B4 — 455 + 856 + 827 — 45s). (E.4)

O primeiro termo no [l.d. da eq. obviamente ¢ nulo em D = 6. Por outro
lado, o l.e. também desaparece em D = 6, pois, nesta dimensao especifica, ele representa
o traco da derivada variacional do termo topolc’)gicoﬂ. Nesse sentido, a relagao prova
que o termo remanescente no [.d. também deve ser nulo em D = 6. No entanto, este
termo é exatamente a identidade a qual foi provada diretamente no Apéndice D}
Vale ressaltar que a prova que l4 apresentamos nao depende da dimensao.

Através da identidade , obtemos a regra simples do traco da equacao de

movimento do termo em consideracao,

) D -6
N=TTT [B = 27°E (E:5)
uv

xT

2Podemos provar mesmo sem tomar o trago (ver, p. ex., |[78]), mas tal prova requer a escolha de um
sistema de coordenadas especial. Em coordenas gerais, esta equagao nao parece trivial, como foi discutido

em [79-81].
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que é perfeitamente consistente com a principal relacdo de integracao da anomalia (1.4)).

Fechando o tema, mencionamos ainda que ha outra forma equivalente da iden-

tidade (4.44)),

1
Zp — A%+ 54— 455 + 85 + 8% — 45y = J0GITV, VY (RY RN ), (E.6)

vENKX

onde (na assinatura euclideana)

Shali T = T e = BIOY 60 60 6 7). (E.7)

A prova da relacao

ST V(RS (s R 5) = 0 (E.8)

vENKX

¢ encontrada no Apéndice [F]

F Prova da relacao (E.8

Vamos denotar o objeto de nosso interesse () e desenvolver uma das derivadas,

QO = TV, VY (R 5 R ,)

vENKX

= (SMOCB)\T vu [RKX )\TVVREU ap T R aﬁvyRHX AT} : (Fl)

vEnkX
Usando a antissimetria do objeto (E.7) e a identidade de Bianchi, a tltima expressao

torna-se

Q = 2V, (8“7 R VYR )

vENKX

— _QVM [5/@6)\7— (Rnx ATvERm/ s + RAX )\TvnRuf a,B)] ) (FZ)

vENKX

Uma vez mais, usando a antissimetria do objeto ([E.7), chegamos a

Q= —AV, (82T R\ VYR ). (F.3)

vEnKX

Comparando (F.2) e (F.3)) podemos verificar que

0= -—20, (F.4)
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a qual é equivalente a eq. (E.8).

Vamos enfatizar que o andlogo deste resultado pode ser encontrado em [57]
para 4D e também pode ser encontrado em [58| para 6D. A derivagao dessa identidade
em ambos os casos foi baseada na relacao que reflete a invariancia por difeomorfismo
da agao com D = 6 e Fg definidos como no l.d. da eq. . Por esta razao,
a identidade é valida em qualquer dimensdo D. Ao mesmo tempo, a mesma identidade

pode ser também obtida em D = 6 como uma identidade de Noether da simetria conforme

E3).
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