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Resumo

Nesta tese, apresentamos nossas aplicacoes a partir de um estudo detalhado sobre
modelos perturbativos e nao-perturbativos promissores em teoria quantica de campos no
espago-tempo curvo. Inicialmente, implementamos a quantizacao estocdstica para um
campo escalar massivo nao-minimo e auto-interagente. Aqui, estudamos o método per-
turbativamente através de expansoes simultaneas no tensor de curvatura e nos campos
de ruido e também nao-perturbativamente, isto é, sem a expansao nos campos de ruido.
Usando as coordenadas normais de Riemann, obtemos a funcao de correlacao euclidiana
e avaliamos as correcoes quanticas de multi-loops. A funcao de correlacao estocastica re-
produz o resultado bem conhecido de Bunch e Parker e é usada para construir o potencial
efetivo em uma dimensao arbitraria D. Além disso, apresentamos uma amostra de si-
mulagoes numéricas para D = 3. Em seguida, utilizando o método de campo de fundo na
abordagem do método nao-perturbativo chamado grupo de renormalizacao funcional para
caso da teoria de Yang-Mills, estudamos a simetria de campo de fundo e a dependéncia
de calibre da agao efetiva média de fundo, quando a agao reguladora depende de campos
externos. Por ultimo, via teoria de perturbagoes através do método usual de integrais
de caminho, estudamos o modelo de Yukawa com um campo escalar e um escalar axial,
acoplados a N copias de férmions de Dirac. A partir da técnica de heat-kernel, obtemos
as divergéencias de 1-loop, descrevemos a renormalizacao da teoria e calculamos o conjunto
completo de funcoes beta e gama para todas as constantes de acoplamento e campos. Ob-
temos a contribuicao dos campos escalares para o potencial efetivo de 1-loop e dicutimos
algumas dificuldades da abordagem do grupo de renormalizacao para o potencial efetivo

no modelo em consideracao.

Palavras chaves: Métodos nao-perturbativos, quantizacao estocastica, gravitagao se-
miclassica, grupo de renormalizacao funcional, formalismo de campo de fundo, modelo

de Yukawa, espacgo-tempo curvo.
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Abstract

In this thesis, we present our applications from a detailed study of promising perturba-
tive and non-perturbative models in quantum field theory in curved spacetime. Initially,
we employ stochastic quantization for a self-interacting nonminimal massive scalar field.
Here, we study the method perturbatively through simultaneous expansions in the curva-
ture tensor and in the noise fields and also nonperturbatively, i. e., without noise expan-
sion. Using the Riemann normal coordinates we find the Euclidean correlation function
and evaluate multi-loop quantum corrections. The stochastic correlation function repro-
duces the well-known result by Bunch and Parker and is used to construct the effective
potential in an arbitrary dimension D. Furthermore, we present a sample of numerical
simulations for D = 3. Next, using the background field method in the approach of the
nonperturbative method called functional renormalization group for the case of Yang-Mills
theory, we study the background field symmetry and gauge dependence of the background
average effective action, when the regulator action depends on external fields. At the end,
via perturbation theory through the usual method of path integrals we study the Yukawa
model with one scalar and one axial scalar fields, coupled to N copies of Dirac fermions, in
curved spacetime background. From the the heat-kernel technique, we derive the one-loop
divergences, describe the renormalization of the theory and calculate the full set of beta-
and gamma-functions for all coupling constants and fields. We obtain the contribution of
scalar fields to the I-loop effective potential and discuss some difficulties of the renorma-

lization group approach to the effective potential in the model under consideration.

Keywords: Nonperturbative methods, stochastic quantization, semiclassical gravity,
functional renormalization group, background field formalism, Yukawa model, curved spa-

cetime.
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NotacGes e convencoes

Nesta secao, apresentaremos algumas notagoes e convencoes utilizadas ao longo deste
trabalho.
e A nao ser que seja mencionado, considere durante o texto as seguintes unidades

naturais de medida

Nesse contexto,
[comprimento] = [tempo] = [energia)™" = [massa] .

e Os indices gregos pu, v, a, 3, ... assumem os valores 0, 1,2, 3, enquanto que os indices
latinos 4, j, k, ... os valores 1, 2, 3.

e Para realizar calculos quanticos, assumimos a continuagao analitica ao espago-tempo
Euclidiano, e usamos a notagao 7,, para a métrica espago-tempo plano de Minkowski. O
determinante da métrica é g = det (g,,).

e A assinatura da métrica g,, tem a seguinte convencao de sinais (4, —, —, —) no Cap.

3. O tensor de Riemann fica definido por
R%,, =05, — 0,15, + T, T, —17,. 1%,

o tensor de Ricci como sendo R, = R%,,, e o escalar de Riccl, ou simplesmente curvatura

escalar, dado por R = g"”R,,,. Entretanto, nos Caps. 4 e 5 usamos (—, +,+, +).

X



xi
e Para o operador de d’Alembert usaremos a notagao
O0=g¢"V,V,.

e As figuras utilizadas nessa tese foram originalmente publicadas na referéncia [1].

e Durante a tese, principalmente no Cap.4, utilizaremos as notacoes condensadas de
DeWitt [2]. Algumas delas, s@o descritas a seguir:

* Presume-se que os indices contenham também as varidveis espaco-tempo, se ne-
cessario, como por exemplo, ¢ () é escrito como ¢* em que i ¢ entendido como um indice
cobrindo tanto p quanto z.

* A soma de indices incluem também a integracao dessas varidveis continuas,
i D
A'B; — / 4P A (2) By ()
M

em que M ¢é a variedade do espago-tempo.

* A derivada funcional de um funcional X é escrita como,

_ 0X(y)
dpr(x)

* O produto de dois campos é denotado como

X,

oJ = /dD:Egp(x) J(x). (1)

e Além disso, a paridade de Grassmann de uma quantidade A é denotada como &(A).
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CAPITULO 1

Introducao

A teoria quantica de campos (TQC) interagindo com campos externos tem uma im-
portancia especial na fisica teérica moderna. As razoes para isso sao basicamente duas.
A primeira é que ha situagoes em que o campo externo é parte inerente do sistema de
interesse. Este é o caso, por exemplo, da gravitacao semiclassica, onde a dinamica dos
campos de matéria quantica ocorre em um fundo métrico classico, uma situagao relevante,
inclusive, para a cosmologia primordial. A abordagem perturbativa padrao neste cenario
vai desde a criacao de particulas no universo primordial [3-6] (veja Ref. [7] para uma re-
vis@o e outras referéncias), ao estudo da matéria quantica sob a influéncia de um campo
externo (de fundo) [§], levando ao historicamente primeiro e fenomenologicamente bem
sucedido modelo de inflagdo de Starobinsky [9,[10] (veja também, por exemplo, trabalhos
recentes sobre teoria quantica de campos baseada nesse modelo |11,[12]). A segunda é
que campos externos podem ser usados como uma ferramenta para calcular observaveis,
funcoes de correlagao ou a acao efetiva. A este respeito, relembramos o método de campo
de fundo na teoria quantica de campos perturbativa, que fornece vantagens técnicas para
o célculo de correcoes quanticas de 1-loop ou superiores.

Um caso importante em que ordens superiores em corregoes de loops sao relevantes no



contexto da cosmologia estd no modelo de inflagdo de Higgs [13-18], onde corregoes de
2-loops para o potencial efetivo mostraram modificar os limites para a massa do bdéson de
Higgs. Outra aplicacao potencialmente relevante dos efeitos nao-perturbativos em altas
energias esta relacionada ao problema da estabilidade de Higgs em altas energias (UV),
como discutido recentemente em [19].

Um exemplo da aplicacao em baixas energias, onde os efeitos nao-perturbativos sao
potencialmente importantes, esta relacionado aos efeitos quanticos do vacuo de campos
massivos no infravermelho (IV). Sabe-se que tais efeitos plausivelmente podem produzir
um running de baixa energia (IV) da constante cosmoldgica observavel [20]. No en-
tanto, nao se pode provar ou refutar isso devido a limitagoes técnicas dos métodos tedricos
disponiveis. As anélises baseadas na hipétese de desacoplamento quadrético [21,22], co-
variancia [23,24] e argumentos dimensionais [25] fornecem uma forma universal do running
do IV para constantes cosmoldgicas e de Newton, tal que resta um tnico parametro a ser
definido a partir de dados cosmoldgicos [26,127] ou astrofisicos [28,29]. Esta ¢é claramente
uma situagao insatisfatoria, uma vez que a possibilidade do running IV da constante cos-
moldgica nao é suportada por um célculo sélido da teoria quantica de campos. Seria
muito importante ter um suporte baseado na teoria quantica de campos (ou exclusdo)
desta hipdtese. Infelizmente, os métodos analiticos existentes de calculos no espago-tempo
curvo nao permitem que se obtenha tal verificagao.

Uma situacao de alguma forma semelhante a descrita acima ocorre na cromodinamica
quantica (QCD). A abordagem perturbativa tradicional, baseada em uma expansao na
constante de acoplamento, torna-se inaplicavel no setor IV da teoria. O desenvolvimento
de estudos de QCD na rede teve um sucesso notavel, por exemplo, reproduzindo as massas
dos hédrons leves do estado fundamental [30]. A partir disso, tornou-se a principal fonte
de resultados do setor de IV da QCD. Nesse contexto, a teoria é reformulada em uma
rede discreta do espacgo-tempo euclidiana e solucionada como um problema classico de
mecanica estatistica, empregando métodos de Monte Carlo [31]. Além disso, quando os
métodos de Monte-Carlo se tornam ineficientes, o método mais utilizado é a quantizacao
estocastica, que também oferece uma alternativa promissora para lidar com problemas de

acao complexa [32)].



No método de quantizacao estocastica, as flutuagoes quanticas sao obtidas com o uso
da equacao de Langevin. Uma primeira tentativa de derivar a equagao de Schrodinger
em tal abordagem deve-se a Nelson [33], que formulou um método de quantizagdo que
obtinha a mecanica quantica a partir de consideragoes baseadas no estudo do movimento
browniano tendo a constante de Planck como constante de difusdo (para uma revisao sobre
movimento browniano, veja por exemplo, o livro escrito por Nelson [34]). Apesar disso,
sua formulacao, em termos do tempo real e interpretagoes fisicas inteiramente classicas,
em que as particulas possuem trajetdrias continuas e a funcao de onda nao é uma descrigao
completa do estado, é incapaz de descrever situagoes com muitas particulas ou campos. A
encarnacao moderna da quantizacao estocéstica remonta a década de 1980 com o trabalho
de Parisi e Wu [35], que introduziu uma varidvel de tempo ficticia 7 para a evolugao da
equacao de Langevin. Dentro dessa abordagem, uma teoria quantica de campos euclidiana
em D dimensdes é obtida como o limite de equilibrio (7 — 00) de um sistema cldssico em
D + 1 dimensoes acoplado a uma fonte de ruido aleatério com intensidade proporcional
a h. Quando aplicada a teorias de calibre, a quantizagao estocastica é ttil para resolver
certos problemas relacionados a ambiguidades de fixagao de calibre (veja Refs. [36],37] para
desenvolvimentos iniciais e aplicagoes).

Nao-perturbativamente, com sua natural invariancia de Lorentz, a quantizacao es-
tocastica é uma alternativa a integral funcional. E parece natural formular essa aborda-
gem em um espacgo-tempo curvo arbitrario, lidando com a abordagem da gravitacao se-
miclassica. Notamos que existe uma vasta literatura considerando processos estocasticos
na gravitacao semicldssica, um dos mais conhecidos é a teoria da gravitacao estocastica,
uma revisao completa com uma extensa lista de referéncias sobre o assunto pode ser encon-
trada na Ref. [3§]. Pode-se mencionar também o importante trabalho na Ref. [39], onde
as fungoes de correlagdo para um campo escalar massivo nao-minimo foram consideradas
no fundo de Sitter por meio das equacoes de Fokker-Planck.

A quantizagao estocastica fornece um terceiro método de quantizacao [37], diferente
da quantizagao canonica e do método de integrais de caminho, e em termos praticos, mais
adaptado para calculos nao-perturbativos através de simulacoes numéricas. Em nosso

trabalho, partindo da forma covariante da equacao de Langevin para um campo escalar no



espaco-tempo curvo, desenvolvemos um esquema computacional baseado na representacao
de momento local com o propdsito de obter corregoes quanticas de multi-loops para a
solucao classica e também solucoes nao-perturbativas. As corregoes multi-loops sao obtidas
através de uma expansao simultanea no tensor de curvatura R e em h enquanto que para
as solugoes nao-perturbativas a dependéncia completa em i é mantida. Nossa abordagem
é diferente das aplicagoes anteriores [36] e mais recentes [40,41] de quantizacao estocdstica
a gravitacao quantica, uma vez que o uso da representacao de momento local nos permite
usar a quantizacao estocastica em sua forma usual como no espaco-tempo plano. Além
disso, em todos os casos anteriores, faz-se necessario a fixacao da métrica de fundo do
espaco-tempo logo no inicio, como por exemplo, o fundo de de Sitter. De forma distinta,
em nosso caso, mostramos que isso nao € necessario, e mantemos uma métrica de fundo
arbitraria com o objetivo de estudar os aspectos quanticos dos campos de matéria que se
propagam em um determinado espago-tempo curvo com fundo classico arbitrario. A esse
respeito, nosso trabalho pode ser considerado como pioneiro na literatura.

Outra abordagem nao perturbativa, considerada como importante e prospectiva em
TQC é o grupo de renormalizagao funcional (usaremos a abreviagdo GRF ao longo da
tese). A versdo padrao desta abordagem é baseada na equacao de Wetterich para a agao
efetiva média [42-44] (veja as revisdes sobre o assunto em [45-48] e também no livro
didatico [49] para uma introducao ao assunto). A aplicacdo do GRF a teorias de calibre
foi amplamente discutida, incluindo o trabalho recente [50]. As consideragées no ultimo e
em muitos outros artigos sao baseadas no método de campo de fundo, que permite manter
a invariancia de calibre para o campo de Yang-Mills (ou gravitacional) explicitamente na
acao efetiva. O método de campo de fundo é, em geral, um formalismo 1til em teorias
de campos de calibre, e é por isso que atraiu uma atencao muito especial recentemente,
veja por exemplo [51H54]. A aplicagdo desse método a agao efetiva média foi realizada hé
muito tempo [55] (veja também o trabalho recente [56]), porém, existem alguns aspectos
importantes do problema que foram explorados recentemente em nosso artigo [57].

O principal problema do GRF aplicado as teorias de calibre é que a dependéncia da
escolha da condigao de fixagao do calibre nao desaparece on-shell [58], como é o caso

da TQC perturbativa usual. Como resultado da dependéncia de fixacao do calibre na



superficie, a matriz S da teoria nao é bem definida, exceto no ponto fixo, onde a acao
efetiva média coincide com a acao efetiva usual. Pode-se esperar que o fluxo do grupo de
renormalizacao na teoria de Yang-Mills também manifeste uma dependéncia fundamental
de calibre, e isso certamente obscurece a interpretacao dos resultados obtidos dentro da
abordagem do GRF em teorias de calibre.

A fim de entender melhor a situagao com a simetria de calibre no nivel quantico e com
a dependeéncia de calibre, é importante analisar os problemas mencionados no método de
campo de fundo. Como mencionamos anteriormente, tal método é de grande relevancia em
teorias de calibre, pois permite construir uma acao efetiva de fundo invariante de calibre.
Isso pode trazer consideragoes importantes no estudo sobre a invariancia de calibre e a
dependéncia da fixacao da condicao de calibre para a acao efetiva média.

A interacao entre campos escalares com espinores de Dirac através de uma interacgao
Yukawa estd atraindo uma atencao especial na TQC no espago-tempo curvo. A esse
respeito, pode-se mencionar analises recentes que incluem acoplamentos escalares e pseu-
doescalares [59] e, mais recentemente, com a inclusdo de um campo de calibre [60,61].

Utilizando o método perturbativo usual de TQC, no qual empregamos uma expansao
em loops da agao efetiva para calcular quantidades locais como, por exemplo, o potencial
efetivo, iremos continuar os estudos sobre o modelo Yukawa com escalar estéril, explo-
rado recentemente em [62]. Aqui, estendemos ao caso de dois escalares, um ordindrio
e outro axial, acoplados por meio do acoplamento Yukawa a férmions com forma geral
renormalizavel de auto-interacao.

Nesta parte, nosso objetivo imediato serd o célculo das divergéncias da maneira mais
economica, como foi feito na publicacao original sobre a renormalizacao do modelo abeliano
com acoplamento Yukawa no espago-tempo curvo com tor¢ao hd muito tempo atras [63]
(veja também o livro [64]) .

Consideragoes semelhantes sobre o modelo mais simples com um tnico campo escalar
foram tteis para estabelecer as restrigoes da teoria quantica resultantes da condigao de
renormalizabilidade da teoria abeliana com campo Dirac massivo. A forma do potencial de
auto-interagao de um campo escalar que garante a renormalizabilidade de tal teoria é um

aspeto interessante, que nao foi completamente explorado no trabalho original [63]. Foi



mostrado e discutido em detalhes no trabalho recente [62] que o escalar renormalizavel com
a interacao Yukawa inclui termos de auto-interagoes com poténcias impares dos campos
escalares. Essas interagoes qualitativamente novas incluem o termo linear, o termo com
acoplamento cibico e também um termo linear que descreve a interagao entre campo
escalar e curvatura escalar.

Em todos os exemplos de teorias de campos quanticos renormalizaveis com campos
escalares, que temos conhecimento até agora, foi possivel construir solugoes para a equacao
do grupo de renormalizagao para a agao efetiva que permitem obter o potencial efetivo
da maneira mais econémica [65], incluindo no espago-tempo curvo [66] (veja também a
generalizacao para outros setores da agao efetiva em [64,67]). No modelo com um tnico
escalar estéril, é necesséario estender esse esquema que funciona muito bem para incluir
poténcias impares do campo escalar, com essa generalizacao mostrou-se que o mesmo
funciona muito bem [62].

A generalizacao dessas consideracoes para o modelo que preserva a paridade de um
campo escalar axial adicional é um problema interessante e desafiador. Podemos dizer que
esse problema, além de ter interesse formal, faz sentido do ponto de vista de aplicacoes
fisicas. Primeiro de tudo, ha um exemplo importante de um escalar axial, que é o axion.
Independentemente do axion poder ter uma forma diferente de acoplamento ao calibre e
campos fermionicos em comparacao com um campo escalar axial comum, é interessante
explorar a renormalizacao de um modelo de preservacao de paridade como um exemplo
simples. Por outro lado, nos tultimos anos, houve indicacoes de possiveis violagoes da
paridade na acao gravitacional como uma explicacao de algumas observacoes astrofisicas
[68]. Portanto, pode ser interessante ter uma descricao consistente dos modelos capazes
de explicar essa violacao e o estudo da renormalizacao do modelo com o campo escalar
axial pode ser um passo 1til para entender melhor uma possivel origem quantica de tais
termos.

Outro aspecto interessante do modelo em consideracao é que tal teoria tem duas mas-
sas escalares diferentes, essa é uma situacao usual na teoria de campos efetiva (veja por
exemplo o livro [69]). No trabalho recente |70], contribui¢oes finitas ndo locais dos diagra-

mas com linhas internas mistas no espago-tempo curvo foram analisadas, por exemplo, no



caso de um campo escalar leve e um campo escalar pesado. Aqui, complementamos esse
resultado calculando o potencial efetivo no modelo com dois escalares. O potencial efetivo
envolve duas contribui¢oes independentes, uma dos loops de campos escalares e outra do
loop spinorial. Mostraremos que os resultados dessas contribuicoes parecem de alguma
forma incomuns, pois encontramos uma complicada mistura nao polinomial de massas
escalares e acoplamentos no setor escalar, algo que se pode esperar para um modelo com

dois escalares.

A tese é organizada através da seguinte estrutura:

e O capitulo 2 apresenta uma breve revisao sobre diversos tépicos em Teoria quantica
de campos, importantes para facilitar o entendimento dos assuntos tratados na tese.

e No capitulo 3, a obtencao de mais baixa ordem da funcao de correlacao da teoria
de campo escalar acoplada nao-minimamente a gravidade é apresentada. O célculo é
realizado analiticamente resolvendo-se perturbativamente a equacao de Langevin usando
as coordenadas normais de Riemann. Além disso, este resultado é usado para obter o
potencial efetivo em primeira ordem em curvatura no esquema de regularizacao por cut-
off. Para testar o método e também para generalizar um resultado anterior obtido por
meio da representacao do momento local |71], aqui o célculo é realizado em uma dimensao
euclidiana arbitraria D. Por fim, apresentamos resultados das simulagoes numéricas em
D = 3 até ordens lineares em curvatura.

e No capitulo 4, a simetria de campo de fundo é analisada dentro da abordagem do
grupo de renormalizacao funcional. As funcoes reguladoras dependem dos campos externos
(campos de fundo), mas sao escolhidas para nao serem invariantes sob transformagoes de
calibre do campo vetorial externo. Logo apds, apresentamos uma solucao para a simetria
do campo de fundo da acao efetiva média de fundo com funcgoes reguladoras que sao
invariantes sob transformagoes de calibre do campo externo. Por fim, o problema de
dependéncia de calibre na acgao efetiva média de fundo é discutido.

e No Capitulo 5, descrevemos o modelo incluindo um campo escalar real e um campo

axial acoplado a N componentes do campo fermionico e calculamos as divergéncias de um



1-loop correspondentes. Logo em seguida, obtemos as relagoes de renormalizagao de 1-loop
da teoria em consideracao e as fungoes do grupo de renormalizacao. O potencial efetivo
de I-loop renormalizado é obtido usando a representacao de momento local.

e Finalmente, nossas conclusoes e perspectivas de extensao e continuacao das linhas
de pesquisa apresentadas sao discutidas no capitulo 6. Também incluimos os apéndices A

e B com contetdos auxiliares e detalhes técnicos importantes.



CAPITULO 2

Topicos de Teoria Quantica de Campos

Este capitulo tem como finalidade, introduzir uma breve revisao de alguns tépicos de
TQC no espago-tempo curvo importantes para facilitar o entendimento do assunto da tese
e com o proposito de apresentar as notacoes e convencgoes utilizadas. Uma introducao

geral da TQC no espago curvo pode ser encontrada nos livros [64.(72H74].
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2.1 A escolha da acao na abordagem da gravitacao
semiclassica

Nesta secao mostraremos algumas regras que devemos exigir para a construcao das
teorias que descrevem os campos de matéria (campo escalar, campo vetorial e campo
espinorial) no espago-tempo curvo. Em geral, isso pode ser realizado de diversas maneiras,
aqui utilizamos as abordagens intuitivas e simples, conhecidas como generalizagao minima
e nao-minima. Para o desenvolvimento desta secao, utilizamos como base as notas de aula
do professor Ilya Shapiro referentes ao artigo de revisao |75].

O método da generalizacao minima consiste em construir agoes que mantenham a
forma do espaco-tempo plano e que possuam covariancia geral. Isso requer as seguintes

correspondencias entre espaco-tempo plano e curvo:

/d4x == /d4x —g, (2.1)

9, = V,, (2.2)

Nw == G (2.3)

em que g = det (gu) e V, é a derivada covariante. Ja o método de generalizacao nao-
minima é baseado nos seguintes principios:

e Localidade, isto é, deve depender apenas de um tnico ponto do espago-tempo z#;

e Covariancia geral;

e Preservacao de todas as simetrias da acao classica no espacgo-tempo plano de Min-
kowski. Podemos citar, por exemplo, a simetria de calibre para o campo vetorial, a qual
possui importante lei de conservagao;

e Simplicidade, ndo introdugao de novos parametros que possuam dimensao de (massa)~
pois é bem conhecido que a introducao desses parametros é responsavel por teorias dos
campos de matéria nao-renormalizaveis [76];

e A acao deve admitir a correspondéncia com o espaco-tempo plano, no limite quando
a métrica g, — M-

A partir dessas condicoes, a acdo do campo escalar livre para o espacgo-tempo curvo é

dada por

1

9
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Sp= 1 / d*z /=g [ 0,p 0y + (m? + €R) 7], (2.4)

em que R é a curvatura escalar, £ Rp? é o termo nao-minimo e ¢ o parametro nao-minimo.
A adicao do termo nao-minimo € necessaria para a renormalizabilidade da teoria quantica
em D = 4 (veja por exemplo Ref. [64] para uma introdugao ao assunto). A versao minima
¢ obtida fazendo £ = 0.

Para o campo fermiénico (espinores) 1) a agdo no espago-curvo tem a forma,

Si = / 0w /gD (", — my ), (2.5)

onde v* ¢é a forma generalizada das matrizes v* de Dirac. Essa generalizagao ¢é feita
introduzindo os coeficientes de transicao entre coordenadas z* e x* chamados de tetradas,
representadas pela notagao ef,. A partir das tetradas, as seguintes defini¢oes sao feitas:

e Tensor métrico

a _ n o va __ UV
6# eya - guua ea € - g 9

no_ a by __ . ab
€an€y = Tab, eu e =n.

e Derivada covariante de um espinor

1
V;ﬂﬁ = Qﬂb + §wuab0'abw7

ab

em que oy, = %(”yafyb MWYa) € w2 sdo os coeficientes de conexao espinorial dados por

—_

wab:

W= g (e) ’\“F — eM0,e}) . (2.6)

Isso nos permite escrever a agao da forma apresentada em (2.5]).

Finalmente para o campo vetorial, a acao apresenta a forma

1
Sl = —Z/d4$ vV —g FMVFW,. (27)

em que F,, =V, A, -V, A,
E importante ressaltar que nao é possivel algebricamente construir termos nao-minimos
para essas duas ultimas teorias sem a violagao de algum dos principios citados anterior-

mente. Para o ultimo caso, por exemplo, esses termos violam a simetria de calibre.
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A acao do véacuo, que satisfaz as condicoes mencionadas acima e também possui a

forma mais simples, garantindo a teoria renormalizavel, adquire a seguinte forma geral
Svac = SEH + SHD: (28)

onde Sgy é a acao de Einstein-Hilbert

1
167G

Spn = —

/d4x\/—_g(R+ 2A), (2.9)

e Syp € a agao com termos de derivadas superiores (High Derivatives)

SHD = /d4l‘ vV —g {(1102 +6L2E+(I3DR+6L4R2}, (210)
em que C* = R., 5 —2R>, + (1/3)R? é o quadrado do tensor de Weyl (em 4 dimensoes)
e £ = R.,,5 — 4R, + R* ¢ a densidade Lagrangeana do termo de Gauss-Bonnet ou

densidade de Euler (em 4 dimensoes). Esses termos sao de grande importancia e precisam
ser introduzidos ja na teoria classica com a finalidade de obter a teoria renormalizavel a

nivel quantico.

2.2 A acao efetiva e expansao em loops

Uma quantidade de grande interesse e importancia é a acao efetiva I'[p], pois é a
partir dela que obtemos toda a informacao fisica relevante que nos permite construir uma
TQC. Vamos entao fazer uma breve revisao de tal abordagem, tendo como base principal
o livro de Buchbinder, Odintsov e Shapiro [64].

Considerando uma agao inicial S(p) para uma dada teoria, a grandeza denominada
funcional gerador das fungoes de Green no espago-tempo curvo, Z(J), é representado pela

integral funcional
Z(J) = /dgoe“sWHW) (2.11)

onde J(z) é a fonte externa do campo escalar ¢(x).
E possivel obter as funcoes de Green de n pontos a partir da n-ésima variacao funcional
de Z(J) em relagao a J(x) [77]

1 6" Z(J)
i"Z(J) 6J(x1)0J (z2) - - 0J(x,) lu=0"

Gn(x1, 29, ,2,) = (2.12)
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ou entao, utilizar a relacao
e = 7(7), (2.13)

onde W (J) é funcional gerador das fungoes de Green conectadas, de modo que, as fungoes

de Green conectadas, G°(x1, xa, ..., T, ), podem ser descritas como

5W ()

e oz = — . S 2.14
(21,22, ) 8iJ (x1)0iJ (z2) - - - 61 (x,) (2.14)
Introduzimos a definicao de campo médio através da relacao

SW (J) 1 6Z(J) [ Dpp(z)eS@ted)
= = A =P(z|)) = 2.15
5J(x)  Z(J) 0iJ(z) [ DpeiS@rted) (2] /) = 2(), (2.15)

onde vamos assumir que a equacao
W (J)

i} = 2.16
@ =55 (2.16)

nos permite expressar a fonte J(x) através do campo médio, J = J(z|®).
Finalmente, através da transformada de Legendre do funcional W (J), podemos definir

a agao efetiva, ['(P) [64],

[(®) =W(J)— . (2.17)

Expansao em loops da acgao efetiva
Através das relagoes (2.11)) e (2.13]) para o funcional gerador das fungoes de Green e a

agao efetiva através da equagao (2.17) podemos escrever a seguinte relacgao

exp{%(F(@)—l—@J)} :/Dgo exp{%(S(g@)—i—goJ)}, (2.18)

onde restauramos i a fim de ser utilizado como um parametro de expansao em loops.
A partir do método de campo de fundo, onde o campo ¢ ¢é dividido em um campo
classico de fundo, ®, e um campo quantico ¢: ¢ — & + ¢ é possivel mostrar que a

expansao em loops da agao efetiva é dada por

[(®) = (@) + T(®), (2.19)
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onde S(P) é a agao classica e uma contribuigao quantica e I'(®) as corre¢oes quanticas cor-
respondentes. Este tltimo pode ser expandido em uma série de poténcias em A resultando

na definicao a seguir
L(®) = wT™(®), (2.20)
n=1

onde o parametro n representa o nimero de loops. A parte usualmente mais simples e

importante, é a contribuicao de 1-loop, dada pela férmula final
() = %m Det H(®) = %Tr In H(®), (2.21)

onde H ¢é a forma bilinear da acao

525(®)

H(z,y) = S3(®) = 3(2)D()

(2.22)

Em geral, para a teoria que inclui férmions, é util substituir Tr pelo supertrago sTr [64],
que leva em consideragao a paridade de Grassmann dos campos. Isto significa que, o trago

funcional de um operador A
TrA= /d4:v trA(z, y)|aey (2.23)

é tomado com coeficiente +1 para campos bosonicos e —2 para campos fermionicos.

2.3 Uma breve revisao sobre o potencial efetivo no
espaco-tempo curvo

O potencial efetivo V.sr(¢) é definido como o termo de ordem zero na expansao em

derivadas da ac@o efetiva do campo escalar de fundo ¢(z),

[ 0g) = [ @5V |=Vigs(0)+ 5 2(0) #0,00,0+ -] (2.21)

em que D ¢é a dimensao do espago-tempo.

A partir da expansao em loops da acao efetiva o potencial efetivo é dado por

/ dPx\/g VW (¢) = % Tr In H (2.25)

¢p=const
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onde ‘7(1)(¢) é a correcao de 1-loop para o potencial efetivo.

A expansdo em curvatura de VW (¢) tem a seguinte forma
AREIE AR /A (2.26)

em que \_/0(1) é o resultado bem conhecido do potencial efetivo no espaco-tempo plano e
‘_/1(1) ¢ a primeira ordem na curvatura escalar R.

A parte do espaco plano do potencial efetivo foi obtida muitas vezes e de maneiras
diferentes a partir do trabalho de Coleman e Weinberg [78]. No espago-tempo curvo, o po-
tencial também pode ser calculado de maneiras diferentes — veja por exemplo em Ref. [64]
para discussoes detalhadas e outras referéncias). Em todas as aplicagoes desta tese nos
fundamentamos no método de representacao de momento local baseado nas coordenadas
normais de Riemann [76] (veja também uma introducao simplificada e mais referéncias
em [79]), que é um formalismo 1til para calculos dependentes de massa de quantidades
locais, tais como o potencial efetivo [71]. A vantagem dessas coordenadas especiais é que
¢é possivel usar métodos de calculos do espago plano, como representacao de momento, e
aplicar uma expansao em poténcias do tensor de curvatura e suas derivadas covariantes no
ponto P para todas as quantidades relevantes. O método é muito eficiente, especialmente
para calcular quantidades locais.

Como ja mencionamos, uma das aplicacoes mais simples dessa técnica é a obtencao do
potencial efetivo [71]. A idéia principal é avaliar a dependéncia da curvatura do determi-

nante funcional na Eq. (2.25) por meio da funcao do Green G, definida como
HG= -6 1), (2.27)

em que 67 (z — 2’) é a fungao delta de Dirac no espago-tempo plano de Minkowski. A
funcao de Green G pode ser expressa na representacao de momento local através do uso
de coordenadas normais de Riemann [76]. O ponto crucial por tras da Eq. (2.27) é que o

lado direito nao dependa do tensor métrico, assim, podemos usar a relagao
TrlnH = — TrInG, (2.28)

para obter a dependéncia do tensor de curvatura na Eq. (2.25)).
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Vamos enfatizar que em todos os exemplos conhecidos o potencial efetivo pode ser
obtido resolvendo a equacao do grupo de renormalizacao para a acao efetiva, em ambos
espago-tempo plano [65] e curvo [66] (veja por exemplo na Ref. [64] para introdugao deta-
lhada e referéncias adicionais. A generalizacao para o modelo com um tnico escalar estéril
é feita em estreita analogia com a abordagem padrao, mas com algumas modificagoes
devido a presenga de termos de interagao impares [62].

A equagao do grupo de renormalizagdo para a acdo efetiva tem a forma [64,80]

0 0 D 4]
{,u@ +ﬁpa—P + /d z ’y@(b(ﬂ)—(x) }F(gaﬁvq)7P7Dau) =0, (2.29)

onde assumimos a soma sobre todos os parametros (acoplamentos e massas) P e os campos
® = (¢, x, V). O potencial efetivo satisfaz a mesma equagao, devido a separagao de
termos diferentes em (2.24]). Em seguida, o resultado para, por exemplo, um tnico campo

escalar pode ser apresentado como uma expressao geral simbdlica

1 g

1 A
Vg = —3m’¢’ = SR+ @' + o’ + o + [ Ry

- %02(5’”2 +2m) [ In @i) 0 - 23902(55 +267,) | In Ei_%> e
+ %903(@ +397%) [111 (iﬁ’;) + Cg] + %904(@ +4My,) [1n (i;*) L 04]

1 2 1 2

+ 0B+ ) [n (‘i; ) +Cs| + SR+ ) [n (iﬁz )+ G|, (230)

onde todas as fungoes betas e gamas podem ser obtidas como mostrado em [62]. O conjunto
das constantes C' g na ultima expressao ([2.30]) pode ser encontrado a partir das condigoes
iniciais de renormalizacao. Por exemplo, os dois valores conhecidos, correspondentes as

escolhas padrao no caso escalar nao massivo, sao Cy = —%5 obtida em [65] e Cy = —3

em [64,/66].

As expressoes simbdlicas In (%) com k = 1,2,...,6, na féormula (2.30) dependem da

teoria em consideragdo. No modelo com um tnico escalar estéril [62], por exemplo, essas

quantidades aparecem como combinagoes lineares dos logaritmos

1. tm?+iIxp® +
10 = ~ln [ v g@} (2.31)
1
para as contribuigoes escalares e
1 M + hyp)?
+3) — 2 1n [ﬂ} (2.32)
2 ?
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para as contribuicoes fermionicas para o potencial efetivo. Dessa forma, os logaritmos
e sao usados como um AnsatzE] eficiente para resolver a equagao do grupo de
renormalizacao para o potencial efetivo.
No caso sem massa ou no limite de grandes escalares, deve-se esperar que o comporta-
mento assintotico de todos os termos seja
2

(2) o« m(5). (2.53)

ft I

No capitulo 5, iremos testar em detalhes essas propriedades em um modelo de Yukawa

com dois escalares, um usual e outro axial.

2.4 Formalismo de campo de fundo para teorias de
calibre

Esta secao apresenta uma breve revisao do formalismo de campo de fundo para uma
teoria de calibre descrita por uma agao inicial Sy(A) com campos A = {A'}, (A7) = ¢;

invariantes sob transformacoes de calibre
Sos(A)RL(A) =0, JA"= R (A}, (2.34)

onde R!(A), e(R! (A)) = & + &, sao os geradores das transformagoes de calibre, £2,
e(€*) = ¢, sao fungdes arbitrarias. Em geral, um conjunto de campos A’ = (A%* A™)
inclue campos A“* do setor de calibre e também campos and A™ do setor de matéria
de uma dada teoria. Assumimos que os geradores R: = R’ (A) satisfazem uma dlgebra
fechada com coeficientes de estrutura F) 5 que nao depende dos campos,

Rg,jRg — (=1)***R}; R} = —R.F] (2.35)

v ap?

onde denotamos a derivada funcional pela direita como 6,X/dA" = X ;. Os coeficien-
tes de estrutura satisfazem as propriedades de simetria F_; = —(—1)%®Fj . Também

assumimos que os geradores sao operadores lineares em A’ R (A) = tngj + 7.

L Ansatz é um palpite fundamentado que é verificado posteriormente por seus resultados.
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Aplicamos o método de campo de fundo (MCF) [81H83] substituindo os campos A’
por A’ + B’ na agao cldssica Sp(A),

Aqui B’ sdo campos vetoriais externos (de fundo) sendo diferente de zero apenas no setor

de calibre. A acdo So(A + B) obedece a invariancia de calibre na seguinte forma
3So(A+B) =0, SA" = Rl (A + B)¢*. (2.37)

Através da quantizacdo de Faddeev-Popov [84] o espago de configuragao do campo é

estendido para
ot = (AL, B, C*,C%),  e(¢?) =eq, (2.38)

onde C®, C sdo os campos fantasma e anti-fantasma de Faddeev-Popov, respectivamente,
e B® é o campo (Nakanishi-Lautrup) auxiliar . A distribuigdo das paridades de Grassmann

¢é a seguinte
e(C%) =e(C*) =g +1, e(B%) = &, . (2.39)

A agao correspondente de Faddeev-Popov Srp(¢, B) na fixagdo de calibre singular tem a

forma [84]
Srp(¢, B) = So(A+ B) + Sgn(¢, B) + Syr (¢, B) (2.40)
em que
Son(6, B) = C* X (A, B) R5(A + B)C?, (2.41)
Syp(6,B) = Bxa(A, B). (2.42)

Na ultima expressao y.(A, B) sao fungoes que controlam a degenerescéncia da agao So(A+
B). A condigao de calibre padrao no método de campo de fundo é linear nos campos

quanticos

Xa(A,B) = F(B)A". (2.43)
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A agao (2.40) é invariante sob as transformagoes de BRST [85],86]
0p¢t =50, B, e(sM(6.B)) =ea+1, (2.44)
onde
4(¢,B) =( RL(A+B)C” Lpe cveB (1), (1) B 2.4
s4(0,8) =(R,(A+ B)C™, 0, =S Fg CTC (=1)7, (~1) B°) (2.45)

e p é um parametro constante de Grassmann com e(u) = 1. Podemos escrever (2.45))

como os geradores das transformacoes de BRST,

5

= W
Entao, a acao (2.40)) pode ser escrita na forma

5(¢, B) s (¢, B). (2.46)

Skp(6,B) = So(A+ B) + (6, B) 5(6,B). (2.47)

em que

U(6,8) = C*va(A, B), (2.48)

é a fixagao de calibre funcional. A tranformacao (2.44) é nilpotente, isso significa que
§* = 0. Levando em conta que So(A + B) 5(¢,B) = 0, a simetria BRST de Sgpp(¢, B) é

escrita da seguinte forma

Devido & presenca de campo vetorial externo B¢, a acao de Faddeev-Popov obedece a

uma simetria local adicional conhecida como simetria de campo de fundo,
dwSrp(0,B) =0, (2.50)
que esta relacionado as transformacoes do campo de fundo

598 = R! (B)w®,

0 A" = [RL(A+ B) — R, (B)]
SWB* = —F%B W, (2.51)
SWC™ = —FCPw(—1)7,

§WC* = —F%CPw(—1)".

w
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Aqui o subscrito (¢) é usado para indicar as transformagoes do campo de fundo no setor
de campos externos (cldssicos) enquanto o (¢) no setor de campos quéanticos (varidveis
de integracdo na integral funcional para o funcional gerador das fung¢oes de Green). O
simbolo ¢, significa as transformacoes combinadas do campo de fundo ¢, = 589 4 59

Note que, para obter (2.50)), assumimos a seguinte regra de transformacao para as fungoes

de fixacao de calibre ([2.43))
GuXa($,B) = —xs(e, B)Fw", (2.52)

sob as transformagoes de campo de fundo 1} E ttil introduzir o gerador das trans-

formacoes de campo de fundo R, (¢, B),

— —
N o) ) )
_ @Oprae . Y 5(q) i
Ru(,B) —/dx (6835‘“ By + 50l o)
=R (B) + RY(9), (2.53)
em que ¢'RY () = RI(9) e
RL(¢) = (RY(A), RP(B), RW(C), RY(C)) . (2.54)

Usando as novas notagoes (2.53)), a invariancia de campo de fundo da agao de Faddeev-
Popov ([2.50]) é reescrita na forma

Spp(d, B) Ry(o, B) = 0. (2.55)

As simetrias (2.49) e (2.55)) da agdo de Faddeev-Popov levam a duas propriedades muito
importantes no nivel quantico. Para revelar essas consequéncias, temos que introduzir o

funcional gerador das fungoes Green extendido no MCF na forma da integral funcional
200.6.8) = [ Doesp {1 86068+ '(05) + 76l = xp { sW (L6 B) (250
onde W = W(J, ¢*, B) é o funcional gerador extendido das fungdes de Green conectadas e
Ja= (Ji, JZ, Ju, Ja) (2.57)

sdo as fontes externas para os campos ¢ (£(J4) = £4). Além disso, as novas quantidades

(anti-campos) ¢%, com £(¢%) = €4 + 1, s@o as fontes das transformagdes de BRST.
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A introducgao dos anti-campos nos permite simplificar o uso da simetria de BRST no
nivel quantico. O préximo passo é introduzir a agao efetiva extendida I' = T'(®, ¢*, B)

através das transformagoes de Legendre de W (J, ¢*, B)

[(®,¢*, B) = W(J,¢*, B) — J®, (2.58)
em que
44 o,
A_ Y T
d° = 5T e 54 Ja. (2.59)

De um lado, pode-se provar que a simetria BRST (2.49) de Sgp resulta na identidade
Slavnov-Taylor [87],88]

5,T 6T
—0 2.
5550 0 (2.60)

Por outro lado, a simetria de campo de fundo (2.55)) de Sgp leva a simetria da agao efetiva

sob as transformagcoes de campo de fundo,
[(®,B)R,(P,B) =0, L[(®,B)=TI(d,¢"=0,B). (2.61)

O objeto fundamental do método do campo de fundo é a agao efetiva de fundo I'(B) =
['(® = 0,B). Gracas & linearidade de 7%(@,8) com respeito aos campos médios ®¢, a

partir de (2.61) segue que
SOT(B) =0, 9B =R (B)w®, (2.62)

isto é, a acdo efetiva de fundo é um funcional invariante de calibre do campo externo Bt

A 1ltima caracteristica importante da quantizacao de Faddeev-Popov é relacionada a
universalidade da matriz S, que é independente da escolha de calibre. De acordo com o
resultado bem conhecido [89], a universalidade da matriz S é equivalente a indepéndencia

de calibre no funcional de vacuo. No formalismo de campo de fundo esse funcional é

definido a partir de como
2u(B) = 25,0 = 5 = 0) = [ Do e {% Serlo, B)} . (2.63)

Independentemente deste objeto depender do campo de fundo, o mesmo é construido para

uma certa escolha de calibre (¢, B). No entanto, pode-se mostrar que este é independente
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dessa escolha. Sem a presenca do campo de fundo, a discussao deste problema na teoria
quantica de campos usual e na abordagem do GRF pode ser encontrada na Ref. [58]. Aqui
nos generalizamos para o caso do método de campo de fundo.

Tomando uma mudanga infinitesimal do funcional de fixagao de calibre, ¥ (¢, B) —

U(p, B) + 0¥ (¢, B), obtemos

Zussu(B) = / Do exp {% [Sep(0.B) + 506, B)3(6, B)| | (2.64)

Em seguida, apés uma mudanga de varidveis na forma da transformagao BRST (12.44)) mas

com substituicao do parametro constante i pelo funcional
W(6,5) = 3 00(6, ), (2.65)
pode-se mostrar que
Zyrsw(B) = Zg(B), (2.66)

que é o ponto de partida para a prova da independencia de calibre da matriz S [89,90]. No
capitulo 4, veremos como essas e outras caracteristicas para o caso da teoria de Yang-Mills

se manifestam através da abordagem do grupo de renormalizagao funcional.

2.5 A abordagem do grupo de renormalizacao funci-
onal

Nesta segao vamos fazer uma breve introdugao aos fundamentos do GRF. Para isso
vamos nos basear principalmente nas notas de revisao [47] e no cap. 12 do livro didético
de Andreas Wipf [49] (veja também outras bibliografias [42-48}91]).

Um conceito base da teoria quantica de campos ¢ o grupo de renormalizacao, que
descreve como a fisica muda de acordo com a escala de energia na qual investigamos
o sistema. O grupo de renormalizagao lida com a fisica das escalas tendo como tema
principal, o entendimento da fisica macroscépica a longas distancias (ou baixos momentos)
em termos de interagoes microscépicas fundamentais.

O GRF é uma implementagao particular que contém o grupo de renormalizacao exato,

formulado por Polchinski [91] para TQC. Essa implementacao é feita a partir do conceito
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de grupo de renormalizacao que combina métodos funcionais de TQC com a idéia do grupo
de renormalizagao de Wilson [92]. A partir desses métodos funcionais podemos obter os
funcionais geradores do qual extraimos a acao efetiva média. O método é nao-perturbativo
e possui como ferramenta principal a equacao de fluxo ou equacao de Wetterich para a
acao efetiva média. Esta equacao de fluxo descreve a evolucao das fungoes de correlagao
ou seus funcionais geradores sob a influéncia de flutuacoes. Ela conecta uma quantidade
inicial bem definida, por exemplo, as fungoes de correlacao microscépica em um dominio
perturbativo, de maneira exata com as fungoes de correlacao completa desejadas apds a
integracao das flutuacoes. Assim, resolver a equacao de fluxo corresponde a resolver a
teoria completa.

A idéia principal do GRF ¢ usar em vez de I' uma acao média efetiva, 'y, com um
parametro de momento k, de modo que

ImT), =T. (2.67)

k—0

O primeiro passo ¢ introduzir funcionais dependentes da escala, um termo ”regulador 7,
como a agao dependente de escala S que é o cut-off IV para a acao classica no fun-
cional gerador das fungoes de correlagoes de n-pontos Euclidianas (2.11]). Fazendo isso,

encontramos
Zn(J) = / D ¢l O+ I=50) — axp{iW,(J)}, (2.68)

onde Wy (J) é o funcional gerador das fungoes de Green conectadas dependente de escala.
Para as teorias de Yang-Mills, é sugerido modificar a acao de Faddeev-Popov com a

ajuda da acao reguladora especialmente projetada S,

Sk(A,C,C) = /de {lA“(x)Rab (z)AY(z) + C“(:U)sz(a:)Cb(x)}, (2.69)

9" TH k pv

onde Ry’ () e Ri*(x) sdo as fungoes reguladoras.
Em geral, as fungoes reguladoras Ry(p) para um momento associado p possui certas

condicoes, sendo elas:

e Recuperar a agao efetiva para k — 0: Ry(p) — 0 para p fixo = Ty = T,

e Recuperar a agao cldssica na escala UV, k — A : Ri(p) 200 =Ty = 5,
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e Regularizacao da teoria no IV: Ry (p) > 0 para p — 0.

Alguns possiveis cut-offs sao
2

— o regulador exponencial: Ry(p) = —»fz—,

2 _p2)7

— o regulador otimizado: Ry(p) = (k* —p?) © (k
— o regulador quértico: Ry(p) = k*/p?,

— o regulador sharp: Ri(p) = @(lﬁ—zﬂﬁ) —p?,

— o regulador Callan-Symanzik: Ry(p) = k2,
onde O é a funcao de Heaviside.

A acao efetiva média, ['y é definida através da transformada de Legendre do funcional

Wi,
TW(®) = Win(J) — J®, (2.70)

onde ®(z) é o campo médio da teoria regularizada com fonte externa J(x), dado por

oWi(J)
O(x) = . 2.71
(2) = = 7(0) (2.71)
A partir da acao efetiva média, é possivel obter a seguinte equagao de fluxo [49)
1 O, Ry,
L(@)==-Tr | =——— | . 2.72
o) = 5 () o) 272

Esta é a equacao de Wetterich, uma equacao diferencial funcional exata nao linear que
contém o propagador completo e é capaz de fornecer todas as informacoes fisicas do sis-
tema.

No Cap. 4, usaremos a abordagem do GRF aplicado a teorias de calibre usando o
MCF com o objetivo de estudar a simetria de campo de fundo e a dependéncia de calibre

na acao efetiva média de fundo, objeto principal nesse formalismo.

2.6 O método de Schwinger-DeWitt

Um formalismo bem conhecido e importante, formulado independentemente por
Schwinger [93] e DeWitt [2] é conhecido como método (ou técnica) de Schwinger-DeWitt.
Esse formalismo é uma ferramenta bastante 1til e elegante de calcular de maneira cova-

riante as correcoes quanticas a I-loop para a acao efetiva. A seguir, vamos introduzir
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esse método, fazendo uma breve revisao sobre as principais equagoes e argumentos que
utilizaremos mais tarde.

A acao efetiva de 1-loop , '™, pode ser escrita na representacio da integral de
tempo préprio (s) como

0 = —% Tr / s isit. (2.73)
0 S

onde a quantidade K (s) = e~"*# ¢ conhecida como heat kernel.

A representacao de coordenadas deste operador deve satisfazer a equacao de Schrodin-

ger,

zw = —HK(z,2'; s) (2.74)
s

com a condi¢ao inicial K (z,2’;0) = 6(z,2’). Considere que operador H possa ser escrito
na forma minima a seguir [94]

H =10+ 2h*V, + 11, (2.75)

onde

A

I = P—_R+V,"+hh" (2.76)

|

Nesta tese, apenas lidaremos com o operador bilinear na forma minima. Entretanto,
existem teorias onde é necessario lidar com com operadores H nao-minimos. Nesses casos,
pode-se usar a versao generalizada da técnica de Schwinger-DeWitt proposta por A. O.
Barvinsky e G. A. Vilkovisky [95].

Com a forma do operador minimo (2.75)), a equacao pode ser ser resolvida por

uma expansao em séries através da seguinte expressao

[D(,2)] 2% N (is)ray (2, 2'), (2.77)

k=0

~ l

K(z,2';s) = sy

onde [D(z,z')] é o determinante de Van Vleck-Morett [96], o(z,2) é a distancia geodésica

entre os pontos x e x’ e ag(x,z’) sdo os coeficientes de Schwinger-DeWitt.
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Pode-se calcular os coeficientes de Schwinger-DeWitt no limite de coincidéncia,

limg,, ag(z,2"). O resultado é

ao(z,x) = 1, (2.78)
&1(I,SL’) — P’ (279)
alaw) = (B~ R, +OR+ L1 lop Ll s
AT = 5o s T e 20 76 1270 '

onde

.1 . I
P = I+ ER - V,.h — h,h",
Sy = 1V, V] + Vohy — Vb, + hyhy, — hyh,,. (2.81)
Finalmente, a andlise de DeWitt [2] mostra que em D = 4 a parte divergente da acao

efetiva pode ser expressa como

n—4
I_“E;Z = —'u?/d‘lx V—gtras(z,z), (2.82)
onde € = (4m)*(n — 4) é o parametro da regularizagao dimensional [97]. Tais divergéncias
proporcionais ao coeficiente as sao logaritmicas e sao usadas para definir nogoes impor-
tantes como, por exemplo, as fungoes 5 no grupo de renormalizacao.

A equacgao é uma ferramenta importante e uma das maneiras menos complicadas
de calcular as divergencias de 1-loop em diversos modelos de teorias de campo no espaco-
tempo curvo. No cap. 5 dessa tese, vamos descrever sua aplicacao afim de calcular as

divergéncias de I-loop para o modelo de Yukawa com dois escalares no espago-tempo

curvo.



CAPITULO 3

Quantizacdo estocastica do campo escalar ndo-minimo e

auto-interagente no espago-tempo curvo

” Perseverance, not erpediency,
is the only way to attain new
knowledge”.

PLB referee’s report

A investigacao de aspectos quanticos da interagao gravitacional tem um papel impor-
tante em fisica tedrica de altas energias. Uma forma bem sucedida atualmente de construir
modelos quanticos gravitacionais é aplicar métodos de Teoria Quantica de Campos (TQC)
no espacgo-tempo curvo em teorias do campo gravitacional interagindo com a matéria que
corresponde a uma abordagem semiclassica da gravitagao, em que apenas os campos de
matéria sao quantizados, enquanto a métrica é tratada apenas como um campo classico
externo.

Neste capitulo, apresentaremos uma consideragao sistematica da quantizacao estocastica

na abordagem da gravitacao semiclassica em um espago-tempo curvo arbitrario. Partindo

27
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da forma covariante da equacao de Langevin para um campo escalar massivo nao-minimo
auto-interagente no espago-tempo curvo, desenvolvemos um esquema computacional ba-
seado na representacao de momento local para obter correcoes quanticas de multi-loops
para a solucao cldssica. As correcoes multi-loops sao obtidas através de uma expansao
simultanea no tensor de curvatura e nos campos de ruido. Para testar analiticamente
o formalismo, calculamos a funcao de correlacao do campo escalar e o potencial efetivo
para em primeira ordem em A e no tensor de curvatura. Os resultados sao exatamente
os mesmos obtidos por outros métodos, confirmando a exatidao da formulacao covariante
da equagao de Langevin. Além disso, mostramos que a expansao multi-loops converge
para a solucao completa nao-perturbativa comparando as solugoes numéricas expandidas
para o campo do ruido e nao-perturbativas da equacao de Langevin na primeira ordem

em curvatura no caso particular em que D = 3.

3.1 Funcao de correlacao e potencial efetivo via quan-
tizacao estocastica

Estamos interessados na teoria do campo escalar massivo auto-interagente ¢ nao-
minimamente acoplado com gravidade, descrito pela seguinte agao

1 1
S = /de VI {5 g" 0,0 Oy + 3 (m2 + £R) O+ V)], (3.1)

em que R é a curvatura escalar e V() é um potencial, e m*> > 0 ou m? < 0, sendo
este 1dltimo o caso de quebra espontanea de simetria. £Rp? é o termo nao-minimo e
¢ o parametro nao-minimo, enquanto que m?@* 4+ V(p) é a parte minima do potencial
classico. Para a parte analitica do nosso trabalho apresentado nesta secao, iremos usar a
notacao compacta e mais geral V() para a forma do potencial, para os calculos numéricos
usaremos a fungao V(p) = % o, com A\ > 0. E importante ressaltar que utilizamos desde
o inicio a notacao do espaco euclidiano. Isso nao ¢ uma exigéncia e sim conveniéncia, com
o poposito de facilitar a aplicacao das simulagoes numéricas. Nestas simulagoes, iremos
considerar o caso de quebra espontanea de simetria.

Vamos comegar escrevendo a equacao de Langevin no espago-tempo curvo na forma
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covariante,

op(w,7) 1 55

or g dp(x,T)
em que S é a agao definida anteriormente em Eq. (3.1) e n.(z,7) é o campo de ruido

+ 770(9377_) ) (32)

branco ”covariante”. Por covariante queremos dizer que o ruido branco gaussiano obedece

as seguintes correlagoes (relagoes generalizadas de Einstein)

(n(z, 7))y =0, (3.3)
(n(z, )n(', 7)), = 2R éc(x, 2") §(T — 1), (3.4)

onde (- ">17 significa média estocastica e d.(x,z') é a funcdo delta covariante, que é

simétrica nos argumentos = e =’ e também satisfaz

/ Py v/9) F(y)6.(0,) = f(x). (3.5)

Nao é dificil verificar que a solugao para esta funcao delta é
Se(w, ) = g7 6P(z — ) g 711, (3.6)

emque g = g(z), ¢ = g(2') e P (z—1') é afuncao delta de Dirac comum no espaco plano.
Embora tenhamos usado e continuemos a usar h = 1 a seguir, escrevemos explicitamente
na Eq. para lembrar a natureza quantica dos campos de ruido.

O uso de ruido branco é uma questao de simplicidade, embora o ruido colorido na-
turalmente forneca um corte ultravioleta que regulariza o comportamento ultravioleta da
teoria de campo [98], uma ferramenta bem-vinda para o programa de renormaliza¢do em
simulagoes numéricas de rede [99]. Vamos salientar que o uso do ruido branco em um
espago curvo geral é uma questao complicada, e aqui resolvemos isso usando coordenadas
normais, ou seja, definimos o ruido branco efetivamente no espago plano.

Estamos interessados em calcular a fungao de correlagao G.(x,z’). Esta fungao de

correlagao é obtida como

Ge(z,2") = lim A(x, 2|7), (3.7)

T—00

onde

Az, 2'|7) = (p(x, ) o2, 7))y = (o(x, 7))y (0 (@, 7))y (3.8)
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Para a acao na Eq. (3.1), a equagao de Langevin Eq. (3.2) é
Op(x, 7)

5 [—D +m?+ fR} o(z, ) — V’(gp(m, 7-)) + Ne(z, 7). (3.9)

Para compararmos com os resultados disponiveis na literatura, obtidos no contexto da
expansao em loops, vamos resolver esta equacao com uma expansao em poténcias de h. A
partir da Eq. (3.4), podemos ver que n = O(h'/?). Vamos escrever para o campo ¢(z,7)

a seguinte expansao
plz,7) = o) + ¢V (a,7) + P (@ 7) + -, (3.10)

onde ¢(x) é o campo de fundo cldssico O(h°) e ™ (x, T) sdo correcdes quanticas de ordem

O(h™?). Usando a expansdo no potencial, obtém-se

V(p(z, 7)) = V'(¢) +V"(@) e (a,7) + V"(¢) (2, 7)

1
bV V@ P (3.11)
onde --- representam as proximas contribuicoes de ordem com n > 2. Substituindo

Egs. (3.10) e (3.11) na equacao de Langevin Eq. (3.9) e igualando termos da mesma

ordem em h, encontramos o seguinte conjunto de equacoes para o campo p™:

W) — D+ m? €A o) - V/(6). (3.12)
&p(g(j Dol O 4 R VO] eV @) F e ), (31)
2w Ot R+ V)] 0P e 7)

- SV ) (3.14)

e da mesma forma para n > 2. Este conjunto é formado por equacgoes lineares que podem,
em principio, ser resolvidas por iteracoes. Observamos que um procedimento de expansao
de ruido foi usado anteriormente em Cosmologia [100H103] em um contexto diferente,
nao relacionado & quantizagdo estocdstica. A referéncia |104] é a primeira publicagao
relacionada a perturbacao de ruido no contexto da quantizacao estocastica.

Embora as Egs. — sao equacoes lineares, elas nao podem ser resolvidas

analiticamente em geral quando a solugao classica nao é uma constante. Portanto, para o
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célculo analitico do propagador e do potencial efetivo, consideramos ¢(z) = ¢ = const.

As seguintes condicOes iniciais sao assumidas:
p(2,0) = ¢(x) + ¢ (2,0) + ¢ (2,0) + - - - = ¢u, (3.15)
que implicam em
oW (z,0) = p@(z,0)=--- =0. (3.16)

A seguir, descreveremos em detalhes o cdlculo da funcao de correlacao, nosso primeiro
objetivo, com o intuito de testar a nossa formulacao do método de quantizacao estocastica

no espaco-curvo sem a necessidade de fixar a métrica do espaco-tempo.

3.2 Funcao de correlacao

Usando a expansao do ruido no campo como na Eq. (3.10) na fungao de correlagao
definida na Eq. (3.8]), encontramos que

Az, a'|r) = (W (@, 7) oW, 7))y + -+, (3.17)
assim, no nivel de 1-loop, podemos simplesmente escrever
AP (2 7) = (oW, 7) oD (', 7)) . (3.18)

Portanto, para obter a funcao de correlagao até a primeira ordem em h, apenas precisamos
resolver a equacao de primeira ordem dada na Eq. .

No formalismo de coordenadas normais, a métrica do espago-tempo gn5(x) e todas as
quantidades relacionadas sao expandidas préximo a um ponto P(x’), onde a métrica é
suposta ser plana — isto nao é estritamente necessario, embora seja uma restricao 1til.
A idéia principal geométrica é que geodésias que passam pelo ponto P(x’) tém a mesma
forma que equacoes de retas que passam pela origem de um sistema coordenadas cartesiano
na geometria euclidiana. Assim é possivel usar a geodésica através desse ponto para definir

coordenadas dos pontos proximos.
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Através de uma transformacao de coordenadas, pode-se demonstrar que o simbolo de

Christoffel (F;\W) e as simetrizagoes de suas derivadas parciais se anulam no ponto P,
A A
F,uy(x,) = 07 € a(NIMQ---MnFCMB) (xl) = 0.

Isso pode ser provado por uma escolha especial de coordenadas. Veja prova completa e
mais detalhes em [79]. Com essa condigdo é possivel mostrar que os termos iniciais da
métrica podem ser expressos como a soma de uma parte constante (métrica plana) mais
ordens em curvatura. Em primeira ordem na curvatura, temos independente da dimensao

o resultado [76]

1

gaﬁ<x) = Nap — § Rauﬁu(x/) yMyV + - (319)

em que 2’ sdo as coordenadas do ponto P e y* = x* — /" sdo desvios deste ponto. Os
objetos de nosso interesse nesta parte sao a funcao de correlagao e o potencial efetivo,
que certamente sao locais, e, portanto, o método de representacao de momento local deve
funcionar em qualquer abordagem, incluindo a quantizagao estocastica.

Antes de iniciar a expansao das coordenadas normais, seguimos Bunch e Parker |105]

e introduzimos uma fungao de correlagdo nao-covariante A(z, 2'|7) através da relacao
Az, 2'|7) = g Y4 Az, 2'|7) g ~H2. (3.20)
Em analogia com a Eq. (3.18]), podemos também introduzir um novo campo @ tal que

AQ=oop) (0 ol |7) = (@(1)(26,7') oM@, 7)), (3.21)

onde a relacdo entre a varidvel do campo antiga ¢ e a nova @ é dada por ¢ = g~ /4.
Além disso, definindo um novo campo de ruido 7 através da relacdo n = g~ /%7, a funcao

de correlagao do ruido se reduz a
(n(z,7) 9, 7))y = 267 (x — 2') 6(7 — 1), (3.22)

em que 67 (x — ') é a funcao delta do espago-tempo plano. O ponto crucial por trds dessa
equacao é que seu lado direto nao depende do tensor métrico. Assim, apds a introducao

das coordenadas normais, pode-se usar o procedimento padrao de quantizagao estocastica
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no espago-tempo plano. Em termos das novas variaveis, depois de multiplicar ambos os

lados da Eq. (3.13) pela esquerda por g'/#, obtém-se
0p' (, T) _
or N

Em seguida, introduzimos a expansao em coordenadas normais e resolvemos a Eq. (3.23)

—[=g"*Og " +m* + R+ V()] @V (2, 7) + 7i(, 7). (3.23)

ordem por ordem em uma expansao de curvatura ao redor do espago-tempo plano. In-
dependentemente do fato de que o derivada covariante comuta com g em geral, isso nao
¢ verdade ordem por ordem na expansao em coordenadas normais, veja por exemplo
equacoes e , onde claramente os termos na primeira ordem nos tensores de
curvatura sio diferentes. Portanto, a presenca dos fatores extras ¢='/* na Eq. é
um aspecto importante da abordagem. A equacao tem uma forma adequada para
a introducao das coordenadas normais de Riemann. Em particular, estamos interessados
nos termos que sao de primeira ordem na curvatura. Usando a Eq. , as expansoes

de R e [ até primeira ordem na curvatura sao dadas por

R(x) = R(2)+---, (3.24)
O = 9*+ %Ri’é(m’) vy’ 0,0, — g RG(x")y’ 0o+ -+, (3.25)
de modo que
g0 V=97 + = s R+ 3 [R S Yy’ 0,0, — R3(2)y’ Oa) + -+, (3.26)
em que as derivadas sdo 9, = 9/dy”, 9* = n*9,0, e --- representa os termos de ordens

superiores na curvatura e suas derivadas covariantes. No calculo do potencial efetivo,
podemos considerar com seguranca V”(¢) = const e simplesmente substituir m? por
m? = m?+ V"(¢) na Eq. (3.23) e no que segue. No final, podemos sempre recuperar a

dependéncia do potencial V(¢). Usando as equagoes (3.19) e (3.26]) na Eq. (3.23), obtemos

5D (x, T
0 a(Ta ) _ (=02 + m2) gD (z, 7) — <g_—R) oW (z,T)

+ 3[Raﬁy y? 8,0, — R}y’ 0, eW(x,7) 4+ 7z, 7). (3.27)

A equacao (3.27) é a equagao generalizada de Langevin que nds pretendemos resolver.
Ele contém uma expansao infinita na curvatura R mas pode ser resolvida de forma consis-
tente em todas as ordens com uma expansao na curvatura R e suas derivadas covariantes

no ponto P.
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Procedendo da mesma maneira para todos os ¢ isto é, definindo (™ = g=1/* 5™

a expansao em R é obtida expandindo cada um dos ™ na forma

onde o sobrescrito n indica as poténcias de A e os subscritos 0 e 1 indicam poténcias de R
de modo que @Y 6 O(R%) e @™ 6 de O(R). Restringimos a expansio a primeira ordem
em R. Através do uso direto dessa expansao nas Egs. (3.12))-(3.14) obtemos o seguinte

conjunto de equacoes:

0@y (x,7)

o = — ()@ )+l T), (3.29)
8@82)(%7) - 2, ~2\ =(2) 1 (arry [ =(1) 2
T = —(—8 +m )900 (35,7)_5‘/ (% ($77)> ) (3-30)
a—(3)
BT (o) ) = VI ) )

-

1 3
- 4at <@él)(x,7') , (3.31)

~(4)
1 2
P tnT) (o) @l ) - VU [@é%, N (,7) + 5 (80 (2,7) }

1

2
- SV (6@ ) e @ 7), (3.32)
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para o espaco-tempo plano, e

oM 3 ) 1 B

Stor) = = (04 i) o) - (- 5 ) Rel (o) (3.33)
oo\ x, T o\ _ 1 _

D (o) o) - (6 5 ) R

— VU @, 1) (@, 1) = VI Rty (soé”(w)) ;o (3:34)

0py" (x,7) 2 9y (3) L\ o)
FUBE = (o) ) — (- ¢ ) Rl (@, 7)
or 6
= VU 60, e (@, 1) + 6 (@, )R (2, 7))
1 _ 2 _
- SV e @] @) (3.35)
111y (1) ~(2) Lo avy () s
— 5 Ry VO a0 @ e (@, 7) + 5V (60())
12 3
8@54)(%7') 2 | =2\ =4 1 ~(4)
LD = () ) - (6- 3 ) Rel (@)

= VI e @, 1) (@, 1) + 6 (@, 1) (1) + 9P (2, 7))

— yuv)

1/ 2 _ _ _
S (6@ ) e @ n) + o @, 1)ed @ 1) e, ﬂ]

1 Y _ _ 1/ 2
= 5 Ry {vm [9081)($,T)<p83)(x,7)+§(@9(%7))]

2
+ VI (eP(,7) @g%,ﬂ}, (3.36)

para o espaco-tempo curvo até a primeira ordem em R. Notamos que o ultimo termo na
expansao da Eq. nao contribui para essas equacoes porque ele desapare devido a
invariancia de Lorentz [105], complementamos essa afirmagao apresentando a prova para
0 nosso caso no Apéndice A.

A expansao da curvatura correspondente a funcao de correlacao de 1-loop Eq. é
dada por

AP a0/ 1) = (20 (2. 7) @ (&', 7))y + 2(0 (@, 1) @1 (@ )y o (33T)
onde usamos o fato de que

(@0, 7) @r(a’, 7))y = (Po(@’, 7) @1(2, 7))y (3.38)
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uma vez que em primeira ordem na curvatura pode-se simplesmente fazer a troca x <> 2’
para as expansoes de curvatura nas coordenadas normais, veja, por exemplo, Eq. .
O primeiro termo na Eq. corresponde a funcao de correlagao no espago-tempo plano
que ja é conhecida, enquanto o segundo é a primeira ordem na correcao de curvatura que
¢ a nova quantidade que vamos calcular.

Resolvemos as equacoes e usando as transformadas de Fourier dos campos

escalares e de ruido,

(1) Ak e )
@n (T, 7) = Wﬁ’ on (k7)) (3.39)

n(x,7) = /(;lﬁ)kD e p(k,T), (3.40)

com (7(k, 7)7(K', 7)), = 2h (2m)P 6P (k + k")d(T — '), que segue da Eq. (3.4). As equagoes
(13-29) e (3.33)) transformadas sao

02y (k, )

5 = — ) 26 (k, ) + 1k, 7) (3.41)
_(1)
8%8(716’7) = — (P +m?) ¢ (k,7) — (5 - %) Ry (k. 7). (3.42)

O procedimento para encontrar as solucoes é resumido de forma geral a seguir. Para isso,
introduzimos a funcao de Green retardada G4(k, 7) para a equagao diferencial estocastica,

isto é,
9 2 =2
— + (k> —m?) |G,y = (1), (3.43)
com a condicao de contorno
Gs(k,7) =0, for  7<0. (3.44)
A solugao da Eq. (3.43)) é escrita na forma
Gk, 7) = 0(r) e * M7 (3.45)

em que 0(7) é a fungao de Heaviside.
Em nosso caso, notamos que todas as equagoes de Langevin expandidas no ruido pos-

suem a mesma estrutura, mas dirigidas por diferentes termos ”semelhantes ao ruido”. Isso
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fica claro se escrevemos as equagoes ([3.29)—(3.36), como uma tnica equagao com indice,

da seguinte forma

0]
[a_ + (k% + m%} ¢k, 7) = 79k, 7), a=1,2,3,4; n=0,1, (3.46)
-
onde ﬁ(()l)(k‘, 7) = 7(k, T) é o ruido padrao que satisfaz a relagao (3.22)). (Veja também, por
exemplo, a forma dos campos de ruido para o caso quando a =4 e n = 0,1 no Apéndice
B.)
Usando as condicoes iniciais, equacoes 1’ e 1 , a solucao para @él)(k:,T) (que

independe de R) é dada por
2k, 7) = / dr' e (T gk, 1), (3.47)
0
e a solugao para equacao de @gl)(k‘, 7) (O(R)) é

1 T 2 ~ 2 /
A0, 7) = — (f - a) R / dr' e PO G0 (k7). (3.48)

Com as solugoes explicitas, pode-se calcular a funcao de correlagao de um I-loop en-

quanto a parte do espago plano é dada por [36]

Wy oDy [k gy 3.49
<()00 (.%',T) Yo (CL’,T)>77— (27T)D ]{Jz—l—’ﬁ’lQ - € ) ( : )

a ordem R é

@AW, = - (6= 5) R [ s e | S

- 6—2(k2+Th2)T]
)

de iy [1 o 6—2(k2+m2)‘r

e (3.50)

onde usamos a expressao dada logo abaixo da Eq. (3.40) para a média estocdstica dos
campos de ruido no espaco dos momentos. Portanto, a funcao de correlacao de um 1-loop

AU=leop) (g 2'|7) em primeira ordem no tensor de curvatura é

D —2(k24+m?)T
A(l—loop)('r Z‘/|T) _ / d”k eiky 1 — e—2(k*+m?)
! (2m)D K2+ e

1 1 — e 2(R+m*) 1 9 o =2k +m?)T
_ (5 _ _)R € _cre . (351)
6 (k2 + m2)2 k2 + m2
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No limite do equilibrio, tem-se

G(z,2) = lim AUP) (g of|7)

T—00

de iky
) enp©

que reproduz o resultado de Bunch e Parker [105] para a representacao de espa¢o-momento

1 1 R
k2 +m2 (5 - 6) (k2 +m2)2 |’ (3.52)

do propagador de Feynman. Isso completa nossa primeira tarefa, que é obter um resultado
bem conhecido usando quantizacao estocastica em espaco curvo e coordenadas normais.
Embora isto nao deva ser considerado por si s6 como um resultado inédito do trabalho, é,
no entanto, animador que se possa obté-lo usando um método completamente diferente, a
partir da quantizagao estocéstica.

Para concluir esta secao, ressaltamos que a ordem em que as expansoes em A em R sao
feitas nao é relevante. Além disso, para o calculo nao-perturbativo com a dependencia em
h mantida, executa-se apenas a expansao em R. Comecando pela Eq. , redefinindo os

/4% e de ruido n = ¢g~'/*7 como anteriormente, expandindo

campos escalares por ¢ = g~
g = det (g,) até primeira ordem em R e escrevendo @ = @o + @1, em que @y é O(R?) e

@1 6 O(R'), obtém-se as sequintes equagoes para @y € Py:

% - (—82 + m2) Go(z,7) — A @g(x, T) + 7z, 1), (3.53)
0p 1
% = — (—32 + m2) o1(z, T) — (f — 6> R po(x,T)

— NG T, 7) = 3 Ry’ A e, 7) (3.5

Claramente, essas equacoes sao totalmente nao-perturbativas, ja que nenhuma expansao
em h é feita. Agora, quando @y and ¢, sao expandidos como na Eq. , recupera-se a
expansao de um I-loop discutida acima. Na se¢ao resolvemos as equacoes de Langevin
usando métodos nimericos na rede e comparamos as solugoes das equacoes perturbativas

e nao-perturbativas.
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3.3 O Potencial Efetivo para o campo escalar

Apés obtermos a Eq. (3.52)), podemos usar o resultado para calcular o potencial efetivo

do campo escalar de 1-loop,

1 _
Vers(6) = 5 6" — S ERG 4 V(6) + VO(g) 4+ (355)

Uma vez que estamos interessados em apenas ordens lineares em curvatura, podemos

expandir H e G(z,2') da seguinte forma

~

H = _[A{0+_H1+.[A{+O(R2"'>,

G = Go+Gi+O0(R*-), (3.56)
consequentemente a relagao (2.28) se torna
~TrInG = Trin(Hy+ H, +O(R?--"))
— TrlnHy+ Trin(i+H7'H +O(R?--.))
— TrlnHy+ TrH;'H +O(R*--). (3.57)

Nas subsecoes subsequentes apresentamos os calculos das contribuicao do espago-tempo

plano e curvo para o potencial efetivo.

3.3.1 O potencial efetivo no espago-tempo plano

O primeiro termo na tltima linha da Eq. (3.57) é o potencial efetivo no espago-tempo

plano em D dimensoes, que é dado por
D (1) 1 . 1 1
R VA §Tr In Hy = §Tr 1n52(¢)—§Tr In Sy(¢ =0), (3.58)

onde S5(¢) é a forma bilinear da agao cldssica no formalismo de campo de fundo. O tltimo
termo da Eq. pode ser visto como normalizacao de uma integral funcional. Este
termo surge naturalmente através da representacao diagramatica de potencial efetivo. A
partir da Eq. e relembrando que m? = m? + V" (¢), no espaco euclidiano temos

w1 dPk K2+ m? 4 V7
Vo (9) = 5 / @np |\ 5 ) - (3.59)
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D
Usando coordenadas esféricas em D dimensoes dPk = % EP~! encontramos que
1 “ k2 +m?+ V"
v —/ dkkP'ln ( —————— ) . 3.60
0 (¢9) = 2D7r21“(§) i n e (3.60)

A solucao pode ser escrita da seguinte forma simétrica

_ 1 QD 92+m2+vl/
W) = oy { i ()

20t Er(D) | 2 02+ m?
_ Qo+ 1 oFy (1,242 Dbt o
D22 (i + V) RN
QpP+2 1 02
e —s o (1, 52, 2 —— 3.61
() o
em que oF(a,b,c, z) sdo fungoes hipergeométricas.
Para a dimensao D = 4, obtemos que
2P PR T(D/2)|,_, = 3277, (3.62)
QD Q2 2 V// Q4 QQ 2 V//
o ! ( g_;zm +2 > ‘ - 1 ( g—;m +2 ) ) (3.63)
b} +m D4 +m
QD+2 1 Q2 1 Q4
_ JF (1. 2:2 Dra _ —22(mE V) —
€<D+2><m2+v"> ( RER m2+v~) ‘M V)
1 QP +m> 4+ V"
QP+ 1 02 m* 0% 4+ m? m2Q? Ot
. (1 D2 D+4’__) = —1In ( ) - + —. (3.65)
D(E2ym? 2 m? oy 2 m? 2 4
Substituindo as Egs. (3.62)-(3.65) na Eq. (3.61) chegamos a
_ 1 (1 O P +m>+ VvV
V() = SOV 4 (o
00 = YV T T e
1 9 " 9 92+m2+vl/ m4 92+m2

Agora, assumindo que 2 é grande, podemos usar as seguintes identidades

5 P2 +m2+ V" 1 1 m* 1
_1 e :—Q2 n__ - 2 " o ]
5 n< s ) 5 V= (m +V") 4+ 1 +0<92), (3.67)
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92 2 " Q2 2 " 1
In (+m—+V> — In— — In (M) +0 (_) , (3.68)

m2+ V" m? m? 02
02 +m? 0? 1
e finalmente obtemos
Vo (6) = Vol (0) + Vo Uy (9), (3.70)
em que
(1) 1 > 1, 2
Vo—ain(9) = 353 {Q V=5 (m* V") In— (3.71)
e
(1) 1 1 2 2 %% 1 9 2
Vo—rin(9) = 392 {5 (m*+V")" In <1 +t )1 (m*+ V") 5, (3.72)

que reproduz o resultado apresentado em [71]. Nas tltimas expressoes, incluimos os ter-
independem d do ti 4 a tribuigo tant
mos que independem do campo o tipo m*, porque sao contribui¢oes para a constante

cosmoldgica e sao de fato parte do segundo termo em (|3.58]).

3.3.2 O potencial efetivo no espago-tempo curvo

O segundo termo na tltima linha da Eq. (3.57) corresponde a primeira ordem na

corre¢ao em curvatura Vl(l)(gb), que pode ser obtido da seguinte forma

_ 1 PSP 1 SN 1 A
/d%vl“) = STl = TGyl = — 5 Ty Gy
1 _ _
= -3 / dDa:/dD:z:' Gyl(z,2)Gi(2,x), (3.73)
consequentemente
— 1 de . ’ de : ’ — —
V(l) _ —/dD / / zk(x:r)/ ip(z’ —x) Gfl EG
1 9 Zz (27T)De (27T)D€ 0 ( ) 1(]7)
1 d°k -
= —= . ) .74
5 | 5 G (B Gath (3.74)



42

Agora, podemos usar a Eq. (3.52)) e substituir as formas explicitas de Gy'(k) e G1(k) na
Eq. (3.74) para obtermos

_ 1 1 dPk 1
1(1) = §(§_E>R/ D 1.2 52
(2m)P k2 +m

(3.75)
1 QP D D+2 Q2
- (5 N 6) R s oD yme 2 (1’5’ T2 _ﬁ> - (376)
Para D = 4, relembrando que m? = m? + V" (¢), obtemos
V(@) = Vi (0) + i (0). (3.77)
em que
7 (1) 1 1 2 2 %5
‘/l—div(¢) - 327_(_2 <£ - 6) R {Q - (m + V”) lnﬁ ,
(1) _ 1 2 V"
Vitgin(0) = 392 (& - 6) R(m*+ V") In <1 5 (3.78)

Esse resultado é precisamente o obtido na Ref. |71], onde também os detalhes da renor-
malizacao e aspectos relacionados foram discutidos em detalhes e, portanto, nao serao

considerados aqui.

3.4 Simulacoes numeéricas

A principal vantagem da abordagem baseada nas coordenadas normais de Riemann
é que o calculo pratico é realizado no espaco plano. Em particular, isso significa que
podemos usar os métodos conhecidos de simulagoes numéricas de Langevin regularizada
na rede. Deve ficar claro, no entanto, que os resultados tém validade para R pequeno.

Como investigacao inicial, realizamos simulagoes numéricas para o caso mais simples
em D = 3; portanto, as dimensoes massivas das quantidades relevantes sao as seguintes:
(o] =1/2, [\ =1, [r] =-=2, [7] =5/2, e [R] =2. Resolvemos as equagoes de Langevin
em uma rede N3, com espacamento de rede a. A discretizacao do tempo de Langevin é
denotada Ar. E conveniente redimensionar todas as quantidades dimensionais por a, a

saber
p=0a ., r=2=%a, m=ma, A=Aa ',

T=na"?? r=7%ad AT =¢cd’ (3.79)
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Nés exemplificamos o procedimento numérico para Eqgs. (3.29) e (3.33]). Em termos dessas
quantidades redimensionadas, as equagoes discretizadas correspondentes sao dadas (in It6

calculus [106]) por
(@7 +e) = o (@,7) +e (O—m?) 8y (&, 7) + vVei(d, 7 3.80
0 ’ 0 ) 0 ) n ZL‘,T), ( . )
) ) . ) 1\ - -
V(e t4e) = o@7) +e (O-m?)d(@7) - <§ - 5) RoQ(,7), (381)

com o= ¢(& + &) — 20(2) + ¢(& — €), em que é é um vetor unitdrio, e a correlacao do
ruido (7(z,7) (&', 7))y, = 20; 4 0z . As outras equagOes para gzgém, &52’, ..., assim como
as Eqs. e , sao discretizadas da mesma maneira.

Resolvemos todas as equacoes de Langevin usando € = 107* em uma rede N3 = 16°.
Os valores da massa e da constante de acoplamento na rede escolhidos sao m = 1 = A
A curvatura escalar é suposta ser pequena para a expansao em R fazer sentido; portanto,
escolhemos R = 0.1. O campo cléassico de fundo no espaco-tempo plano é o campo
constante no minimo do potencial cléssico, éd =/ —m2/ A=1. A correspondente "massa
nua de Higgs’é 1% = —m? + 3¢ = 2m? = 2.

Vamos primeiro considerar a funcao de correlacao de 1-loop. Nés nos concentramos
na parte dependente em R da funcao de correlagao, o segundo termo na Eq. . Em

termos das variaveis da rede, temos que

AP (@, ilr) =2 (60" (@, 7) 61 (3,7))q

1 — e—2f(k*+m?) 94— 27 (K2 4+m?)
=0 [d(n, nl,n2,n3)]2 N d(1, n1,n2,n3)

I
|
/N
ass
|
|
~_—
[
2=
w
S
b
E L

(3.82)

em que d(1h,ny,ng,n3) = (1m/2)% + 327, sin?(n;7/N). A expressio de 1-loop possui um
fator geral £ — 1/6. Esse fator é uma caracteristica comum nos resultados de 1-loop para
o termo nao-minimo. Apesar disso, podemos esperar que o calculo além de I-loop para a
fungao de correlagao nao apresente apenas termos proporcionais ao coeficiente (£ —1/6)R,
isso ird ocorrer devido a presenca de termos proporcionais a R, y*y” nas Eqgs. —.

A figura mostra os resultados de I-loop das simulagoes numéricas (com médias

estocasticas feitas com 100 realizagoes de ruido) para a parte dependente de R da fungao
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Figura 3.1: Parte dependente de R da funcao de correlagao, segundo termo na Eq. (3.37)),
como uma func¢ao de 7. Os pontos pontilhados sao os resultados das simulagoes numéricas

e as linhas tracejadas correspondem ao resultado analitico, Eq. (3.82)).

de correlagao para diferentes valores de (£ —1/6). Os resultados analiticos correspondentes
também sao mostrados pelas linhas tracejadas. A figura revela que as simulagoes de rede
reproduzem muito bem os resultados analiticos. Observamos que alterar os valores dos
parametros nao atrapalha essa boa concordancia.

A seguir, discutimos resultados para o valor esperado no vacuo do campo (¢) (lembre-

se, estamos considerando o caso de quebra espontanea de simetria):

(0)=lim <5 > (62 7), (3.83)

ni,n2,n3=0

Nos escolhemos os valores positivos de ((ﬁ}, uma vez que a acao tem simetria ¢ — —.
Inicialmente, comparamos calculos analiticos e numéricos. Os resultados analiticos de 2-
loops estao em preparagao para serem apresentados em um futuro artigo |[107]. No entanto,
o processo de obtencao e as principais expressoes analiticas utilizadas na comparacao
dos resultados sao descritas no apéndice B. No painel esquerdo da Fig. mostramos

resultados para <q5> em funcao do acoplamento A calculado até 2-loops:

(@271 = (G + (37 + (D) + (6") + (")) /da. (3.84)

Para esta comparacao, consideramos o fundo classico tanto na abordagem analitica
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Figura 3.2: Valor esperado no vacuo do campo, Eq. , em funcao do acoplamento,
e normalizado com $01 =/ —m?/ \. Painel esquerdo: Resultados analiticos e numéricos
de 2-loops, Eq. , para os espaco-tempo plano e curvo. Os pontos pontilhados sao
os resultados das simulagoes numéricas. Painel direito: Todas as curvas sélidas (pretas)
representam as solucoes das equagoes completas de Langevin, Eqgs. : a curva superior

é para o espago-tempo plano (R = 0) e as inferiores para espago-tempo curvo (R =0.1),

o fundo cléassico inclui efeitos de curvatura.

quanto na numérica como (ﬁd =/—m?/ A. De acordo com o painel esquerdo da fig. 3.2
obtemos uma boa concordancia entre os resultados analiticos e numéricos.

Por fim, discutimos os resultados para (gzg) com a total dependéncia de h mantida,
isto é, resultados obtidos com as solucoes da Eq. e . Também comparamos
com os resultados correspondentes de I-loop e 2-loops. Agora, consideramos os efeitos
da curvatura no fundo cldssico. A respeito do termo R, y"y”, uma vez que y* deve ser
pequeno, tomamos isso como sendo o espacamento da rede—valores menores de y* faria
o ultimo termo na Eq. ainda menos importante. Para R,, invocamos simetria ro-
tacional e tomamos R, = Ry; = 1/3 R para todos p e v. Os resultados sao mostrados no
painel direito da Fig. 3.2l As solugdes nao-perturbativas sdo representadas pelas curvas
sélidas (pretas), I-loop e 2-loops sao os tracejados (vermelhos) e as curvas pontilhadas
(azuis), respectivamente. Nao surpreendentemente, a figura revela que, conforme A au-
menta, os resultados O(h) divergem consideravelmente da solugao completa (sem expansao

em /). Mas também revela que ha uma melhoria quando se vai O(h?), pelo menos para os
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parametros escolhidos. Existe uma interacao interessante entre os papéis desempenhados
por A e &, como indicado pela presenca do decaimento na curva em A ~ 0.8 nas solugoes
para (£ — 1/6) = 10. Isso se deve ao fato de que os valores de equilibrio de ¢y e @1 tem
sinais opostos. Isso fica claro para as solugoes cléassicas nas Eqgs. e : enquanto
(P0)a = £1/—m?/A, asolugdo de ordem R é (¢1)a = —[(§ —1/6)R/(m*+3Apo)] (@o)a, a0
negligenciarmos o menor termo proporcional a R, na Eq. . Para grandes valores de
A, flutuagoes quanticas fazem com que as contribuicoes quﬁo dominem sobre ngﬁl, como pode
ser visto pelo aumento da curva em direcao a solucao de espaco-tempo plano. Observamos
que o mesmo decaimento também estéd presente nas curvas para ({ —1/6)R = 5, mas para

um valor de \ além do intervalo mostrado na figura.



CAPITULO 4

Invariancia de calibre da ac3o efetiva média de fundo

O desenvolvimento recente da TQC baseado em aspectos nao-perturbativos das teorias
quanticas tem sido solicitado em tratamentos relacionados a natureza nao-perturbativa da
Cromodinanica Quantica em baixas energias e também a expectativa de formular uma
teoria consistente de Gravitacao Quantica. Atualmente, um dos métodos de TQC mais
populares e desenvolvidos é o GRF (veja secao 2.5 do Cap. 2 para referéncias de revisoes
e aplicagoes). Muitos aspectos das teorias de calibre na abordagem do GRF foram discu-
tidos com sucesso, mas ainda hé uma questao importante que permanece sem solugao, a
dependéncia da fixagao da condicao de calibre da acao efetiva média on-shell. A descrigao
quantica consistente das teorias de calibre deve fornecer independéncia on-shell sobre a
escolha da condigao de fixagao de calibre. Isso significaria garantir essa independéncia
para os elementos da matriz S [58]. Vale ressaltar que as teorias de campo com simetria
de calibre sao de grande importancia, em particular, uma vez que todas as interacoes
elementares de fisica de particulas sao descritas por teorias de calibre.

Neste capitulo, descrevemos nossa analise dos problemas mencionados usando o MCF
dentro da abordagem do GRF tendo como principal particular exemplo, a teoria de Yang-

Mills. Além disso, também consideramos a invariancia de calibre e a dependéncia da
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fixacao da condicao de calibre para a acao efetiva média.

4.1 Acao efetiva média de fundo

Inicialmente, vamos discutir o uso do método de campo de fundo aplicado ao GRF,
seguindo a publicacao original sobre esse assunto de Reuter e Wetterich |55] para o caso

da teoria de Yang-Mills com a agao

So(A4) =~ Fi (A)F5, (A), (11)

onde F (A) = 0,A%—0,A%+gf*** Al A¢ é a intensidade do campo para o campo vetorial
nao abeliano A, e g é a constante de acoplamento. A correspondéncia com as notagoes

usadas na Sec. 2.5 do Cap. 2 é
i a 7 a « abc
At — AL, B* — B, Fg — [,
Ri(A) = DiP(A) = "0, + gf*" AL, (4.2)

em que os coeficientes de estrutura f2¢ do grupo de calibre sao constantes. Sabemos que
a agao é invariante sob as transformacoes de calibre definidas pelo gerador Dzb(A)
com uma funcao de calibre arbitraria w® com e(w®) = 0. Na quantizacdo de Faddeev-
Popov, a paridade de Grassmann dos campos ¢* = (AS, B, C*, C%) é, respectivamente,
ea=(0,0,1,1).

Para a teoria de Yang-Mills, o MCF define as seguintes transformacoes do campo de

fundo

0By = D' (B)w’,  §WAL = gf AW,

5£)q)Ba _ gfachbwc’ 5L(Uq)ca _ gfabccbwc’

5((1)61(1 — gfabcébwc. (43)

w

Note que o gerador da transformagdo no setor de campos A}, ¢ dada por
ab ab ach Ac
Dy, (A+B) — Dy, (B)=gf AL, (4.4)

e portanto todos os campos quanticos se transformam de acordo com a mesma regra. A

escolha padrao da funcgao de fixagao de calibre é

X“(A,B) = DI (B)AY. (4.5)

w
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Isso leva a regra de transformagcao tensorial para x®(A, B) sob as transformagoes de campo

de fundo,
Sux (A, B) = gf*x"(A, B)w". (4.6)

O ponto principal da abordagem do GRF ¢ a introducao da acao reguladora dependente
de escala Sy (¢, B), na estrutura do MCF. Vamos escolher a a¢ao reguladora para os campos

quanticos Af e €, C* na forma

Su(6, B) :%AZ RO (D, (B)) A + G R? “(Dg(B)) C*. (A7)

k pv

As funcoes reguladoras dependem do campo externo através das derivadas covariantes do

tensor D7 e campos escalares Dg

(Dr(B))j, = = nuw(D*)™ +29f*F;(B),  (D*)™ = D,*(B)D;(B), (4.8)
(Ds(B)™ = — (D*)*. (4.9)

A forma dessas fungoes podem ser escolhidas por exemplo como em [55],
Ze—z/k2

Bi(2) = 2B — =5

(4.10)

com Z correspondente a renormalizagao da funcao de onda.
Vamos considerar a variacao da acao reguladora (4.7)) sob as transformagdes do campo
de fundo (4.3)) na aproximagao em primeira ordem, Ry(z) = Zyz. O primeiro termo em

(4.8) pode ser reescrito através da integragao por partes, como a seguir

— Al (D*) AL = X6 (A, B) X, (A, B), (4.11)
em que
Xe. (A, B) = DZ”(B)AZ. (4.12)

A regra de transformacao para qu(A, B) sob as transformagoes de campo de fundo é bem

préxima de (2.52). Tem a seguinte forma

0 Xpu (A, B) = g f*x5,, (A, B, (4.13)
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Como consequéncia, encontramos o primeiro termo invariante

0u(—Aln (D) ALY = 0, (X%, (A, B)x%, (A, B))
= 29 X%, (A, B)XS, (A, B)w"
~0. (4.14)

Além disso, levando em conta que

05 Fy, (B) = gf*F, (B)w”, (4.15)

w

para o segundo termo em (4.8]), temos

5w (fachaFc (B)Ag) :gAaAb Fe (facefebd + fabefedc + fadefecb) — O,

ptpy pEv

por causa da identidade de Jacobi. A invariancia também vale para o regulador fantasma,
e pode se verificar facilmente seguindo a descricao acima. Nesta aproximagao, a acao
dependente de escala Si(¢, B) obedece a simetria do campo de fundo, ,,Sx(¢, B) = 0.

A mesma consideragao pode ser feita para os termos das ordens mais altas em z.
Portanto, podemos garantir que a invariancia ¢ mantida em todas as ordens. Com esses

resultados a acao ¢ invariante sob as transformacoes do campo de fundo,
3Sk(9, B) = 0. (4.16)
A agdo completa Sy pp = Sk rp(¢, B) é construida pela regra
Sy rp(¢,B) = Spp(¢, B) + Sk(o, B), (4.17)

em que Spp(¢,B) & a acao de Faddeev-Popov (2.40). Usando a acao (4.17)), o funcional

gerador das fungoes de Green dependente da escala é dado pela seguinte integral funcional:

Z4(J.B) = / D6 exp {ilSep(6.8) + $i(0.B) + I} = exp (iWi(1.B)},  (418)

onde Wy, = Wi (J, B) ¢ o funcional gerador das fungdes de Green conectadas dependente
da escala. O principal objeto da abordagem do GRF no método de campo de fundo ¢é a

agao efetiva média de fundo I'y, = I'x(®, B), definida através da transformagao de Legendre

de Wk,

Tw(®,B) = Wi(J,B) — J®, (4.19)
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onde

- 5ka

P4 =
6J4

é o campo médio com fonte externa dada por

0.k

51— A

A acao efetiva média pode ser apresentada como uma soma da acao reguladora do

campo médio e correcoes quanticas,

O funcional Iy, satisfaz a equacdo de fluxo, ou equacao de Wetterich [42]55],

- i 0 Ry (B)
Oy (P, B) = 5 sTr{ 7 (®,8) + Eu(B) }, (4.21)

onde 0, = kd%. Em (4.21)) relembramos a necessidade de usar o supertrago funcional
sTr, devido a presenga de campos quanticos A7, e C° C?, com diferentes paridades de

Grassmann. Outra notacao importante é

_ & [ 0,x(®,B)
(@ ) - 4.22
< +(®:5)) 5<1>A( o5 (4.22)
para a matriz das derivadas funcionais de segunda ordem com respeito aos campos médios

o.

Como vimos acima, por causa da invariancia do termo regulador dependente de escala

(4.7), a acao completa (4.17)) é invariante sob as transformacoes do campo de fundo ([2.50)),

No nivel quantico (4.23]) fornece a invariancia da agao efetiva média de fundo 'y (P, B).

De fato, a variagdo de Z;(J, B) com respeito ao campo externo Bj ¢

692Z,(J,B) = iJ,RA (%—Z;) : (4.24)

Em termos do funcional Wy (J, B) a relagao (4.24]) é reescrita como

51Wk
6oJ )

SOWL(J,B) = JARA ( (4.25)
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Como uma consequéncia de (4.25), a agao efetiva média de fundo é invariante sob as

transformacoes do campo de fundo,
0,Tk(®,B) = 0. (4.26)
Em termos do funcional 'y (®, B) a relagao se torna
5.L1(®,B) = 0. (4.27)

Assim, a simetria do campo de fundo é preservada para a acao efetiva média de fundo
['+(®, B), confirmando a principal afirmacao do trabalho [55].
Para o funcional ['y(B) = ['(® = 0,8), a simetria do campo de fundo também é

preservada devido a linearidade da transformacao do campo de fundo
SY9TH(B) =0, (4.28)

em concordancia com ([2.62)). Em particular, isso significa que a equacio de fluxo para T'y(B),

g 9, Ry (B)
O0W(B) = 55T { O AT } (4.29)

mantém a simetria do campo de fundo.

4.2 Funcoes reguladoras invariantes no método de campo

de fundo

A prova da invariancia de S, sob as transformagoes de campo de fundo (4.16)) baseia-se
na forma das fungoes reguladoras e seus argumentos. Em particular, as fungoes reguladoras
(4.10) com argumento (4.8)) por si s6 nao sao invariantes sob transformagoes de campo de

fundo

SORV (DB £0,  SIRP?(Dg(B)) 0. (4.30)

w k pv

Nesta secao, discutiremos a simetria de campo de fundo da acgao efetiva média de

fundo. Formularemos uma possivel restricao nas fungoes reguladoras na acao dependente
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da escala Sj que nos permitira chegar a invariancia da acao efetiva média de fundo sob as
transformacoes de campo de fundo.
Considere a acgao reguladora dependente da escala Sy = Si(¢,B) no formalismo de

campo de fundo, incluindo o setor fantasma,

51(6.8) = SALRD2(B)AL + CoRE“(B)C", (4.31)

k pv

onde Rk I (B) e R,(f) ab(B) sao as fungoes reguladoras. Assumimos que elas sejam funcoes
locais de campos externos By, e suas derivadas parciais. A acdo completa tem a seguinte

forma padrao na abordagem do GRF

SkFP(¢7 B) = SFP(¢7 B) + Sk(¢v B) (432)

Devido a simetria de campo de fundo da acao de Faddeev-Popov ([2.50)), a agao completa
(4.32) serd invariante sob as transformagoes do campo de fundo (4.3)), se a agao reguladora
dependente da escala Sy, = Si(¢, B) satisfaz a equagao

5., 5u(6, B) = 0. (4.33)

Usando a forma explicita das transformagoes de campo de fundo (2.51) a variagdo de

Sk(¢, B) tem a seguinte forma

5,506, 8) =5 At g (/W REL(B) — B(B) F) + 6 R 2(8)) 41

k pv k pv

+ / dz GO [g ( Fote, R DBy — P () f“”’wd) +§@RD ab(B)} ol

(4.34)
A partir da Eq. (4.34)) segue que (4.33)) é satisfeita se
adc cb c ab
g(f e RS (B) = BL(B) ) + 60 R (B) = 0, (4.35)
g (fadcwdR,(f) Cb(B) . Rl(f ac< )deb d) 4 5(c R ab<B) -0 (436)

Qualquer solucao dessas equacoes fornece a invariancia de S; sob as transformacoes de
campo de fundo. Vamos considerar o caso em que as fungoes reguladoras sao invariantes

sob transformagoes de fundo do campo externo By,

SORMB) =0,  SORY(B) = 0. (4.37)
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Devido a arbitrariedade na escolha das fungoes w®(z), a partir de (4.35)), (4.36) e (4.37)

segue as relagoes

[t RV (B)] , =0, [t RP*(B)] =0, (4.38)

ab ab

para os geradores (t%),. = f** do grupo de Lie. Portanto, vemos que as fungoes regula-
doras comutam com todos os geradores do grupo Lie. Entao, aplicando o lema de Shur,

encontramos

R %(B) =6 Ry") (D(B)),
RP ' (B) =5 R (D(B)), (4.39)

em que as quantidades R,(ﬁll)w(D(B)) e R,(f)(D(B)) sao escalares em relacdo as trans-

formagoes de campo de fundo do campo externo Bj. Isso significa que os argumentos

dessas quantidades devem ser escalares também. E f4cil construir um exemplo desse tipo
— La ab b a A4 :

de argumento escalar, D(B) = F5,(B)D(B)BY, em que Fy, é definido em (4.1).

Portanto, no caso em consideracao, a acgao reguladora dependente da escala tem a

forma
k pv

51(6.8) =5 ALRL, (D(B) AL + C*() R (D(B))C", (4.40)

mantendo a simetria do campo de fundo 9,,Sx(¢, B) = 0.

4.3 Dependéncia de calibre da acao efetiva média de
fundo

Nesta secao, o problema da dependéncia de calibre da agao efetiva média de fundo
serd discutido no cenario geral discutido em A agao reguladora Sy ¢é invariante sob as

transformagoes de fundo (4.16]), mas nao sob as transformagoes BRST,

Su(¢, B)3(¢, B) # 0. (4.41)

Vamos discutir as implicagoes desse fato para o problema de dependéncia de calibre da

acao efetiva média de fundo. Considere o funcional gerador extendido das funcoes de Green
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Z(J, ¢*, B), e o funcional gerador extendido das fun¢oes de Green conectadas Wy (J, ¢*, B),

Zu(]. 6, B) / Do exp{i[Spp(6, B) + Sl B) + Jo + 6" (56)]} = expliWi(J, 6" B)}.
(4.42)

Como primeiro passo, obtemos a identidade de Ward modificada para o GRF no método
de campo de fundo que é uma consequéncia da invariancia sob as transformagoes BRST da
acao Spp(¢, B) . Fazendo mudanga de varidveis na forma das transformagoes BRST
na integral funcional , ¢t — pA(p) = ¢ + (8¢ ), e levando em consideracao a

trivialidade do jacobiano correspondente se as condigoes

Ej 51R2¢
(=1) SA

+ (_1)(6a+1)F§a =0 (4.43)

sdo satisfeitas (para uma discussao detalhada deste ponto, consulte [108]), chegamos a

relagao
0= / D6 (Ja+ Sea(6,B)) (56%) exp{ilSre(6. B) + Su(, B) + Jo + 6" (30)]}
=10+ 504 (55:8)| [ Dotso explitsentonB) + u0n8) + g6 + 6" G0y

(4.44)

A partir da (4.44)) a identidade de Ward modificada para o funcional gerador extendido
das fungoes de Green Zi(J, ¢*, B) é dada por

0y d;
7 * = 0. 4.4
Essa indentidade em termos do funcional Wy(J, ¢*, B) fica
oWy & o
W * =0. 4.4

Introduzindo o funcional gerador das fungdes de vértice I'y, = T'y(®, ¢*, B) com a ajuda da

transformada de Legendre de Wy, = Wy (J, ¢*, B)
Lw(®, 0%, B) = Wi(J, ¢, B) — J, &4, (4.47)

em que

- 51Wk (57«Fk . 51Fk - 51Wk

i =—J4, —= .
6Ja" 5P C0Y 0
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A identidade de Ward modificada é reescrita na forma

0, L' 01T, - ol
= Sp.a(P,B)— 4.48
onde a notacao
= " 5
A_ A . —1\AB l
foi utilizada. A matriz (I","!) é inversa & matriz I';, a tdltima tem elementos
" 6[ (Srrk 1m_1\AC " A
(Tk)as = W(W)’ ) (M) ep = 95 (4.50)

Agora considere a variacao do funcional gerador extendido das fungdes de Green sob
variacao infinitesimal do funcional de fixacao de calibre, U(¢, B) — W(¢p, B) + V¥ (¢, B).

Encontramos

67,(J. 6" B) =i / Do (5(6, B)3(6. B)) explilSep(6, B)
T Su(6B) + Jo+ 6 (36)]}. (4.51)

Agora levando em conta que a integral funcional da derivada variacional total é zero, temos

a relacao

0 = [ Doy [(60") explilSrr(6. B) + Su(6. B) + o+ 6" (55}

— / D¢ [z’é\IJSA(JA + Ska) + (5%)] exp{i[Srp (¢, B) + Sk(¢, B) + J¢ + ¢*(39)]},
(4.52)

em que a invariancia sob as tranformacoes de BRST da acao Sgp, a nilpoténcia das

transformacdes de BRST e as relacdes foram usadas. A partir de (1.52) temos
i [ Do(3w (6. B)5(0.B)) expilSrer(6. B) + Su(0. B)+
J6+ 8GN} = [ DO(Ja-+ S1a0.5)5% (6.5
% (6, B) exp{i[Sep(6. B) + Sk, B) + Jo + 6" (30)]). (453)

que permite apresentar a Eq. (4.51)) como,

o 5 5 5 *
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ou, em termos do funcional Wy(J, B),

Wi 6 5 Wi 6
SWi(J, 6", B) = — {Jﬁsm <15—J’“+$,B)] 6¢lz 5\1;( ’M’“ +ﬁ,8). (4.55)

Na obtencao de (4.55) a identidade modificada de Slavnov-Taylor (4.46|) foi utilizada.

A ltima equacao pode ser reescrita para a acao efetiva média de campo de fundo,

[x(P, ¢*, B), na seguinte forma

o
0%y

em que ® foi introduzido em 1} A partir da Eq. 1D segue que

6Ty &

A

§U(D,B) — Sp.a(®,B)——0U(d, B), (4.56)

0Lk (P, 0", B)

w  # 0 (4.57)

5
Como resultado, a acao efetiva média de fundo depende da fixacao de calibre mesmo nas
equagoes de movimento on-shell e a matriz S definida na abordagem do GRF é dependente

de calibre.



CAPITULO 5

Aspectos quanticos do modelo de Yukawa com campo escalar e

escalar axial no espaco-tempo curvo

A acao efetiva é a quantidade de maior interesse em TQC, pois é a partir dela que
obtemos toda a informacao fisica relevante da teoria em questao. Como vimos, ela admite
expansao em loops. Entretanto, nesta expansao sao encontradas funcoes de vértices que
dependem de integrais de Feynman que divergem para valores elevados de momentos. O
que significa que a teoria contém divergéncias em altas energias na regiao do ultravioleta.
Com o objetivo de eliminar tais divergéncias na acao efetiva e construir a teoria em con-
sideracao com a presenca apenas de fungoes de vértices finitas, faz-se necessario o estudo
de procedimentos de renormalizacao. Para um estudo em detalhes, veja, por exemplo
em [64,[77,/109).

Neste capitulo, estudamos o modelo de Yukawa com um campo escalar e um axial
escalar, acoplados a N copias de férmions Dirac, no espago-tempo curvo. Como menciona-
mos na introducao, o estudo desse modelo que preserva a paridade de um campo escalar
axial adicional é extremamente relevante, pois pode trazer consideracoes importantes so-
bre a renormalizagao da teoria e pode ser util para entender melhor uma possivel origem

quantica dos termos de auto-interacoes com poténcias impares e também dos novos termos
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mistos dos campos escalares. Do ponto de vista de aplicagoes fisicas, é interessante ter
uma descricao consistente de um exemplo simples que contempla a interacao entre um
escalar axial ( representando, por exemplo o axion) e férmions através do acoplamento
Yukawa.

Nas se¢oes subsequentes, mostraremos que a teoria possui um conjunto de constantes
de acoplamento, incluindo termos escalares com poténcias impares de campos escalares
no potencial e constantes de acoplamento nao-minimo dos campos escalares a gravidade.
Com o objetivo de obter o calculo das divergéncias da maneira mais economica, usare-
mos o método de heat kernel. Em seguida, descrevemos a renormalizacao da teoria em
consideracao e calculamos o conjunto completo de fungoes beta e gama e para todas as
constantes de acoplamento e campos. O calculo potencial efetivo de 1-loop dos campos
escalares até os termos lineares na curvatura escalar é considerado e algumas dificuldades
do grupo de renormalizagao relacionadas ao potencial efetivo do modelo em consideracao

sao discutidos.

5.1 Modelo de Yukawa e sua renormalizacao

Considere um modelo de Yukawa incluindo um campo escalar real ¢ e um campo
escalar axial y, acoplado a N copias de um campo fermionico ¥;, com a agao classica da

forma

. 1,
S = /d4x\/—g{‘1/¢ (iV — M — hip — hoxy”) 090, + 59“ L0, P

1 1 1 1 1 A Ao
% _ = 22__ 2.2 - 2 - 2__4__4
+ 59 DuxOvx 5T = 5maX” + SO ReT + SGRYT — ret = X
A3 g p
- 3802X2—§ 3—§¢X2—T¢—fRS0}7 (5'1)

em que my, mo € M sao respectivamente as massas dos campos escalar, axial e espinorial,
hy e hy sao as constantes de acoplamento de Yukawa. Finalmente, A\, Ao, A3, g, pe T
sao constantes de acoplamento nos setores escalar e axial, que sobrevivem no limite do
espaco plano, enquanto que & e f sao os parametros nao-minimos do campo escalar e
& o parametro nao-minimo da interacao entre o campo escalar axial e a gravidade. E

facil observar que a agdo nao possui apenas os termos pares padrao, mas também um
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conjunto de termos fmpares, com os parametros dimensionais g,p,7 e f. Como veremos
em breve, esses termos sao necessarios para alcancar a renormalizabilidade da teoria. A
ultima observagao é que o termos lineares e ciibicos no campo axial sao excluidos pela
exigéncia que a Lagrangiana seja um escalar com paridade par.

Para calcular as divergencias de 1-loop, vamos usar o método de heat kernel, e realizar

a separacao dos campos usando o MCF, de acordo com

o = p+o, X = x+p, V= U+ U= U4, (5.2)

onde ¢, x, ¥, ¥ sao os campos cléssicos de fundo o, p, 77, n suas contrapartes quanticas.

A parte bilinear nos campos quanticos da agao é escrita da seguinte maneira

g

1 N
S@ = 5/d4:c\/—g <a p m)H p
1j

1

= 5 /d4.§(]\/ —g{O'HHO' +pH210 +7_]Z‘H310' —f-O’ngp

+  pHayop + niHzop + o Hizny + pHasn; + ﬁiH3377j}7 (5.3)

onde os elementos do operador matriz H possuem a forma

Hy = -O-mi+&R—gp— N’ — %cﬁ

Hy; = —4pxAs —2px, Hi3 = —th‘i’j ) Hay = —4pxAs — 2px,

Hy = —O-my+&R—pp— ¢’ - %X%

Hys = —2hyVU;n°,  Hy = =2V,  Hzp = —2hoy° ¥,

H3s = 2(i¥ — M — hip — hoxy*)d". (5.4)

Para simplificar os cédlculos é 1til introduzir operador da matriz conjugada
-1 0 0
H = 0 -1 0 ) (5.5)
0 0 —1GEY+M)
Assim, podemos calcular as divergéncias de I-loop da acao efetiva através da relagao

~

TrIn(H) = Trln(HH*) — Tr In (H*). (5.6)
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O dltimo termo Tr In H* contribui apenas para as divergéncias de vacuo conhecidas para
um modelo arbitrario [64,110]. Portanto, é suficiente calcular as divergéncias do produto

HH*, que tem uma forma padrao ([2.75]),

A~

H = HH =i0+2h"V, +11 (5.7)
Consequentemente,

A
Hiyyn = O+mi+ 71§02 — &R+ \3x* + gy,

Hize = 2px + 439X, Hiz = ViV + M),

A
Hor = 2px +4X3px, Hoo = U+ m% + EZXQ — &R+ A3¢® + po,

Hoz = haU0°(i¥V + M), Ha = 2V, Hao = 2ho°V;

) 1
Hiz = 07 [0-— yli M? + hip(i¥ + M) + hoxy°(iV + M)]. (5.8)

onde podemos identificar

thy - tho - 7 g
hyy = 71‘1’3"YM> hbys = 72%75’7“7 his = §(h1%0+h2X’Y5)’YM(5” (5.9)

A
M, = m>+ ?1g02 — &R+ gp+ Asx®, Iy = 2px + 439X,

ILiz = th‘i’j, o1 = 2px + 430X,
A
[y, = mj+ 32X2 — &R+ pp + A3’
Moy = hoMU;A°, T3 = 200, Tl3p = 2hpy°V;,

. 1
H33 = oY |:]\42 - ZR + thQO + hQMX’)/S] . (510)

Como vimos na se¢ao 2.6 do Cap. 2 da tese, o método de Schwinger—DeWitt [2] produz

a expressao geral para as divergéncias de 1-loop na seguinte forma

F(;):_MD4/de —gsTr{lfﬂ—i-iSQ +lmp+i(R2 - R? —i—DR)} (5.11)
div £ 2 1277 6 180 \ el v T

em que ¢ = (4m)*(D —4) e
. .1 L
P o= Mt SRV, = by,

~ ~ ~

Sw = [V, Vu]1+Voh, — Vb, + hyhy, — hyh,. (5.12)
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A partir das equagoes ((5.12]) e as relagoes (5.9) e (5.10) podemos obter os elementos da

matriz para os operadores P e S, necessarios para o calculo das divergéncias de I-loop.

As expressoes finais tem a forma

Por conseguinte,

0 0 Lhi VUt

V=10 0 LhoV W75 ;

h

0 0 L(MVup+hoV,xy°)y*e"

0 0 —h2Upp+ hihaW¥yxy®
Milu = 0 0 —hlhgqfk’yf)@ + h%@kx
0 0 (=hig®+hix?)o™

0 0 —3(AfWp — hihaWrxy) 7,0
=1 0 0 —i(mhaWrpy® — h30x)y0% |- (5.13)
0 0 —5(M3@* = WX v
>\1902

mf—k

1
— (& — = ) R+ 23
2 +gv (51 6) + Asx7,
2px + 430X,

_ 7
hWy (M + hip — hax?°) — §h1(vu‘1’k)7“>

2px + 430X,
Ao x? 1
m3 + 22X +pyp — (52—6)R+>\3S02,

haWi(M~° + hioy” — hax) — %ha(vu@k)vsv“,
2V,
2hoy°V;

M? — %R + hiM@ + hoMx~y® + h3p? — hix?

l

SV, + ha ¥V, x ) | 6% (5.14)
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e

1 — - 1 _ _
Swiz = —§h1 [(VH\IIIQ)% - (Vy\Ifk)’YH} + Z—l(h%‘lfkgo — h1h2\Ika’y5) [Yous Vol 5

1 — — 1 _ _
S/,Ll/ 23 — _§h2 [(v,u‘;[jk)'757u - (vuqlk)757u] + Z—l(hth(P\I’kVE) - hgq’kX) [’Y,ua 71/] )

7 7
Sz = [[v,,, Vil = 5 [(Vee) = (Vo) = 5he [(Vx)r™ 1 = (Vo) ]
1 ,
+ (00" = hax®) [, ) ] . (5.15)

A partir daqui, o calculo se resume a tomar os supertracos das quantidades na equacao
(5.11) usando as relagoes acima. Vale lembrar que é preciso tomar um certo cuidado ao
fazer isso, uma vez que os operadores de nosso interesse, denominados, 1, Pe g;w agem
no espaco de campos quanticos com paridade de Grassmann mista. Como resultado final,

as divergencias de 1-loop no modelo em consideragao tem a seguinte forma

Fgltz)) = Fz()a)c div + an)duﬂ (516)
onde
RN Ty MY 2N M*
vac,div c z (ml + m2) -

N ~ N 1 8N —
Ns? — n2é — m2 ) < _> 2 2

* (3 mi& —myés | R + 21 T 15 s T g0 R

1

- %<§+5§_%>R2+ (45 +%_é&_é§2)mz} (5:17)
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D—4

- I 7
ngw = -5 3 /dD:c\/—_g{ Z 3 bhfv B §h§W 1M 4P = haxy)
k

+ h3(M + hip — h2X75)] Uy, 4+ 2Nhi(9,0)* — 2Nh3(9,x)°

1 MeL - 1, 1
+ (‘Nh% - 56 - )\352)R902 + (‘A% + A5 — 2Nh[11) h
3 2 s
92 . .
+ [SNMM — gy — p&| R + (mig + mip — SNm M)
1 1
+ §(g2 +p* + Ami + 2\3m3 — 2ANhiM?)? + <)\3p — 8NMh3 + 3 g)\l)gp3
1 1, 1
+ 5 (2A3m7 + Aam3 + 8p® + 8Nh3M?) X + (§A§ + §A§ — 2Nh§) X!
1, . 9N 1
- 5 (Azgg + 208 + ?hg)RXQ 5 (ks + dada + BNBIRS + 327X
1 1
+ (g)\g + 5PAa + 16pAs + 8Nh1h§M) o+ <g tp— 8Nh1M)Dgo
1 1
+ (M1 +2x = 16Nk ) 02 + = (X2 + 2% + 1633 D;ﬁ}. (5.18)

Por compacidade, introduzimos as notacoes 5172 =&12— %. As divergéncias de vacuo estao
incluidas por uma questao de completude.

A expressao mostra que os termos impares, que incluimos na acao classica ,
surgem nas divergéncias. Exatamente como é o caso na teoria escalar singular simples,
esses termos nao tém protecao de simetria e a estrutura das divergéncias é exatamente
como deveria ser esperado dos argumentos de simetria e argumentos através de contagem
de poténcias (power-counting).

Uma vez conhecida a forma das divergéncias de 1-loop, podemos aplicar o esquema de
Subtra¢ao Minima no espago-tempo curvo [64], e encontrar facilmente as relagoes entre
as quantidades nuas e renormalizaveis. Os contratermos podem ser escritos como AS =
—Dgin. Apds isso, exigimos que a acao classica renormalizada, S = S + AS, seja igual
a agao fundamental S em D = 4. A partir dessa condi¢ao, encontramos o conjunto de

relagoes de renormalizacao para os campos

pi/.  2NR? pi/. 2N
wo=u2(1+ > XO=/H<1— €>x,

D-4 3
Ty = MD24[1+E(hf—h§)}\I/k. (5.19)
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As relagoes para as massas tém a forma

M, = (1 ~ g ifﬂ)M

26
s o G+ P HANRIMT + Mymi + 2 gm3 — 24N hiM?
My = My — . ,
md = md— 8p? — ANhZm3 + \om3 + 2 3m3 + 8Nh§M2' (5.20)

€
Para os acoplamentos pares e parametros nao-minimos, encontramos

A+ 4Nh1 23 -

510 = 51 gl - _627

4Nh2 ~ ~
§oo = St +52 - g/\3§1,

4ANh? + 9h? + 3h3 )
2¢ ’

hio = M%h1<1—

4-D 4ANh? + 9h2 + 3h?
hoo = 2 h (1 2 2 1 ) :
20 o| I+ %
\ ( 48Nh‘1l — 8N\ h? —3)\2 — 12)\§>
10 — )
€
\ e ( 48Nh‘2l + 8N Xyh3 — 3\2 — 12)@)
20 — )
€
\ 4 D </\ M A3 + AoA3 + 8N”h2h3 + 32/\2 + AN X3h? — 4N)\3h§> (5.21)
30 = 3— . .
€
E, finalmente, para os acoplamentos impares e parametros nao-minimos,
o 4-D 48NMh? — 39)\1 — 6Nh%g — 6)\3])
g0 = 2 (g+ p )
_— M% <7_+ 8Nh1M3—2N7'h%—m%g—m§p>
6 9
_ 1
o = pF ( — (2739 + Aap + 32X3p + 16N h3M — ANh2p + 2Nh$p)),
€
- ~ ~ 2Nhi M N fh?
fo = u% [f‘i‘%fl—l-g&— : 31_6 / 1] (5.22)

Observe a renormalizacao nao trivial dos parametros de acoplamento impares e, em par-
ticular, do novo parametro de acoplamento nao minimo f.

As fungoes (8 e v podem ser calculadas a partir das relagoes de renormalizacao para os
parametros e campos. Para as teorias no espago-tempo curvo, o procedimento [80,/111] é

descrito em detalhes no livro [64], entao apresentamos apenas os resultados finais para

: dP

Bp = }){?4#@, (5.23)
dd

Yo® = lim p— (5.24)



66

em que P = (m%, m3, M, hy, ho, A1, Ao, &1, 62,9, D, 7, f) sao os parametros renormalizados e

O = (¢, x, Vi) sao os campos renormalizados. Usando as relages (5.19)), (5.20)), (5.21))
e(5.22)), obtemos os seguintes resultados:

(4Nh3 + 9h3 + 3hih3)

P = 2(4r)>2 ’
g = — (ANh3 + 9h3 + 3h2hy)
ha — 2(471')2 )
3M
1
B = Ty (333 + 8N ALK — 48NAE +12)3).
1
B = T (3A§ — 8NXoh? — 48NKL + 12A§>,
1
Br, = e ()\1)\3 + AoAz + 323 + 8NATh3 + AN NzhT — 4NA3h§>,
1 1 1
o = gl ) e g) (o)
1 1 1
e = qaplle )6 ) vnle )]
1
B, = 39\ +6Nghi — ASNMh? + 6ps ),
(47)?
1
b = G <p)\2 +32\ap — ANPh2 + 2Nph? + 2g\s + 16NMh1h§),
1
B2 = mih + ¢+ p* + (4m? — 24M? ) NRh2 + 2X3m2 |,
1 (47’(’)2 1 1 1 2
1
bt = 7o [mgAQ +8p% + <8M2 - 4m§)Nh§ + 2A3mﬂ ,
1
b = op (2N7h§ + gm? + pm? — 8Nh1M3>,
1 ) 1 1N 2
Para as fungoes v encontramos
INR? 2N h? 3,
,}/Lp = - (47T)2 ) ’VX = (471')2’ 'V\I!k = 4(47T)2 <h2 - h’l) (526)

Uma boa verificacao é que, se considerarmos a teoria invariante conforme, com massas e
outras constantes dimensionais, g, p, 7 e f nulas, e assumindo & = & = %, o coeficiente
de polo na expressao para as divergéncias ((5.18)) também ¢é invariante conforme. Conse-

quentemente, as funcoes [ para & e & neste caso, sao combinacoes lineares de &; e &9,
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definidas apds a Eq. (5.17)).

5.2 Contribuicao escalar para o potencial efetivo

Nesta secao, iremos descrever a obtencao do potencial efetivo de 1-loop do modelo
em consideracao até a primeira ordem na curvatura escalar, usando a representacao de
momento local, com base nas coordenadas normais de Riemann.

Realizamos o célculo direto das contribuigdes escalares no modelo (5.1)) e mostramos
que os resultados sao inconsistentes com as expectativas baseadas no Ansatz do grupo
de renormalizacao, que consiste em adivinhar a forma dos logaritmos, tal como e
(2.32).

Os calculos apresentados abaixo foram realizados na regularizacao covariante cut-off
das integrais euclidianas, usando a representacao do momento local através das coordena-
das normais de Riemann. No caso do potencial efetivo, essa regularizacao é a opgao mais
simples. Por outro lado, a transicao para o cut-off covariante na integral de tempo proprio
e, consequentemente, para a regularizacao dimensional é automatica, conforme discutido
em [71] (veja também investigacdo geral anterior no espago-tempo plano [112]).

Vamos comegar pela forma bilinear da a¢ao no setor escalar de (5.3)

A

1 o
s = 5 / diz/ =g (0 p) A, , (5.27)
onde o operador matricial tem a forma

H, =01+ (5.28)

com 1= diag(1,1) e
M121 = ﬁ'L% - €1R7
M222 = mg - €2R7

M}, = Ms =2px +4X30x., (5.29)
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onde
~ 2 2 )‘1 2 2
m; = mj+ 5 ¢ + Asx” +9¥, (5.30)
- A
mi = mi+ ?2)(2 + A3? 4 . (5.31)

Para simplificar os calculos, vamos diagonalizar a matriz no segundo termo da relagao

(5.28)), fazendo uma rotac¢ao no espago dos campos,

o 01 cosa —sina
=U , onde U= . (5.32)
p 103 sina  cos

Apoés essa transformagao, Eq. (5.27) se torna

s = / d'ey/=g {¢1|3¢1 + 620065
+ ¢y [cos®(a) M7, + sin®(a) M3, — sin(20) M7,] ¢4
+ ¢ [sin2(a)M121 + cos? (o) M2, + sin(2a)M122} o
+ ¢ [sin(20) (M3, — M7)) + 2 cos(20) M, ] @}. (5.33)

Agora, podemos simplesmente escolher

M3, — M,

2 2

cos(2a) = sin(2a) = cot(2a) =0 = S (5.34)
12

de modo que o iltimo termo em ([5.33)) se anula e a nova matriz diagonal H, =U'HU

possui a seguinte forma

R . aM? + bM2, — cM? 0
T i1 22 12 ’ (5.35)
O bM121 +CZM222 +CM122

em que

1 C) 1 C) 1
G=-4——o  b==

2 o/irer 2 /irer JViier

Como estamos interessados na ordem de aproximacao linear em curvatura O(R), ¢ 1til

reescrever ({5.35)) como

. O—I — GR+ (R 0
H, = QR () , (5.37)
0 01— GR+O(R? )

(5.36)
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com
1 O o, (1 O Ly M2,
L =—(-+— _|m- (- —2—_ |+ ——2_, 5.38
' (2 2\ﬁ1+@g> ' (2 2\/71+@3> /1 e} (53
Mh=—|(-—-——— |- [+ —— | 2 - —2—, 5.39
i (2 2\/71+@3) : (2 2\/71+@3> /1 e} (539
(§]
1 O, 1 Qo
— — + — + | = — s 5.40
G (2 2 1+@3>§1 (2 2 1+@g)52 (540)
1 O, 1 Qo
= |- —— |a+ |+ —— ] &, 5.41
2 (2 2 1+@g)§1 (2 2 1+@g)£2 (541)
em que denotamos Oy = "Z%\;g%

Como proximo passo, definimos

H, = o | (5.42)
0 H

em que HY = (O —-1I, — (GR) e H? = (O - II, — GR), tal que
TrInH, = In Det H, = Tr In HY + Tr In H® . (5.43)

Gostariamos de apontar que, usando a rotacao no espago dos campos para diagona-
lizar H, nés também temos que considerar a contribuicao que vem da transformacao
H, = U'H,U. Na relagio (-43), uma vez que DetU = DetU~! = 1, entdao nao ha
contribuicao. Entretanto, o jacobiano de tal transformacao no espaco-tempo quadridi-
mensional é proporcional a §%(0), que na regularizagao dimensional formalmente desa-
parece enquanto que no nosso caso, via esquema de regularizacao cut-off, isso significa
uma contribuicao dependente do cut-off para a constante cosmoldgica. Outra observagao
importante é que a rotacao e a expansao em primeira ordem em curvatura nao sao
operagoes comutativas. Isso significa que, se extrairmos o termo O(R) primeiro e depois
fazer uma rotacao apenas para um setor de espaco plano, o resultado seria diferente e nao
satisfatério do ponto de vista de nossos calculos.

A partir deste ponto, encontramos um produto de dois operadores escalares normais

(5.42)), podemos entao, usar a técnica elaborada em [105] (veja também [1,/62,71]) ou seguir
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a mesma descricao apresentada no Cap. 3 para encontrarmos o potencial efetivo de 1-loop
até a primeira ordem em R, usando as coordenadas normais de Riemann.
A equacdo para o propagador do campo escalar G.(z, ') relacionado a H™" tem a

forma
(g%Dg_% —1II; — C1R> G(z,2') = —6P(x —2'). (5.44)

Em seguida, introduzimos as coordenadas normais de Riemann conforme descrito na

se¢ao 3.2 do Cap. 3. Com isso, a equagao ({5.44]) se torna
1 _
[ O+ (gl - 6)3} G(z,2') = 6P(x — 7). (5.45)

Aqui, também levamos em conta o fato de que o dltimo termo na Eq. (3.26)) nao contribui
para o potencial efetivo devido & invariancia de Lorentz [105].

A solucao até a primeira ordem na curvatura tem a forma

Cla.o) = /(;ﬂr)’l [ﬁ_@_%)ﬁ] (5.46)

E importante ressaltar que o resultado na equacao (5.46)) é escrito em analogia com o re-

sultado mostrado no Cap.3. Entretanto, nesse caso, temos duas notagoes diferentes,
IT; e (1, com formas mais complicadas, dadas pelas relacoes e . O mesmo é
valido para as relacoes de Il e (5.

Os resultados apresentados acima permitem encontrar o potencial efetivo de I-loop.
Levando em consideracdo a expansdao do operador bilinear H) e da funcdao de Green

G(z,2') até primeira ordem em R como mostrado em (3.57), temos
~TrInG = Tr n A" + Tr GoHY. (5.47)

Para o potencial efetivo no espaco-tempo plano, precisamos apenas do primeiro termo

no lado direito da Eq. (5.47)), de modo que
_ 1 A 1 1
—/deVO(l) = §Tr In A" = §Tr In S5 (¢, X) —§Tr InSy(p =x =0), (5.48)

onde Sy(p) é a forma bilinear da acao cldssica no formalismo de campo de fundo. A partir

da Eq. (5.48) encontramos

- 1 [ dPk k* 411,
Vs (e,x) = 5/ D ln(k:2+m§>' (5.49)
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Utilizando o momento cut-off euclidiano €2, para D = 4 temos que

v (g, x) = m/j dk® k> In (ij:g;) (5.50)
Resolvendo a integral finalmente obtemos
Vo (0:0) = Vol (00 + Vo (2,30, (5.51)
em que
Vi (@x) = 3217r2 {92 (T, — m?) — H; lni—j + %mgl In S—j} (5.52)
V(o x) = 3217r2{ - }L (T2 — m?) + H_%1 % _ %m‘f In Z—j} . (5.53)

O segundo termo no lado direito da Eq. (5.47) corresponde & primeira ordem na

correcao da curvatura ‘_/1(1)(90, X), que pode ser obtida através da relagao

R (gﬂ)’“D Gy (k) G (K) (5.54)

Para D = 4 e substituindo as formas explicitas de G;'(k) e G1(k) da Eq. - na
Eq. (5.54)), encontramos

_ 1 1 2 k2dE?
m _ _ 2 AN
= 2(2m)4 (Q G)R/O k2411, (5:55)

Depois de resolver a ultima integral, o resultado tem a forma

(0, 0) = V(0.0 + Vi (0, 30), (5.56)

onde

—(1
V. (0,x) = —

12(@—1)1%{92—1111112—1,

(Q - —) RIL In % (5.57)

(1

Descrevemos os célculos para a primeira contribuicdo devido & H®. Para o segundo
termo H® os célculos sdo andlogos, exceto que, neste caso, temos que usar I, e ¢, em

vez de Iy e (3. O resultado final da contribuicao de I-loop dos campos escalares para o
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potencial efetivo tem a forma

Ve, x) = Vi (0, %) + Vi (0, %) + VP (e, x) + VP (e, X)

1 1
{——[H%—i—l‘[%—(m‘f—i—mg)]

3272 4
+ O I + Iy — (mf + m3)]
1 IT 1 02
+§(H§+H§)1nu—j—§(H§+H§)1nF
1oyomi 1, mj 1 oy,
——-miln— — —myIln— 4 = In —
5 n e 52 In e + 2(m1+m2) nM2
1 11 %
— (Q——)R{Hﬂn—é—i—(ﬁ—ﬂlln—Q]
6 Iz Iz

Algumas observagoes sobre a expressao sao dadas a seguir. Primeiramente, a
parte divergente esta em perfeita correspondéncia com a parte correspondente do resultado
, obtido com base no método heat kernel. Para ver isso, basta usar a conhecida
correspondéncia entre o cut-off covariante e o parametro de regularizacao dimensional

(veja por exemplo, [113]),

2 02
"t~ In— n — 4. (5.59)

G

Segundo, a dependéncia no parametro de renormalizagao i é exatamente a forma
padrao, de modo que o potencial efetivo é uma solucao da equacao padrao do grupo de
renormalizacao (2.29)).

Assim, a expressao indica que as corregoes quanticas sao dadas por alguns ter-
mos logaritmicos, semelhante a forma geral baseada no grupo de renormalizagao .
Por outro lado, os termos logaritmicos em dependem de argumentos incomuns que
representam a mistura de diferentes campos escalares, suas massas e constantes de aco-
plamento. Essa situagao é, de fato, tipica das corregoes quanticas provenientes de loops
com linhas internas mistas, como por exemplo no caso de campos com massas leves e
pesadas [69] (veja tambémo trabalho recente [70] para a extensao ao espago-curvo). No
entanto, é interessante ressaltar que essa forma de potencial efetivo nao confirma uma

expectativa ingénua de que a contribuicao dos campos escalares para o potencial efetivo
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pode ser obtida usando o Anzatz da forma t(© a partir da Eq. para cada um dos
escalares de fundo. Este tltimo significa que a possibilidade de obter o resultado completo
(5.58)) a partir da equacao do grupo de renormalizacao nao é evidente e merece um estudo
mais aprofundado.

Podemos destacar que no limite de grandes campos escalares, quando ambos || — oo
e |x| = oo, nosso resultado (5.58) reduz a soma das contribuigoes logaritmicas dos campos
escalares. Contudo, em geral o potencial efetivo tem forma mais complicada. A origem
dessa caracteristica do modelo de dois escalares é a rotacao , que mistura diferentes

massas, interagoes e parametros nao-minimos.



CAPITULO 6

Conclusoes gerais e consideracoes finais

Finalmente, apresentamos as nossas conclusoes a respeito dos resultados originais dis-

cutidos nos Caps. 3, 4 e 5 e também apontamos nossas perspectivas de trabalhos futuros.

Conclusoes e perspectivas referentes ao Cap. 3:

O formalismo de quantizagao estocastica permite ir além da teoria usual das per-
turbacoes, em particular quando se usa métodos numéricos de rede para resolver a equacao
de Langevin associada. Apresentamos uma construcao dessa equagao para o campo escalar
auto-interagente em um fundo curvo arbitrario. Mostramos que a solucao da equacgao de
Langevin pode ser realizada analiticamente ou numericamente, por meio da representacao
do momento local.

Na parte analitica do trabalho, usamos a equacao de Langevin para reproduzir o re-
sultado conhecido para o potencial efetivo do campo escalar auto-interagente no espago
curvo na dimensao D = 4, confirmando que a equivaléncia da quantizagao estocastica e a
integral de caminho também se mantém no espago curvo. Além disso, obtemos o potencial
efetivo de I-loop em uma dimensao arbitraria D no espago curvo. Até onde sabemos, este

resultado é original. Também fizemos comparacoes de cédlculos analiticos e numéricos de
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2-loops.

O ponto principal do estudo apresentado neste capitulo é a complementacao das abor-
dagens analiticas e numéricas, especialmente a possibilidade de usar simulagoes numéricas
baseadas em métodos de rede no espaco-tempo curvo. Isso é facilitado pela representacao
de momento local, que nos permite obter resultados do espago curvo fazendo calculos
praticos no espaco plano.

A partir dos resultados numéricos, mostramos que as simula¢bes numéricas podem
ser executadas em uma ordem arbitraria em A, um recurso que dificilmente é possivel
em calculos analiticos devido ao aparecimento de integrais de multi-loops complicadas de
resolver. A solucao numérica é facilitada porque as equacoes perturbativas de Langevin
para as diferentes ordens em A tém a mesma estrutura, sao lineares e podem ser resolvidas
iterativamente. Além disso, como mostramos explicitamente, o uso da expansao em loops
nao é realmente necessario, pois simulagoes numéricas podem ser executadas usando uma
expansao em R apenas, sem a necessidade da expansao em h, isto é, nenhuma expansao
no campo de ruido.

Planejamos fazer uma andlise mais completa das simulagoes numéricas em um trabalho
futuro para o caso realista de D = 4 para o qual, em particular, estudaremos sobre renor-
malizacao. Isso permitira comparacoes detalhadas com uma extensao as ordens superiores
dos célculos de 2-loops anteriores, por exemplo, as Refs. [114}/115].

O progresso dos métodos nao-perturbativos no espaco-tempo curvo podera abrir o
caminho para trabalhos futuros. Talvez o passo mais relevante seja o desenvolvimento
de métodos nao-perturbativos para avaliar a agao efetiva, que é uma generalizacao do
potencial efetivo para um campo de fundo nao constante. Outro possivel desenvolvimento
da abordagem apresentada aqui estd relacionado a quantizacao de teorias com inclusao de

férmions e bdsons de calibre.

Conclusoes e perspectivas referentes ao Cap. 4:
Consideramos varios aspectos da acao efetiva média de fundo na abordagem do GRF.
Em primeiro lugar, confirmamos o conhecido resultado classico de [55] referente a in-

variancia de fundo das agoes reguladoras e da agao efetiva média de fundo no formalismo
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do método de campo de fundo para uma ampla classe de funcoes reguladoras que incluem
(4.10), mas podem ser generalizadas para quaisquer outras funcoes dos argumentos z.
Como novo resultado técnico, formulamos condicoes gerais da agao reguladora invariavel
em relacao as transformacoes puramente de fundo.

A principal motivacao deste trabalho foi verificar se a dependéncia on-shell da acao
efetiva média [58] se mantém dentro do formalismo do método de campo de fundo. A
resposta a esta pergunta é dada pela relacao e é estritamente positiva. Este resultado
nao contradiz os trabalhos recentes [50,56] porque nessas publicagoes o objeto de estudo
foi a invariancia de calibre da agao efetiva média de fundo e a questao da dependéncia da
fixacao de calibre nao foi investigada. Do nosso ponto de vista, a dependéncia de calibre
on-shell da acao efetiva média é uma dificuldade principal fundamental da abordagem
GRF aplicada as teorias de Yang-Mills. Confirmamos que a situacao nao melhora no
método de campo de fundo.

Nao esta claro se é possivel obter uma interpretacao fisica razoavel dos resultados
obtidos no formalismo de GRF aplicado as teorias de Yang-Mills, e, portanto, faz sentido
discutir as possiveis saidas dessa situacao dificil.

Certamente, a maneira mais simples é ignorar o problema, por exemplo ao decidir que
uma fixagao especial de calibre é “ fisica ” ou “ correta 7, de modo que a mudanca de
calibre seja estritamente proibida. Uma vez que o formalismo GRF fornece resultados nao
perturbativos valiosos, a formulagao teoricamente inconsistente é o preco a pagar por ir
além da abordagem perturbativa bem definida.

Outra possibilidade é procurar alguns observaveis que possam ser invariantes sob a
fixacao de calibre. Por exemplo, no ponto fixo, a acao efetiva média de fundo se resume
a acao efetiva padrao da TQC e, assim, a matriz S, amplitudes e todos os observaveis
relacionados sao bem definidos. Infelizmente, mesmo nas proximidades do ponto fixo, isso
nao é verdade devido a relagao . Como a procura do ponto fixo nao perturbativo
¢é baseada nos fluxos do grupo de renormalizacao e os tltimos devem ser dependentes da
fixacao de calibre, nao esta claro como a invariancia do ponto fixo pode atualmente ser
usada.

Uma idéia de perspectiva ja colocada em pratica é que aplicamos a mesma abordagem
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estudada aqui para modelos de gravitagao quantica de forma geral. Como resultado,
podemos estabelecer uma classe especial de fungoes reguladoras que preservam a simetria
do campo de fundo da acao efetiva média. Infelizmente, independentemente da simetria
de calibre ser preservada no nivel quantico, a nao invariancia da acao reguladora sob as
transformacoes globais de BRST leva a dependéncia da fixagao da condigao de calibre on
shell [116].

Existe também uma formulacao alternativa do GRF em teorias de calibre elaborada
em [58] que é independente da fixacao de calibre, exatamente como uma TQC perturbativa
convencional. Esse esquema ¢ tecnicamente mais complicado, uma vez que as acoes regula-
doras incluem campos compostos. Pelo menos até agora, a desvantagem dessa abordagem

é que nao ha método para realizar calculos praticos.

Conclusoes e perspectivas referentes ao Cap. 5:

Formulamos o modelo Yukawa de um campo escalar estéril e outro escalar axial (pseu-
doscalar) interagindo entre si e também ao conjunto de férmions através dos acoplamentos
Yukawa.

A andlise completa da renormalizacdo em I1-loop do modelo em consideracao, bem
como as fungoes [ e v da teoria foi descrita. Os principais resultados desta parte sao a
importancia dos termos mistos escalares e axiais, que nao possuem protecao de simetria
e, como resultado, sao indispensaveis para a renormalizabilidade da teoria.

O potencial efetivo foi calculado até ordem linear em termos de curvatura escalar. Os
resultados sao uma soma de contribuicoes independentes do loop dos campos escalares
e do loop do campo spinorial. As contribui¢oes do setor escalar foram calculadas de
forma explicita e demonstram uma dependéncia nao trivial dos campos escalares de fundo,
das massas e constantes de acoplamento. A obtencao da contribuigdo fermionica para o
potencial efetivo na teoria massiva completa nao foi possivel devido a dificuldades técnicas
e a deixamos para um trabalho futuro.

E interessante que, diferentemente dos modelos com um tinico campo escalar, o poten-
cial efetivo no modelo de dois escalares em discussao contém termos logaritmos usuais e

também os termos assintoticamente nao-logaritmos. No setor de [oop escalar, o modelo
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em consideracao é qualitativamente semelhante a situacao com dois campos quanticos com
massas diferentes, que é bem conhecido na literatura (veja, por exemplo [69]) e foi discu-
tido recentemente no espago curvo [70]. E notavel, no entanto, que em nossas expressoes
podemos observar o efeito das massas mesmo no potencial efetivo local, sem a necessidade

dos fatores de forma nao-locais, como é feito nas publicagbes mencionadas.



APENDICE A

Resultados uteis

Aqui apresentamos a prova da féormula,
(R 5Y *y? 9,0, — Rjy 8} (95 7) =0, (A.1)
util nos célculos do Cap. 3. La encontramos que

d*k
(z,7) / dT/ ke o= R+ T=1) ke ). (A.2)

A prova da Eq. (A.1)) baseia-se no uso da seguinte transformacao bem conhecida nas

coordenadas normais de Riemann

, 1700 |
a tky .~ iky
yret = - <_8ka e > (A.3)

além de uma integragao por partes. Usando a identidade ({A.3) para o segundo termo da
Eq. (A.1) podemos realizar a seguinte simplificacao (lembrando que x* = x'* + y*)

d*k - - /
RS y” 90 @ (2, 7) / dr / L RGyP 8, e e IO g 1)
/ d4k 8 zk:v —(k2+m2)(t—1")
= dT Rﬁy ikq € n(k,7") (A.4)

4 1 , . /
/ dT/ d 5 (aiﬁ k) ihiq €~ T gy, 7).
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Integrando por partes, obtemos

T 4
a, B —(1) _ / d*k o ikx 0 —(kE24+m?)(1— _
R3y” 0apy (x,7) = /0 dr / 27r) Rge c%g [/{; e n(k 7)}

4
- _ dT’/ d*k a ik:p 67(k2+m2)(777/) %
0

X {[ — 2k, k?ﬂ(T—T)}ﬁ(k’,T/>+ ka%} (A.5)

Portanto,

Rﬁyﬁﬁagoo T, T) = /dT
X {R 2

zk:L‘ 7(k2+m2)(‘r 7' %
on(k,
Ry kK (7 — 7)) (K, ') + RS ka kT (a6
Okg
Da mesma forma, para o primeiro termo, seguindo as mesmas etapas, depois de um

calculo muito mais longo, temos

d*k ) ,
Ra ﬁy yﬁ 8/‘81’@ / dT / lkl‘ — k‘ +m )(T T) %
v N / o 377(’% T ) v 8277(]€, 7'/)
X {[R—QRWk“k: (1 —1")] n(k’7)+2R5k“a—kﬁ_RMa5kuku S5t (AT)

Usando os resultados (A.6]) e (A.7) encontramos

[R5 vy’ 0,0, —R%yﬂ(ﬂ *é”(x,ﬂ = (A.8)

3 on(k, ") 3277(/@ 7)
d eikr o= (W2 m)(r—r") | pa g ZTRW ) pevop p 2 )
/ T/ 5% g T

Agora, para entender por que os termos com as derivadas do campo de ruido aleatério
na Eq. (A.8) se anula, devemos lembrar que 7(k,7) é uma funcao invariante de Lorentz,
por isso pode ser uma fungao somente de k* = k*k, . Para tal funcdo, usando a regra da

cadeia, temos

=(1.2

UML) — ok, ). (A9)
ok

0*n(k?, 7)

AN 9 af =1(1.2 4k B =1(1.2 A1l

onde ’ significa derivada em relacio a k*. Finalmente, fazendo as substituigoes (A.9)) e
(A.10]) na expressao (|A.8)), o termo correspondente a Eq. ({A.9) desaparece com o primeiro
termo no lado direito da Eq. (A.10)), enquanto o segundo desaparece devido as propriedades

de simetria do tensor de Riemann e a prova estd completa.



APENDICE B

Resultado analitico do valor esperado no vacuo do campo escalar

até 2-loops

No Cap. 3, comparamos os resultados analiticos e numéricos de 2-loops para o espaco-
tempo curvo no painel esquerdo da Fig. 3.2. Entretanto, no mesmo capitulo, nao mostra-
mos os resultados analiticos. O motivo é que tal calculo contém expressoes muito longas,
as quais ainda estao em preparagao para futura publicacao.

A fim de justificar tal resultado, o nosso objetivo aqui é mostrar as expresoes finais
obtidas, utilizadas na comparagao com os resultados numéricos.

Para encontrarmos as contribuicoes de 2-loops para o valor esperado no vacuo do
campo escalar até a primeira ordem na curvatura escalar precisamos resolver todas as
expressoes —, uma vez que para este calculo precisamos das solucoes de ordem
@™ até primeira ordem em curvatura e ambas as expressoes de quarta ordem dependem
das solugoes das equacoes anteriores, como veremos a seguir. As solugoes do campo médio
@™ para o espaco-tempo plano e curvo respectivamente sao dadas por

o (k,7) = / dt e~ 0 g0 (1 ¢ (B.1)
0
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A0 = [ ”

em que as expressoes para os campos de ruidos até quarta ordem sao

dPq B
Dk, 7) = V(m)/ (%)qD 24 (q.7)28 (k — g, 7)

Vi i’ .
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Comegando com o espago plano e substituindo (B.3) na Eq. (B.1)), a expressao completa
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. (1 (4
para a solucao do campo médio <<pg )> no espaco de coordenadas tem a forma

(@5 (2, 7)) :/_de /T dt e~ Hm) (=)
v (2m)P Jo

_V(m)/ d"q <7(2)

oy 4Py @ g
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(B.4)

Como mencionamos acima, a partir da relacao (B.4), podemos ver que o calculo de
(@é“(k, 7)), depende diretamente de correlacoes das solugoes dos campos com ordens in-
feriores. O mesmo acontece para o caso com curvatura (gb@(k’, 7)). A forma de obter tais

solucoes e o calculo das correlagoes seguem os mesmos passos elaborados no Cap. 3. O

resultado final no limite do equilibrio tem a forma

<80(4) (z)) = / dPk  dPq B 1 (V(IH))S dy, + 2dj,_,
0 (2m)® (2m)° 4 m*d, di di—q (dg + di + di—yg)

1
2 dy dy, (dg + di, + di_g)

di, + m? ]
b (B.5)
2mid, d%_ }

dy + 22|
2mb d, d2

+ lv(III)V([V)
2
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para o espago-tempo plano e até primeira ordem na curvatura

1 dPk  dP 1 1
(4) _ g q Sy aInyav)
(o (@) (5 6) / (2m)D (21)P { 2 b d, dy,
N 1 di + di_, + dy (di + dp—q) + 6di_q dy,
2 dy dy, (dy + dy, + di_q)? 22 d?_ 2 (dy + di—q + di)?
n dq + m? (2dq + dk) (dk + ﬁ’LQ)
it 2 dy,(dy + dy, + dy—) 2t d2 d}
1 vy A2 + 2dg dy,—q + 2di—q dy,
4 m2d2d2_ d2 (dy + dj—q + di)
N (2dg—q + di) (dy + dy—g + 2d)  (dy + 22) (3dy + 2m?)
m?dg dy—q &3 (dg + dj—q + di)? 2ms d, d}
N di (dy + di—g) (d—g + di) + M dg_, (dy + di)
i d2 dj_q &3 (dg + dj—q + dy)
2dy, + m?
+ = : B.6
mt dy di (dy + di—q + dy) } (B:6)

onde introduzimos a notacao ttil para o inverso dos propagadores d, = k% + m?, d, =
¢ +m? e dy_y = (k—q)* +m? Este é o resultado final para o valor esperado no vdcuo
do campo escalar de 2-loops.

A seguir, fazemos algumas observagoes. Notamos que para (¢) as contribuigoes do
termo R, (z")y"y” desaparecem depois de tirar a média do ruido, mas elas nao desapare-

cem nas funcoes de correlacao. Confirmamos essa caracteristica nas simulacoes numéricas.
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