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RESUMO

Fenomenos biologicos sao todo e qualquer evento que possa ser observado nos seres vi-
vos. O estudo desses fendmenos permite propor explicacoes para o seu mecanismo, a fim
de entender as causas e efeitos. Pode-se citar como exemplos de fendmenos biologicos o
comportamento das células como respiracao, reproducao, metabolismo e morte celular.
Equacoes de reacao-difusao sao frequentemente utilizadas para modelar fenémenos biolo-
gicos. Sistemas de reacao-difusao podem produzir padroes espaciais estaveis a partir de
uma distribuic¢ao inicial uniforme esse fenémeno é conhecido como instabilidade de Tu-
ring. Este trabalho apresenta a anélise da instabilidade de Turing bem como resultados
numeéricos para a solugao de trés modelos biologicos, modelo de Schnakenberg, modelo de
glicolise e modelo da coagulacao sanguinea. O modelo de Schnakenberg ¢é utilizado para
descrever uma reagao quimica autocatalitica e o modelo de glicolise é relativo ao processo
de degradacao metabodlica da molécula de glicose para proporcionar energia para o meta-
bolismo celular, esses dois modelos sao frequentemente relatados na literatura. O terceiro
modelo é mais recente e descreve o fenomeno da coagulacao sanguinea. Nas solugoes
numéricas se utiliza o método das linhas onde a discretizacao espacial é feita através de
um esquema de diferencas finitas. O sistema de equacoes diferencias ordinarias resultante
é resolvido por um esquema de integracao adaptativo, com a utilizacao de pacote para

computacao cientifica da linguagem Python, Scipy.

Palavras-chave:  Sistemas de Equacoes Reacao-Difusao. Fendmenos Biologicos.

Equacoes Diferenciais Parciais. Método das Diferencas Finitas.



ABSTRACT

Biological phenomena are all and any event that can be observed in living beings. The
study of these phenomena enables us to propose explanations for its mechanisms in or-
der to understand causes and effects. One can cite as examples of biological phenomena
the behavior of cells as respiration, reproduction, metabolism and cell death. Reaction-
diffusion equations are often used to model biological phenomena. Reaction-diffusion
systems can produce stable spatial patterns from a uniform initial distribution, this phe-
nomenon is known as Turing instability. This dissertation presents an analysis of the
Turing instability as well as numerical results for the solution of three biological models,
model Schnakenberg, model of glycolysis and model of blood coagulation. The Schnaken-
berg model is used to describe an autocatalytic chemical reaction and glycolysis model
refers to the process of metabolic breakdown of the glucose molecule to provide energy for
cellular metabolism, these two models are frequently reported in the literature. The third
model is newer and describes the phenomenon of blood coagulation. The method of lines
is used in the numerical solutions, where the spatial discretization is done through a finite
difference scheme. The resulting system of ordinary differential equations is then solved
by an adaptive integration scheme with the use of the package for scientific computing of

Python language, Scipy.

Keywords: Systems of Reaction-Diffusion Equations. Biological Phenomena. Partial

Differential Equations. Method of Finite Differences.
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1 Introducao

A difusao é um processo natural que leva um dado sistema a uma situacao de equilibrio
[4]. Processos difusivos estdo presentes em varias situagdes do cotidiano. Pode-se citar
como exemplo os gases que sao emitidos pelas escapamentos dos carros, ou pelas chaminés
das fabricas. Apo6s serem emitidos, esses gases se espalham pelo ar atmosférico, e passado
algum tempo, nao se pode mais distingui-los, pois houve a difusao desses gases pelo ar
[7].

Em condicoes normais o fendémeno da difusao pode ser acompanhado por processos
que influenciam na organizacao espacial das substancias ou espécies. Podem ocorrer, sob
condicbes apropriadas, reagoes quimicas ou outras interagoes em sistemas difusivos com
mais de uma substancia ou espécie [8]. Sao denominados sistemas de reagao-difusao,
sistemas que contemplam a difusao e a interacao entre as espécies. O termo Reac¢ao
designa as interacoes quimicas de uma espécie, consigo mesma ou com outras espécies
[9, 10].

Sistemas de equacoes de reagao-difusao tem sido utilizadas para modelar fenoménos
biolégicos que envolvem a dispersao e a interagao de individuos, células ou de espécies
quimicas em uma determinada regidao [11,8]. A dispersdo das substancias esta relacionada,
com o fenomeno da difusao e a interacao entre as espécies envolvidas em tais fenomeénos
esté relacionada com a reagao [111, 12].

Com a difusao de uma determinada substancia, tende-se chegar a um estado homogé-
neo com o passar do tempo. Modelos de Reacao-Difusao podem evoluir para um padrao
espacial heterogéneo e estavel ao longo do tempo devido a pequenas perturbacoes das
concentracoes das substancias quimicas em relacao a um estado de equilibrio espacial
homogéneo. Esse fenomeno é conhecido como instabilidade por difusao ou Instabilidade
de Turing [I, 13| 14]. Alan Turing [I5] foi o primeiro a observar que uma distribuigao
espacial de substancias quimicas que reagem entre si podem produzir a formacao de pa-
droes na natureza e estudou as solugoes dos modelos biolégicos descritos por equagoes de
reacao-difusao.

Os modelos de Schnakenberg e Glicolise, sao dois modelos biologicos governados por

equacoes do tipo reacao-difusao. Muito difundidos e estudados, ambos os modelos apre-
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sentam a instabilidade de Turing. O Modelo de Schnakenberg [16] é utilizado para mode-
lar reagoes quimicas autocataliticas. O Modelo de Glicolise [5] 17| descreve o processo de
degradacao metabolica da molécula de glicose para proporcionar energia para o metabo-
lismo celular. Foi proposto recentemente por Vanegas [18] um modelo matematico para
coagulacao sanguinea na interface osso-implante dentério.

A coagulagao sanguinea acontece quando um vaso sanguineo é lesionado. Para cessar
o sangramento, acontece a formacao de um coagulo de fibras de fibrina no local da lesao
[3]. Esse codgulo apresenta um comportamento que é heterogéneo no espago e estavél no
tempo, um comportamento semelhante & Instabilidade de Turing. O processo da coagula-
¢cao ¢ uma complexa castaca de eventos celulares e moleculares que tradicionalmente tem
sido estudado de forma simplificada através de duas vias metabolicas denominadas via
intrinseca e via extrinseca. Ambas as vias tem grande importancia e acabam se juntando
para formagao do codgulo de fibrina, em uma via determinada via comum [19].

O presente trabalho apresenta um estudo do modelo mateméatico da coagulacao sangui-
nea. Faz-se também a andlise da estabilidade de Turing para os modelos de Schnakenberg,

Glicolise e o da coagulagao.

1.1 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo estudar a possibilidade da existéncia, o tipo e a
forma dos padrdes que podem surgir na solucao de equacoes de reagao-difusao, ou seja, a
existéncia da Instabilidade de Turing.

Para solucionar ambos os modelos, serd utilizada uma estratégia numérica utilizando
o método das linhas onde a discretizacao espacial é feita utilizando um esquema de dife-
rencas finitas centrais de segunda ordem. Para a solucao do PVI resultante seré utilizado
um pacote da biblioteca Scipy da linguagem de programacao Python, denominado odeint.
Em todos esses modelos serao analisadas as condicoes para que ocorra a Instabilidade de
Turing.

Como dito anteriormente, o modelo de Schnakenberg e modelo de Glicolise apresentam
a Instabilidade de Turing. Esses modelos serao utilizados para verificar a implementa-
¢ao numeérica, os resultados serao comparados com outros relatados na literatura. Apos

essa verificagao, a implementagao numérica sera utilizada para solucionar o modelo da
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coagulacao sanguinea.

1.2 Organizacao da Dissertacao

Além do presente capitulo, esta dissertacao encontra-se organizada em outros seis como
descritos abaixo.

Capitulo 2

Primeiramente faz-se uma rapida revisao sobre as equagoes de reacao-difusao. Logo
apos, é abordada a Instabilidade de Turing e feita uma anélise matematica com a qual é
possivel analisar se um determinado sistema de equagoes do tipo reacao-difusao apresenta,
ou nao, a instabilidade de Turing. Dessa analise matemética chega-se um conjunto de
quatro desigualdades que sao utilizadas para verificar a existéncia da Instabilidade.

Capitulo 3

Neste capitulo sao apresentados os modelos biolégicos dos quais faz-se estudo no pre-
sente trabalho. Faz-se uma rapida revisao sobre os modelos de Schnakenberg, glicolise e
coagulagao sanguinea.

Capitulo 4

O modelo matemético da coagulagao sanguinea é recente, logo sao abordadas mais
caracteristicas desse modelo. Primeiramente é feita uma abordagem geral sobre o meca-
nismo da coagulagao sanguinea. A seguir sao feitas as adimensionalizagoes das equagoes
do modelo, o calculo para as condicoes iniciais, sao apresentados os parametros como
originalmente sugerido pelos autores e, por tltimo, sao relatadas as principais limitacoes
que o presente modelo apresenta.

Capitulo 5

No capitulo 5 sao abordados aspectos da implementacao numérica. Faz-se um breve
relato historico sobre a linguagem de programacao Python e suas principais caracteristicas.
Explica-se como foi a utilizacao do método das linhas e também explicita-se a discretizagao
espacial. Por tltimo sao abordados aspectos sobre o pacote de programacao utilizado para
solucionar o PVI resultante e descritas as funcionalidades do pacote e os métodos que ele
utiliza para solucionar o PVI.

Capitulo 6

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos a partir da implementacao numé-
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rica realizada. Primeiramente, para a validacao do codigo desenvolvido sao comparados
os resultados para os modelos de Schanakenberg e de glicolise e por tltimo os resulta-
dos para o modelo da coagulacao. Também sao mostrados os resultados da andlise da
instabilidade de Turing para cada caso estudado.

Capitulo 7

Neste capitulo sao discutidos os resultados obtidos e sao feitas algumas consideragoes

finais.
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2 Equacoes de Reacao-Difusao em

Modelos Biodlogicos

2.1 Introducao

Equacoes de reacao-difusao tem sido utilizadas para modelar fenoménos biolégicos que
envolvem a dispersao e a interacao de individuos, células ou de espécies quimicas den-
tro de uma regidao determinada [I1) [8]. Pode-se citar como exemplo de tais modelos, a
formacao de tumores [20] e a modelagem do sistema imune [2I]. Na modelagem de tais
fendmenos a parte difusiva esta relacionada a dispersao das substancias, enquanto que
a parte reativa estd relacionada a interagao entre as espécies envolvidas, por exemplo,
células ou individuos |11}, 12].

Ao contrario do que se espera em relacao a difusao de uma tnica substancia, nos
modelos de reagao-difusao, padroes complexos no espaco e no tempo podem ser gerados
pelas interagoes quimicas. Alan Turing [I5] demonstrou em 1952 que um modelo de
reacao-difusao pode evoluir para um padrao espacial heterogéneo e estavel ao longo do
tempo devido a pequenas perturbacgoes das concentragoes das substancias quimicas em
relacao a um estado de equilibrio espacial homogéneo. Esse fendomeno é conhecido como
instabilidade por difusao [13, 14, [I] também conhecido como Instabilidade de Turing.

Neste capitulo, primeiramente faz-se uma breve introducao da modelagem desses feno-
menos a partir de equacoes do tipo reacao-difusao. Posteriormente se estudam as condi-

¢oes para a Instabilidade de Turing em um modelo de reagao-difusao.

2.2 Equacoes de Reacao-Difusao

Quando uma gota de tinta cai em um recipiente com agua, podemos observar que a gota de
tinta comeca a se dispersar em todas as direcoes, colorindo a d4gua. Esse fenémeno acontece
porque as moléculas da dgua estao em movimento e se chocam com as méleculas da gota
de tinta, provocando seu deslocamento. Dizemos entao que a tinta estd se difundindo

[9]. Na situacdo citada acima, o comportamento das particulas apresenta, em um nivel
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macroscopico, um movimento regular, denominado difusao [9).

Normalmente a difusao pode ser acompanhada por processos que influenciam a orga-
nizacao espacial das substancias ou espécies envolvidas no processo. Em sistemas com
mais de uma espécie ou substancia, sob condicoes apropriadas, podem ocorrer reacoes
quimicas ou outras interacoes. Sistemas que contemplam a difusao e a interacao entre as
espécies sao denominados sistemas de reacao-difusao. As interacoes de natureza quimica
de uma espécie, consigo mesma ou com outras espécies, sao designadas pelo termo de
reagao [9, [10].

No estudo da concentragido u(z,t), de uma substancia ao longo do espago, x, e do
tempo, t, o termo de difusao é utilizado para especificar o fluxo em que as particulas em
regioes de maior concentracao tenderao a se mover para direcoes de menor concentragao
[22, 23, 24]. Esse principio é conhecido como Lei de Fick, e se expressa da seguinte forma

[241, [10]:

J(t,z) = —=DVu(t, x) (2.1)

Onde J é o vetor de fluxo de u(t,z) e D é o coeficiente de difusao.

Um termo adicional na descri¢ao da varia¢do da concentracio, u(t, z), que estabelece a
reacao entre duas ou mais substancias, é conhecido como termo de reacao, sendo denotado
por f(t,z,u). De acordo com o Principio da Conservagao de Massa, a taxa de variacdo
da quantidade de matéria contida em um volume V' deve ser igual ao fluxo liquido da
matéria através de uma superficie S que a delimita, somada & quantidade de matéria

transformada no interior de V devido ao termo reativo. Matematicamente temos:

0

P Vu(t,a:)dV = —/S(J(t,x,u) . n)dS—l—/Vf(t,x,u)dV (2.2)

Na equacao (2.2)) o vetor n é o vetor normal a superficie S. Utilizando o teorema da

divergéncia na integral referente ao termo difusivo e combinando (2.1)) e (2.2]) obtemos:

%/Vu(t,x)d‘/ = /VV . (Dvu(t,a:))d\/—i—/vf(t,x,u)dv (2.3)

A equacao(2.3)) pode ser reescrita como:
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/V(% — V- (DVu) — f)dV =0 (2.4)

Tendo em vista que a equagao ([2.4) é véalida para qualquer volume V', pode-se concluir

que seu integrando é nulo, obtendo-se a seguinte equagao diferencial:

ou(t
Nb2.0) G DVt )+ ) (2.5)
ot ~ ~~ o N——
Termo de Difusao Termo de Reagao

Taxa de Variagao
A equacao é conhecida como equacao de reacao-difusdao. A equacao de reacao-
difusao acima é valida para um sistema de uma tnica espécie, mas esse resultado
pode ser estendido para sistemas de duas ou mais espécies [13] [, 24] e sera assim utilizado

nas secoes seguintes.

2.3 Instabilidade de Turing

Alan Turingf_:] escreveu um artigo intitulado The Chemical basis of morphogenesis [15].
Publicado em 1952, neste trabalho propos que os processos de geracao da estrutura e forma
dos sistemas biologicos se baseiam em processos quimicos difusivos que ocorrem em um
sistema [9]. O interesse de Turing na biologia concentrou-se no problema da morfogénese,
ou seja, a razao que leva os organismos a desenvolverem determinadas formas. Turing
queria saber como os milhdes de células em um organismo “sabem” que forma devem
tomar [25].

Turing foi o primeiro a observar que uma distribuicao espacial de substancias quimi-
cas que reagem entre si podem produzir a formacao de padroes na natureza e estudou as
solucoes dos modelos biologicos descritos por equacoes de reacao-difusao. No seu estudo
mostrou que podem existir trés tipos de instabilidades: I) oscilatérias no tempo e unifor-

mes no espago, 11) estacionarias no tempo e periédicas no espago, e III) oscilatorias no

! Alan Mathison Turing é considerado um dos pais da Computacao, foi um dos primeiros a vislumbrar
a possibilidade de que as maquinas poderiam se tornar inteligentes. Antes que os primeiros computadores
de fato existissem, Alan Turing criou um modelo mateméatico tedrico para o computador universal. O
invento serviu de base para a computacdo moderna e é conhecido como Méquina de Turing. Além
da contribui¢do académica, teve também uma forte contribuicdo na Segunda Guerra Mundial, quando
trabalhou para a inteligéncia britanica em Bletchley Park, num centro especializado em quebra de cédigos
[25].
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tempo e no espago [1].
O segundo tipo de instabilidade acima referido que, induz a formacao de padroes
espaciais onde nao havia antes, é conhecido como instabilidade de Turing |1l 14, 26] 27] e

é introduzido na secao seguinte.

2.4 Condicoes Gerais para a Instabilidade de Turing

A anélise matematica da instabilidade de Turing prevé a possibilidade da existéncia, o tipo
e a forma dos padroes que podem surgir na solugao das equagoes de reagao-difusao [13], [14].
A anélise da instabilidade de Turing feita nesta secao possui como principais referéncias
bibliograficas [5), 1], onde pode-se encontrar mais detalhes. Um sistema descrevendo a
difusdo e a reacao entre duas espécies pode ser genericamente descrito pelas equacoes

abaixo.

% = Vu+ Bf(u,v) (2.6)
0
5 = AV v+ Bg(u) (2.7)

Onde f e g sao as fungoes que descrevem os processos de reacao e d é a razao entre
as constantes de difusao. Na analise da instabilidade de Turing, usualmente assume-se
que as condicoes de fluxo no contorno sao iguais a zero. Existem vérias razoes para isto,
sendo a principal delas o interesse em que o padrao espacial formado nao sofra influéncia
de nenhuma entrada externa.

Supoe-se que para as equagoes e exista um estado homogéneo estacionario
(estavel). Nesta situagao os termos de difusio ( V?u, V?v) se anulam. Diz-se que as
equacoes e apresentam instabilidades por difusdao ou instabilidade de Turing
quando pequenas perturbacoes espaciais deste estado levam o sistema a assumir um novo
estado estaciondrio nao homogéneo.

A anélise da estabilidade temporal destes estados estacionarios homogéneos é feita a

partir de (2.6 e (2.7) na auséncia dos termos de difusao:
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ou
? = Bf(u,v) (2.8)
a = 69(“7”) (29)

O estado estavel do sistema em (2.8)) e (2.9) é (u,v) = (ug, vo) tal que:

f (o, v0) = g(uo, vo) =0 (2.10)

As equacoes (2.8)) e (2.9) podem ser escritas para um ponto, (ug + w"(t), v + w"(t)),
na vizinhanca do estado de equilibrio, a partir da expansao em série de Taylor das funcoes

f e g. Considerando-se apenas os termos lineares chega-se a:

ou  dw" of . of ,
Y B f (uo, vo) + 8uw + (%w ] (2.11)
ov  dw’ dg .,  Og ,
% - = Blg(uo, vo) + 70 + 20 ] (2.12)

As equagoes (2.11]) e (2.12) podem ser escritas matricialmente como:

w, = fAw (2.13)
onde:
dw" fy
R w"
W, = d%” ; A= , e  w= (2.14)
Gu Yo w”
dt uo,v0

onde os sub-indices representam a derivacao e A, matriz de estabilidade, armazena as
derivadas avaliadas em (ug, vp).

Se A é um autovalor de SA com autovetor V, entao:

BAV = AV (2.15)
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Dessa forma X = eMV ¢ solucdo da equacio (2.13) uma vez que:

X, = MV
= MNBAV
= BAeMV

X, = BAX

O estado estacionario w = 0 é linearmente estavel se Re(\) < 0, uma vez que, neste
caso, a perturbagao w — 0 com t — oo.
A determinagao dos autovalores e autovetores de A se da através da imposicao de que

a equagao (2.15) tenha solugao nao nula, desta forma:

det(|ﬁA—)\I|)zﬁfU_/\ Ple | g (2.16)

Bgu  BGs— A

A equacao (2.16]) acima, conhecida como equacao caracteristica, expandida fornece:

/\Q_B(fu"f'gv))‘—i_/éﬂ(fugv _fvgu) :O (217)

Desta forma suas raizes podem ser escritas como:

M da = 610+ 00) = VTa T 90 — W fage — o)) =0 (2.18)

A partir da analise da equagao (2.18]) pode-se perceber que a estabilidade linear, isto
¢ Re(\) <0, é garantida se:

tr(A) = fut+g,<0 (2.19)

| A = fugo+ fogu >0 (2.20)
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As condigoes acima garantem a estabilidade linear no tempo do estado homogéneo,
portanto, sem a influéncia dos termos difusivos. Na presenca da difusao, tem-se o sistema

de reacao-difusao completo.

10
w; = DV?w + Aw, com D= (2.21)
0 d
As solucoes do sistema de equacoes acima sao da forma:
w(r,t) = che’\(k)twk(r) (2.22)

k

Onde as constantes ¢, sao determinadas por expansao de Fourier das condicoes iniciais
em termos de Wy(r), que sao autovetores associados aos autovalores k£ do problema de

autovalor.

dw

VW + W = 0, com = 0 no contorno. (2.23)
n

Se o problema for unidimensional definido em 0 < x < a, W é uma combinacao linear

nmwr
a

sao chamados ntmeros de onda da solu¢dao. Substituindo a equacao (2.22) em ([2.21)

nm

de termos na forma cos(™2%) e os autovalores, k = “T (um conjunto discreto de valores)

obtém-se para cada k:

AW, = BAW,, + DV*W,, (2.24)

Como W, deve satisfazer a equagao (2.23), a equagao (2.24) pode ser re-escrita como:

AW, = AW}, — DE*W,, (2.25)

COMmo.
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M — BA — k*D|W;, = 0 (2.26)

Como procura-se uma solucao diferente da trivial para o sistema acima, deve-se impor

que:

det(\I — BA — k*D) =0 (2.27)

Avaliando o determinante da equagao(2.27) acima com A e D definidos nas equagdes

(2.14) e (2.21), obtém-se os autovalores \(k):

A AE(L 4+ d) — B(fu+g0)] + () =0 (2.28)

onde

h(k?) = k' — B(dfu + f)K + 82| A (2.29)

A equagdo (2.28) acima ¢ semelhante a equagdo (2.16), onde a exigéncia de que
Re(A) < 0 levou a necessidade da satisfacdo as equagoes e (2.20). Para que o
estado estacionério seja instavel a perturbagoes espaciais, deve-se impor que a solucao de
tenha Re\(k) > 0 para algum k # 0.

Tendo em vista a expressao em e que [ e d sao positivos, pode-se concluir que
o coeficiente que multiplica o termo linear em A é positivo, o que implica que a soma
das raizes da equacao seja negativa. Desta forma, para garantir que haja uma raiz
positiva, é necessario que o produto das raizes, termo independente de \ em , seja
negativo, isto é, h(k?*) < 0.

Uma outra forma de se chegar a esta conclusao ¢ a anélise das solugoes de (2.28)):

20 = —[K(1+d) = B(fu+ )] £{F(1+d) = B(fu+ 9.) — 4h(K)}2  (2.30)
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Por outro lado, para que h(k?) seja negativo, para algum k, deve-se analisar a equagao
(2.29), que por sua vez ¢ um polinomio de segundo grau em k%. Uma vez que o coeficiente
do termo de quarto grau em k ¢ positivo, os valores negativos de h(k?) vao ocorrer para

k* entre as rafzes k} e k2 de (2.29)), isto é:

k< K < k3 (2.31)

onde:
B o= ool + )~ {(at 0. —4d | AL} (2.32)
6 = Dl 0) + {(dh +00)? — 4] ALY (2.33)

Observando as equagoes acima (2.32) e (2.33), percebe-se que para obter kI e k3

positivos com d diferente de 1, é necessario que seja satisfeita a condicao:

(dfu +g) >0 (2.34)

Por outro lado, para que existam duas raizes reais distintas é necessario que o discri-

minante seja positivo, isto é:

(dfu+go)> —4d | A| >0 (2.35)

Mantendo-se fixa a cinética das reagoes pode-se observar o comportamento de h(k?)
com a variacao de d. Supondo f, <0 e g, > 0, para que e sejam satisfeitas
é necessario que d < 1. Neste caso s6 ha a possibilidade de ocorrer a instabilidade de
Turing se d for menor que um valor critico d., como mostrado esquematicamente abaixo:

Apos todas as consideracoes apresentadas nesta secdo, obtém-se assim as condicoes
para a geracao de padroes espaciais por mecanismos de reagao-difusao de duas espécies

como, por exemplo, as equagoes (2.6) e (2.7). Em resumo, as condi¢oes que restringem
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h(k?)

d > d,
4]

Figura 2.1: Grafico de h(k?) com valores diferentes de d e d,, retirado de Mathematical
Biology II: Spatial Models and Biomedical Applications [1]

o espaco de parametros caracterizando o espaco de Turing se resumem com o seguinte

conjunto de desigualdades, a partir das equacoes (2.19), (2.20)), (2.34) e (2.35)).

Jut g, <0

'l\')
w
3

fugo + fogu >0

dfu + go >0

(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) >0

b
oo
)

Com estas equacoes satisfeitas, se houver um k dentre o conjunto discreto de autovalo-
res que satisfaca a equacao , entao os correspondentes autovetores serao linearmente
instaveis.

Por exemplo, no caso unidimensional, mencionado anteriormente, 0 < x < p, deve

haver um n inteiro para o qual seja satisfeita:
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2,2
K2 < k2 = (WPZ ) <2 (2.40)

Analogamente, para dominios bidimensionais 0 < z < p, 0 < y < ¢, cOMO 0S que Serao
resolvidos no presente trabalho, os autovetores, solu¢oes das equagdes ([2.32)) e (2.33)), sdo

da forma:

nww mmy

W, (x,y) = C, meos( )(cos ) (2.41)
b q
e os autovalores associados sao:
n®  m?

Neste caso, além da satisfacio das desigualdades (2.36)-(2.39) acima, deve haver m e

n inteiros de forma a satisfazer:

2 2
B2 < (4 ) < B2 (2.43)

PP
No proximo capitulo serao apresentados dois modelos biologicos, conhecidos como:
modelo de Schnakenberg e o modelo de glicolise [T, 13, 23, 24, 27]. O modelo de Sch-
nakenberg é utilizado em morfogénese, e o modelo de glicolise descreve o processo de
degradacao metabolica de uma molécula de glicose para proporcionar a energia necessaria
para o processo de metabolismo celular. Feita a analise matematica nesses dois modelos

biol6gicos pode-se constatar a presenca da instabilidade de Turing.
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3 Modelos Biologicos

3.1 Introducao

Equacoes de reacao-difusao sao utilizadas para modelar uma variedade de fenomenos
biologicos [24]. Pode-se citar como exemplos de fendmenos biologicos modelados por
sistemas de equacgoes reacao-difusao os modelos de Schnakenberg, glicolise e coagulacao
sanguinea.

Conhecido como modelo de Schnakenberg, proposto por J. Schnakenberg em 1979
[16] é utilizado para modelar reagoes quimicas autocataliticas. O modelo de glicolise
é utilizado para modelar o processo de degradacao metabolica da molécula de glicose
para proporcionar energia para o metabolismo celular [5]. Esses dois modelos sdo muito
utilizados na literatura, pois apresentam a instabilidade de Turing.

Um recente modelo proposto por Juan Vanegas [I8] em 2010, é um sistema de equagoes
do tipo reacao-difusao para modelar a coagulagdo sanguinea na interface osso-implante
dentéario.

Nas secoes seguintes, faz-se uma breve revisao sobre os modelos de Schnakenberg,

glicolise e coagulacao sanguinea.

3.2 Modelo de Schnakenberg

O modelo de Schnakenberg [16] ¢ um modelo matematico de equagdes diferenciais parciais
para descrever uma reacao quimica autocatalitica F_:] com possivel comportamento oscilato-
rio. As reacoes trimoleculares entre dois produtos quimicos X, Y e duas fontes quimicas

A, B sao da seguinte forma:

LA autocatalise ¢ um tipo de reacdo na qual um dos produtos formados atua como catalisador da
propria reagdo, isto €, uma substancia que fornece um novo caminho, no qual a energia de ativagdo da
reacao diminui e, consequentemente, a sua velocidade acelera [28].
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A=X (3.1)
B—Y (3.2)
29X +Y — 3X (3.3)

Utilizando-se da Lei da A¢ao das Massas obtém-se um sistema com duas equacoes de

reacao-difusao para as concentragoes u(x,t) e v(z,t):

ou

il Viu+y(a — v+ u?v) (3.4)
% = d?v+y(b—u®) (3.5)

O sistema encontra-se na forma adimensional. Na equacao [3.5] d é a constante de

difusdo dos produtos quimicos X, Y, onde d = =~

de A, B.

. As constantes a, b sdo as concentracoes
u

Devido & simplicidade algébrica, o modelo de Schnakenberg é muito utilizado para
exemplificar a formacgao de padroes espaco-temporais, ou seja, a instabilidade de Turing
18, 29].

Este modelo representa o comportamento de um quimico ativador em presenca de um
quimico inibidor. Se u é o quimico ativador, a reacao cinética é tal que na equagao 0
termo u?v representa a producao de u em presenca de v. Na equacao 0 mesmo termo
(u?v) representa o consumo de v em presenca de u. As constantes a, b, d e v sdo todos
parametros positivos, sendo a e b valores de producao, ¥ uma constante adimensional e d

¢ o coeficiente de difusao [5].

3.3 Modelo de Glicolise

O conjunto de transformagoes que as substancias quimicas sofrem no interior dos organis-
mos vivos é conhecido como metabolismo. Para se fazer referéncia ao conjunto de todas
as reacoes quimicas que ocorrem nas células utiliza-se o termo metabolismo celular. Estas
reacoes sao responsaveis pelos processos de sintese e degradagao dos nutrientes na célula e

constituem a base da vida, permitindo o crescimento e a reproducao das células, mantendo
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as suas estruturas e adequando respostas aos seus ambientes [30].

O processo conhecido como Glicdlise é uma sequéncia metabodlica composta por um
conjunto de dez reacoes quimicas catalizadas por enzimas. Esse processo ocorre na parte
liquida do citoplasma, chamada citosol. Uma molécula de glicose possui 6 carbonos e
quando ela é quebrada formam-se duas moléculas, cada uma com 3 carbonos cada; essas
moléculas chamam-se piruvatos ou acido piravicos [31]. Do processo final da glicolise re-
sultam duas moléculas de ATP, duas moléculas de piruvato e duas moléculas de NADH+ﬂ
[31].

O processo da glicolise é extensivamente estudado por conta de sua importancia bio-
quimica. Maiores detalhes sobre as reacoes quimicas e a teoria desse processo podem
ser obtidos em Segel 1991 [17]. Pode-se encontrar na literatura vérios trabalhos sobre
o processo da glicolise. Nos primeiros trabalhos sobre o processo de glicolise, Higgins
(1964) [33] e Sel’kov (1968) [34] abordavam varias caracteristicas qualitativas das reacoes
quimicas do processo. Othmer e Aldridge (1978) [35] modelaram uma via particular do
processo de glicolise. Um modelo completo do processo de glicolise envolve muitos termos
de saturacao, um modelo simplificado pode ser encontrado em Ashkenazi and Othmer
(1978) [36]. Esse modelo assume que as concentacoes quimicas estdo bem distantes dos
niveis de saturacao.

A forma adimensional do modelo de glicolise é dada pelas seguintes equagoes:

ou

5 = VU + 0 — ku — uv® (3.6)
0
a—: = d?v+kutuw® —v (3.7)

Na interpretacao biotlogica, u é a concentracao de glicose, v a producao de piruvato,

D, e D, os coeficientes de difusao e d = D—v O termo u?

u
linear de u, o termo uv? representa a ativacio nao linear de v. O parametro positivo §

v representa 0 consumo nao

representa uma quantidade inicial de glicose. O parametro k, também positivo, representa

em u o consumo natural de glicose [3].

2NAD (Dinucleétido de nicotinamida e adenina) ¢ uma coenzima, ou seja, uma substancia organica
nao protéica necessaria ao funcionamento de certas enzimas. Essa coenzima apresenta dois estados de
oxidagdo: NAD+ (oxidado) e NADH (reduzido). A forma NADH é obtida pela redugdo do NAD+ com
dois elétrons e aceitacdo de um proton (H+) [32)].
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3.4 Modelo da Coagulacao Sanguinea

O modelo do qual faz-se estudo nessa secao foi desenvolvido por Juan Carlos Vanegas
Acosta, Nancy S. Landinez P. e Diego A. Garzon-Alvarado. Esse modelo matemético
de coagulagao adota caracteristicas dos modelos descritos acima e aborda o processo de
coagulagao em uma aplicacao especifica, neste caso, na interface do osso com o implante
dentario [I8], visando a sua aplicacao no estudo da integragdo do osso com implante.
Nesse modelo, o enfoque principal sao as reacoes cinéticas que ocorrem na via comum da
coagulacao e o tempo de coagulagdo na consolidacao da cicatrizacao inicial na interface
do osso com o implante.

O processo de coagulacao envolve uma complexa cascata de eventos celulares e mole-
culares. Simplificadamente, quando o sangue entra em contato com uma lesdao, acontece
a ativacao e a agregacao das plaquetas no local da lesao, formando-se um tampao plaque-
tario inicial para deter o sangramento [37]. Os fatores da coagulagio sio ativados e juntos
ativam a via comum da coagulacdo [37, 38]. A formagao do coagulo de fibrina se da pela
conversao da trombina em fibrina. Pode-se entender por conversdo a reacao cinética que
ocorre no encontro de duas substancias, nesse caso, trombina e fibrinogénio. A trombina
é o agente ativador e o fibrinogénio é o agente de conversao.

As substancias presentes neste modelo e as suas devidas conversoes encontram-se
abaixo [I8]. As reagoes cinéticas estao expressadas utilizando-se a Lei de a¢ao das massas

[13]

p = (3.8)
F e (3.9)
T= (3.10)

2F + T X% 3F (3.11)

Nas equagoes (3.8)), (3.9), (3.10) e (3.11)) P ¢ a concentracao de Protrombina, T ¢ a

concentracao de Trombina, F' é a concentracao de Fribrinogénio e GG é a concentracao dos
granulos liberados pelas plaquetas [39]. Os parametros ki-k; sdo as constantes cinéticas.

Em termos simples, a lei da Acao das Massas de reacoes quimicas indica que a taxa
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a qual um produto quimico é produzido é proporcional ao produto dos reagentes. A
trombina nao é produzida pela conversao de protrombina e a trombina nao é ativada
pela presenca de fibrinogénio, logo os parametro ks e k7 sao zero. Observa-se na equacao
que a protrombina é o precursor da trombina, ou seja, a trombina se forma a partir
da protrombina. Na equacao o fibrinogénio provém dos granulos liberados pelas
plaquetas. As equacoes e estabelecem que a trombina inicia o processo de
conversao. A partir das equacoes citadas acima obtém-se o seguinte sistema de equacoes

diferenciais parciais:

% = DrVP[T]+ ka[P] = ks[T] = ko[ T][F)* (3.12)
% = DpV?[F] — k3[F] + ka[G] + ks[T] + ko[T][F]? (3.13)

Tem-se que nas equagoes (3.12)) e (3.13)) as expressoes dadas nas equagoes (3.8))-(3.11))

que sao complementadas com um termo de transporte que leva em conta as difusoes da
trombina e do fibrinogénio. Dessa forma é possivel analisar as alteracoes nas concentracoes
dessas substancias ao longo do tempo como um processo de difusao que depende dos
termos de formacao e degradacao contidos na lei da agao das massas.

O resultado da reacao cinética entre a trombina e o fibrinogénio é a formacao das
fibras de fibrina organizadas em uma rede ou em um tampao que detém a perda de
sangue. A producao dessa rede é modelada por um mecanismo de conversao exponencial,
descrevendo a formacao de fibrina a partir de uma concentragao inicial de zero até um

valor de pico de concentracdo. A equacao responsavel por esse mecanismo é:

ﬁ _ [afmax(l — exp(—ozt B ﬁf))
at B 1 _ﬁfmaze‘fp(_at_ﬁf)

|S(F) (3.14)

A partir da equagao , percebe-se que uma vez conhecida a concentracao de
fibrinogénio ao longo do tempo, pode-se obter a concentracao da fibrina. Isto é, a de-
terminacao da concentracao de fibrina estid desacoplada da solucao do sistema de reacao
difusao formado pelas equagoes e . A fibrina é produzida a partir da conver-
sao do fibrinogénio, o mecanismo de conversao é ajustado pelo coeficiente 5 denominado

fator de qualidade do sangue, S(F') é responsavel por transferir o padrao de conversao



iniciado em ([3.13)) por meio da ativa¢ao ou de inibi¢ao da formagao de fibrina.
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4 Estudo do Modelo da Coagulacao

Sanguinea

4.1 Introducao

Hemostasia € um processo que o organismo inicia para conter a perda de sangue, em
qualquer circunstancia. A hemostasia utiliza-se de trés mecanisnos principais: resposta
vascular, atividade plaquetaria e coagulacao do sangue. O principal elemento do sangue
responsavel pela hemostasia sao as plaquetas, pois atuam no processo de coagulacao
sanguinea [3].

Quando um vaso sanguineo é lesionado ocorre um sangramento. Para cessar esse
sangramento, no local da lesao, forma-se um codgulo de fibrina em poucos minutos. O
processo da coagulacao sanguinea desencadeia uma série de reagoes quimicas que envolve
um grupo de proteinas plasméaticas denominado fatores de coagulagao [40].

A coagulacao sanguinea é um fenémeno muito complexo, por esse motivo é estudado
de forma simplificada, como se ocorressem em duas vias distintas, conhecidas como via
intrinseca e via extrinseca [3].

Um modelo matemaético para a coagulacao sanguinea foi recentemente proposto por
Juan Vanegas [I8]. O coagulo de fibrina apresenta um comportamento que é heterogéneo
no espago e estavél no tempo, ou seja, apresenta a instabilidade de Turing.

Neste capitulo primeiramente serd abordado um pouco da teoria do mecanismo da
coagulagao sanguinea a fim de esclarecer esse fendémeno biologico. Posteriormente seréd
apresentado um estudo aprofundado do modelo da coagulacao sanguinea com detalhes da

adimensionalizagao, condicoes inicias, parametros e limitagoes do modelo.

4.2 Coagulagao Sanguinea

Quando um vaso sanguineo é lesionado, o organismo inicia um processo para conter o
sangramento, chamado hemostasia, que utiliza trés mecanismos principais: resposta vas-

cular, atividade plaquetaria e coagulagao do sangue. A coagulacao sanguinea é uma parte
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importante da hemostasia e compreende um complexo processo de eventos moleculares e
celulares. Durante esse processo acontece uma sequéncia complexa de reagoes quimicas
que resultam na formacao de um coagulo de fibrina. Esse codgulo cobre a parede do
vaso sanguineo danificado para cessar a perda de sangue e reparar o tecido danificado
137, 3, 19].

A resposta vascular é o processo de contracao da parede de um vaso sanguineo. Quando
um vaso sanguineo é lesionado, na tentativa de interromper a perda de sangue, ocorre a
contracao imediata da sua parede, o que reduz o fluxo de sangue no seu interior. A
contracao da parede do vaso pode ser produzida por reflexos nervosos desencadeados pelo
estimulo da dor. Quanto mais intenso é o trauma, maior é o espasmo vascular. A reducao
do diametro do vaso resulta da contracao das fibras musculares e pode durar de 20 a 30
minutos [40, [3].

A atividade plaquetaria é a formacao de um tampao de plaquetaﬂ que busca obstruir
a lesao vascular. Ao entrar em contato com superficies nao revestidas por endotélio, as
plaquetas sao ativadas e a sua primeira reacao é a adesao. ApoOs a adesao, as plaquetas
entumescem, assumem formas irregulares com prolongamentos, tornam-se pegajosas, se-
cretam e liberam grandes quantidades de difosfato de adenosina (ADP), tromboxano A2
e enzimas. A agregacao das plaquetas ¢ acelerada pela presenca de trombinaﬂ enquanto
o tromboxano A2 agrega as plaquetas proximas as plaquetas que ja estao ativadas, para
assim formar o tampao. As plaquetas liberam serotonina que contribui para a manuten-
cao da vasoconstricdo. A agregacao das plaquetas é mantida pela energia liberada na
conversao do trifosfato de adenosina em difosfato. Para preservar o tampao e permitir a
formacao do coagulo, o fator IV plaquetario inibe a atividade anticoagulante da heparina
137, 3].

O mecanismo final da hemostasia é a formacao do coagulo de fibrina. O sistema de
coagulagao do sangue é o processo iniciado por um conjunto de proteinas plasmaticas que
determinam a formacao do coagulo. Alteracoes complexas desse conjunto de proteinas

do plasma, cuja etapa final é a transformacao do ﬁbrinogénioﬁ] em fibrina, envolvem a

IPlaquetas sdo fragmentos das células da medula 6ssea, sdo desprovidas de niicleo. Estdo presentes no
sangue e a sua principal func¢io é a formagao de codgulos, participando portanto do processo de coagulagao
sanguinea [41].

2A protrombia é uma proteina sanguinea que intervém na coagulacio. Apods uma série de reacoes
enziméticas, a protrombina transforma-se em trombina. A trombina é uma enzima do sangue essencial
para o processo de coagulacao. Essa atua sobre o fibrinogenéo soluvel para o transformar em fibrina
insolavel, o que determina a formacao do coagulo [42].

30 fibrinogénio origina-se no figado, esta envolvido nas etapas finais da coagulagao como precursor de
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participagao de um grande ntimero de substancias identificadas nos tecidos e no sangue.
Algumas dessas substancias sdo denominadas pro-coagulantes, pois promovem a coagu-
lacao, enquanto que outras sao denominadas anticoagulantes, pois inibem a coagulacao.
Em condigoes normais, predomina-se a agao das substancias anticoagulantes, logo o san-
gue circulante nao coagula. Entretanto, quando um vaso sanguineo é danificado, na area
lesionada predomina-se a atividade dos pro-coagulantes e forma-se um coagulo [37, 13, 40].

Pode-se simplificar o processo de formacao do codgulo em trés etapas principais. Na
primeira etapa, em resposta ao rompimento de um vaso sanguineo, um complexo de
substancias é formado, denominado ativador de protrombina. Na segunda etapa ocorre a
conversao da protombina em trombina através da acao do ativador de protrombina. Na
terceira e ultima etapa, a trombina atua como uma enzima para que 0corra a Conversao
do fibrinogénio em filamentos de fibrina, que irdo reter as hemacias, plaquetas e plasma,

formando-se o coagulo de fibrina [3], 40].

Parede Vascular Rompida ' Formagao do Codgulo

Eritrécito Parede vascular

Plaqueta ativada Fibrina

Figura 4.1: Formagao do codgulo modificado de [2]

O sistema de coagulagao do sangue é um sistema nao inteiramente conhecido e ex-
tremamente complexo, que funciona através de reacoes em cascata, onde uma reacao
desencadeia ou acelera a proxima reacao. Os fatores de coagulagao sao representados in-
ternacionalmente por algarismos romanos. As reacoes em cadeia dos fatores de coagulacao
reagem em uma sequéncia diferente da sua ordem de numeragao. A ordem de numeragao
representa a ordem em que eles foram descobertos [3], 19].

A Tabela 2.1 lista os fatores da coagulacao sanguinea, com os nomes pelos quais sao
mais conhecidos e em ordem numeérica romanal3]. O Fator VI nao ¢ mais reconhecido

como um Fator da Coagulagao Sanguinea, pois foi identificado como a forma ativada do

Fator V [44].

monomeros de fibrina necessarios para a formagdo do coagulo de fibrina, se transforma em fibrina pela
acao da trombina [43].
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Tabela 4.1: Fatores da Coagulacdo Sanguinea. Modificado de [3]

Fatores ‘ Sindénimos ‘
Fator I Fibrinogénio

Fator II Protombina

Fator 111 Tromboplastina Tecidual (Fator plaquetario III)
Fator IV Calcio

Fator V Pro-acelerina (Fator labil)

Fator VII Acelerador da protombina, Pré-convertina
Fator VIII Fator Anti-hemofilico A (FAH)

Fator IX Fator Anti-hemofilico B (Fator de Christmas)
Fator X Fator Stuart-Prower (Anti-hemofilico C)

Fator XI Percursor da Tromboplastina Plasmética

Fator XII Fator de Hageman (Fator anti-hemofilico D)
Fator XIII Fator estabilizante de Fibrina

Para favorecer a compreensao da coagulagdo do sangue, tradicionalmente estuda-se
o assunto de um modo simplificado, devido a sua alta complexidade. Os mecanismos
da coagulacao sanguinea tem sido propostos como se ocorressem em duas vias distintas,
conhecidas como via intrinseca e via extrinseca. Estas duas vias sao capazes de ser ativadas
separada ou simultaneamente, ambas convergindo para uma via comum que consiste na
formacao do coagulo. O fator tissular (FT) pode atuar sobre fatores da coagulagao, tanto
na via intrinseca quanto na via extrinseca, e ¢ o desencadeador do fenomeno da coagulacao

I3, @0].

4.2.1 Via Intrinseca e via extrinseca

A via extrinseca é a via mais comum que ocorre pela lesao dos vasos sanguineos ou a partir
de estimulos tissulares. Uma substancia dos tecidos, a tromboplastina (FT), é liberada
no local da lesao no endotélio vascular e desencadeia as reacoes da coagulacao. O Fator
IIT ou tromboplastina tecidual combina-se com Fator VII, acelerador da conversao da
protombina, na presenca do célcio, Fator IV, para ativar o Fator X, chamado de Stuart-
Prower [45] [3, [40].

A via intrinseca envolve a ativacao do Fator XII, Fator Hageman. KEsse encontra-se
no sangue e é também conhecido como Fator de ativagao por contato. Ao entrar em
contato com qualquer superficie que nao seja o endotélio vascular, o Fator XII ativa-se e,

em seguida, ativa o Fator XI. Apos serem ativados, os Fatores XII e XI forcam a ativagao
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|Via extrinseca da coagulat;éol

(Tromboplastina) ——» |Fator Il

A J

Ca(Fator IV) —— |Fator VII

v

Figura 4.2: Via Extrinseca da Coagula¢ao Sanguinea. Modificado de [3]

do Fator IX, que uma vez ativado, converte o Fator VIII, Fator anti-hemofilico, a sua
forma ativa que, juntamente com o célcio e o fosfolipideo, Fator plaquetario III, formam

um complexo. Este complexo ativa o Fator X [45] 40, [3].

|V1a intrinseca da ccagula-;éol

|Fator Al (Hageman]l—b Fator Xl ativado

(contato)
(Anti-hemofilico B)

| Fator IXI # |Fator IX ativado

|Fatar VI ativado} T T I Fator VIII I

Fosfolipideo Ca

Figura 4.3: Via Intrinseca da Coagula¢ao Sanguinea. Modificado de 3]

Estimulos diferentes iniciam as cascatas de reacoes das vias extrinseca e intrinseca,
sendo que ambas as vias convergem na ativacao do Fator X. Apés a ativacao do Fator X,
as vias extriseca e intrinseca seguem a mesma via comum de estimulacao, que resultam

na formagao final do coagulo de fibrina[45] [40, [3].
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O complexo é composto pelo Fator X ativado, Fator V, Fator IV e o fosfolipideo que
convertem o Fator I, protrombina, em trombina. A trombina tem como fun¢ao estimular
uma série de reacoes, como a liberacao de serotonina, ADP, a agregacao plaquetéaria, e do
Fator plaquetario I'V.

Porém a reacdao mais importante da trombina ocorre quando a mesma fragmenta o
Fator I, fibrinogénio, em dois peptideos conhecidos como fibrinopeptideos A e B e um
mondmero de fibrina. Os mondémeros de fibrina unem-se e formam os filamentos de fibrina
através da polimerizagao. Os filamentos de fibrina por sua vez aderem-se, estimulados
pela presenca do Fator estabilizador da fibrina, Fator XIII, que necessita da presenca da
trombina e do calcio. A rede de fibrina resultante, juntamente com as plaquetas, hemaécias

e plasma, constituem o coagulo definitivo [45] [3, [46].

| Via comum da coagulagéol

Fosfolipideo

Fator Il |Pr0tr0mb1'nai + ¥ Trombina
Ca

Fibrina = IFibrinogémoI (Fator 1)
Fator VIII

Coagulo

Figura 4.4: Via Comum da Coagulagao Sanguinea. Modificado de [3]

4.3 Adimensionalizacao

A analise dimensional é baseada na nocao de homogeneidade, ou seja, todos os termos
em uma equacao devem ter as mesmas dimensoes. Se dividirmos cada termo da equagao
por uma colecao de variaveis e constantes cujo produto tem aquelas mesmas dimensoes, a
equacao se transforma em uma equacao adimensional. Dentre as vantagens na adimensio-
nalizagao, pode-se citar a reducao do niimero de parametros e a consequente simplificacao

de anédlises paramétricas [47]. Nesta secao sera feita a adimensionalizagdo das equagoes
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do modelo matematico da coagulagao.
As equagoes (3.12) e (3.13) sao adimensionalizadas utilizando-se as seguintes escalas

ou mudancas de variaveis:

T

= 4.1

" Tref ( )
F

= 4.2

! F'ref ( )
X

r = 4.3

z Lo (4.3)

= (4.4)
tTef

Nas equagoes (4.1)-(4.4) u, v, T e ¢ sdo valores adimensionais para as concentragoes
de trombina, fibrinogénio, espaco e tempo, respectivamente, T,.r e F,..; sao valores da

referéncia para as repectivas grandezas. Utilizando-se dessas escalas e substituindo nas

equagoes (3.12)) e (3.13) tem-se:

Tres Ou PuT,, ¥

g _ p g Jr[P] — ks Tho e — kigTho r F2 45
trey OF TaL2:?:$ef+ P = et = hoTrer e -
FrefOv auFref

9% _ D, ka[G) + ksToe pt + kg Tye s F2 puv? — ks Fre 46
ey OF ror,, TR et KoTher e = ks (1)

Fazendo D = dDr e multiplicando as equacoes por bre e por ! entdo:
f

ou _ D ref 8 u L tref

ot Pl—k tre —k tT@ Fre 4.7
ot L%ef 87 " lTref [ ] shrest Gtref fUU ( )
ov Drtyey 0% tref Tref

— = d k G| + kstre ketre F — kst re 4.8
ot L?ef (9‘%2 + 4Fref[ ] + 5 fFre U+ 6 fFre TerfU 3lrefU ( )

Com o objetivo de simplificar as expressoes pode-se entao introduzir os seguintes

parametros adimensionais:



44

6 = kﬁtrequ?ef (49)

ﬁk = k5t7‘ef (410)
Lre

By = kg (G (4.11)
ref
tref

85 — hyirelip] (4.12)
T’/‘ef

Substituindo os parametros definidos nas equagoes (4.8)-(4.8) obtém-se:

ou trep 0%u

T pplret T a5~ k- w? 413
o 1z g T OO Ru ) (4.13)
(91) DTtref 8271 Tref T'ref 2

AR gy el gy 2l 2y 414
o 1z, ow PR gt e T Ry (4.14)

A adimensionalizacao de uma equacao nao é tunica, podendo-se chegar a diferentes
expressoes em funcao de como é feita a determinacao dos valores de referéncia. Para
exemplificar, a seguir serao encontradas duas expressoes para o modelo adimensional a

partir de diferentes escolhas para a definicao dos parametros.

4.4 Expressao Adimensional

Para definir os parametros de (4.1)-(4.4), impoem-se as seguintes restrigoes:

1
k‘gtref =1 = tref = k_ (4.15)
3
DTtref DT
=1 :Lre = —_— 416
L12nef f kS ( )
B =1 (4.17)
Tre
Fref

Com as conclusoes das restrigoes feitas acima, fazem-se as substituicoes necessarias

nas equagoes (4.13)) e (4.14) e novamente obtém-se:
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ou 0*u 5

— = — — ku — 4.1
5 92 + —ku—uv (4.19)
0 0?

a—? = da—a_; + 4+ ku 4+ uv® —v (4.20)

As equagoes (4.19) e (4.20)) sdo as equagoes adimensionalizadas do modelo da coagula-

¢ao na interface do osso-implante dentario, apresentadas por [I8]. Os valores de referéncia

correspondentes a essa adimensionalizacao sao obtidos inicialmente a partir da equacao
(4.15) que define ¢,.;. Substituindo a equacao (4.15)) na equacao (4.16) ¢ possivel determi-
nar L,.;. Conhecendo t,.f, a equagio (4.17), e tendo em vista a equacdo (4.18)) obtém-se

a expressao de F..r, que &:

Sabe-se que F,.r = T,cs, logo tem-se todos

mensional.

tref

l;ref

-F}ef = 7_;‘ef

B (4.21)

1 (4.22)
1

T (4.23)

os valores de referéncia para modelo adi-

1
— 4.24
= (4.24)
Dy
— 4.25
2 (1.29
1
4.2
thref ( 6)

A partir das restrigoes feitas em (4.15), (4.16), (4.17) e (4.18) encontrou-se a expressao

adimensional em (4.19))-(4.20) que representa o modelo da coagulagio sanguinea. Outras

expressoes adimensionais podem ser obtidas a partir da escolha de diferentes restri¢oes,

que igualmente representarao o modelo.
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4.5 Condicoes Iniciais e Condicoes de Contorno

Para encontrar as condicoes iniciais utiliza-se a expresao adimensional encontrada na
secao anterior. Essas condigoes iniciais sao as concentracoes que correspondem ao estado
de equilibrio inicial & partir do qual se desenvolvem os processos de reacao-difusao que
descrevem a formacao do coagulo.

Para tanto supde-se um estado homogéneo (termos de difusao nulos) no qual impdoe-se

que a variacdo temporal se anule. Assim as equagoes (4.19) e (4.20) dao origem a:

S —ku—u?=0

(4.27)
v+ ku+uv? —v =0
Somando-se ambas as equacoes, tem-se:
d+vy—v=0 = v=0+7 (4.28)

Logo tem-se a condicao inicial para v. A condicao inicial para u é obtida substituindo-

se o valor de v encontrado acima na primeira equagao de (4.27)):

§—ku—u(0+7)?=0 (4.29)
Explicitando-se obtém-se:
4]
S — 4.30
R (0+7)? (4.30)

Sendo assim, as condicoes iniciais sao:

4]
(uo, vo) = <m, 5+7> (4.31)

Para este modelo tem-se as condicoes de fluxo e contorno nulas. Essas condicoes serao

implementadas na secao da discretizacao espacial.
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4.6 Definicoes dos Parametros

Para a solugao numérica serao utilizadas as expressoes adimensionalizadas, (4.19)) e (4.20)).
Para a obtencao dos parametros do modelo adimensional, serao adotados alguns valo-
res utilizados pelo autor, Vanegas [18]. Os parametros e os valores a serem utilizados

encontram-se listados na tabela abaixo.

’ Parametro \ Valor \ Unidade ‘

Dr 5.0417x1074 mm?/s

Dp 5.647x107° mm?/s

k1 2.0x1073 s

ks 1.7x1073 571

ka 50x1076 s7!

ks 102x1076 571

ke 1.7x1073 (mg/ml)=2s~1

Tabela 4.2: Parametros para o modelo da coagulagao

tey = 588.23 (4.32)
Lee; = 0.54458 & 0.55 (4.33)
Fref 1 (4.34)
k = 0.06 (4.35)
v = 0.029 ~0.03 (4.36)
5§ = 117~12 (4.37)

Com as expressoes (4.17) e (4.35])-(4.37) tem-se os parametros para as duas equagoes

adimensionais do modelo da coagulacao.

4.7 Limitacoes do Modelo da Coagulagcao Sanguinea

De acordo com Vanegas [I8] o modelo matemético proposto para representar a coagulagao

sanguinea na interface osso-implante dental, o qual faz-se estudo no presente trabalho, é
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somente uma aproximacao da realidade do fenomeno biologico da coagulacao sanguinea.
Logo, existem algumas limita¢oes importantes a serem consideradas sobre o modelo.

A primeira limitacao esta no fato do modelo considerar apenas a via comum da coagu-
lagao sanguinea. Como j4 foi mencionado anteriormente, a coagulacao ¢ uma cascata de
eventos celulares e moleculares que dao origem ao coigulo de fibrina. Existem duas vias,
extrinseca e intrinseca, que juntamente ativam a via comum. Para a formulacao desse
modelo foi considerada somente a via comum, a etapa onde a trombina se transforma
em fibrinogénio, que posteriormente se transforma em fibras de fibrina para juntamente
formarem o coagulo.

A segunda limitacao esta relacionada com a ativacao celular e molecular causada pela
superficie do implante dental. Na maioria dos casos, o material utilizado para confeccionar
o implante é o titanio. Sabe-se que o titanio é um material bioativo, ou seja, a superficie
do implante tem a propriedade de estimular a ativacao das plaquetas. As plaquetas
proporcionam a ancoragem das redes de fibrina que posteriormente dao suporte para a
migracao e a diferenciacao das células osteoprogenitoras, encarregadas pela recuperagao
do tecido lesionado. A superficie bioativa do implante é importante para a formagao do
coagulo e a adequada osseointegracao do implante. No presente modelo nao se considera
essa propriedade do material do implante.

A terceira limitagao esta relacionada com as condigOes iniciais e de contorno. As con-
di¢oes iniciais foram obtidas pelos autores a partir das concentragoes médias encontradas
na literatura. As concentracoes presentes na via comum da coagulacdo dependem direta-
mente da ativacao dos fatores de coagulacao durante as vias intrinseca e extrinseca, que
neste modelo nao foram abordadas.

Para as condicoes de contorno se assume o fluxo de sangue zero no tempo inicial
igual a zero, o que implica que o codgulo inicial detém a perda de sangue e retém uma
quantidade do mesmo na interface do osso com o implante. Nesse modelo nao se leva em
consideracao a quantidade de sangue retido na interface. No modelo assume-se apenas
uma quantidade média de plaquetas presentes no sangue, as plaquetas se agregam a area
da lesao e se ativam dando inicio assim & ativacao dos fatores da coagulacao.

A quarta limitacao se deve aos valores dos parametros. Alguns foram estimados pelos
autores a partir da literatura disponivel, outros foram estimados a partir de resultados

experimentais e outros foram tomados diretamente de trabalhos numeéricos estudados. Va-
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lores mais precisos de muito desses parametros sao desconhecidos, sendo necessario serem
ajustados para que seja obtida a formacao dos padroes espaciais-temporais desejados.
Apesar de todas as limitacoes acima, o modelo pode ser considerado um avanco na
modelagem computacional da coagulacao por considerar caracteristicas dos trés modelos
mais conhecidos, que relembrando, sao os modelos celulares, bioquimicos e de tempo de
coagulacao. O processo biologico da coagulacao sanguinea é muito complexo, o que obriga
a fazer muitas simplificoes para obter um modelo mateméatico que possua uma solucao

computacional viavel.
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5 Implementacao Numérica

5.1 Introducao

Neste capitulo a implementagao numérica do modelo da coagulagao utilizado é apresen-
tado. A implementacao foi realizada na linguagem Python. Dessa forma, primeiramente,
faz-se um breve relato sobre esta linguagem de programacao. Sao discutidos alguns deta-
lhes importantes para a utilizacao do Python, exemplificando a praticidade e a facilidade
que essa linguagem de programacao oferece.

A estrategia numeérica utilizada para solucionar o modelo estudado foi aplicar inici-
almente o Método das Diferencas Finitas para discretizar o operador diferencial espacial
das equacoes do sistema de reacao-difusao apresentado no capitulo anterior. Apods essa
discretizacao, com a introducao das condic¢oes de contorno, o problema se transforma em
um problema de valor inicial (PVI), associado a um sistema de equagoes diferenciais ordi-
narias nao lineares. Essa estratégia, de transformar o sistema de equagao reagao-difusao
em um PVI, é conhecida como método das linhas.

Para a solucao do PVI foi utilizado uma biblioteca do Python, Scipy, com uma cole-
cao de algoritmos mateméticos e funcoes para facilitar o desenvolvimento de aplicacoes
cientificas. Particularmente, na solucao do PVI foi utilizado um pacote, odeint, que é
sucintamente descrito na subsecao 5.3.2. Para o adequado tratamento da esparsidade da

matriz envolvida no PVI foi utilizado o pacote sparse.

5.2 Linguagem de Programacao Python

Para se resolver numericamente os modelos estudados, utiliza-se a linguagem de progra-
macao Python. Esta linguagem foi criada por Guido van Rossum, do Instituto Nacional
de Pesquisa para Matematica e Ciéncia da Computagao da Holanda (CWI), em 1990,
visando o atendimento das demandas vindas de aplicagoes desenvolvidas por fisicos e
engenheiros [48]. Python é uma linguagem interpretada, ou seja, os programas escritos
neste tipo de linguagem nao sao convertidos em um arquivo executavel. Esses programas

sao executados utilizando um programa, conhecido como interpretador, que 1& o codigo
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fonte e o interpreta diretamente durante a sua execugao [49].

Pode-se citar como uma das caracteristicas principais do Python o fato de nao haver
pré-declaracao de variaveis, os tipos das variaveis sao determinados dinamicamente. Além
disso, utiliza-se a indentacao para fazer o controle de blocos, ao invés de delimitadores do
tipo BEGIN e END, ou { "e"}. A linguagem é orientada a objeto e oferece tipos de alto
nivel como strings, tuplas, listas, arquivos, dicionarios e classes [49].

Um dos maiores atrativos da linguagem Python é a grande diversidade de bibliotecas,
que fornecem ferramentas para diversas tarefas. Grande parte das bibliotecas disponi-
bilizadas ndao sao desenvolvidas em Python ou traduzidas para Python. A linguagem
utiliza-se de recursos que facilitam o empacotamento de rotinas compiladas em outras
linguagens, por exemplo, Fortran, C, entre outras. Esta grande quantidade de bibliotecas
permite a solucao de complexas fungoes matematicas, geracao de gréaficos, e a execugao
de véarias outras tarefas [49].

A linguagem de programacao Python é livre, ou seja, o interpretador é distribuido
com o software de forma gratuita. Outra vantagem é que Python permite que o programa
seja executado em diversas plataformas como Linux, Windows, ou outros sistemas onde
existir um interpretador Python. A maioria das maquinas com sistema operacional Linux

j& vem com um interpretador Python instalado [49] [48].

5.3 Meétodo das Linhas

Os modelos estudados consistem em sistemas de equacgoes do tipo reacao-difusao. Para
sua solu¢ao numérica primeiramente é feito o procedimento de reduzir o modelo estudado
a um PVI (problema de valor inicial), atraves da introducao das aproximagdes para as
derivadas espaciais. O PVI resultante pode ser resolvido por um dentre os diversos mé-
todos disponiveis para a sua solucao. As equacoes do modelo estudado na forma discreta

Sa0:

% _ v2u(l.7t)+f<u7v,x’t) (51)
% = va'U(CU,t) + g(uuv7x7t> (52)
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Ao reduzir o sistema acima em um PVI, esse assume a forma semi-discreta, e pode ser

escrito como:

Ci[_v; =Aw — f(w,t)  para 0<t (5.3)
onde:
f(ul, U1, t) Uy (t)
f(ug,va,t) uy(t)
fiwy = | T = | (5-4)
g(uy, vy, t) v (t)
g(ug, va, t) (1)

g(uN,vN,t) UN(t)

Na forma da equagéo (5.3)) o problema pode ser adequadamente resolvido por métodos

disponibilizados em bibliotecas eficientes.

5.3.1 D:iscretizacao FEspacial

Para fazer a discretizacao espacial é utilizada a aproximacao por diferencas finitas centrais
de segunda ordem, o operador de Laplace. As Figuras e abaixo exemplificam
a discretizagao de um dominio bidimensional retangular, onde os pontos localizados no
contorno encontram-se preenchidos. N,, é o ntimero de pontos em z, igualmente, IV, é o
ntmero de pontos em y.

Utilizando o operador de Laplace para representar um ponto genérico 7 do dominio,

tem-se:

Ujrt = 205 U1 Uy, = 20 F U,

2 ~
Viulz;) ~ Ax? Ay?

(5.5)
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Figura 5.1: Imagem para ilustrar a discretizacao espacial, modificado de [4]

As condicoes de contorno adotadas no problema em questao estabelecem que o fluxo
deve ser nulo em todo o contorno, isto é, condicoes de Neumann homogéneas. Dessa
forma a aplicagao da aproximacao da segunda ordem da primeira derivada, em um ponto

do contorno inferior, j = 1,2, ..., Np,_», fornece:

ou  UjiN,, — Uj—ny

ay 20,

0 (5.6)

Como mostrado na Figura (5.2) o ponto correspondente a u;_a, ndo pertence ao
dominio do problema sendo chamado de ponto fantasma ou Ghost Point. Mas a satisfacao
da equagao (5.6) acima permite concluir que uj_a, = uj4n,,. Dessa forma o operador de

Laplace discretizado aplicado a este ponto fornece:

o UWir1 —2ujF Ui 2UjN,, — 2
Vv U; ~ sz + Ay2 (57)
Analogamente, fazendo-se o mesmo para a borda superior, j = (N, — 1)N,, +

L, ..., Npo(Npy — 2) a implementacdo da condicao de contorno leva a: wujiny = Uj_n,,,

que novamente, substituindo em (5.5)):
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Figura 5.2: Discretizagao da borda inferior, modificado de [4]

Ujar = 205+ U1 2Ny, — 2U

Ax? Ay?

(5.8)

Analogamente para a borda lateral da esquerda, (j = Npz, 2Ny, ..., (Npy ) Nps), € da
direita , (j = 2Ny, — 1,3N,, — 1, ..., (Npy — 1)(N,p — 1)), implementando a condigdo de
contorno para ambas, respectivamente, u;_a, = U1 € Ujiay = U;j—1. Substituindo-as na

equacao ((5.5):

gy — 2uj | UjiN,, — 25+ U N,

5.9

Ax? Ny? (5:9)
ZUj_l — 2uj Uj+Npe — QUJ' + Uj—N,

2 e 5.10

Az? * YANTE: (5.10)

A mesma estratégia pode ser aplicada para os pontos localizados nos cantos do con-
torno, j = 0, Npy — 1, (Npy — 1)(Npa), (Npy)(Npy — 1). Indicados respectivamente para

facilitar a notacao como I, II, III, IV, obtém-se:
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2uj+1 — QUJ' uj+sz — QUj

I(j=0)= 5.11
(] ) Al’2 AyQ ( )
. i1 — 2u;  Ujpn,, — 2U;j
II(j = Ny ] 14 e J 5.12
(] p ) AZL‘Q + AyQ ( )
2Uj+1 — 2Uj Uj—Npy — 2u]'
TH((Npy) (N — 1)) = 225 " (5.13)
QUj_l — 2Uj Uj_pr - 2Uj
IV (N = D(Nye)) = 3= Bt (5.14)
As equagbes acima podem ser escritas compactamente:
T 2D 0 0 --- O
D T D 0 0
A=|lo D T D --- 0 (5.15)
o o0 0 --- 2D T
Na equagao (5.15)) acima, as sub-matrizes T e D, de dimensdo N, XN,,, sao:
6 2a, 0 O 0 a, 0 0 0
T=10 a B a -+ 0 e D=0 0 a --- 0 (5.16)
0O 0 0 0 2a p 0 0 0 ay
1 1 1 .
Onde a, = f = 2(— + —). Tendo em vista que no presente

— i, = —— €
Az2” 7Y Ay? Ax?  Ay?
caso trata-se de um problema onde duas substéncias se difundem, na equacao (5.3) A se

escreve Como:

A0
A= ) (5.17)
0 dA

Para tratar a esparsidade da matriz A, foi utilizado uma pacote, sparse, da biblioteca
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scipy da programacgao Python. Esse pacote é eficiente para a construcao de matrizes

esparsas incrementalmente.

5.3.2 Odeint

Como ja foi dito anteriormente, o PVI resultante é resolvido com a utilizacao do pa-
cote odeint da biblioteca Scipy para computagao cientifica da linguagem Python. O
pacote odeint é resultado do empacotamento da rotina LSODA da biblioteca ODEPACK,
Lawrence Livermore National Laboratory do Departamento de Energia do Governo dos
Estados Unidos. Essa biblioteca, ODEPACK, implementa diversas rotinas para a solucao
de PVI’s associados a EDO’s.

Particularmente, a rotina LSODA é uma rotina que tem a capacidade de selecionar
automaticamente o método de solucao para o problema. E dentro do método escolhido,
o odeint faz uma adaptacao da ordem de convergéncia e do passo utilizado. A escolha do
método se deve ao problema ser identificado ou nao como um problema stiff.

Problemas envolvendo reagoes cinéticas, como no modelo estudado, podem dar origem
a grandes sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias [50]. As constantes de velocidade
das reacoes podem apresentar diferentes ordens de magnitude. Isso leva a problemas de
equacoes stiff. Em problemas stiff procura-se uma solucao particular que é suave, variando
lentamente em relagao ao intervalo de tempo de interesse em um contexto onde as solucoes
em sua vizinhanca variam muito mais rapidamente. Tipicamente a solucao procurada tem
uma componente que varia muito rapidamente mas que contribui minimamente para a
solucao. Esse tipo de comportamento forca que, se o método utilizado para solucionar o
problema for condicionalmente estavel, o tamanho do passo de integracao para garantir a
estabilidade seja tao pequeno que o torna ineficiente ou ineficaz.

Em resumo, o odeint resolve sistemas de equacoes diferenciais ordinarias por um es-
quema de integracao de passo e ordem de convergéncia adaptativos. Essa rotina pode
solucionar o problema de forma a utilizar um ou outro método. Se o sistema é do tipo
stiff, o odeint utiliza o método BDF (backward defferentation formula) para resolver nu-

mericamente o sistema; caso o sitema seja do tipo nao-stiff, é escolhido o método implicito

de Adams.
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5.3.3 Meétodo BDF

Os métodos BDF (Backward Differentiation Formulae) formam uma familia de métodos
implicitos obtidos a partir da utilizacao direta de aproximagoes da derivada por expressoes
de diferencas finitas regressivas. O método de ordem 1 desta familia é o método de Fuler
Implicito.

O método de Euler, também conhecido como método da reta tangente, foi desenvolvido
por Euler por volta de 1768. E um método muito atraente por sua simplicidade, mas
nao muito usado em célculos importantes, pois para conseguir “boas” aproximacoes é
necessario um nimero maior de célculos.

Para se chegar ao método BDF de ordem 1, serd feita uma rapida revisao sobre o

método de Euler. Considerando a solucao para um problema escalar, tem-se:

dy
o = f(t,x) (5.18)
0<t e y(0) = « (5.19)

Alguns passos devem ser seguidos para a obtencao do método de Euler implicito. O
primeiro passo é definir uma malha uniforme de pontos. O segundo, é avaliar a equacao

diferencial em ¢t = t;. Para obter o método de Euler implicito, o préximo passo sera

j-
substituir a derivada por uma expressao de diferencas finitas. Neste caso a expressao é

uma expansao de primeira ordem em diferencas regressivas:

Y (t;) = =2 p LTANEYS (5.20)

Substituindo (5.20) em (p.18]) e descartando-se o erro de truncamento obtém-se o

método de Euler implicito:

yj =yj—1 + Ekf(tj,y;), para j=12 ..M (5.21)

Como ja foi mencionado acima, a equagio (5.20) é o método BDF de ordem 1. Os
métodos BDF de ordem de 2 a 5 sao:
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(4dy; — yj—1 + 2k fj11)

Yi+1 = 3

o 8y —9y1 + 2y 0 + 6k fj10)
y]"!‘l 11
iy = (48y; — 36y;—1 + 16y;—2 — 3y;—3 + 12k fj11)

1 =

25

. _ (300y; — 300y,_1 + 200y,_o2 — 75y,—3 + 12y,_4 + 12k f;11)

y]+1 137

A ordem do método BDF a ser utilizado pelo pacote odeint pode variar entre 1 <

O(h) < 5.

5.3.4 Meétodo de Adams

Para introduzir o método de Adams sera feita uma revisao para a obtencao de Métodos
por Integragao Numérica.
Primeiramente define-se uma malha uniforme de pontos. Integra-se a equacao diferen-

cial (5.18)) entre dois pontos e utilizando-se o Teorema Fundamental do Calculo, tem-se:

ti+1

Yeyon — h, = / £t y(t))dt (5.22)

tj

A partir dos valores definidos nos passos anteriores, interpolar f por um polinémio
em t e usd-lo na integragdo. Quando o valor f(t;4+1,y(t;+1)) for usado na interpolacao, o
método é chamado de Adams-Moulton e é implicito.

Se na formulacao se usa para a aproximacao de f um intervalo que nao contém ¢;,
o método fica explicito e passa a se chamar de Adams-Bashforth.

As expressoes para o Método de Adams-Moulton sao:



59

Yir1 = Yy +k(fi = f3)/2
Yir1 = Y+ k(O fip +8f; —1f—1)/12

Yis1 = Y; +k(Ofj1+19f; —5fi—1+ fi—2)/24

As expressoes para o Método de Adams-Bashforth sao:

yir1 = Y +k@Bf;— f;-1)/2
yj+1 = yj + k(23f] — 16']‘.]',1 + 5f],2)/12

Yirr = Y+ k(55f; =591+ 37fj2 — 9f;-5/24

O método é utilizado em conjunto com o explicito, pois a solugao da equacao que define
a iteracao do método é feita iterativamente, usando o resultado do método explicito como
iteracao inicial. A ordem do método de Adams a ser utilizado pelo pacote odeint para

solucionar um PVI pode variar entre 1 < O(h) < 12.
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6 Resultados

Neste capitulo serao apresentados os resultados numéricos obtidos a partir da implemen-
tacao da estratégia computacional descrita no capitulo anterior. As simulagoes compu-
tacionais foram realizadas em um computador com processador Intel Core 7, 2.80GHz,
8GB de RAM e sistema operacional Linux versao 3.9.10. Foi utilizado o Python versao

2.7 e a biblioteca Scipy em sua versao 0.9.0.

6.1 Resultados do Modelo de Schnakenberg

O modelo de Schnakenberg é descrito por:

% = Vu+y(a—u+uv) (6.1)
% = dv?u+7(b—uv) (6.2)

O modelo acima encontra-se em sua forma adimensional. Para verificar se o sistema
de reacao-difusao apresenta a instabilidade de Turing, uma andlise da estabilidade linear

do sistema em torno da solugdo homogénea é necessaria. Utilizando as equagoes (6.1) e

- . ou Ov
1} assume-se a variacao temporal igual a zero, (57 ETi 0), e encontra-se o estado

estacionario:

(g, 1) = (a+b, ﬁ) (6.3)

Como foi mostrado na Secao 3.4, para que ocorra a instabilidade de Turing ¢ neces-
sario que as desigualdades descritas pelas expressoes ([2.36)-(2.39)), repetidas abaixo por

conveniéncia, sejam satisfeitas.
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Jut+9, <0

fugo + fogu >0

dfy + g, > 0

(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) >0

As derivadas para as fungoes acima sao:

2b
fo = 7<cL +b 1
fo = ~la+0b)?
b
Gu = _27(61 + b)
Gv = _7(a + b)2

Nos testes realizados para o modelo de Schnakenberg, utilizou-se um dominio 0 < z <
,0<y <1
e Padrio (2,1)

Os valores dos parametros utilizados, sao apresentados na Tabela 6.1 abaixo.

Tabela 6.1: Dados para o modelo de Schanakenberg: 1° teste

’Parametro \ Valor ‘
a 0.1
b 0.9
d 9.1676
y 176.72

Substituindo estes valores nas desigualdades acima obtém-se:



62

futg, = —3534<0
fuGo + fogu = 31229.96 > 0
df, +g9, = 1119.36 >0

(dfu + g0)° + 4d(fugo — fogu) = 107748.65 >0

Além da satisfacao das desigualdades acima, para que haja a instabilidade é necessario
que exista um namero de onda m e n dentro do intervalo definido pela equagao (2.43). A
partir das equagoes (2.32) e (2.33) podem ser obtidos os valores de k; e ks, respectivamente,

que limitam o intervalo referido acima, como mostrado nas expressoes que se seguem, logo:

k2 < < k3

4.3717 < n? + m? < 7.9996

Escolhendo-se m = 2 o tnico valor inteiro que pertence ao intervalo e que n pode
adotar é n = 1, ou vice-versa. A forma dos padroes a serem formados dao do tipo (2,1):
duas meias ondas na horizontal e uma meia onda na vertical, ou o contrario.

Para os testes das Figuras e foi utilizada uma malha espacial de 26x26
pontos e tempo final da analise igual a 8. A funcao odeint retornou valores para a solugao
em 60 pontos igualmente espacados no intervalo de tempo definido. Na Figura
encontram-se as concentracoes de u e v, em a) no tempo zero e em b) no tempo final
8. A Figura (6.2) mostra os padrdes formados pela instabilidade de Turing. O nivel de
perturbagao aplicado na condigao inicial foi de 0.9%. O mesmo teste foi realizado no
trabalho de Juan Vanegas, [5], a solugao para o padrao (2,1) do Modelo de Schnakenberg
pode ser visualizado na Figura (6.3).
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Figura 6.1: Concentracoes de u, na cor

Schanakenberg 2D

1.055e+00

1.0 1.3342+00 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
9.9548-01 5.019e-01
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o9
Figura 6.2: Concentragoes de u, a esquerda, e v, a direita, para o Modelo de Schanakenberg

2D
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a) b)

Figura 6.3: Concentragoes de u, a esquerda, e v, a direita, para o Modelo de Schanakenberg
obtidas por Vanegas|5]

e Padrao (2,2)
Para este segundo teste foram utilizados os valores dos parametros da Tabela 6.2 a
seguir.

Tabela 6.2: Dados para o modelo de Schanakenberg: 2° teste

‘ Parametro ‘ Valor ‘
a 0.1
b 0.9
d 8.6676
v 230.82

Novamente as desigualdades (2.36))-(2.39) devem ser verificadas, o que é mostrado

abaixo.

futgs = —46.16 <0
fugo + fogu = 53277.87 >0
dfu +¢9, = 1369.70 >0
(dfu + 9o)? + 4d(fugo — fog) = 28924.84 >0

Analogamente ao que foi feito acima, obtemos os seguintes limites a serem observados

por n e m inteiros, correspondentes aos modos associados ao inicio da instabilidade:
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7.0116 < n? + m? < 8.9997

Os tnicos valores inteiros que n e m podem tomar para satisfazer o intervalo acima
sao m = n = 2, logo o padrdo a ser formado é do tipo (2,2), ou seja, duas meias ondas
na vertical e duas meias ondas na horizontal.

Neste segundo teste, foi utilizada uma malha espacial de 81x81 pontos, tempo final
igual a 20 e foram obtidos resultados em 250 pontos igualmente espagados no intervalo
temporal analisado. Na Figura encontra-se o comportamento das concentragoes de
u e v ao longo do tempo para um ponto localizado no centro do dominio e a Figura
(6.5) mostra os padroes formados pela instabilidade de Turing. O nivel de perturbacao
aplicado na condicdo inicial foi de 0.9%. A solugdo para o padrdo (2,2) do modelo de

Schnakenberg, realizado por [5], pode ser visualizada na Figura .

1.15 T T T

110} 4
105} 4
1.00 .
0.95 1
0.90 1

0.85 \ |

BB 5 10 15 20

Figura 6.4: Concentracoes de u, na cor vermelho, e v, na cor azul, para um ponto no
centro do dominio. Modelo de Schanakenberg 2D
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Figura 6.5: Concentracoes de u e v para o Modelo de Schanakenberg 2D, para t = 20

L] a2 o4 L] oB 1 . f LE 06

a) b)

Figura 6.6: Concentracoes de u, a esquerda, e v, a direita, para o Modelo de Schanakenberg
obtidas por Vanegas [5]

6.2 Resultados do Modelo de Glicolise

O modelo de Glicélise esta representado por :

% = Dy V’u+ 68— ku— uv? (6.4)
dv = D, Vv +ku+uw®—v (6.5)

ot
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Novamente, as equagoes acima encontram-se na forma adimensional. Utilizando as

~ A . Ju v
equacoes (6.4) e (6.5)), assume-se a variacao temporal igual a zero, (a, % 0),
encontrando-se o estado estacionario, na auséncia de variacoes espaciais, semelhante ao

que foi feito na Secao 4.4, tem-se:

)
==, ¢ .
(1o, vo) ((52+k)’ ) (6.6)
Para a verificacao das restrigoes envolvidas na anélise da instabilidade de Turing,

deve-se conhecer, como no caso anterior, as derivadas dos termos reativos em relacao as

concentragoes, abaixo tem-se as seguintes derivadas:

fu == _k_52
—262
o = 2+ k
G = k+06°
262
= = 1
9o 2 +k

e Padrao (2,5)
Para este primeiro teste do modelo de Glicélise utilizou-se um dominio 0 < = < m,

0 <y < m. Os valores dos parametros utilizados, sao apresentados na Tabela abaixo.

Tabela 6.3: Dados para o modelo de glicolise: 1° teste

| Parametro | Valor |
) 2.8
k 0.06
d 0.0125

Como nos exemplos anteriores, tem-se:



68

futg, = —691<0
fugv+.fvgu = 7.90>0

dfy + g, = 0.88>0

(dfu + 90)* + 4d(fugo — fogu) = 0.39>0

Neste caso a equacao (2.43)):

10.45 < n%2 + m? < 60.42

Logo tem-se a possibilidade de n = 2 e m = 5, padrées do tipo (2,5).

Para os testes cujos resultados sao apresentados nas Figuras e foi utilizada
uma malha espacial de 61x61 pontos, tempo final igual a 500. Foram obtidos resultados
em 1000 pontos igualmente espacados no intervalo temporal analisado. Na Figura
encontra-se o comportamento das concentracoes de u e v, em a) no tempo zero e em b) no
tempo final 500. A Figura mostra os padroes formados pela instabilidade de Turing.
O nivel de perturbacao aplicado na condi¢ao inicial foi de 0.5%. O mesmo teste também

foi realizado por Juan Vanegas, [3], os resultados podem ser visualizados na Figura .

Figura 6.7: Concentragoes de u, na cor azul, e v, na cor vermelho, para o Modelo de
Glicolise 2D
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Figura 6.8: Concentracoes de u, a esquerda, e e v, a direita, para o Modelo de Glicélise
2D

Figura 6.9: Concentracoes de u, a esquerda, e e v, a direita, para o Modelo de Glicélise
obtidas por Vanegas [5]

Para a obtencao dos resultados mostrados na Figura foi utilizada uma malha
espacial de 61x61 pontos, tempo final igual a 500. Foram obtidos resultados em 250
pontos igualmente espacados no intervalo temporal analisado. Na Figura encontra-
se as concentragoes de u e v, em a) e b) no tempo zero e em ¢) e d) no tempo final 500.
As figuras mostram os padroes formados pela instabilidade de Turing, com concentracao
constante ao longo da direcao vertical e apresentando uma variagao com 5 meias ondas
ao longo da diregao horizontal. Deve-se observar que o conjunto de valores (0,5) também
satisfaz a equacao decorrente da Equacao . O nivel de perturbacao aplicado na

condi¢ao inicial foi de 0.5%.
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Figura 6.10: Concentragoes de v e v para o Modelo de Glicolise 2D
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Para o proximo teste utlilizou-se um dominio bidimensional [0, 57]x[0, 57]. Os valores

para os parametros estao na Tabela 6.4.

Tabela 6.4: Dados para o modelo de glicolise: 2° teste

| Parametro | Valor |
) 1.2
k 0.06
d 0.08

Analisando-se as condicbes para a instabilidade tem-se:
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fut+g, = —0.58<0

fugv + fvgu = 1.50>0

dfy, +9, = 080>0

(dfu + 90)* + 4d(fugo — fogu) = 0.16 >0

Verificando os padroes a serem apresentados pela instabilidade, tem-se:

62.5 < n? +m? < 187.50

Neste caso especifico, existem algumas opgoes para m e n inteiros que podem satisfazer
a desigualdade acima. Um exemplo seria m = 6 e n = 6, os padroes apresentados seriam
do tipo (6,6).

Para os testes das Figuras e foi utilizada uma malha espacial de 61x61
pontos, tempo final igual a 5000. Foram obtidos resultados em 1000 pontos igualmente
espacados no intervalo temporal analisado. Na Figura encontra-se o comportamento
das concentragoes de u e v, em a) no tempo zero e em b) no tempo final 5000. Na Figura
sao apresentados os padroes formados pela instabilidade de Turing. Na Figura
pode-se visualizar o resultado do mesmo teste realizado por Juan Vanegas, [0],

neste caso somente a concentracao de u .
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Figura 6.11: Concentracoes de u, na cor azul, e v, na cor vermelho, para o Modelo de
Glicolise 2D

6.55813e-01 2.05836e+01
5.81391e-01 1.65760e+01
5.06969e-01 1.25684e+M

Figura 6.12: Concentragoes de u e v para o Modelo de Glicolise 2D
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0.65
0.63
0.B1
0.59
0.57
0.55
0.563
0.51

Figura 6.13: Concentragoes de u para o Modelo de Glicolise 2D obtidas por Vanegas|[6].

6.3 Resultados do Modelo da Coagulagao Sanguinea

Para os resultados do Modelo da Coagulagao Sanguinea, pretende-se representar este
processo através da descricdo das concentracoes de trombina, fibrinogénio e fibrina ao
longo do tempo na regiao de interface entre o implante dental e o osso. A Figura (6.14))
abaixo representa esquematicamente uma geometria tipica da regiao estudada, através
de um modelo bidimensional. Nesta figura, adaptada de [I8|, sdo apresentadas também

dimensoes tipicas envolvidas.
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b

+ L
4
*

0.55 mm

Figura 6.14: a) Esquema representando a area de inser¢ao do implante dental. b) Geome-
tria da interface formada entre o osso e o implante dental. c¢) Representacao do dominio
bidimensional utilizado.

O estado estacionario para o modelo da coagulagdo foi encontrado na Secao 4.4.3,

reescrevendo-o:

(uo, v0) = <m 5+ 7) (6.7)

As derivadas para o modelo da coagulacao sao:

fu = B(=k—=(6+7)? (6.8)
_ 0+

fo = 2ﬁ5—k+(5+7)2 (6.9)

gu = B+ 0+7)?) (6.10)
_ e A

Gy = 5(25k+<5+7)2) 1 (6.11)

No primeiro teste foram utilizados os seguintes parametros mostrados na tabela abaixo:

Verificando-se as desigualdades (2.36)-(2.39)), tem-se:
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Tabela 6.5: Dados para o modelo de coagulagao: 1° teste

’ Parametro \ Valor

1.2
0.06
0.08
1.0
0.03

2 AT

futg, = —0.6961 <0
dfy + g, = 0.7509 > 0

(dfu + g0)° + 4d(fugo — fogs) = 0.0606 >0

Fazendo a anélise para a equagao (2.43)), tem-se:

. < (n"+m7)m” < 0. .
3.15848 < (n* + m*)7* < 6.2321 (6.12)

. <n“+m° <0. .
0.3196 2 2 <£0.6314 6.13

Com base na equagao (6.13)), nao encontra-se m e n inteiros que satisfacam a equagao.
O modelo da coagulacao descrito pelas equagoes e foi solucionado em um
dominio bidimensional [0, 1]x[0, 1]. Para os testes das Figuras e foi utilizada
uma malha espacial de 61x61 pontos, tempo final igual a 1. Foram obtidos resultados
em 100 pontos igualmente espacados no intervalo temporal analisado. Na Figura ([6.15)
encontram-se as concentragoes de u e v, em a) no tempo zero e em b) no tempo final 1.

O nivel de perturbagao aplicado na condi¢ao inicial foi de 0.3%.
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Figura 6.15: Concentracoes de u, na cor azul, e v, na cor vermelho, para o modelo da
coagulacao sanguinea 2D

1.0 7.58985e-01 1.0 . . 1.23456e+0
08 08
06 0.6
7.58978e-01 1.23449e+0

0.4
02 ;
0. 7.58971e-01

%0 02 04 06 08 10 0 02 04 06 08 10 L2344les0

4

Figura 6.16: Concentragoes de v e v para o modelo da coagulagao sanguinea 2D

Para os testes das Figuras e foi utilizada uma malha espacial de 81x81
pontos, tempo final adimensionalizado igual a 1 correspondendo a um tempo de 600
segundos. Foram obtidos resultados em 100 pontos igualmente espagados no intervalo
temporal analisado. Na Figura encontra-se as concentragoes de u e v, em a) no
tempo zero e em b) no tempo final 1. O nivel de perturbacao aplicado na condigao inicial

foi de 0.3%.
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Figura 6.17: Concentracoes de u, na cor azul, e v, na cor vermelho, para o modelo da
coagulacao sanguinea 2D

7.58951e-01

10 1.23455e40
0.8}
1580 2e:01 1.23449¢+0i
0. 7.58933¢-01 -
%0 02 04 . : 1.0 oo 1234448401

Figura 6.18: Concentragoes de u e v para o modelo da coagulacao sanguinea 2D

Na tabela abaixo encontra-se um novo teste com alteracao no valor da difusao, a fim
de verificar o tipo de padrao apresentado quando os parametros satisfazem as condicoes

para que a instabilidade ocorra.

Tabela 6.6: Dados para o modelo da coagulacao: 2° teste

| Parametro | Valor |
) 1.2
k 0.06
d 0.02
b 1.0
ot 0.03
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Substituindo os novos valores nas desigualdades ([2.36)-(2.39), tem-se:

fut+g, = —0.6961 <0
fugo + fogu = 1.5729 >0
df, + g, = 0.8453 >0

(dfu + g0)° +4d(fugo — fogu) = 0.5887 >0

Analisando a equacao (2.43), tem-se:

1.9507 < (n? + m?*)7? < 40.3157

0.1976 < n? + m? < 4.0848

Logo tem-se valores para m = n = 1 o padrao a ser formado é do tipo (1, 1), ou seja
uma meia onda na horizontal e uma meia onda na vertical.

Para os testes das Figuras e foi utilizada uma malha espacial de 61x61
pontos, tempo final igual a 20; foram obtidos resultados em 100 pontos igualmente espa-
cados no intervalo temporal analisado. Na Figura (6.19)) encontra-se as concentragoes de
u e v, em a) no tempo zero e em b) no tempo final 1. O nivel de perturbacao aplicado na

condicgao inicial foi de 0.3%.

Figura 6.19: Concentracoes de u, na cor azul, e v, na cor vermelho, para modelo da
coagulacao sanguinea 2D
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Figura 6.20: Concentragoes de u e v para o modelo da coagulacao sanguinea 2D
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7 Conclusoes

O presente trabalho apresentou o estudo do fenémeno conhecido como Instabilidade de
Turing e também a possibilidade do surgimento desse fenomeno em sistemas biologicos.
Foram estudados trés modelos biologicos, o Modelo de Schnakenberg, o Modelo de Glico-
lise e 0 Modelo da Coagulacao Sanguinea. Cada sistema bioldgico pode ser simplificada-
mente representado por um modelo mateméatico governado por um sistema de equacoes
diferenciais parciais de reacao-difusao de segunda ordem, que sob certas condi¢oes podem
produzir padroes espaciais estaveis a partir de uma distribuicao inicial uniforme, ou seja,
a Instabilidade de Turing.

Cada sistema de equacoes é resolvido numericamente através do método das linhas,
utilizando diferencas finitas centrais de segunda ordem para a discretizagao espacial. Para
a solucao do sistema de equacoes diferencias ordinérias resultante foi utilizado o sub-pacote
odeint do pacote scipy da linguagem Python .

Varios testes foram executados com diferentes niveis de perturbacdao em torno do
ponto de equilibrio. Quando a instabilidade é constatada na andlise das condicoes de
Turing, os padroes espaciais estaveis sao formados independente do valor utilizado para
a perturbagao.

Para os testes realizados com os Modelos de Schnakenberg e Glicolise, foram encon-
tradas solucoes muito proximas as apresentadas na literatura, para diversos conjuntos de
parametros dentro do espago de Turing. Tendo em vista a nao linearidade do problema,
a convergéncia para esses resultados é uma questao que deve se ter em conta e, embora
nao tenham sido apresentados esses resultados, foram necessarios refinamentos espaciais
distintos para a obtencao dos resultados esperados.

Em relagdo a discretizacdo temporal, o pacote odeint (rotina lsoda no Python) se
mostrou eficiente, apresentando resultados bastante estaveis para diversas opcoes de pa-
rametros de entrada associados a quantidade de pontos demandados na saida. Isso é
0 que se esperava com a utilizacao desta rotina ja consolidada. Entretanto, nao foram
explorados outros aspectos que poderiam reduzir substancialmente o tempo de execucao
do programa, como por exemplo o fornecimento de uma rotina para o calculo da matriz

jacobiana, usada no caso da resolucao com o método BDF.
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Em relacao ao modelo da coagulagao, nao foi possivel obter os resultados apresentados
no artigo onde o modelo foi originalmente apresentado. Tendo em vista que a anélise linear
realizada para esse modelo, com os parametros fornecidos na referéncia, nao identifica a
possibilidade de um modo de instabilidade possivel, esse seria o comportamento esperado.
Uma vez que a instabilidade nao foi concretizada e nao houve a formacao dos padroes, a
parte do modelo relacionada a formacao da rede de fibrina nao chegou a ser explorada.

Embora a geometria utilizada na implementacao computacional tenha sido bidimen-
sional e bastante simplificada, nao se espera que o comportamento do modelo seja tao
sensivel a este aspecto. Apesar disso, uma das possibilidades de prosseguimento desse tra-
balho se da na implementacao de outras estratégias para a discretizagao espacial, como o
Método dos Elementos Finitos, de modo que se possa analisar diferentes geometrias com
maior facilidade.

Um outro aspecto critico que é salientado pelos proprios proponentes do modelo é a
obtencao de parametros adequados. As diversas simplificacoes feitas na construcao do
modelo podem tornar a tarefa de ajustar seus parametros para a reproducao, ainda que
qualitativa da realidade, suficientemente dificil. Dessa forma, um estudo mais aprofun-
dado a respeito das premissas adotadas para a definicao dos parametros sugeridos pode

levar a um outro conjunto de parametros que proporcione melhores resultados.
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