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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo promover uma reflexao sobre o estudo das conicas pelo
uso de sua defini¢do como Lugar Geométrico seguindo um enfoque analitico. Iremos explorar
a construcdo das conicas utilizando o software de geometria dindimica Geogebra. E necessdrio
ratificar que o software € o meio e ndo a finalidade da aprendizagem, pois este deve minimizar as
limitagdes relativa a visualizacao e compreensdo de um objeto, bem como a compreensdo de sua
simetria e translacdo, sem perder o objetivo de explorar os conceitos matematicos envolvidos.

Palavras-Chave: Conicas; Lugar Geométrico; Geogebra.



RESUME

Cette dissertation a pour objectif d’effectuer une réflexion sur 1’etude des coniques (en
utilisant leur definition) en tant que Lie Géometrique, se concentrant sur I’aspect analytique.
Nous analyserons la consttruction des coniques en utilisant un logiciel de géometrie dynami-
que Geogebra. Il est important de rappeler que le logiciel est un moyen et non la finalité de
I’apprentissage, cela devrait alors minimiser les limites relatives a la visualisation et a com-
préhension d’un objet, ansi que sa symetrie et sa translation, sans perdre de vue 1’objectif
d’explorer les concepts mathematiques impliqués.

Mots-clés: Coniques; Lie Geométrique; Geogebra.
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1 INTRODUCAO

Essa dissertacdo prioriza apresentar atividades de constru¢do geométrica seguidas de ques-
tionamentos, de modo que o aluno seja conduzido a tentar concluir sobre as cOnicas, ainda que
de maneira superficial. Apds algumas das atividades, que objetivam formar uma ideia intuitiva

do assunto, a teoria serd apresentada ao estudante de modo a ajudi-lo a compreender o assunto.

Inicialmente serd abordado o estudo das conicas pela sua defini¢do de lugar geométrico,
pois cada vez mais € evidente que a dificuldade dos alunos em compreender esse conteido vem
aumentando, devido a queda na qualidade de ensino publico. Consta no artigo [15] e em [9]
que a geometria analitica € ensinada, em geral, na terceira série do ensino médio, de forma
completamente desconectada de todos os assuntos que o aluno supostamente tenha aprendido
nos anos anteriores. H4 uma impressao de que a geometria analitica serve apenas para resolver

problemas na dltima série do colégio.

Embora a escola de ensino médio regular ndo devesse ter como fung¢do somente preparar
o aluno para o vestibular, € notdvel que o atual modelo de sele¢do dos alunos provoca uma
ruptura muito traumdtica para o educando; pois o ENEM passa a ser a chance de continuidade
de seus estudos. Um eventual fracasso nesse exame implica passar da situacdo de estudante a
condicdo de desempregado. Nao se pode ignorar, ainda, que o nimero crescente de adesdes
das universidades ao Exame Nacional do Ensino Médio acaba por nortear os professores. Con-
sequentemente, a op¢ao de estudar as conicas pode ficar muito comprometida, visto que € um

contetido quase inexistente nas avaliagdes do ENEM.

-

E necessdrio, pois, maior motivacdo ao estudo das cOnicas através do emprego das tec-
nologias no ensino aprendizagem. Na pesquisa [11] acerca da retencdo da aprendizagem, da
Socondy-Vaccum QOil Co. Studies, 1&-se que o método de ensino visual retém a informacao
mais do que o método de ensino oral. Quando sdo utilizados, simultaneamente, os dois méto-
dos, ha 85% dos dados retidos ap0s trés horas de exposi¢cdo ao conteudo e 65% depois de trés
dias de aplicacdo do método audivisual. Baseado-se nestes dados, o estudo das cOnicas serd

feita por meio do software livie GEOGEBRA (http://www.geogebra.org), a fim de propiciar a



visualizacdo e a investiga¢do das abordagens de determinadas defini¢des, visto que alguns de
seus recursos, como a animacao e o rastro, sdo excelentes meios facilitadores para a compre-
ensdo. Entretanto, hd de se esclarecer que o software é um instumento e ndo o objetivo da

aprendizagem.

As atividades abordam o aspecto de lugar geométrico das conicas, seguidas da abordagem
de certas propriedades, sendo que algumas foram baseadas no material do préprio PROFMAT,
em MA23-Geometria Analitica. Para o bom funcionamento do método apresentado, vale rati-
ficar que o aluno tenha conhecimentos bésicos de geometria euclidiana e analitica; que esteja

familiarizado com o uso do software Geogebra.
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2 PRELUDIO A HISTORIA DAS
CONICAS

De acordo com algumas bibliografias [1],[2],[3] e [10], € atribuido a Menaecmus, discipulo
de Eudoxio, por volta de 350 a.C., como o primeiro a tratar das se¢des cOnicas. Mas foi Apold-
nio de Perga (séc. III a.C.) quem desenvolveu o trabalho sobre as Secdes Conicas, escrito em
oito livros, sendo que sete destes se preservaram. Ele extrai as curvas através de uma superficie

conica mediante se¢des planas, dai a denominacao de se¢des coOnicas. e [4]

Fiiperbole /™
=

Figura 2.1: secdes cOnicas

Os nomes elipse, pardbola e hipérbole eram uma terminologia pitagérica (séc. VI a.C.),
usada no método “aplicagdes de areas”, a qual era especifica para o estudo e comparacao das

mesmas.

Essa “aplicacdo” consistia em construir a base de um retangulo de modo que esta ficava
sobre um segmento retilineo, de tal modo que, uma extremidade da base coincidisse com uma
extremidade do segmento, entdo poderiamos ter trés situacdes: a base da figura construida era
mais curta, ou mais comprida, ou igual ao dado segmento, e eram designados por elleipsis,

“falta”; hyperbole, “‘excesso” e parabole, “comparacao”, vejam [13] e [3].
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Para entendermos melhor, de acordo com estudos histéricos [3], consideremos uma conica
de vértice A, eixo principal A—B>, com P um ponto genérico da conica e Q o pé de uma perpen-
dicular baixada de P sobre AB. Pelo ponto A construimos a perpendicular a AB e sobre este,
marca-se a distincia AR que atualmente denominamos de latus rectum ou “pardmetro p” (o

comprimento da corda que passa por um foco da conica e € perpendicular ao eixo principal).

Aplicando ao segmento AR um retingulo de area (@)2, sendo AQ um dos seus lados.
De acordo com a aplicacdo, teremos um dos trés casos: igual, exceda ou por falta, Apolonio

denominou de pardbola, hipérbole ou elipse respectivamente.

Figura 2.2: Método as dreas

Através dos trabalhos de Francgois Viete, a teoria das equagdes e da inovacdo, introduzida
por Descartes e Fermat, formas de associar equacdes indeterminadas a linhas geométricas, per-
mitiram que Fermat expressasse, algebricamente, os lugares geométricos discutidos por Apold-
nio. Seus estudos resultaram em sete equagdes como forma irredutiveis, a partir da equacao

geral do segundo grau com duas varidveis que, atualmente € escrita como:

Ax*+Bxy+Cy> +Dx+Ey+F =0.
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3 ELIPSE

Neste capitulo iremos propor atividades aos alunos, de modo que possamos abordar: a
elipse como lugar geométrico, forma candnica da elipse, a simetria da elipse, a elipse com
centro O = (xg, o), a constru¢do de uma reta tangente 2 uma elipse, a propriedade bissetora de

uma elipse e relacionar a drea de uma elipse com de uma circunferéncia.

Atividade I, adaptada [7]:

Objetivos: Fazer com que o aluno perceba que a soma dos segmentos construidos € constante,
apos a habilitacdo do rastro. Oportunizar que o aluno perceba que a elipse como lugar geomé-
trico, bem como seu comportamento em relacio a distancia entre os focos.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

e Abra o Geogebra;
e Trace uma semirreta de origem A que passe pelo ponto B;

e Escolha um ponto C sobre a semirreta, e renomeie o ponto A para Fj e o ponto C para F3,

depois torne o ponto B oculto;
e Trace um circulo de centro Fj, contendo F> no seu interior;
7. ~ N . H
e Escolha um ponto D no circulo, nao pertencendo a semirreta F F3;
e Trace os segmentos DF| e DF3;

e Trace a mediatriz do segmento DF, e determine o ponto P de interse¢do da mediatriz com

o segmento DF;

e Trace os segmentos PF| e PF>.
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Responda:

1. O que podemos afirmar sobre o ponto P por situar-se na mediatriz do segmento DF;?

2. Observe na janela de Algebra, os valores dos segmentos PF; e PF,, digite no campo de
entrada a soma desses segmentos. Mova o ponto D sobre o circulo e diga o que aconteceu
com os valores dos segmentos € o valor da soma dos segmentos. O que podemos concluir

sobre o fato observado?

3. Habilite o rastro no ponto P € mova o ponto D, ao longo do circulo. Como vocé descre-

veria a figura formada?

4. Desabilite o rastro do ponto P e aproxime os pontos F| e F;, habilite novamente o rastro
do ponto P e desloque o ponto D ao longo do circulo. O que aconteceu com a figura

formada?

5. Desabilite o rastro do ponto P e aproxime os pontos F; e F de modo que os pontos sejam
coincidentes. Habilite novamente o rastro do ponto P e desloque o ponto D ao longo do

circulo. O que aconteceu com a figura formada?

6. Desabilite o rastro do ponto P e afaste os pontos F; e F,, de modo que o ponto F, seja
coincidente com o raio da circunferéncia. Habilite novamente o rastro do ponto P e

desloque o ponto D ao longo do circulo. O que aconteceu com a figura formada?

7. Desabilite o rastro do ponto P e afaste os pontos F; e F,, de modo que o ponto F, ultra-
passe o raio da circunferéncia. Habilite novamente o rastro do ponto P e desloque o ponto

D ao longo do circulo. O que aconteceu com a figura formada?

Definicao: Consideremos dois pontos no plano, Fj e F;, os quais denominaremos de focos, o
lugar geométrico de todos os pontos P dado para os quais temos que Fi P + F,P € igual a uma
constante, 2a, com a > 0, e sendo esta medida maior que a distincia entre os focos, 2c, tal que

¢ > 0, € denominada de elipse. Logo, vejamos em [7] e [4] que

0<c<aed(F,F,)=2c,
& = {P/d(P,Fl)—l—d(P,Fz) :261}

Terminologia[7] e [4]:

e Ao considerarmos Fj e F, como os focos da elipse, teremos que a reta r que contém o0s

focos serd denominada de reta focal, e a distancia ente os foco de 2c¢;
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e Ao construirmos a elipse, iremos observar que a intersecdo da mesma, com a reta focal,
ird determinar dois pontos, A| e A,, os quais iremos denominar de vértices da elipse, e a

distancia entre eles de 2a. Vale lembrar que, de acordo com a defini¢do, 2¢ < 2a;
e O segmento A|A;, de comprimento 2a, € denominado de eixo focal da elipse;
e O centro da elipse € o ponto C, o qual € ponto médio de A e A, tanto quanto de Fj e F3;

e A reta perpendicular a reta focal que passa pelo ponto C, iremos denomind-la de reta ndo

focal da elipse;

e Os pontos de interse¢do da reta ndo focal com a elipse irdo determinar dois pontos, By e
B>, que irdo formar um segmento, eixo nao focal e os iremos denominar de vértices sobre

a reta ndo focal;

e A distincia entre os vértices da reta ndo focal sera 2b;

By

Figura 3.1: Eixos da elipse

e Pela propria defini¢do e por By e B, encontrarem-se na mediatriz de A1A,, temos que
d(Bi,Fi) =d(Bi,F2) =d(By, 1) =d(B2, F2) = a;
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e Vale lembrar que a medida do semieixo ndo focal, pode ser determinada pelo Teorema de

Pitagoras, b = v a* — c%;

e A razdo entre os segmentos ¢ € a determinam a excentricidade da elipse, sendo expressa

c
por e, onde e = —, observermos que 0 < e < 1.
a

3.1 FORMA CANONICA DA ELIPSE

Seja uma elipse & com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, entdo
temos:

F1 = (—C,O)
Focos ;
F2 = (C,O)

A1 = (—Cl,O) .

Vértices sobre o eixo focal
A2 = (a,O)

Bi=(0,-b)

Vértices sobre o eixo ndo focal
B, = (0,b)

onde0<c<aeb=+a%—c2.

Caso a elipse tenha a reta focal coincidente com o eixo OY, entdo teriamos:

= (O, —C)
Focos ;
F, =(0,c¢)

o ) A1 =(0,—a)
Vértices sobre o eixo focal :
Ay =(0,a)

B = (—b,0)

Vértices sobre o eixo ndo focal
B, = (b,0)



P(x,y)

Figura 3.2: Elipse e as suas coordenadas

Pela figura anterior e, ao que foi feito em [14], temos:

F\P + F>P = 2a, por defini¢do (1);
FiP* =y + (x+0)? 2
RP =y +(c—x)? 3):
Fazendo (2) - (3), teremos
WZ — WZ =4cx
(F{P+ F,P)(F|P— F,P) = 4cx, mas de acordo com a defini¢io, F{P+FP = 2a,
2a(FiP — F,P) = 4cx
2cx

FiP-FP=""
a

2
FiP— (2a—FP)="2
a

2
P =% 1024
a

FP="14a substituindo na prépria defini¢do
a

FBP=a— g, substituindo em (2),
a

cx 2
(S = sienn

16

logo,
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(ex+ a2)2 = a®y* +a% (x+c)?

@ — 22 = a2y 4+ a¥® — 22

a2y2 + (a2 — cz) X2 =42 (a2 — c2) @),

2 2 2

como 2a >2c = a>c, logo, a”— c2é positivoe a” —c” = b?, substituindo em (4) tem-se

a2y2 +b%x% = a?b?, e dividindo ambos os membros por a*b?, obtemos:

2 2 2 2
y X X y
prae=t o gtp=!

Caso a elipse tenha a reta focal coincidente com o eixo OY, entdo teremos:

Atividade II:
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a simetria da elipse.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 15 min.

e Abra o Geogebra;
.. 2 2
e No campo de entrada, digite: - + % =1,
e Marque um ponto qualquer sobre a elipse que nio pertenga aos eixos coordenados;

e Marque outro ponto, agora, pelo campo de entrada, usando o valor da abscissa do primeiro

e o simétrico de sua ordenada;

e Marque outro ponto, pelo campo de entrada, usando o valor do simétrico da abscissa do

primeiro e o valor de sua ordenada;

e Marque outro ponto, pelo campo de entrada, usando os valores simétricos das coordena-

das do primeiro ponto, porém, com suas posi¢des invertidas.
Responda:

1. Que conclusdo podemos tirar em relacao a atividade anterior?
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3.2 SIMETRIA DA ELIPSE

Para qualquer ponto P(x,y) de uma elipse, teremos seu simétrico também pertencente a

elipse, tanto em relagdo a reta focal quanto a reta nao focal ou mesmo em relagio ao seu centro.

Atividade I1I:

Objetivo: Através de uma generalizacao da férmula, o aluno iré relacionar o deslocamento do
centro da elipse pelas coordenadas por ele atribuidas e a relacdo que essas coordenadas com a
férmula algébrica, assim, como a variagcdo do eixo focal podendo ser paralelo ao eixo OX ou ao
eixo OY.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

Abra o Geogebra

Clique sobre o botao deslizante para langar dois valores, a e b;

. 2 42
No campo de entrada digite: 2—2 + Z—z =1;
e Mova o cursor de a, tanto para a esquerda, quanto para a direita;

e Mova o cursor de b, tanto para a esquerda, quanto para a direita;

Responda:

1. O que aconteceu com a elipse quando os valores apresentados foram a < b ?
2. O que aconteceu com a elipse quando os valores apresentados forama = b ?

3. O que aconteceu com a elipse quando os valores apresentados forama > b ?

Continuando a atividade

e Agora, lance novamente, no controle deslizante os valores c e d;

2 2
e Redigite a equacdo da elipse para: (x;—zc) + % = 1. Afim de facilitar a visualizacdo,

com o botao direito do mouse sobre os botdes deslizantes, vd em propriedades e coloque:

min=-10, max=10 e incremento=1;
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e Coloque c e d iguais a zero, e com o uso do eixo das coordenadas e dos vértices, determine

o centro da elipse, através da ferramenta ponto médio;
Responda:

1. Arraste o deslizante de ¢ para valores positivos e negativos, sempre olhando a férmula
apresentada na janela de dlgebra. O que aconteceu? Qual a relagdo da férmula com o

centro da elipse?

2. Arraste o deslizante de d para valores positivos e negativos, sempre olhando a férmula
apresentada na janela de dlgebra. O que aconteceu? Qual a relagdo da férmula com o

centro da elipse?

3. Altere os valores de a e b de modo que possamos ter os trés caso da atividade anterior,
arraste o deslizante ora de ¢, ora de d. Que conclusdo podemos obter da relacdo da

férmula quanto ao seu centro e sua posicao?

3.3 ELIPSE COM CENTRO O = (xo, o)

Temos uma elipse de centro deslocado da origem quando ela € transladada dos eixos co-
ordenados, podendo ser tratado em dois casos: com a reta focal paralela ao eixo OX ou com
o eixo focal paralelo ao eixo OY. Devido a similaridade dos casos, iremos abordar apenas o

primeiro caso, através de uma adaptacado [7] e [4].

Consideremos uma elipse de centro O = (x, o), com eixo focal paralelo ao eixo OX, con-

forme figura abaixo.

B,

e P 0Y)

Cixg¥o)

X c-Xx

0(0,0) x X

Figura 3.3: Elipse com centro O = (xo,yo) e eixo focal paralelo ao eixo OX
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Consideremos um novo sistema de coordenadas O X Y, de tal modo que o centro O da
elipse esteja na origem desse novo sistema. Os focos da elipse seriam F; = (xg —c,y9) ¢ F» =
(xo0 + ¢,y0), observemos que o ponto P = (x,y) da elipse, no sistema de coordenadas OXY,

passard a ter coordenadas P = (X,y), conforme a figura seguinte:

0(0,0)

T +x,

Figura 3.4: Elipse no novo sistema de coordenadas O X Y

Entdo teriamos a seguinte relacdo, x =X+ xp € y =y + Y9, € a equacdo da elipse no sistema

de coordenadas O X Y é:

)_62 y2

2!

Usando a relacdo anterior para voltarmos ao sistema de coordenadas OXY, a equagdo da

elipse serd:

=1

(x - x0)2 (y - y0>2
a? + b?

Caso a elipse tenha a reta focal coincidente com o eixo OY, entdo teriamos:
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Atividade IV, adaptada de [6]:

Objetivo: Possibilitar ao aluno o conhecimento necessdrio para construir uma reta tangente a
uma elipse por um ponto qualquer e compreender os argumentos matematicos da construcao.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

e Abra o Geogebra;

e Construa uma elipse, usando a ferramenta, selecionando dois focos A, B e um ponto C;
e Determine um ponto D sobre a elipse;

e Construa duas semirretas, iniciando nos focos até o ponto D;

e Construa uma circunferéncia de centro em D, e raio até um dos focos;

e Determine o ponto E de intersecdo, da circunferéncia, com a semirreta, de modo que pos-
samos construir um tridngulo isésceles, tracando o segmento AE do ponto de interse¢ao

como o foco;
e Oculte a circunferéncia;
e Construa outra circunferéncia, de centro em D e raio até o outro foco;

. . ~ . A . . —
e Determine o ponto F' de intersec¢do da circunferéncia com a semirreta BD, de modo que
possamos construir um tridngulo isdsceles, tragcando o segmento BF do ponto de interse-

¢do como o foco;
e Oculte a circunferéncia;

e Determine os pontos médios de cada segmento AE e BF, os quais pertencerdo as bases

dos tridngulos isésceles;

e Trace uma reta r, que passe pelos pontos médios.

Responda:

1. O que podemos afirmar sobre os segmentos PA e PE? E os segmentos PB e PF? Que

argumentagdo matemadtica pode sustentar nossa afirmacao?
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2. Como voce descreveria as propriedades matemadticas da reta r, em relacdo as figuras for-

madas?
3. Mova o ponto D sobre a elipse. Como vocé descreveria o comportamento da reta r?

4. O que a visualiza¢do nos leva intuitivamente a concluir sobre a reta r em relagdo a elipse?

3.4 CONSTRUINDO UMA RETA TANGENTE A UMA ELIPSE

Baseado no artigo [12], uma vez construida uma elipse através de seus focos, tomemos
um ponto P, qualquer da elipse. Sabemos que, por defini¢do, teremos a relacdo, PF| + PF, =
2a. Caso houvesse um ponto X, tal que satisfizesse a relacdo XF; +XF> < 2a, poderiamos
afirmar que o ponto encontra-se no interior da elipse e, caso a relacio fosse XF| +XF> > 2a,
entdo poderiamos afirmar que o ponto encontra-se no exterior da elipse. Logo, uma reta sera
tangente a elipse em um ponto P, se para qualquer outro ponto Q da reta, distinto de P, tenhamos
OF| + QF, > 2a. Tomemos uma reta r, que passe pelo ponto P, de modo que ela seja bissetriz
do angulo formado pela semirreta P_B>, oposta a semirreta P_Fl> , de modo que PB = PF, e pela
semirreta P_Fg que € oposta a semirreta EK, de modo que PA = PF|. Ao tomarmos um ponto Q
sobre a reta r, distinto de P, temos que a reta r, além de ser bissetriz das semirretas, € também

mediatriz, pois os tridngulos APF| e BPF, sdo isOsceles, conforme a figura abaixo:

Figura 3.5: Elipse e a sua tangente ao ponto P
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Logo teremos as seguintes desigualdades:

AF, = PFy +PF, =2a
OF1 +0F, = AQ+BQ = AQ+ 0F, > AF, = 2a

Assim, podemos concluir que o ponto Q € exterior a elipse e a reta r s possui um ponto

pertencente a elipse, ou seja, a reta r é tangente a elipse em P.

Atividade V:
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a propriedade bissetora da elipse.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 20 min.

Abra o Geogebra;

Construa uma elipse usando a ferramenta selecionando dois focos e um ponto;

Determine um ponto D sobre a elipse;

Construa os segmentos AD e BD;

Através da ferramenta reta tangente, determine a reta tangente a elipse no ponto D;

Sobre a reta, determine os pontos E e F', de modo que o ponto D esteja entre eles;

Use a ferramenta angulo e determine os angulos EDA e BDF.

Responda:

1. Qual € a relagio entre os Angulos AD e BD?
2. Mova o ponto D sobre a elipse. O que vocé observou?
3. Qual a conclusao que podemos formular sobre a reta tangente e os angulos observados?

Teorema 3.1. Propriedade bissetora da elipse, veja [16] e [17]:

Seja uma elipse & com focos Fj e F» e, seja um ponto P € &. Nesse caso a reta r, tangente

a elipse em P, forma angulos iguais com os raios focais Fi P e F>P.
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A demonstracdo deste teorema foge do escopo deste trabalho. Aos interessados, veja [17].

A reciproca dessa propriedade seria: “Se os angulos formados entre uma reta que passa por

um ponto de uma elipse e, os seus raios focais forem iguais, entdo a reta € tangente a elipse”.
Demonstragao:

Baseado em [16], suponhamos um ponto P de uma elipse de focos F; e F,. Tracemos uma
reta por P, e determinemos sobre a mesma, dois pontos Q e R, de modo que P esteja entre eles e,
de tal forma que os angulos formados com os raios focais @'771 e R/PE sejam iguais. Tracemos
por Fj uma reta que seja perpendicular a reta que passa por P e prolonguemos o segmento PF>

até obter a o ponto S de intersecdo com a reta que passa por Fj, conforme a figura abaixo:

Figura 3.6: Elipse e a sua propriedade bissetora

Temos que os @ e I@ sa0 iguais pois, sdo opostos pelo vértice, ora, entdo o triangulo
SPF; € isosceles pois, a reta que € perpendicular também serd mediatriz e bissetriz, consequen-
temente os segmentos PS e PF| sdo iguais e podemos concluir que o segmento /S = 2a. Se a
reta que passa por esse ponto P & tangente a elipse, entdo ela € tinica. Se pela reta que passa pelo
ponto P tragarmos outro ponto 7', ainda teremos que os segmentos ST e F;7 sdo iguais, uma
vez que a reta ainda € uma mediatriz de SFj. Logo, se P # T, ird existir um triangulo 7'SF] tal
que T + KT = ST +F, T > F>S = 2a. Este fato nos leva a concluir que todo ponto 7', distinto
de P, que encontrar-se na reta, € exterior a elipse. Logo a reta que passa por R e Q € tangente a

elipse, em P. A figura que se segue ird ilustrar o fato de maneira melhor.
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Figura 3.7: Elipse e a sua tangente

Atividade VI:

Objetivo: Preparar o aluno para que possa compreender o raciocinio que permitiu calcular a
area da elipse.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 20 min.

e Abra o Geogebra;

e Construa uma elipse qualquer, com centro na origem dos eixos e, reta focal sobre o eixo

oX;

e Construa uma semicircunferéncia, com os vértices da elipse coincidindo, sendo esta, ocu-

pando o primeiro e segundo quadrante;
e Trace os semieixos da elipse;
e Escolha dois ou trés pontos quaisquer, sobre o eixo das abscissas e interno a elipse;
e Trace as perpendiculares ao eixo das abscissas, que passe pelos pontos escolhidos;

e Trace os segmentos formados pelos pontos escolhidos sobre o eixo OX e a semicircunfe-

réncia;

e Trace os segmentos formados pelos pontos escolhidos sobre o eixo OX e a parte da elipse

interna a semicircunferéncia.
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Responda:

1. Pelo campo de entrada, determine as razdes entre os segmentos da elipse e da circunfe-
réncia, construidos pela mesma abscissa. O que vocé pode dizer sobre os valores encon-

trados?

2. Pelo campo de entrada determine a razdo entre o semieixo ndo focal e o semieixo focal.

H4 alguma relac@o com os valores encontrados no item anterior?

Sem perda de generalidade, de acordo com a bibliografia [16], consideremos uma elipse
com centro, na origem e eixo focal sobre o eixo das abscissas, € uma circunferéncia com centro
na origem e raio igual ao semieixo focal, coincidindo com os vértices do eixo focal da elipse.
Temos que cada abscissa da elipse € coincidente com a da circunferéncia. Fazendo uma anélise
somente de meia circunferéncia e meia elipse, referente aos primeiro e segundo quadrantes,

conforme a figura que se segue:

Figura 3.8: Elipse e a semicircunferéncia
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2 2
. A . ~ 2 2 o 2 . X yl o .
A circunferéncia tem por expressdo x~ +y;5 = a“, e a elipse, ) + > 1. Suas respectivas

a’b® — b’x*
. . . . , o 2 2 .
imagens positivas podem ser determinadas através de y, = Va~—x~ e yj =\ ——>5——,
a
sendo que, também podemos expressar y; = —v/ a — x2. Entdo, a razdo entre os segmentos
a

determinados pelas imagens y; € y», referente a mesma abscissa pode ser determinada através
de:

Consideremos agora, que na semielipse, seja construida um poligono de n lados, e que pelos
vértices e os valores correspondentes a estes, no eixo das abscissas, determinemos n trap€zios.
Prolonguemos os lados paralelos, determinados pelos segmentos perpendiculares ao eixo das
abscissas, até a interse¢do com a circunferéncia, isso também determinaré outro poligono de n

lados, conforme a figura abaixo:

Figura 3.9: Elipse e a semicircunferéncia e seus respectivos trapézios

Baseado na bibliografia [14],consideremos que a altura dos trapézios seja minima, isto &,
muito préxima de zero, que teremos € que as bases serdo quase que coincidentes. L.ogo, estardo
na mesma razao que os segmentos que a compdem. Se pensarmos que todos os segmentos

possiveis estdo na mesma razdo, podemos concluir que, a razdo entre as areas da semielipse
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e da semicircunferéncia estard na mesma razao que os segmentos, permitindo concluir que a

razao entre as dreas da elipse e da circunferéncia também serd a mesma, logo:

Ae b
Ac_a
Ac b
ta®  a

Area da Elipse = A, = abr.

Isso nos leva a concluir, que a 4rea da elipse € igual a média geométrica entre as dreas das

circunferéncias, de didmetros iguais ao eixo focal e ao eixo nao focal.

Area da Elipse = A, = V7ta? . nb? = Vn2.a2.b2 = abr.
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4 HIPERBOLE

Neste capitulo iremos propor atividades aos alunos, de modo que possamos abordar: a hi-
pérbole como lugar geométrico, forma candnica da hipérbole, a simetria da hipérbole, a hipér-
bole com centro O = (x,yy), a construgio de uma reta tangente 2 uma hipérbole e a construgio

de assintotas uma vez fornecida a hipérbole.

Atividade VII, adaptada [7]:

Objetivos: Fazer com que o aluno perceba que a diferenca dos segmentos construidos € cons-
tante, apds a habilitacdo do rastro. Mostrar a hipérbole como lugar geométrico, bem como seu
comportamento em relacdo a distancia entre os focos.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

e Abra o Geogebra;
e Trace uma reta determinada pelos pontos A e B;

e Escolha um ponto C sobre a semirreta e, renomeie o ponto A para Fj e o ponto C para F,,

depois torne o ponto B oculto;
e Trace um circulo de centro F, de modo que F, esteja exterior ao circulo;
L - R R —
e Escolha um ponto D, no circulo, ndo pertencente a reta FF7;
>
e Trace areta DF7;
e Trace o segmento DF>;

e Trace a mediatriz do segmento DF, e determine o ponto P de interse¢do da mediatriz com

<——>
o areta DF].
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Responda:

1. O que podemos afirmar sobre o ponto P, por situar-se na mediatriz do segmento DF;?

2. Como podemos expressar, algebricamente, a relagio entre as distancias de PD e PF>?

3. Trace os segmentos PFy, F1D e PF,. Mova o ponto D sobre o circulo e observe na
janela de algebra os valores dos segmentos. O que podemos dizer sobre os valores dos

segmentos ao mover o ponto D?

4. Como vocé expressaria, algebricamente, a relacdo entre as distancias dos segmentos em

funcdo do segmento F1D?

5. Habilite o rastro no ponto P € mova o ponto D, ao longo do circulo. Como vocé descre-
veria a figura formada? Ela é sempre continua? Caso ndo seja sempre continua, quando

deixarara de ser?

6. Desabilite o rastro do ponto P e afaste os pontos F; e F;, habilite novamente o rastro
do ponto P e desloque o ponto D, ao longo do circulo. O que aconteceu com a figura

formada?

Definicao: Consideremos dois pontos no plano, F| e F>, os quais denominaremos de focos. O
lugar geométrico de todos os pontos P, dado para os quais temos que |F} P - F>P| é igual a uma
constante, 2a, com a > 0, e sendo essa medida maior que a distancia entre os focos, 2c, tal que

¢ > 0, € denominada de hipérbole. Logo, temos de acordo com [7] e [4] que:

0<a<ced(F,F)=2c,
A ={P/|d(P,F\)—d(P,F,)| =2a}

Terminologia[7] e [4]:

e Ao considerarmos F; e F> como os focos da hipérbole, teremos que a reta r que contém

os focos sera denominada de reta focal, e a distancia entre os focos de 2c;

e Ao construirmos a hipérbole, iremos observar que a interse¢dao da mesma com a reta focal
ird determinar dois pontos, A| € A, os quais iremos denominar de vértices da hipérbole,

e a distancia entre entre eles de 2a. Vale lembrar que de acordo com a defini¢do 2a < 2c;

e O segmento A|A;, de comprimento 2a, ¢ denominado de eixo focal da hipérbole;
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O centro da hipérbole, € o ponto C, o qual € ponto médio de A; e A,, tanto quanto de F}

e Fy;

e A reta perpendicular a reta foca que passa pelo ponto C, serd denominada de reta nao

focal da hipérbole;
e A reta ndo focal ndo intersecta a hipérbole, pois teriamos que |d(P,F) —d(P,F»)| = 0;

e Sobre a reta nao focal, teremos dois pontos imagindrios, B; € B, 0s quais iremos deno-
minar de vértices imagindrios, que irdo formar um segmento, denominado de eixo nio

focal, o qual tem como ponto médio o ponto C;

e A distancia entre os vértices imagindrios da reta nao focal serd 2b;

Figura 4.1: Eixos da hipérbole

e Vale lembrar que, a medida do semieixo ndo focal, pode ser determinada pelo Teorema
de Pitagoras, b = v/c? —a?;

e A razdo entre os segmentos ¢ e a determinam a excentricidade da elipse, sendo expressa

c
por e, onde e = —. Observermos que e > 1.
a
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41 FORMA CANONICA DA HIPERBOLE

Seja uma hipérbole € com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX, entao

temos:

F1 = (—C,O)
Focos ;
F2 = (C,O)

A1 = (—a,O) .

Vértices sobre o eixo focal
Ay = (a,O)

. ) . B, = (0,-b)
Vértices sobre o eixo ndo focal ;
B, = (0,b)

onde 0 <c<aeb=+a%>—c2.

Caso a hipérbole tenha a reta focal coincidente com o eixo OY, entdo teriamos:

Fi=(0,—c
Focos{ : ( ) ;

F, =(0,c¢)
o ) A1 =(0,—a)
Vértices sobre o eixo focal :
Ay =(0,a)
. . - = (—b,O)
Vértices sobre o eixo ndo focal .
B, = (b,0)



Figura 4.2: Hipérbole e as suas coordenadas

Pela figura anterior e, uma adaptacao [14], temos:

F\P - F,P = 2a, por defini¢do (1);
FP =y + (x+¢)> (2);
RP =)+ (c—x)? 3);
Fazendo (2) - (3), teremos,
Wz — WZ =4cx
(F{P+ F>P)(F|P— F>P) = 4cx, mas de acordo com a defini¢io, F|P— F,P = 2a,
2a(F1P+ F,P) = 4cx

- 2cx
FIP+FP=—
a

_ 2
F1P+(2a+F1P):§C

- 2
2FP =" 2q
a
— X - . _—
F1P = — —a, substituindo na prépria defini¢ao,

a

33

logo,
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BP=a+ ﬂ’ substituindo em (2),
a
cx 2 ) )
<;+a> =y +(c+x)

2
(cx+a®)" =a*y* +a® (x+ ¢)?
2t — 2P = Py + PP — P2

a2y + (az_cz)xz — 2 (az _Cz)

a2y — (Cz _az)xz — 2 (Cz _az) (4)

como 2¢ >2a = c¢>a, logo, ¢ —a”épositivoe ¢ —a®> =b?, substituindo em (4) tem-se
a2y2 — b%x* = —a?b?, e dividindo ambos os membros por —a?b?, obtemos:
2 22

1

— =1 ou

Nz @ P

Caso a hipérbole tenha a reta focal coincidente com o eixo OY, entdo teremos:

[\
[\

=1

SE
Q|\<
[\

Atividade VIII:
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a simetria da hipérbole.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 15 min.

e Abra o Geogebra;
e No campo de entrada digite: )372 — %2 =1;

e Marque um ponto qualquer, sobre a hipérbole que ndo pertenca aos eixos coordenados;

e Marque outro ponto, agora pelo campo de entrada, usando o valor da abscissa do primeiro

e o simétrico de sua ordenada;

e Marque outro ponto, pelo campo de entrada, usando o valor do simétrico da abscissa do

primeiro e o valor de sua ordenada;

e Marque outro ponto, pelo campo de entrada, usando os valores simétricos das coordena-

das do primeiro ponto porém, com suas posi¢oes invertidas.
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Responda:

1. Que conclusdo podemos tirar em relac@o a atividade anterior?

4.2 SIMETRIA DA HIPERBOLE

Para qualquer ponto P(x,y) de uma hipérbole, teremos seu simétrico também pertencente
a hipérbole, tanto em rela¢do a reta focal quanto a reta nao focal ou mesmo em relacdo ao seu

centro.

Atividade IX:

Objetivo: Possibilitar que o aluno relacione o deslocamento do centro da hipérbole pelas coor-
denadas, por ele atribuidas e a relagdo que essas coordenadas com a férmula algébrica, através
de uma generalizac¢do da férmula.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

Abra o Geogebra;

Clique sobre o botao deslizante para lancar dois valores, a € b;

. 2 42
No campo de entrada digite: ;‘—2 — Z_Z =1;

e Mova o cursor de a, tanto para a esquerda, quanto para a direita;

e Mova o cursor de b, tanto para a esquerda, quanto para a direita;

Responda:

1. O que aconteceu com a hipérbole, quando movemos apenas o cursor a ?

2. O que aconteceu com a hipérbole, quando movemos apenas o cursor b ?

Continuando a atividade anterior:

e Agora lance novamente, no controle deslizante, os valores c e d;
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o2 42 . L
e Redigite a equacdo da hipérbole para: (xa—zc) — (y%) = 1, a fim de facilitar a visualizacdo.
Com o botao direito do mouse sobre os botdes deslizantes, vd em propriedades e coloque:

min=-10, max=10 e incremento=1;
Responda:

1. Arraste o deslizante de ¢ para valores positivos e negativos, sempre olhando a férmula
apresentada na janela de dlgebra. O que aconteceu? Qual a relagdo da férmula com o

centro da hipérbole?

2. Arraste o deslizante de d para valores positivos e negativos, sempre olhando a férmula
apresentada na janela de dlgebra. O que aconteceu? Qual a relacdo da férmula com o

centro da hipérbole?

3. Que conclusiao podemos obter da relacdo da férmula quanto ao seu centro e sua posi¢ao?

4.3 HIPERBOLE COM CENTRO O = (xo, yo)

Temos uma hipérbole de centro deslocado da origem quando ela é transladada dos eixos
coordenados, podendo ser tratado em dois casos: com a reta focal paralela ao eixo OX ou com
o eixo focal paralelo ao eixo OY. Devido a similaridade dos casos, iremos abordar apenas o

primeiro caso, através de uma adaptacgdo [7] e [4].

Consideremos uma hipérbole de centro O = (xg,yo), com eixo focal paralelo ao eixo OX,

conforme a figura seguinte.
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F A, Clxo: Yo) X A, iXc-x F

0(0.0) / v \ x

Figura 4.3: Hipérbole com centro O = (xo, o) € eixo focal paralelo ao eixo OX

Consideremos um novo sistema de coordenadas O X Y, de tal modo que, o centro O da
hipérbole esteja na origem desse novo sistema. Os focos da hipérbole seriam F; = (xo — ¢, o)
e F, = (xo+¢,y0), observemos que o entdo ponto P = (x,y) da hipérbole no sistema de de

coordenadas OXY, passard a ter coordenadas P = (X,y), conforme a figura que se segue:



38

O(xo. o)

Yo+

Yo

0(0.0) o g X
Zo %
/ To+ T :

Figura 4.4: Hipérbole no novo sistema de coordenadas O X Y

Entdo teriamos a seguinte relacdo, x =X —xp € y =y + Yo, € a equacao da hipérbole, no

sistema de coordenadas O X Y é:
)_C2 yZ B
2 b

Usando a relacdo anterior para voltarmos ao sistema de coordanadas OXY, a equagdo da
hipérbole sera:
2 2
(x —x0) (y —y0)

a2 &

Caso a hipérbole tenha a reta focal coincidente com o eixo OY, teremos:

-’ -3,
b? a? N
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Atividade X adaptada[8]:

Objetivos: Fazer com que o aluno saiba construir as assintotas de uma hipérbole dada, através
de seus focos e conceitos geométricos, bem como, possibilitar que ele possa concluir que, em-
bora embora uma hipérbole tenha um Unico par de assintotas, a reciproca nao € valida.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 45 min.

e Abra o Geogebra;

e Construa uma hipérbole através da ferramenta, constuir uma hipérbole, pelos focos e um

ponto;
e Construa a reta focal;
e Pela intersecdo, determine os vértices da reta focal;
e Através da ferramenta ponto médio, determine o centro da hipérbole;
e Construa a reta nao focal;
e Contrua uma circunferéncia de centro no ponto médio e raio até um dos focos;

e Determine o ponto de interse¢do da circunferéncia com a reta perpendicular ao vértice da

hipérbole.

Responda:

1. Quais sdo os elementos da hipérbole determinados pelos pontos obtidos na constru¢cao?

2. Através da ferramenta reflexdo em relagdo a uma reta, clique no ponto de interse¢do da
perpendicular, com a circunferéncia, depois a reta focal, novamente clique no ponto de
intersecdo da perpendicular com a circunferéncia e depois a reta nao focal, e por ultimo,
clique num em um pontos obtidos na reflexdo e na reta focal ou na reta ndo focal, de
modo que tenhamos obtido quatro pontos. Usando a ferramenta poligono, ligue os quatro

pontos. Qual a figura obtida? Como podemos matematicamente garantir isso?

3. Construa retas pelas diagonais da figura obtida. Como vocé expressaria o coeficente
angular dessas retas? Essas retas intersectam a hipérbole? Quais sdo essas retas? Mova

os focos e diga o que aconteceu com elas?
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4. Construa uma circunferéncia de centro no ponto médio e raio em algum ponto, sobre
uma das retas da diagonal da figura. Construa outro poligono através da intersecdo da
circunferéncia com as retas diagonais. Construa outra hipérbole usando como foco, os
pontos de intersecao da nova circunferéncia com a reta focal e um dos pontos obtidos da
intersecdo da mesma com as retas diagonais. O que podemos concluir? Uma hipérbole

possui um Unico par de assintotas? E um par de assintotas possui uma tnica hipérbole?

Atividade XI:

Objetivos: Fazer com que o aluno perceba a relagdo da excentricidade das cOnicas, compreen-
dendo a razdo dos segmentos das distancias focais da elipse e do segmento da distancia entre os
vértices, bem como descobrir quando hé a variagao da razao para obter a hipérbole.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

e Abra o Geogebra;
e Trace uma reta determinada pelos pontos A e B;

e Escolha um ponto C sobre a semirreta, e renomeie o ponto A para Fj e o ponto C para F,,
depois torne o ponto B oculto; XF; —XF> < 2a; entdo, poderiamos afirmar que o ponto

encontra-se na regido interna da hipérbole que contém Fi;
e Trace um circulo de centro F, de modo que F, esteja interno ao circulo;
L - R >
e Escolha um ponto D no circulo, ndo pertencendo a reta Fi F3;
>
e Trace areta DF7;
e Trace o segmento DF>;

e Trace a mediatriz do segmento DF; e determine o ponto P, de intersecdo da mediatriz

>
com o areta DFj.
Responda:
1. Habilite o rastro no ponto P e mova o ponto D ao longo do circulo; observe a figura des-

crita. Desabilite o rastro e afaste o ponto F; de tal forma que este fique exterior ao circulo.

Habilite novamenteo rastro no ponto P e mova no ponto D, ao longo do circulo e observe
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a figura descrita. Como vocé justificaria, matematicamente, as duas transformacdes por

serem distintas?

2. Qual € o ponto de transicdo das transformagdes? O que ele representa nas constru¢des?

Atividade XII:

Objetivos: Fazer com que o aluno saiba construir uma reta tangente a uma hipérbole por um
ponto qualquer e compreenda os argumentos matemaéticos da construgao.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

e Abra o Geogebra;

e Construa uma hipérbole através dos focos F| e F, e um ponto qualquer;
e Determine um ponto P qualquer sobre a hipérbole;

e Construa os segmentos PF e PF>;

e Construa a reta bissetriz r do angulo @;

e Construa uma circunferéncia de centro em P, de modo que o raio seja até o foco mais

proximo da circunferéncia, afim de orientagdo, iremos supor que o raio foi até o foco F»;

e Determine o ponto Q da intersecdo da circunferéncia, com o formado pelo ponto P e o

outro foco;
Responda:

1. O que podemos afirmar sobre os segmentos PQ e PF>? Que argumentacio matematica

pode sustentar nossa afirmacao?

2. Como vocé descreveria as propriedades matemadticas da reta r em relacao a figura formada

pelos pontos P, Q e F?
3. Mova o ponto P sobre a hipérbole, como vocé descreveria o comportamento da reta r?

4. O que a visualizacdo nos leva, intuitivamente a concluir sobre a reta r em relacio a elipse?
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4.4 CONSTRUINDO UMA RETA TANGENTE A UMA HI-
PERBOLE

Baseado no artigo [12], uma vez construida uma hipérbole através de seus focos, tomemos
um ponto P qualquer da hipérbole. Sabemos que, por definicdo, teremos a relagdo, |[PF| —
PF;| = 2a. Caso houvesse um ponto X, tal que satisfizesse, a relagdo |[XF; — XF>| < 2a (—2a <
XF,—XF, < 2a), poderiamos afirmar que o ponto encontra-se entre os dois ramos da hipérbole,
e caso o ponto X satisfizesse a relacdo fosse XF; — XF, < —2a, entdo, poderiamos afirmar que
0 ponto encontra-se na regiao interna da hipérbole que contém Fi, e por ultimo, caso houvesse
um ponto X que satisfizesse a relacio XF; — XF> > 2a, entdo poderiamos afirmar que o ponto
encontra-se na regido interna da hipérbole que contém F>. Logo, uma reta serd tangente a
hipérbole em um ponto P, se para qualquer outro ponto Q da reta, distinto de P, tenhamos
OF| — OF, < 2a. Tomemos uma reta r que passe pelo ponto P, de modo que ela seja bissetriz
do angulo formado pela semirreta ﬁ € a semirreta FZ—P), tomemos um ponto R sobre a semirreta
ﬁ, de modo que R esteja entre F; e P e PR = PF>. Ao tomarmos um ponto Q sobre a reta r,
interno ao tridngulo PRF; e distinto de P, temos que a reta r, além de ser bissetriz das semirretas,

¢ também mediatriz, pois o tridngulo PRF, € isOsceles, conforme a figura abaixo:

Figura 4.5: Hipérbole e a sua tangente ao ponto P
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Temos que |PF; — PF>| = FiR e, portanto, FiR = 2a. Considerando o tridngulo QRF},

iremos ter, pela desigualdade triangular que:

OR < QFi +FiR
OFi <QR+FR
OR—FR < QF; < QR+ FR
|OF) — OR| < FiR como OR = OF,
|QOF, — OF,| < FiR, mas F{R = 2a, logo,
|OF, — OF| < 2a

Essa desigualdade ocorre para todo ponto Q, distinto de P; portanto, com excessao do ponto
P, qualquer outro ponto da reta r ird encontrar-se na regido exterior da hipérbole, concluindo

assim que a reta r € tangente a hipérbole em P.
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5 PARABOIA

Neste capitulo iremos propor atividades aos alunos, de modo que possamos abordar: a
pardbola como lugar geométrico, forma candnica da pardbola, a simetria da pardbola, a pardbola
com centro O = (xg,yo), a construgdo de uma reta tangente 2 uma pardbola e a construgdo da

reta diretriz e do foco uma vez fornecida a parédbola.

Atividade XIII, adaptada [7] e [5]:

Objetivo: Fazer com que o aluno apds habilitar o rastro, perceba a defini¢cdo de lugar geomé-
trico da pardbola.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

1. Abra o Geogebra;

2. Trace uma reta r definida, por dois pontos A e B;

3. Escolha um ponto C, ndo pertencente a reta r;

4. Escolha um ponto D pertencente a reta r;

5. Trace uma reta s, perpendicular a reta r, pelo ponto D;

6. Trace a reta mediatriz referente ao segmento CD;

7. Determine o ponto E, de intersecdo da reta s, com a reta mediatriz;

8. Construa um triangulo através da ferramenta poligono, interligando os pontos C, D e E.
Responda:

1. O que podemos afirmar sobre o tridngulo CDE?

2. O que podemos afirmar sobre os lados CE e DE?
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3. Mova o ponto D sobre a reta r. O triangulo CDE mudou? O que podemos afirmar sobre

ele?
4. O que podemos afirmar sobre a distancia do ponto E ao ponto C e ao ponto D?
5. Habilite o rastro no ponto E e mova o ponto D sobre a reta r. Qual a figura formada?

6. Como poderiamos definir a figura formada, baseando-se nos questionamentos anteriores?

Definicao: Seja uma reta d e um ponto F do plano nio pertencente a reta d. O lugar geométrico
dos pontos P equidistantes ao ponto F e a reta d € denominado de pardbola. Logo, temos de

acordo com uma adaptacgdo [7] e [4] que:

P ={P/d(P.F)=d(P.d)}

Terminologia[7] e [4]:

e Ao considerarmos o ponto F, como o foco da pardbola & e a reta d como a reta diretriz
da mesma, iremos tomar que a distancia do foco a reta serd p, d(F,d) = p, tal medida

serd denominada de parametro da pardbola;
e Denominaremos reta focal a reta f perpendicular a reta diretriz que contenha o foco;
e Tomemos como A o ponto de intersecao da reta focal com a reta diretriz;

e O ponto médio do segmento AF serd o ponto V o qual iremos denominé-lo de vértice da

parébola.



46

NS

Figura 5.1: Retas da parabola

51 FORMA CANONICA DA PARABOLA

Seja uma parabola &, com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX e,

considerando o foco a direita da reta diretriz d. Entdo teremos:
Vértice: V(0,0);
Foco: F(£,0);

Reta diretriz d: x = —

[S]hS]

Caso considerassemos o foco a esquerda da reta diretriz d, entdo:
Vértice: V(0,0);

Foco: F(—£,0);

Reta diretriz d: x = £.

Ainda, terfamos mais dois casos a considerar, quando a reta focal é coincidente com o eixo

OY . Entdo terifamos: que considerar:
e O foco acima da reta diretriz d, logo:

Vértice: V(0,0);

Foco: F(0,5);
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Reta diretrizd: y = —

STaS]

e Ou considerar o foco abaixo da reta diretriz d, entao:

Vértice: V(0,0);

Foco: F(0,—

[STaS]

);

Reta diretriz d: y =

p
5.

Figura 5.2: Pardbola e as suas coordenadas

PO = AF +FR
ﬁ+ﬁ:x+§

PQ = PF (por definico)

— 2
PP =y + (x—2)
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Para o caso do foco encontrar-se a esquerda da reta diretriz, F(—%,0), ao seguirmos os

mesmos passos anteriores, iremos encontrar:

y?> = —2px

Ainda teremos mais dois casos, quando a pardbola &7, com centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo Oy, deveremos considerar o foco acima da reta diretriz d, entdo teremos:

X2 = 2py

E quando o foco estiver abaixo da reta diretriz d, entdo:

x* = —2py

Atividade XIV:

Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a simetria da pardbola.
Material necessario: computador e o software Geogebra.
Tempo de atividade: 15 min.

Atividade para o aluno :

e Abra o Geogebra;
e No campo de entrada digite: y* = x
e Marque um ponto qualquer sobre a pardbola que nio pertenca aos eixos coordenados;

e Marque outro ponto. Agora pelo campo de entrada, usando o valor da abscissa do pri-

meiro e o simétrico de sua ordenada;

e Marque outro ponto, pelo campo de entrada, usando o valor do simétrico da abscissa do

primeiro e o valor de sua ordenada;

e Marque outro ponto, pelo campo de entrada, usando os valores simétricos das coordena-

das do primeiro ponto, porém com suas posi¢oes invertidas.
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e Repita os passos anteriores, porém para a pardbola x> = y;

Responda:

1. Que conclusdo podemos tirar em relagc@o a atividade anterior?

5.2 SIMETRIA DA PARABOLA

Para qualquer ponto P(x,y) de uma pardbola, teremos seu simétrico também pertencente a

pardbola porém, somente em relag@o a sua reta focal.

Atividade XV:

Objetivo: Fazer com que o aluno relacione o deslocamento do vértice pelas coordenadas, por
ele atribuidas, bem como a inversao da concavidade, através de uma generalizacdo da férmula.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

Abra o Geogebra e tenha a certeza de que a malha esteja sendo exibida;

Clique sobre o botao deslizante para lancar o valor p;

No campo de entrada, digite: y2 = 2px;
e Mova o cursor de p, tanto para a esquerda, quanto para a direita;

Clique na janela de dlgebra e mude a férmula da pardbola para x*> = 2px;

Mova novamente o cursor de p, tanto para a esquerda, quanto para a direita;

Responda:

1. O que aconteceu com a pardbola quando movemos o cursor p para valores positivos e

negativos em relagdo ao eixo focal?

2. O que aconteceu com a pardbola quando movemos o cursor b para valores proximos de

zero, tanto a direita quanto a esquerda?
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Continuando a atividade anterior:

e Agora, lance novamente, no controle, deslizante os valores a e b;

e Redigite a equacio da pardbola para: (y—a)? = 2p(x—b), afim de facilitar a visualizacio.
Com o botao direito do mouse sobre os botdes deslizantes, vd em propriedades e coloque:

min=-10, max=10 e incremento=1;
e Coloque os valores para os parametros a = b = p = 1;

e Marque o ponto P(1,1) sobre a pardbola. Observe que ele é o vértice da parabola (para

visualizar melhor, basta colocar os parametros a e b iguais a zero);

Responda:

1. Arraste o deslizante de a, para valores positivos e negativos, sempre olhando para o vértice

da pardbola. O que aconteceu? Qual a relacao da férmula com o vértice da pardbola?

2. Arraste o deslizante de b, para valores positivos e negativos, sempre olhando para o vértice

da pardbola. O que aconteceu? Qual a relagdo da féormula com o vértice da parédbola?
3. Que conclusao podemos obter, da relagdo da férmula, quanto ao seu vértice e sua posi¢ao?

4. Responda as perguntas anteriores, redigitando a equacio da pardbola para: (x —a)? =
2p(y—b);

5.3 PARABOLA COM CENTRO O = (xo, yo)

Temos uma pardbola de vértice deslocado da origem quando ela € transladada dos eixos
coordenados, podendo ser tratado em dois casos, ou a reta focal paralela ao eixo OX ou com
o eixo focal paralelo ao eixo OY. Devido a similaridade dos casos, iremos abordar apenas o

primeiro caso, através de uma adaptacgdo [7] e [4].

Consideremos uma parabola de centro O = (xo, o), com eixo focal paralelo ao eixo OX e,

foco a direita da reta diretriz, conforme figura que se segue.
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Figura 5.3: Pardbola com centro O = (xg, o) e eixo focal paralelo ao eixo OX

Consideremos um novo sistema de coordenadas O X Y, de tal modo que, o vértice O da
parbola esteja na origem desse novo sistema. O vértice da pardbola seria O = (xg,yp). Ob-
servemos que o ponto P = (x,y) da pardbola no sistema de de coordenadas OXY, passard a ter

coordenadas P = (X,y), conforme a figura a seguir:
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Figura 5.4: Pardbola no novo sistema de coordenadas O X Y

Entdo, teriamos a seguinte relacdo, x =X+x9 € y = y+ Y. E a equacdo da pardbola, no

sistema de coordenadas O X Y é:
y* =2px

Usando a relacdo anterior para voltarmos ao sistema de coordanadas OXY, a equagao da

pardbola sera:

(y—0)” =2p (x —x0)

Para o caso do foco encontrar-se a esquerda da reta diretriz, a0 seguirmos 0s mesmos passos

anteriores, iremos encontrar

(y—0)*> = —2p (x—x0)

Ainda teremos mais dois casos, quando a pardbola &, com reta focal coincidente com
0 eixo OY e vértice transladado, deveremos considerar o foco acima da reta diretriz d, entdo

teremos:
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(x—x0)” =2p(y—yo)

E quando o foco estiver abaixo da reta diretriz d, teremos:

(x—x0)*=-2p(y—o)

Atividade XVI:

Objetivos: Fazer com que o aluno perceba a relacdo da concavidade da pardbola em relacdo
ao lado em que se posiciona a reta diretriz, bem como a abertura da pardbola em relacdo a sua
proximidade com a reta diretriz

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

1. Abra o Geogebra;

2. Trace uma reta r, definida por dois pontos A e B, paralela ao eixo OX;
3. Escolha um ponto C, ndo pertencente a reta r;

4. Escolha um ponto D, pertencente a reta r;

5. Construa uma pardbola através da ferramenta, definindo o ponto C, como foco e a reta r,

como a reta diretriz;
Responda:

1. Aproxime e afaste o ponto C da reta diretriz. Como vocé descreveria 0 comportamento

da pardbola?

2. Caso vocé tenha colocado o ponto C acima da reta diretiz, desloque-o até que o mesmo
encontre-se abaixo da reta, ou caso tenha construido com o ponto abaixo, faca o contrério.
O que aconteceu com a pardbola quando o ponto referente ao foco mudou de lado, em

relacdo a reta diretriz?
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Atividade XVII:

Objetivos: Fazer com que o aluno saiba construir uma reta tangente a uma parabola por um
ponto qualquer e, compreenda os argumentos matematicos da construcgdo.

Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 30 min.

1. Trace um reta s perpendicular a reta r, pelo ponto D;

2. Determine o ponto E de interse¢do da reta s com a parabola;

3. Construa um triangulo, através da ferramenta poligono interligando os pontos C, D e E.
4. Oculte a reta s para termos uma visualizacdo melhor;

5. Trace a reta mediatriz referente ao segmento CD;

Responda:

1. O que podemos afirmar sobre os segmentos CE e DE? Que argumentacio matematica

pode sustentar nossa afirmagao?
2. Mova o ponto D sobre areta r, como vocé descreveria o comportamento da reta mediatriz?

3. O que a visualiza¢@o nos leva, intuitivamente a concluir sobre a reta mediatriz em relagao

a pardbola?

5.4 CONSTRUINDO UMA RETA TANGENTE A UMA PA-
RABOLA

Baseado no artigo [12], uma vez construida uma pardbola, temos que esta divide o plano
em duas regides: uma, onde cada ponto tem a distancia ao foco menor que sua distancia a
reta diretriz e outra, onde a distancia de cada ponto ao foco é maior que a distancia a reta
diretriz, ou seja, ponto interior ou exterior a curva respectivamente. Através de sua reta diretriz,
tomemos um ponto Q qualquer, da reta diretriz, e tracemos por ele, uma reta perpendicular, até
interceptar a pardbola, obtendo um ponto P. Através de seu foco F, ao construirmos o triangulo

FPQ, sabemos que ele & isésceles, pois FP = PQ pela prépria defini¢do. A reta mediatriz r do
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segmento FQ é também a altura do tridngulo. Tomemos um outro ponto R qualquer, distinto de

P, da mediatriz r, interno ao tridngulo, conforme a figura que se segue:

Figura 5.5: Parabola e a sua tangente ao ponto P

Se § € o pé da perpendicular a reta perpendicular ¢ que passa por R, temos que R/QS’ < R/S\Q
logo temos que, FR = RQ > RS, ou seja o ponto R é exterior a pardbola. Assim, concluimos

que a reta mediatriz r é tangente a pardbola em P.

Atividade XVIII adaptada [8]:

Objetivo: Fazer com que o aluno saiba construir o eixo focal, vértice, foco e a reta diretriz de
uma pardbola qualquer, utilizando conceitos geométricos, para justificar a construgao.
Material necessario: computador e o software Geogebra.

Tempo de atividade: 45 min.

1. Abra o Geogebra;
2. Desabilite a malha e os eixos da tela;
3. Digite no campo de entrada y*> = 4x;

4. Trace uma corda qualquer AB de maneira que esta intersecte a reta focal, lembre-se que

ela nao € visivel;
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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. Trace uma corda qualquer CD paralela a primeira;
. Através dos pontos médios das duas cordas, trace uma reta r;

. Trace uma reta s perpendicular a reta r e, determine os pontos de E e F' de interse¢do com

a pardbola;

. Determine o ponto médio do segmento EF;

. Trace a reta ¢ paralela a reta r, passando pelo ponto médio do segmento EF;

Determine o ponto V, de intersecdo da reta ¢, com a pardbola;

Escolha um ponto G qualquer sobre a parabola;

Usando a ferramenta reta tangente, determine a reta tangente a pardbola em G;
Determine o ponto H de intersecao da reta tangente, com a reta ¢;

Trace uma reta u, paralela a z, em G;

Trace uma circunferéncia de centro em G e raio qualquer, de maneira que o vértice da

parébola seja externo a ela;

Determine o ponto H de intersecdo da circunferéncia com a reta u, mais proximo do

vértice da pardbola;
Trace uma reta perpendicular a reta tangente em H;;

Determine o ponto / de intersecdo, da reta perpendicular a reta tangente, com a circunfe-

réncia;

Trace a reta v que contenha os pontos / e G;

Determine o ponto J, de intersecdo da reta v, com a reta t;
Trace uma circunferéncia de centro em V e raio VJ;
Determine o ponto L de interse¢do, anterior, com a reta t;

Trace uma reta m perpendicular a reta t em L.

Responda:

1.

Vocé consegue identificar os elementos da pardbola na constru¢io?
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. Explique, matematicamente, quais os passos da constru¢ao que garantem a reta focal.

. Explique, matematicamente, quais os passos da constru¢do que contribuiram para deter-

minar o foco;

. Explique matematicamente quais os passos da constru¢do que garantiram a construg¢ao da

reta diretriz.

. Que construg¢des geométricas poderiam ser feitas, para averiguar a exatidao da constru¢ao

dos elementos da parabola?
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CONCLUSAO

Verifica-se que a abordagem do esbogo das conicas, atualmente, é confundida com o gréfico
de fungdes, o que dificulta a percepcdo de lugar geométrico. Ao longo de mais de quinze anos
atuando em sala de aula, em escolas publicas, percebo uma enorme dificuldade do aluno em
assimilar que algumas cOnicas possam ter o eixo focal paralelo ao eixo OX, como a parédbola.

Isso decorre da sua associagao com o grifico de uma funcao.

Diante desses aspectos, esta dissertagdao propde-se, de modo geral, a seguinte contribui¢ao:
o resgate da defini¢@o das conicas pelo definicao de lugar geométrico, obtido pelo préprio aluno

em sua constru¢do geométrica, assim como algumas de suas propriedades.

A utilizacao do software de geometria dindmica vem de encontro a idéia de criar um am-
biente mais receptivo ao aluno em sala de aula, uma vez que esta geracdo encontra-se muito
familiarizada com computadores e a tecnologia desperta-lhe sempre maior curiosidade; além
de ser um agente facilitador da aprendizagem. Durante as construcdes geométricas propostas
neste trabalho serdo utilizados alguns conceitos da geometria euclidiana, abordados do ensino
fundamental ao segundo ano do ensino médio, de maneira que esse conteido ndo pareca total-

mente desconectado dos demais assuntos focalizados nas etapas anteriores.

Os questiondrios das atividades apds as construgdes geométricas pretendem conduzir o
aluno a um raciocinio matemdtico que se mostrard eficiente para a compreensdo e assimila-
cdo dos conceitos tedricos e das demonstracdes apresentadas apds as atividades, pois os alunos
j& possuiram uma idéia formada pela prépria observagdo da construcdo geométrica do objeto

em questao.

Nao € pretensdo do trabalho propor um roteiro rigido de abordagem das conicas, nem res-
tringir o conteudo ao que seréd apresentado aqui, mas permitir que a partir dessas atividades, o
professor possa criar muitas outras intervencdes pedagdgicas de modo a encorajar seus alunos
a participacdo nas aulas bem como a ajudé-los a desenvolver uma autonomia na busca de novos

conhecimentos.

Finalmente, convém mencionar que a leitura deste trabalho € de facil compreensdo, porque
centraliza-se no desenvolvimento dos alunos do ensino médio. Espera-se, pois, que possa servir

de sugestao para que se elaborem aulas ou atividades tanto por iniciativa de professores quanto



de graduandos.
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