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RESUMO

Neste trabalho, abordamos os conceitos de ponto fixo e de ponto periddico de um sistema
dindmico discreto. Mais especificamente, utilizamos ferramentas fundamentais da Analise Real,
como o Teorema do Valor Intermedidrio, para garantir a existéncia de tais pontos num sistema
dindmico unidimensional. Apresentamos também o Teorema de Li e Yorke, que afirma que a
existéncia de um ponto periddico de periodo 3 num sistema dinamico garante a existéncia de
pontos perioddicos de qualquer periodo. Finalizamos com um ”Caderno de Atividades” que aborda
tal conteudo na dindmica de fungdes afins e fungdes afins por partes. Trata—se de um material
destinado aos alunos do Ensino Médio, que, além de contemplar as competéncias e habilidades
propostas na BNCC, auxilia o professor a trabalhar de forma investigativa e participativa os

conteudos propostos nessa etapa escolar.

Palavras-chave: Pontos fixos. Pontos periddicos. Teorema de Li e Yorke.



ABSTRACT

In this paper, we discuss the concepts of fixed points and periodic points of a discrete
dynamical system. More specifically, we use fundamental tools of Real Analysis, such as the
Intermediate Value Theorem, to guarantee the existence of such points in a unidimensional
dynamical system. We also present the Li and Yorke Theorem, which states that the existence of
a periodic point of period 3 in a dynamical system guarantees the existence of periodic points of
any period. The paper ends with an ”Activity Book™ that addresses such content in the dynamics
of affine functions and piecewise affine functions. This “Activity Book”, intended for high
school students, contemplates the competences and skills proposed at CNCB (Common National
Curriculum Base) and helps the teacher to work the contents proposed in an investigative and

participatory way.

Keywords: Fixed points. Periodic points. Li and Yorke’s theorem.
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1 INTRODUCAO

Nesse primeiro capitulo apresentamos o objetivo, a justificativa e a estrutura desse
trabalho. Essa dissertacdo traz primeiramente uma formalizagcdo matematica e em seguida uma
proposta metodologica para a sala de aula, com o proposito de explorar nogdes bésicas de sistemas

dinamicos e motivar o interesse pela area.

1.1 OBIJETIVO

O objetivo geral desse trabalho ¢ apresentar um referencial tedrico e didatico que pos-
sibilite, tanto aos alunos do ensino basico quanto aos do ensino superior, o desenvolvimento
de capacidades investigativas na drea da matematica, e que permita também aos professores da
Educacdo Bésica visualizarem a conexao entre os conceitos trabalhados em sala de aula e alguns

fundamentos matematicos das areas de Analise e Sistemas Dinamicos.

1.2 JUSTIFICATIVA

A dificuldade dos alunos em relacdo a aprendizagem matematica ¢ evidenciada nas
diversas avaliagdes em nivel nacional ou internacional, bem como no cotidiano escolar. Sabemos
que muitos fatores estdo envolvidos nesse fato, dentre eles a metodologia de ensino e a motivagao
do proprio aluno.

Para os alunos, a principal razdo do insucesso na disciplina de Matematica
resulta desta ser extremamente dificil de compreender. No seu entender,
os professores ndao a explicam muito bem nem a tornam interessante.
Nao percebem para que serve nem porque sdo obrigados a estuda-la.
Alguns alunos interiorizam mesmo desde cedo uma auto-imagem de
incapacidade em relacdo a disciplina. Dum modo geral, culpam-se a si
proprios, aos professores, ou as caracteristicas especificas da Matematica
(PONTE, 1994, p. 2).

Diante desse quadro, ha necessidade de promover mudangas no ensino € na abordagem
dos conteudos matematicos, buscando novas formas de ensino que tornem a matematica mais
interessante e dinamica. O professor pode ter papel fundamental nesse processo, sendo um
organizador da aprendizagem.

Numa perspectiva de trabalho em que se considere o aluno como prota-
gonista da construgdo de sua aprendizagem, o papel do professor ganha
novas dimensdes. Uma faceta desse papel é a de organizador da aprendi-
zagem; para desempenha-la, além de conhecer as condi¢des sociocultu-
rais, expectativas e competéncia cognitiva dos alunos, precisara escolher
os problemas que possibilitam a construcao de conceitos e procedimentos
e alimentar os processos de resolucdo que surgirem, sempre tendo em
vista os objetivos a que se propde atingir. (BRASIL, 1998, p. 38).



A selecdo de conteudos e a dindmica em sala de aula também contribuem para o desen-
volvimento do aluno. A Matematica nesse nivel escolar tem um papel formativo e instrumental,
contribuindo para que o aluno estruture o pensamento ¢ o raciocinio dedutivo, perceba as técnicas
e estratégias a serem aplicadas em outras areas do conhecimento e nas atividades profissionais,
reconhecendo também a matematica como ciéncia, com suas caracteristicas estruturais especifi-
cas. Enfim, ¢ necessario apresentar ao aluno informagdes e instrumentos necessarios para que

seja possivel a ele continuar aprendendo e aperfeicoando-se ao longo da vida (BRASIL, 2000).

Uma forma de motivar o interesse dos discentes pelo conhecimento e proporcionar uma
melhora significativa no desempenho dos mesmos é promover um contato com a pesquisa
cientifica, incentivando a pratica investigativa em sala de aula nos varios niveis de conhecimento
matematico. “A pratica pedagogica de investigagdes matematicas tem sido recomendada por
diversos estudiosos como forma de contribuir para uma melhor compreensao da disciplina em
questdo.” (PARANA, 2008, p.67). Essa é uma metodologia onde ha a participagdo efetiva do
aluno na realizagdo das atividades, fazendo com que ele aprenda de forma progressiva. Esse
processo construtivo do saber ¢ fundamental para a aprendizagem matematica.

Numa investigacdo matematica, parte-se de uma questdo muito geral ou
de um conjunto de informagdes pouco estruturadas a partir das quais se
procura formular uma questdo mais precisa e sobre ela produzir diversas
conjecturas. Depois, testam-se essas conjecturas, algumas das quais,
perante contra-exemplos, poderdo ser desde logo abandonadas. Outras,
sem se revelarem inteiramente corretas, poderdo ser aperfeicoadas. Neste
processo, por vezes formulam-se novas questdes e abandonam-se, em
parte ou no todo, as questdes iniciais. As conjecturas que resistirem a
varios testes vao ganhando credibilidade, estimulando a realizagdo de
uma prova que, se for conseguida, lhes conferira validade matematica.
(PONTE, 2003, p.2).

Sendo o professor o orientador e intermediador desse processo, faz-se necessario possuir
uma formag¢ao matematica solida, para que auxilie seu aluno a construir esse conhecimento de
forma eficaz e significativa. Por isso, este trabalho faz uma abordagem que evolui de conceitos

basicos a conteados matematicos mais elaborados.

Essa ponte entre o conhecimento da educagado basica e a formagao solida do professor,

contribui para o constante aperfeicoamento e a reestruturagao de praticas pedagogicas.

Aprender Matematica ndo é simplesmente compreender a Matematica ja
feita, mas ser capaz de fazer investigacao de natureza matematica (ao
nivel adequado a cada grau de ensino). S6 assim se pode verdadeira-
mente perceber o que é a Matematica e a sua utilidade na compreensao do
mundo e na intervengdo sobre o mundo. So6 assim se pode realmente do-
minar os conhecimentos adquiridos. Sé assim se pode ser inundado pela
paixao “detetivesca” indispensavel a verdadeira fruicdo da Matematica.
Aprender Matemadtica sem forte intervencao da sua faceta investigativa
¢ como tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e
recebendo informacao sobre como o conseguem. Isso ndo chega. Para



verdadeiramente aprender ¢ preciso montar a bicicleta e andar, fazendo
erros ¢ aprendendo com eles. (BRAUMANN, 2002, p. 5).

Neste trabalho, ao propormos o estudo de fung¢des afins por partes no ensino médio através
da abordagem de alguns conceitos basicos da Teoria de Sistemas Dinamicos, com enfoque nos
pontos periddicos de fungdes reais de uma variavel real, almejamos trabalhar de uma forma
diferenciada as propostas da BNCC relacionadas ao estudo de func¢des definidas por uma ou

mais sentencas polinomiais do rau.
t 1 do 1°

Nossos livros da educagao basica carecem desse tipo de abordagem. Isso faz com que os
alunos nao questionem, ndo desenvolvam a observacao e a investiga¢ao na relagdo entre equagoes
e seus graficos. E necessario inovar no ensino desse conteudo, oferecendo uma abordagem que

facilite a compreensao por parte do aluno.

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagao
entre grandezas e modelar situacdes-problema, construindo modelos
descritivos de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro ¢ fora da
propria matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fungdes
deve estar no conceito de fungdo e em suas propriedades em relagao
as operagoes, na interpretacao de seus graficos e nas aplicagdes dessas
fungdes. (BRASIL, 2002, p.121).

Independente do ponto de partida, todo processo de investigacdo resulta em diversos
questionamentos, que orientados na dire¢do certa, produzem conhecimento. Cabe ao aluno
um papel ativo no processo de investigagdo e ao professor ser um orientador desse processo,
adequando o nivel de ensino e incentivando os seus discentes a compreenderem o verdadeiro

sentido da matematica.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

No Capitulo 2 abordamos alguns conceitos e resultados basicos sobre o conjunto dos
numeros reais, fungdes e continuidade de fungdes. No Capitulo 3 trazemos os conceitos de ponto
fixo e de ponto periddico de um sistema dindmico f : [ C R — I e utilizamos o Teorema do
Valor Intermediario para garantir a existéncia de tais pontos. No Capitulo 4 apresentamos o
Teorema de Li e Yorke, que nos da condi¢des suficientes para que um sistema dinamico f tenha
pontos periddicos de todos os periodos. Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos uma proposta
didatica, o Caderno de Atividades, bem como o referencial tedrico que reforga a utilizagao dessa
proposta. O Caderno de Atividades esta associado ao processo investigativo na constru¢ao do

conhecimento, consolidacdo e fixagdo de alguns contetidos expostos nesse trabalho.
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2 CONCEITOS BASICOS E DEFINICOES

Nesse capitulo trazemos os pré-requisitos necessarios para uma melhor compreensao do
Capitulo 3. A teoria sobre o conjunto dos numeros reais, o conceito de fungdes, de fungdes afins,
de funcdes afins por partes e de fungdes continuas sdo comumente trabalhados nos cursos de
graduacdo em Matematica, mais especificamente nas disciplinas de Célculo I e Analise Real, o

que nos fez optar por uma breve exposi¢ao sobre tais conteudos.

2.1 O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

E conhecido que o conjunto dos niimeros reais R ¢ um corpo ordenado completo, veja
Bartle (1982). Nesta se¢do, relembraremos algumas defini¢des e propriedades relacionadas a
completeza de R. Inicialmente, relembramos algumas notagdes que representam subconjuntos

especiais de R, chamados intervalos:
(D [a,0] ={z € Ria <z < b}
(2) (a;0) ={r € Ria <z < b}
(3) [a;0) ={r e Rya <z < b}

4) (a;0] = {r e Rja < x < b}
(5) (—o0;b] = {z € R;x < b}
(6) (—o0;b0) = {x € Rz < b}
(7) [a;+00) ={z € Rz > a}
(8) (a;+0) ={x € R;xz > a}
(9) (—o00; +00) = R.

Definicao 2.1 Seja A um subconjunto de R. Dizemos que A é limitado inferiormente quando

existirr € R tal que r < a para todo a € A. Neste caso, chamamos r de uma cota inferior de A.

De forma andloga, dizemos que A é limitado superiormente quando existir s € R tal

que a < s para todo a € A. Neste caso, s é dita uma cota superior de A.

Defini¢do 2.2 Um subconjunto A de R é dito limitado se A for limitado inferiormente e superi-

ormente.

Proposicao 2.1 Um subconjunto A de R é limitado se, e somente se, existem r,s € R tais que
ACr sl
Prova.

(=) Se A ¢ limitado, pelas Definigdes 2.2 ¢ 2.1, existem r, s € Rtaisquer < aea < s
,Va € A. Portanto, r < a < s,Va € A, isto é, A C [r, s|.
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(<) Se existem 7, s € R tais que A C [r,s],entdoVa € A,r < a < s,ouseja,r <ae
a < s,Va € A. Assim, pela Definigdo 2.1, A ¢ limitado inferiormente por r e superiormente por
s. Logo, pela Defini¢do 2.2, A ¢ limitado.

Definicdo 2.3 Seja A um subconjunto ndo vazio de R. Um numero real ro é chamado de infimo

de A se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) ro < a, para todo a € A;

(ii) Ser € Rer < a, para todo a € A, entdor < ry.

Denotamos ry = inf A.

Note que inf A é a maior das cotas inferiores de A.
Proposicao 2.2 . As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) Ser e Rer < a, paratodo a € A, entdor < r.

(b) Sery < r, entdo existe a € A tal que a < r.

Prova.

(a) = (b)
Suponha ry < r. Caso ndo exista a € A tal que a < r, entdo r < a, para todo a € A.

Assim, por hipdtese, » < ry. Contradig@o. Logo, existe a € A tal que a < r.
(b) = (a)

Sejar € R tal que r < a, para todo a € A. Ser > ry, entdo existe ay € A, tal que
ao < r. Contradi¢do. Logo, r < ryg.

Definicio 2.4 . Seja A um subconjunto ndo vazio de R. Um numero real sy é chamado de

supremo de A se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) a < sy, para todo a € A;
(ii) Se s € Rea < s, paratodo a € A, entdo sy < s.

Denotamos sy = sup A.

Analogamente, sup A é a menor das cotas superiores de A.
Proposicao 2.3 . As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) Ses € Rea < s, paratodo a € A, entdo sy < s.

(b) Se s < sq, entdo existe a € A tal que s < a.
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Prova.

A prova segue de forma andloga a demonstragao da Proposicao 2.2.

Axioma do Supremo. Todo subconjunto ndo vazio e limitado superiormente possui um

supremo.

Proposicao 2.4 Todo subconjunto nao vazio de R e limitado inferiormente possui um infimo.
Prova.

Sejam A C R um subconjunto nao vazio, limitado inferiormente e r uma cota inferior de

A. Por defini¢do, r < a,Va € A, e portanto —r > —a, paratodo a € A.

Considere B = {—a;a € A}. Entdo, B é ndo vazio e limitado superiormente. Assim,

pelo Axioma do Supremo, B possui supremo. Mostraremos que inf A = —sup B.

Seja b = sup B. Entdo b > —a,Va € A. Logo, —b < a, para todo a € A, o que implica

que —b € cota inferior de A.

Seja t uma cota inferior de A, isto é,t < a,Va € A. Dai, —t > —a ,Va € A. Logo, —t
¢ cota superior de B. Pela definicdo de supremo, —¢ > b, e portanto, t < —b. Assim, —b ¢é a

maior das cotas inferiores de A. Logo, inf A = —sup B.

2.2 FUNCOES

Definicio 2.5 Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Uma fungdo f de A em B (representada
por f : A — B) é uma associa¢do que a cada elemento x do conjunto A faz corresponder
exatamente um elemento do conjunto B, designado por f(z) e chamado de imagem de x pela
funcgdo f. Nessas condi¢oes, o conjunto A é chamado o dominio da fun¢do f (denotado por
Dom(f)), o conjunto B é chamado o contradominio da fungdo f e o conjunto {f(x);x € A}
é chamado o conjunto imagem da fungdo f (denotado por Im(f)). A notagdo f : A — B
significa que f é uma fun¢do de A em B.

O nosso propdsito ¢ abordar alguns aspectos dindmicos de certas fungdes reais de uma

variavel real f : I — R, onde [ ¢ um intervalo contido em R.

Definicao 2.6 Sejam [ um subconjunto de R ndo vazioe f : I — R. O grdficode f é o
subconjunto do plano R x R,

Gr(f) =A{(z, f(x));z € I}.

Defini¢do 2.7 Sejam f : [ — Reg : J — R duas fungées tais que f(I) C J. A fungdo
gof: I — R, definidapor (go f)(z) = g(f(x)), é chamada a composta de g com f e o simbolo

o representa a opera¢do de composi¢do.
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Em particular, considere f : [ — I, onde / ¢ um subconjunto ndo vazio de R. De posse
da Defini¢do 2.7, utilizaremos a seguinte notagdo f(z) = f(z), f*(z) = f o f}(z), € assim

sucessivamente, f"(z) = f o f"~!(x) para todon € N.

Definicio 2.8 Sejam I, J subconjuntos ndo vaziosdeR e f : I — J. A fungdo [ é dita crescente

em Iy C I se para quaisquer v, € I

f(z1) < f(xs), sempre que x1 < xs.

Definicdo 2.9 Sejam I,.J subconjuntos ndo vazios de R e f : I — J. A fungdo f é dita

decrescente em Iy C I se para quaisquer x1, 12 € I

f(z1) > f(x2), sempre que x1 < x.
2.3 FUNCAO AFIM

Definicdo 2.10 Sejam a,b € R, a # 0. Uma fungdo [ : R — R é denominada fungdo afim

quando a cada x € R estiver associado f(x) = ax + .

No caso b = 0, f ¢ chamada de fung¢3o linear.

E conhecido que o grafico de uma fungéo afim é uma reta em R x R.

Exemplo 2.1 Considere f : R — R, f(x) = -2z + 2.

Figura 2.1 — Grafico de f

y

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)
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Exemplo 2.2 Considere f : R — R, f(z) = 2z.

Figura 2.2 — Gréfico de f

S

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Proposi¢io 2.5 Sejam a,b € R,a # 0e f: R — R dada por f(x) = ax + b.Entdo:

(i) f é crescente se, e somente se, a > 0.

(ii) f é decrescente se, e somente se, a < 0.

Prova.

1)
(=) Por hipétese, f(0) < f(1). Assim,

b<a+b=b-b<(a+b)—b=a>0.
(<) Sejam x1, 29 € R, 2y < z5. Como a > 0,
ar; < ary = ax; +b < ars +b= f(r1) < f(x2).

(i1) Andloga a demonstragao de (i).
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2.4 FUNCAO AFIM POR PARTES

Definicdo 2.11 Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma fung¢do. Diremos que f é uma
fungdo afim por partes se existiremn € Ne Iy, I, I3, ..., I,, intervalos em R, dois a dois

disjuntos, tais que:

(i) I =Up_, 1.

(i) Paratodo k € {1,...,n} existem ay, by, € R, ay # 0, tais que f(x) = apx + b, para todo
x € I.

Nos Exemplos 2.3 e 2.4 a seguir temos os graficos da restricdo da func¢do linear x — 2x ao
intervalo [0, 1] e da fungo afim = — —2z + 2 restrita ao intervalo [3, 1], que conjuntamente

definem a fung¢do afim por partes do Exemplo 2.5.

Exemplo 2.3 Considere g : [0, %} — R, g(x) = 2z.

Figura 2.3 — Gréafico de g

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Exemplo 2.4 Considere h : [%, 1} — R h(x) =—22+2.
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Figura 2.4 — Grafico de h

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

2z, 0<z<3
Exemplo 2.5 Considere f : [0,1] — [0,1], f(z) = :
2—2z, <x<1
Figura 2.5 — Gréfico de f
y
T R ;
I T :
2

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)
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2.5 FUNCAO CONTINUA

Antes de trabalharmos Fung¢ao Continua fazemos uma breve abordagem sobre sequéncia
de numeros reais, que serd util em seguida. Sugerimos Lima (2017) para um estudo mais
detalhado.

Definicdo 2.12 Uma sequéncia de numeros reais ¢ uma fun¢do x : N — R, que associa a cada

numero natural n um numero real x.,,, chamado o n—ésimo termo da sequéncia.

Utilizamos a notag¢@o (z,),en para indicar a sequéncia cujo n—ésimo termo é x,.

Definicdo 2.13 Dizemos que uma sequéncia (., )nen converge para um nimero real a quando
para todo numero real € > 0 arbitrario, existe um natural ng tal que

x, € (a — €,a + €), sempre que n > ny,.

Escreve-se lim z, = a
n—4o0o

Proposi¢do 2.6 Se lim x, =ae lim y, =0b, com a, b numeros reais, entdo
n—-+oo n——+oo

(i) nl_lgloo:cnjtyn:a—i—b.
(i) lim x,-y,=a-Db.

n——+o0o

Prova.

(1) Seja e > 0. Por hipdtese, existem ny,no € N tais que

T, € (a —5,a+ g), sempre que n > ny € Y, € (b — ;,b + %), sempre que n > no.
Dai,
|z, — a| < § paratodon > n; e |y, —b| < § para todo n > ns.
Tome nyg = max {ny, ny}. Entdo,

|(zr, + yn) — (a+b)| < |2, — al + |y, — b| < € para todo n > ny,

isto €,
Ty + Yn € (a+b—¢€,a+ b+ ¢€) paratodo n > ny.

Logo, nl_l}I_iT_lOO Tn+ Yn =a+b.

(i) Veja Lima (2017).
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Definicdo 2.14 Sejam [ C R, a € I e f: I — R. Diz-se que f é continua em a se, para todo
e > 0, existe r > 0 tal que

f(x) € (f(a) —¢, f(a) + €) sempre que x € I N (a — r,a + r).

Proposicao 2.7 (Critério Sequencial) f é continua em a se, e somente se, para qualquer sequén-

cia (xy,)nen de elementos de 1 tal que nl_l)I_iI_loo T, = a, tem-se nl_lgloo f(zn) = f(a).

Prova.

(=) Sejam (z,,),en uma sequéncia de elementos de / tal que lim z, = aee > 0.
—T00

n—+

Como f ¢ continua em a, dr > 0 tal que
f(z) € (f(a) —¢€, f(a) +€) sempreque z € I N (a — rya+ 7).

Entretanto, existe ng € N tal que z,, € (a — r,a + r) ¥n > ng. Assim,
f(zn) € (f(a) — ¢, f(a) +¢€), Vn > ne.

Logo. lim_f(x,) = f(a)

(<) Suponha que f ndo ¢é continua em a. Entéo, existe ¢ > 0 tal que para todo n natural,
dz, € 1IN (a —La+ %) de modo que f(z,) € (f(a) — ¢, f(a) + €). Consequentemente,
temos uma sequéncia (z,,),cn que converge para a. Porém, (f(x,))nen ndo converge para f(a).

Logo, a reciproca esta provada.

2x, 0<z< %
Exemplo 2.6 4 fungao f :[0,1] — [0,1], f(x) = é continua em a =
1

l-
2 — 2, ?

De fato, seja ¢ > 0. Tome r = § e considere z € [0,1] N (% —£1+ g)

Para z € [O,l]ﬂ(%—g,%},istoé,%—g<x§%ex20,tem0s:

flry=2rel—-e<2x<1
= f@) e -1+ =(f(5) —ef(5)+e)

Para z € [0,1]0(%,%+§),temos
1 1 €
= fr)=2-2re¢ -1—e< 2r< -1
:>1—e<2—2:r;<1:>f(x)e(l—e,1+€):(f(%)_(g,f(%>+€).

’ P 1
Logo, f € continua em 3.
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Proposicao 2.8 Se f,g: [ — R sdo continuas em a € I, entdo f + g e f - g também o sdo.

Prova.

Seja (x,, )nen uma sequéncia em I, tal que 1_131 Z, = a. A continuidade de f e g em a
n (0.9}

garante, de acordo com a Proposi¢ao 2.7, que

lim f(z,) = f(a)e lim g(z,) = g(a).

n—-+o00 n—-+o0o

Segue das Propriedades de Operacdo com Sequéncias que

Jim (f 4+ g)(ea) = lim (f(2n) + g(wn))
= lim_f(z,)+ lim g(a)
= [fla)+9(a)
= (f+9)(a)

lim (f-g)(zn) = lim (f(z,)-g(zn))

= (lim f(wn)) - ( lim g(zn))
= f(a)-g(a)
= (f-9)(a)

Portanto, novamente pela Proposi¢ao 2.7, f + g e f - g sdo continuas em a.

Defini¢do 2.15 Diz-se que f ¢ continua em I se f é continua em todo a € 1. Além disso, se f é

continua em seu dominio diremos que f é continua.

Exemplo 2.7 Considere a constante v € Re f : R — R dada por f(x) = 7.

Entao, f é continua.

Prova.

Sejam g € R e (z,,),en uma sequéncia de numeros naturais convergindo para z,. Assim,
(f(xn))nen € a sequéncia constante (7),en, € portanto, converge para v = f(zg). Logo, f é

continua em x para todo xy € R. Portanto, f é continua.

Exemplo 2.8 Sejama € R, a # 0e f : R — R dada por f(x) = ax.

Entao, f é continua.

Prova.

Sejam zy € R e (7,,)n,en uma sequéncia em R convergindo para xy. Entdo, (f(x,))nen
¢ a sequéncia (az,),en que, por propriedade de convergéncia de sequéncias, converge para

axg = f(zo). Logo, f é continua em x( para todo z, € R.



Exemplo 2.9 Sejam a,b € R,a # 0,0 # 0e f : R — R dada por f(x) = ax +b.

Entao, f é continua.

Prova.

Segue da Proposicao 2.8, dos Exemplos 2.7 e 2.8.

20
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3 SISTEMAS DINAMICOS

A area de Sistemas Dinamicos € um ramo da Matematica que estuda e investiga processos
em movimento. Tais processos estdo presentes em varias areas. O movimento das estrelas e
galaxias, por exemplo, ¢ um sistema dindmico, que tem sido estudado durante séculos por
milhares de matematicos e cientistas. O mercado de ag¢des, o clima no planeta, o crescimento € o
decrescimento populacional e 0 movimento de um péndulo também sdao exemplos de sistemas

dinamicos que sofrem alteracdes com o tempo.

Mas, o que matematicos e cientistas procuram na pesquisa de sistemas dindmicos? Como
esses sistemas retratam movimentos e mudangas com o passar do tempo, tais pesquisadores
visam descrever e prever os movimentos de cada sistema em tempos futuros muito distantes.

H4é dois modelos principais de sistemas dindmicos: o sistema dindmico continuo € o

sistema dindmico discreto. Neste trabalho nos restringiremos aos sistemas dindmicos discretos.

3.1 SISTEMA DINAMICO DISCRETO

Um sistema dindmico discreto em um conjunto / €¢ uma funcdo f : I — I. Ao iniciarmos
com um ponto xy € I, que corresponde ao instante zero, f(xq) € I representara o estado de

uma unidade de tempo depois.

Definicdo 3.1 (Orbita) Considere o sistema dindmico f : I — I e xy € 1. Chamamos de 6rbita

de x¢ em relagdo ao sistema f o conjunto

Of(%) = {0, f($0)7f2(fo)a fg(xo)a f4(xo)7 .

Um dos objetivos do pesquisador da area ¢ investigar o comportamento da orbita de
cada ponto do conjunto no qual esta definido o sistema. Em particular, determinar os pontos de
acumulacdo de (f™(zo))nen € pesquisar a presenca de pontos fixos ou periodicos no sistema sdo

questionamentos fundamentais na andlise do mesmo.

Daqui em diante, direcionamos esse trabalho a existéncia de pontos fixos e de pontos

periddicos de um sistema dindmico discreto em um subconjunto de R.

3.2 PONTOS FIXOS E PONTOS PERIODICOS

Definicdo 3.2 Sejam I C R nao vazioe f : I — 1. Dizemos que xq € I é um ponto fixo de f,

se f(I()) = Xy.

Geometricamente, xy ser um ponto fixo de f significa que o graficode fearetay ==

se intersectam no ponto (g, o).
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2z,

o
IN
&

IA

Exemplo 3.1 4 fungdo [ : [0,1] — [0,1], f(z) = tem 2 pontos fixos,

A
8
IA
—_ N | =

2 — 2z,

N[ —=

r=0ex =

wino

Figura 3.1 — Pontos fixos de f

b e
[SVIR )

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Definicio 3.3 Sejam [ C R ndo vazio, k um numero natural e f : I — I. Dizemos que xq € um

ponto periédico de f de periodo k se, f*(x¢) = xg e f"(xg) # w0, para todo n < k.

Quando k=1, temos f(x¢) = xo. Sendo assim, identificamos que o ponto fixo ¢ um caso particular
de ponto periodico.

Exemplo 3.2 Seja f dada no Exemplo 3.1. A seguir, o grdfico de f? nos auxilia a perceber que
f tem 2 pontos periodicos de periodo 2, x = % exr = %. Aplicando duas vezes a composigdo de

funcdes em f, obtemos a lei de formacdo de f* e seu respectivo grdfico.

4x, Oga:gi
2 -4z, f<r<l
f2:00,1] = [0,1], f2(2) = ! :
4 — 2, %ga:g%
4 — 4z, %<x§1
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Figura 3.2 — Pontos periddicos de periodo 2 de f

G N §mmmmmmmmm oD
12 T SRR, ¥

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Notequez =0ex = % sdo pontos fixos que satisfazem a equagdo f%(z) = z, porém

ndo sdo pontos periodicos de periodo 2.

3.3 O TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

Teorema 3.1 (Caso particular) Se f : [a,b] — R é uma fung¢do continua em [a,b] e f(a) < 0 <
f(b), entdo existe xy € (a,b) tal que f(zo) = 0.
Prova.

Considere A = { = € [a,b] ; f(x) < 0}. Entdo, a € Ae A C [a,b] e, portanto, A
¢ ndo vazio e limitado superiormente por b. Pelo Axioma do Supremo, existe ¢ = sup(A) e

consequentemente a < ¢ < b.
Afirmagdo, f(c) = 0.

Suponhamos que f(c) > 0. Como f é continua em [a, b], dado € = f(c), existe r > 0 tal
que
f(z) € (f(c) —¢, f(c) + €) sempre que = € [a,b] N (¢ —r,c+ 1),
isto €,
0 < f(z) < 2¢,paratodo x € [a,b] N (c—r,c+71). (i)

Note que ¢ # a pois f(c) > 0e f(a) < 0. Assim,

¢ € (a,b], o que implica, [a,b] N (c —r,c) # 0.
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De (i),
f(z) > 0, paratodo = € [a,b] N (¢ —1,¢),
e, consequentemente, ¢ — r € uma cota superior de A. Contradi¢do, pois ¢ é a menor das

cotas superiores de A. Portanto, f(c) < 0.

Suponhamos agora f(c¢) < 0. Por continuidade, dado ¢ = — f(¢) existe r > 0 tal que
f(z) € (f(e) —¢, f(c) + €) sempre que = € [a,b] N (¢ —7r,c+ 1),

isto €,

—2¢ < f(x) <0, paratodo = € [a,b] N (¢ —71,c+ 7).

Note que ¢ # b, pois f(c) < 0e f(b) > 0. Entdo, ¢ € [a,b) e consequentemente,
l[a,b] N (c,c+71)#De f(x) <0, paratodo z € [a,b] N (c,c+ 7).

Contradigdo, pois ¢ € uma cota superior de A. Logo, f(c) = 0.

Teorema 3.2 (Teorema do Valor Intermedidrio). Se f : [a,b] — R é uma fungdo continua em

la,b] e f(a) <~y < f(b), entdo existe xy € (a,b) tal que f(xo) = 7.

Prova.
Considere g : [a,b] — R dada por g(z) = f(z) — . Como g é continua em [a, b e
g(a) <0 < g(b), basta aplicar o Teorema 3.1 para obter xy € (a,b) tal que f(xg) = 7.

Na Figura 3.3 apresentamos a interpretag@o geométrica do Teorema do Valor Intermedia-

rio.

Figura 3.3 — Teorema do Valor Intermediario

v »———————1:

To b

1)

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)
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A continuidade de f ¢ fundamental para a validade do Teorema do Valor Intermediario,
como mostra o exemplo a seguir.

o
IN
&

N[
IA
8
IAN A

Y

L,

Exemplo 3.3 Considere a fungdo f : [0,1] — R, definida por f(z) =

—_ DN | =

Figura 3.4 — Grafico de f

y

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

A fungdo f ndo é continua em [0, 1], pois ndo € continua em % Se tomarmos qualquer
numero real 7, com f(0) = 0 < v < 1 = f(1), ndo ¢ possivel encontrar z € (0, 1) tal que

f(x) = ~. Logo, a conclusdo do Teorema do Valor Intermediario ndo é satisfeita pela fungdo f.
3.4 O TEOREMA DO PONTO FIXO

Teorema 3.3 (Teorema do Ponto Fixo) Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fungdo continua. Entdo
existe xo € [0, 1] tal que f(xo) = xo, ou seja, [ possui pelo menos um ponto fixo.
Prova.

Se f(0) =0ou f(1) = 1, atese do teorema esta satisfeita. Portanto, vamos supor que
f(0)>0e f(1) < 1.

Consideremos a fungdo continua g(z) = f(z) — z definida no intervalo [0, 1]. Entdo,
g9(1) = f(1) =1 <0 < f(0) = 0 = g(0).

Pelo Teorema do Valor Intermediario existe zo € (0, 1) tal que g(xo) = 0. Portanto, f(zo) = o,

como queriamos provar.
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4 O TEOREMA DE LI E YORKE

Em 1964 o matematico Oleksandr Mykolaiovych Sharkovskii publicou num jornal
ucraniano um notavel teorema, conhecido como o Teorema de Sharkovskii. Neste trabalho,
Sharkovskii reordena o conjunto dos numeros naturais € prova que se uma fun¢ao continua tem
um ponto periddico de periodo n entdo tera pontos periddicos de qualquer periodo menor que n na
nova ordenagdo. Na ordenagdo de Sharkovskii o nimero 3 ¢ o maior natural e, consequentemente,
se uma fung¢do continua tem um ponto periddico de periodo 3 entdo tera pontos periddicos de

qualquer periodo.

Em 1975 Tien-Yien Li e James A. Yorke publicaram um caso particular do Teorema de
Sharkovskii no trabalho “Period three implies chaos”. Li e Yorke provaram que se um sistema
dinamico continuo possui um ponto periodico de periodo 3, entdo também possui um ponto

periodico de periodo n, para todo n natural.

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados prévios seguidos da demonstracao do

Teorema de Li e Yorke.

Proposicio 4.1 Sejam I = [a,b], J = [c,d] intervalos em R tais que I C Je f: J — Ruma

fungdo continua. Se f(I) D J, entdo f tem um ponto fixo em I.

Prova.

Como I C J,c < a <b<d. Porhipétese, f(I) D J,ecomoJ D I, temos I C f(I).
Logo, existem «, [ € [ tais que f(a) = ae f(5) =b.

Se a« = a ou S = b, a demonstracao esta concluida. Suponhamos o # a e 5 # b. Como
a,f €l temosa<a<bea<pf<b.

Consideremos a fungdo continua h(z) = f(x) — x. Assim,

ha)=fla) —a=a—-a<0<b-f=f(B) -5 =h(p)

e pelo Teorema do Valor Intermediario, existe xo € I tal que h(zg) = 0, ou seja, f(xg) = xo.

A Figura 4.1 ilustra a situag¢do descrita na Proposicao 4.1.
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Figura 4.1 — Ilustracdo da Proposigdo 4.1

y

Ponto fizo

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Proposi¢io 4.2 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Para qualquer intervalo J = [c, d),
com J C f([a,b]), existe um intervalo I' = [ag, bo| C [a,b] tal que f(I') = J.

Prova.
Como J = [¢,d] C f([a,b]), existem p,q € [a,b] tais que ¢ = f(p) ed = f(q).
Suponhamos p < q.
Tome ag = sup {z € [p,q] ; f(x) < ¢} etome by = inf {z € [ag,q| ; f(z) > d}.
Afirmacgdo 1: f(ag) = c.
Primeiramente, note que ay € [p, g]. Além disso, existe uma sequéncia (z,,),en em [p, ¢]

tal que f(x,) <ce l_lff T, = ag. Assim, por continuidade , f(ag) = Ll,rf flx,) <ec

Suponha f(ag) < c. Entdo, ag € (p, q) e existe > 0 tal que
(ap —r,a0+7) C (p,q) e f(x) <e,Va € (ag—r1,a0 +T).
Consequentemente, ag = sup {z € [p,q| ; f(z) < ¢} > ag + r. Absurdo. Logo,
flap) = c.
Analogamente, f(by) = d.
Note que o intervalo I’ = [ag, by| C [p,q| C [a,b].
Afirmagdo 2: f(I') = J.

Mostremos primeiramente a inclusdo (f(I') C J). Seja z € f(I'). Entdo, existe
x € I' = [ag,bo) tal que f(z) = z. Se f(z) < ¢, teriamos, pela defini¢do de ag, z < ay.
Absurdo. Se f(x) > d, teriamos, pela defini¢do de by, x > by. Absurdo novamente. Logo,
¢ < f(z) < d, e portanto, z € J.

Agora, vejamos a inclusdo (J C (f(I')). Seja z € J. Se z = c ou z = d, sabemos que
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z = f(ag) ou z = f(by) respectivamente.

g(ag) =

Suponha que z € (c,d) e considere g = fj». Entdo, g : I’ — J é continua. Como

¢ < z < d = g(by), o Teorema do Valor Intermediario nos garante que existe
x € (ap, by) tal que g(z) = z, e portanto, f(z) = z. Logo, z € f(I').

A Figura 4.2 ilustra a situagdo descrita na Proposi¢do 4.2.

Figura 4.2 — Ilustrag@o da Proposigdo 4.2

y

f(n)\g

.....................................

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Proposi¢io 4.3 Sejam [ : [a,b] — [a,b] uma fungdo continua e Iy, I,
fechados contidos em |a, b| tais que

flly) D L, f(I1) D Iy,
Entao, existe py € 1y tal que

..., I,_1 intervalos

) f(ln—2) ) In—l} f([n—l) D IO-

™(po) = po e f*(po) € Iy, paratodo k = 1,2,....n — 1.

Prova.

Como

f(Lo) D I, f(I1) D Iz, ooy f(In—2) D In-1, [(In—1) D Io,

aplicando a Proposi¢do 4.2,

InC f(In—1) =3I _, C I,y talque f(I]_;) = Iy,
I' \Cly1 C f(lho)=31I, o, C I, otalque f(I]_,) =1

n—l;
I wClyoC f(ly—3)=31I_4CI,stalque f(I]_3) =1

n—2>
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Assim,

Consequentemente, pela Proposicao 4.1,

dpy € 1 C Iy tal que f™(po) = po,
e além disso,

f¥(po) € I}, C Iy, paratodo k = 1,2, ....n — 1.

Teorema 4.1 (O Teorema de Li e Yorke). Seja f : R — R uma fungdo continua. Se f tem um

ponto periodico de periodo 3, entdo f tem pontos periodicos de qualquer periodo.

Prova.

Seja o um ponto periddico de f de periodo 3 com orbita {zg, x1, x2} tal que o < 1 <
To. Assim, f(z1) = xg ou f(z1) = x9. Sem perda de generalidade, suponhamos f(x;) = xo.
Entdo, f(xo) = z2 e f(x2) = z1.

Considere os intervalos [y = [xg, 21|, [1 = [x1, 22| € [ = [0, x2].

Afirmacdo: f(I;) D Io, f(1y) D Iy e f(Iy) D Io.

Mostremos primeiramente a inclusdo (f(I1) D Io).

Sejay € Iy. Entdo, o < y < x1 = f(x1) <y < f(x3). Pelo Teorema do Valor
Intermediario, existe x € [} = [z1, x5 tal que f(z) = y. Logo, y € f(11).

Agora vejamos a inclusdo (f(Iy) D I).

Seja z € I. Entdo, zg < z < 29 = f(21) < z < f(zg). Pelo Teorema do Valor
Intermediario, existe = € Iy = [xg, z1] tal que f(x) = z. Logo, z € f(Ip).

Visto que f(ly) D I, segue f(1y) D I e f(Iy) D Io.

Pela Proposicdo 4.1, como f(Iy) D Iy, f tem um ponto fixo em I.

A seguir, provaremos que f tem um ponto periddico de periodo n para qualquer natural
n > 2.

Sejan e N, n>2.Tome Jy=J, =... = J, o = Iye J,_1 = I,. Entlo,
f(Jk> D Jiy1, VE=0,1,2,....n— 2
ef(Jn,l) D Jo.
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Assim, pela Proposicdo 4.3, existe py € Jy = [ tal que
f"(po) =poe fF¥(po) € Je, VE=1,2,....,n—1
isto é,

/" (po) = po,
fk(po) S [0, Vk = 1,2, o n = 2¢ fn_l(po) € Il.

Afirmacao: py € um ponto periddico de periodo 7.

Suponhamos que py ndo seja um ponto periodico de periodo n. Como f"(py) =

Po, Po € um ponto periddico de periodo menor do que n, e consequentemente, [ (py) €
{po, f (o), f(po), -, f"~*(po)}. Entdo,

[ po) € NI = [ Hpo) = 21
= po = f"(po) = f(f" Hpo)) = f(x1) = x0¢
= f(po) = f(wo) = 22 ¢ L.

Contradigdo com f*(py) € Iy, Vk =1,2,....,n — 2.

Logo, pg ¢ um ponto periddico de periodo n.

Note que o teorema acima se adapta facilmente para fungdes continuas de [a, b] em [a, b],

com a, b nimeros reais.

A seguir, veremos que a continuidade de f ¢ fundamental para a conclusao do Teorema
de Li e Yorke.

Exemplo 4.1 Considere a fungdo f : [0,3] — [0, 3], dada por f(z) =

Note que f € uma fungdo descontinua sem pontos fixos € sem pontos periddicos de

periodo 2. Porém, todos os pontos de [0, 3] sdo pontos periddicos de periodo 3.



Figura 4.3 — Gréafico de f

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Figura 4.4 — Grafico de f?

-1

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)

Figura 4.5 — Grafico de f?

fJ

Fonte: Elaborada pelo autor(2020)



32

5 PROPOSTA DIDATICA

O ensino da matematica no ensino médio tem ganhado novos rumos, baseado nas pro-
postas apresentadas nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) e na
Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Em ambos os documentos se percebe a necessidade
de uma boa sele¢do de conteudos e metodologias para que esses tenham um carater formativo do

pensamento matematico.

Partimos do principio de que toda situac@o de ensino e aprendizagem deve
agregar o desenvolvimento de habilidades que caracterizem o “pensar
matematicamente”. Nesse sentido, é preciso dar prioridade a qualidade
do processo e ndo a quantidade de contetido a ser trabalhados. A escolha
de conteudos deve ser cuidadosa e criteriosa, propiciando ao aluno um
“fazer matematico” por meio de um processo investigativo que o auxilie
na apropriacdo de conhecimento. (BRASIL, 2006, p.70).

Segundo a BNCC (2018), no Ensino Médio a 4rea de Matematica e suas Tecnologias
deve promover a¢des que ampliem o letramento matematico ja iniciado no ensino fundamental.
Isso seré feito estimulando processos mais elaborados de reflexdo e de abstragao a partir dos

novos conhecimentos especificos. Ainda segundo esse documento,

Para que esses propositos se concretizem nessa area, os estudantes de-
vem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacdo, de
construcdo de modelos e de resolugdo de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, comu-
nicar, argumentar e, com base em discussdes e validagdes conjuntas,
aprender conceitos ¢ desenvolver representagdes ¢ procedimentos cada
vez mais sofisticados. Assim, para o desenvolvimento de competéncias
que envolvem raciocinar, ¢ necessario que os estudantes possam, em
interagdo com seus colegas e professores, investigar, explicar e justificar
as solucdes apresentadas para os problemas, com énfase nos processos
de argumentagdo matematica. (BRASIL, 2018, p.529).

Diante de tais necessidades, apresentamos como proposta didatica, um Caderno de

Atividades, que se encontra no predmbulo deste trabalho.

O Caderno de Atividades ¢ um produto educacional que aborda o conceito de ponto fixo
e de ponto periddico de um sistema dinamico discreto, a partir de contetidos proprios do Ensino
M¢édio. O objetivo geral das atividades ¢ contribuir para que o conhecimento do aluno seja
construido progressivamente, de forma investigativa e significativa. Esse tipo de metodologia
gera observagdes, discussoes e possibilita a aplicacdo de diversos conceitos matematicos ja

conhecidos pelos alunos.

Assim, dentre as varias competéncias e habilidades propostas na BNCC, trabalhamos
nessa proposta didatica as competéncias especificas que destacam a resolucao e elaboracao de

problemas e o processo de investigacao.
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As habilidades de Resolver e Elaborar Problemas presentes na BNCC abrangem tanto os
problemas cotidianos para os estudantes quanto os problemas proprios da Matematica. Assim, o
professor deve estar preparado para desenvolver situagdes-problema que tenham significado nas
atividades do dia a dia do aluno e ao mesmo tempo, possa ajudar ao aluno a relacionar conceitos

e procedimentos matematicos, apresentando as solu¢cdes com argumentos consistentes.

A elaboragao pressupoe que os estudantes investiguem outros problemas
que envolvem os conceitos tratados; sua finalidade é também promover
a reflexdo e o questionamento sobre o que ocorreria se algum dado fosse
alterado ou se alguma condicdo fosse acrescentada ou retirada. (BRASIL,
2018, p. 536).

As habilidades relacionadas aos processos de investigagdo sdo importantes na formacao
matematica dos estudantes, pois além de ajuda-lo a formular hipdteses, construir argumentos, a

investigacao auxilia o aluno a ver a matematica como ciéncia.

Isso significa percebé-la como um conjunto de conhecimentos inter-
relacionados, coletivamente construido, com seus objetos de estudo e
métodos proprios para investigar € comunicar seus resultados teoricos
ou aplicados. Igualmente significa caracterizar a atividade matematica
como atividade humana, sujeita a acertos e erros, COmo um processo
de buscas, questionamentos, conjecturas, contraexemplos, refutagdoes,
aplicagdes e comunicagdo. (BRASIL, 2018, p. 240).

Nesse sentido, a proposta do Caderno de Atividades € trabalhar conceitos basicos da area
de pesquisa matematica Sistemas Dinamicos, utilizando contetidos abordados no Ensino Médio,
procurando explora-los melhor e motivar o interesse pela area. O nosso propdsito ¢ motivar os
alunos ao questionamento, a observagao critica e a investigagcdo na relagcdo entre as expressoes

algébricas e as representacdes graficas de uma fungao.

E interessante provocar os alunos para que apresentem outras tantas rela-
¢oes funcionais e que, de inicio, esbocem qualitativamente os graficos
que representam essas relagoes, registrando os tipos decrescimento e de-
crescimento (mais ou menos rapido). E conveniente solicitar aos alunos
que expressem em palavras uma fun¢do dada de forma algébrica, por
exemplo, f(x) =2 x + 3, como a fungdo que associa a um dado valor real o
seu dobro, acrescido de trés unidades; isso pode facilitar a identificacdo,
por parte do aluno, da ideia de fun¢do em outras situagdes, como, por
exemplo, no estudo da cinematica, em Fisica. E importante destacar o
significado da representagdo grafica das fungdes, quando alteramos seus
parametros, ou seja, identificar os movimentos realizados pelo grafico de
uma fung@o quando alteramos seus coeficientes. (BRASIL, 2006, p.72)

Almejamos que nossos alunos tenham uma so6lida base matematica, que vejam conexao

entre os contetidos e experimentem a matematica como ciéncia viva. Para isso, precisamos
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de aulas mais interessantes, que despertem a curiosidade, para que o proprio aluno faga suas
descobertas sobre o conteudo abordado. O professor assume entdo uma postura de articulador
dos saberes, incentivando seus alunos no processo de ensino-aprendizagem. E necessario inovar

no ensino para avangar no conhecimento.
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6 CONCLUSAO

As nog¢des de ponto fixo e ponto periddico sao muito importantes no estudo de Sistemas
Dinamicos. A partir do Teorema do Valor Intermediario, garantimos a existéncia de pontos fixos
em fungdes continuas do tipo f : I C R — I que pode ser facilmente visualizado através de

simples andlise grafica de f.

Quanto a existéncia de pontos periddicos de todos os periodos, ndo ¢é tdo simples visualizar
apenas com o grafico de f. Porém, o Teorema de Li e Yorke ¢ uma forte ferramenta que reduz
nossa analise ao grafico de f3, ou seja, a existéncia de um ponto periddico de periodo 3 garante

a existéncia de pontos periodicos de todos os periodos.

O conceito de pontos periddicos de um sistema dindmico discreto € um conceito rela-
tivamente simples que envolve diversos contetidos abordados no Ensino Médio como fungao,
conjunto imagem, composicao de funcdes, grafico de fungdes, equacdes e suas interpretacdes
graficas, entre outros. Assim, tal conceito pode ser abordado no Ensino Médio de forma investi-
gativa, que propicie ao aluno um aprofundamento dos contetdos envolvidos € uma perspectiva

diferente do modelo de ensino usual.

Mediante o exposto, apresentamos como proposta didatica um “Caderno de Atividades”
que esta anexado a este trabalho e envolve o estudo de pontos periddicos. E uma sequéncia
didatica pela qual o aluno ¢ incentivado a observar, testar e at¢ mesmo conjecturar, tendo
participagdo ativa em todo o processo. E um material que traz novidades na forma de abordar o
conteudo de fungdes afins e fungdes afins por partes, incentivando também o uso de tecnologias

na pesquisa feita pelos alunos.

De uma forma geral, buscamos nesse trabalho, contribuir com professores e alunos da
Educacao Basica e da graduagdo em Licenciatura em Matematica, trazendo como proposta ao
ensino de matematica a motivagao aos alunos da educacdo bésica a iniciagdo a pesquisa de
conceitos simples da area de Sistemas Dinamicos ou de outras areas da Matematica, para que

tenham a percep¢ao da Matematica como ciéncia presente em tudo que nos cerca.
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CADERNO DE

ATIVIDADES




O caderno de atividades, a seguir, refere-se ao produto educacional vinculado
a dissertacao de mestrado intitulada “Pontos Peridédicos de Fun¢des Afins por Partes
e o Teorema de Li e Yorke: uma introdugdo no Ensino Médio” do Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da Sociedade
Brasileira de Matematica. Nessa dissertacdo, foram apresentados alguns
fundamentos matematicos das areas de Andlise e Sistemas Dinamicos. Mais
especificamente, abordou-se o conceito de ponto fixo e de ponto periédico de um
sistema dinamico discreto. Assim, a proposta desse produto educacional é fazer uma

abordagem basica de tais conceitos ao nivel de ensino médio.

Para isso, em atividades preliminares sao tratados os conceitos de Funcgao
Afim, Funcao Afim por Partes, Funcao Continua e Funcao Composta. A partir dai,
desenvolve-se a nogao de Ponto Fixo trabalhando a relagao entre a notacao algébrica

e a representacdo grafica e por fim, é explorada a obtencdo de

pontos periddicos.

Os conteudos propostos estao vinculados a componente curricular do 1.° ano
do Ensino Médio, presente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Esse
Caderno de Atividades pode ser utilizado para consolidar e aprofundar conteudos ja

trabalhados ou introduzir novos.

O objetivo geral das atividades desse caderno é contribuir para que o
conhecimento do aluno seja construido progressivamente, de forma investigativa e
significativa. A metodologia proposta gera observacao, discussdes e possibilita a
aplicacao de diversos conceitos matematicos ja conhecidos pelos alunos. O professor
assume entdo uma postura de articulador dos saberes, incentivando seus alunos no

processo de ensino-aprendizagem.

Em cada sequéncia de atividades, apresentamos os objetivos especificos, as
habilidades e competéncias a serem trabalhadas, os recursos necessarios e algumas
observacdes. Porém, cada professor pode adapta-la de acordo com a necessidade
da turma, trabalhando o caderno num todo ou em partes, modificando ou

acrescentando as atividades.



2. ORIENTACOES GERAIS E ESPECIFICAS

A maioria das atividades a seguir tem uma proposta investigativa, em que os
alunos formarao os conceitos a partir de suas observacgdes e conjecturas. Assim, é de
extrema importancia o papel do professor como incentivador, acompanhando de perto
€esse processo.

Os erros fazem parte do processo de aprendizagem. E importante corrigi-los
com paciéncia, através de questionamentos e suposi¢cdes, ajudando o aluno a
identifica-los, lembrando sempre que cada aluno tem um tempo especifico de

aprendizagem.

Para que o processo flua, € essencial valorizar as diferentes maneiras de
resolver os problemas e contribuir para a troca de informacdes entre os alunos, bem

como entre o aluno e o professor.

No caderno do aluno ha dicas do uso do software GeoGebra, da calculadora e
da planilha eletrénica. Tais recursos serdo uteis para uma melhor visualizacdo das

atividades e contribuirao para que se desenvolvam num tempo desejavel.

O material foi elaborado seguindo as orientacbes da BNCC. Para facilitar a
organizacao, as competéncias especificas e as habilidades utilizadas da BNCC, estao

listadas a seguir:

Competéncia especifica

3 - Utilizar estratégias, conceitos,
definicées e procedimentos
matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacgao das
solugdes propostas, de modo a
construir argumentacgao
consistente.

4 - Compreender e utilizar, com
flexibilidade e precisao, diferentes
registros de representagcao

Habilidade (relacionada a competéncia)

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do
cotidiano, da Matematica e de outras areas do
conhecimento, que envolvem equacgdes lineares
simultaneas, usando técnicas algébricas e
graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando
as fungdes polinomiais de 1° ou 2° graus, para
resolver problemas em contextos diversos, com ou
sem apoio de tecnologias digitais

(EM13MAT401) Converter representacoes
algébricas de fung¢des polinomiais de 1° grau em
representacdes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo o0s casos nos quais 0 comportamento



matematicos (algébrico,
geomeétrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de
solucdao e comunicacao de
resultados de problemas.

5 - Investigar e estabelecer conjecturas
a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas,
empregando estratégias e recursos,
como observagao de padroes,
experimentagdes e diferentes
tecnologias, identificando a
necessidade, ou nao, de
uma demonstracao cada vez mais
formal na validagdo das referidas
conjecturas.

€ proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dinamica.

(EM13MAT404) Analisar fungdes definidas por
uma ou mais sentencas (tabela do Imposto de
Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas
representacdes algébrica e grafica, identificando
dominios de validade, imagem, crescimento e
decrescimento, e convertendo essas
representacées de uma para outra, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT501) Investigar relagdes entre nimeros
expressos em tabelas para representa-los no
plano cartesiano, identificando padrdes e criando
conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizagao,
reconhecendo quando essa representacao é de
funcao polinomial de 1° grau.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados
relativos ao comportamento de duas variaveis
numéricas, usando ou nao tecnologias da
informacéo, e, quando apropriado, levar em conta
a variagdo e utilizar uma reta para descrever a
relacado observada.

Abaixo estao as orientacdes especificas das atividades.

Secao

Numero(s) da(s)
atividade(s)
Competéncias
BNCC
Habilidades
BNCC

FUNCOES AFINS

1e2

3,4eb

(EM13MAT301), (EM13MAT401) , (EM13MAT501)

Representar pontos no plano cartesiano; Identificar as

Objetivos

representacdes algébrica e grafica da funcao afim;
Representar graficamente um conjunto de dados contido em

tabelas.

Plano cartesiano; construcao de grafico de fungdes afins; lei de

Conteudos

Recurso(s)
necessario(s)

Observacao

formacao de uma fungao afim.

Caderno de atividades.



Secio FUNCOES AFINS
Numero(s) da(s)
atividade(s) Sed
Competéncias
BNCC 3,4e5
Habilidades (EM13MAT302), (EM13MAT401) , (EM13MATS501),
BNCC (EM13MAT510)

Representar graficamente a funcao afim; Compreender a relacao
dos coeficientes de uma fungéo afim com o seu grafico; Verificar a
Objetivos interdependéncia entre as representagdes
algébrica e grafica.

Construcéo e analise de grafico; coeficientes da funcao afim;

Conteudos observacgéo de padrdes em graficos e tabelas.
Recur§o.(s) Caderno de atividades.
necessario(s)

Observacao -

FUNCOES AFINS

Secao
Numero
. (%) dals) 5e6
atividade(s)
Competéncias
3,4eb
BNCC ©
Habilidades (EM13MAT301), (EM13MAT302), (EM13MAT401)
BNCC (EM13MAT501), (EM13MAT510)
Representar graficamente a fungédo afim; Relacionar o grafico de
. .. uma funcéo afim com sua lei de formacéao; Realizar intersecdo
Objetivos e . ~ - .
entre graficos; Introduzir a nogao de ponto fixo; Determinar os
pontos fixos de uma fungao afim.
Grafico de uma funcédo afim; observacéo de padrées em graficos e
Conteudos tabelas; ponto fixo de uma fungéao.
Recurso(s) Caderno de atividades, laboratério de informatica, data show ou
hecessario(s) celular (uso do GeoGebra).
Observagio Sugerimos que o professor apresente o GeoGebra aos alunos

numa aula prévia.



Secao
Numero(s) da(s)
atividade(s)
Competéncias
BNCC

Habilidades
BNCC

Objetivos

Conteudos

Recurso(s)
necessario(s)

Observacao

FUNGOES AFINS POR PARTES

7e8

3,4eb

(EM13MAT302), (EM13MAT401) , (EM13MAT404),
(EM13MAT510)

Representar graficamente uma fungéo definida por partes;
Identificar dominio e imagem; Analisar a fungéo afim por partes
através de sua lei de formacao e seu grafico.

Grafico de uma fungéo afim por partes; dominio e imagem.

Caderno de atividades, laboratério de informatica, data show ou
celular (uso do GeoGebra).

O professor pode apresentar outros exemplos.

Secao
Numero(s) da(s)
atividade(s)
Competéncias
BNCC

Habilidades
BNCC

Objetivos

Conteudos

Recurso(s)
necessario(s)

Observacao

COMPOSIGCAO DE FUNGOES

9e10

3,4eb

(EM13MAT301), (EM13MAT404) , (EM13MAT501),
(EM13MAT510)

Introduzir a nogéo de composicao de fungdes e investigar a
evolucao de composicdes sucessivas.

Composicao de fungdes; analise de tabelas.

Caderno de atividades



Secao

Numero(s) da(s)
atividade(s)
Competéncias
BNCC
Habilidades
BNCC

Objetivos

Conteudos

Recurso(s)
necessario(s)

Observacao

Secao

Numero(s) da(s)
atividade(s)
Competéncias
BNCC

Habilidades
BNCC
Objetivos
Conteudos

Recurso(s)
necessario(s)

Observacao

SISTEMAS DINAMICOS NO ENSINO MEDIO

11,12e 13

3,4eb

(EM13MAT301), (EM13MAT302), (EM13MAT404),
(EM13MAT501), (EM13MAT510)

Definir sistema dinamico discreto; Definir e investigar as érbitas
dos pontos.

Funcao afim; funcéo afim por partes; composicao de funcdes.
Caderno de atividades e calculadora.

O professor pode apresentar uma planilha eletrénica como uma
alternativa para calculos.

SISTEMAS DINAMICOS NO ENSINO MEDIO

14 e 15

3,4e5

(EM13MAT301), (EM13MAT302), (EM13MAT404),
(EM13MAT501), (EM13MAT510)

Investigar a existéncia de pontos periédicos de uma fungéo com o
auxilio do GeoGebra.

Construcdo e analise de graficos; funcao afim por partes; funcéo

identidade; composicdo de fungdes, ponto fixo e pontos periédicos.

Caderno de atividades e GeoGebra.

As orientacdes de construcao das atividades 14 e 15 estao de
acordo com a versao do GeoGebra para computadores. No caso,
do uso do aplicativo, o professor pode passar as orientacdes
necessarias.



A SISTEMAS

DINAMICOS

NO ENSINO MEDIO 1




Prezado (a) aluno (a),

O presente material trata-se de um Caderno de Atividades que sera muito util
para aprofundar seus conhecimentos sobre fung¢des. Este caderno te colocara em
contato com conceitos ainda pouco explorados, porém compreensiveis, no Ensino
Médio.

Para organizar melhor nosso trabalho, dividimos nosso caderno em secdes:
Funcbes Afins, Funcbdes Afins por partes, Composicdo de funcdes e Sistemas

Dinamicos no Ensino Médio.

Faremos experimentos direcionados a uma revisdo, aprofundamento e
introducao de alguns assuntos via Funcgdes Afins. Veja alguns dos tépicos importantes

que iremos trabalhar:

o Esboco e analise de graficos de Fungdes Afins;
o Coeficiente angular e linear;

. Ponto Fixo;

o Funcao Afim por partes;

. Dominio e Imagem;

o Composicao de funcgdes;

. Orbita de um ponto;

. Pontos periddicos.

Convidamos vocé a se iniciar como um(a) investigador(a) da area da
matematica, tendo como principal objeto de pesquisa a dinamica das fungdes afins.
Vocé tem como ferramentas todos os recursos de fungdes ja aprendidos. Se algo nao
estiver claro, procure revisar e pesquisar para esclarecer suas duvidas. E de extrema
importancia que vocé esteja em interacao com seu professor e colegas, seja para

sanar alguma dificuldade encontrada, seja para mostrar suas conclusdes.

Figue atento as dicas e observacdes ao longo do texto. Iremos explorar

recursos além do quadro, lapis e papel.

Bom trabalho!
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Preencha as tabelas a seguir, represente os pontos encontrados no plano cartesiano
e em seguida ligue esses pontos:




d)

y = —-3x+5 .
X y xy)

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

=2

-3

-4

| Lembre-se: f(x) =y

Vocé acaba de construir graficos de funcdes afins, que séo do tipo f (x) = ax +
b. Vamos a alguns questionamentos:

i) Ligando os pontos (x,y) obtidos nas tabelas, obtemos os graficos das fungdes y =
2x, y=2x+3, y= —3xe y= —3x+ 5. Que objeto geométrico representa esses
graficos?

ii) Observe a tabela do item 1a). A medida que os valores de x foram aumentando, o

gue aconteceu com os valores de y obtidos?

iii) Ja na tabela do item 1d), a medida que os valores de x foram aumentando, o que

aconteceu com os valores de y obtidos?



‘))) ATIVIDADE 2 3 3 3

No plano cartesiano abaixo, pinte de azul a regidao dos pontos do plano que tém
a primeira coordenada maior que ou igual a 0 e menor que 1 (0 < x < 1) e pinte
de verde a regiao dos pontos do plano que tém a primeira coordenada maior que
ouiguala1emenorqueouiguala2 (1 <x<2).

y

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Represente no mesmo plano cartesiano os graficos das fungdes abaixo nas
regides que se pede:

a)y=2xnaregidgfoemque 0 <x<1.
b)y =—-3x+5naregidoemque 1 <x < 2.

Vamos a novos questionamentos:

i) Que objeto geométrico obtemos na representacao grafica do item (a)?

ii) Que objeto geométrico obtemos na representagao grafica do item (b)?

iii) A juncao das representacdes graficas acima € uma reta?

iv) A juncao das representacdes graficas € o grafico de alguma fungao? Por qué?



3 I ATIVIDADE 3 )))‘

Abaixo temos os graficos das seguintes fungodes afins:

(@Qy=-4x+1 ey=x+1
b)y=-3x+1 Hy=2x+1
) y=-2x+1 @y=3x+1
dy=—-x+1 hy=4x+1

i) Identifique o grafico de cada funcao.







iii) Lembrando que numa funcdo afim y = ax + b, a é chamado de coeficiente
angular da fungéo e b é chamado de coeficiente linear, determine os coeficientes
das funcdes acima.

Funcao Coeficiente angular Coeficiente linear

iv) Analisando os coeficientes angulares das fungdes e seus graficos
simultaneamente no mesmo plano (item ii) , 0 que podemos concluir sobre a relagao
entre os coeficientes angulares e as posicdes relativas entre os graficos?

v) Podemos afirmar que:

v

Sobre a fungdo f(x) = —4x + 1, a medida que tomamos valores de x cada
vez maiores, entédo os valores de f(x)

Sobre a fungdo f(x) = —3x + 1, a medida que tomamos valores de x cada
vez maiores, entao os valores de f(x)

Sobre a funcéo f(x) = —2x + 1, a medida que tomamos valores de x cada
vez , entdo os valores de f(x) sdo cada vez maiores.
Sobre a fungéo f(x) = —x + 1, a medida que tomamos valores de x cada vez

, entdo os valores de f(x) sao cada vez maiores.

Sobre a fungdo f(x) = x + 1, a medida que tomamos valores de x cada vez
maiores, entao os valores de f(x)

Sobre a fungdo f(x) = 2x + 1, a medida que tomamos valores de x cada vez
, entdo os valores de f(x) sao cada vez maiores.

Sobre a fungdo f(x) = 3x + 1, a medida que tomamos valores de x cada vez
maiores, entdo os valores de f(x)

Sobre a fungéo f(x) = 4x + 1, a medida que tomamos valores de x cada vez
, entdo os valores de f(x) sao cada vez maiores.




3> I ) ATIVIDADE 4 )))‘

A seguir temos os graficos das fungdes afins:

(@y= —2x (e)y=x

by=-2x+1 Hy=x-1

c)y= —2x+2 g@y=x-2

dy=-2x+3 (h)yy=x-3

i) Identifique o grafico de cada funcgao.

- - ,77L772
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iii) Determine os coeficientes lineares das fungdes acima.

Funcgao Coeficiente linear

iv) Analisando as fungbes com mesmo coeficiente angular e seus graficos
simultaneamente no mesmo plano, o que podemos concluir sobre a relagao entre os
coeficientes lineares e as posi¢des relativas entre os graficos?

TIRE SUAS PROPRIAS
CONCLUSOES

Imagem disponivel em:
https:/pt.vecteezy .com/

e Entre as fun¢bes com o mesmo coeficiente linear, a medida que os
coeficientes angulares aumentam podemos observar que seus
graficos

o Entre as fun¢des com o mesmo coeficiente angular, a medida que os
coeficientes lineares aumentam podemos observar que seus graficos

Dica:
As atividades 5 e 6
a seguir podem ser
desenvolvidas com o
auxilio do
software /
aplicativo GeoGebra.

Imagem disponivel em:
alexandre.com/




3 I ATIVIDADE 5

Considere as seguintes funcoées trabalhadas na Atividade 3:

@y= —4x+1 y=x+1
b)y= —3x+1 MHy=2x+1
© y=—-2x+1 @y=3x+1
dy=-x+1 (h)y=4x+1

i) Esboce novamente no mesmo plano cartesiano seus graficos e o grafico da funcao

y =X.

1.5

0.5

ii) Podemos observar que as fungdes cujos graficos intersectam o grafico da funcao

y = X sao

>DD




iii) Marque esses pontos de interseccdo com o grafico da fungdo y = x no plano
cartesiano acima (item i) e determine suas coordenadas na tabela abaixo.

Ponto de interseccio com o

Funcio graficode y = x

(@ay=-4x+1

b)y=-3x+1

c)y=-2x+1

@y=—-x+1

(e)y=x+1
My=2x+1
@y =3x+1
(h)y= 4x+1

iv) Ha algum grafico que nao intersecta o grafico da fungéo y = x? De que fung¢ao?

Considere as seguintes fungdes trabalhadas na Atividade 4:

(@y= —2x e©y=x
b)y=-2x+1 Hy=x-1
©y= —2x+2 ®y=x-2

dy=-2x+3 (h)y=x-3




v) Esboce no mesmo plano cartesiano seus graficos e o grafico da fungaoy = x.

1.5

0.5

y

-1.5

-2

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 + 4.5

vi) Podemos observar que as func¢des cujos graficos intersectam o grafico da fungéo

y = X séo

vii) Ha graficos que ndo intersectam o grafico da funcéo y = x ? De quais fun¢cées?

grafico de y =x?

DESAFIO &/

Apoés os experimentos da Atividade 5 lancamos o seguinte desafio:

e Todas as fun¢bes afins sao tais que seus graficos intersectam o

e Vocé é capaz de listar todas as fun¢des afins cujos graficos NAO
intersectam o grafico de y=x?

Imagem disponivel em:
https://sophiaofhature.wordpres
s.com/2014/12/13/a-historia-do-
cerebro/

/




3> ) ATIVIDADE 6 )))‘

Ainda com as seguintes fung¢des trabalhadas na Atividade 3:

(day=-4x+1 e)y=x+1

b)y=-3x+1 Hy=2x+1

c)y=-2x+1 @y=3x+1

dy=-x+1 hy=4x+1

i) Resolva as equacgdes abaixo:

—4x+1=x




ii) Compare as solugbes das equagdes acima com as coordenadas dos pontos

marcados no plano cartesiano na Atividade 5 item iii). Quais sdo as suas conclusdes?

<)

e

c:uumsnm::*’;%"'L

Dizemos que um ponto p é ponto fixo de uma func¢do f se p for
solucdo da equac¢do f(x) = x.

Imagem disponivel

v,

iii) Agora que vocé ja sabe o que € um ponto fixo, determine os pontos fixos das
funcdes que estamos trabalhando.

Funcao Ponto fixo
y= —4x+1
y=-3x+1
y= —-2x+1
y=-—-x+1
y=x+1
y=2x+1
y=3x+1
y=4x+1

( e .
=N Imagem disponivel em:
D !’ A'lo ) https://sophiaofnature.wordpres
Y J s.com/2014/12/13/a-historia-do-
)

cerebro/

Apés os experimentos da Atividade 6, o desafio é:

e (Como vocé encontraria os pontos fixos de uma fun¢ao sem fazer

contas?




FUNCOES AFINS POR PARTES

Em muitas situagdes praticas, a Matematica se aplica através da modelagem
de situacdes—problema de varias areas, que recaem na analise de alguma funcao
definida por mais de uma sentenca, cada qual num intervalo diferente. Neste caso,

dizemos que tal funcao esta definida por partes.

Nosso proximo proposito € mergulharmos na analise de Fungdes Afins por
Partes.

DI ATIVIDADEZ D I D

i) No plano cartesiano abaixo, pinte de azul a regido dos pontos do plano que tém a

. . . . . 1 1
primeira coordenada maior que ou igual a 0 e menor que ou igual a > (0 <x< 5) e
pinte de verde a regiao dos pontos do plano que tém a primeira coordenada maior

1 :
que ~ & menor que ou igual a 1 (% <x<1).

ii) Represente no mesmo plano cartesiano os graficos das fungdes abaixo na regiao
que se pede:

N |-

a) y=2xnaregiaoazulemque 0 < x <

b) y = —2x + 2 na regido verde em que % <x<1.

y

1.5

0.5




Parabéns!

Vocé acabou de construir o grafico de
uma Fun¢ao Afim por Partes! Essa funcao,
em especial, é chamada de Func¢dao Tenda.

iii) Que sentenca melhor define essa fungéo?

a) f(x) =2x

b) f(x) = -2x+2

2x se0 SJXES%
c)f(x) = )
—2x+2 se E~< x<1
—2x+2 se0 S.x:é%
d) f(x) = 1
X w;<x£1

Dominio e Imagem

O dominio de uma fungao f € o conjunto dos valores de x para os quais a
expressao de f(x) esta definida.

g = DICA @

Para determinar o dominio de uma fun¢dao a partir de seu
grafico, basta projeta-lo no eixo x. O conjunto obtido no
eixo x com essa proje¢ao é o dominio da funcao.

J

A imagem de uma funcao f € o conjunto de todos os valores de f(x) que
obtemos ao substituir todos os valores de x do dominio na expresséao da funcéo f.

f

= DICA @

Uma das maneiras de obter a imagem de uma fungao é
projetar o seu grafico no eixo y. O conjunto obtido no

eixo y com essa projecao é a imagem da funcao.

Y,




Como exemplo, abaixo temos o grafico de uma fungdo em vermelho. Em verde,
temos a projecao do grafico no eixo x. E portanto, o dominio dessa funcéo € o intervalo

E 1]. Em azul, temos a projecao do grafico no eixo y. Assim, a imagem dessa fungcao

é o intervalo [0,1].

Figura 1: Projecées nos eixos cartesianos

05

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

iv) Qual seria o dominio da Funcéo Tenda vista no item i)?
a) R

b) [0,3]
c) ] 1]

d) [

v) De acordo com o grafico visto no item ii), o conjunto imagem da Funcao Tenda é:
a) R

b) [0,3]
c)] 1]
d) [

-

Imagem disponivel em:

,)r S
=y https://sophiaofnature.wordpres
E’A'I s.com/2014/12/13/a-historia-do-
cerebro/
c>

A Funcao Tenda tem pontos fixos? Se sim, quantos? Como vocé
chegou a essa conclusao?

_/




‘))) ATIVIDADES 3 3 3

i) No plano cartesiano abaixo,

¢ Pinte de azul a regiao dos pontos do plano que tém a primeira coordenada maior
. . 1 1) .
que ou igual a 0 e menor que ou igual a " (O <x < Z) ;
¢ Pinte de verde a regidao dos pontos do plano que tém a primeira coordenada maior
1 1 (1 1
que — e menor que - (—< x < —) ;
4 2 \4 2
¢ Pinte de amarelo a regidao dos pontos do plano que tém a primeira coordenada

4
¢ Pinte de vermelho a regido dos pontos do plano que tém a primeira coordenada

. . 1 . 3 (1 3\ .
maior que ou igual a 5 € menor que ou igual a 2 <x<-),

: 3 . 3
maior que 7 e menor que ou igual a 1 (Z <x< 1) ;

1.25

0.75
05

0.25

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

-0.25

ii) Construa, no plano cartesiano do item anterior, o grafico da seguinte
Func¢ao Afim por Partes:

( 1
4x, seOSxSZ
2—4 1< <1
—4x se —<x<-—

_ ’ 4 2
X , sez_x_4

3
\4—4x, seZ<xSI




iii) Com o auxilio do grafico do item ii), responda:

1. Qual é o dominio de g?

2. Qual éaimagemde g?

3. Qual é o maior valor do conjunto imagem de g?

4. Qual € o menor valor do conjunto imagem de g?

5. g tem pontos fixos?

6. Quantos?

7. Determine g(0) e g(1).

=» DICA @

Para construir o grafico de Fung¢des Afins por Partes, além do
papel milimetrado, vocé pode usar o GeoGebra. Basta inserir na
entrada de comandos o coédigo:

Se( <Condigao>, <Entao>, <Senao>), ou
Se(<Condi¢ao>, <Entao>, Se(<Condig¢ao>, <Entao>))
preenchendo os dados da fun¢ao desejada.

Veja 0S exemplos: €2 GeoGebra Classic .
sex<0 oA/};\>®@4NE$

f&) = {x+1 sex=>0 @ f(x) = Se(x<0,—x,x+1)

€2 GeoGebra Classic
B]A AP0 LN 2

@ f(x) =Se(0<x<1,—x+25e(l<x<3,x-1))

—x+ 2, se0<x<1
f(x)—{ -1, sel<x<3

Para cada nova sentenc¢a, basta acrescentar Se(<Cond1cao>,
<Ent3o>). Veja um exemplo ' -

. //"@@é.kaz
X, se0<x<1

f(x) = {1’ sel<x<3 f(x) = Se(0 <x < 1,x,5e(1 <x<3,1,5(3 <x<4,—x+4)))
—x + 4, se3<x<4%




COMPOSICAO DE FUNCOES

Considere duas fungdes f:1 - Jeg: ] - L.
Figura 2: Fungdes fe g

0=0=0

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Note que f associa a um valor x € I o valor f(x) € J. E como g associa a cada
valor de J um valor em L, em particular, g associa ao valor f(x) € J o valor g(f(x)) €
L. Assim, podemos construir uma nova funcao, que chamamos de funcido composta
de f e g, e representamos por g o f. Essa nova fungdo tem como dominio o conjunto
I, contradominio o conjunto L e associa a cada valor x € I o valor go f(x) = g(f(x))
em L.

Figura3:go f
1 J L
ﬁ ﬂ
f g
of
— - 4’

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Observe que para isso dar certo basta que o contradominio de f esteja contido
no dominio de g.

Neste caderno de atividades estamos interessados em trabalhar com funcdes
do tipo f: 1 — I e construir a fungdo composta de f com f.

EXEMPLO
Considere a funcdo f: R — R, tal que f (x) = 3x + 1. Entao,
fof(x) = f(f(x)) = 3f(x) + 1 =3(3x+ 1) + 1 =9x + 3+ 1 = 9x + 4. Logo,
fof(x) =9x+4.
Em particular, podemos escolher qualquer valor do dominio de f e encontrar sua imagem por
fof. No caso de x = 1, obtemos
fof(1)=9-1+4+4=13.

Figura 4: f o f(x)

R R R R R R
X | — | 3x+1 —r :9x+4 1 ‘ . \ 4 _. : 13 |
f f '\ / \ / r \ J r \ )/
l fefx) J l feof(1) T

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)



D I ATIVIDADE9

> > > 1

Considere a funcdo f: R - R, f(x) = 2x.

i) Complete o diagrama, determinando f o f(x).

! :

fof
fof(o=

ii) Complete o diagrama, determinando f o f o f(x)

!

R R R R
L

foref
fefef(x)=

4 &
DESAFIO &/

Continuando a Atividade 9, vocé deduziria?

Imagem disponivel em:
https://sophiaofhature.wordpres
s.com/2014/12/13/a-historia-do-
cerebro/




‘ 2 DI ATIVIDADEIO 3D I I ‘

i) Considere f: R — R. Registre os dados da tabela abaixo.

ii) Faca suas observagoes sobre os registros da tabela anterior.

A sucessao dos valores f(—2), feo f(=2), fofof(=2),fofofof(—=2), nessa
ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante
Alterna entre valores positivos e negativos




A sucessao dos valores f(2), fo f(2),fofof(2),fofofof(2), nessaordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores f(—1), fe f(=1), fofof(=1),fofofof(—1), nessa
ordem, é:

Crescente
Decrescente
Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores f(1), fof(1),fofof(1),feofofof(1), nessaordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores f(—%), f of(—%), fof of(—%) yfofof of(—%), nessa

ordem, é:

Crescente
Decrescente
Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores f G) fof G),f of of(%) ,fofofof (%) nessa ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos




A sucessao dos valores f(0), f o f(0), fofof(0),fofofof(0), nessa ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

iii) Considere g: R — R. Registre os dados da tabela abaixo.




iv) Faca suas observagoes sobre os registros da tabela anterior.

A sucessao dos valores g(—2),g°g(—=2),gegeog(—2),gegeogeg(—2), nessa
ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores g(2), g°g(2),gcg°g(2),gegege°g(2), nessaordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucesséao dos valores g(—1),gog(—=1),gegeg(—1),geogegecg(—1), nessa
ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores g(1), g°g(1),gecgeg(1),gegege°g(l), nessa ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores g (—%) gecg (—g),g ogog (—g) ,gegegeg (—g) nessa
ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos




A sucessao dos valores g G)g °og G) gecgeg G) gegegeg G) nessa ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

A sucessao dos valores g(0), g°g(0),gecge°g(0),gegegeg(0), nessa ordem, é:

Crescente

Decrescente

Constante

Alterna entre valores positivos e negativos

v) Usando as tabelas anteriores, compare as sucessodes a seguir e tire suas

conclusoes.

e g(=2),g°9(-2),g°cg°9g(=2),g°ogegeg(—2)
f(=2),fof(=2),feofof(=2),fefefef(=2)

e g(1),g°9(1),g°g9°9(1),gegegeg(l)
fQO, fof(D,fofof(),fofeofeof(D)

+ 9(=3)00(-) 9e9°9(=3) goa09°0(=)

FGrer) rorer().rererer(l)



SISTEMAS DINAMICOS NO ENSINO MEDIO

Um sistema dinamico € um conjunto no qual cada elemento se move, com o
passar do tempo, segundo uma regra especifica. O movimento das estrelas e planetas
no espaco € um exemplo classico de sistema dinamico que tem sido estudado por

matematicos e cientistas nos ultimos séculos.

Figura 5: Sistema Solar

Imagem disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/fisica/leis-kepler.htm

O objetivo do estudo de sistemas dinamicos é descrever a trajetéria de cada
elemento ao longo do tempo. No caso do nosso exemplo, o interesse esta em
descrever o movimento das estrelas e planetas por anos, décadas e até mesmo

séculos.

Em linguagem matematica, um sistema dinamico € uma funcao f:1 -1,
segundo a qual para cada elemento x do conjunto I, f(x) representa a posi¢ao de x
uma unidade de tempo depois, f o f (x) representa a posicdo de x duas unidades de
tempo depois, f o f o f(x) representa a posi¢cao de x trés unidades de tempo depois,

e assim sucessivamente.



Figura 6

FFe/
@

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Para simplificar a escrita adotaremos a seguinte notacao:

x = f%(x) — posicao inicial de x;

f(x) = f1(x) — posicdo de x uma unidade de tempo depois;

f o f(x) = f?(x) — posicédo de x duas unidades de tempo depois;
fofof(x)=f3(x)—posicédo de x trés unidades de tempo depois;
fofofof(x)=f*~x) - posicdo de x quatro unidades de tempo depois;

e assim sucessivamente.

Finalmente, chamamos de érbita de x o conjunto

0(x) = {x,f(x), f> (%), f> (0), f*(x),f> @®),..}.
Note que a orbita de x descreve a trajetoria de x no conjunto /.

Nosso proximo passo € iniciarmos nossas primeiras investigacbes sobre alguns
sistemas dinamicos. Como iniciantes, trabalharemos com sistemas determinados por

fungdes afins e fungdes afins por partes.

Hora da pesquisa...



I DI ATIVIDADEII )))‘

Considere o sistema dinamicoem R, f: R - R, f(x) = 2x.

a) Determine as drbitas dos seguintes elementos de R:

0(-3) =

0(-15) =

0(0) =

0(0,25) =

0(1) =

b) Qual é a posi¢cdo de x = —1,5 uma unidade de tempo depois?

¢) Qual é arelagdo entre 0(—3) e 0(—1,5)7?

d) Qual é a diferencga entre a 6rbita de 0 e as demais orbitas descritas acima?

e) Qual é o comportamento da 6rbita de 0,25 conforme o tempo aumenta?

f) Qual é o comportamento da érbita de -3 conforme o tempo aumenta?

g) f tem ponto (s) fixo (s)? Qual (is)?

h) Caso f tenha pontos fixos, determine suas 6rbitas.



I I ATIVIDADELZ I D

Considere o sistema dinamicoem R, f: R - R, f(x) = —2x + 2.
a) Determine as 6rbitas dos seguintes elementos de R:

0(-3) =

0(-1,5) =

0(0) =

o)-
0(1) =

b) Qual é a posicao de x = 1 uma unidade de tempo depois?

c) Qual é a relacdo entre 0(0) e 0(1)?

d) Qual é a diferenca entre a érbita de % e as demais Orbitas descritas acima?
e) Qual é o comportamento da 6rbita de 1 conforme o tempo aumenta?

f) Qual é o comportamento da érbita de -3 conforme o tempo aumenta?

g) f tem ponto (s) fixo (s)? Qual (is)?

h) Caso f tenha pontos fixos, determine suas 6rbitas.



D I ATIVIDADEIZ I I B ‘

Considere o sistema dinamico em [0, 1], f:[0,1] - [0, 1], tal que

1
2
<x<1

2x, 0<x<
fo0 = L
—2x 4+ 2, E

a) Determine alguns elementos das 6rbitas de x, conforme tabela abaixo:

b) Marque e identifique na reta real os elementos encontrados em cada 6rbita acima.

0(0)




- - -
0 1 1
2
1
o(3)
—} & -
0 1 1
2
2
o(3)
- L -
0 1 1

2

c) Qual é a posicao de xy = 0 depois de 365 unidades de tempo?

d) Ha algum instante em que a 6rbita de xoy = 1 e a orbita de xy = % se encontram?
Justifique.

e) Ha algum elemento x no intervalo (0,1) que em alguma unidade de tempo depois
se encontra na posigcao 07 Justifique.

f) Ha algum elemento x no intervalo (0, %) gue em alguma unidade de tempo depois
se encontra na posicao 07 Justifique.

g) Entre as érbitas, 0(0),0 G) ,0(1),0 G) ,0 (%) e0 (g)
e quais retratam que o elemento inicial x, permanece na mesma posi¢cao com o

passar do tempo?

e quais retratam que o elemento inicial x, sai de sua posi¢ao inicial e algumas
unidades de tempo depois retorna a posicao inicial x,?

e quais retratam que o elemento inicial x, sai de sua posicao inicial e depois de
algumas unidades de tempo permanece numa certa posi¢ao ?



ATIVIDADE 14
PONTOS PERIODICOS

Na Atividade 6 trabalhamos com o conceito de ponto fixo de uma fungéo f e
descobrimos duas maneiras de determinar esses pontos:

12) Através da resolucéo da equagdo f(x) = x.

2%) Através do grafico de f. Basta intersectar o grafico de f comaretay = x.
A primeira coordenada de cada ponto de intersec¢ao encontrado € um ponto fixo.

Veja que na nossa conhecida “Funcao Tenda”, o grafico intersectaareta y = x
quandox =0ex = % Assim,x=0ex = % sao os pontos fixos da “Funcao Tenda”.

Figura 7: Funcao Tenda

¥

=)/ ye=x

CAIeD o

Fonte: Elaborada pelo autor

A seguir complicaremos um pouco mais nossa pesquisa! Para nos auxiliar,
utilizaremos o software/aplicativo GeoGebra. Veja como € a tela inicial do software
GeoGebra e algumas instrucoes.

o oo Figura 8: Instrucées GeoGebra
B2~ [o)o)[4]N][=][ < e il T

X

JANELA DE NESSES COMANDOS VOCE Hale @: < =

ALCEBRA PODE CONFIGURAR O
15| TAMANHO DOS EIXOS E

DISTANCIAMENTO DOS

PONTOS, DENTRE OUTRAS
OPCOES.

0O CAMPO "ENTRADA" E ONDE
DIGITAMOS OS COMANDOS
PARA INSERIR AS FUNCOES.
ELE PODE APARECER NA
PARTE INFERIOR DA PAGINA
OU NO CANTO SUPERIOR
ESQUERDO.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

0.5

Wy

o (o (>




Dada uma fungao f, vamos nos dedicar a encontrar os pontos fixos da funcéo

f? = fof.Mas, esses pontos fixos da fungdo f?, ndo poderéo ser pontos fixos da
funcao f. Esses pontos encontrados serao chamados de pontos periédicos de f de
periodo 2.

Em linguagem matematica, dizemos que um ponto p é um ponto periodico de
f de periodo 2 quando f2(p) =p e f(p) # p.
Comecemos 0 nosso experimento com a Funcéo Tendal!

Se representarmos por f a Fungdo Tenda, para descobrirmos os pontos fixos
de f? precisaremos do graficode f2 = fo f.

Esbogaremos primeiro o grafico de f. Lembre que a Fungédo Tenda tem a
seguinte lei

2x, 0<x

fx) =

1
S_
2
x <

1
-2 2, = 1
X+ 2<

Assim, na caixa de Entrada do GeoGebra insira o comando abaixo

Figura 9: Comando de f no GeoGebra

f(x) = Se( 0==x=<=1/2, 2x,Se( 1/2<x<=1,2-2x ) )

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
e aperte ENTER, para obter o grafico de f.

Figura 10: Grafico de f

€2 Grfico - GeoGebra = X

°A/}xf>'®@4xii~% S5c Q =

Fungdo =N , Hialcix i =
9) _ 2 x 0<x<05
) {2—2)( :05<x<1

0.5

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)



Para o grafico de f?, insira o comando a seguir na caixa de Entrada

Figura 11: Comando de f2 no GeoGebra

l9(x)=f(f(x))

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
e aperte ENTER.

Figura 12: Grafico de f2

€2 Gréfico - GeoGebra - =] X
DR CIEPINEE oc Q=
Fungao ) ACH I @
o _ [ 2x :0<x<05"
) {272>< 105 <x<1
2 1.5
g(x) = f(f(x))
2Se(0< <1 2% . 1
=) ] _X__E. X, oe §<
] 2-2s 2loys
— EO,X,E- X, Se 05
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5
.3
Q
-0.5
Q
£

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Note que, na Figura 12, o grafico de f esta em vermelho e o grafico de de f?2
esta em azul.

0OS PONTOS PERIODICOS DE PERIODO 2

Coloque o préoximo comando na caixa de Entrada do GeoGebra:

Figura 13: Comando da reta y=x no GeoGebra

(h: y=x

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Obtemos areta y = x.



Figura 14: Grafico de y = x intersectando o grafico de f?

€7 Grifico - GeoGebra - X

DY S s PANEE 5 Q=

Fungao =N g B ACH I @
o _ [ 2x :0<x<05°
Hx) {2—2x 105 <x<1

g(x) = f(f(x))

1 1
) 2Se(0§x§§.2x.5e<§< !
- 1
2—2Se O_x§5.2x.Se 05
Reta
® . y = x 14 -05 05 1 15 2 25 3 ﬁ3.5
05
Q

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Em seguida, podemos marcar os pontos que pertencem a reta e ao grafico

de f2, mas ndo pertencem ao grafico de f.
Aperte o botao indicado pelo ponto A
=] §

e dé um clique com o cursor do mouse nos pontos procurados.

Figura 15: Pontos de intersecgao dos grafico de y = x e de f?

€2 Grifico - GeoGebra ) ) )
R [A 00 &N = e Lol
s CZ-2X [UD<XS|_ B =
’\’ . We -~ s i =
g(x) = f(f(x))
2se(0<x <t 25 56 2
(2] e < X< 5 X, o€ 5 15
- 1
2_Zse<0_X§—.2x.Se
5 1
B
Ponto
A = Intersesio(g, h, (04,0.4)) 05 A
ﬂ ~ (0.4, 0.4)
B = Intersecdo(g,h, (0.8,08)) o] -05 05 1 15 2 25 PP
Q ~ (0.8, 0.8) 8
Reta :

@ hie y =ix

-1

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)



Note na Figura 15, que os pontos A e B sao os pontos procurados € a primeira
coordenada de cada um deles nos da os pontos periédicos de periodo 2 de f. Essas

coordenadas estdo na Janela de Algebra, indicadas pelas setas.

Continue com o GeoGebra aberto e responda:

i) Quantos pontos fixos a Fun¢ao Tenda tem?

ii) Quantos pontos periddicos de periodo 2 a Fungao Tenda tem?

iii) Quais sao os pontos fixos da Fungao Tenda?

iv) Quais sao os pontos periédicos de periodo 2 da Fungdo Tenda? Consulte a Janela
de Algebra do GeoGebra.

Os pontos periodicos de periodo 3

A seguir, repetiremos o processo para encontrar os pontos fixos da funcéo
f3=fofof.Mas, esses pontos fixos da funcdo f3, ndo poderdo ser pontos fixos da
funcdo f e ndo poderdo ser pontos fixos da funcdo f2. Esses pontos encontrados

serao chamados de pontos periédicos de f de periodo 3.

Em linguagem matematica, dizemos que um ponto p € um ponto periédico de
f de periodo 3 quando f*(p) = p, f*(p) #p e f(p) # p.

Novamente com o GeoGebra, fagamos os graficos da Fungdo Tenda f, da

funcéo f2 e de y = x, conforme fizemos acima.

1. Emseguida, obtenha o grafico da funcao f com o seguinte comando na Caixa

de Entrada:

Figura 16: Comando de f3 no GeoGebra

|P(x) = f(f(f(x)))

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)



2. Marque no GeoGebra os pontos que pertencem areta y = x e ao grafico de f3,

mas nao pertencem ao grafico de f e ao grafico de f2.

3. Quantos pontos periédicos de periodo 3 a Fungéo Tenda tem?

4. Quais sao os pontos periédicos de periodo 3 da Fungao Tenda?

CURIOSIDADE®

Em linguagem matematica, dizemos que um ponto p é um ponto
periddico de f de periodo n quando

=

=
&
s

) 2
£
=

3
E

br'nof

f@=p, @ =p, 2@ #p, 3@ #p,..f2(P)#p e f(p) # p-)

Imagem disponivel em:
https://sophiaofnature. wordpres
s.com/2014/12/13/a-historia-do-
cerebro/

-

Continue o processo acima e determine os pontos periddicos de f de
periodo 4 e os pontos periddicos de f de periodo 5.

DESAFIO 1

PONTOS PERIODICOS

/




FE N Imagem disponivel em:
: https://sophiaofnature.wordpres
! A' l s.com/2014/12/13/a-historia-do-
cerebro/
PONTOS PERIODICOS
Através do GeoGebra podemos observar um certo padrao nos

graficos de f,f2ef3. Vocé seria capaz de fazer abaixo o esbogo
do grafico de f®? Tente!!!

; Imagem disponivel em:
https://sophiaofnature.wordpres

. s.com/2014/12/13/a-historia-do-
PONTOS PERIODICOS cerebro/

f tem pontos periddicos de todos os periodos n?




>>) . i DD
O TEOREMA DE LI E YORKE

| - Faga no GeoGebra o grafico da funcao g:[0,2] - [0, 2],

()_{Z—x, 0<x<1
9= 1x-1, 1<x<2

I - Em seguida, obtenha no GeoGebra os graficos de g?%(x)=g(g(x)),
g =gg(g)) ey=nx.

lll - Consultando os graficos construidos, responda:

a) g tem pontos fixos? Quantos?
b) g tem pontos peridédicos de periodo 2?7 Quantos?
c) g tem pontos periédicos de periodo 3? Quantos?

IV — Comparando a Fungao Tenda da Atividade 14 com a fungdo g dessa
atividade, marque a melhor opgao em cada item abaixo:

a) E possivel esbogar o grafico da fungéo <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>