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RESUMO

Neste trabalho, abordamos os conceitos de ponto fixo e de ponto periódico de um sistema
dinâmico discreto. Mais especificamente, utilizamos ferramentas fundamentais da Análise Real,
como o Teorema do Valor Intermediário, para garantir a existência de tais pontos num sistema
dinâmico unidimensional. Apresentamos também o Teorema de Li e Yorke, que afirma que a
existência de um ponto periódico de período 3 num sistema dinâmico garante a existência de
pontos periódicos de qualquer período. Finalizamos com um ”Caderno de Atividades” que aborda
tal conteúdo na dinâmica de funções afins e funções afins por partes. Trata–se de um material
destinado aos alunos do Ensino Médio, que, além de contemplar as competências e habilidades
propostas na BNCC, auxilia o professor a trabalhar de forma investigativa e participativa os
conteúdos propostos nessa etapa escolar.

Palavras-chave: Pontos fixos. Pontos periódicos. Teorema de Li e Yorke.



ABSTRACT

In this paper, we discuss the concepts of fixed points and periodic points of a discrete
dynamical system. More specifically, we use fundamental tools of Real Analysis, such as the
Intermediate Value Theorem, to guarantee the existence of such points in a unidimensional
dynamical system. We also present the Li and Yorke Theorem, which states that the existence of
a periodic point of period 3 in a dynamical system guarantees the existence of periodic points of
any period. The paper ends with an ”Activity Book” that addresses such content in the dynamics
of affine functions and piecewise affine functions. This “Activity Book”, intended for high
school students, contemplates the competences and skills proposed at CNCB (Common National
Curriculum Base) and helps the teacher to work the contents proposed in an investigative and
participatory way.

Keywords: Fixed points. Periodic points. Li and Yorke’s theorem.
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1 INTRODUÇÃO

Nesse primeiro capítulo apresentamos o objetivo, a justificativa e a estrutura desse
trabalho. Essa dissertação traz primeiramente uma formalização matemática e em seguida uma
proposta metodológica para a sala de aula, com o propósito de explorar noções básicas de sistemas
dinâmicos e motivar o interesse pela área.

1.1 OBJETIVO

O objetivo geral desse trabalho é apresentar um referencial teórico e didático que pos-
sibilite, tanto aos alunos do ensino básico quanto aos do ensino superior, o desenvolvimento
de capacidades investigativas na área da matemática, e que permita também aos professores da
Educação Básica visualizarem a conexão entre os conceitos trabalhados em sala de aula e alguns
fundamentos matemáticos das áreas de Análise e Sistemas Dinâmicos.

1.2 JUSTIFICATIVA

A dificuldade dos alunos em relação à aprendizagem matemática é evidenciada nas
diversas avaliações em nível nacional ou internacional, bem como no cotidiano escolar. Sabemos
que muitos fatores estão envolvidos nesse fato, dentre eles a metodologia de ensino e a motivação
do próprio aluno.

Para os alunos, a principal razão do insucesso na disciplina deMatemática
resulta desta ser extremamente difícil de compreender. No seu entender,
os professores não a explicam muito bem nem a tornam interessante.
Não percebem para que serve nem porque são obrigados a estudá-la.
Alguns alunos interiorizam mesmo desde cedo uma auto-imagem de
incapacidade em relação à disciplina. Dum modo geral, culpam-se a si
próprios, aos professores, ou às características específicas da Matemática
(PONTE, 1994, p. 2).

Diante desse quadro, há necessidade de promover mudanças no ensino e na abordagem
dos conteúdos matemáticos, buscando novas formas de ensino que tornem a matemática mais
interessante e dinâmica. O professor pode ter papel fundamental nesse processo, sendo um
organizador da aprendizagem.

Numa perspectiva de trabalho em que se considere o aluno como prota-
gonista da construção de sua aprendizagem, o papel do professor ganha
novas dimensões. Uma faceta desse papel é a de organizador da aprendi-
zagem; para desempenhá-la, além de conhecer as condições sociocultu-
rais, expectativas e competência cognitiva dos alunos, precisará escolher
os problemas que possibilitam a construção de conceitos e procedimentos
e alimentar os processos de resolução que surgirem, sempre tendo em
vista os objetivos a que se propõe atingir. (BRASIL, 1998, p. 38).
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A seleção de conteúdos e a dinâmica em sala de aula também contribuem para o desen-
volvimento do aluno. A Matemática nesse nível escolar tem um papel formativo e instrumental,
contribuindo para que o aluno estruture o pensamento e o raciocínio dedutivo, perceba as técnicas
e estratégias a serem aplicadas em outras áreas do conhecimento e nas atividades profissionais,
reconhecendo também a matemática como ciência, com suas características estruturais específi-
cas. Enfim, é necessário apresentar ao aluno informações e instrumentos necessários para que
seja possível a ele continuar aprendendo e aperfeiçoando-se ao longo da vida (BRASIL, 2000).

Uma forma de motivar o interesse dos discentes pelo conhecimento e proporcionar uma
melhora significativa no desempenho dos mesmos é promover um contato com a pesquisa
científica, incentivando a prática investigativa em sala de aula nos vários níveis de conhecimento
matemático. “A prática pedagógica de investigações matemáticas tem sido recomendada por
diversos estudiosos como forma de contribuir para uma melhor compreensão da disciplina em
questão.” (PARANÁ, 2008, p.67). Essa é uma metodologia onde há a participação efetiva do
aluno na realização das atividades, fazendo com que ele aprenda de forma progressiva. Esse
processo construtivo do saber é fundamental para a aprendizagem matemática.

Numa investigação matemática, parte-se de uma questão muito geral ou
de um conjunto de informações pouco estruturadas a partir das quais se
procura formular uma questão mais precisa e sobre ela produzir diversas
conjecturas. Depois, testam-se essas conjecturas, algumas das quais,
perante contra-exemplos, poderão ser desde logo abandonadas. Outras,
sem se revelarem inteiramente corretas, poderão ser aperfeiçoadas. Neste
processo, por vezes formulam-se novas questões e abandonam-se, em
parte ou no todo, as questões iniciais. As conjecturas que resistirem a
vários testes vão ganhando credibilidade, estimulando a realização de
uma prova que, se for conseguida, lhes conferirá validade matemática.
(PONTE, 2003, p.2).

Sendo o professor o orientador e intermediador desse processo, faz-se necessário possuir
uma formação matemática sólida, para que auxilie seu aluno a construir esse conhecimento de
forma eficaz e significativa. Por isso, este trabalho faz uma abordagem que evolui de conceitos
básicos a conteúdos matemáticos mais elaborados.

Essa ponte entre o conhecimento da educação básica e a formação sólida do professor,
contribui para o constante aperfeiçoamento e a reestruturação de práticas pedagógicas.

Aprender Matemática não é simplesmente compreender a Matemática já
feita, mas ser capaz de fazer investigação de natureza matemática (ao
nível adequado a cada grau de ensino). Só assim se pode verdadeira-
mente perceber o que é a Matemática e a sua utilidade na compreensão do
mundo e na intervenção sobre o mundo. Só assim se pode realmente do-
minar os conhecimentos adquiridos. Só assim se pode ser inundado pela
paixão “detetivesca” indispensável à verdadeira fruição da Matemática.
Aprender Matemática sem forte intervenção da sua faceta investigativa
é como tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e
recebendo informação sobre como o conseguem. Isso não chega. Para
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verdadeiramente aprender é preciso montar a bicicleta e andar, fazendo
erros e aprendendo com eles. (BRAUMANN, 2002, p. 5).

Neste trabalho, ao propormos o estudo de funções afins por partes no ensino médio através
da abordagem de alguns conceitos básicos da Teoria de Sistemas Dinâmicos, com enfoque nos
pontos periódicos de funções reais de uma variável real, almejamos trabalhar de uma forma
diferenciada as propostas da BNCC relacionadas ao estudo de funções definidas por uma ou
mais sentenças polinomiais do 1º grau.

Nossos livros da educação básica carecem desse tipo de abordagem. Isso faz com que os
alunos não questionem, não desenvolvam a observação e a investigação na relação entre equações
e seus gráficos. É necessário inovar no ensino desse conteúdo, oferecendo uma abordagem que
facilite a compreensão por parte do aluno.

O estudo das funções permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciências, necessária para expressar a relação
entre grandezas e modelar situações-problema, construindo modelos
descritivos de fenômenos e permitindo várias conexões dentro e fora da
própria matemática. Assim, a ênfase do estudo das diferentes funções
deve estar no conceito de função e em suas propriedades em relação
às operações, na interpretação de seus gráficos e nas aplicações dessas
funções. (BRASIL, 2002, p.121).

Independente do ponto de partida, todo processo de investigação resulta em diversos
questionamentos, que orientados na direção certa, produzem conhecimento. Cabe ao aluno
um papel ativo no processo de investigação e ao professor ser um orientador desse processo,
adequando o nível de ensino e incentivando os seus discentes a compreenderem o verdadeiro
sentido da matemática.

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

No Capítulo 2 abordamos alguns conceitos e resultados básicos sobre o conjunto dos
números reais, funções e continuidade de funções. No Capítulo 3 trazemos os conceitos de ponto
fixo e de ponto periódico de um sistema dinâmico f : I ⊂ R → I e utilizamos o Teorema do
Valor Intermediário para garantir a existência de tais pontos. No Capítulo 4 apresentamos o
Teorema de Li e Yorke, que nos dá condições suficientes para que um sistema dinâmico f tenha
pontos periódicos de todos os períodos. Finalmente, no Capítulo 5, apresentamos uma proposta
didática, o Caderno de Atividades, bem como o referencial teórico que reforça a utilização dessa
proposta. O Caderno de Atividades está associado ao processo investigativo na construção do
conhecimento, consolidação e fixação de alguns conteúdos expostos nesse trabalho.



10

2 CONCEITOS BÁSICOS E DEFINIÇÕES

Nesse capítulo trazemos os pré-requisitos necessários para uma melhor compreensão do
Capítulo 3. A teoria sobre o conjunto dos números reais, o conceito de funções, de funções afins,
de funções afins por partes e de funções contínuas são comumente trabalhados nos cursos de
graduação em Matemática, mais especificamente nas disciplinas de Cálculo I e Análise Real, o
que nos fez optar por uma breve exposição sobre tais conteúdos.

2.1 O CONJUNTO DOS NÚMEROS REAIS

É conhecido que o conjunto dos números reais R é um corpo ordenado completo, veja
Bartle (1982). Nesta seção, relembraremos algumas definições e propriedades relacionadas à
completeza de R. Inicialmente, relembramos algumas notações que representam subconjuntos
especiais de R, chamados intervalos:

(1) [a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}

(2) (a; b) = {x ∈ R; a < x < b}

(3) [a; b) = {x ∈ R; a ≤ x < b}

(4) (a; b] = {x ∈ R; a < x ≤ b}

(5) (−∞; b] = {x ∈ R; x ≤ b}

(6) (−∞; b) = {x ∈ R; x < b}

(7) [a; +∞) = {x ∈ R; x ≥ a}

(8) (a; +∞) = {x ∈ R; x > a}

(9) (−∞; +∞) = R.

Definição 2.1 Seja A um subconjunto de R. Dizemos que A é limitado inferiormente quando
existir r ∈ R tal que r ≤ a para todo a ∈ A. Neste caso, chamamos r de uma cota inferior de A.

De forma análoga, dizemos que A é limitado superiormente quando existir s ∈ R tal
que a ≤ s para todo a ∈ A. Neste caso, s é dita uma cota superior de A.

Definição 2.2 Um subconjunto A de R é dito limitado se A for limitado inferiormente e superi-
ormente.

Proposição 2.1 Um subconjunto A de R é limitado se, e somente se, existem r, s ∈ R tais que
A ⊆ [r, s].

Prova.

(⇒) Se A é limitado, pelas Definições 2.2 e 2.1, existem r, s ∈ R tais que r ≤ a e a ≤ s

, ∀a ∈ A. Portanto, r ≤ a ≤ s , ∀a ∈ A, isto é, A ⊆ [r, s].
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(⇐) Se existem r, s ∈ R tais que A ⊆ [r, s], então ∀a ∈ A , r ≤ a ≤ s, ou seja, r ≤ a e
a ≤ s, ∀a ∈ A. Assim, pela Definição 2.1, A é limitado inferiormente por r e superiormente por
s. Logo, pela Definição 2.2, A é limitado.

Definição 2.3 Seja A um subconjunto não vazio de R. Um número real r0 é chamado de ínfimo
de A se satisfaz as seguintes condições:

(i) r0 ≤ a, para todo a ∈ A;

(ii) Se r ∈ R e r ≤ a, para todo a ∈ A, então r ≤ r0.

Denotamos r0 = inf A.

Note que inf A é a maior das cotas inferiores de A.

Proposição 2.2 . As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Se r ∈ R e r ≤ a, para todo a ∈ A, então r ≤ r0.

(b) Se r0 < r, então existe a ∈ A tal que a < r.

Prova.

(a) ⇒ (b)

Suponha r0 < r. Caso não exista a ∈ A tal que a < r, então r ≤ a, para todo a ∈ A.
Assim, por hipótese, r ≤ r0. Contradição. Logo, existe a ∈ A tal que a < r.

(b) ⇒ (a)

Seja r ∈ R tal que r ≤ a, para todo a ∈ A. Se r > r0, então existe a0 ∈ A, tal que
a0 < r. Contradição. Logo, r ≤ r0.

Definição 2.4 . Seja A um subconjunto não vazio de R. Um número real s0 é chamado de
supremo de A se satisfaz as seguintes condições:

(i) a ≤ s0, para todo a ∈ A;

(ii) Se s ∈ R e a ≤ s, para todo a ∈ A, então s0 ≤ s.

Denotamos s0 = sup A.

Analogamente, sup A é a menor das cotas superiores de A.

Proposição 2.3 . As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Se s ∈ R e a ≤ s, para todo a ∈ A, então s0 ≤ s.

(b) Se s < s0, então existe a ∈ A tal que s < a.
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Prova.

A prova segue de forma análoga à demonstração da Proposição 2.2.

Axioma do Supremo. Todo subconjunto não vazio e limitado superiormente possui um
supremo.

Proposição 2.4 Todo subconjunto não vazio de R e limitado inferiormente possui um ínfimo.

Prova.

Sejam A ⊂ R um subconjunto não vazio, limitado inferiormente e r uma cota inferior de
A. Por definição, r ≤ a, ∀a ∈ A, e portanto −r ≥ −a, para todo a ∈ A.

Considere B = {−a; a ∈ A}. Então, B é não vazio e limitado superiormente. Assim,
pelo Axioma do Supremo, B possui supremo. Mostraremos que inf A = − sup B.

Seja b = sup B. Então b ≥ −a, ∀a ∈ A. Logo, −b ≤ a, para todo a ∈ A, o que implica
que −b é cota inferior de A.

Seja t uma cota inferior de A, isto é, t ≤ a, ∀a ∈ A. Daí, −t ≥ −a , ∀a ∈ A. Logo, −t

é cota superior de B. Pela definição de supremo, −t ≥ b, e portanto, t ≤ −b. Assim, −b é a
maior das cotas inferiores de A. Logo, inf A = − sup B.

2.2 FUNÇÕES

Definição 2.5 Sejam A e B dois conjuntos não vazios. Uma função f de A em B (representada
por f : A → B) é uma associação que a cada elemento x do conjunto A faz corresponder
exatamente um elemento do conjunto B, designado por f(x) e chamado de imagem de x pela
função f . Nessas condições, o conjunto A é chamado o domínio da função f (denotado por
Dom(f)), o conjunto B é chamado o contradomínio da função f e o conjunto {f(x); x ∈ A}

é chamado o conjunto imagem da função f (denotado por Im(f)). A notação f : A → B

significa que f é uma função de A em B.

O nosso propósito é abordar alguns aspectos dinâmicos de certas funções reais de uma
variável real f : I → R, onde I é um intervalo contido em R.

Definição 2.6 Sejam I um subconjunto de R não vazio e f : I → R. O gráfico de f é o
subconjunto do plano R × R,

Gr(f) = {(x, f(x)); x ∈ I}.

Definição 2.7 Sejam f : I → R e g : J → R duas funções tais que f(I) ⊂ J . A função
g ◦f : I → R, definida por (g ◦f)(x) = g(f(x)), é chamada a composta de g com f e o símbolo
◦ representa a operação de composição.
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2.5 FUNÇÃO CONTÍNUA

Antes de trabalharmos Função Contínua fazemos uma breve abordagem sobre sequência
de números reais, que será útil em seguida. Sugerimos Lima (2017) para um estudo mais
detalhado.

Definição 2.12 Uma sequência de números reais é uma função x : N → R, que associa a cada
número natural n um número real xn, chamado o n−ésimo termo da sequência.

Utilizamos a notação (xn)n∈N para indicar a sequência cujo n−ésimo termo é xn.

Definição 2.13 Dizemos que uma sequência (xn)n∈N converge para um número real a quando
para todo número real ε > 0 arbitrário, existe um natural n0 tal que

xn ∈ (a − ε, a + ε), sempre que n ≥ n0.

Escreve-se lim
n→+∞

xn = a

Proposição 2.6 Se lim
n→+∞

xn = a e lim
n→+∞

yn = b, com a, b números reais, então

(i) lim
n→+∞

xn + yn = a + b.

(ii) lim
n→+∞

xn · yn = a · b.

Prova.

(i) Seja ε > 0. Por hipótese, existem n1, n2 ∈ N tais que

xn ∈
(

a − ε
2
, a + ε

2

)

, sempre que n ≥ n1 e yn ∈
(

b − ε
2
, b + ε

2

)

, sempre que n ≥ n2.

Daí,

|xn − a| < ε
2
para todo n ≥ n1 e |yn − b| < ε

2
para todo n ≥ n2.

Tome n0 = max {n1, n2}. Então,

|(xn + yn) − (a + b)| ≤ |xn − a| + |yn − b| < ε para todo n ≥ n0,

isto é,
xn + yn ∈ (a + b − ε, a + b + ε) para todo n ≥ n0.

Logo, lim
n→+∞

xn + yn = a + b.

(ii) Veja Lima (2017).
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Definição 2.14 Sejam I ⊆ R, a ∈ I e f : I → R. Diz-se que f é contínua em a se, para todo
ε > 0, existe r > 0 tal que

f(x) ∈ (f(a) − ε, f(a) + ε) sempre que x ∈ I ∩ (a − r, a + r).

Proposição 2.7 (Critério Sequencial) f é contínua em a se, e somente se, para qualquer sequên-
cia (xn)n∈N de elementos de I tal que lim

n→+∞

xn = a, tem-se lim
n→+∞

f(xn) = f(a).

Prova.

(⇒) Sejam (xn)n∈N uma sequência de elementos de I tal que lim
n→+∞

xn = a e ε > 0.
Como f é contínua em a, ∃r > 0 tal que

f(x) ∈ (f(a) − ε, f(a) + ε) sempre que x ∈ I ∩ (a − r, a + r).

Entretanto, existe n0 ∈ N tal que xn ∈ (a − r, a + r) ∀n ≥ n0. Assim,

f(xn) ∈ (f(a) − ε, f(a) + ε), ∀n ≥ n0.

Logo, lim
n→+∞

f(xn) = f(a).

(⇐) Suponha que f não é contínua em a. Então, existe ε > 0 tal que para todo n natural,
∃ xn ∈ I ∩

(

a − 1

n
, a + 1

n

)

de modo que f(xn) 6∈ (f(a) − ε, f(a) + ε). Consequentemente,
temos uma sequência (xn)n∈N que converge para a. Porém, (f(xn))n∈N não converge para f(a).
Logo, a recíproca está provada.

Exemplo 2.6 A função f : [0, 1] → [0, 1], f(x) =











2x, 0 ≤ x ≤ 1

2

2 − 2x, 1

2
< x ≤ 1

é contínua em a = 1

2
.

De fato, seja ε > 0. Tome r = ε
2
e considere x ∈ [0, 1] ∩

(

1

2
− ε

2
, 1

2
+ ε

2

)

.

Para x ∈ [0, 1] ∩
(

1

2
− ε

2
, 1

2

]

, isto é, 1

2
− ε

2
< x ≤ 1

2
e x ≥ 0, temos:

f(x) = 2x e 1 − ε < 2x ≤ 1

⇒ f(x) ∈ (1 − ε, 1 + ε) =
(

f
(

1

2

)

− ε, f
(

1

2

)

+ ε
)

.

Para x ∈ [0, 1] ∩
(

1

2
, 1

2
+ ε

2

)

, temos

1

2
< x < 1

2
+ ε

2
e x ≤ 1

⇒ f(x) = 2 − 2x e −1 − ε < −2x < −1

⇒ 1 − ε < 2 − 2x < 1 ⇒ f(x) ∈ (1 − ε, 1 + ε) =
(

f
(

1

2

)

− ε, f
(

1

2

)

+ ε
)

.

Logo, f é contínua em 1

2
.
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Proposição 2.8 Se f, g : I → R são contínuas em a ∈ I , então f + g e f · g também o são.

Prova.

Seja (xn)n∈N uma sequência em I , tal que lim
n→+∞

xn = a. A continuidade de f e g em a

garante, de acordo com a Proposição 2.7, que

lim
n→+∞

f(xn) = f(a) e lim
n→+∞

g(xn) = g(a).

Segue das Propriedades de Operação com Sequências que

lim
n→+∞

(f + g)(xn) = lim
n→+∞

(f(xn) + g(xn))

= lim
n→+∞

f(xn) + lim
n→+∞

g(xn)

= f(a) + g(a)

= (f + g)(a)

e

lim
n→+∞

(f · g)(xn) = lim
n→+∞

(f(xn) · g(xn))

= ( lim
n→+∞

f(xn)) · ( lim
n→+∞

g(xn))

= f(a) · g(a)

= (f · g)(a)

Portanto, novamente pela Proposição 2.7, f + g e f · g são contínuas em a.

Definição 2.15 Diz-se que f é contínua em I se f é contínua em todo a ∈ I . Além disso, se f é
contínua em seu domínio diremos que f é contínua.

Exemplo 2.7 Considere a constante γ ∈ R e f : R → R dada por f(x) = γ.

Então, f é contínua.

Prova.

Sejam x0 ∈ R e (xn)n∈N uma sequência de números naturais convergindo para x0. Assim,
(f(xn))n∈N é a sequência constante (γ)n∈N, e portanto, converge para γ = f(x0). Logo, f é
contínua em x0 para todo x0 ∈ R. Portanto, f é contínua.

Exemplo 2.8 Sejam a ∈ R, a 6= 0 e f : R → R dada por f(x) = ax.

Então, f é contínua.

Prova.

Sejam x0 ∈ R e (xn)n∈N uma sequência em R convergindo para x0. Então, (f(xn))n∈N

é a sequência (axn)n∈N que, por propriedade de convergência de sequências, converge para
ax0 = f(x0). Logo, f é contínua em x0 para todo x0 ∈ R.
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Exemplo 2.9 Sejam a, b ∈ R, a 6= 0, b 6= 0 e f : R → R dada por f(x) = ax + b.

Então, f é contínua.

Prova.

Segue da Proposição 2.8, dos Exemplos 2.7 e 2.8.
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3 SISTEMAS DINÂMICOS

A área de Sistemas Dinâmicos é um ramo da Matemática que estuda e investiga processos
em movimento. Tais processos estão presentes em várias áreas. O movimento das estrelas e
galáxias, por exemplo, é um sistema dinâmico, que tem sido estudado durante séculos por
milhares de matemáticos e cientistas. O mercado de ações, o clima no planeta, o crescimento e o
decrescimento populacional e o movimento de um pêndulo também são exemplos de sistemas
dinâmicos que sofrem alterações com o tempo.

Mas, o que matemáticos e cientistas procuram na pesquisa de sistemas dinâmicos? Como
esses sistemas retratam movimentos e mudanças com o passar do tempo, tais pesquisadores
visam descrever e prever os movimentos de cada sistema em tempos futuros muito distantes.

Há dois modelos principais de sistemas dinâmicos: o sistema dinâmico contínuo e o
sistema dinâmico discreto. Neste trabalho nos restringiremos aos sistemas dinâmicos discretos.

3.1 SISTEMA DINÂMICO DISCRETO

Um sistema dinâmico discreto em um conjunto I é uma função f : I → I . Ao iniciarmos
com um ponto x0 ∈ I , que corresponde ao instante zero, f(x0) ∈ I representará o estado de x0

uma unidade de tempo depois.

Definição 3.1 (Órbita) Considere o sistema dinâmico f : I → I e x0 ∈ I . Chamamos de órbita
de x0 em relação ao sistema f o conjunto

Of (x0) = {x0, f(x0), f 2(x0), f 3(x0), f 4(x0), ...}

Um dos objetivos do pesquisador da área é investigar o comportamento da órbita de
cada ponto do conjunto no qual está definido o sistema. Em particular, determinar os pontos de
acumulação de (fn(x0))n∈N e pesquisar a presença de pontos fixos ou periódicos no sistema são
questionamentos fundamentais na análise do mesmo.

Daqui em diante, direcionamos esse trabalho à existência de pontos fixos e de pontos
periódicos de um sistema dinâmico discreto em um subconjunto de R.

3.2 PONTOS FIXOS E PONTOS PERIÓDICOS

Definição 3.2 Sejam I ⊆ R não vazio e f : I → I . Dizemos que x0 ∈ I é um ponto fixo de f ,
se f(x0) = x0.

Geometricamente, x0 ser um ponto fixo de f significa que o gráfico de f e a reta y = x

se intersectam no ponto (x0, x0).
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4 O TEOREMA DE LI E YORKE

Em 1964 o matemático Oleksandr Mykolaiovych Sharkovskii publicou num jornal
ucraniano um notável teorema, conhecido como o Teorema de Sharkovskii. Neste trabalho,
Sharkovskii reordena o conjunto dos números naturais e prova que se uma função contínua tem
um ponto periódico de período n então terá pontos periódicos de qualquer período menor que n na
nova ordenação. Na ordenação de Sharkovskii o número 3 é o maior natural e, consequentemente,
se uma função contínua tem um ponto periódico de período 3 então terá pontos periódicos de
qualquer período.

Em 1975 Tien-Yien Li e James A. Yorke publicaram um caso particular do Teorema de
Sharkovskii no trabalho ”Period three implies chaos”. Li e Yorke provaram que se um sistema
dinâmico contínuo possui um ponto periódico de período 3, então também possui um ponto
periódico de período n, para todo n natural.

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados prévios seguidos da demonstração do
Teorema de Li e Yorke.

Proposição 4.1 Sejam I = [a, b], J = [c, d] intervalos em R tais que I ⊂ J e f : J → R uma
função contínua. Se f(I) ⊃ J , então f tem um ponto fixo em I .

Prova.

Como I ⊂ J , c ≤ a ≤ b ≤ d. Por hipótese, f(I) ⊃ J , e como J ⊃ I , temos I ⊂ f(I).
Logo, existem α, β ∈ I tais que f(α) = a e f(β) = b.

Se α = a ou β = b, a demonstração está concluída. Suponhamos α 6= a e β 6= b. Como
α, β ∈ I , temos a < α ≤ b e a ≤ β < b .

Consideremos a função contínua h(x) = f(x) − x. Assim,
h(α) = f(α) − α = a − α < 0 < b − β = f(β) − β = h(β)

e pelo Teorema do Valor Intermediário, existe x0 ∈ I tal que h(x0) = 0, ou seja, f(x0) = x0.

A Figura 4.1 ilustra a situação descrita na Proposição 4.1.
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Assim,

f(I ′

0) = I ′

1 ⊂ I1;
f 2(I ′

0) = f(I ′

1) = I ′

2 ⊂ I2;
f 3(I ′

0) = f(I ′

2) = I ′

3 ⊂ I3;
...

fn−1(I ′

0) = f(I ′

n−2) = I ′

n−1 ⊂ In−1;
fn(I ′

0) = f(I ′

n−1) = I0 ⊃ I ′

0.

Consequentemente, pela Proposição 4.1,
∃ p0 ∈ I ′

0 ⊂ I0 tal que fn(p0) = p0,

e além disso,

fk(p0) ∈ I ′

k ⊂ Ik, para todo k = 1, 2, ..., n − 1.

Teorema 4.1 (O Teorema de Li e Yorke). Seja f : R → R uma função contínua. Se f tem um
ponto periódico de período 3, então f tem pontos periódicos de qualquer período.

Prova.

Seja x0 um ponto periódico de f de período 3 com órbita {x0, x1, x2} tal que x0 < x1 <

x2. Assim, f(x1) = x0 ou f(x1) = x2. Sem perda de generalidade, suponhamos f(x1) = x0.
Então, f(x0) = x2 e f(x2) = x1.

Considere os intervalos I0 = [x0, x1], I1 = [x1, x2] e I = [x0, x2].

Afirmação: f(I1) ⊃ I0, f(I0) ⊃ I1 e f(I0) ⊃ I0.

Mostremos primeiramente a inclusão (f(I1) ⊃ I0).

Seja y ∈ I0. Então, x0 ≤ y ≤ x1 ⇒ f(x1) ≤ y ≤ f(x2). Pelo Teorema do Valor
Intermediário, existe x ∈ I1 = [x1, x2] tal que f(x) = y. Logo, y ∈ f(I1).

Agora vejamos a inclusão (f(I0) ⊃ I).

Seja z ∈ I . Então, x0 ≤ z ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ z ≤ f(x0). Pelo Teorema do Valor
Intermediário, existe x ∈ I0 = [x0, x1] tal que f(x) = z. Logo, z ∈ f(I0).

Visto que f(I0) ⊃ I , segue f(I0) ⊃ I1 e f(I0) ⊃ I0.

Pela Proposição 4.1, como f(I0) ⊃ I0, f tem um ponto fixo em I0.

A seguir, provaremos que f tem um ponto periódico de período n para qualquer natural
n ≥ 2.

Seja n ∈ N, n ≥ 2. Tome J0 = J1 = ... = Jn−2 = I0 e Jn−1 = I1. Então,
f(Jk) ⊃ Jk+1, ∀k = 0, 1, 2, ..., n − 2

e f(Jn−1) ⊃ J0.
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Assim, pela Proposição 4.3, existe p0 ∈ J0 = I0 tal que

fn(p0) = p0 e fk(p0) ∈ Jk, ∀k = 1, 2, ..., n − 1

isto é,

fn(p0) = p0,
fk(p0) ∈ I0, ∀k = 1, 2, ..., n − 2 e fn−1(p0) ∈ I1.

Afirmação: p0 é um ponto periódico de período n.

Suponhamos que p0 não seja um ponto periódico de período n. Como fn(p0) =

p0, p0 é um ponto periódico de período menor do que n, e consequentemente, fn−1(p0) ∈

{p0, f(p0), f 2(p0), ..., fn−2(p0)}. Então,

fn−1(p0) ∈ I0 ∩ I1 ⇒ fn−1(p0) = x1

⇒ p0 = fn(p0) = f(fn−1(p0)) = f(x1) = x0

⇒ f(p0) = f(x0) = x2 /∈ I0.

Contradição com fk(p0) ∈ I0, ∀k = 1, 2, ..., n − 2.

Logo, p0 é um ponto periódico de período n.

Note que o teorema acima se adapta facilmente para funções contínuas de [a, b] em [a, b],
com a, b números reais.

A seguir, veremos que a continuidade de f é fundamental para a conclusão do Teorema
de Li e Yorke.

Exemplo 4.1 Considere a função f : [0, 3] → [0, 3], dada por f(x) =











x + 1, 0 ≤ x < 2

x − 2, 2 ≤ x ≤ 3
.

Note que f é uma função descontínua sem pontos fixos e sem pontos periódicos de
período 2. Porém, todos os pontos de [0, 3] são pontos periódicos de período 3.
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5 PROPOSTA DIDÁTICA

O ensino da matemática no ensino médio tem ganhado novos rumos, baseado nas pro-
postas apresentadas nos Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) e na
Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Em ambos os documentos se percebe a necessidade
de uma boa seleção de conteúdos e metodologias para que esses tenham um caráter formativo do
pensamento matemático.

Partimos do princípio de que toda situação de ensino e aprendizagem deve
agregar o desenvolvimento de habilidades que caracterizem o “pensar
matematicamente”. Nesse sentido, é preciso dar prioridade à qualidade
do processo e não à quantidade de conteúdo a ser trabalhados. A escolha
de conteúdos deve ser cuidadosa e criteriosa, propiciando ao aluno um
“fazer matemático” por meio de um processo investigativo que o auxilie
na apropriação de conhecimento. (BRASIL, 2006, p.70).

Segundo a BNCC (2018), no Ensino Médio a área de Matemática e suas Tecnologias
deve promover ações que ampliem o letramento matemático já iniciado no ensino fundamental.
Isso será feito estimulando processos mais elaborados de reflexão e de abstração a partir dos
novos conhecimentos específicos. Ainda segundo esse documento,

Para que esses propósitos se concretizem nessa área, os estudantes de-
vem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigação, de
construção de modelos e de resolução de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo próprio de raciocinar, representar, comu-
nicar, argumentar e, com base em discussões e validações conjuntas,
aprender conceitos e desenvolver representações e procedimentos cada
vez mais sofisticados. Assim, para o desenvolvimento de competências
que envolvem raciocinar, é necessário que os estudantes possam, em
interação com seus colegas e professores, investigar, explicar e justificar
as soluções apresentadas para os problemas, com ênfase nos processos
de argumentação matemática. (BRASIL, 2018, p.529).

Diante de tais necessidades, apresentamos como proposta didática, um Caderno de
Atividades, que se encontra no preâmbulo deste trabalho.

O Caderno de Atividades é um produto educacional que aborda o conceito de ponto fixo
e de ponto periódico de um sistema dinâmico discreto, a partir de conteúdos próprios do Ensino
Médio. O objetivo geral das atividades é contribuir para que o conhecimento do aluno seja
construído progressivamente, de forma investigativa e significativa. Esse tipo de metodologia
gera observações, discussões e possibilita a aplicação de diversos conceitos matemáticos já
conhecidos pelos alunos.

Assim, dentre as várias competências e habilidades propostas na BNCC, trabalhamos
nessa proposta didática as competências específicas que destacam a resolução e elaboração de
problemas e o processo de investigação.
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As habilidades de Resolver e Elaborar Problemas presentes na BNCC abrangem tanto os
problemas cotidianos para os estudantes quanto os problemas próprios da Matemática. Assim, o
professor deve estar preparado para desenvolver situações-problema que tenham significado nas
atividades do dia a dia do aluno e ao mesmo tempo, possa ajudar ao aluno a relacionar conceitos
e procedimentos matemáticos, apresentando as soluções com argumentos consistentes.

A elaboração pressupõe que os estudantes investiguem outros problemas
que envolvem os conceitos tratados; sua finalidade é também promover
a reflexão e o questionamento sobre o que ocorreria se algum dado fosse
alterado ou se alguma condição fosse acrescentada ou retirada. (BRASIL,
2018, p. 536).

As habilidades relacionadas aos processos de investigação são importantes na formação
matemática dos estudantes, pois além de ajudá-lo a formular hipóteses, construir argumentos, a
investigação auxilia o aluno a ver a matemática como ciência.

Isso significa percebê-la como um conjunto de conhecimentos inter-
relacionados, coletivamente construído, com seus objetos de estudo e
métodos próprios para investigar e comunicar seus resultados teóricos
ou aplicados. Igualmente significa caracterizar a atividade matemática
como atividade humana, sujeita a acertos e erros, como um processo
de buscas, questionamentos, conjecturas, contraexemplos, refutações,
aplicações e comunicação. (BRASIL, 2018, p. 240).

Nesse sentido, a proposta do Caderno de Atividades é trabalhar conceitos básicos da área
de pesquisa matemática Sistemas Dinâmicos, utilizando conteúdos abordados no Ensino Médio,
procurando explorá-los melhor e motivar o interesse pela área. O nosso propósito é motivar os
alunos ao questionamento, à observação crítica e à investigação na relação entre as expressões
algébricas e as representações gráficas de uma função.

É interessante provocar os alunos para que apresentem outras tantas rela-
ções funcionais e que, de início, esbocem qualitativamente os gráficos
que representam essas relações, registrando os tipos decrescimento e de-
crescimento (mais ou menos rápido). É conveniente solicitar aos alunos
que expressem em palavras uma função dada de forma algébrica, por
exemplo, f(x) = 2 x + 3, como a função que associa a um dado valor real o
seu dobro, acrescido de três unidades; isso pode facilitar a identificação,
por parte do aluno, da ideia de função em outras situações, como, por
exemplo, no estudo da cinemática, em Física. É importante destacar o
significado da representação gráfica das funções, quando alteramos seus
parâmetros, ou seja, identificar os movimentos realizados pelo gráfico de
uma função quando alteramos seus coeficientes. (BRASIL, 2006, p.72)

Almejamos que nossos alunos tenham uma sólida base matemática, que vejam conexão
entre os conteúdos e experimentem a matemática como ciência viva. Para isso, precisamos
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de aulas mais interessantes, que despertem a curiosidade, para que o próprio aluno faça suas
descobertas sobre o conteúdo abordado. O professor assume então uma postura de articulador
dos saberes, incentivando seus alunos no processo de ensino-aprendizagem. É necessário inovar
no ensino para avançar no conhecimento.
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6 CONCLUSÃO

As noções de ponto fixo e ponto periódico são muito importantes no estudo de Sistemas
Dinâmicos. A partir do Teorema do Valor Intermediário, garantimos a existência de pontos fixos
em funções contínuas do tipo f : I ⊂ R → I que pode ser facilmente visualizado através de
simples análise gráfica de f .

Quanto à existência de pontos periódicos de todos os períodos, não é tão simples visualizar
apenas com o gráfico de f . Porém, o Teorema de Li e Yorke é uma forte ferramenta que reduz
nossa análise ao gráfico de f 3, ou seja, a existência de um ponto periódico de período 3 garante
a existência de pontos periódicos de todos os períodos.

O conceito de pontos periódicos de um sistema dinâmico discreto é um conceito rela-
tivamente simples que envolve diversos conteúdos abordados no Ensino Médio como função,
conjunto imagem, composição de funções, gráfico de funções, equações e suas interpretações
gráficas, entre outros. Assim, tal conceito pode ser abordado no Ensino Médio de forma investi-
gativa, que propicie ao aluno um aprofundamento dos conteúdos envolvidos e uma perspectiva
diferente do modelo de ensino usual.

Mediante o exposto, apresentamos como proposta didática um “Caderno de Atividades”
que está anexado a este trabalho e envolve o estudo de pontos periódicos. É uma sequência
didática pela qual o aluno é incentivado a observar, testar e até mesmo conjecturar, tendo
participação ativa em todo o processo. É um material que traz novidades na forma de abordar o
conteúdo de funções afins e funções afins por partes, incentivando também o uso de tecnologias
na pesquisa feita pelos alunos.

De uma forma geral, buscamos nesse trabalho, contribuir com professores e alunos da
Educação Básica e da graduação em Licenciatura em Matemática, trazendo como proposta ao
ensino de matemática a motivação aos alunos da educação básica à iniciação à pesquisa de
conceitos simples da área de Sistemas Dinâmicos ou de outras áreas da Matemática, para que
tenham a percepção da Matemática como ciência presente em tudo que nos cerca.
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