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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é determinar o semigrupo associado as valori-
zagoes wy e wy correspondentes aos ramos fi; e fo de uma curva algebroide birramificada
f =0 com um ponto singular P sobre um corpo K algebricamente fechado. Determinar
tal semigrupo, como veremos, ¢ equivalente a determinar seus pontos maximais. Para tal,
estudaremos dois casos: em que os ramos possuem tangentes distintas em P e quando a

tangente ¢ a mesma, caso que sera reduzido ao primeiro a partir de uma sequéncia de

explosoes.

Palavras-chave: Curva Algebréide. Singularidade. Semigrupo.



ABSTRACT

The main objective of this work is to determine the semigroup associated with the
valuations w; e ws corresponding to branches f; and fy of a algebroid curve f = 0 with
two branhes and a singular point P on an algebraically closed field K. Determining such
a semigroup, as we shall see, is equivalent to determining its maximal points. To this
end, we will study two cases: in which the branches have distinct tangents in P and when
the tangent is the same, the which case it will be reduced to the first from a blowing-up

sequence.

Key-words: Algebroid Curve. Singularity. Semigroup.
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1 INTRODUCAO

Sejam f € K[[X,Y]] e P = (a,b) um ponto singular de f, ou seja, tal as derivadas
parciais de f em P, fx(P) e fy(P) , sdo simultaneamente nulas, fazendo uma mudanga
de coordenadas se necessario, podemos supor que o ponto P seja a origem de um sistema
de coordenadas. Definimos em K[[X,Y]] uma relacao de equivaléncia e dizemos que
f,9 € K[[X,Y]] sdo equivalentes se existir u € K[[X,Y]] invertivel, tal que f = u - g.
Chamamos de curva algebréide cada classe dessa relagao obtida. Dizemos que f é uma
curva unirramificada quando f é irredutivel em K|[[X,Y]] e dizemos que f é reduzida
quando f = fi- fo--- fn, com f; # f;, ou seja, quando f; e f; nao sao associados se ¢ # j.

Chamamos de ramo de f cada irredutivel f; da decomposicao de f em K[[X,Y]].

O objetivo principal, sob essas hipdteses, é estudar o semigrupo de valoriza¢oes G
associado ao ponto singular P. Vamos nos restringir ao caso em que a curva possui dois
ramos em P, isso significa que f = f; - fo é a decomposicao irredutivel de f no anel de
série de poténcias K[[X,Y]].

Para o caso de curvas unirramificadas, Apéry [2] mostrou em 1946 que G é um
semigrupo simétrico. Ja em 1967, Azevedo [4] demonstrou, em caracteristica zero, que G
cresce fortemente e que a sequéncia dos elementos de G onde 0 maximo divisor comum
varia é uma sequéncia agradavel e gera o semigrupo G. Angermiller [1] generalizou os
resultados de Azevedo para corpos algebricamente fechados quaisquer e apresentou a
seguinte caracterizagdo: G é semigrupo de uma curva algebréide plana irredutivel se, e

somente se, GG cresce fortemente.

Neste trabalho, estudamos em especial os resultados de Garcia [8] e [9] que,
embasados na caracterizagao de Angermiiller, utilizam propriedades das sequéncias de
Apéry para estudar as propriedades do semigrupo G no caso de curvas algebréides

birramificadas, com objetivo de determinar formulas para obté-lo.

o, KX Y]]
Seja O = 0

w1 e we, respectivamente, as valorizagoes discretas correspondentes aos ramos fi e f.

o anel de coordenadas de f na singularidade, denotamos por

Definimos o semigrupo de valorizagoes como sendo G = {(w1(g),w2(g)) € N x N}, onde

w1(g) e wo(g) sdo as imagens de um elemento g € K|[[X, Y]], respetivamente, nos anéis de

K[XY]) ., _ K[X.Y]
(f1) n (fa)

dos dois ramos, ou seja, v = I(fi, fo) = dimg

coordenadas Oy, = . Denotamos por v nimero de intersecao

K[[X, Y]]
(fi.fo)
Projetando GG nos eixos coordenados, obtemos os semigrupos GG; e Gy que sao asso-
ciados respectivamente aos ramos f e fo da decomposi¢do de f em K[[X,Y]]. Mostramos
que tais semigrupos possuem condutores ¢y e ¢y, ou seja, todos os niimeros naturais maiores

que ¢; pertencem a G; e ¢; — 1 ¢ G;, para i = 1,2. Denotamos por ag < a; < -+ < G, 1



e by < by <---by,_1 respectivamente as sequéncias de Apéry associadas a GG; em relagao

a my e a Gy com relacao a mo.
Fixadas tais notagoes, apresentamos a divisao do trabalho:

No Capitulo 2, fazemos uma introducao a resultados preliminares e defini¢oes
basicas de Algebra Comutativa e Curvas Algébricas tais como: anel local, localizacdo,
fecho inteiro, valorizacao discreta e anel de valorizacao discreta. Definimos o anel de série
poténcias, curvas algebréides, o anel de coordenadas de uma curva algebréide, indice de
intersecao de curvas algebroides e apresentamos algumas propriedades e resultados sobre

esses conceitos, que serdao uteis ao estudo desenvolvido nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 3, estudamos semigrupos dos niimeros naturais, o conceito de condutor
e suas propriedades. Definimos sequéncias de Apéry e apresentamos propriedades que

serao uteis as provas dos resultados abordados nos capitulos posteriores.

No Capitulo 4, apresentamos alguns resultados para o caso de curvas unirramificadas,
que serao utilizados no estudo das propriedades de G e que nos permitem determinar
formulas explicitas para obté-lo. Em seguida, estudamos algumas propriedades que
envolvem o anel de coordenadas O, a inclusao O — Oy, x Oy, e o isomorfismo O ~

@fl X @fQ, onde O, (7)f1 e @f2 sao, respectivamente, os fechos inteiros de O, Oy, e Oy,.

Em seguida, definimos o semigrupo G associado a um ponto singular de uma
curva birramificada f € K[[X,Y]] e provamos um importante resultado, que nos permite
determinar G fora de um retangulo formado pelos eixos coordenados e as retas vertical
que contém o ponto v + ¢; e horizontal que contém o ponto v + ¢3. Por fim, definimos

fibras horizontais, verticais e pontos maximais de G.

No Capitulo 5, estudamos as propriedades dos pontos maximais de G. Provamos
que o conhecimento de G é equivalente ao conhecimento de seus pontos maximais. Apre-
sentamos o ponto @ = (v 4+ ¢ — 1,v + ¢3 — 1), mostramos que ) € G e provamos o
Teorema de Simetria dos Pontos Maximais: todo ponto maximo de G possui um simétrico

em relacao a @), que também ¢é ponto maximal.

Prosseguimos para o objetivo de determinar formulas para obter o semigrupo G
em funcao do semigrupo G, associado ao ramo f;, do semigrupo G4, associado ao ramo
fo e do indice de insercao v, dos ramos f; e fy. Inicialmente apresentamos férmulas para
0 caso em que os ramos fi e fy possuem tangentes distintas. Em seguida, estudamos
o comportamento de cuvas com respeito a explosoes e introduzimos uma sequéncia de
explosoes até atingir uma curva com tangentes distintas. Veremos que quando nao ha
mudanca de multiplicidade nessa sequéncia de explosoes, conseguimos determinar férmulas
para se obter GG no o caso geral. Quando a multiplicidade muda em apenas um dos ramos,
que estaremos supondo ser fi, obtemos féormulas que dependem do nimero de geradores

do semigrupo GG;. Se GG; puder ser gerado por 2 ou 3 elementos, conseguimos determinar
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férmulas para G no caso geral, mas se o nimero minimo de geradores para GG for n > 4,

as formulas obtidas dependem da introducao de uma hipétese adicional.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, apresentamos pré-requisitos de Algebra, Algebra Comutativa e
Curvas Algébricas que sdo necessarios para a compreensao dos conceitos abordados nos

capitulos subsequentes. As principais referéncias para os resultados apresentados sao [3],
[5], (6], [9] e [12].

2.1 ANEIS E IDEAIS

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢des e propriedades elementares sobre
anéis e ideais, que sdo conceitos de Algebra Comutativa que fundamentam o estudo deste
trabalho. Abordamos em especial, os conceitos de anel local, localizacao, fecho inteiro,

valorizagao discreta e anel de valorizacao discreta.

Consideramos sempre R um anel comutativo com unidade e K um corpo algebrica-

mente fechado.

Lembramos que todo anel comutativo # {0} possui pelo menos um ideal maximal

e que cada elemento nao invertivel de um anel esta contido em um ideal maximal.

2.1.1 Anel local, localizagcao e fecho inteiro

Definicao 2.1. Um anel local R é um anel que possui um unico ideal maximal m. O

R, .

quociente K = — é chamado de corpo residual. Escrevemos (R, m, K) para denotar um
m

anel local R com ideal maximal m e corpo residual K. Quando R possui um nimero finito

de ideais maximais, dizemos que R é um anel semi-local.
Exemplo 2.1. O ideal I = (X) é o unico ideal maximal do anel de polinémios C[[X]].

Definicao 2.2. Seja R um anel comutativo com unidade. Um sistema multiplicativo de
R é um subconjunto S C R\ {0}, ndo vazio, tal que 1z € S e S é fechado com respeito &

multiplicagdo de R. Em R x S, definimos a relacao = por:
(x,s) = (y,t) < (xt—ys)u=0, para algum u € S.
Vamos mostrar que a relacao definida acima é uma relacdo de equivaléncia para
todos z,y,z € R, t,s,v € S. Temos:

Reflexiva: Tomando u = 1, temos: (zs —zs)u =0= (z,s) = (z, s).

Simétrica: (z,s) = (y,t) = Ju € S;(zt —ys)u =0 = (tx — sy)u =0 = (ys — tz)u =
0= (y,t) = (x,5).

Transitiva: Suponhamos que (z,s) = (y,t) e (y,t) = (z,v). Entao existem uy,uy € S
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tais que (zt — ys)u; = 0 e (yv — zt)uy = 0. Eliminando y dessas duas equagoes temos
(xv — z8)tujus = 0. Como S é fechado para a multiplicacdo, segue que tujus € S. Assim,
(z,5) = (2,0).
a’/’ [—
Usamos as notagoes — para a classe de equivaléncia (z,s) e S™'R para o conjunto
s

das classes de equivaléncia.

Ao definirmos em S™!R as operagoes:
x rt +ys
n y _ Y

S t st
Ty xy
s t st

para todo 2,y € R e todo s,t € S, o conjunto S™!R passa a ter uma estrutura de anel,

que é chamado anel de localizacao de R em S.

Observacgao 2.1. Nas condigOes expressas acima, existe um homomorfismo de anéis
x

f: R — S™'R definido por f(x) = 1 due, em geral, ndo é injetivo,mas o é se R for um

dominio. No caso particular S = R\ {0}, chamamos o conjunto S™'R de corpo de fragoes

de R.

Proposigao 2.1 (Propriedade Universal da Localizac¢ao). Sejam R e R; anéis, S C R um
sistema multiplicativo, g : R — R; um homomorfismo de anéis tal que g(s) é um invertivel
em Ry, para todo s € S. Entao existe um tnico homomorfismo de anéis h : S™'R — Ry,

tal que g =ho f.
Demonstragio. Ver [3] . Proposigao 3.1, pag. 37. O

Seja P um ideal primo de R. Entdo S = R\ P ¢é um sistema multiplicativo e, nesse
caso, escrevemos Rp em vez de ST'R. O processo de passar de R a Rp é chamado de

localizagao de R em P.

Definicao 2.3. Seja R um anel e B um subanel de R tal que 1z € B. Dizemos que x € R

¢ inteiro sobre B, se x é raiz de um polindmio monico com coeficientes em B.

Proposicao 2.2. O conjunto C' dos elementos de R que sao inteiros sobre B é um subanel

de R que contém B. Dizemos que este conjunto é o fecho inteiro de B em R.

Demonstragio. Ver [3]. Corolario 5.3, pag. 60. O

Observacao 2.2. Se C' = B dizemos que B ¢é integralmente fechado. Se C' = R, dizemos

que o anel R ¢ inteiro sobre B.

Definicao 2.4. Sejam R um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. Dizemos

que R é um anel de valorizacio de K se para cada x € K x € Rouz ! € R.
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Proposicao 2.3. Seja R um anel de valorizagao, entao:
(i) R é um anel local;
(ii) Se R’ é um anel tal que R C R’ C K, entdao R’ é um anel de valorizacao de K;

(iii) R é integralmente fechado em K.

Demonstragio. Ver [3]. Proposicao 5.18, pag. 65. ]

Proposicao 2.4. Seja R um subanel de um corpo K. Entao o fecho inteiro C' de R em

K ¢ a intersecdo de todos os anéis de valorizacao de K que contém R.

Demonstragio. Ver [3]. Corolério 5.22, pag. 66. O

2.1.2 Valorizagao discreta e anel de valorizagao discreta

Definigao 2.5. Sejam K um corpo e K* = K \ {0}. Uma valorizagao discreta em K é
uma fungao v : K* — Z sobrejetiva que satisfaz, para todo z,y € K* :

(i) v(zy) = v(x) + v(y);

(if) v(z +y) = min {v(z), v(y)}.

Convencionamos definir: v(0) = oo, entao v : K — Z U {o0o}.

Se definirmos Vn € Z, oo +n := 00 e 00 4+ 00 := 00, entdo temos que (i) e (ii),

definidos acima, valem para todos z,y € K.

Proposicao 2.5. Seja v : K — Z U {00} uma valorizagao discreta, entao:

i) v(£1) =0 e v(—a) = v(a), para todo a € K.

ii) v(a/b) = v(a) — v(b) e v(b~') = —v(b), para todo a,b € K, com b # 0.

iii) v(a 4+ b) = v(b) se v(a) > v(b).

iv) Sea; +---+a, =0 com n > 2, entdo existem i # j tais que v(a;) = v(a;).
Demonstragdo. i) Segue de v(1-1) =v(1) +v(1), v(1) = v((—1) - (=1)) = v(—1) + v(-1)
ev((—1)-a) =v(-1) +v(a).

ii) Segue de v(b) +v(b™') =wv(b-b7') = v(1) e v(a/b) = v(a) + v(b™!).

iii) Temos v(a+b) > min{v(a),v(b)} = v(b). Para mostrar a desigualdade oposta, observe

que

v(b) =v((a+b) 4+ (—a)) > min{v(a+b),v(—a)}.
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Como v(—a) = v(a) > v(b), temos min{v(a + b),v(—a)} = v(a + b), obrigatoriamente.
Logo, v(b) > v(a + b) também.

iv) Segue de c) ja que se v(a;) # v(a;) para todo ¢ # j (em particular, haveria no maximo
um termo a; = 0), terfamos que a valorizagao do lado esquerdo da igualdade seria igual a

min{v(a;)} € Z (pois hé algum termo nao nulo) enquanto a valorizagdo do lado direito

seria oo. n

O conjunto R = {z € K;v(z) > 0} é um anel de valorizagao. De fato, dado = ¢ R,

temos que v(z) < 0. Como v(1) = 0, temos que:
0=v(1) =v(zz™) =v(x) +v(z™!) = vl@™!) = —v(x).

Entdo v(z~!) > 0. Logo, z~! € R. Portanto o conjunto R é um anel de valorizacio
v de K.

Definicao 2.6. Seja R um dominio que nao é um corpo. R ¢é dito um anel de valorizagao
discreta, se existe um elemento irredutivel ¢ € R tal que todo elemento z € R\ {0}, pode
ser escrito de maneira tinica como z = ut™, onde u ¢ invertivel e n é um inteiro nao negativo.
O elemento irredutivel ¢ é dito pardmetro de uniformizacdo de R ou uniformizante local

em R.

Observagao 2.3. A condicao de R ser um anel de valorizagao discreta (AVD) é equivalente
a R ser noetheriano e local, cujo tnico ideal maximal é principal. (Ver [6]. Proposicao 4,
pag. 34)

Se R é o anel de valorizagao correspondente a valorizacao v, denotamos R por O,

e seu ideal maximal por M,,.

Seja R um dominio de integridade. Se R é um anel de valorizacao discreta, entao

R é um anel de valorizacao de v. Logo, R é um anel local e, o conjunto
M, ={z € K;v(z) > 0}

é seu ideal maximal.

Note que R é um subanel de K. De v(z) > 0 e v(y) > 0 temos:
v(z +y) > minf{o(z),0(y)} 20 e wvzy) =v(z)+v(y) = 0.

Além disso, de v(z) > 0 e v(x™1) > 0 segue que v(x) = 0, ou seja, o conjunto de invertiveis

de R, denotado por R* é dado por:

R*={zx e K;v(z) =0} = O, — M,.
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2.2 SERIES DE POTENCIAS EM DUAS VARIAVEIS

Nesta secao, estudamos propriedades do anel de série de poténcias formal K[[X, Y]]

definido sobre um corpo K em duas variaveis.

Definigao 2.7. Sejam K um corpo e X,Y variaveis sobre K. Denotamos por A =

K[[X,Y]] o conjunto de todas as somas formais do tipo:

f:ZIDi:PO+P1+P2+"'
i=0

onde cada P; é um polindmio homogéneo de grau ¢ nas variaveis X,Y, com coeficientes
em K.

Sejam f=FPy+ P+ eg=0Qo+ Q1+ - elementos de A. Da defini¢ao (2.7),

temos:
=9 Qi=F,VieN

Definimos nesse conjunto as operagoes:

Frg=SP+Q) ¢ f-9=33 PQw,
i=0 i=0 j=0

Observacao 3.1: O produto definido acima é denominado produto de Cauchy, cada

parcela do produto é dada por:

J=0

Pode-se verificar que o conjunto definido em (2.7) é um dominio de integridade, inclusive

para o caso geral com n varidveis, n € N. (Ver [9]. Proposicao 1.4, pag. 7.)

oo
Proposicao 2.6. Um elemento f = Z P; é invertivel em A se, e somente se, Py # 0.
=0

Demonstragao. Seja g = Qo + Q1 + - -+ e considere a equagao:
l=f-g=RQo+ (PQo+ PQ1)+ -

Esta equacao é equivalente ao sistema

PyQo =1
PQo+ FPQ1=0

PnQO+Pn—1Q1+"'+P0Qn:0
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Assim, f é invertivel se, e somente se, o sistema obtido admite solugao nos Q);s.

Nesse caso, f~1 = g.
(=) Se f é invertivel, entao existe @y tal que PyQy = 1, logo Py # 0.
(<) Se Py # 0, entdo o sistema possui solugao, dada pelas seguintes relagoes recursivas:

Q0:P0_1€K
Q1= —P,'PiQo

Qn:_Poil(PnQO"i_"'"i_Planl)' ]

Definigao 2.8. Dados f, g € A, dizemos que f e g sdo associados se existe um elemento

invertivel u € A tal que f =u-g.

Definigao 2.9. Seja f € A\ {0}. Suponhamos que f = P, + P, + -+ onde cada P;
¢ um polindmio homogéneo de grau j e P, # 0. O polinémio homogéneo P, é chamado
forma inicial de f. O inteiro n é chamado multiplicidade de f e denotado por mult(f).
Se f =0, definimos mult(f) = oo.

Proposigao 2.7. Sejam f, g € A, temos:
a) mult(f - g) = mult(f)+ mult(g).

b) mult(f + ¢) > min{mult(f), mult(g)}.
Demonstragio. a) Dados f =P, + Poy1+ -+ € g = Qm+ Qmy1 + -+ de multiplicidades
n, m respectivamente,temos que mult(f - g) é o grau de P,Q,,, ou seja mult(f)+ mult(g).

b) Segue direto da definicio de multiplicidade. O]

Proposigao 2.8. A = K[[X, Y]] possui um tnico ideal maximal, M 4 = (X,Y). Denota-
mos por MY a i-ésima poténcia do ideal M 4, e tomamos MY = M 4. Este ideal é tal

que:
N M, = {0}
iEeN

Demonstragio. Ver [9]. Proposicao 1.5, pag. 7. ]

O resultado que serd enunciado a seguir estabelece um importante critério de
irredutibilidade em K[[X]][Y]. Por conveniéncia, definimos o grau do polinémio nulo como

sendo —oo, denotamos grau(0) = —oo.

Lema 2.1 (Lema de Hensel). Seja f € K[[X]][Y] ménico e tal que f(0,Y) = p(Y)q(Y),
onde p(Y),q(Y) € KIY] sdo relativamente primos e ndo constantes, de graus r e s,
respectivamente. Entdo existem polindmios g, h € K[[X]][Y], determinados de modo tnico,

de graus r e s, respectivamente, tais que f = gh, com g(0,Y) =p(Y) e h(0,Y) = ¢(Y).
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Demonstragio. Ver [9]. Teorema 1.16, pag. 17. ]

2.2.1 Teorema da Preparacao de Weierstrass

Nesta se¢ao, apresentamos uma versao fraca para o teorema da divisao no anel de

séries de poténcias e o Teorema da Preparacao de Weierstrass.

No que segue, denotamos A = K[[X,Y]] e M4 seu ideal maximal.

Defini¢ao 2.10. Dizemos que f € A é regular de ordem m na varidvel Y, se f(0,Y) # 0
e Y™ é a maior poténcia de Y que divide f(0,Y’). Analogamente, dizemos que f € A é

regular de ordem m na varidvel X, se X é a maior poténcia de X que divide f(X,0).

Exemplo 2.2. Temos f = XY + X3Y? +Y® + X*Y? + 3Y7 regular em Y de ordem 5,
pois f(0,Y) = Y® 4+ 3YT = Y?(1 + 3Y?), onde Y® é a maior poténcia de Y que divide
f(0,Y). Por outro lado, g = XY + X?Y + XY? nao é regular em X, nem em Y.

E conhecido que o anel de séries de poténcias nao é um dominio euclidiano, no

entanto, dada uma série regular em Y, podemos aplicar o teorema que segue.

Teorema 2.1 (Teorema da Divisao de Weierstrass). Seja f € K[[X,Y]] regular em Y
de ordem m. Dado qualquer g € K[[X,Y]], existem ¢ € K[[X,Y]] e r € K[[X]][Y], com
r =0 ou grau y(r) < m (onde grau y(r) denota o grau de r na varidvel '), determinados

de modo tinico por f e g, tais que:

g="rfa+r.
oo m—1
Demonstragio. Sejam g = Y gY' € K[[X]][Y]] e ¢ = > ¢Y" € K[[X]][Y], onde
i=0 i=0

g; € K[[X]]. Vamos construir recursivamente polinémios ¢;, r;,7 > 0, em K[X,Y], ndo
necessariamente homogéneos, com r; = 0 ou grauy (r;) < m, para todo %, tal que mult(g;) >
i e mult(r;) > 141i. Desse modo, tomando ¢ = go+¢q1+--- er =g +ro+r;+-- -, obtemos
g = fq+ r. Observamos que unicidade de ¢ e r decorrem do processo de construcao dos

polinémios ¢;, 7;,7 > 0.

Seja mult (f) = n, escrevendo f como soma de polinémios homogéneos, temos:
f:Fn+...+Fm+Fm+1_|_...

Como f é regular em Y de ordem m, temos:

m—1

p=Fo4 -+ Fu=cY"+ Y fiY' fi € Mgx, (2.1)
=0

onde ¢ € K \ {0} e Mgxy denota o ideal maximal de K[[X]], que também é um anel

local. Necessariamente, temos:
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1 <n=mult (p) <m.
Seja g = g — ¢', escrevendo ¢g” com soma de polindmios homogéneos, obtemos:
99 =9"=GCn+ G+

Como p é da forma (2.1), com ¢ € K \ {0}, existem tnicos ¢y € K e ro € K[[X]][Y] tais

que:
G = qop + 10,

com g = 0 ou grauyrg < m.

Note que gy = 0 se, e somente se, G,,(0,Y) = 0. Se go = 0, temos 79 = G, e consequente-
mente, mult (ro) = m > n. Se qo # 0, temos mult (r¢) = n, pois caso contrario, teriamos

mult (gop + 79) # m. Portanto mult (rg) > n. Temos:
9=9+9" = ¢+Gu+Gunt+- = g+ (@p+r0)+GCGnpt-.
Como p=f — (Fyuy1 + ), temos:
g=g+r0+qf—q@Fniit+ )+ Guuit+- = g+rotaf +(Gui1—qoFmi)+- -
Dividindo G, 411 — qoFynr1 por p, temos:
Gm+1 — @oFmi1 = qp + 11,

onde ¢; € K[[X]], 1 = 0 ou grauy (r1) < m. Podemos observar que mult (¢;) > 1. Entéo

mult (Gi1 — qoFmi1) =m+ 1 oumult (Gi1 — qoFmi1) = 0.
Se mult(Gp1 — Gofms1) = m+ 1, temos:
m + 1 =mult(gp + 1) < min{ mult (¢;) + n, mult(r,)}
Assim, mult(r;)) =m+1>n+1>n.
Se mult (Gp11 — qoFme1) = 0o, entdo r; = —qp. Logo:
mult (r1) = mult (¢1) +n>n+1>n.

Portanto, nos dois casos temos mult (r;) > n. Assim:

g = ¢ +ro+af+ (qpr)+ (Gure — @oFmns2) + - -
= g +ro+ri+ (qof +af) + (Gurz — @oFmi2 — @1 Frng) + -+

Repetindo esse processo, obtemos qo, q1, - - - € K[[X]][[Y]] e ror1,- - , € K[[X]][Y] de tal

modo que:
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g=flo+q+-)+g +ro+r+---
Tomando g =qo+q +--- er=¢g +rg+mr +--- € K[[X]][Y], obtemos g = fqg+r. O

Teorema 2.2 (Teorema da Preparagao de Weierstrass). Seja f € K[[X,Y]] regular em Y

de ordem m. Entdo, existem u € K[[X, Y]] invertivel e ag, a1, -+, a,, € K[[X]] tais que
fu=Y"+ai(X)Y" "+ + ap(X),
com mult(a;) > i parat=1,--- ,m.

Demonstra¢io. Tomando g = Y™ no Teorema da Divisao (2.1), segue que existem ¢ € A

e r € K[[X]], com grauy (r) < m, determinados de modo tinico por f e g, tais que:
Y™ = fq+r.
Como r € K[[X]][Y] e grauy (r) < m, existem aq, - - ,a,, € K[[X]], tais que:
Y™ @Yty = T

Observe que podemos tomar u = ¢, o fato de u ser invertivel segue da demonstracao do

Teorema da Divisao, pois como g = Y™ = G,,, temos ¢y # 0.

Temos que:

7O,V )u(0,Y) =YY"+ a1 (0) Y™ ' + ag(a) Y™ 2 + - - - a,,(0).
Como Y™ divide f(0,Y), temos a;(0) = az(0) = - -+ = a,,(0) = 0. Logo, ay,as, - ,a, €
Mi|ix-

Ademais, se f é regular em Y de ordem m, entao temos:
mult (Y™ + a(X)Y" '+ + (X)) = mult (fu) = mult (f) =m.
Portanto, mult (a;) >é,Vi=1,--- ,m. ]

Definigao 2.11. A série g(X,Y) =Y+ a;(X)Y"™ ' 4+ -+ +a,,(X), como no enunciado
do Teorema da Preparacao de Weierstrass 2.2, ¢ chamada polindmio de Weierstrass e ¢é

um polindémio com coeficientes em K[[X]].

Teorema 2.3. O anel de série de poténcias A = K[[X,Y]] é um dominio de fatoragao
tnica (DFU).

Demonstragio. Ver [9]. Teorema 2.12, pag. 25. O
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2.3 CURVAS ALGEBROIDES

Nesta se¢ao, definimos curvas algebroides planas e estudamos algumas propriedades

que serao uteis aos resultados que serao desenvolvidos nos demais capitulos.

Definicao 2.12 (Curva Algebréide). Uma curva plana algebréide (f) é uma classe de
equivaléncia de um elemento nao invertivel f de K[[X,Y]]\ {0}, m6dulo a relagao de

associados. Ou seja:
(f) ={u- f;u é uma unidade em K[[X,Y]]}.
Assim, temos da defini¢ao:

(f) = (9) & 3 uma unidade u € K[[X,Y]] tal que g =u - f.

Defini¢ao 2.13. Seja (f) uma curva algebréide, a multiplicidade de (f) é dada por
mult(f) (Definigao (2.9)). Dizemos que uma curva plana algebréide é suave ou regular se
sua multiplicidade é igual a um. Caso sua multiplicidade seja maior que um, a curva é

singular.

Seja (f) uma curva plana algebréide, como A é DFU, podemos considerar a
decomposicao de f em fatores irredutiveis em K|[[X,Y]], digamos, f = fi - fo--- f. As
curvas planas algebroéides (f;) para j = 1,---r sao chamadas ramos da curva f. A curva
(f) é chamada reduzida se (f;) # (f;) para ¢ # j, ou seja, f; e f; ndo sao associados se
i .

Sabemos que muitas propriedades das curvas algebroéides sao mantidas apos uma
mudanga de coordenadas em K[[X,Y]] através de um K-automorfismo. Motivados por

essa observacao, definimos a seguir uma relagao de equivaléncia entre curvas algebréides.

Definigao 2.14. Dizemos que duas curvas algebrdides (f) e (g) sdo equivalentes se existem
um K-automorfismo ¢ de K[[X, Y]] e uma unidade u de K[[X,Y]] tais que ®(f) =u-g.
Neste caso, denotamos (f) = (g).

Proposigao 2.9. Se (f) e (g) sdo curvas algebréides regulares entdo (f) e (g) sdo equiva-

lentes.

Demonstragao. Ver [9]. Proposicao 3.3, pag. 34. ]

Definigao 2.15. Seja (f) uma curva plana algebréide de multiplicidade n, ou seja,
f=Fot Fot o

onde cada F; é um polinémio homogéneo de grau i e F,, # 0. Dizemos que a curva (F,,) é

o cone tangente da curva (f).
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Como um polindomio homogéneo em duas variaveis com coeficientes em um corpo
algebricamente fechado pode ser decomposto em produto de fatores lineares, podemos

escrever:

HalXerY

S
onde Zri =n;a;,b; € K, parai,j=1,---,s, e a;bj —a;b; # 0, se i # j. Entao o cone
i=1
tangente de (f) consiste nas formas lineares (a; X + b;Y),i =1,--- s, cada uma tomada

com multiplicidade r;, chamadas retas tangentes de (f).

Lema 2.2 (Lema da Unitangente). Seja f € K[[X,Y]] tal que f(0,0) = 0, reduzida e de

multiplicidade n. Entao a forma inicial de f é da forma:
F, = (aX +bY)",
com a,b € K nao simultaneamente nulos.

Demonstragio. Ver [9] Lema 3.15, pag. 43. ]

2.3.1 O anel de coordenadas de uma curva algebréide plana

Definicdo 2.16. Seja f um elemento do ideal maximal M = (X|Y) de K[[X,Y]].
Definimos o anel de coordenadas da curva (f) como sendo a K-algebra
K[[X, Y]]
()
Se h € K[[X,Y]] e B C K[[X,Y]], denotamos por h a classe de restos de h em O

e por B o conjunto das classes de resto dos elementos de B. Vamos denotar por y a classe

0y =

de restos de Y e por x a classe de restos de X.

Podemos observar que o anel Oy é um anel local que possui como tnico ideal
maximal M; = M. (Ver [9] pdg. 53).

Quando f é irredutivel, o ideal (f) é primo, e entdo O é um dominio de integridade.

Nesse caso, o corpo de fragoes de Oy é denotado por Ky.

A seguir, apresentamos um resultado que mostra que Oy é um invariante importante
das classes de equivaléncias de curvas algebréides planas. Quando duas K-algebras locais

Oy e O, sao isomortas, escrevemos O ~ O,.

Teorema 2.4. Sejam (f) e (g) duas curvas algebrdides. Temos que (f) e (g) sao isomorfas

e denotamos (f) =~ (g) se, e somente se, Oy ~ O,.

Demonstragio. Ver [9]. Teorema 4.1, pag. 53. ]
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2.3.2 Indice de intersecdo de curvas algebréides
Definigao 2.17. Sejam f,g € K[[X,Y]]. O indice de intersecao de f e g é:

K[[X,Y]]
(f,9)

Observemos que se f ou g é uma unidade em K|[[X, Y]], entao (f,g) = K[| X, Y]],

e portanto I(f,g) = 0. Ademais, as propriedades da defini¢do de espaco vetorial para

KXY .
M decorrem naturalmente considerando a soma das classes resto e do produto

(f,9)

escalar por um elemento do corpo K.

I(f,g9) = dimg € Zy U{oo}.

Denotamos por 2’ a imagem de z € K[[X,Y]] em Of. Entao, podemos verificar

que:

. O
1 = dim )
(f7 g) K <g/>

Definigao 2.18. Dizemos que duas curvas algebrdides planas (f) e (g) sdo transversais,

se (f) e (g) sdo regulares e possuem retas tangentes distintas.

Teorema 2.5. Sejam f,g,h,u,v € K[[X,Y]],® um automorfismo de K[[X,Y]] e u,v

unidades. O indice de intersecao possui as seguintes propriedades:
i) I(f,g) < oo, se, e somente se, f e g sdo relativamente primos em K[[X,Y]].
ii) I(f,9) = 1(g, f)-
i) (0(f), (g)) = I(uf, vg) = I(f,g).
iv) 1(f,gh) = 1(£,9) + I(f,h).
v) I(f,g) = 1 se, e somente se, (f) e (g) s@o transversais.

vi) I(f,g — hf) = I(f.g).
Demonstragio. Ver [9]. Teorema 4.14, pag. 62. ]

E possivel mostrar que as propriedades do Teorema (2.5) sdo equivalentes a definigao

de indice de intersecao, ou seja dada uma aplicacao

I' M xM— NU/{oco}
(f,9) = I'(f.9)

onde I’ possui todas as propriedades do Teorema (2.5), entao temos I = I’. Uma prova

desse fato pode ser encontrada em [9] Teorema 4.15, pag. 64.
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2.4 VALORIZAGCAO EM UM CORPO DE FUNCOES

Definicao 2.19. Um corpo de funcoes algébricas em duas varidveis sobre K é a extensao

de corpos finitamente gerada F|K, com grau de transcendéncia > 1.

Como exemplo para a definicao anterior, podemos considerar o corpo de funcoes

KXY
algébricas obtido a partir de f = X® —Y? € K[[X,Y]], tomando F = Oy := w

Assim, O; = K(z,y), onde z° = y?, x é a classe de restos x = X mod(f) e y a classe

de restos y = Y mod(f). Nesse exemplo, como z e y sdo dados a partir da equagao

2% = y? — 1, temos que K ¢ um corpo de funcdes em uma varidvel.

Defini¢ao 2.20. Seja F|K um corpo de fungoes algébricas em duas varidveis. Um anel

de valorizacao V de F' é um subanel V de F tal que:
KGVGF,
ii) V2 € F temos z € Vou 27! € V.

Definigao 2.21. Seja F|K um corpo de fungbes algébricas em duas varidaveis. Uma
valorizacao discreta normalizada v de F' é uma aplicagao v : F' — Z U {00} que possui as

seguintes propriedades:

i) v(z) = oo se, e somente se x = 0;

i) v(zy) =v(z) +v(y), Yo,y € F;

iii) v(z + y) > min {v(z),v(y)},Vo,y € F;

iv) Existe t € F' tal que v(t) = 1; (¢t é chamado uniformizante local de F').

v) Sea € K e a#0, entdo v(a) = 0;

V :={a € F;v(a) > 0} é chamado anel de valorizagao de v.

Proposigao 2.10. Seja v uma valoriza¢ao discreta normalizada F|K. Entao:

i) V é um anel local cujo ideal maximal é o conjunto M dos elementos nao inversiveis de
V;
ii) ¥V é um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se M =tV e J é um ideal

nao nulo de K, entao K = t"V para algum n € N
Demonstragio. Ver [11], Proposigoes 3.8 e 3.9, pags. 120 e 121. ]

A seguir, fazemos uma breve exposicao sobre o Corpo de Laurent K ((t)) e a norma

induzida pela valorizagdo. Tais conceitos serdo utilizados na prova do Teorema (4.1).
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Sejam F|K um corpo de fungoes algébricas em duas varidveis, v uma valorizagao
o0

de F|K et um uniformizante local em v. Para cada f € F, considere a série Z cnt”
n:mf

chamada série formal de Laurent, onde m; = v(f) e ¢, # 0. O conjunto formado por

todas essas séries ¢ chamado Corpo das Séries Formais de Laurent em ¢ sobre K.

Podemos identificar a imersao de F' em K ((t)) através da inclusao F' C K ((t)) (Ver
[5], pdg. 179). Desse modo, podemos estender as valorizagoes v de F'|K para K((t)). Seja
f € K((t)), podemos definir:

v(f) = ord,(f) := menor expoente da série de Laurent em ¢.

Podemos observar que se s é outro uniformizante local em F|K, entao v(s) = 1.
Entao s = ayt + agt> + -+, com a; € K parai > 1 e a; # 0. Assim, K((s)) = K((t)).

Portanto a definicao da valorizacdo v nao depende do uniformizante ¢.

O corpo K ((t)) pode ser considerado um completamento de F' com a norma dada

por:

| flo = 271,
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3 SEMIGRUPOS E SEQUENCIAS DE APERY

Neste capitulo apresentamos defini¢oes e propriedades dos semigrupos de nime-
ros naturais e das sequéncias de Apéry que serao uteis para as provas dos resultados
que estudaremos nos capitulos posteriores. As principais referéncias para os resultados

apresentados sao [2] e [8].

Definigao 3.1. Um semigrupo é um par (G, *) em que G é um conjunto nao vazio e * é

uma operagao binaria associativa sobre G.

Sao exemplos de semigrupos (N, +) e (N -), que representam o conjunto dos ntimeros

naturais munido das operacgoes de soma e produto usuais.

Definicao 3.2. Um semigrupo de niimeros naturais é um subconjunto G' C N tal que:
(i) 0 € G;
(ii) se z,y € G, entdo z +y € G.

Exemplo 3.1. G = {0,3,5,8,9,10,- - }.

Dados g, x1, - - - ,x,_1 nimeros naturais, utilizamos a seguinte notacao:

n—1
[To, T1,+ , Tpo1] = {Z)\jxj;)\j €Npara0<j<n-— 1}

Jj=0

gj = MDC(xg, 21, -+ ,2;), para 1 < j <n—1e gy = o,
onde [xg,x1, -+, T, 1] é chamado o semigrupo gerado por zg,x1, - , 2, 1. Dados a,p
nimeros naturais, denotamos por a + pN = {a + pn;n € N}.

Estudamos os semigrupos G tais que N\ G = {z € N;z ¢ G} seja um conjunto

finito. Nesses semigrupos, existe um elemento ¢, chamado condutor de G tal que:

(i) c-1¢G;
(ii)zreNex>c = ze€G.

Definigao 3.3. Sejam G um semigrupo de ntiemros naturais e 0 # p € G. Denotamos

por ap < a; < -+ < ap_1, a sequéncia de Apéry de G em relacao a p, que é definida por:
ag = O,

a; = min(G \ pN);

= min( G (Ul +09) )

=0

;Lp_l _ mm<a\ Cg(aj +pN)>>.
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Proposicao 3.1. Considerando a relagao de congruéncia usual, que denotaremos por =,

as sequéncias de Apéry possuem as seguintes propriedades:

i) a; # a; (mod p) para i # j.
p—1
ii) G = |J(a; +pN).
j=1
iii) ¢ = ap—1 —p+ 1 onde ¢ é o condutor de G.

Demonstragdo. i) Suponhamos ¢ > j, logo a; > aj, assim a; — a; = pg, com ¢ € N,

contradicao.

ii) Temos que ag, - - - ,G,_1, sao as distintas classes de equivaléncia médulo p. Da difini¢ao de
sequéncia de Apéry, segue que ao, - - - , a,—1 Sa0, respectivamente, os menores representantes
das classes ag, - -+ ,@,—1. Assim, dado = € G, aplicando o algoritmo da divisao, temos

p—1
r = qp + a;, para algum 0 < i < p — 1. Portanto, G = U (a; + pN).
j=1

iii) Vamos mostrar inicialmente que a,—y — p ¢ G. De fato, se a,_; —p € G, entdo
a,—1 = g + p, contradicdo com a defini¢do de sequéncia de Apéry em relacao a p. Agora
vamos mostrar que r = a,_1 —p+1r € G, Vr € N*. Suponhamos que z ¢ G, entdo
x = a; + Ap, com A < 0. Assim, a,_1 —p+7r = a; + Ap. Entdo, a,_1 —a; = Ap+p—r <0,

contradi¢ao com a definicao de a,_;. Portanto a,_; —p+ 1 ¢ o condutor de G. O

Exemplo 3.2. Considere o semigrupo: G = {0,5,7,9,10,11,-- - }, com condutor 9. Vamos

determinar a sequéncia de Apéry de G com relagao a 5, dada por {ag, a1, as, as, a4}, onde:
ag = O,

a; =min(G \ 5-N) =

ame(a\(Qaﬁg m)) =

J=0

agzmm(a\@ (w459 ) =11
= min(G\ (Ul +5:1) ) <13

No que segue, dados niimeros naturais xg, x1,--- ,x,_1, estaremos supondo que:
Dag<ay <+ <Tpog<Tp_1;
i) go>g1> > 0gn2>gn1=1,

onde g; = MDC(xg,z1,--- ,x;), para 1l < j <n—1e gy = .
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Ou seja, o conjunto de naturais esta em ordem crescente, enquanto a sequéncia de

MDC decresce, sendo o MDC de todos os elementos da sequéncia igual a 1.

Note que, nessas condicoes, —0, .-+, = também possui as propriedades i) e ii),
9j 9j
paracada 1 <75 <n—1.
Podemos observar também que [zg, 21, -, Zp-1] C [gn_2,Tn-1], uma vez que
Gn—2 = MDC(zg,--+ ,T,_2). A proposicdo a seguir determina quando um elemento de
[gn—2, Tn—1] pertence a [zo, 1, , Tp_1).
Proposicao 3.2. Dados xg, x1, -, T,_1 nimeros naturais e & = A\1g,_o + A22,_1 onde
A, Ao € Z com 0 < g < g,,_o, temos:
i Tp—2
a € [xo, 21, ,Tp1] & A E s, /= x|
Gn—2 Gn—2
n—2 T
Demonstragio. (<) Nesse caso, temos A\; = qz,—1 + » , ——a;. Dai,
i—0 In—2

n—2
a = Tpp1(A2 + qgn_2) + Z xia;.
i=0

n—1 n—1
(=) Escrevendo o = Z apxy, com ap € N. Temos: A\ig,_o + Xox,_1 = Z arry. Entao
k=0 k=0
n—2
(An—1 — A2)Tp1 = MGn_o — Z arxy,. Como g,_» divide o lado direito da igualdade e
k=0
MDC(gn—2,Tn_1) =1, temos que a,,_1 — Ay = $¢g,_2 para algum § € Z. De Ay < g,,_2 €
n—2
a,_1 > 0, segue que 8 > 0. Entao, g, 21 = Agn_o — Z ayry, com 3 € N. Dividindo
k=0

essa expressao por g, o, obtemos:

Zo Tp—2
)\16 y "y y Tp—1 |-
Gn—2 9n—2
O]
Proposi¢ao 3.3. Dados g, x1,- - ,x,_1 nimeros naturais. Sejam
¢ o condutor de G = [xg, x1, -+, Tp_1], €
To Tp—2

¢ o condutor de G' = Tt -

3 )
9n—2 Gn—2

Entao:

c—1=(=1Dgn2+ (gn2— 1D)x,_1.
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Demonstragao. Pela proposicao anterior, podemos ver que (¢ —1)gn—o+4(gn-—2—1)x,—1 ¢ G.
Vamos mostrar que se z € Z e z > (¢’ = 1)gn—2 + (gn—2 — 1)z,,_1, entdo z € G. Como
MDC(gn—2,Zn-1) = 1 temos do algoritmo da divisdo que todo inteiro pode ser escrito de

modo tinico como A1g,_2 + Aoz, 1, com 0 < Ay < g,_o. Entao:
Z2 = Mgn—2 + Xoxpn_1 > (¢ = 1)gn_2+ (gn—2 — 1)Tn_1.

Como Ay < g,_o, temos Ay > ¢ — 1. Assim, \; > ¢’ e entdo \; € G'. Pela Proposicao
(3.2), segue que z = A\1gn_o + Aoz, € G. O

Corolario 3.1. Sob as condi¢oes da Proposicao (3.3) se:

x x Ty
" é o condutor de | —>, L ... P2
9n—2 Gn—2 Gn—2
Entao:
c—1 S (CH - 1)gn—2 + (gn—Q - 1)[En_1.
Demonstragio. Decorre de ¢ > c. O]

Definigao 3.4. (propriedade simétrica) Sejam G um semigrupo e ¢ o condutor de G.

Dizemos que G é simétrico quando, para cada n € Z, temos:

n € G, se e somente se, c — 1 —n ¢ G.

Proposicao 3.4. Sejam G um semigrupo, 0 #p € G e ap < a; < --- < ap_1 a sequéncia

de Apéry de G em relacao a p. Sao equivalentes:
i) G é semigrupo simétrico.

ii) Q; +ap—1—i = Qp—1 para 1=0,1,2,--- ,p—1.

Demonstragao. Ver [2], Lema 1, pag. 1199. O]

Observagao 3.1. Dados 7y e x; nimeros naturais, com MDC(zg,z1) = 1, entdo o
semigrupo G = [y, x1] é simétrico e o condutor ¢ de G é dado por ¢ = (zg — 1)(zy — 1).
Tomando n = 2 na Proposi¢ao (3.3), obtemos G’ = N e entao ¢ = 0. Entao a férmula

¢ = (zop—1)(x; — 1) é a mesma da obtida na Proposicao (3.3). Temos ¢,—1 = go = xo.

Definicao 3.5. Dizemos que os nimeros naturais xo < x; < --- < x,_1; formam uma

sequéncia agradavel quando:
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paracada 1 < j<n—1.

Observagao 3.2. i) xg, 7 formam uma sequéncia agradéavel se MDC(z, x1) = 1.

.. N , . To T3 X p

ii) Se zg,x1,- - ,x,_1 formam uma sequéncia agraddvel, entdao —, —, -+, — também
. , 4 9i 95 9j

formam uma sequéncia agradavel para 1 < j <n — 1.

Proposicao 3.5. Seja G = [xg, 21, ,xy_1], €ntdo zp < 11 < -+ < x,_1 € sequéncia

agradavel se, e somente se, o condutor ¢ de G é dado por:

x n—2 gj
C—1:—$1+ ——1 .T0+Z — -1 Tjy1-
g1 j=1 gj+1

Demonstragio. (=)A demonstragao serd por inducdo sobre n. Para n = 2 o resultado

segue da Observagao (3.1). Seja xq, 1, -+, Tp_9, T,_1 uma sequéncia agradavel. Pelo item
I Tp—2

ii) da Observagao (3.2), temos que é sequéncia agradavel. Seja ¢ o

) ’ )
In—2 Gn—2 Gn—2

x Ty
condutor de [ 0 g, 2]. Por hipotese de indugao, temos:

9n—2 9n—2

n—3 ) )
C’—l:—xl +<$1—1> Zo +Z<9] _1>x]+1'
gn—2 (251 9n—2 j=1 gj+1 gn—2

Como xg, 1, - ,Ty_1 € sequéncia agradavel, temos:

Zo Tpn—2| o Tp—2
IR - ) y Tp—1 |-
9n—2 9n—2 9n—2 9n—2

Entéo, pela Proposicao (3.3), segue que ¢ — 1 = (¢’ — 1)gn—2 + (gn—2 — 1)z,—1. Usando o

valor de ¢ dado pela hip6tese de indugao, temos o resultado.

(<) Ver [1] Teorema 1, pag. 272. O

A Proposigao (3.5) é 1til para os casos em que nao sabemos nada sobre os niimeros

Lo, L1, 3 Tp—1-

Proposicao 3.6. Sejam xg < x1,--- < x,_1 nimeros naturais tais que go > g1 > --- >
gn_1 = 1, temos:
To Tpn—2

!
G =[xo,x1,  ,xnq] e G = S Tt
Gn—2 gn—2

Entao, G é simétrico < G’ é simétrico.

Demonstragio. Pela Proposigao (3.3), temos ¢ — 1 = (¢’ — 1)gn—2 + (gn—2 — 1)x,_1, onde ¢

é o condutor de G e ¢ é o condutor de G'.

(=) Sejam «, § € Z tais que a + = ¢ — 1. Suponhamos que o € G'. Temos:
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c— 1= (C/ - 1)971—2 + (gn—Q - 1)xn—l-
Entao:
AGn-2 + Bgn-2 + (gn—2 — 12p_1) = c— 1.

Temos ag,_» € G, pois o € G'. Como G é simétrico, temos que £g,_2+ (gn—2—1)z,—1 & G.
Entao, da Proposicao (3.2), segue que 5 ¢ G'.

De modo andlogo, para a ¢ G’, concluimos que § € G'.

(<) Sejam «a, B € Z tais que a + § = ¢ — 1. Suponhamos que a € G. Pela Proposigao
(3.2), . = Mgn_2+ Aoxp_1, com A\j, Ay € Z, Ay € G" e 0 < A3 < gp_o. Entao:

f=c—1—a=(d —1)gr2+ (g2 — 1)Tn_1 — MGn—2 — AoTp_1.
Assim:
B=(=1=X)gn-2+ (Gno2—1—X)xp_1.
Pela simetria de G’, temos ¢ — 1 — A\; ¢ G’. Da Proposicao (3.2), temos ¢ G.
De modo andlogo, para o caso o ¢ G, concluimos que € G. H

Proposicao 3.7. Seja xg, x1, -+, T,_1 uma sequéncia agradavel e G = [xg, z1,+ , Tp_1]

Entao, G é simétrico.

Demonstracio. A demonstracao serd por indugao sobre n. Para n = 2, o resultado

segue da Observagao (3.1) e da Proposicao (3.6). Seja zg,x1,- -+ ,x,_1 uma sequéncia
‘ ~ Ln-2 , A [ "y . ~
agradavel, entao temos que .-, == é sequéncia agradavel. Por hipétese de inducdo,
9n—2 Gn—2
o Tp—2| , . ., . P A ‘
G = g, ¢é simétrico. Como xg, x1,--- ,T,_1 € sequéncia agradavel, temos:
9n—2 Gn—2
Lo Tp—2| | Zo Lp—2
) - y T y Tp—1 |-
9n—2 9n—2 Gn—2 9n—2

Assim, temos que G’ simétrico. Portanto, da Proposigao (3.6) segue que G é simétrico. [

Defini¢ao 3.6. Sejam G um semigrupo, m = min(G \ {0}) e ap < a1 < az < -+ < a1
a sequéncia de Apéry de GG em relagao a m. Dizemos que o semigrupo G cresce fortemente
se:

a; + a; < aitj,

paracada 0 <i<m-—lecada0<j<m-—1talquet+j<m—1.
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Proposicao 3.8. Seja G um semigrupo, se G cresce fortemente entdo G ¢é simétrico.

Demonstracao. Seja ag < a; < --- < a,,—1 & sequéncia de Apéry de G em relacdo a m =

min(G \ {0}). Pela proposicao (3.4), é suficiente mostrar que a,,—1 — @; = ay,—1—;, para

1=20,1,2,--- ;m—1. Para i = 0, temos o resultado, pois ag = 0. Suponhamos por indugao
que a,,—1—ap = Ap_1—, parar =0,1,--- ,k—1. Vamos mostrar que a,,_1 — ax = Gyp_1—k-
Como ay, - - - Gm—1 sao as distintas classes de equivaléncia médulo m, temos @,,—1 —a; = @;,
para algum @; € {@g, - ,Gm_1}. Assim, a1 —ap = a; (mod m) para algum 0 < j <

m— 1. Inicialmente, vamos mostrar que 0 < 7 < m—1—Fk. Suponhamos que j = m—k+s,
para algum 0 < s < k—1,entdo j=m—k+s=m—1—((k—1) —s). Tomando
r=(k—-1)—s,temos 0 <r <k—1. Assim, j =m—1—r, para algum 0 <r < k — 1.
Temos entao a; = Gpm—1—r = A1 — Q. ASSIM, Q1 — A = Ay — T — A1 — @, (mod m).
Desse modo, teriamos, ay = a, (mod m) para algum 0 < r < k — 1, contradi¢do com a

Proposicao (3.1).

Dos argumentos acima temos que a,,—1 — ax = a; (mod m), paraalgum 0 < j <m—1—k.
Escrevemos a,,—1 — ay = a; + Am, para algum 0 < 57 <m —1—k e algum X\ € Z. De

J<m—1—k,segue que j+k <m—1 e entao a; + a; < a4, pois G cresce fortemente.

Observe que se A = 0, entao ap,—1 = ap + a; < agqj, dal a1 —ar = a; < apq; — ap <

Gm_1 — Qi assim, k + 7 = m — 1 e concluimos o resultado. Vamos mostrar que A = 0.

Suponhamos A < 0. Como a; = min{@; (mod p)} NG e ap—1 < aj4; + Am, da Proposigao
(3.1) segue que a,,—1 —mc — 1, assim temos que G,,_1 —m < ai+j + Am contradiz a,,—,
ser o maior nimero natural que nao pertence a G. Suponhamos entao A > 0. Como
Um—1 = a + a; + Am, entao a,,—1 —m = a;, + a; + (A — 1)m. Da Proposicao (3.1) segue
que a,,—1 —mc— 1 e, sabemos que aj +a; + (A —1)m € G o que contradiz a,,—1 —m ¢ G.

Assim, temos A = 0 e concluimos usando a Proposicao (3.4) que G é simétrico. O

Definicao 3.7. Sejam G semigrupo e m = min(G \ {0}). Definimos a sequéncia dos

elementos de G onde o méaximo divisor comum varia por:
To =M,

x1 = min(G \ mN).

Definimos g; = MDC(z, 1), temos entao g; < go := p.

Se g1 = 1, entao a sequéncia é formada apenas por xg, 1. Se g1 > 1, entao definimos x5 e

92, PO

zro = min{z € G; MDC(zg,z1,2) < 1} e g2 = MDC(xg, 21, x2).



32

Se go = 1, entao a sequéncia é formada apenas por xg, 1, 2. Se go > 1, entdao definimos

T3 € g3, por:
r3 = min{z € G; M DC(xg,x1,22,2) < g2} e g3 = MDC(xg,x1,x2,x3).

Desse modo, definimos uma sequéncia xq, x1,xs, - - ,x,_1 de G tal que:
1) Top<T1 < To: " < Tp_o < Tp-1;
i) go>g1 > >gn2>gn1=1

Proposicao 3.9. Se G e H sao semigrupos simétricos tais que H C G e ambos tém o

mesmo condutor, entao H = G.

Demonstracao. Seja ¢ condutor de G e H. Dado z € G, como G é simétrico, temos
(c—1)—ax ¢ G, como HC Gsegue que (c—1)—x ¢ H. Masx+ (c—1)—xz=c—1.

Como H é simétrico, temos x € H. Portanto G C H. n
Proposicao 3.10. Sejam G semigrupo, xg, 1, - ,Tp_1 a sequéncia de elementos de GG
onde o méximo divisor comum varia e H = [xg, 21, ,2,_1]. Se G cresce fortemente,
temos:

i) xg, 21, ,Tp_1 € sequéncia agradével;

i) H =G.

Demonstragio. Sejamme g;,0 < j < n—1, como na Defini¢ao (3.7), ag < a1 < -+ < Q1

a sequéncia de Apéry de G em relagdo & m, ¢ o condutor de G e ¢ o condutor de H.

Como H C G, temos ¢ > ¢. Sabemos que:

/ Zo = 9
C S —Jfo—i— < — 1)1’1 -+ Z ( — 1>ij+1+1.

9 j=1 \Ji+1

Como c=a,,—1 —m—+1,29g =m e x1 = ap, temos:

n—2
m i
Am—1 S (g — 1> a, + E (g] — ].),Ij_;,.y
1

j=1 \9j+1
Suponhamos que sabemos provar que z;41 < am, para cada 7 =1,2,3,--- ,n— 2. Como
J
G cresce fortemente, temos:
m
( — 1) ay < am _q; (31)
gl g1
n—2 gi
Z 7]—1 amga n=2 95 _{ym = Qypp—m.. (32)
j=1 gj+1 9 J=1 (9j+1 a )97' 9
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Usando as desigualdades (3.1) e (3.2), supondo que ;41 < am na expressao de a,,—1, cOmMo
9j

G cresce fortemente, temos: a,,_1 < am_ + Ay m < a1, onde na ultima desigualdade

também usamos que G cresce fortemente Obtemos entdao uma igualdade, o que implica

que as desigualdades (3.1) e (3.2) também sao igualdades. Em particular, temos:

szJrl:a%apara‘j:l’Qa"' ,TL—Q,
J

C:C :—l’o—l—(—l)l’l—f—Z( g] —1>I'j+1+]_.

(51 gj+1
Pela Proposigao (3.5) segue que zg,x1,- - , %, 1 € sequéncia agradavel, assim pela Pro-
posicao (3.7) H = [xg,x1, - ,T,_1] é semigrupo simétrico. Além disso, o semigrupo G é

simétrico pela Proposicao (3.8).

Para concluir a demonstragao, resta provar que ;41 < a%, para cada j =1,2,--- ,n — 2.
J
Suponhamos que z;; > am, para algum j = 1,2,--- ,n — 2. Entao, temos m < a; <

gy < - <am < T Pela deﬁnlgao de x4, como o MDC dos elementos da sequéncia
J

m
de Apéry varia, segue que g; divide ay, para k =1,2,--- , —. Podemos escrever de modo
9j
m m
unico ay = oyym + Prg;, onde ap € Ne 0 < B, < —, para cada 1 <k < —.
g; gj

m
Sejam k, k' € {1, 2 , } distintos. Entéo se 5y = [y temos ay = ap (mod m), contra-

9j
digdo com Proposigao (3.1). Assim, Oy # Sr. Desse modo, teriamos que {61, Doy - ,6;1}
J
.. m .. m ~
sao — elementos distintos em {1, 2,000, — — 1} e entao, temos ;11 < am. O
9gj 9j 93
Observacao 3.3. Seja GG semigrupo que cresce fortemente. Se G é gerado por, no minimo,

. Ademais, esses sao

n elementos, entao esses elementos sao m < a1 < am < -+ < a_m
91 In—2

os elementos da sequéncia de GG, onde o maximo divisor comum varia. Temos ainda:

c=—a+|——1 + am + 1.
1(91 ) Z(Qm )
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4 SEMIGRUPOS ASSOCIADOS A CURVAS ALGEBROIDES

Neste capitulo, estudamos o semigrupo G associado a um ponto singular P de uma
curva algebréide reduzida. Abordamos principalmente os resultados de Garcia [7] e [§],
que utilizam propriedades das sequéncias de Apéry para estudar o semigrupo G no caso
de curvas algebréides birramificadas singulares, com objetivo de determinar férmulas para
se obter o semigrupo G em funcao do semigrupo G, associado ao ramo f, do semigrupo

(G5, associado ao ramo f5 e do indice de inser¢ao v, dos ramos f; e f.

4.1 SEMIGRUPOS ASSOCIADOS A CURVAS UNIRRAMIFICADAS

Sejam K um corpo algebricamente fechado e f; um elemento irredutivel do anel
de séries de poténcias A = K[[X,Y]]. Pelo Lema da Unitangente (2.2), sabemos que f;
tem uma tUnica tangente, ou seja, se m; denota a multiplicidade de f;, entao sua forma

inicial é, a menos de um fator constante, da forma:
Fo,(X,Y) = (Y —aX)™ para algum a« € K ou X™.

Sabemos que f; = 0 representa a equagdo de uma curva algebréide reduzida

K[[X,Y
unirramificada. Denotamos por Oy, = M o anel de coordenadas de f; e por g a

(f1)

imagem em O, de um elemento g € A. Seja Oy, o fecho inteiro de Oy, no seu corpo
de fragoes, entao (5f1 é anel de valorizacao discreta. Denotamos por w; a valorizagao

correspondente em O -

Proposicao 4.1. Sejam f; uma curva algebréide irredutivel ¢ O 7 o fecho inteiro do anel

KX, Y]]

de coordenadas ——— de f. Dadas uma série g € K[[X, Y]] nado nula e v a valorizagao

(f1)

discreta normalizada de O £, entao temos:

[(f17g> :U(§>7
onde g = g + f1 ¢ a classe de restos de g em Oy,.

Demonstragio. Como g € Oy, C (5]"1 = K/[[t]], podemos escrever § = a,t" +a, "1+
com a; € K e a, # 0. Assim, v(g) = v(ayt" + a,—1t"" +---) = n, pois v(t) = 1. Logo,

g =1t"-u, com u invertivel em K][t]], pois a, # 0. Assim, temos:

dimK(%;) = am () = e (g ) = =0

Por defini¢ao, temos:
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KXY O
I(f1,9) = dimg——"—= = dimg—="
(£:9) “(f9) “50;,
@, O
Temos entao que I(f,g) = v(g), pois dim g — N Qimge—22- O]
gofl gofl

Nessas condigoes, definimos:
Definicao 4.1. O semigrupo associado a uma curva algebroide plana afim irredutivel f;
é:

G1=G(f1) ={w1(9);9 € A}.

Sabemos a partir da caracterizagao de Angermiiller e das propriedades de sequéncias

de Apéry que o semigrupo (G; possui condutor e a propriedade simétrica.

Definicao 4.2. Sejam R C S anéis. Definimos o ideal condutor C de R em S, como sendo:
C={reR;r-SCR}

Note que pela definicao de C, segue que C é ideal de R e de S simultaneamente.

Proposigao 4.2. Sejam R C S C T anéis, C; o condutor de R em S,Cs o condutor de S
em T e C3 o condutor de R em T'. Entao, C; - Co C Cs.

Demonstracao. Seja x = yz € Cy - Cy, para mostrar que x € C3 é suficiente mostrar que
yzt € R,Vyz€C-CoeVteT. Como Cyé condutor de S em T, temos que zt € S, V
z€CyeVteT e como Cyé condutor de R em S, temos y(zt) € R,Vye CreV zt €S.
Portanto, x € Cs. n

Denotamos por C; o condutor de Oy, em @fl e por ¢; o condutor de G; = G(f1).

As relagoes entre o condutor C; de Oy, e o condutor ¢; de G = G(f1), sao dadas por:

Cl = 7I'f1 '@fl; Cl = {041 S @fl;wl(ozl) > 61}; (41)
Cc1 = min{wl(al); o1 € Cl \ {0}}, (42)
onde m; é um uniformizante em O £

Dado g € K[[X,Y]] ndo pertencente ao ideal (f;) C A, ou seja, g € A\ (f1).

Denotamos por g a imagem de g em <j:> = K[[ifi’;/“ e entao:
N L KXY
wi(g) = I(f1,9) = dimg (frg)

Temos:
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Gy = G(fi) = {wi1(9);9 € K[[X,Y]]} = {I(f1,9);9 € K[[X,Y]]}.

Seja f1 € K[[X,Y]] irredutivel, com multiplicidade m;. Depois de uma mudanga
de coordenadas e aplicando o Teorema da Preparacao de Weierstrass (2.2), obtemos outro
elemento da mesma classe de equivaléncia de fi, assim o semigrupo G; = G(f;) permanece

o mesmo. Nessas condi¢oes, podemos assumir que:
fi=Y™ 4 dy(X)Y™ 7+ d, (X)),

onde d;(X) € K[[X]] e ord(d;(X)) > j, para cada j = 1,2,--- ,m;.

Temos que m; = min(G; \ {0}), j& que a valorizacdo e o indice de intersegio

coincidem. Entao, devemos ter:

0 — KX Y] o K[X]Y]

(1) (1)

onde y ¢ a classe de restos de Y médulo f;.

= KX)o K[[X]ly®--- & K[[X]Jly™,

Temos entdo a base {1,y,y% -+ ,y™ '} de Oy como K[[X]]-mddulo livre.

Vamos mostrar que podemos determinar uma K[[X]]-base de O, obtida de

{1,y, -+, ™71}, que nos permite obter a sequéncia de Apéry de G;.

Teorema 4.1 (Angermiiller e Azevedo). Sejam f; uma curva algebréide plana irredutivel,
Op = K[[X]]® K[[X]ly& - & K[[X]]y™ " seu anel local, my = wy(X) e

O:a0<a1<-~-am1_1,

a sequéncia de Apéry de GG; em relacao a my. Considere a seguinte cadeia de submodulos
de Oy,:

MyC M, C---C My, -1,
definida por:
M; = K[ X]|& K[[X]ly& - & K[[X]]y"

Entao, temos:
i) para cada i = 1,--- ,my — 1, existe A; € y' + M;_; tal que wy(A;) & wi(M;_4).
ii) Tomando Ay = 1, temos:

Oy, = K[[X]JA & K[[X]JA1 & - - © K[[X]]Ap, 1.
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iii) wy(A4;) + wi(Ai—j) <wi(A;), para todos 0 < i < j < my; — 1. Em particular:

0= wl(ZO) < wl(zl) <0 < wl(Zml_l).

iv) wi(4;) = a;, ou seja, wi(Ag) <wi(Ay) < -+ <wi(An,—1) é a sequéncia de Apéry de

GG1 em relagao a mj.

Demonstragio. i) Suponhamos por contradigdo que para algum i € {I,y,--- ,m; — 1} e
todo ay € y'+M;_; temos wy(ay) € wi(M;_1). Vamos construir uma sequéncia (z,,) C M;_4
tal que wl(yi —Z,) > n. Seja xg = 0, entdo xg € M;_;. Suponhamos que exista z,, € M;_,
tal que wy(y* — z,) > n. Como y" — x,, € M;_1, temos w;(y" — x,) € wi(M;_1). Assim,

existe x,, € M;_; tal que:

Seja g, = w1 (Ty). Assim, g, > n. Escrevemos:
yi — T, = Cntgn + Cn+1tgn+1 + ... e fn —_ dntgn + dn+1t9n+1 + ..

com ¢, d, € K, parar >n, c, #0ed, #0.

Temos:

; Cn - Cn
yz —Tp — 7 " Tp = (Cn+1 - dn+l>tgn+1 + -

SN
3

Logo,

. Cn - Cn
w1<y’—xn—d-xn> :W1<<Cn+1 - ddn+1>tg"+l+"'> g +12n+1

. Cn
Seja x,11 = T, + —
n

- T,,. Temos:

a1 — gl = 27 Emnv) < 9ol

Assim, (z,,) converge para 3’ na norma induzida pela valorizagao. Como z,, € M; 1 e M; 4
¢ completo, segue que y* € M;_1, o que contradiz o fato de que M;_; s6 contém poténcias
deydelai—1.

ii) Vamos mostrar, por indugdo sobre i, que M; = K[[X]|Aq @ - - - K[[X]] 4.
Para i = 0 o resultado é imediato, tomando Ay = 1.

Pelo item i) temos A; € y' + M;_;, entdo existe n,_; € M;_; tal que A = Yt 4+ niq.
Suponhamos por indugdo que existe ¢ > 0 tal que M; | = K[[X]]Ao & --- & K|[[X]]4;_1.
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Assim, por hipétese, M; = M;_; & K[[X]]y'. Portanto:

M; = K[[X][[Ap @ & K[X]JAiq © K[[X]](A - ni)
A& o K[ X]J4;i-, & K[[X]A;.

iii) Pelo item i), existem nq, -+ ,ns € M;_; tais que A; = y* +n;. Assim, A;4;_; = n+ A;,
onde n = A;A;_; — A;. Dal, wi(n) > min{w;(4;4;_;),w1(4;)}. Entdo, temos dois casos:

Caso 1: Se min{w;(A4;4;_;),wi(A;)} = wi(A;A;_;) entdo:

IOgO, wl(ﬁj) = wz(z Z ) ou wl(n) = wl(Zj>.

Como A; = A; — n, temos wi(4;) > min{wi(A;4;_1),w1(n)}. Logo, wi(4;) = wi(n)
ou wi(A;) = wi(A;4;_;). Assim, é suficiente mostrar que w;(n) # wy(A4;) para concluir
que wi(A;) = wi(4;A;_;). De i) temos que A; € y' + M;_1 e wi(A4;) ¢ wi(M;_1), mas
n € M;_y, assim w;(n) # w;i(A;). Portanto,

wi(AiAdj—i) = wi(Ay) + wi(Aj-) = wi(4;).
iv) Vamos mostrar inicialmente que w;(A4;) # wi(A;) (mod m) se i # j.

Suponhamos que wi(4;) = wi(A;) mod m para i < j. Assim, existe A\ € Z tal que
wi(A;) = wi(4;) + Am. Por iii), A > 0. Assim:

w1 (Zj) = W1 (Zl) + )\U)l (.I') = W1 (Zl) + wq (.CL')\) = W1 (Zl.ﬁEA) € wq (Mjfl).
O que contradiz o fato de que wy(A;) ¢ wi(M;_;).

Vamos agora mostrar que:

G =w (05 \{0}) = U (wi(4;) + mN).
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mi1—1

Temos a inclusdo | (wi(A4;) + miN) C wi(Oy, \ {0}). Para mostrar a inclusdo contréria,
=0

note que se n € wi(Oy, \ {0}) entao existem «;(x) € K|[z]] tais que:

n = wi(ao(r) +ar(x)A; + -+ amy1(2) Ay 1)

> min{w; (a;(x)) + wi(A:)}

Como wy(a;(z)) + wi(A;) sdo distintos para i =0,1,--- ,m; — 1 entdo
n = milo<i<m 1 {wi(a;(2)) +wi(4)}.
Logo n € wi(4; + m;N) para algum j € {0,1,--- ,m; — 1}.

Assim, pela Proposicao (3.1), podemos concluir que 0 < wi(4;) < wi(4y) < -+ <
wi(A,, 1) é a sequéncia de Apéry de G; em relacio a m;. Portanto, 0 < w;(4;) <

wi(As) < -+ < wi(An, 1) é a sequéncia de Apéry de G em relagio a m;. O

Considerando a base {1 = Ay, Ay, -+, Ay, 1} de Oy, determinada no Teorema

(4.1), escrevemos:

k1
A =Y 4+ > A, (X)yP, onde Agp(X) € K[[X]).
p=0
k1
Proposicao 4.3. Seja Ay = Y%+ ) A4;,(X)Y?. Entéo:
p=0

ord(Ay (X)) >k —p,paratodo 1 <k<m; —1e0<p<k-—1L1

onde ord(Ay (X)) > k — p é o menor inteiro positivo n tal que a X" é parcela de Ay ,(X) €
K[[X]).

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que a forma inicial de Ay é Y para algum

r € N, ou seja, Y é a Unica tangente a A;. Temos:

k—1
A =YF+> A, (X)YP.
p=0
Suponhamos que Ay possui outra tangente além de Y. Tomando um fator irredutivel g de

Ay com essa outra tangente, temos A, = ¢ - h para algum h € A.

Entao aj, = wi(4y) = wi(g) + wi(h), ou seja, a, € mN + G, que é uma contradicio com
wi(g) = I(f,g) = my - m,, onde my e m, sao as multiplicidades de f; e g, ou seja w;(g) é

multiplo de m;.

Vamos mostrar que ord(Ay (X)) > k — p. Suponhamos que ord(A;,(X)) < k — p. Para

este k, tomando na expressao
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k—1
A=Y+ 3 A (X)Y?

p=0

o termo Ay, com o p fixado acima, temos que a forma inicial de Aj; tem grau menor que

k. Seja A} a forma inicial de Ay, onde:
YT+H —a; X)), onde'r—l—Z'r’] < k.
7j=1

Sabemos que a tnica tangente a A;, é Y, ou seja, AL = Y* com s < k. Aplicando o

Teorema da Preparagao de Weierstrass (2.2), segue que existe uma unidade u € A, tal que:
uAy =Y* + di(X)Y* -+ d(X), onde d}(X) € K[[X]].

Logo,

wi(Ag) = ap = w (Y + d)(X)Y* 1 + - dU(X)).
Entao ay € wi(Mjy_1), pois s < k, o que contradiz o Teorema (4.1 i). O

K[[X,Y]]
(fr, Ag)

Nessas condigoes, temos ay = I(f1, Ax) = dimg onde A; tem a forma

inicial igual a k-ésima poténcia da tangente a f;.

4.2 SEMIGRUPOS ASSOCIADOS A CURVAS BIRRAMIFICADAS

Seja f € K[[X,Y]] uma curva algebréide birramificada singular em P = (0,0) tal
que f = fi - fo é a decomposigao de f em K[[X,Y]].

KX, Y]]

Sejam O = o anel de coordenadas de f. Sabemos que O nao possui

elementos nilpotentes. (Ver [15] Vol II. Teorema 31, pag. 320), assim, na decomposigao

f = fi-f2, temos que f; e fo ndo sao associados. A partir daqui, vamos dar os argumentos

necessarios para concluir a existéncia do seguinte diagrama:

Diagrama 1 - Diagrama do Anel de Coordenadas
@ = @f p X @fz
C C1 Co

(@) g Ofl X Of2

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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No diagrama, a inclusao injetiva O C Oy, x Oy, é dada por:

KX, Y]], KX Y] K[X Y]
() (f1) (f2)

g+ fA= (9+ fiAd g+ foAd),

O:

KXY KIXY)

(f1) (f2)

Sejam O o fecho inteiro de © em seu anel total de fracdes, O £ e @h os fechos

onde A = K[[X,Y]], g € A é qualquer, Oy, =

inteiros de Oy, e Oy,, respectivamente.

O ¢é um anel semi-local (i.e. possui um nimero finito de ideais maximais) com o
numero de ideais maximais igual ao nimero de ideais primos minimais em O, ou seja, 2

ideais. Denotamos por m; e msy esses ideais maximais de O.

C1,Cy representam respectivamente os condutores de Oy, em Oy, e de Oy, em Oy,.
C representa o condutor de @ em O.
KX, Y]]
{f)

Podemos observar que, via a inclusao, esse ideal de O se estende ao ideal de Oy, x Oy,
dado por 504 x f1Oy,.

Consideramos em O = o ideal gerado pelos elementos f; e fo médulo f.

Proposigao 4.4. Seja C' o condutor de O em Oy, x Oy,. Temos:
C' = f204 x f10y,.
Demonstragio. Sabemos que foOp x f10f, C C'. Dado g € A, temos que:
g+ [A=(g+ [iA g+ fLA).
Se g+ fA € C' C O, temos:
(g+fA)-(1,0)=(g+ 14,00 €O e (g+fA)-(0,1)=(0,9+ f2Ad) € O.

Entao existem g1, go € A tais que:

@

(9+ f1A,0) = (g1 + [iA g1 + f2A) 0,9+ foA) = (92 + [1A g2 + foA).
Assim,

g1 = fo- b, para algum hy € K[[X,Y]] ¢ go= fi - ho, para algum hy € K[[X, Y]].
Logo,

g+ A= fohi + LA g+ f2A= fiha + foA.

@
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ou seja:
g+ fA=(g+ fiAd g+ L A) = (fohu + fLA, fihe + foA) € 2,04, x f1Oy,.

Portanto, C'= f20f1 X flOfQ. ]

Denotamos por C" o condutor de O, x Oy, em O. Segue das defini¢des de condutor
e produto cartesiano que C” = C; X Cy. Assim, pela proposi¢ao (4.2) temos C' - C" = C, ou

seja:
C" = f2€1 x f1Cy CC.

E conhecido que, em geral, ndo é vélida a igualdade no caso da Proposicao (4.4).

No entanto, no caso em que abordamos nesse estudo, podemos provar a igualdade, ou seja:

Proposicio 4.5. Seja C o condutor de @ em O, temos:
C = fils X f1Ca.

Demonstragio. Da Proposicao (4.2), temos foC; X f1Co CC. Dado g € A, se g+ fA€C,
entdao g + fA € C', ou seja:

(9+ fiA g+ f2A) € 205 x f1Op,.
Entao, existem hy, hy € K[[X, Y]] tais que:
(9+ fid, g+ f2A) = (fo- hi + fiA fi - ha + f2A).

Temos que mostrar que hi+ f1.A € Cy e ho+ fo A € Cy. Como (fo-hi+ f1 A, fi-ho+ foA) € C,

temos:

(fo- b+ fiA fi-ho+ f2A) - (Op x {0}) CO e
(fo-hi+ fid, fi - ha + f2A) - ({0} x Op,) C O.

Entao:
(forhi+ iA0)CO e (0,fi-ha+ foA) CO.
Para mostrar que hy + f1.A € C; e hy + fo A € Co, basta mostrar que:
(4 fHA) a1 €0p e (hat f2A)-ay € Oy, paraa;, € Oy, ay € O,
Sabemos que:

((fg . hl + f1./4) . (11,0) c0O e (0, (fl . hg + fQA) . Ozg) € O, para o; € @fl, Qo € (5]02.
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Logo, temos a existéncia de g1, g» € A tais que:

((fa- b1+ fiA) - a1,0) = (g1 + fiAd, g1 + foA) e
(0, (fi - ha + foA) - a2) = (g2 + f1A, g2 + foA).

Assim, temos g = f - g}, para algum g} € A e go = f1 - gh, para algum gj € A. Entéo:
(forhi+fiA)-ar=fo-gi+ LA e (fi-ha+ foA)-as = f1-g5+ foA

Como O £ € O f, sao dominios, podemos cancelar respectivamente f, + f1.4 e fi + f2.A nas

igualdades acima em ambos os lados. Entao, obtemos:

(hl‘i‘flA)'Oél:gi—i-flAEOfl e (hQ“l‘fZA)'OéQ:gé—‘rszEsz,

Portanto:

(g1 + fLA) - O, € Oy eentdo by + fLA € C,
(92 + fQ.A) . @f2 C Of2 e entao hy + fo A € Cs.

Decorre da simetria de G(f1) e G(f2) que:
dimg (O, /Op,) = dimg (O, /C1) e dimg (O, /Oy,) = dimg (O, /C2)  (Ver [10]).

Vamos mostrar que dessa informagao local, podemos concluir que no caso semi-local o

resultado também é valido.

KX, Y]] ~
Proposicao 4.6. Sejam O = M, O, o fecho inteiro de O e C o condutor de O em

- (fi- f2)
O. Temos:

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, considere o seguinte diagrama:

6 = 6f1 X @fz
|
Ofl X sz

|
0

|
C' = 205 x f10y,

|
C = fol1 x f1Cy
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Basta entao mostrar que:
i) dimg (O/(Oy, x Oy,)) = dimg(C'/C).
ii) dimg ((Of, x Oy,)/O) = dimg(0O/C").
i) Temos:
dimg(0/Oy, x Op,) = dimg (O, /Oyp,) + dimg (O, /Oy,)
= dimg (O, /C1) + dimg (Oy, /Ca), (4.3)
onde a ultima igualdade é consequéncia dos seguintes isomorfismos de K espagos vetoriais.
Por outro lado:
Oy — f204 Oy, — f10y,
g+ hHA= f2-9+ [LiA g+ oA fi-g+ oA

dimg (C'/C) = dimg (f2Op, / f2C1)+ dimg (f10p,/ f1C2) = dimg (Of, /Cr)+ dimg (O, /Cs).
ii) Basta mostrar que dimg ((Oy, x Oy,)/C’) = 2 dimg(O/C'). Agora,

dimK(<Of1 X Of2>/c,) = dimK(Ofl/fQOh) +dimK(Of2/f2Of2)
= I(f1, f2) + I(f2, J1)
= 2I(f1, f2)-

Temos que mostrar entdo que dimg(O/C') = I(f1, f2). Segue diretamente da definigao de

indice de intersecao que:

Portanto, dimg (O/O) = dimg (O/C). O
4.3 O semigrupo G no caso de curvas birramificadas

Definigao 4.3. O semigrupo G associado ao ponto singular (0,0) da curva algebréide

reduzida birramificada f = 0 é definido por:
-_— 47 K X Y
G {< 1<04)7W2(Oé));0z€(’)_—[[’“}7

onde w; e wy sao respectivamente as valorizagoes associadas aos ramos f; e fo de f e
o KlIXY]

(i f2)

Esse semigrupo, pode ser descrito por:

¢ o anel de coordenadas de f na singularidade.
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G={(f1,9)1(f29);9 € A} = {(wi(9),w2(9));9 € A},

onde g e g sao as imagens de g € A respectivamente em Oy e Oy,. Consideramos
m(G) = G e m(G) = Ga, que sdo as projegoes na primeira e segunda coordenadas, onde
(G é associado a f; e Gy a fs.

K[[X, Y]]

Denotamos pOfU:[(flaf2):dimK< (f1, f2)
1,.J2

) e por ¢y, ¢ os condutores de G

e (35, respectivamente.

Da férmula C = f5,C; x f@, temos que:
C={ac @;wl(a) > v+ ewsa)>v+ el

Podemos observar que no caso das curvas algebréides birramificadas, o semigrupo
de valores associado ao ponto singular nao é finitamente gerado como ocorre no caso das
curvas algebroéides unirramificadas. Veremos que o processo de determinar tais semigrupos
dependera do conceito de pontos maximais e que a propriedade de simetria desses pontos

maximais é muito util nesse processo.

No que segue, prosseguimos para o objetivo de determinar o semigrupo G associado
a um ponto singular de uma curva algebroéide reduzida birramificada f = f;- f; € K[[X, Y]]

a partir do semigrupo G; = G(f1), do semigrupo Gy = G(f2) e do indice de intercessao

P e ]
v=1I(f1, )2 = dimg (f1, f2)

O préoximo teorema determina o semigrupo G, em fungao de Gy, G e v, fora do
retangulo formado pelos eixos coordenados e as retas * = v+ ¢; e y = v + . Assim,
apoés aplicar este teorema, para determinar todo o semigrupo G ¢ suficiente determinar os

finitos pontos G que estao dentro do retangulo citado.
Teorema 4.2. Seja P = (v+x,v+y) e NxN:

i) Se x > ¢ entdo P € G & y € Go.

ii) Se y > ¢y entdao P € G < x € Gy.

Demonstragao. i) (<) Vamos mostrar que se © € G; e y € Gy entdo P € G. Sejam

g1, 92 € K[[X,Y]] tais que w1 (1) = = e wy(g2) = y. Tomando g = ¢1 fo + gof1 temos

(v 42,0 +y) = (w(9),w2(9)) € G.

Q|

(=) Seja g € K[[X,Y]] tal que (wi(g),w2(9)) = (v+ z,v +vy). Seja a = =7 no corpo

2

de fragoes de Oy. Como wi(a) = x > ¢, temos o € C; e entdo g € f,C;. Como

(3,0) € f,C1 X fiC, =C C O e (3,7) = (3,0) + (0,7), temos (0,7) € O. Entdo existe um
(h

elemento h € A tal que (0,9) = ﬁ) Como h = f1h; para algum h; € A, temos:
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y = ws(7) — wa(fy) = wa() — wa(fy) = walh) € G

A prova do item ii) é andloga. O

Observe que, a partir do Teorema (4.2) segue que dado um ponto P = (a,b) € NxN
,entao Pe Gy e Gy, seb>v+ e, entdao Pe G < v € Gy. Por fim,sea >v+c; e
b > v+ cy, temos P € (G, pois as condi¢oes anteriores serao simultaneamente satisfeitas.

Graficamente, temos:

Gréafico 1 - Teorema 4.2

PeGereCG| ||Ped]

U+ Co

PeGeyed,

v+ N

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Definig¢ao 4.4. Dado x € N, a fibra vertical sobre z é conjunto F'V(x) dos pontos de G

com abscissa igual a x, ou seja:
FV(z) ={(z,y) e NxN;(z,y) € G}.

Dizemos que a fibra ¢é infinita, finita e ndo vazia ou vazia, respectivamente quando o

conjunto F'V(x) é infinito, finito, ndo vazio e vazio.

De acordo com o Teorema (4.2), temos:
FV(z) vazio & z ¢ Gy,
FV (z) finito e ndo vazio &z € Gy e v —v ¢ Gy;
FV(z) infinito & = —v € G;.

Analogamente, definimos:

Definicao 4.5. Dado y € N, a fibra horizontal sobre y é o conjunto:

FH(y) ={(«",y) e NxN; (2, y) € G}.
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Também de modo analogo, temos:
FH(y) vazio < y ¢ Gb;
FH(y) finito e nao vazio < y € Gy ey — v ¢ Ga;
FH(z) infinito & y — v € Gb.
Definig¢ao 4.6. (a) Dizemos que um ponto (xy, %) estd acima (respectivamente, a direita)

de outro ponto (3, ys2) se x1 = T3 e y; > Yo (respectivamente y; = yo € 11 > T3).

(b) Seja x € N;z € Gy e x — v ¢ Gy, ou seja, FV(x) é finita e ndo vazia. Dizemos que o
ponto da F'V(z) que estd acima de todos os outros pontos em F'V(z) é o ponto maximo
de FV(x). Ou seja:

P = (x,b) é um ponto maximo de FV (z), se b = max{b; € N; (z,b;) € G}.

De modo andalogo, definimos o ponto maximo de uma fibra horizontal que é finita e nao

vazia. Ou seja:
P = (a,y) é um ponto maximo de FH(y) se a = max{a; € N; (a;,y) € G}.

A seguir, apresentamos duas propriedades que serao muito uteis para o objetivo de

obter formulas para determinar G.

Proposicao 4.7. [Propriedade A] Se (z1,y1) e (x2,y2) pertencem a G e x; < x5 €

Y1 > Yo entdo (x1,ys) também pertence a G. Graficamente, temos:

Gréfico 2 - Propriedade A
N

n

/

yn

X1 X2 N

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Demonstragio. Como (x1,y1) e (x2,y2) estdo em G, existem g; e g2 em A tais que:
wi(gr + fLAd) = x1 e wa(gr + foA) = y1.
wi(ge + f1A) = 29 € wa(ga + f2A) = yo.
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Consideramos em A o elemento g; + ¢go. Entao:
wi(g1 + g2 + f1A) = 21.
wa(g1 + g2 + f2A) = 1.

Portanto (z1,y2) € G.

Nas igualdades acima, usamos que a valorizagao da soma de dois elementos é maior
ou igual ao minimo das valoriza¢oes de cada elemento da soma e que o minimo s6 pode

ser atingido em uma das parcelas. Ver Defini¢do (2.5 ii) e Proposigao (2.5 iii). O

Proposicao 4.8. [Propriedade B] Seja (z,y) € G qualquer. Entao, existe ponto em
G da forma (z,y') com y' > y se, e somente se, existe ponto em G da forma (2/,y) com

2’ > x. Graficamente, temos:

Grafico 3 - Propriedade B
N
/

x €T N

/

Y

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Demonstragio. (<) Suponhamos que exista (z',y) € G com 2/ > x. Entédo, existem

9,9 € A tais que:
wi(g+ fild) =z e wa(g + foA) = y;
wi(g' + f1A) = 2" e wa(g + f2A) = .
Seja mo uma uniformizante em @f2. Entao, g + fo A = drj+ termos de grau > y e

g + foA = d'7i+ termos de grau > y, onde d,d’ € K \ {0}.

d

Considerando o elemento g — Eg’ € K[[X,Y]], temos que:
d , .
wilg— 29+ hA] =z

d/

Analogamente, temos (=). ]

d
Wo (g ——q + sz) =y >y
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A propriedade B mostra que (z,y) é ponto maximo de F'V(x) se, e somente se é
ponto méaximo de F'H(y). Por esse motivo, daqui em diante, denominamos tais pontos

(x,y) apenas de pontos maximais.

A seguir, apresentamos uma proposigao que junto com as defini¢oes (4.4) e (4.5) e
o fato de que (z,y) é ponto maximo de F'V (x) se, e somente se ¢ ponto maximo de F'H(y),

nos mostra que o nimero de pontos maximais de G é v = I(f1, f2).

Proposicao 4.9. Sejam H um semigrupo de ntimeros naturais, n € H e H, = {z €
H;xz—n ¢ H} temos: #H, =n.

Demonstracao. Vamos mostrar inicialmente que H,, tem pelo menos n elementos. Dado
n € H, considere o conjunto N = {0,1,2,--- ,n —1}. Seja z; € N. Se x; € H, temos
x;—n ¢ N, logo x; —n ¢ H e entdao z; € H,. Se z; ¢ H, temos z; + n € H,, pois
(x;+n)—n=ux; ¢ H. Se z; +n ¢ H, tomamos x; + 2n. Se x; + 2n € H, temos
x;+2n € H,, pois do passo anterior (x;+2n)—n =x;+n ¢ H. Se x;+2n ¢ H, tomamos
x; + 3n e repetimos o argumento. Como H possui condutor, segue que para algum k£ € N
temos z; + kn € H, com x; + (k — 1)n ¢ H. Além disso, o algoritmo da divisdo garante
que se x; # x; entdo (z; + kn) # (x; + k'n),Vk, k' € N, pois (x; + kn) = z; (mod n) e
(xj + k'n) = z; (mod n). Sabemos que #N = n e como para cada z; € N obtemos um

elemento de H, da forma (x; + kn), segue que H,, possui pelo menos n elementos.

Vamos mostrar agora que H,, possui exatamente n elementos. Do algoritmo da divisao,
segue que dado x € H,,, existem tinicos x; € N e k € N tais que z = z; + kn. Suponhamos
por contradicdo que H,, possui mais de n elementos. Assim, existem x,z’ € H, e k, k' € N,
tais que x = x; + kn e 2’ = x; + k'n, para algum z;. Podemos supor k < k’. Temos que

ri+kn € Hen € H, como H é semigrupo, segue que:
ri+kn=(x;+kn)+ (K —kne HVE >k (4.4)

Desse modo, (x; + k'n) —n > z; + k, logo (z; + k'n) — n € H,VK' > k. Portanto,
x; + k' ¢ H,,Yk' > k, contradi¢ao com (4.4). O

Observacao 4.1. Podemos observar que conjunto H,, determinado na primeira parte da
demonstracao da Proposigao (4.9) é o conjunto formado pelos elementos da sequéncia de
Apéry de H em relacao a n, obtido a partir da Definigao (3.3) do capitulo anterior. Assim,
dado um semigrupo H de ntimeros naturais com condutor (ou seja, N\ H é finito). Seja
n € H, dizemos que {x € H;x—n ¢ H} = {ap < a1 < --- < a1}, ¢ o conjunto de Apéry

de H relativo a n, onde ag, a1, -+ ,a,_1 € a sequéncia de Apéry de H em relacao a n.
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5 PROPRIEDADES DOS PONTOS MAXIMAIS

Seja f = f1 - fo € K[[X,Y]] uma curva algebréide birramificada que possui um

K| XY
ponto singular em P = (0,0), continuamos denotando por v = I(f1, f2) = dimKM

(fi,f2)

c1 e ¢ os condutores dos semigrupos GG; e GGy associados respectivamente aos ramos f; e
fa.

Neste capitulo, continuamos o estudo dos resultados de Garcia [7] e [8]. Apresenta-
mos propriedades dos pontos maximais do semigrupo G da Definigdo (4.3) e mostramos
que o problema de determinar o semigrupo de valores GG associado ao ponto singular
de uma curva algebréide birramificada f = fi - fo € K[[X,Y]], a partir de G; = G(f1),
G = G(f2) e do indice de intersegdo v = I(f1, fa) é equivalente a determinar seus pontos
maximais. Provamos que o ponto Q@ = (v +¢; — 1,v + ¢ — 1) é um ponto maximal de
G e que todos os demais pontos de maximais de GG sao simétricos em relagao ao ponto
Q. A partir da simetria de G e dos conceitos estudados nos capitulos anteriores, obtemos
resultados que nos permitem determinar férmulas para o semigrupo G no caso de curvas

birramificadas.

Dividimos nosso estudo em dois casos. Se os ramos f; e f possuem tangentes
distintas em (0, 0), conseguimos determinar férmulas para obter o semigrupo G. Por outro
lado, se f; e fy possuem a mesma tangente na origem, mostramos que, a partir de uma
sequéncia finita de explosdes, é possivel obter uma curva f), decomposta como produto de
dois ramos fl(j ), f2(j Je K [[X, Y]] que possuem tangentes distintas. Em seguida, provamos
que é possivel obter o semigrupo G associado a curva f quando a multiplicidade nao muda
na sequéncia de explosoes até obter a curva com tangentes distintas. No caso em que a
multiplicidade muda em apenas um dos ramos, digamos f;, se o nimero de geradores do
semigrupo G for 2 ou 3, conseguimos determinar férmulas para obter G no caso geral.
No entanto, se o nimero de geradores de G; é n > 4, obtemos férmulas que dependem de

uma hipdtese adicional pouco restritiva.

O Teorema a seguir mostra que o conhecimento do semigrupo G é equivalente ao

conhecimento de seus pontos maximais.

Teorema 5.1. Temos:
G ={(z,y) € Gy x Go; (x,y) nao estd acima, nem a direita de um ponto maximal de G}

Demonstragio. (C) A inclusao segue do fato de que dado um ponto maximal P de GG, nao

existe ponto de G acima ou a direita de P e das projegoes m1(G) = G e m(G) = Ghs.

(D) Seja (z,y) € {(z,y) € G1 x Gy;(x,y) ndo estd acima, nem a direita de um ponto
maximal de G}. Entdo podemos assumir que (x,y) ndo é um ponto maximal de G. De

fato, se (z,y) é um ponto maximal de G, entao (z,y) € G por defini¢ao. Logo, F'V(z) e
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FH(y) sao nao vazias. Usando a hipé6tese de que (z,y) nao estd acima nem a direita de
um ponto maximal de G e assumindo que (x,y) ndo é um ponto maximal de G, concluimos
que existem pontos de G acima e a direita de (x,y). Portanto, pela propriedade A (4.7),

(x,y) deve pertencer a G. ]

Corolario 5.1. O conhecimento dos pontos maximais de G determina o semigrupo G.

Demonstracdo. Sabemos que v é o nimero de pontos maximais. Projetando os pontos
maximais por 7 e 7y, obtemos os conjuntos de Apéry G; e G em relacao a v e entao,
obtemos os semigrupos GG; e G5. Aplicando o teorema anterior, determinamos os pontos

de G1 x G5 que pertencem a G, entao G esta determinado. n

5.1 SIMETRIA DOS PONTOS MAXIMAIS

Nesta secao estudamos a simetria dos pontos maximais de G. Mostramos que (0, 0)

¢ um ponto maximal de GG. Denotamos por Q o ponto
Q=wWw+e —1Lv+e—1).

A seguir, mostramos que Q também é um ponto maximal de GG e que cada ponto maximal

de G possui um simétrico em relacao a Q que também é um ponto maximal.

Proposicao 5.1. (0,0) é um ponto maximal de G.

Demonstragio. Temos de (4.3) que:

G={((f1,9),1(f29));9 € A}.

Kxy) o _
oy - 0o Ul = dimemr e = 0.

Assim, (0,0) € G. Por outro lado, como f; e f; ndo sao unidades de K[[X, Y]], temos:

K| XY
Como 1 € A, temos I(f,1) = dimg [[X, Y]]

(f1,9) = K[[X,Y]] & g éinvertivel < (fy,g) = K[[X,Y]].

Dai,
- K[X,Y]] . K[[X,Y]]
I(f1,9) =0 dimg——— =0 dimg———— =0 I(f2,9) =0.
(fl g) " <flag> K <f27g> (f2 g)
Portanto, (0,0) é ponto maximal de G. ]

A seguir apresentamos um lema auxiliar que sera utilizado para mostrar que Q é

um ponto maximal de G.

Lema 5.1. Sejay € Ncom y < v+cy—2. Sey—v ¢ Gy, entdo:
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<U+Cl_1ay)¢G'

Demonstragio. Seja y; = v+ —1—y =cy—1— (y —v) > 0. Pela simetria de Gy
temos que y; € Gy \ {0}. De m(G) = Gy, segue que deve existir (z1,7;) € G com 7 > 0.

Considere agora o ponto P dado pela soma:
(v+er—1Ly) + (x,p1) =W+ —1+x,v+e—1)=P.

Como x1 > 0, segue que P é um ponto a direita de Q. Da definigdo de condutor temos
que ca — 1 ¢ Go, entdo pelo Teorema (4.2) P ¢ G e concluimos que (v+¢; —1,y) ¢ G. O

Teorema 5.2. O ponto Q = (v+¢; — 1, v+ ¢y — 1) pertence a G.

Demonstragio. Se v =1, temos ¢; = co = 0 e entdao Q = (0,0), neste caso nao ha nada a

provar. Vamos assumir entdo que v > 1. Assim, v+c¢; —1>cev+c; — 1€ Gy )\ {0}.

Como m1(G) = Gy, existe (v +¢; — 1,y) em G com y > 0. Vamos dividir a demonstracao

em dois casos:

Caso 1: ¢y > 0. A representagao grafica de G nesse caso é:

Grafico 4 - Caso 1 do Teorema 5.2

N
o

U+ C

v+4+cyg—1 Q¢ o)
vV+cy— 2
Y
v

v+ -1 v+ N

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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Sabemos da existéncia de y > 0 tal que (v +¢; — 1,y) € G. O Lema (5.1) mostra entao
que y > v, pois se y < v terfamos y — v ¢ G. Entao, pelo Teorema (5.1) para mostrar

que Q € G, basta mostrar a seguinte afirmacao.

Afirmagao 5.1. Se (v+¢; —1,y) € G com v <y < v+ ¢y — 2, entdo existe ponto de G

da forma (v+c¢; —1,4y') com ¢ > y, ou seja, existe um ponto de G acima de (v+¢; — 1,y).

Seja (v+c¢ —1l,y) € Geomv <y < v+ cy—2. Pelo Lema (5.1), temos que
y — v € Go. Pelo Teorema (4.2), temos (z,y) € G para cada © > v+ ¢;. Pela Propriedade
B (4.8), segue que existe em G um ponto acima deste, ou seja, da forma (v +¢; — 1,7/),

com y' > .
Caso 2: ¢; = 0, ou seja, Gy = N e f é um ramo nao singular.

Do Lema (5.1), segue que (v+c;—1,y) ¢ G para caday € N tal que y < v—2. Pelo Teorema
(4.2), sabemos que (v+c¢; — 1,y) ¢ G paray > v+ co = v. Entdo Q = (v+¢; — 1,0 — 1)
pertence a G, pois a fibra F'V (v + ¢; — 1) é nao vazia, pois v +¢; — 1 € Gy.

O

Definigao 5.1. Seja P = (x,y) € N x N. Chamamos de ponto simétrico de P em relagao
a Q o ponto Ps = (xs,ys) tal que

P+ Ps=Q,

ouseja, rs=v+c;—1l—zeys;=v+co—1—y.

Lema 5.2. Sejam P = (z,y) € N x N e Pg = (z5,ys) 0 seu simétrico em relacao a Q.

Entao:
i) F'V(x) ¢é finita e nao vazia < FV (z,) ¢ finita e ndo vazia;

ii) FH(y) ¢ finita e ndo vazia < F H(ys) ¢ finita e nao vazia.

Demonstra¢io. Como o simétrico do simétrico é o préprio ponto e a demonstracao de ii)

¢ andloga, ¢ suficiente mostrar (=) de i).

Seja x € N tal que FV(x) é finita e nao vazia. Sabemos entao que r € Gy e x — v ¢ Gj.

Para mostrar que FV (v + ¢; — 1 — z) é finita e ndo vazia, devemos mostrar que:
Do+ —1—x€G.

ute—1l—cz—v=c—-1—2¢G.

Dex e Grex+(¢g —1—x)=c — 1, pela simetria de Gy, concluimos 2).

Dez—veGie(x—v)+(v+c—1—x)=c; —1, pela simetria de Gy, concluimos 1). [
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Teorema 5.3 (Simetria dos Pontos Maximais). Seja P = (z,y) € N x N. Entao, P é um

ponto maximal de G se, e somente se Ps é um ponto maximal de G.

Demonstragio. Como o simétrico do simétrico é o préprio ponto, é suficiente fazer (=).

A demonstragao serd por indugao sobre a primeira coordenada. Da Proposigao (5.1) temos
que (0,0) é ponto maximal de G. Do Teorema (5.2) temos Q € G e do Teorema (4.2)
segue que nao existe ponto de G acima ou a direita de Q, pois ¢; — 1 ¢ Gy e co — 1 ¢ Go.

Assim, Q também é ponto maximal de G.

Seja (x,y) um ponto maximal de G. Tomemos por hipdtese de indugao que a simetria vale
para todos os pontos maximais de G com a primeira coordenada menor que x. Tomando

P = (z,y), temos por definicdo P+ Ps = Q = (v+c¢; — 1,v+ ¢y — 1).
Vejamos que para provar que Pg é ponto maximal de GG, basta mostrar que Ps € G.

De fato, tomando Ps = (z,ys), temos que nao existe ponto em G da forma (z,%’) com

y' > y,. Se existisse tal ponto em G, teriamos:
(z,y)+ (z5,9) = (v+a —Ly+vy) €G,
onde y+y >y +ys =v+cy— 1, em contradi¢do com o Teorema (4.2 ii).

Analogamente, segue que (', y,) ¢ G para cada 2’ > x,. Vamos entao mostrar que Ps € G.
Como (z,y) é ponto maximo, temos que: F'V(x) é finita e ndo vazia e F'H(y) é finita
e nao vazia. Entdo, pelo Lema (5.2), F'V(zs) e FFH(ys) sdo ambas finitas e nao vazias.
Suponhamos que Ps ¢ G. Logo, o ponto maximo de F'V (z,), que denotamos por B, é
da forma B = (z4,7'), com ¥ < ys. Seja Bg o simétrico de B. Denotando Bg = (z,v.),
temos que y., > y, assim, Bs ¢ G. Temos que (2/,y.) ¢ G para cada 2’ > z. De fato, se
(',y.) € G, terfamos que (zs + ',y + y.) ¢ um ponto de G a direita de Q, contradicao
com o Teorema (4.2). Como F'H(y') ¢ finita e ndo vazia, o Lema (5.2) garante que F'H(y.)

é finita e nao vazia.

As observagoes que fizemos, garantem que o ponto méaximo de FH(y.), que denotamos

por D = (2", y.), é tal que 2" < x e é ponto maximal de G.
Assim, pela hipdtese de inducao aplicada a D, concluimos que Dg = (2%,1') é ponto
maximal de G. Mas, claramente 2"/ > x, 0 que é uma contradicdo, pois nesse caso a fibra

horizontal F'H (y') teria dois pontos maximos distintos, a saber B e Dg.

A seguir, apresentamos uma representacao grafica dos argumentos utilizados na

demonstragao.
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Grafico 5 - Teorema 5.3

UV~ Ccy

v+cy—1 *Q

Ys 0

(0,0) z" x T 2 vte—1 v+

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

Proposicao 5.2. Seja P = (z,y) ponto méaximo de G. Se (x,y’) € G com 3 < y, entdo
/
y—1y € Ga.

Demonstragio. Pela definigdo, P+ Ps = Q = (v+c¢; — 1,v 4¢3 — 1), onde Ps é ponto
maximal de G pelo Teorema de Simetria (5.3). Denotando Ps = (x4, ys). Entdo o ponto

dado por:

(xay,) =+ (xsays) = (U "‘Cl - 173// +ys)

é um ponto de G na fibra F'V(v+c¢; —1). Pelo Lema (5.1), vemos que ¢ +ys = v+9"”, com
y" € Gy. Por outro lado, y + ys = v+ ¢y — 1. Temos entdo y — ¢ = (y +ys) — (v + ys) =
ca — 1 —y". Usando que 3y € G; e a simetria de Gy, temos que y — ¢’ ¢ Gs. O

De modo analogo, podemos demonstrar que se (x,y) é ponto maximo de G e (2, y)

ponto de G com 2/ < x, entdo x — ' € G1.

N
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Seja F'V (z) fibra infinita. Isto significa que x — v € G, logo existe g € A tal que
wi(g+ fiAd) =z —v. Entdo, wi(g - fo + f1A) = x.

Proposigao 5.3. Seja (x,y) € G tal que F'V(z) é uma fibra infinita. Entao, (z,y+vy') € G,
para cada y’ € Gs.

Demonstra¢io. Suponhamos (z,y) € G e y' € G5. Como (0,0) é ponto maximal de G,
nao existe ponto de G a direita ou acima de (0,0), assim, podemos assumir 3 > 0. Entao,

existe h € A tal que:
wi(h+ fid) =2 =wi(gfs + fA) e wa(h + frA) = y.

Como 3 € G, existe I € A tal que wo(h' + fo.A) = ' > 0. Consideramos entao o
elemento h - h' + fog € A. Assim

wi(h-h'+ f20 + [1A) = wi(f29 + 1A) = =,
pois wi (W + f1.A) > 0 ou b’ € f1.A. Temos
wa(h - W+ fag + foA) = wa(h - b + foA) = wa(h + fod) +wa (R + foA) =y + Y/,
que mostra que (z,y +y') € G. O

De modo anélogo a Proposi¢ao (5.3), podemos afirmar que dado y € N tal que
FH(y) é fibra infinita. Se (x,y) € G e 2’ € G quaisquer. Entao, (x + 2',y) € G.

Proposicao 5.4. Seja f uma curva algebroide birramificada reduzida singular na origem.
Suponhamos que um dos ramos de f tenha multiplicidade igual a 1. Entéo, se (z,y) é

ponto maximo de G, temos que FV (z) = {(z,y)}.

Demonstracio. Sem perda de generalidade, vamos tomar G = N. Suponhamos por que
exista um ponto em G da forma (z,y’) com y’ < y, entdo, pela Proposicao (5.1), teriamos
y—y ¢ Gy = N, contradigdo. Por outro lado, assumindo que G = N, a conclusdo seria

que dado (z,y) ponto maximo de G, entdo FH(y) = {(z,y)}. O

Proposigao 5.5. Dada uma curva algebréide birramificada singular na origem, com

G5 = N, temos que os pontos maximos de GG sao dados por:
(00)7 (ab 1); (a27 2); Tt (av—bv - 1)7

onde 0 =ag < a; < --- < a,_1 € a sequéncia de Apéry de G; em relacao a v.

Ainda, 0 <1 <2< .-+ <wv—1 ¢ asequéncia de Apéry de G5 = N em relacao a v.
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Demonstragio. Sabemos que (0,0) é ponto maximal de G. Suponhamos, por hipétese de
indugao, que (0,0); (a1, 1);--- ;(a;—1,7 — 1) sdo pontos maximos de GG. Vamos mostrar que

(a;,1) é ponto méaximo.

Suponhamos que (a;,7) ndo é ponto maximo. Entdo, o ponto maximo de FV(q;) é da
forma (a;, j) para algum ¢ < j < v — 1. Da mesma forma, teriamos que o ponto maximal
de FFH(i) é (ay,1) para algum ¢ < k < v — 1. Aplicando a propriedade A (4.7) aos pontos
(a;, j) e (ax, 1), obtemos o ponto de G dado por (a;, 7). Entao, em FV'(a;) temos os pontos

(a;,1) e (a;, ), contradigdo com a Proposigao (5.4) ]

5.2  CURVAS BIRRAMIFICADAS COM TANGENTES DISTINTAS

No que segue, denotamos por f = f; - fo a decomposigao em A = K[[X, Y]] de uma
curva algebréide birramificada singular na origem f, G; o semigrupo associado ao ramo
f1, G5 o semigrupo associado ao ramo fo, my a multiplicidade de f; e mo a multiplicidade
de fy. Sabemos que m; = min(G; \ {0}) e my = min(Gy \ {0}). Vamos denotar por
ap < ap < -+ < @p,—1€by <b <---<by,_1 respectivamente as sequéncias de Apéry de

(1, com relagao a my e de G, com relagao a mo.

Lema 5.3. Seja f uma curva algebréide plana afim irredutivel birramificada singular na
origem, com tangentes distintas. Entao:

i) FV(a;) = {(a;, jms)}, para cada 0 < j < m; — 1;
ii) FH(b;) = {(imy,b;)}, para cada 0 <7 < mgy — 1.

Demonstragao. i) Dos resultados da Secgao 4.1, temos que:

mi1—1

A= K[X.Y] = X K[X]|JA.+ hA (5.1

Seja 0 < j <my — 1 fixado. Seja (a;j,7) um ponto de G. Temos que mostrar que r = jmo.
Como (a;,r) € G, existe h € A tal que:

wi(h+ fiA) =a; e wo(h+ frA) =r.

De (5.1), segue que existem h(X) € K[[X]] para 0 < k <m; —1 e I/ € A tais que:

mi1—1

h=Y h(X)Ag + fr - .
k=0

Como wy (h + fi1.A) = a;, segue que ord(h;(X)) =0 e wy (he(X)Ag + f1.A) > a; para cada
0<k<mp—1ek=#j. Escrevemos h como:

7j—1 mi1—1
h=hi(X)A4; =3 he(X) Ak + 3 h(X) A + [l
k=0

k=j+1
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Como a forma inicial de A; é Y* e a forma inicial de f; é Y™, segue que devemos ter a
mi—1

forma inicial de Z hi(X)Ax + fih' com grau estritamente maior que j.
k=j+1

Dado 0 < k < j — 1. De wy(hi(X)Ar + f1A) > aj, temos wy (hi(X) + f1.A) > a;j — ay.
Como (G cresce fortemente segue que:

wl(hk(X) + f.A) > a; —ag > aj—k > (] — k)a1 > (] — /{;)ml

Como wy (he(X) + fiAd) = my- ord(hi(X)), temos que ord(hy(X)) > j — k para cada
j—1

0<k<j—1. Entao Z hi(X) Ay tem a forma inicial com grau estritamente maior que j.
k=0

Desse modo, a forma inicial em h é Y7. Por hipétese, supomos que a tangente ao ramo fy

é diferente de Y, portanto, temos:
wa(h + f2A) = I(h, f2) = jmo.
A demonstracao do item ii) é andloga. O]

Teorema 5.4. Seja f uma curva plana algebréide plana afim irredutivel birramificada
singular na origem, com tangentes distintas. Entao, os pontos maximais de G sao dados

por (a; + imy,b; + jmsy) para cada 0 <i < my — 1 e para cada 0 < j <m; — 1.

Demonstracao. Como por hipétese as tangentes a f; e fo sdo distintas, temos:
v=1(f1, fa) =m1-ma.

Sabemos que o total de pontos do enunciado é v. Portanto, é suficiente mostrar que tais

pontos sao pontos maximais de G.

Inicialmente vamos mostrar que Q possui a forma do enunciado. Temos:
Q=w+cr—Lv+ca—1)=(m1-mo+ an,_1—m1,my Mg+ by, 1 —ma).

Logo, Q é da forma (a; + imq,b; + jmsy), com j =my — 1 e i =my — 1.

Do Lema (5.3) segue que para cada 0 <i < my — 1 e para cada 0 < 7 < my — 1, temos
(a; +1imq,b; + jms) € G. Fixandoie j com 0 < j <my —1e0 <i<my— 1. Considere

a soma:
(CLJ' + z'ml, bz + jmg) + (aml,l,j + (m2 —1- i)ml, bm2717¢ + (m1 —1- j)m2>

O resultado dessa soma é o ponto @ = (v+c¢; — 1,v + ¢3 — 1). Ademais, na soma acima e
cada parcela é formada por um ponto de G. Afirmamos que (a; + imq, b; + jms) é ponto
maximo de G. De fato, suponhamos que exista algum ponto de G' da forma (2, b; + jms)

com =’ > a; + imy, somando a este ponto o ponto dado por:
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(@my—1—j + (M2 — 1 = @)my, byy—1—5 + (M1 — 1 = j)my)),
obtemos um ponto de G' da forma (z”,v + ¢2 — 1) com
2" > a;+imy + apy—1—j+(me —1—i)my =v+c¢ — 1,

contradicao com o fato de Q ser ponto maximal de G. [

5.3 CURVAS BIRRAMIFICADAS COM TANGENTE UNICA

Nesta secao, vamos nos restringir ao caso de curvas algebroéides e curvas birramifi-
cadas com tangente tnica. Assim, no que segue, f = f; - fo denotard sempre uma curva

birramificada com tangente tinica em P = (0,0).

5.3.1 Curvas e explosoes

Lembramos que dado f € KJ[[X,Y]] irredutivel, podemos supor que X nao é

tangente a f. Pelo teorema da preparagao de Weierstrass, podemos supor:
f=ym +d1(X)ym—1 +o e d (X))

onde m ¢ a multiplicidade de f e d;(X) € K[[X]], com ord(d;(X)) > j, para 1 < j < m.
Sabemos entdo que a tangente a f é da forma Y 4+ aX e a forma inicial de f é (Y +aX)™,

para algum o € K.

Definicao 5.2. Seja f uma curva plana afim com dois ramos, definimos a explosao de f

por:

1

FOXN) = £ (X XY))

onde m é a multiplicidade de f na origem, ou seja, m = my + mo.
Segue da definicao acima e da decomposicao f = f; - fo que:
WX, v1) = £(x, %) - (X, 7
f(al) fl(?l)f2(71)'

Nessas condigoes, temos que f() é redutivel ou irredutivel em K[[X,Y}]], conforme
a =0 ou a # 0, respectivamente. Suponhamos a = 0, ou seja, fizemos uma mudanca de

coordenadas de modo que a tangente a f é Y. Entdo, nesse caso, f(!) possui dois ramos
em KX, Vi]].

Podemos considerar a inclusao:
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1
v Of — O

9(X,Y) = (X, Y1)M

onde g(X,Y) =g+ fid e g(X, Y1) = g + fi A

K| XY
Denodando por z = X + fiA ey =Y + f1.A, temos que H<f’>]] = Kl[z,y]]
1
Consideremos a inclusao K|[[z,y]] C KHJE, yH Pode-se mostrar que KHx, zH é
x
K[[X,Y
isomorfo a M a partir da seguinte aplicacao:

(fO)
K[[X, 1] — KHx i”
h(X,Y)) h<x, i)

KIXY]) o K[, Y]
N U

na inclusao K{[z,y]] C

Tal isomorfismo transforma a inclusao

KH:C y” (Ver [8], pég. 55).

T

- KH;U iH a explosdo de K[z, y]] = W

K[[X, Y]]

(A7)

Sejam (G7 o semigrupo de f; e Ggl) o semigrupo de fl(l), ou seja, chamando de w; a
K[[X, Y]]

(f1)

G1={wi(h+ fiA);h € A\ f1A};
G = {wi(h+ fVA) b e A\ FVAD].

Definicao 5.3. Chamamos

valorizacao do fecho inteiro de Oy, = , temos:

K[X,Y]) - KX, Yi)
Fy

Pela inclusao , temos G C GM. Sabemos ainda que m; =

min (G, \ {0}).

Proposigao 5.6. Sejam ag < a3 < -+ < @y, -1 & sequéncia de Apéry de G em relagao a

my e a((]l) < agl) << agi,l a sequéncia de Apéry de Ggl) em relagao a mgl). Temos:

a; = ag-l) + gmy, para cada 0 < 53 < my — 1.
Demonstragao. Ver [1], Teorema 4, pag. 278. ]

A Proposicio (5.6) mostra que podemos obter GV a partir de G.
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Proposic¢ao 5.7. Seja fi = Y™ + dy(2) Y™ 1+ .- +d,, (X), onde d;(X) € K[[X]] e
ord(d;(X)) > j. Entao m{" < my se, e somente se a forma inicial de f{" 6 X™ ou

seja, a multiplicidade de f(!) é menor que a de f; se, e somente se, X é a tangente a (.

Demonstracao. Considere a inclusao:
KX Y] R[]
RN T

WX, Y) + frA = (X, XY) + fNAD,

Y
onde AV = K[[X, Y]] e YV} = %

K| XY
Seja wy a valorizacao de Oy, = M

(f1)
(=) Suponhamos m{"” < my. Sabemos que wi (X + fid) = I(X, f) = my. Da inclusao
(5.2), temos que:
(X + [1A) = (X + fPAD) = 1(X, f7)
Assim, I(X, fM) =m,; > mgl). Portanto, X é tangente a f;.

(<) Da inclusao (5.2), temos:
(X + i) =@ (X + f17AD) = 1(X, 1Y)

Sabemos que w;(X + f1.A) = I(X, fi)m;. Como por hipdtese X é a tangente a f;, temos
I(X, fl(l)) > m®. Portanto, m; > m\". O

A seguir, definimos a sequéncia que serd denominada sequéncia de explosoes

adaptada a f.

Fazemos uma mudanga de coordenadas para que a tangente a f na origem seja Y
e depois a explosdao de f na origem, obtendo f). Se () possuir tangentes distintas na
origem, a sequéncia é justamente f e fI). Se néo, fazemos uma mudanca de coordenadas
para que a tangente a f() na origem seja Y e fazemos a explosiao de f() na origem,
obtendo ).

1
fA(X,Y,) = Wf(l)(X’ XY3),

onde m™ é a multiplicidade de fV) na origem. Se f(?) possuir tangentes distintas na origem,
entdo a sequéncia é f, fM e f?) caso contrario fazemos uma mudanca de coordenadas em

f (2) para que sua tangente na origem seja Y e repetimos o processo para obter f @),

Desse modo, obtemos a sequéncia
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f(O) = f, f(l)7 f(2)7 .. 7f(t—1)’ f(t)7

onde a tangente a f) ¢ Y, para 0 < j <t —1e f® possui tangentes distintas na origem.

Correspondente, obtemos a seguinte sequéncia:
(0) (1) 2 (t—1) (t)
Of C O g Of g st g Of g O 9

onde

(’)}j) :[W, para 0 < j <.

Podemos observar que cada explosao fU) possui dois ramos na origem. Escrevemos
0 = £ £ para a decomposicio de ) em AY).

Denotamos por mY) (respectivamente, mgj ), mgj )) a multiplicidade de f) (respec-
tivamente, fl(j ), Q(j )) na origem, GV (respectivamente, ng ), ng )) o semigrupo associado a
fU) (respectivamente, fl(j), féj)) e vl) = [(fl(j), fQ(j)).

Também denotamos por

o <@ <. < g

mi1—1

respectivamente

b(()]) < bg]) << b(])

mo—19

as sequéncias de Apéry de ng ) e ng ) referentes a my e mo.

AW ) —
@) _ 7 g(f) (respectivamente, g

' (4) )
fi(j )

Ademais, para i = 1,2, temos O a imagem

i

de g € AY) em O](c{) (respectivamente, (’)%)).

Proposicao 5.8. v = v + m; - mo.

Demonstragdo. Consideremos a inclusdo ¢ : Oy — Ogc? dada por g(X,Y) — g(X, XYl)U).
Por definicao,

xm - fiU(X, V) = fo(X, XY7)
Usando a definicao e ¢, obtemos:

v = wn(Fo) = (B XT)Y) = maeor (XP) + 0 (7O 1))

= m2w1(y) + fu(l) =M1 Mo + ,U(l)
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Corolario 5.2. v = Zml ms ),
7=0

Demonstracido. Temos v®) = mgt)mét), pois f® tem tangentes distintas. Entao sucessivas

aplicagoes da proposicao anterior prova o resultado. O

Corolario 5.3. O conhecimento de GG, G5 e v é equivalente ao conhecimento de G1, G5 e
t.

Demonstragio. Da Proposigao (5.6), segue que conhecendo G, obtemos G(ll), GgQ), e assim

por diante. Conhecendo (G1, obtemos mgj ) para todo j > 0. O mesmo fazemos para G5 e

m¥. Do Corolério (5.2), temos:

U—Zml mz.

Sabemos que a multiplicidade é sempre positiva e se mantém ou diminui quando efetuamos
as explosoes. Logo, conhecendo v podemos substituir na equacao acima os valores de
. . tl . .
mP m$. 0 < j <t ondet = min {t’ €Njv= ngj)méj)}. Assim, obtemos t. O
=0
No que segue, dividimos em trés casos o processo de determinar férmulas para se

obter o semigrupo G associado a uma curva algebroide birramificada singular na origem,

com tangente tnica:

Caso 1: quando nao ha mudanca de multiplicidade na sequéncia de explosoes, até

atingir a curva com tangentes distintas.

Caso 2: quando a multiplicidade muda em apenas um dos ramos, que vamos supor

que seja fi, e o semigrupo G; pode ser gerado por 2 ou 3 elementos.

Caso 3: quando a multiplicidade muda em apenas um dos ramos, que vamos supor
que seja f1, e o nimero minimo de geradores para o semigrupo GG; é n > 4. Neste tltimo

caso, as féormulas dependem da introducao de uma hipdtese adicional.

532 Caso 1l
Este é o caso onde mgj) =my e mgj) =msy,0 < j <t. Do Corolario (5.2), temos
= (t + 1)m1 M.

Proposicao 5.9. Sejam k; e ko niimeros naturais tais que:

klml <a; < (]{51 + 1)m1 e k‘gmg < b1 < (k?g + 1)m2
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Entao a multiplicidade de f; (respectivamente, f;) muda pela primeira vez depois de k;

(respectivamente, ko) explosoes.

Demonstracio. Este resultado decorre de sucessivas aplicagoes da Proposigao (5.6). Apli-
(1)

cando a; = a;’ + jm, para j = 1, k vezes, obtemos:

ap = agl) +m
V= o +m®
a§2) _ a§3) +m®
agk—z) _ agk—n o (=2)
agk_l) = agk) + mF=b
agk) = agkﬂ) +m®).

De agk_l) = agk) + m¥*=1 isolando agk) e substituindo nas equagoes anteriores, temos:

agk) _ agkq) — D
_ (agk—2) _ m(kﬂ)) _ =D

= (k vezes)

= ay — km, pois por hipétese m =m0 <j<k-1

Por outro lado, fazendo as mesmas operagoes com agk) = agkﬂ) +m®, obtemos:

agk-i-l) _ agk) . m(k)
= (k+1 vezes)
= ai; — (k’ + 1)m
Desse modo, teriamos agkﬂ) negativo, contradicdo. Portanto, apds a k-ésima explosao,

devemos ter m®) £ mFE=1) = m.
Nessas condigoes, temos:
my Y =a; " =a;—kimy e mg”) = b§k2) = by — koma.
Assim, ndo hd mudanca de multiplicidade < ¢ < min(ky, k2). O
Lema 5.4. Se t < min(ky, kq), temos:

i) (aj, (t+1)jmg) € G, para cada 0 < j <my — 1,

i) ((t+ 1)imy,b;) € G, para cada 0 <i < mgy — 1.
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Demonstragio. i) A demonstracao sera feita por indugao sobre t. Para o caso t = 0, o

resultado segue do Lema (5.3).

Por hipotese de indugao temos que:

(ag-l),tjmgl)) €GO, para 0 < j<m{” — 1.

(1)

Como nao ha mudanca na multiplicidade, temos que (aj timy) € G, para cada

0 <j <my—1. Tomando g € A tal que:

(1) =(1)

wi(gV) = a;’ ewy(g ') =tjmy,

mgl) = m; e da Proposicao (5.7), temos que a forma inicial de fl(l) é (Y +aX)™, para

algum o € K. O mesmo argumento utilizado no Lema (5.3), mostra que podemos assumir:
g=YI +d(X)Y "+ +d(X)+ Vg,
onde d,(X) € K[[X]], ord(d,(X)) >pe g € A

A forma inicial de g é da forma (Y + aX)? e, depois, aplicamos o Teorema da Preparagao

de Weierstrass (2.2). Ademais, segue do Corolario (5.2) que:

wQ(fl(l) ) = oW = tmymy > tima.

Entdo, podemos assumir que ¢’ = 0. Podemos observar que X?g = h(X, XY) para algum
h € A. Temos entao:

wi(h) = w (W(”) = jwi (Y(l)) +wi(gh) = jmi + aél) =4

ws(B) = wa (X, XV) ) = jeon(X ) wa(G) = jma + tjms = (¢ + 1)jma.
A demonstracao do item ii) é analoga. n
Teorema 5.5. No caso t < min(k1kK5)) os pontos maximais de G sdo dados por:

(a; + (t+1))ima, b; + (t + 1)jms) + 7(mq, ma),
onde 0<j<m;—1, 0<i<my—1e0<r<t.
Demonstracao. Vamos denotar por:
P(j,i,r) = (aj + (t + 1)imq, b; + (t + 1)jmsa) + r(mq, ma).

Os mesmos calculos do Teorema (5.4) mostram que:
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Q=P(ji,r),comj=m —1li=mg—1ler=t
P(j,i,T)S:P(j”j”r’)’Comj’:ml_1_j,i/:m2_1_ier/:t_7..

Por fim, o Lema (5.4) mostra que P(j,i,r) e P(j,i,7)s devem pertencer a G e, portanto,

nao existe ponto de G' acima de P(i,j,7). ]

5.3.3 Caso 2

Vamos assumir o caso em que temos apenas uma mudanc¢a de multiplicidade que
serd no ramo f;. A Proposi¢ao (5.7) mostra que se apds uma explosao, apenas uma das

multiplicidades mudar, chegamos ao maximo da sequéncia, ou seja:

) (-1 G _ 01

m§j<m1 emy’ =my = j =1

Entao, o caso a ser considerado aqui é:

()

e 0 ()

=mipara0 <73 <t—-1; my;’ <myq; m2j:m2para0§j§t.

Sejam ki, ko tais que:
klml <a; < (k’l + 1)m1 e kﬁgmg < b1 < (k?g + 1)m2

Como vimos anteriormente, a multiplicidade muda apds a k-ésima explosao, assim, se a
multiplicidade muda em apenas um dos ramos e k = min{ky, ky}, devemos ter k; # ks.
Vamos assumir que k1 < ks ja que estamos supondo que a multiplicidade que muda é a do
ramo fi. Das Proposicoes (5.7) e (5.9) segue que t < ky < ky. O caso t < ky < kg é 0 caso
tratado anteriormente. Entao, vamos assumir ¢t = k; < k.

Pela Proposicao (5.9) podemos assumir mgkl) = a; — kym,. Da féormula

t . -
v — ngj)mgj),
j=0

do Corolario (5.2), temos v = a;ma.

Lema 5.5. Se t = k; < ko temos:
(ta1,b;) € G para cada 0 <1i < mgy — 1.

Demonstracao. Por inducao sobre o nimero ¢ de explosoes, assumimos que

(z'agl), b(l)) e GY para cada 0 < i < my — 1. (5.3)

%

Note que para ¢t = 1, temos agl) = mgl) e (5.3) decorre do Lema (5.3).
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Seja g € A com w;(gV) = ial" e wg(ﬁ(l)) = bgl). De wg(ﬁ(l)) = bgl) e mgl) = ma,

procedendo como na demonstragao do Lema (5.4), podemos assumir que
g=Y' +di(X)Y" 1+ -+ di(X),d,(X) € K[[X]], ord(d,(X)) > p.

Podemos observar que X'g = h(X, XY) para algum h € A. Temos entdo que:

wi(R) = w1 (X, X)) = i (XY) + w1 (@) = iy + ial” = das,

= (1) ! — )
ws(B) = (X, XY ) = ieon(X ) + wn (@) = iy + 50 = by, 0

A seguir, apresentamos alguns resultados do caso unirraficado que serao utilizados
para provar os demais resultados para determinar o semigrupo GG associado a curvas
birrafimicadas quando uma multiplicidade muda na sequéncia de explosoes. No que segue,

MDC significa maximo divisor comum.

Na sequéncia m; < a1 < ag < --- < a,, -1, vamos considerar a subsequéncia que
consiste nos elementos onde o MDC diminui, isto é, que consiste nos elementos a,s tais

que:
MDC(mq, ay,- -+, ap_1,a,) < MDC (mq, a1, ,ap_1).
Sabemos que essa subsequéncia é dada por:

m<a<am <am ---<a_m_,
g1 g2 In—2

onde g; = MDC <m1,a1,--- ,am> para 1 < j <mn—1, go = m; e n é definido por

951

9j

my
Jn—2 > gn_1 = 1. Vamos denotar v =-—er; =
j gj+1

,para 0 <7 <n —2.

Utilizando divisoes sucessivas, podemos verificar que um ntimero natural p, onde

0 < p<my — 1, pode ser escrito de maneira tnica da forma

n—1
p= ijvj com 0 < p; <r;j.
Jj=0
n—1
Desse modo, a, = Z pja,,; relaciona o elemento geral da sequéncia de Apéry com os
Jj=0

pertencentes a subsequéncia. E possivel mostrar que essa subsequéncia é o menor conjunto

de geradores para G;. Em particular, temos:

n—2

g1 = Y (rj — 1)ay,.

J=0
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Os resultados para o caso unirramificado citados acima sdo consequéncias de

a; +aj < a;+; e podem ser consultados em [1].
Teorema 5.6. No caso t = k; < kg, se o numero minimo de geradores para G; é
n = 2,entdo os pontos maximais de G sao dados por:

(iag +1rmy, by +1mg), 0 <i<my—1e0<r<a.

Demonstracao. Sabemos que o niimero total de pontos do enunciado é v = a;ms. Entéao,

¢é suficiente mostrar que os pontos do enunciado sao pontos maximais de GG. Da equagao
n—2

my—1 = »_(r; — 1)a,,, temos que:
=0

n=2% ay,_1=(m —1)a;.
Denotando P(i,7) = (ia; + rmq, b; + rmy). Vamos mostrar que
Q= P(i,r),comi=myg—ler=a; — 1.
Temos:

P(m2 — 1, ay — 1) = ((mg - 1)@1 + (CLl — 1)m1, bm2_1 + (a1 - 1)m2)
= (maar — ay + army — My, by, 1 + a1y — my)
= (m2a1 — [(a1 — 1)(m1 — 1) — 1], a1mso + bm2_1 — mg)
Da Observagao (3.1), segue que o condutor de G = [my, aq] é dado por (a; — 1)(mq — 1),

assim, (a3 —my)(m; —1)—1 = ¢; — 1. Da Proposicao (3.1), temos que ¢g = Gpy—1 —mao+1

assim, aymg + by,—1 = c2 — 1. Como v = a;may, temos:
Pime—1l,a1—1)= v+ —Lv+e—2)=0Q

Vamos mostrar agora que: P(i,r)s = P(i',7") com i =my—1—ier =a; —1—r.
De fato, temos:
P(i,r)+ P(@i',r")
= P(,r)+Plme—1—i,a1 —1—r)
= (iay +rmy,b; +rma) + ((me — 1 —0)a; + (a1 — 1 —1)my, bpy—1- + (a1 — 1 — r)my)

= (m2a1 — ay + aym; —msy, bm2_1_z‘ + a1meo — My + bz)
Da Proposigao (3.4), temos que by, —1—; + b; = by,—1. Dal,

P(i,r) + P(i/, 7“,) = (m2a1 —a; +aym; — my, bm271 + aymeo — mg) = Q
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Assim, P(i,r)s = P(i',r"). Do Lema (5.5), temos que P(i,r) e P(i,r)s pertencem a G.

Portanto, P(i,7) é um ponto maximal. O

Nos resultados a seguir, a férmula para os pontos maximais dependera do nimero
de geradores para (G;. Suponhamos que o nimero minimo de geradores para Gy seja n.

Da Observacao (3.3) segue que:

G, =

m1<a1<aml<-~~<am1]eque

91 In—2

a, n—2 g
C1—1:—G1—|— ——1 ml—i—z - amy .
g1 j=1 gj+1 95

Lema 5.6. Seja f € K[[X,Y]] birramificada, tal que ¢t = k; < ko. Seja n o ntmero

minimo de geradores de ;. Seja:

n—2
D= {za1 +rmy + Zr]am,

J=1 %

0 < 1 < ma Ji },
0  gi+1

entdo, F'V(x) é finita e ndo vazia se, e somente se, © € D.

Demonstragio. Seja B = {x € Gi;x — aymy ¢ G1}, devemos mostrar entdao que B = D.

Podemos observar que #B = #D = a;ms = v. Entdo, é suficiente mostrar que D C B.

Seja x € D entao z € Gy. Resta mostrar que z — aymg ¢ G1. Como = € D, segue que

existem 0 <7 < mgy—1, O<7"<——1e paracadal < j <n-— 1ex1ste0<7"]§g——1
(51 gj+1
tais que:
n—1
x—ml—i—rml—erjaml
J=1

Counsidere a soma:

n—2 .
(x—a1m2)+l(m2—l—z)a1+<gl—1—rm1+2(g]—1—73)@7;;].

j=1 gj+1
Podemos verificar que o resultado da soma acima é ¢; — 1. Como
[(mg—l—z)al—i- (—1—7’ ml—i-z (—1—r]>am1] € Gy,
g1 j=1 \Yj+1

pela simetria de G segue que x — ayms ¢ Gj. O
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O Lema (5.6) fornece a sequéncia de Apéry de G em relagdo a v = a;my a partir

da sequéncia de Apéry de GGy em relacdo a m;.

Lema 5.7. Sejam f € K[[X, Y]] birramificada, tal que t = k; < k3 e n 0 nimero minimo
de geradores de GG;. Seja:
ai

n—2
E = {bi +rmay + er*m%

=1 Y9

0<i<my—1,0<r<2—11<j<n—20<r<-J —1},
g1 gj+1

entdo F'H(y) ¢é finita e ndo vazia se, e somente se, y € E.

Demonstracao. Note que

n—2 n—2
E = {bﬂ—mg(r—l— erCLI);O <i1<my—1,0< A<a; — 1}, onde )\:r—l—er@.
i=1 i =1 Y

[]

Lema 5.8. Seja f € K[[X, Y]] birramificada e tal que t = k; < ky. Entdo, existe ponto

ay
de G da forma | x,—ms | com x > amy.

gl g1
. ma a1 . ai a1 .
Demonstracao. Para n = 2, temos am; = —a; = —, assim | —my, —my | satisfaz o
91 0 91 g1 91
. ~ ai
enunciado. Vamos entao supor n > 3. Nesse caso, temos: ami > —my. Sabemos que

9 g1

a a
<1m1, 1m2>. Pela Propriedade B (4.8), é suficiente provar a seguinte afirmagao.
g1 g1

a a
Afirmacao 5.2. Se <a:, 1m2> €Gcom —my << am , entao existe um ponto de G
g1 g1 91

. . a
acima dele, ou seja, da forma (x,y) com y > ~Lms. Graficamente, temos:
91

Grafico 6 - Afirmagao 5.2

N
Yy
ay
0
a A
a1 g1

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).
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a a
Seja (:B, 1m2> € G, com “Imy < 2 < ami. Podemos assumir que V F(x) é finita
g1 231 91

e nao vazia. Do Lema (5.6), segue que = = ia; + rmy, para algum 0 < i < mg — 1 e algum
a a

0<r<-—+—1.Dez>—m segue que i # 0. Temos t = kq, entao, pela definicao de ki,
91 1

segue que:

a
i(t+ 1)my +rmy >iday +rmy =x > —1m1.
g1

a
Dai, i(t+1)+r > ~L. Sabemos que (ta; +rmq, b; +rmy) € G. Entao, precisamos mostrar
51

ai
apenas que b; +rm; > —. Como (G cresce fortemente, temos:
g1

b; + rmo 1by + rmy

ik?gmg =+ rmy

(AVARRVARN

Z(k‘l + 1)m2 + rme
i(t 4+ 1)mg + rmy

(i(t+ 1) +7r)mq
ai

> —Mo.

g1

]

Teorema 5.7. Sejam f € K|[[X,Y]] birramificada e tal que t = k; < ky. Suponhamos
que:

G, =

my < a; < ami ] , ou seja G é gerado minimamente por 3 elementos.
g1

Entao, os pontos de G sao dados por:

. aq
(zal +rmy + riam, bZ —+ rmo + T1m2>,
g1 gl

a
ondeO§i§m2—1,0§r§—1—1e0§r1§g1.
A1

Demonstracao. Sabemos que o total de pontos de GG é dado por v = a;my. Entao, basta

mostrar que tais pontos sao maximais de G.

Deci—1=—a; + <a1 - 1> m1 + (g1 — 1)am1, segue que o ponto
gl g1

Q=0w+a—-1v+ec—1)

pode ser escrito como:
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a G, a a
<(m2 — 1)(11 + (1 — 1>m1 + (91 — 1)71, bm2_1 + (1 — 1>m2 + (gl — 1)17712) .
91 a1 (51 a1

a
Suponhamos que (aml, 1m2> e G.
91 91
Entao:

. a1
(zal +rmy + riam, by + rms + r1m2> G,
9 g1

a
paracada0§i§m2—1,0§r§—1—1e0§r1§gl—1.
0

a
Fixemos i, 7,7y tais que 0 <7< my — 1,0 <r < —1—1€O§r1 < g1 — 1. Seja
g1

a
P = (ial +rmy + Tlam,bi + rmeo + T’llmQ).
91 g1

Vamos provar que P é maximal de G. Seja Ps o simétrico de P em relacao a Q, denotamos:

. a1
Py = (zal + r'my + riamy s, b 4+ r'mg + r’lm’2>,

91 51

. . a1
onded =my—1—4,7"=——1—reri=g —1—ry.
g1

Podemos verificar que P + P; = (), assim, P é ponto maximal de G. Resta mostrar que

a
(aml, 1m2> é ponto de G.
91 g1

a
Pelo Lema (5.8), segue que existe ponto em G da forma (:c, 1m2>, onde x > am; .
g1 9
Consideramos entao o ponto de G:

a

T = ((mg — 1)(11 + <CL1 — 1)m1 + (91 — 1)I7bm2_1 + <1 — 1>m2 + (91 - 1)0'1m2>

g1 g1 g1

Como a segunda coordenada de T' é igual a segunda coordenada de Q, temos:

a a
(mg — 1ag + (gl —1)my+ (g1 — D < (mg — 1)ag + (gl - 1>m1 + (g1 — Dam .
1 1 91
Portanto, x < am, . O
91
5.3.4 Caso 3

No que segue, estudamos como determinar férmulas para obter o semigrupo G
quando o nimero de geradores de G1 é n > 4. Seja f € K[[X, Y]] birramificada e tal que

t = k1 < kg. Vamos supor que:

Gi=lmi<a<am <---<a_m |,comn >4,
g1 In—2
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Mostramos que a partir da introducdo de uma hipotese adicional pouco restritiva,

temos que os pontos maximais de GG sao dados por:

n—2 n—2 ay

ta, +rmq + E rjamy, by 4+ rmo + § ri—ma |.
: 9j : ;
7=1 7=1 J

Definicao 5.4. Se o semigrupo o niimero minimo de geradores para o semigrupo G, é

n > 4. A hipétese adicional sobre o semigrupo G ¢ dada por:

Sj—1— ji(rl —1)5 = (a1 —my) (ml - ml>’

=1 gj (251

a
para cada 2 < j <n —2, onde S; = am ——1m1, para cada 2 < j <n— 2.
95 gj

Lema 5.9. Seja f € K[[X,Y]] birramificada e tal que t = k; < ky. Suponhamos que:

G, =

91 In—2

m1<a1<am1<---<am1],comn24.

a
1) com xj_; > a_m_ e (G satisfaz a hipdtese
gj—1 951

adicional da Defini¢ao (5.4) para 2 < j < n — 2 entao existe ponto de G da forma:

Se existe um ponto de GG da forma (:L‘j_l,

ai
ZTj,—Mmgy |, com T; > amy.
gj i

Demonstragdo. Inicialmente, observemos que se j = 2 for fixado, entao, segue do Lema

a
(5.6), que existe ponto de G da forma |( x;, 1), com Tj > am.
i Z

m m
Observemos também que, da hipdtese adicional, segue que S7 > (a3 — m) <1 — 1).
g2 g1

Vamos provar agora a seguinte afirmagao:
Afirmacgao 5.3. Para cada 1 < k < n — 2 existe ponto de G da forma <am1, yk> com
Ik
my

Y > —Ma.
9k

A partir de uma mudanca de coordenadas, podemos assumir que a tangente a f
na origem ¢é Y. Pela Proposicao (4.3), temos que existe g € A com forma inicial Yo tal
que wq(g + f1.A) = am. Assim, wo(g + foA) = I(g, f2) > @mg, pois g e fy tem Y como
tangente. Prosseguirﬁgs agora com a demonstragao do Lerglg.

a . a .
De <le, 1) € G, temos (gjlxj_l, 1m2> € G. Se tivermos ¥ 1xj_1 > qm; temos o
gj—1 g; g; 9j 9i

7—1

resultado. Podemos entao supor que rj—1 < am . Entdo, pela propriedade B (4.8), é
i i
suficiente provar que:
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a i
Afirmacao 5.4. Se <$, 1m2> € G com ij_l <z < am entao existe um ponto de
gj 9j 93

. . a
G acima deste, ou seja, da forma (z,y), com y > L. Graficamente, temos:
9j

Gréafico 7 - Afirmacgao 5.4

N
Yy
a1
—Mo
gj
Exjfl z aml N
g; gj

Fonte: Elaborado pelo autor (2020).

i a i . ,
Seja <$, 1m2> € (G, com 9i lxj_l < x < am . Podemos assumir que FV(x) é
gj gj 93
finita e nao vazia. Do Lema (5.6), segue que se x € D e x < ami entao:
9j

j—1

J
T =da; +rmy+ Y rpam,
Ik
P

paraalgum0§i§m2—1,0§r§@—1e0§rk§g—k.
9 Jr41

Seja (aml, yk> € G, com y;, > @, dado pela Afirmacao (5.3), temos
9k gk

j—1
(x, b; + rmsy + Zmyk> eG.

k=1

j—1
. , . aq
Assim, é suficiente mostrar que b; + rmsy + E e, Yp > —mMmeg. Temos:

k=1 9i
j—1
T o= day+rmy+ Y ream. (5.4)
k=1
x > gj_lxj,l > gj_laﬂ. (5.5)
9j 9j it

Das desigualdades, segue que devemos ter ¢ # 0 ou rp # 0, para algum 1 < k < 5 — 1.

Temos:
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Jj—1 Jj—1
. m
bi+rmy + Y Ty > ibi b rmy Y rp—my,
k=1 k=1 9k

onde, se vale a igualdade, entdao r, = 0 para cada 1 < k < j = 1. Temos também:

j—1 j—1

. m , m

1by +rmg + E re—tm, > i(t 4+ 1)mg + rmy + E rk—lmQ,
k=1 gk k=1 9k

onde ¢ valida a igualdade se, e somente se, : = 0. Como sabemos que 7 # 0 ou r; # 0 para

algum 1 < k < j — 1, temos:

j—1 j—1
. m

by +rmo+ > ryr > i(t+ 1)mg +rmae + E et ms.
k=1 =1 Gk

Entéao é suficiente mostrar que:
=t m a
1) +r+ >t >
k=1 9k 9j

Sabemos que:

7j—1

. gj—1

a1 +1rmy + E T o1 Z 1 a_mi .
el my g;  9i-1

Entao,

j—1

. m 1 { m

mi+7“m1+§ Tk<1a1+5k>zgj 1( 1a1+5j—1>-
k=1 Ik 95 \9j-1

Como (t+ 1)my > aq, temos:

it m aq gi_1
i(t+ 1)my +rmq + g rL <1a1 + Sk> > —my 4 2= Si_1.
k=1 gk gj gj

Assim:
Jj—1 ay a gi1 j—1
i(t+ 1)my +rmy + Z rE—my > —my + (Jgj_l _ Z Tk5k>-
=1 Yk 9j gj
Podemos escrever:
= = a—my = my
Z TEp—Mmy = Tp———my + Z TR——Mmg.
k=1 Ik k=1 9k k=1 Yk

Substituindo na desigualdade acima, temos:

Jj—1 Jj—1 j—1

. m a -

i(t+ 1)my + rmy E rk—lml > —1m1 + 9i 1Sj_1 — E reSe — (@ —mq) Y rEg—.
=1 9k q gj b—1 =1 Gk

Entao, basta mostrar que:
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j—1

gj-1 1 =oom
75]‘,1 — ZrkSk — (al — ml)z Te— Z 0.

9j k=1 k=1 Yk
Como 0 < r, < gk _ 1, é suficiente mostrar que:
Gk+1
gj-1 = o 2 my
J Sjl_Z(_1>Sk Z (al—ml)z<—1>.
g;j k=1 \9k+1 k=1 \9k+1 9k

Podemos observar entao que:

, Jj—1 Jj—2
gfgflsj_l -y <9’“ = 1) Sy = S;a-> (g’“ = 1) Si;

J k=1 \Jk+1 o1 \Gk+1
j—1
Z( 9 _1>ml:ml_ml
k=1 \9k+1 9k gj a1

Portanto é suficiente que seja satisfeita a hipdtese adicional:

Sy — ]i(m 1S > (ay — m1)<ml - ml)

=1 gj 91
O

Teorema 5.8. Sejam f € K[[X,Y]| birramificada e tal que t = k; < ko. Suponhamos

que:

G1:

91 In—2

m1<a1<am1<-~<am11,comn24.

Se G satisfaz a hipdtese adicional da Defini¢ao (5.4) para 2 < j < n — 2, entdao os pontos

maximais de G sao dados por:

n—2 n—2 a
ial +rmy + Z rjam,bi + rmeo + er*mg s
=t 7 =1 Yi

0ndeo§i§m2—1,0§r§@—leparacadalgjgn—zOgrjg 9i 4

g1 gj+1

Demonstragdo. Sabemos que o total de pontos do enunciado é v = a;ms. Entao é suficiente

mostrar que tais pontos sdo pontos maximais de G. Temos que:

ay n—2 g
61—1:—a1+ ——1 m1+z - amy .
g1 j=1 gj+1 95

Entao, podemos escrever o ponto Q = (v +¢; — 1,v 4¢3 — 1) da forma
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Q= (zcn +rmy + Zr]aml b; + rmq + Z r]m2>

j=1 =1 9i
a .
ondei:mg—l,r:——l—lerj: 9i — 1, para cada j.
g1 gj+1

a
Suponhamos que tenhamos provado que (aml , 1m2> € Gparacadal < j <n—2.
9j

g1

Entao:
(zal +rmy + Z rjam1 b; +rmo + erm1> € G,
7=1 J J=1 9j
para cada 0 <i < mgy — 1, O<r<——1eO<r]§ 9i .
g1 9j+1
a
Vamos fixar 4,r,7; para 1 < j <n—2,taisque 0 <i <my—1,0<r < ad_1e
g1
0<r; < 9 _ 1. Denotamos por:
gj+1
P= (zal +rm; + Z rjam b; + rmq + erm2>
j=1 7j=1 9j
Vamos mostrar que P é um ponto maximal de G. Seja:
Pg = <1a1+Tm1+ZT amy ,b; —I—T‘mg—{—ZT m2>
j=1 =1 " 9i
a .
onde# =mg—1—i, 7 =——1—reparacadal <j<n-—2, = 9i —1—r;
g1 gj+1

Podemos observar que P + Pg = Q. Portanto P é ponto maximo de G. Falta entao

a .
mostrar que (am, “my | €G. pracada 1l <j<n—2.

9; g]
a
Pelo Lema (5.8) temos que existe ponto de G da forma <x1, —1m2 , com Ty > amy.
g]. 91
Tomando j = 2 na hipétese adicional da Defini¢do (5.4) e usando o Lema (5.8), segue que
a
existe ponto de GG da forma (xg, —1m2 com Xy > amy.
92 92

Tomando j = 3 na hipétese adicional e usando o Lema (5.8), segue que existe ponto de G

a .
da forma (xg, 1m2>, com r3 > am . Repetindo esse argumento, para cada 1 < 7 <n—2,
93 93

a1
obtemos um ponto de G da forma <a:j, m2> com r; > am.
‘ 0
7 J

Considere o ponto de GG dado por:

T = (zal +rm; + Zr]xj,b + rme + Z rjm2>

7=1 9j
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a .
Ondei:mQ—l,r:i_lerj: 9 _ 1

5N gj+1

Como a segunda coordenada de T é igual a segunda coordenada de Q, temos:

(mg — 1)ar + (al - 1>m1 +n§:2< 9 _ 1>xj

g1 j=1 gj+1
n—2 )
< (mg—1)a; + (al—1>m1—l—z ( 95 —1>aml.
g1 j=1 gj+1 95

n—2 . n—2 .
Assim, temos: Z ( 9i _ 1>x~ < Z ( 9 _ 1> am . Como x; > am para cada
J - J ;
=1 gj+1 =1 gj+1 95 9j
1<j<n-—2 temos z; =am paracadal <j<n-—2. O

9j

Teorema 5.9. Seja f € K[[X, Y]] birramificada e tal que ¢t = k1 < ko. Suponhamos que:

G, =

g1 In—2

m1<a1<am1<~~~<am1],c0mn24.
Seja 2 < 7 <n — 2 fixado. Se
P = <am1,a1m2> € Gparacadal <[ <j,
9k gl

entao existe um ponto de G a direita ou igual a P;, ou seja, da forma:

ay
(x, m2>, com T > ami.

9j Kl
a i a
Demonstracao. Temos P, = <aml,1> € (. Entao <g71aml, 1m2> eG.
9-1 gj-1 g; 9i-1 gj
Podemos observar que Ea m < ami. Pela Propriedade B, ¢é suficiente mostrar que

i 9i-1 95
para cada ponto de G da forma:

ay gj—1
(x, m2>, com Z=aqm <x<am,
j

g] 9gj—1 9j

a
existe um ponto de G acima dele, ou seja, um ponto de G da forma (z,y) com y > L.

gj

. a i PP
Seja <x, -1 m2> € G, com 9i-1 Lam < x < ami. Podemos supor que FV(z) é finita e
j g; 91 93

nao vazia. De < am e do Lema (5.6), temos:
95

j—1
a
x:ial—krml—l—Zrkam paraalgumOgigml—l,Ogrgi—leogrkgigk —1.
g

k=1 k g1 Jk+1

Temos:
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j—1
a
(x, b; + rms + Z rk1m2> e d.

=1 Yk

Basta entao mostrar que:

-1 aq aq
bi +1rmy + > rp—my > —

ma.
=1 Ik gj
Como b; > iby > i(t + 1)my, basta mostrar que:
i1 aq aq
t+ 1) +r+ ) rg—>—.
=1 9k Gy
Sabemos que:
i1 7
i(t+1)m1+rm1+2rkam1 > x> Hlg .
k=1 gj it

9k

Entao:

j—1

. m i m

Z(t + 1)m1 +rmq + E Tk <1CL1 + Sk> Z gjl( ! aj + Sj_1>.
k=1 Ik 9i \9gj-1

Reescrevendo a desigualdade acima, obtemos:

j—1 j—1

. a a -

Z(t + 1)m1 —+rmy + Z kalml Z —1m1 + (gjlsj'_l - Z rkSk> .
=1 9k 9j 9j k=1

Assim, basta mostrar que:

7j—1
95—
]7153'_1 — ZTkSk > 0.
9j k=1

Entao, é suficiente mostrar que:

Sy 9i Sy
Sj_1—2<k—1>8k = ]g_'lSj_l—Z<k—1>Sk > 0.

i1 \9k+1 j k=1 \Jk+1

Para j = 2, a desigualdade é S; > 0.

Para 7 = 3, a desigualdade é S, — <g1 — 1) S1 > 0. Nesse caso a desigualdade é verdadeira,

g2

pois temos Sy > &SI.
g2
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Sabemos que:

gj—1
59,1 > ‘JLA*SE,Q

gi—1
_ <9f—1 - 1) Si a4 S; s
gj—1
> (gH - 1) Sj_o+ (gj‘?’ - 1) Si—3 + Sj_s.
gj—1 gj—2

Repetindo esse processo, obtemos:

j—2
Si_1 > Z (gk — 1>Sk+5’2, para cada 4 < 53 <n — 2.
k=2 \Jk+1

]

Corolario 5.4. Se o nimero minimo de geradores para o semigrupo G én =4et = ki < ks.

As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

a
i) (aml,lm2> € G;
g1 91

ii) Os pontos dados pelo Teorema (5.9) sdo os pontos maximais de G.

Demonstragio. i) = ii): Como P, = <aml, a1m2> € G. Pelo Teorema (5.9), temos que

. g - . ai
existe ponto em G a direita de P;, ou seja, da forma (x, —my | com z > ami. Pelo
gl 92

mesmo argumento utilizado na demonstracdo do Teorema (5.9), segue que x = am; .
92

ii) = i): Sabemos que os pontos maximais de G sdo dados por:

n—2 n—2 a,
(ml +rmq; + Z rijamy, by +rmy + erm2>,
gj :

=1 j=1 Yi

a
ondeO§i§m2—1,0§r§—1—1,0§r1§gle0§r2§gg—1. Em particular, temos
g1

a
que (aml,lm2>€G, tomandoi =r=ry=0er; = 1. n
g1 gl

A seguir, apresentamos um exemplo para ilustrar que a hipotese adicional que

assumimos anteriormente ndo é muito restritiva.

Exemplo 5.1. Suponha que G; é gerado minimamente por 4 elementos. Sejam m; = 8 e

ay = 12. Entao G, é gerado por my, aq,ay,, € ay,.

8
Claramente, v; = 1= 2 e se (77 nao satisfaz a hipdétese adicional, devemos ter

m m
ay, —v1aq < (a3 — m1)<1 — 1), ou seja ag < 32.
92 5N
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Como as > 2a; = 24, podemos ver que a Unica possibilidade para GG; que nao satisfaz a

hipétese adicional é:
as = 26 ou ay = 30.

Por outro lado, tomando as # 26 e as # 30, podemos obter infinitos valores para as nas

condic¢oes acima, que satisfazem a hipdtese adicional.
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6 CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho o processo de determinacao de formulas para se obter
semigrupos de valores associados a pontos singulares de curvas algebréides birramificadas.
Vimos que tais semigrupos nao sao finitamente gerados, como no caso das curvas algebroides
unirramificadas, mas sim um subconjunto especifico do produto cartesiano dos semigrupos

associados a cada um dos ramos.

Observamos que o estudo das propriedades dos pontos maximais, principalmente
da simetria, desempenha um papel fundamental no processo de determinacao das férmulas
estudadas. Além disso, as férmulas para os semigrupos estudados dependem do nimero
de tangentes no ponto de singularidade e, no caso de tangente tinica, podem depender do

numero minimo de geradores do semigrupo associado a um dos ramos.

Inicialmente estudamos as curvas com tangentes distintas e em seguida, o caso de
curvas com tangente unica. Para este segundo caso, definimos uma sequéncia finita de
explosdes que nos permite obter uma curva com tangentes distintas. Assim, o segundo caso
pode ser reduzido ao primeiro, salvo uma excecgao, relacionada ao niimero de geradores
de um dos semigrupos, que se aplica quando uma multiplicidade muda na sequéncia de
explosoes e o nimero minimo de geradores para o semigrupo associado a um dos ramos é
maior ou igual a 4. Nesse caso, precisamos de hipotese adicional sobre a qual utilizamos

um exemplo para justificar que tal hipétese é pouco restritiva.

Por fim, concluimos que este trabalho apresenta uma caracterizacdo detalhada do
processo de determinagao de férmulas para os semigrupos de valores associados a pontos
singulares de curvas algebréides birramificadas em funcao dos semigrupos associados a

cada ramo e do indice de intersecao entre os ramos.
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