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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho € o estudo da sensibilidade as condi¢des iniciais sobre fluxos
seccional-Anosov em variedades compactas tridimensionais para os quais o conjunto maximal
invariante € igual ao conjunto ndo errante. Veremos que em conjuntos hiperbdlicos e fluxos
Anosov temos sensibilidade as condi¢Oes iniciais. Generalizando o conceito de hiperbolicidade
estudaremos os fluxos seccional hiperbdlicos e seccional Anosov. Para este dltimo demonstra-
remos que todo campo vetorial proximo destes fluxos € sensivel as condigdes iniciais.

Palavras-chave: Fluxo Hiperbdlico. Fluxo Anosov. Fluxo seccional-Anosov. Sensibilidade.



ABSTRACT

The main objective of this work is the study about sensitivity to initial conditions on seccional-
Anosov flows on compact 3-dimensional manifolds for which the maximal invariant set and
nonwandering sets coincide. We will see that in hyperbolic set and Anosov flow we have sensi-
tivity to initial conditions. Extending the notion of hyperbolicity we study seccional hyperbolic
flows and seccional-Anosov flows. For the latter we show that every vector field close to one of
these flows is sensitive with respect to initial conditions.

Keywords: Hyperbolic flows. Anosov Flow. seccional-Anosov Flow. Sensitivity.
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INTRODUCAO

Uma das vdrias primeiras perguntas que apareceu quando estudamos fluxos Anosov foi,
por que do nome. Este nome veio do Professor Dmitri V. Anosov quem estudou esta classe
de fluxo com o nome de U-sistemas. A maior motivacao dos fluxos Anosov foi certamente,
0 que estava atrds das suas extensdes. Entre elas podemos citar as acdes do grupo Anosov e
folheagdes, o pseudo-Anosov, sistemas Anosov projetivos e assim por diante. Sendo que esta
dissertacdo centra-se em fluxos seccional Anosov, uma extensao onde os campos de vetoriais
exibem no conjunto maximal invariante uma decomposi¢do dominada formada por um sub-
fibrado que contrai e um sub-fibrado onde a derivada do fluxo expande drea de paralelogramos.
Estudamos fluxos seccional Anosov, e mais especificamente fluxos seccional Anosov X sobre
uma variedade compacta tridimensional para o qual o conjunto maximal invariante e o conjunto
dos pontos ndo errantes coincidem. Encontramos na literatura que os fluxos hiperbdlicos, um
caso particular de fluxos seccional Anosov, € sensivel as condi¢des iniciais. O que respondere-
mos nesta dissertacao serd se um fluxo seccional Anosov € sensivel as condicdes, e quais sao 0s

condicdes para que isto aconteca.

Defini¢do. Denote por d(-,-) a métrica em M induzida pela estrutura Riemanniana. Dizemos
que X é sensivel as condigdes iniciais se existe § > 0 tal que para todo os x € M e toda vizi-

nhanga U de x existe um y € U e ¢ > 0 satisfazendo d(X;(x),X;(y) > §.

Um exemplo de fluxo que satisfaz essa propriedade sdo os fluxos de Anosov. Esse fluxos
motivam a pergunta de quais fluxos mantém a propriedade de sensibilidade as condi¢des iniciais
para sistemas dindmicos mais gerais que os hiperbdlicos. A seguir trés figuras, exemplos sobre

sensibilidade, a Ferradura de Smale, o Atrator de Lorenz e o Atrator de Lorenz Geométrico.
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fA)

fiB)

Figura 0.1: Ferradura de Smale

Figura 0.2: Atrator de Lorenz
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Figura 0.3: Atrator de Lorenz Geométrico

A seguir apresentamos, o que chamaremos, teorema principal. O qual extraimos do artigo

[33].

Teorema Principal. Seja X um fluxo seccional Anosov em uma variedade compacta tridimen-
sional M. Se Q(X) = M(X), entdo todo campo vetorial perto de X € sensivel as condigdes

inicias.

Este Teorema nos motivard a incluir um capitulo de preliminares. Usaremos as defini¢des e
resultados escritas neste capitulo com os quais resolveremos o caso hiperbdlico que € o segundo
capitulo juntamente com fluxos Anosov. A seguir apresentamos resultados vistos no artigo [33]

com 0s quais no ultimo capitulo provamos nosso teorema principal.

A darea da matemadtica onde podemos estudar o que apresentamos até agora é Sistemas di-
namicos. E uma 4rea recente das matematicas, sua origem vem desde Newton e os seus estudos
de Mecanica Celeste. Também estd Henri Poincaré, quem iniciou o estudo qualitativo das equa-
coes diferenciais. No entanto, desde uns 40 anos, aproximadamente, despertou o verdadeiro
interesse nessa darea gracas ao trabalho destacado de matematicos como: Dmitri Anosov [4],

Rufus Bowen [10] e Stephen Smale [42], entre outros.

Se quisermos especificar o conceito de sistema dinamico, poderiamos dizer que trata-se
do estudo de problemas que dependam de alguma varidvel dada, usualmente supomos ser o
tempo, e que variam de acordo com certas propriedades, as quais dependem do problema. Desta

maneira, conhecendo um dado inicial, podemos reconstruir o passado e predizer o futuro.

Pela dificuldade que representa estudar dindmicas especificas, centra-se a aten¢do em buscar

propriedades gerais que satisfazem um conjunto de sistemas dindmicos.

Foi Smale na década dos cinquenta, quem, introduziu o conceito de conjunto hiperbdlico
conduzindo ao desenvolvimento posterior da teoria hiperbdlica, a qual permitiu facilitar o es-

tudo geral dos sistemas dinamicos.
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Os conjuntos singulares hiperbdlicos em variedades tridimensionais foram introduzidos por
Morales-Pacifico-Pujals em 1998 [32] como uma caracterizacio dos conjuntos C' robustos tran-
sitivos singulares de um campo vetorial X de classe C!, ou seja, um conjunto transitivo que con-
tém singularidades e que € a continuac¢ao (em um vizinhanga desta na variedade) de todo campo
vetorial C! perto do campo X. Desde entio estudou-se muitos problemas relacionados com a
generalizagdo das propriedades dos conjuntos hiperbdlicos em variedades de dimensdo n, os
quais caracterizam-se por expandir a drea sobre cada subespago bidimensional no sub-fibrado
central. Os conjuntos seccional hiperbdlicos coincidem com os conjuntos singulares hiperbd-
licos em variedades tridimensionais. No entanto, a classe de conjunto seccional hiperbdlico é
suficientemente ampla para incluir os conjuntos hiperbdlicos tipo sela e os atratores geométrico
e multidimensional de Lorenz [44, 47]. Estes fatos motivaram estender a teoria desenvolvida

sobre conjuntos hiperbdlicos e singulares hiperbdlicos no caso seccional hiperbdlico.

A principal motivag¢do para o desenvolvimento desta teoria foi o sistema das equagdes de
Lorenz, cuja solucdo numérica sugeriu a existéncia de um atrator robusto cadtico com uma sin-
gularidade coexistindo com Orbitas regulares acumulando-se sobre este. Mais de trés décadas se
passaram antes da existéncia do atrator de Lorenz ser rigorosamente estabelecida por Warwick
Tucker com uma prova assistida por computador no ano 2000. A dificuldade no tratamento
deste tipo de sistema € tanto conceitual quanto numérica. Por um lado, a presenca da singulari-
dade acumulada por Orbitas regulares impede que este conjunto invariante seja uniformemente
hiperbdlico. Por outro lado, no tratamento numérico, as solucdes retardam a medida que passam

perto do ponto de sela, e aqui os erros de integragao numéricos acumulam-se sem limites.

Tentando resolver este problema, uma abordagem bem sucedida foi desenvolvido por Afrai-
movich Bykov Shil’nikov [1] e Guckenheimer Williams [16] de forma independente, que con-
duziu a construcao de um modelo geométrico mostrando as principais caracteristicas do com-
portamento das solugdes do sistema de equacdes de Lorenz. Na década de 1990 um grande
avanco foi obtido por Carlos Morales, Enrique Pujals e Maria José Pacifico [32] seguindo ideias
originais desenvolvidas por Ricardo Maiié durante a prova da conjectura da estabilidade-C',
proporcionando uma caracterizacdo de atratores robustos transitivos para fluxos tridimensio-
nais, das quais o atrator geométrico de Lorenz € um exemplo. Esta caracterizacdo colocou a
classe destes atratores no dominio de uma forma fraca de hiperbolicidade: estes sdo conjun-
tos invariantes parcialmente hiperbdlicos com dire¢do central volume expansor (ou conjuntos
volume hiperbdlico). Além disso, eles provaram que atratores robustamente transitivos sem
singularidades sdo uniformemente hiperbdlicos. Estes resultados estendem a teoria cldssica

uniformemente hiperbodlica para fluxos com singularidades isoladas.
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Uma vez estabelecido isto, € natural tentar entender as consequéncias dindmicas da hiperbo-
licidade parcial com volume expansor. E importante verificar quais propriedades ainda se man-

tém por esta nova forma fraca de hiperbolicidade, conhecido hoje como singular-hiperbolico.

A seguir fazemos um resumo de cada tema pelos quais os conjuntos hiperbdlicos e suas

extensoes se desenvolveram.

ATRATORES SINGULARES HIPERBOLICOS CAOTICOS

A teoria da dindmica uniformemente hiperbdlica foi iniciada em 1960 em [42] e, através
do trabalho do seus estudantes e colaboradores, assim como os matematicos da escola Russa,
imediatamente levou ao extraordinario desenvolvimento em todo o campo dos sistemas dina-
micos. No entanto, apesar dos grandes sucessos, esta teoria deixou de fora importantes classes
de sistemas dinamicos, que nao estava em conformidade com os pressupostos bdsicos da hiper-
bolicidade uniforme. Os exemplos mais influentes s@o aplicacdo de Hénon [17] para o caso do

tempo discreto, e o fluxo de Lorenz [27] para o caso de tempo continuo.

As equacdes de Lorenz marcaram o fato que a dindmica robusta pode ocorrer fora do con-
junto de hiperbolicidade uniforme, e, de fato, na presenca de singularidades sdo acumuladas
por Orbitas periddicas recorrentes. Isto levou a busca de uma extensdo da nocdo de hiperbo-
licidade uniforme abrangendo todos os sistemas de tempo continuo com comportamento de
dindmica robusta. Um passo fundamental foi realizado por Morales, Pacifico e Pujals [32, 33]
0s quais demostraram que um atractor robusto invariante de um fluxo tridimensional contendo
algum ponto de equilibrio deve ser singular hiperbdlico, isto é, deve admitir uma decomposi-
cdo invariante E° e E“ do fibrado tangente, um sub-fibrado unidimensional exibindo contragcdo

uniforme e um sub-fibrado bidimensional volume-expansor.

De fato, Morales, Pacifico, e Pujals [32] demostraram que qualquer conjunto robusto in-
variante de um fluxo tridimensional contendo algum ponto de equilibrio € um atrator singular-
hiperbdlico ou repulsor. Na auséncia de singularidades, robustez implica uniformidade hiperbd-
lica. Os primeiros exemplos de conjuntos singular-hiperbdlicos incluiram o atrator de Lorenz
[27, 44] e seus modelos geométricos [1, 15, 16, 47], e a ferradura-singular [23], além disso

conjuntos uniformemente hiperbolicos.
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FLUXO SECCIONAL ANOSOV

A tese célebre do Prof. Anosov [4] demostrou que o fluxo geodésico de uma variedade
negativamente curvada é um U-fluxos, ou seja, existe uma decomposic¢ao hiperbdlica sobre o
ambiente todo da variedade. Hoje U-fluxos sdo conhecidos como fluxos Anosov e sdo objeto
de uma extensiva teoria abrangendo diversas dreas matemdticas. Apenas mencionamos nesta
dissertacdo que alguns autores estenderam esse conceito incluindo acdes de grupos de Lie e

fluxos com uma decomposi¢ao dominada [20, 21, 36].

Nesta dissertagdo usamos o conceito de conjuntos seccionalmente-hiperbdlico [28] para
definir fluxo seccional Anosov como um campo de vetores em uma variedade M transversal ao
bordo dM, cujo conjunto invariante maximal é seccional hiperbdlico. Nos trabalhos de [30, 46]
mostram que as classes dos fluxos Anosov e seccional Anosov coincidem no caso sem bordo
dM = 0. Por outro lado, se dM # 0 a classe de fluxos seccional Anosov contém os sumidouros
hiperbolicos nao-triviais e também exemplos ndo hiperbdlicos, como os atratores de Lorenz

geométricos e multidimensionais (2, 9].

SISTEMAS SECCIONAL HIPERBOLICOS

No trabalho [24] estd provado que certos conjuntos transitivos robustos com singularidade
para campos vetoriais C! sobre um variedade n-dimensional compacta sio parcialmente hiper-
bolicos. Este resultado foi apresentado como uma extensdo do resultado central em [33] onde
estd provado que todo conjunto robusto transitivo é parcialmente hiperbdlico para n = 3. Além
disso [33] provou ndo apenas a hiperbolicidade parcial, mas também que toda singularidade é
tipo-Lorenz e também singular-hiperbdlico, isto €, volume expansor ao longo do fibrado central.
Assim, € natural perguntar se esta ultima propriedade pode ser provada para conjuntos robustos

transitivos em [24].

No trabalho [28], deram uma resposta positiva para esta questdo. De fato, eles mostra-
ram que as singularidades contidas em conjuntos robustos transitivos em [24] sdo similares aos
apresentados pelo atrator multidimensional Lorenz [9]. Além disso, mostraram que 0s conjun-
tos robustos transitivos considerados em [24] sdo seccional hiperbdlicos, isto €, uma derivada

dos correspondentes fluxos expande a drea do paralelogramo ao longo do sub-fibrado central.

Seccional hiperbolicidade aparece como um novo tipo de hiperbolicidade o qual satisfaz
algumas propriedades interessantes. Primeiro, note que seccional hiperbdlico implica singular-

hiperbdlico e, além disso, reduz-se a singular-hiperbdlico precisamente quando n = 3. Além
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disso, vemos que a seccional hiperbolicidade implica a propriedade chamada ¢! (ou estrela),
no sentido que todas as 6rbitas fechadas em um sistema seccional hiperbdlico sdao hiperbodlicas
de forma persistente. Observe que ¢ ¢ falsa para sistemas singular-hiperbélicos em dimensio
quatro, por causa do atrator selvagem estranho [43]. Dessa maneira, a classe de sistemas sec-
cional hiperbdlicos estd propriamente contida na dos sistemas singular hiperbélicos. Também
eles provaram que a classe dos sistemas seccional hiperbdlicos contém nao apenas conjuntos
hiperbélicos do tipo sela e conjuntos robustos transitivos [24], mas também o vdrias vezes men-

cionado atrator de Lorenz multidimensional.

EXPOENTES SECCIONAL LYAPUNOV

A teoria dos sistemas hiperbdlicos aparecem nos anos sessenta, com o fundamental traba-
lho de Smale, introduzindo a ferradura. A principal caracteristica desses sistemas dinamicos é a
presenca de dire¢cdes complementares no sub-fibrado tangente, um destes apresenta um compor-
tamento contrator, € o outro apresenta um comportamento expansor. Assim a teoria da dindmica
hiperbdlica cresceu, em particular o conhecimento sobre os difeomorfismos Anosov, os quais
apresentam este comportamento em toda a variedade, e automorfismos expansores, os quais

apresentam uma Unica expansao em todas as dire¢des, mas sdo ndo invertiveis.

No caso de campo vetorial, a teoria hiperbdlica também possui uma boa compreensdo. Em
particular para fluxos Anosov, mas agora, o comportamento hiperbdlico ocorre transversalmente
na direcao do campo vetorial. Isto automaticamente exclui a presenca de singularidades quando
a variedade € fechada. Além disso, os fluxos Anosov compartilham varias caracteristicas com
difeomorfismos hiperbdlicos, tais como estabilidade, decomposicao espectral, etc. Na presenca
de singularidades ainda existem fluxos que apresentam algumas propriedades dindmicas em
um maneira robusta para uma forma fraca de hiperbolicidade, onde o atrator de Lorenz é um
exemplo paradigmatico [45], e que sdo chamadas fluxos seccionais-Anosov [8]. Estes fluxos
ocorrem em variedades com bordo e também possuem uma decomposi¢ao dominada, onde uma
dire¢o é uniformemente expansora i drea de biplano para dentro deste. E preciso muito esfor¢o

para entender as propriedades dinamicas destes fluxos.

A teoria evoluiu em direcdes além da hiperbolicidade uniforme. Uma direcdo foi o estudo
dos sistemas dinamicos nao uniformemente hiperbdlicos, com a ajuda dos chamados expoentes
de Lyapunov. Estes expoentes, quando existem e sao ndo nulos, indicam uma contracdo ou
uma expansao assintotica ao longo da érbita. O célebre teorema de Oseledets diz que esses

expoentes existem, e variam em um modo mensurdvel, em um conjunto de medida total, para
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qualquer medida de probabilidade invariante do sistema. Acontece que, para difeomorfismos
locais, se todos os expoentes de Lyapunov sdo positivos em um conjunto de probabilidade total,
isto €, uma medida completa para qualquer medida invariante, entdo a aplicacdo € expansora,
como mostra [3] e [12]. Um resultado andlogo € verdadeiro no caso de difeomorfismos com
uma decomposi¢do dominada: Se todos os expoentes de Lyapunov sdo negativos em um sub-
fibrado e positivos em outro, em um conjunto de probabilidade total, entdo o difeomorfismo é

Anosov.

UM MELHORADO LEMA DO FECHAMENTO PARA
FLUXOS SECCIONAL ANOSOV

O problema de saber se um ponto nio-errante de um campo vetorial pode ser aproximado
por pontos periddicos foi considerada na literatura. Isto é o que H. Poincaré conjeturou em 1892
para o seu problema de trés corpos. Por outro lado, C. Pugh provou em 1967 que o problema
possui uma solugdo positiva para campos vetoriais genéricos C! em variedades fechadas [38,
39]. Anteriormente D. Anosov provou seu Lema do Fechamento Anosov onde uma resposta
positiva foi dada para fluxos de Anosov, isto €, fluxos com estrutura hiperbdlica em toda a
variedade. Tais resultados motivaram a questao de saber se a conclusao do Lema do Fechamento

Anosov pode ser estendida, para campos vetoriais mais gerais.

Candidatos naturais para tais extensoes sdo os fluxos seccional Anosov, a saber, campos
vetoriais com estrutura seccional hiperbdlico [28] sobre o conjunto maximal invariante. Esse
fluxos se apresentaram em [8] como uma extensao dos fluxos Anosov que incluiram os atratores
hiperbdlicos estranhos, os atratores singular-hiperbdlicos sobre uma variedade tridimensional
[30] assim como os atratores geométricos de Lorenz [2, 16] e o atrator multidimensional de

Lorenz [9].

No entanto, o Lema do Fechamento Anosov é falso para fluxos seccional Anosov, visto
que existem alguns fluxos para os quais os pontos periddicos e singularidades ndo sdo densos
no conjunto recorrente [29]. Em vez disso, o que foi provado em [29] foi o seguinte Lema do
Fechamento para fluxos seccional Anosov: Todo ponto recorrente de um campo vetorial sec-
cional Anosov sobre uma variedade compacta tridimensional pode ser aproximada por pontos

periddicos ou por ponto para os quais o conjunto omega-limite € uma singularidade.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as bases para o desenvolvimento da nossa dissertacdo. Den-
tre as defini¢cdes com as quais trabalharemos muitas delas podem ser encontradas no livro de

Clark Robinson [40], no livro de Manfredo do Carmo [13] e na monografia de Bautista-Morales

8].

1.1 VARIEDADES RIEMANNIANAS

Nesta secdo falaremos sobre o ambiente em que definiremos nossos sistemas dindmicos.

Comecaremos por superficie regular.

Definicfio 1.1.1. Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para todo ponto p € S,
existem uma vizinhanca V de p em R?® e uma aplicacio ¢ : U C R? — VNS de um aberto

U C R? sobre V NS, tais que:

1) ¢ é um homeomorfismo diferencidvel;

2) A diferencial (d¢) q’ R? — R3 é injetora para todo ¢ € U.

A aplicacdo ¢ é chamada uma parametriza¢do de S em p. A consequéncia mais impor-
tante da defini¢do de superficie regular é o fato de que a mudanca de parametrizacdes € um
difeomorfismo. Mais precisamente, se @q : Uy — S € ¢@g : Ug — S sdo duas parametriza-
¢Oes tais que @y (Ux) N @g (Up) = W # 0, entdo as aplicagdes (p[;1 0Py Qg (W) = R?e
@y o ®p : (p[; ! (W) — R? sio diferencidveis. Deste modo, uma superficie regular ¢ intuitiva-
mente uma reunido de abertos do R?, organizados de tal modo que quando dois tais abertos se
intersectam a transi¢do de um para outro se faz de maneira diferenciavel. Como consequéncia,
tem sentido, em uma superficie regular, falar em fungdes diferencidveis e aplicar ai os métodos

do Calculo Diferencial.

Definicao 1.1.2. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia

de aplicacdes injetoras xq : Uy C R" — M de abertos Uy de R” em M tais que:
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1) Ug @a (Uoc) =M.

2) Para todo par c, 8, com Qg (Ug) N 0p (Uﬁ) = W = 0, os conjuntos ‘Po_zl (W)e (Pﬁ_l (W)

sdo abertos em R” e as aplicacdes (pE Yo @ sdo diferencidveis

3) A familia {(Uy, @y)} é maxima relativamente as condicdes 1) e 2).

Figura 1.1: Defini¢do 1.1.2

O par (Uq, @q) (ou aplicagdo com @) com p € @y (Uy) é chamado uma parametrizagdo
(ou sistemas de coordenadas) de M em p; @y (Uy ) é entdo chamada uma vizinhanga coordenada
em p. Uma familia {(Ug, @)} satisfazendo 1) e 2) é chamada uma estrutura diferencidvel em
M. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira natural uma topologia
em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se ¢ ' (AN @y (Uy)) é um aberto de R” para
todo a. E imediato verificar que M e o vazio sdo abertos, que a unido de abertos é aberto e
que a intersec¢do finita de abertos € aberto. A topologia € definida de tal modo que os conjuntos

¢o (Ug ) sdo abertos e as aplicagdes @ sdo continuas.

Defini¢ao 1.1.3. Sejam M} e M}' variedades diferencidveis. Uma aplicacdo f : My — M, €
diferencidvel em p € M, se dada uma parametrizacdo y : V C R”™ — M, em f(p) existe uma

parametriza¢do @ : U C R" — M) em p tal que f (¢ (U)) C y (V) e a aplicacdo
v lofop:UcCR'—R"

é diferencidvel em @ ! (p). A aplicag@o f é diferencidvel em um aberto de M| se é diferencidvel

em todos os pontos deste aberto.

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferencidvel « : (—€,€) — M é cha-
mada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que o (0) = p € M, e seja Z o conjunto das

fungdes de M diferencidveis em p. O vetor tangente 2 @ em ¢t = 0 é a fungdo o’ (0) : 2 — R
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dada por

d(fo
oc’(O)f:—(‘iha) _few

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva o : o (—€,€) — M com
o (0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por 7T,M. Se escolhermos
uma parametriza¢do ¢ : U — M" em p = ¢ (0), podemos exprimir a fun¢éo f e a curva @ nesta

parametrizagdo por

foo(q) = f(Q1,-,0), g=(@1,---,0,) €U,

-1

o oat) = (@i(1), (1)),

respectivamente. Portanto, restringindo f a &, obteremos

d

@0) = GUrew| = Lre) )|

_ iéq){ (0) (%) B (g(’)"l ) (;Pi)o) :

Em outras palavras, o vetor ' (0) pode ser expresso na parametriza¢do ¢ por

o' (0) =;<p,-’(0> (;;)0- (1.1)

8 7z N ¢ 2
Observe que % € o vetor tangente em p a “curva coordenada’:
/0

(Pi_>q)(07"'707(Pi707“'70)- (12)

A Equagdo (1.1) mostra que o vetor tangente a uma curva o em p depende apenas das derivadas
de a em um sistema de coordenadas. Decorre também de (1.1) que o conjunto 7,M, com as

operacdes usuais de funcdes, forma um espaco vetorial de dimensao n, e que a escolha de uma
d d
parametrizacdo @ : U — M determina uma base associada { (—) 3y (—) } em T,M.
a(pl 0 a(Pn 0

E imediato que a estrutura linear em T,M assim definida ndo depende da parametrizacdo ¢. O

espago vetorial T,M € chamado o espago tangente a M em p.

Com a nog¢do de espago tangente podemos estender as variedades diferencidveis a nogao de
diferencial de uma aplicacdo diferencidvel. A demonstracdo da proposicao e do teorema seguir

podem encontradas em [13].

Proposicao 1.1.4. Sejam My e M3' variedades diferencidveis e seja f : My — M, uma apli-

cagdo diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva diferencidvel
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o:(—¢&,&)—=M;coma(0)=p, & (0)=v. Faga B = foa. Aaplicagdo df,: T,My — Ty )M
é

dada por df, (v) = B’ (0) é uma apllcagao linear que ndo depende da escolha de o.

Defini¢ao 1.1.5. A aplicacdo linear d f;, dada pela Proposi¢do 1.1.4 é chamada diferencial de f

em p.

Definicdo 1.1.6. Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicacdo f: M| — M; é
um difeomorfismo se ela é bijetora, diferencidvel, e sua inversa f~! é diferencidvel. f é um
difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p em M e V de f(p) em M, tais

que f: U — V é um difeomorfismo.

A nogio de difeomorfismo é a de equivaléncia entre variedades diferencidveis. E uma
consequéncia do Teorema da Fun¢do Composta que se f : M| — M, € um difeomorfismo, entdao
dfp: TyMy — Ty(,yM> € um isomorfismo para todo p € M;; em particular as dimensoes de M|

e M, sao iguais. Uma reciproca local deste fato € o seguinte teorema.

Teorema 1.1.7. Seja f : M} — M3 é uma aplicacdo diferencidvel e seja p € My tal que df), :

TyMy — Ty (M2 é um isomorfismo. Entdo f é um difeomorfismo local em p.

1.1.1 Imersao e Mergulhos

Definicao 1.1.8. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel f :
M — N € uma imersdo se dy, : T,M — Tr(,)N € injetiva para todo p € M. Se além disto, f €
um homeomorfismo sobre f (M) C N, onde f (M) tem a topologia induzida por N, diz-se que
f € um mergulho. Se M C N e a inclusdo i : M <— N é um mergulho, diz-se que M é uma
subvariedade de N.

Observe que se f: M™ — N" é uma imersdo, entdo m < n; a diferenca n —m é chamada a
codimensdo da imersdo f.

O seguinte Teorema podemos encontrar em [18] na pagina 24.

Teorema 1.1.9 (Whitney). Se M é uma variedade diferencidvel de dimensdo m existe um mer-
gulho adequado f : M — R?>"+1,

Seja M uma variedade diferencidvel e S C M uma subvariedade. Uma vizinhanga tubular
de S é o par (V,m) onde V é uma vizinhangade Sem M e w: V — S é uma submersao de classe

C*talque w(p) = pparap € S.

Teorema 1.1.10. Toda subvariedade S C M possui uma vizinhanga tubular.
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Toda variedade de classe C", r > 1, pode ser considerada de maneira natural como uma

variedade de classe C*.

Teorema 1.1.11 (Whitney). Seja M uma variedade de classe C', r > 1. Entdo existe um mer-
gulho C" f: M — R¥™ 1 tal que f (M) é uma subvariedade fechada C* de R*"*1.

Proposicao 1.1.12. Seja f : M} — M5', n < m, uma imersdo da variedade M\ na variedade
M,. Para todo p € M\, existe uma vizinhanca V.C My de p tal que a restricdo f|V — My é um

mergulho.

Definicao 1.1.13 (O fibrado tangente). Seja M" uma variedade diferencidvel e seja TM =
{(p,v); peEM,yveT,M } Vamos munir o conjunto 7M de uma estrutura diferencidvel (de

dimensao 2n); com tal estrutura TM serd chamado fibrado tangente de M.

Este é o espaco natural de se trabalhar quando estamos tratando de questdes que envolvem

posigdes e velocidades, como no caso da Mecénica. Seja {(Uq, g )} a estrutura diferencidvel
d
méxima de M. Indicaremos por (@{,---,@%) as coordenadas de Uy e por Jor ,W}
1 n

as bases associadas nos espagos tangentes de @y (Uy ). Para cada a, defina
Yo :Ug XxR" = TM,

por

(P(X((P{xa"'a(Pna7u17" yUu ) (‘P(X ’ " J(Pn Z ) ur, -, n>€Rn~

Geometricamente, isto significa que tomamos coordenadas de um ponto (p,v) € TM as coor-

d d
a(pf"”"(?(p,?‘}' Vamos

mostrar que {(Uy X R",yy)} € uma estrutura diferencidvel em TM. Como Uy @q (Uy) =M e

denadas ¢, ---@% de p junto com as coordenadas de v na base {

(d@a), (R") =Ty, )M, q € Uq, teremos que
U (Ua xR") =TM,
o

o que verifica a condicao 1) da Defini¢cao 1.1.2. Seja agora

(p,v) € Yo (Uq XR")ﬂWﬁ (Uﬁ X R").

Entao

(P,v) = (0a (4a)  d0a (va))) = (05 (48) ,dPp (vg))
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onde g € Uq, qp € U, va, vg € R™. Portanto,

‘Vﬁ_loll/oc(CIouVa) = WEI(QDa(qa),dQDa(Va))
= (05" 000) (@) (0" 0 00) ().

Como (p[; Yo @y ¢ diferencidvel, d (‘PE o (pa> também o é. Decorre dai que l//l; Vo yy é dife-
rencidvel, o que verifica a condicdo 2) da Definicdo 1.1.2. Sejam M e N duas variedades de
classe C", para algum r > 1. Dizemos que f : M — N € de classe C” se para cada ponto p € M
e aplicagdes (@u,Va,Ua) € (@p,V5,Up) em p e f(p) respectivamente (pB_1 o f o Qg é de classe
C.

Definicao 1.1.14. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferencidvel M € uma lei que faz corresponder a cada ponto p de M um produto interno
(isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) (-,-), no espago tangente 7,M, que

varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x: U C R" — M € um sistema de coordena-

d
das locais em torno de p, com x(xj,x2, -+ ,x,) =q € X(U) e a—(q) =dx(0,---,1,--+), entdo
Xi
d d
—(q),=—(q) ) =gij(x1,---,x,) é uma funcdo diferencidvel em U.
8x,- 8xj q

Esta defini¢do ndo depende da escolha do sistema de coordenadas, pois a mudanca de co-

ordenadas € um difeomorfismo.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana € dizer que para
todo par X e Y de campos de vetores diferencidveis em uma vizinhanga V de M, a fungdo (X,Y)

¢é diferenciavel em V.

E usual deixar de indicar o indice p em (-,-), sempre que ndo houver possibilidade de
confusdo. As fungodes g;;(= g;i) sdo chamadas expressdo da métrica Riemanniana (ou “os g;;
da métrica") no sistema de coordenadas x : U C R" — M. Uma variedade diferencidvel com

uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.
Vejamos agora uma outra maneira de definir fibrado tangente.

Comecemos com um espaco euclidiano R”. Fixemos um ponto p € R" Um vetor tangente
em p é um par (p,v), onde v € R". Geralmente denota-se o vetor tangente a p por v,. O
conjunto de todos os possiveis vetores tangentes em p, denotado por 7,R" é chamado o espago
tangente em p. O espago tangente em p é um espago vetorial onde (p,v) + (p,w) = (p,v+w)

e a unido disjunta dos espagos tangentes em pontos diferentes € chamado fibrado tangente ou



24

espago fibrado tangente de R" e € denotado por TR".
TR" ={(p,v), p €R" e v vetor tangente em p} = R" x R"

Para uma variedade M, temos que dizer o que entendemos por vetor tangente. Suponhamos que

y:(—=8,8) CR — M é uma curva C! com y(0) = p e @y : Vo — Uy é uma aplicacio em p.

Assim @' o y(t) é C! nesta aplicacdo, o vetor tangente determinado por y é dado por
(9o 07)'(0) =vy.

Se @p : Vg — Ug € outra aplicacdo de coordenada em p, entéo o vetor determinado por Yy

nesta aplicagao é dado por ((pg Loy(n)(0) = vg , Note que

Vg = D(‘P[,Tl °© (Pa)%;l (p)V?f

Estes dois vetores, v} e vg devem ser considerados como representantes do mesmo vetor em
aplicacdes diferentes, pois eles sdo as derivadas de representantes da mesma curva. Assim a
derivada da curva na variedade (ou vetor tangente a uma curva) € a classe de equivaléncia dos

representantes de diferentes aplicagdes, onde v ~ vg & vg = D((pl; Lo gqg) os! (P)vy-

Um vetor tangente em p € a derivada de uma curva diferencial que passa por p. O conjunto

de todos os vetores em p, € escrito T,M, e € chamado Espago tangente em p.
TyM = {v,, : v, é a derivada de uma curva diferencidvel em p.}

A unido disjunta dos vetores tangentes em diferentes pontos fornece o fibrado tangente ou

espaco tangente em M que € denotado por TM.
TM = {(p,v) : p € Me v é um vetor tangente em p}

Se M € uma variedade e S € um subconjunto de M, denotamos os vetores tangentes a M em um

ponto de S por

TsM = | J{p} x T,M.
pEeS

Se f: M — N é uma aplicagio C! entre variedades consideramos a derivada de f em p como
sendo a aplicagdo linear de T,M em Ty(,,)N, Dfp, : T,M — Tp(,)\N. Se (@, Va,Ua) € (95, V5, Up)

sdo aplicagdes em p e f(p), respectivamente, entdo

D(‘Pgl ofo (Poc)(p(;l (P)Vp =Wt

Leva o representante de um vetor em p na aplicagdo (goa, Va, Ua) em um representante de um

vetor em f(p) na aplicagdo (¢g,Vs,Up).
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O comprimento de um vetor pode ser determinado por um produto interno em cada espago

tangente 7,M. Uma vez que o produto interno € conhecido entdo

Volp =1/ (Vp:vp)p
define uma norma riemanniana em cada espago tangente.

Na préxima subsecdo na Defini¢do 1.2.12 apresentamos que se¢des transversais existem

gracgas ao Teorema 1.2.11, dai a motivagcdo de apresentarmos esta defini¢ao.

Definicao 1.1.15. Duas variedades sdo transversais em M se para qualquer ponto g € VNW,

temos que 7,V +T,W = T;M.

A definicdo acima permite a possibilidade de que VW =0

1.1.2 A Topologia do Espaco de Aplicacoes C”

Apresentamos aqui uma topologia natural do espaco X" (M) de um campo vetorial C” sobre
uma variedade compacta M. Nesta topologia, dois campos vetoriais X,Y € X" (M) sdo proximos
se 0s seus campos vetoriais e suas derivadas de ordem até r sdo préximos para todos 0s pontos
de M. Consideremos primeiro o espago C" (M, R¥) das aplicagdes C”, 0 < r < o, definido sobre
uma variedade compacta M. Temos uma estrutura natural do espago vetorial sobre C" (M, R?) :
(f+8)(p)=f(p)+&(p),(Af)(p) =Af(p) para f,g € C"(M,R°) e A € R. Tomamos uma
cobertura finita sobre M por conjuntos abertos V7, - - -, V; tal que cada V; estd contida no dominio
de uma (aplicagdo) aplicagdo local (x;,U;) com x; (U;) = B(2) e x;(V;) = B(1), onde B(1) e
B(2) sdo bolas de raio 1 e 2 centradas na origem em R”. Para f € C"(M,RR*) escrevemos
fi= fox;':B(2) — R Definimos

/1l = maxsup { ||/ @) |df @)+ [|a@"f ()| s € B}

Proposicio 1.1.16. || ||, é uma norma completa sobre C" (M,R*).

1.2 SISTEMAS DINAMICOS

Nosso foco nesta dissertagdo sdo sistemas dindmicos continuos. Nesta secdo apresenta-
mos primeiro os sistemas dinamicos discretos e logo em seguida os ja mencionados sistemas

dindmicos continuos. A secdo de sistemas dinamicos discretos foi extraida de [41].
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Definicao 1.2.1. Sejam M um espaco topoldgico. Um sistema dindmico discreto em M é uma
aplicagdo F' : Z x M — M continua, tal que:

1) F(0,.)=1id

2) F(n,F(m,x))=F (n+m,x),Yn,m € Z,Vx € M.

Observacdo 1.2.1. Se definimos para cada n € 7 a aplica¢do F, : M — M por F,(x) = F(n,x),
temos que F, o F,, = Fyy, VYn,m € Z. Em particular f = F| é um homeomorfismo (a inversa
é f~1' = F_y) e satisfaz F, = f". Portanto um sistema dindmico discreto é gerado por um

homeomorfismo f: M — M.

Definicao 1.2.2. Sejax € M.
Se f: M — M é um homeomorfismo, a drbita de x é 0'(x) = {f"(x) : n € Z}.
A 6rbita futura de x é O (x) = {f"(x) : n > 0}.
A orbita passada de x é 0~ (x) = {f"(x) : n < 0}.

Definicao 1.2.3. Seja f : M — M um sistema dindmico discreto.

* Um ponto p € M é fixo se f(p) = p.
» Um ponto p € M é periédico se existe k > 1 tal que f*(p) = p. Definimos periodo de p
omin{k>1: f*(p) = p}.

Definicao 1.2.4. Se f: M — M € um sistema dindmico discreto e x € M, definimos o @-limite
de x como

o(x)={y €M :Ing — 4o tal que f"™(x) — y}.

Analogamente, definimos o ¢-limite de x como
o(x) ={y €M :3In; — —oo tal que f™*(x) — y}.
Um subconjunto A C M é invariante se, f(A) = A. Se A é invariante, entdo f"(A) =A, Vm € Z.

Definicao 1.2.5. Seja f : M — M um sistema dindmico. Um ponto x € M é ndo errante se VU vi-
zinhanga de x, 3n > 1 tal que ™ (U)NU # 0. Denotamos por Q(f) = {x € M : x é ndo errante},

0 conjunto ndo errante.

Definicdo 1.2.6. Seja M C R* uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial de classe C"
em M é uma aplicacio C" X : M — R¥ o qual associa um vetor X (p) € T,M para cada ponto

p € M. Este faz uma correspondéncia com a aplicacdo C"X : M — TM tal que X ¢ aidentidade
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sobre M onde 7 é a projecao natural de M em M. Denotamos por X" (M) o conjunto de campos

vetoriais C" sobre M.

Definicdo 1.2.7. Uma curva integral de X € X" (M) para um ponto p € M é uma aplicacio C"+!
o : I — M, onde I é um intervalo contendo 0, tal que o (0) = p e o’ () = X (x (¢)) para todo

t € I. A imagem de uma curva integral é chamada drbita ou trajetoria.

As seguintes duas Proposicdes apresentam as aplicacdes ¢ e suas propriedades as quais

chamamos de fluxo, ou fluxo determinado pelo campo X.

As demonstragdes destas Proposi¢cdes podem ser encontradas em [37].

Proposicao 1.2.8. Seja M um conjunto compacto e X € X" (M). Existe sobre M um fluxo global

C" de X. Isto é, existe uma aplicagdo C"

O:RxM—-M

tal que ¢ (0,p) =p e (9/d1) ¢ (t,p) =X (¢ (t,p)).

Proposicao 1.2.9. Seja X € X" (M) e seja ¢ : R x M — M o fluxo determinado por X. Para
cadat € R a aplicagdo X; : M — M, X; (p) = ¢ (¢, p), é um difeomorfismo C". Além disso, Xy =
identidade e X;+s = X; o X para todo t,s € R.

SejaX € X" (M) esejaX;,t €R, o fluxo de X. Dizemos que A C M é um conjunto invariante
se X; (A) = A para todo ¢ € R. Dizemos que p € M é um ponto ndo errante de X se para toda
vizinhanga U de p e todo T > 0 existe t > T tal que X;(U) NU # 0. Denotamos por Q(X) o

conjunto dos pontos ndo errantes de X, o qual é claramente fechado e invariante.
Dado p € M definimos drbita O (p) = {X; (p) : X; (p) estd definida}.

Uma 6rbita de X é um conjunto O (p) para algum p. A drbita positiva de p é definida por
04 (p) ={X;(p) : X; > 0} e definimos a 6rbita negativa O~ (p) = {X; (p) : t < 0}.

Se X (p) = 0 a 6rbita de p se reduz a p. Nesse caso dizemos que p é uma singularidade de
X.

Caso contrdrio, a aplicacdo @ : R — M, o () = X; (p), é uma imersdo. Se o ndo € injetora
existe 7 >0talque ¢ (T) = (0) =pe a(t) # ppara0 <t < T e dizemos que p é um ponto

periodico.

Neste caso a 6rbita de p é difeomorfa ao circulo S' e dizemos que é uma drbita periddica

com periodo T.
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Se a oOrbita € ndo singular ou periddica esta é chamada regular. Entdo uma Orbita regular é

a imagem de uma imersdo injetora de uma curva integral.

Denotamos por Per(X) o conjunto dos pontos periddicos e por Sing (X) o conjunto das
singularidades de X . Note que Per (X) U Sing (X) C Q(X).

Um subconjunto A C M € singular se este possui uma singularidade; ndo trivial se A nio é

uma Unica 6rbita; isolado se existe uma vizinhanga U de A tal que

A=XxU)

teR

(U é chamado bloco isolador); e um sumidouro se é isolado e possui um bloco isolador U

invariante positivo, i.e, X; (U) C U, Vt > 0.

O conjunto ®-limite de um ponto p € M, @ (p), € o conjunto dos pontos g € M para os quais
existe uma sequéncia t, — o com X; (p) — ¢. Similarmente definimos o conjunto o.-limite de p,
o(p)={qeM:X, (p) — q para alguma sequénciat, — —oo}. Note que o a-limite de p é o
o-limite de p para o campo vetorial —X. Também ® (p) = @ (p) se p pertence a érbita de p. De
fato, p =Xy, (p) e assim, se X;, (p) — g onde t, — oo, entdo X; _; (p) — g e t, —to — oo. Assim
podemos definir @-limite para a 6rbita de p como @ (p). Intuitivamente ¢ (p) € onde a 6rbita de
p “nasce” e w(p)éondeesta “morre”. Um conjunto compacto invariante A ¢ transitivo
ou possui uma orbita periddica densa se A = @(x) para algum x € A ou Cl(Per(X)NA) = A.

Um atrator é um sumidouro transitivo. Um repulsor é um atrator para o campo —X.

A propriedade a seguir serd muito utilizada no texto e evitaremos sua conglomeracdo de

referéncias na dissertacdo, assumindo que é conhecida.

Proposicio 1.2.10. Seja X € X" (M) onde M é uma variedade compacta e seja p € M. Entdo

1) o(p) #0,

2) o (p) é fechado,

3) o(p) é invariante pelo fluxo de X, isto é @ (p) é uma unido de drbitas de X, e
4) o (p) é conexo.

Demonstracao. Ver a demonstracdo pag.15 [37]. [

Teorema 1.2.11 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja X € X7 (M) e seja p € M um ponto regular
de X. SejaC = {(xl,--- ,x’”) e R™,

Xc (x) = (1,0,---,0). Entdo existe um difeomorfismo C" h :V, — C, para alguma vizinhanga

xi’ < 1} e seja Xc um campo vetorial sobre C definido por

Vy, de p em M, tomando trajetorias de X para trajetorias de Xc.
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Definicao 1.2.12. Considere um campo vetorial X em uma variedade M. Uma se¢do transversal
de X € uma subvariedade X de codimensdo um transversal a X. O interior e o bordo de ¥ como
subvariedades sdo denotadas por Int (£) e JX respectivamente. Se Z = {Si,---,Sx} é uma

colegdo de secdes transversais ainda denotamos por # a unido destes elementos. Denotaremos

k k
0% =\ aSi e Int (%) = | JInt (S)).
i=1 i=1

O didmetro de Z serd a soma dos didmetros de seus elementos.
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2 CONJUNTOS HIPERBOLICOS E
FLUXOS ANOSOV

Neste capitulo as referéncias sdo [5], [8] e [22].

2.1 CONJUNTOS HIPERBOLICOS

A seguir apresentamos a Defini¢do enunciada na Introducgdo desta dissertagao.

Definicdo 2.1.1. Denote por d(-,-) a métrica em M induzida pela estrutura Riemanniana. Di-
zemos que X € sensivel as condigdes iniciais se existe 6 > 0 tal que para todo os x € M e toda

vizinhanga U de x existe um y € U e t > 0 satisfazendo d(X;(x),X;(y) > 0.

Denotamos por |||, m(-) e Det(-) a norma, norma minimal e jacobiano induzidos pela

estrutura Riemanniana, respectivamente.

Definicao 2.1.2. Seja X € X" (M) um fluxo em uma variedade M. Um conjunto compacto

invariante A € hiperbolico se

1) Admite uma decomposi¢do continua e DX - invariante do fibrado tangente TA\M = E} ©
Ef\( D Ey, isto €, podemos escrever o espago tangente Ty M como uma soma direta E} &

E,}\( @ EY, onde Ef\( ¢ o subespaco em Ty M gerado por X (x), satisfazendo
« DX'(x)-E! :E§,(x) paratodot € R,xe Aei=s,X,u
2) Existem constantes positivas K, A tais que
* E3 é uma (K, A)-contragdo, isto é, para todo x € A e todo t > 0

|DXt (|3 || < K~1e ™,
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 EX é uma (K, A)-expansdo, isto é, para todo x € Aetodot >0

m(DX,(x)/E%) > K'eM,

Note que um conjunto hiperbdlico pode ter singularidade. Mas neste caso todas estas sao

isoladas pela decomposicao continua do fibrado tangente.

Definicdo 2.1.3. Um difeomorfismo C! f: M — M em uma variedade compacta M é chamado

um difeomorfismo Anosov se M é um conjunto hiperbdlico para f.

Definiciio 2.1.4. Seja A um conjunto compacto invariante para uma aplicacio C' f: U — M.
A € chamada um repulsor hiperbolico se existe uma métrica Riemanniana em uma vizinhanga

de A tal que para todos os pontos x € A temos HDf_1|XH < 1.

2.1.1 Cones

Os Cones nos auxiliardo a criar vizinhangas hiperbdlicas de conjuntos hiperbdlicos. Tam-
bém com os cones, no caso hiperbdlico, provamos a existéncia das variedades estdvel e instavel

W* e W" as quais sdo tangentes a E* e EY, respectivamente.

Definicao 2.1.5. Um y-cone horizontal em p € R" € definido por

HY = {(u,v) € R |[v]| < 7[lull}.

Um Y-cone vertical em p é

Vi={(uv) e LR |lull < y[v]}.
De maneira geral um cone K em R"” é definido como a imagem de um cone sobre uma

aplicagdo linear invertivel.

Por um campo de cones nos referimos a uma aplica¢do que associa para cada ponto p € R"
um cone K, em T,R". Um difeomorfismo f : R" — R" age naturalmente sobre os campos de

cones:

(1:K)p = D1 (K1)

Por uma familia de cones nos referimos a uma sequéncia de campos de cones. Uma sequén-

cia f = {fm},,ez de difeomorfismos age numa familia de cones da seguinte maneira.

(f*K)p,m = (Dfm_l)fr;ll(p) (Kfrgl (p),m—1> :

-1
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Chamamos uma familia de cones K(estritamente) invariante, se

(fiK) o C Int Ky U{0}.

Consideramos a agdo da sequéncia f = {f},,cz satisfazendo as hipéteses do Teorema
2.1.7 numa familia de cones horizontal e vertical o qual associa a p € R" os cones H 2,/ e V,z/ para

todo m, respectivamente.

2.1.2 O Teorema de Hadamard-Perron

Definicdo 2.1.6. Se A é um conjunto invariante, a variedade estdvel de A, W*(A), é definida
como sendo os pontos g tais que ®(g) C A. Analogamente, a variedades instdvel de A, W*(A),

¢ definida como sendo o conjunto de pontos g tais que &(q) C A.

Em fase € um conceito utilizado em [40]. E para indicar que os tempos iterados utilizados
s30 0s mesmos, no caso k. Estd dizendo que ndo estamos comparando distancias em tempos

distintos. Digamos um no tempo m e outro no tempo m-+n.

Um ponto g na variedade estdvel de um ponto p sobre um conjunto invariante possui uma
6rbita positiva que se aproxima da 6rbita positiva de p em fase: d(f*(q), f*(p)) tende a zero
quando k tende a infinito. Se o conjunto invariante ndo € hiperbdlico entdo um ponto g poderia
aproximar-se do conjunto invariante e estar na variedade estdvel do conjunto invariante, sem

estar em fase com qualquer ponto no conjunto invariante.

Agora estamos prontos para formular o fato central da nossa anélise local, O Teorema da
Variedade estavel-instavel. Serd utilizada para os conjuntos hiperbdlicos. Esta secdo foi extraida
de [22].

Teorema 2.1.7 (Teorema de Hadamard-Perron). Seja A < u, r > 1 e para cada m € Z, seja
fin : R" — R" um difeomorfismo C" tal que para (x,y) € Rk @R+

Jn = (Amx + 04 (x,y), By + B (x,Y))

para alguma aplicagdo linear A,, : R¥ — R ¢ B,, : R % — R** com HA#H <ul;

”BmH <Ae OCm(O) =0, Bm(o) =0.

) , i o w—A p—(147y)?%A
Enido para 0 <y < min (1\/; 1> ¢0< 0 <min <y+2+)l,’ I+N(P+2y+2)
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temos: Se ||Op||c1 < O € ||Bmllc1 < 8 para todo m € Z entdo existe:

1) Uma nica familia {W,} _, de variedades C' de dimensao k,
W ={ (v, 0 (x)) | x € R*} = grasep;
2) Uma iinica familia {W,, },,., de variedades C' de dimensdo (n— k).

Wo = {(@n0)9) |y € R} = grafep,,
onde @, :RF - Rk @ R** - RK sup, _, ||D@Z| < y e cumpre as propriedades

(i) fon W) =Wy fon W) = Wy
(ii) | fu(@)Il < A'|l2ll para z € Wy, || £,,112)|| < (1))~ [l2ll para z € W, onde A’ =

(1+y)(7t+5(1+7))<1“Ty—5=u’.

(iii) Seja A' < v < u'. Se | fnir_10---0fn(2)|| < Cv7L|z|| para todo L > 0 e algum

C>0 entiozcW,,.
Similarmente se Hfr;—lL o-—of 1 (z) | < cv=E|z|| para todo L > 0 e algum C > 0,

entdo z € W,

Por iltimo no caso hiperbdlico A < 1 < W as familias {W,; } .. € {W,, },,cz sdo varie-

dades C'.

Muitas estimativas ndo usam a suposi¢ao que ¥ < 1. Fixe r > 0 e seja
D, = { (x3) € R &R |lx| <, |l < r |, Wi, = Wi (1D

Se A’ < 1 (Isto é verdade se A < 1 e ye § sdo suficientemente pequenos) entdo por (ii) fin (W, ) C
Woi1, € Wy se contrai sob a ac¢do de f,. Assim nesse caso W, . € determinado pela acdo de
fm sobre D, apenas. Argumentos similares aplicam a W, se u’ > 1. Assim, nestas situagdes,

obtemos objetos significativos a partir de dados locais.

Em particular no caso hiperbdlico ¥, & suficientemente pequenos, temos A’ < 1 < u’ e
ambos W, e Wn‘; . s30 determinados localmente. No caso W,, e W, sio chamados comumente
a variedade estdvel e instdvel na origem, respectivamente. Assim podemos escolher v =1 em
(iif).

Wo = {2 €R | fois 1000 fudll =20}

Wi ={ze ||t o0 £l =520}
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Proposicao 2.1.8. Seja A um conjunto compacto invariante hiperbolico. Entdo

W3A) = UWs(x) e
XEA

whA) = [JWk).
XEA

Proposicao 2.1.9. Seja A um conjunto compacto invariante hiperbdlico . Existe um 6 > 0 tal

que se X, y € A com d(f/(x), f/(y) < &8 para todo j € 7 entdo x =y.

Um difeomorfismo com a propriedades deste coroldrio € chamado expansor. Segue da

defini¢cdo de conjunto hiperbdlico 2.1.2 os seguintes resultados.

Proposi¢io 2.1.10. Os subespacos E; e E sdo uniformemente transversais, isto é, existe

o > 0 tal que para qualquer x € A, & € E.,ne€ E7, o dngulo entre & e 1 pelo menos é .

Observacao 2.1.1. A condigcdo de continuidade ndo é necessdria na definicdo de conjunto
hiperbolico 2.1.2. De fato, é possivel deduzir tal propriedade a partir do Teorema de Hadamard
Perron 2.1.7, [22].

Observacao 2.1.2. Todo subconjunto fechado invariante de um conjunto hiperbélico para f
também é um conjunto hiperbolico. Mais interessante, as vezes é estudar uma vizinhanga para

o conjunto hiperbdlico.

Proposicao 2.1.11. Seja A um conjunto hiperbolico para [ : U — M. Entdo existe uma vizi-
nhanga aberta V. O A tal que para qualquer g suficientemente perto de f na topologia C', o

conjunto invariante

A =8V
nez
¢ hiperbolico.
Demonstracao. A demonstracio estd nas paginas 265 e 266 de [22]. [

Corolario 2.1.12. Qualquer perturbacdo C' suficientemente pequena de um difeomorfismo

Anosov é um difeomorfismo Anosov.

Corolario 2.1.13. Um conjunto f-invariante A é hiperbdlico se existe A < 1 < U tal que para
todo x € A existe uma decomposicdo T.M = S, & T, (em geral, Df ndo invariante), uma fami-
lia de cones horizontais Hy O Sy, e uma familia de cones verticais V, D T, associados com a
decomposigdo tal que:

Df.Hy C IntH ), Df; ' C IntVy,
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IDfEN = €]l
para & € Hy e
1D 6] = A€l
para & € Vyy).

Definicao 2.1.14. Um homeomorfismo f : X — X é chamado expansivo se existe uma cons-
tante 6 > O tal que se d (f"(x),f"(y)) < 0 para todo n € Z entdo x =y. Um fluxo conti-

nuo ¢’ é chamado expansivo se dada qualquer fungdo continua s : R — R com s(0) =0 e

d (q)’(x), @) (x)> < 0 entdo d (q)’(x), ) (y)> < 0 implica y = ¢%(x) para algum 7 € R.

2.1.3 Aplicacao do Teorema de Hadamard-Perron

Mostraremos como aplicar o Teorema de Hadamard-Perron 2.1.7 no contexto de conjuntos

hiperbdlicos.

Teorema 2.1.15 (Teorema das Variedades Estavel e Instavel para conjuntos hiperbélicos).
Seja A um conjunto hiperbélico para um difeomorfismo C' f:V — M tal que Df em A admite
uma (A, 1)-decomposicdo com A < 1 < p. Entdo para cada x € A existe um par de discos C'
mergulhados W*(x), W"(x), chamados a variedade local estdvel, e a variedade local instdvel

de x, respectivamente, tal que:

1) TWS = E- , TW"(x) = E;';

2) f(W(x)) CW*(f(x)), £ (WH(x) W (£~ ().

3) paratodo 6 > 0 existe C(9) tal que se n € N,

dist (f*(x),f"(y)) <C(8) (A +8)" dist (x,y)
para'y € W(x),
dist (f"(x),.f"(y)) < C(8) (1 —8) " dist(x.y)

paray € W5(x);

4) Existe B > 0 e uma familia de vizinhangas O, contendo a bola ao redor de x € A de raio

B tal que

Ws('x) = {y|fn(y)60f”(x)7n2071727}7
Wu('x) = {y|fin(y)eof*”(xﬁn:()?]?za”'}
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Corolario 2.1.16. A restricao de um difeomorfismo para um conjunto hiperbolico é expansor.
Demonstragdo. Se dist (f"(x), ["(y)) < B, para n € Z, entdo f"(y) € Oy €y € W3(x)N
W*(x) = {x} pelo Teorema 2.1.15 item 4. O

Desta maneira resulta que um conjunto hiperbdlico é sensivel as condicdes iniciais, o

mesmo para um Fluxo Anosov.

Com isto passamos para um caso mais geral, passaremos a fluxos seccional Anosov 0s quais

contém os fluxos Hiperbdlicos. Antes disto apresentamos trés defini¢des.

Definicao 2.1.17. Uma singularidade hiperbdlica ou 6rbita periddica € tipo sela se nenhum dos

seus sub-fibrados tem dimensao zero.

Definicdo 2.1.18. Dada uma 6rbita periédica hiperbélica p do tipo sela de um fluxo X € 27!,
definimos uma classe homoclinica associada Hx (p) pelo fechamento do conjunto das interse-

coes transversais entre as variedades estdvel e instavel de p.

Hx(p) = Wyx(p) h Wx(p).

A Defini¢ao, o Teorema e o Coroléario a seguir nos auxiliardo na demonstracao do Coroléario
5.2.2.

Definicao 2.1.19. Um campo vetorial X é Axioma A se

1) Q(X) é um conjunto hiperbdlico,

2) Q(X) € o fecho do conjunto de 6rbitas periddicas de X.

O seguinte é chamado Teorema da Decomposicao Espectral, dada por S. Smale. A prova

deste Teorema pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.1.20. Se X é um campo Axioma A sobre uma variedade compacta, entdo existe uma

colecdo disjunta Hy,- - - ,Hy de conjuntos transitivos hiperbdlicos isolados de X tal que
Q(X) =HU---UH,.

Além disso, cada H; é uma singularidade ou uma classe homoclinica de X.

Corolario 2.1.21. Seja X um campo vetorial Axioma A sobre uma variedade compacta M.

1) X possui uma drbita densa se e somente se Q(X) =M,

2) X possui um atrator e um repulsor.
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3 CONJUNTOS SECCIONAL
HIPERBOLICOS E FLUXOS
SECCIONAL ANOSOV

As referéncias utilizadas neste capitulo foram [5] e [8].

3.1 DEFINICOES

Seja X um campo vetorial C' com fluxo X; sobre uma variedade compacta conexa Rieman-
niana M. Se o bordo dM de M néo é vazio, suponha que X € transversal a d M apontando para
o interior (nesse caso X; € definido em dM para apenas ¢ > 0). Apresentaremos agora algumas

defini¢Oes as quais nos ajudardo para o desenvolvimento deste capitulo.

Definicao 3.1.1. Definimos o conjunto maximal invariante de X por

MX) =X M).
t>0
Definicdo 3.1.2. Um subconjunto A C M(X) é chamado invariante se X;(A) = A para todo

t € R. Dizemos que X é transitivo se M(X) é um conjunto transitivo de X.

Definicao 3.1.3. Dizemos que A € parcialmente hiperbolico se ha uma decomposicdo continua
invariante do fibrado tangente TA\M = E} @ E{ e constantes positivas K, A tais que
|DX; (x)/Ey||
m(DX;(x)/E5)
IDX,(x)/E}l| < Ke ™,

Ke M VYxeA, Vi<0

Se, além disso, dim (E€) > 2 e |det (DX, (x) |Ly)| > K~ 'e*" para todo x € A, > 0 e todo subes-

pago bidimensional L, de E} dizemos que o sub-fibrado central Ef € seccional expansor.

A primeira desigualdade da Defini¢do 3.1.3 € dizer que o fibrado E* domina o fibrado E°.
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No capitulo anterior vimos que o fibrado tangente para conjuntos hipérbolicos se decompde
em trés direcdes bem definidas, E*, E" e EX, neste caso em conjuntos parcialmente hiperbodlicos
apenas temos duas destas, E* e E¢, onde esta ultima € chamada direcdo central, aqui estdo a

direcdo instavel E* e a direcio do campo EX, porém nio estio bem definidas.

Definicao 3.1.4. Um conjunto seccional hiperbélico € um conjunto parcialmente hiperbdlico

com singularidades hiperbdlicas e sub-fibrado central seccional expansor.

Definiciio 3.1.5. Um campo vetorial C! é um fluxo seccional Anosov se o seu conjunto maximal

invariante ¢ um conjunto seccional hiperbdlico.

Vamos agora enunciar os resultados principais desta dissertagao.

3.2 PROPRIEDADES DOS CONJUNTOS SECCIONAL HI-
PERBOLICOS

Examinaremos a decomposi¢@o seccional hiperbdlica TAM = E} @ E{ de um conjunto sec-

cional hiperbélico A de X € 2! (M). Denotaremos por M uma variedade compacta.

Lema 3.2.1. Se x € A\Sing(X), entdo X (x) ¢ ES.

Demonstracao. Suponha por contradi¢do que exista xo € A\Sing(X) tal que X (xo) € Ey,. En-
tdo, X (x) € E} para todo x na 6rbita de xo visto que Ej ¢ invariante. Assim X (x) € EY para
todo x € a(xp) por continuidade. Segue que @(x) é uma singularidade para todo x € ot (xg) (Por

construgdo e ja que E; cumpre esta exigéncia).

Por estarmos com um ponto em ¢(x) e por este ser invariante e fechado, em particular
o (xp) contém uma singularidade o a qual é necessariamente tipo sela. Desta maneira temos

dois casos o(xp) = {0}, oundo. Se o (xp) = {o} entdo xg € W*(0).

Para todo r € R definimos o vetor unitario:

L DX()(X(x0))
10X (x0) (X (x0))|

Como xo € W"(0) e este dltimo € invariante, segue que DX; (xo) (X (x0)) € Tx,(x)W"(0) €
assim

V[ - TXt(X())Wu(G) ﬂE;(t(xO), Vl‘ < R.

Tome uma sequéncia t, — oo tal que a sequéncia v_» converge para v*°(digamos). Temos que
n
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v* € um vetor unitdrio, e visto que X_; ;) — O (por este ser &-limite) e E* continuo obtemos:
v e TeW'(o)NE;

Dessa maneira v é um vetor unitdrio ndo nulo que estd na direcdo E“ e E* e a intersecdo destes é
apenas o vetor nulo, contradi¢do. Esta contradi¢do mostra o resultado quando o(xp) = {c}. Se
o(xp) # {0} entdo (W*(o)\{o}) No(xp) # 0. Temos que xo ndo pode convergir diretamente

para ¢ sendo existe uma sequéncia de pontos os quais se aproximam deste valor. Tome x| €
(W*(o)\{o}) N alxo).

Portanto X (x;) € Ey, e assim chegamos a uma contradi¢do, que € a seguinte: x; estd na

direcdo estavel e instdvel a0 mesmo tempo, € como vimos no caso acima isso € uma contradicao.
]

Corolario 3.2.2. Se 0 € ANSing(X), entdo ANW*(c) ={0c}.

Demonstracdo. Note que E} = T,W* (o) para todo x € W*(o). Além disto, W*(o) € uma
variedade invariante, entdo X (x) € T,W*(o) para todo x € W* (o). Concluimos que X (x) € E}
para todo x € W% (o) e agora aplicamos o Lema 3.2.1 e temos x ¢ A e assim sai o resultado
ANW* (o) ={0o}. O

Lema 3.2.3. Se x € A, entdo X (x) € E£.

Demonstracdo. Se x € Sing(X) o resultado segue de Coroldrio 3.2.2. Assim podemos supor
que x € A\Sing(X). Primeiro suponha que x ndo pertenca a W*(o) para todo o € Sing(X).
Entdo pela prova do Lema 3.2.1, a(x) possui um ponto regular y. Tome uma sequéncia t,, — oo
tal que X, (x) — y. Pelo Lema 3.2.1 temos X(y) ¢ Ej, assim o angulo entre X(y) e Ej €

positivo.

Por outro lado, X (X_;,) — X (y) e E)sLtn o) Ej por continuidade daf o &ngulo entre

X (Xi,(x)) € Ex_, (x) € limitado inferiormente por uma constante ¢ > 0 para um n grande.

Disto e pelo fato que E domina E concluimos que o dngulo entre DX;, (X_, (x))(X (X_;,)(x)
e DX, (Ex _, (x)) converge a 0 quando n — o. Mas DX;, (X, (x)) - (X (X—,(x))) = X(x) Esta

tltima € pela invariancia de X (x).
Assim DX;, (Ey_ (x)) = E{. Dessa maneira X (x) € E; como desejado.

Agora suponha que x € W¥(o) para algum o € Sing(X ). Temos que ToW"(o) NE% = {0},
entdo ToW"(o) C E§ pela decomposi¢do dominada. Entdo T,W"(o) C ES e assim X (x) € ES
visto que X (x) € T,W* (o). Isto prova o lema. O
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Seja M uma variedade compacta e X € X!(M). Dado ¢ € M\Sing(X) definimos N, como o
complemento ortogonal de Eé( e denotamos por O, : TyM — Ny a projecdo ortogonal. O se-

guinte lema de dlgebra linear serd muito utilizado

Lema 3.2.4. Se g € M\Sing(X) e L, é um subespago de T;M tal que Eff C Ly, entdo Oy(Ly) =
N,NL,.

Demonstragiao. Fixe v, € L. Visto que Ty sipg(x)M € uma soma direta de Ny sing(x) ©

X _ X : X
E3p Sing(x)» (€08 Vg = v+ paraalgum v} € N, e v € E; . Por outro lado, visto que E) C L,
e vl =v,— vy, obtemos que v} € L, assim v} € L,NN,. Dessa maneira Oy(vq) =V € N;NL,

daf O, C N,NL,. Reciprocamente, se v, € N;NL, entdo Oy (vy) = vy, assim v, = Oy (vy+X(q)).
Jaquev, € Ly e X(q) € E} C L, obtemos v, € O4(L,), dessa maneira N;N L, C O4(L,). Isto

conclui a prova. [

Se v € N, denotamos por P (q) - v a projegdo ortogonal de DX;(g) - v sobre Ny, ;). Em outras
palavras, F;(q)v = Ox,(4)(DX:(q)v). Isto define um fluxo P;, no espago fibrado N — M\ Sing(X)
o qual é chamado o fluxo linear de Poincaré. Dado um conjunto invariante ndo singular A

definimos o espaco fibrado Ny = UNq. Um sub-fibrado G, de Np € chamado invariante se
qeEN
F(q)G, = Gy,(g) paratodot € R e g € A. Usando o Lema 3.2.4 obtemos um critério simples

para invariancia para certos sub-fibrados de N, sobre o fluxo Poincaré P,.

Lema 3.2.5. Se Ly é um sub-fibrado X;-invariante de T\M contendo EX, entio o sub-fibrado

induzido Ly = NAN Ly é P, - invariante.

Demonstracao. Fixe g € A et € R. Visto que Lp € X;-invariante temos por hipdtese que

X .
EX,(q) C Ly, (g)- Assim Oy, () (EC

X, (q)> = Ny, () NLx,(4) pelo Lema 3.2.4. Disto resulta

P(Ly) = Oxy(DXi(q)(NyNLy))
= Ox,(¢)(DXi(q)(Ng) NLx,(y))
= F(q)(Ng) NOx,()(Ix ()
= Ny,() N (Nx,(q) N Lx,(g))

= Nx,(g)NLx,(g) = Lx,(q)
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Definicao 3.2.6. Dizemos que o fluxo Poincaré P, é hiperbdlico sobre A se existem uma de-
composicdo continua Ny = G & F, e constantes positivas k, A tais que:
1) Np = G @ Fp € P-invariante, i.e, ambos G e Fj sdo P-invariantes.

2) P contrai Gy, i.e, ||P(q)|Gy) H < ke M paratodot > 0e g € A.

3) P, expande Fy, i.e, m(P,(q)|F,) > ke’ paratodos > 0e g € A.
p q p

Lema 3.2.7. Uma condigdo suficiente e necessdria para um conjunto invariante ndo-singular

ser hiperbolico é que seu fluxo Poincaré seja hiperbolico.

Demonstracao. Suponha que A seja um conjunto nao-singular hiperbdlico de X com decom-
posicdo hiperbdlica TAM = E3 @ EX @ E%. Definindo Gy = (ES®E¥)p € Fp = (ESGE")
obtemos uma decomposic¢ao continua Ny = G @ Fj a qual € F-invariante pelo Lema 3.2.5 ja
que tomando Ly = G no primeiro caso Ef\( C Gp, assim Ny NGy € P-invariante, de modo

andlogo Na N Fp é P-invariante.

Visto que A ndo tem singularidades, facilmente vemos que G, (resp. Fp) contrai (resp.
expande) por P;. Dessa maneira P, € hiperbdlico sobre A. Reciprocamente, suponha que P
seja hiperbdlico sobre A e denote por Ny = Gp & Fp a decomposi¢ao correspondente. Defina
os sub-fibrados Ay = GA D E\ € By = Ef\( @ Fp sobre A. Veremos que ambos Ap e Bp sdo

X;-invariantes. De fato, se x € A e v, € A, entdo existe um Unico va € G, tal que vy — vf € E,.

Set € Rentdo DX; (x)v, - DX, (x)v¢ € E))((, (x) Visto que EY é X;-invariante. Entdo Oy, () (DX (x)vy) =
P, (x)vY para o qual obtemos que Ox, (x)(DX;(x)vx) € Gy, (y) Visto que G € B-invariante. Como
DX; (x)vx — Ox,(v)(DX;(x)vx) € Ex,(y) pela definigdo de O, (,) obtemos DX;(x)vy € Gx,(y) ®
EX,(x) = Ax,(x)- Dessa maneira A5 € X;-invariante. Similarmente para B,. Finalmente, visto que
A € compacto e ndo-singular podemos utilizar campos de cones ao redor de G para obter um
sub-fibrado que contrai £} em A, complementar a E/)\( . Analogamente obtemos um sub-fibrado
instdvel E“ em B complementar a Ex . Jd que Ny = Gp & Fj, obtemos TA\M = E5 S EX G EX.

Assim obtemos uma decomposicao hiperbdlica sobre A. 0

Consideraremos novamente o caso seccional hiperbdlico.

Lema 3.2.8. Existem constantes K, A > 0 tais que
m(P;(x)/Fy) -m(DX, (x)/EX) > Ke 3.1)

para todox € A* et > 0.
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Nx NXt(x)

D)
B

i

Figura 3.1: Teorema 3.2.7

Demonstracio. Pelo fato do fluxo ser seccional hiperbdlico, existem K,A > 0 tais que
|det(DX; (x))/L5| > Ke™, (32)

para todo r > 0, x € A e todo subespago bidimensional L de ES. Fixando x € A* e tomando
v,u € TM, seja A(u,v) a 4rea do paralelogramo formado por u,v em T,M. Se u € Fre v € EX
temos

A(u,v) = [[ull |Iv] (3.3)
pela ortogonalidade. Disto obtemos que
A(DX; (x)u,DX;(x)v) = ||Pul| - || DX;v]|, (3.4)

pela definicdo de P,. Mas A(DX;(x)u,DX;(x)v) = |det(DX;(x)\LS)| - A(u,v), onde LS é o subes-
pago gerado por {u,v}. Visto que u € E por defini¢éo e v € E¢ pelo Lema 3.2.3, temos L{ C E€.

Assim aplicando as equacdes (3.2), (3.3) e (3.4) acima obtemos
A
|1P:(x) - ]| - || DX (x) - ]| > Ke™ [[uf - [|v]
Ja que u,v sdo arbitrarios obtemos o resultado. [

Lema 3.2.9 (Lema Hiperbdlico). Todo subconjunto compacto invariante sem singularidades

de um conjunto seccional hiperbdlico é hiperbolico sobre este.

Demonstracao. Seja A um conjunto seccional hiperbdlico de um campo vetorial X sobre uma
variedade compacta M. Entdo, existe uma constante A > 0 tal que ||X (x)|| < A para todo x € M.

Seja H C A um conjunto compacto invariante sem singularidades de X. Entdo, existe B > 0 tal
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que || X (x)|| > B para todo x € H. Dessa maneira:

1X (X ()
IX G

mORED < PR | -

A
S EVXGH,VZ'ZO

Aplicando a Equacdo (3.1) obtemos:

A S (B JE)-m(DX,)(x)/EX > KM

m(R()/F)- 5 =

e assim

m(P,(x)/F.) > Ce*, Yx e HVt >0,

B
ondeC =K- <Z> > 0. Dessa maneira P; expande Fy. Defina a decomposicdo Ny = Gy @ Fy,

onde Fg € como vimos acima e Gy = Ny N (Ej; @ Efy ). Como vimos anteriormente Fy € P;-
invariante enquanto pela definicdo Gy = (E* @ EX), é P-invariante pelo Lema 3.2.5, ja que

Effl C E,f, @E,{(I. Assim F; contrai Gy e entdo aplicamos o Lema 3.2.7. 0

A seguir descreveremos as singularidades do conjunto seccional hiperbdlico. Para introdu-

zir a seguinte definicdo denote por Re(-) a parte real de um nimero complexo.

A seguinte defini¢cdo e resultados podem ser encontrados em [8] a partir da pagina 68 até a
pagina 71.
Definicao 3.2.10. Dizemos que uma singularidade € tipo-Lorenz se ele possui trés autovalores

ASSIAS A" com A®, A¥ reais, Re(A%) < A% <0< —A% < A, etal que a parte real dos autovalores

restantes estd fora de [A*, A"].

Lema 3.2.11. Todas as singularidades de X em A é tipo-Lorenz ou possui dois autovalores

positivos.

Lema 3.2.12. Seja M uma variedade compacta e X € X'(M). Se g€ M e H C w(q) é um
conjunto hiperbdlico contendo uma variedade forte estdvel, entdo q € H e H é uma fonte hi-

perbolica. Em particular, g é recorrente.

Teorema 3.2.13. Seja M uma variedade compacta e X € X' (M). Se que g € M e w(q) é um
conjunto seccional hiperbdlico com singularidades de X, entdo ®(x) ndo pode conter nenhuma

variedade forte estdvel.

Corolario 3.2.14. Um conjunto transitivo, isolado, seccional hiperbélico contendo uma varie-

dade forte estdvel de um campo vetorial sobre uma variedade compacta é uma fonte hiperbolica
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tipo-sela. Por isso as fontes hiperbolicas tipo-sela sdo as uinicas fontes que sdo conjuntos sec-

cional Anosov.

3.3 PARTICAO SINGULAR

Definicao 3.3.1. Uma particdo singular de um conjunto invariante A de um campo vetorial X é
uma colegdo finita disjunta % de se¢Oes transversais satisfazendo ANJZ =0 e ANSing(X) =
{yeA:X:(y) e Z, Vt e R}.

Na sequéncia apresentaremos um resultado de existéncia geral para parti¢ao singular.

Proposicao 3.3.2. Seja A um conjunto compacto invariante e tal que todas suas singularidades
sdo hiperbdlicas de X. Suponha que para todo & > 0 e todo z € A\Sing(X) existe uma se¢do
transversal ¥, de didmetro no mdximo 8 tal que z € Int(¥X;) e ANJL, = 0. Entdo, A tem

particoes singulares de diametro arbitrariamente pequenas.

Demonstracio. Como toda singularidade de A € hiperbdlica podemos escolher 8 > 0 tal que

ANSing(X) = () X: U Bglo)]. (3.5)

teR ceANSing(X)
Para entender melhor a igualdade acima tome um ¢ € AN Sing(X) tome uma bola de raio
Bs. Bp, (o), e sabendo que ¢ ¢ um ponto hiperbélico logo pode ser uma fonte, um pogo ou
uma sela. Para cada caso quando vemos X; (Bﬁg(c)), fazemos t — oo € t — —oo obtemos que
Nier Xi (B, (0)) = 0. Ou seja nada mais € outra maneira de denotar as singularidades. Assim

para cada 3 definimos
H=A\ U Bslo
c€ANSing(S)

Podemos supor que H # 0. Com isto, a Equag@o (3.5) poderia implicar A = AN Sing(X), como
todas as singularidades sao hiperbdlicas, entdo temos que estas sdo finitas. Portanto H C A e

H N Sing(X) = 0. Pelas hipéteses, X, existe para todo z € H. Para todo z definimos:
V.= |J X(nt(%)).
re(—1,1)

Obviamente z € V, entdo {V,:z € H} é uma cobertura aberta sobre H e este H é compacto

pelo fato de ser complementar de abertos e por ser fechado dentro de um compacto resulta ser
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compacto. Assim existe um subconjunto finito {z;,---,z,} € H tal que
Hc V..
i=1
Pelo movimento das secOes transversais X, ,---,X, ao longo do fluxo, podemos supor que a
colegdo Z = {X;,, -+, L, } é dois a dois disjunta. Além disso, como AN JX; = 0 temos
ANJR=0.

Se z € A\Sing(X) existe ¢ > 0 tal que X;(z) ¢ Bp,(0). Dessa maneira podemos obter um ¢

suficientemente grande ou pequeno tal que

Xi(z) ¢ U Bs(o).

occANSing(X)

Além disso X;(z) € A, pois A € transitivo, ja que z € A. Entdo X;(z) € H por defini¢do. Dai
Xi(z) € V, para algum i, isto por H ser compacto e os V; formarem uma cobertura aberta. Logo

pela construcdo dos V; a 6rbita de z intersecta X,. Isto prova que
ANSing(X) ={ze A:X,(z) ¢ R}.
De onde obtemos o resultado. [

Definicao 3.3.3. A aplicacdo de retorno Iy : Dom (Ily) C £ — X associada a uma se¢@o trans-

versal X é definida por

Dom(Ily) = {x € £: X; (x) € ¥ para algum 7 > 0}

Iy (x) = Xy (1) (%)

onde ty (x) é o tempo de retorno
ts (x) =inf{r > 0: X, (x) € X}.
Para todo conjunto compacto invariante A definimos:
WHA)={xeM:o(x)CA} e WH(A)={xeM:o(x) CA}.
Para todo H C M denotamos

Wi (Sing(X)NnH)= |J W'(o).
oeSing(X)NH
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A seguir enunciamos dois Lemas nos auxiliardo na demonstracdo do Teorema da proxima

subsecdo. A demonstracao pode ser encontrada em [8].

Lema 3.3.4. Se # é uma particdo singular de um conjunto compacto invariante H de X, entdo

valem as seguintes propriedades:

1) (HNZ)NDom (lly) C Int (Dom (T1y)) e Ty é C' em uma vizinhanga de HNZ em X.

2) (HNZ)\Dom (Ilg) C W* (Sing (X)NH).

A seguir Bg denota a §-bola aberta centrada em p € %. Lembramos que O™ (¢) ={X; (¢) : t >0}
denota a drbita positiva de g € M.

Lema 3.3.5. Seja M uma variedade tridimensional compacta, X € X' (M) e q € M tal que toda
singularidade em ® (q) é hiperbdlica com variedade instdvel unidimensional. Se ® (q) ndo
é uma singularidade e # é uma particdo singular de ®(q), entdo as seguintes propriedades

mantem-se para I1 =1lg:

1) 0T (Q)NZ ={q1,q2, -} é uma sequéncia infinita ordenada tal que 11(q,) = qn+1.

2) Existe § > 0 tal que se n € {1,2,---} entdo ou Bg(q,) C Dom (1) e TI|Bg(g,) é C!
ou existe uma curva c, C W* (Sing (X) N (q)) N Bs (¢n) tal que BY (g,) C Dom (I1) e
I|Bf (qn) €C 1, onde BY (qn) denota a componente conexa de B (qn) \cn contendo .

3.4 RETANGULO FOLHEADO

As defini¢des referente a folhas e folhacoes podemos ser encontradas em [11].

Nesta subsecdo X denotard um campo vetorial sobre uma variedade tridimensional com-

pacta M. Um retdngulo de X é uma se¢@o transversal D difeomorfa a [0, 1] x [0, 1].

Definiciio 3.4.1. Vemos que dD consiste de duas partes dD = d"DU "D de tal maneira que
9"D = D, UD), e "D = D} UD?, onde as curvas Di,(i € {l,r}) e D, (i = {t,b}). Também
supomos que Ip, a imagem de 0 x [0, 1], é uma curva tangente a direcdo central TD N E€. Aqui
T D denota o espaco tangente de D. No caso onde existe uma folheagdo estavel W* de X, por
exemplo em uma vizinhanca de uma conjunto seccional hiperbdlico de X podemos definir um

folheacdo continua unidimensional em um retangulo D pela interse¢do das folhas de W* com
D.
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Também podemos dizer que um retangulo D € um retdngulo folheado se as folhas de .#*
possuem a forma = x [0, 1] acima identificados. Em tal caso d"D é formado pelas folhas .#*

enquanto 9" D é transversal para .7,

+ i
D I, ) D
\ K D
!
I)Va
< /\ffz,D)
\ r
D,
x
I
D D’

Figura 3.2: Retangulo Folheado

O fecho e o bordo serdo denotadas por CI(+) e d(-), respetivamente. O tamanho de um arco

J serd denotado por Length(J).

Teorema 3.4.2. Seja g € M com conjunto omega-limite seccional hiperbdlico ®(q) e TyM =
Els] b E,CJ ¢ uma extensdo continua da decomposi¢do seccional hiperbdlica Ty \M = E(su(q) b
Eg)(q) de ®(q) para uma vizinhan¢a U de ®(q). Seja I um arco(intervalo) tangente a E¢,
transversal a X, com q como ponto de fronteira. Se ®(q) ndo é uma singularidade, entdo para
toda particdo singular % de H existem S € #,6 > 0, uma sequéncia §1,G>,--- € S de pontos
na érbita positiva de q e uma sequéncia de intervalos Jy,J\,--- C S na érbita positiva de I com

gj como um ponto de fronteira de fj,V J tal que

LUJ))>8 Vj=1,2,3,--.

Demonstracdo. Visto que ® (q) é seccional hiperbdlico e ndo é uma singularidade, temos que
toda singularidade em @ (g) é tipo-Lorenz, e assim, estas possuem variedade instdvel unidimen-
sional. Entdo o Lema 3.3.5 aplicado a &% implica que a aplicag@o de retorno Il = Iy associada

a Z satisfaz as seguintes propriedades:
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1) Of (9)NZ ={q1,q2, -} é uma sequéncia infinita, ordenada de uma maneira que I1(g;) =

qi+1-
2) Existe § tal que se n € {1,2,---} entdo cada Bs (q,,) C DomI1e I1/Bs(g,) é C' ou existe
uma curva ¢, C Wy (Sing (X) N (g)) NBs (gx) tal que:

B} (qn) C Dom (T) eI1/By (¢4) € C',

onde B; (¢n) denota a componente conexa de Bg (¢n) \c, contendo g,.

Assumiremos a segunda alternativa em 2).

Podemos supor que existe ip grande tal que ¢; € Int (#) para todo i > iy. Caso contrario
o (q) NIZ #+ O e obtemos uma contradi¢do porque % é uma parti¢do singular de @ (q). Po-
demos supor iy = 1 sem perda de generalidade. Por 1) existe uma sequéncia ny,ny,--- ,n; €
{1,--- k} tal que
qi € Sp,, Vi.

Utilizando a 6rbita positiva de / podemos supor
I C Sy, NDom (I1).

Diminuindo I se necessdrio podemos supor também que I C Int (B 1 (q1)> , onde obtemos &
2). Defina I} = I e, indutivamente, a sequéncia de intervalos I; = I1(I;_) = IT' (I) desde que

I =TI"""(I) C Bs(gqi_1).

Por hipdtese I € tangente a Ef e transversal a X. Entdo a propriedade de expansdo do

volume de E implica que II € expansor ao longo de 7, [35] pag 370.

Portanto a sequéncia I; = IT(I;_; ) satisfaz Length (I;) — oo se I; C B} (g;) para todo i. Visto
que os elementos de # possuem didmetro finito concluimos que existe um primeiro indice i;

tal que
I; SZ Bé (gi) -

Por outro lado, as érbitas positivas comegando em [;; encontram X por (P)y enquanto que

as 6rbitas em C; ndo, ja que elas tendem a Sing (X) N @ (g) por 2). Disto concluimos que
I, NC;, = 0.

Dessa maneira, a componente conexa J;, de I;, NBg (q;,) contendo g;, junta g;, com outro ponto
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em dBg (gi, ). Esta dltima afirmacdo implica
Length(J;;) > 0.

Concluindo encontramos um indice i; € um intervalo J;, C I;; (e assim na Orbita positiva de
I) tal que g;, € um ponto limite de J;, e Length(J;) > 6. Repetindo o argumento obtemos
uma sequéncia iy, i, -+ € {1,---,k}, uma sequéncia de pontos g;,gi,, - com g;; € S;;, € uma
sequéncia de intervalos J;; C S;; na Orbita positiva de / tal que g;; € um ponto limite de Jj; e
Length (Jij) > 8. Como {1,---,k} é um conjunto finito e contém i; podemos supor que i; = r

para algum indice r € {1,--- ,k}. Denotando S = S,,§; = gi; © Ji= Jij obtemos o resultado. [
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4 VARIEDADE ESTAVEL FORTE,
LEMA DO FECHAMENTO E
SECAO TRANSVERSAL SINGULAR

Aqui reunimos alguns resultados importantes que precisaremos para o desenvolver o artigo

[6].

4.1 VARIEDADE ESTAVEL FORTE PARA CONJUNTOS
SECCIONAL HIPERBOLICOS

Esta subsecdo foi extraida da dissertacdo de [14].

Definicao 4.1.1. Uma imersdo topologica de R® em M é uma aplicacdo continua F : R® — M

tal que todo ponto x € R® tenha uma vizinhanca com a seguinte propriedade:
1) Arestricdo de F aV, F|y, é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Um mergulho topologico de R®* em M € uma imersdo topoldgica injetora F' : R® — M que € um

homeomorfismo sobre sua imagem. A seguir denotaremos u-disco um disco de dimensao u.

O espago Merg(D",M) de todos os mergulhos de u-discos fechados em M, pode ser visto
como um espaco fibrado sobre M. A fibra em x € M € o conjunto de todos os mergulhos

e : D" — M tal que e(0) = x. Para o espaco Merg(D", M) utilizamos a topologia uniforme.

Definicao 4.1.2. Seja o espago fibrado E, onde esta definida a aplicagdo projecdo « : E — B do
espago E sobre o conjunto base B. Uma se¢do € uma aplicagdo s : B — E tal que mos(b) =b

paracada b € B.

No caso E = Merg (D", X) ,B=X.
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Definicao 4.1.3. Se a : X — Merg(D“,M) é uma secao continua sobre X C M, entdo A =
{imagem a(x): x € X} é uma familia de u-discos por meio de X.
Observagio 4.1.1. Note que Wg" é uma familia de u-discos para todo 0 >0.
O seguinte lema pode ser considerado como o teorema da fungdo inversa para certas fami-

lias de u-discos. Neste caso, por R™(g) nos referiremos ao disco de raio € em R”, centrado na

origem.

Lemad4.14. Sejau+s=me of = {A(y) :y € R%(8)} é uma familia de u-discos que atravessa
o conjunto 0 x R*(0) C R"™, onde A(y) = grafgy, para g, : R*(€) — R*(0) e g,(0) = y. Entdo

U Ap).

yER*(8)

€ uma vizinhanga de 0 em R™.

Demonstracao. A continuidade de .7 implica que se g se define como:
g  RYe)xR(5) > R"x R’
(x,y) = (x,8y(x)) com g,(0) =y

segue da continuidade de gy que g é continua em R*(€) x R*(0) sobre R™. Vejamos a continui-

dade de g|p. Seja
G,(x,y) = (X, (l _t)gy<x) +y) re [07 1] :
Entdo G; é uma homotopia entre a fung@o g|,p € a inclusdo dB — R™ — 0, visto que

Go(x,y) = (x,8y(x)) = glap € Gi(x,y) = (x,y) = inclusdo ( , ).

Dai g|yp € dB — R™ — 0 sdo equivalentes pois é uma homotopia. Como a incluséo é continua
g|op também é. Além disso G;(x,y) nunca passa pela origem quando (x,y) € dB, jad que x =0

implica que g,(0) =y, e assim

Gi(x,y) = (0,(1 =1)gy(0) +1-y) = (0, (1 —t)y+1-y) = (0,y) #O.

Assim pela continuidade para todo y € R(8), a fungdo G;(x,y) nos dd uma vizinhanga ao redor

da origem. 0
A seguir o Teorema principal de [14].

Teorema 4.1.5. Todo conjunto transitivo seccional hiperbolico com singularidades ndo pode

conter nenhuma variedade estdvel forte local.
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Demonstracao. Seja A um conjunto transitivo seccional hiperbdlico, com singularidades de
um campo vetorial X. Seja TA\M = E} © E{ a decomposi¢ido parcialmente hiperbdlica de A.
Suponhamos, por contradi¢io, que A contém uma variedade estdvel forte local W3*(x*) para

algum € > 0 e algum x* € A. Fixemos 0 < €* < &, definimos
n—soo

para alguma sequéncia 7, — —oo e {z;} com z;x € W (x*). Dessa maneira H é o conjunto o-
limite de W¥(x*), o qual € invariante. Como A ¢ transitivo, entdo A = w(p) para algum p € A,

e portanto A € invariante. Note que W2 (x*) C W¥(x*) C A, logo W2 (x*) C A, e assim H C A.

* Suponhamos que H contenha uma singularidade o. Entdo existem {z, — —o} e {7}
com g C W3£(x*), tais que:

O = llm Xt” (Zk)
n—oo
Como 0 < €* < € podemos encontrar 6 > 0 tal que
WS (i) © W ().
Como W**(A) se contrai e W§*(zx) C A, por A ser invariante
Ws*(Xi,(2z)) C A, YneN.

Seja y a fungdo que associa a cada x € A uma bola de raio 0 centrada em x, contida em
W*(x). Esta fungo é continua para todo 6 > 0 fixo. Assim usando a continuidade do

fluxo e como tomamos nossa singularidade ©.
lim W' (X, (1)) = WE'(0).
Por A ser fechado, pois € compacto, temos que Wg*(o) C A. Portanto:
Ws*(o)NA=W5'(0o).

Mas como A € seccional hiperbdlico e o € ANSing(X), entdo teremos que ANWS = {3}
isto implica que W$* = {8}, contradi¢do ja que 6 > 0.

* Suponhamos que H nao contenha singularidades Como H € um conjunto invariante de um
conjunto seccional hiperbdlico, pelo Lema Hiperbdlico 3.2.9 resulta que H € hiperbdlico.

Seja y € a(x*), entdo existe uma sequéncia {#,} — —oo tal que y = lim,; o X; (x*). O

que vem a seguir segue do fato que as variedades estdveis variam continuamente com o
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ponto.

lim W (X,, (x*)) = Wi (y) C H.

n—oo
Como H & hiperbdlico, existe W**(H) com dim(W"*(z)) = dim(E{) — 1 para todo z € H
e dim(Wgi(y)) = dim(E}) para y € ot(x*). Entdo pelo Lema 4.1.4, existe A > 0, tal que:

Hnlnt | U w"k|#0
te[-AA] zeX, (W2 (y))
Como H C Ae A= o(p), entdo existem ¢* > 0 arbitrariamente grandes tais que:
Xp(p)etm | | U w*@
t€[-AA] zex, (W2 (y))
Ou seja, X+ (p) € W (z) com z€ X, (WE(y)) e t€[—AA]
1) Se z € H, entdo a 6rbita negativa de X;«(p) € assintética a 6rbita negativa de algum ponto
em H,eassimp e H.
2) Sez ¢ H, existe um t, tal que X;+(z) € H e, assim, a érbita negativa de X;+(p) ¢ assintdtica

a Orbita negativa de algum ponto em H,entdo p € H.

Para concluir os itens acima usa-se o fato de que H € hiperbdlico, W* ter tamanho positivo

e por W* ser invariante portanto W* C H.
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Figura 4.1: Teorema 4.1.5

Pelo fato que p € H implica que @(p) C H, entdo A = H, o qual é uma contradi¢do, porque

A possui singularidade e H nio. ]

42 LEMA DA CONEXAO PARA FLUXOS SECCIONAL
ANOSOV

Esta subsecdo foi extraida do artigo [7]. A prova do teorema pode ser encontrada neste

artigo.

Denotaremos por W*(-) e W*(-) as usuais variedades estdvel e instdvel e por Sing(X) o
conjunto das singularidades de X. Todos os campos vetoriais considerados nesta dissertacao

serdo de classe C!.

Definicao 4.2.1. Dizemos que existe uma trajetéria de um ponto x para um ponto y se existe

t > 0tal que y = X;(x).

Teorema 4.2.2 (Lema da Conexao para fluxos seccional Anosov). Se X é um fluxo seccional

Anosov em uma variedade compacta tridimensional M, p € M(X) tenha um conjunto o-limite
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ndo singular e q € M satisfaz que para todo € > 0 existe uma trajetoria de um ponto €-proximo
de p para um ponto €-préximo de q, entdo existe um ponto x € M tal que a(x) = a(p) e ®(x)

é uma singularidade ou ®(q).

Seguird o Coroldrio que precisaremos para demonstrar o Corolério 5.2.2.

Denote por CI(-) o fecho e por Sing(X) o conjunto das singularidades do campo vetorial X.

Corolario 4.2.3. Se H é um conjunto compacto invariante sem singularidades de um fluxo
seccional Anosov em uma variedade compacta tridimensional, entido CI(W};) NSing(X) # 0, se

e somente se W*(H) N\W*(c) # 0 para algum © € Sing(X).

Demonstracao. Segue das hipdteses que existem uma singularidade e uma sequéncia x,, — ¢

tal que o(x,) C H para todo n. Tome um ponto aderente p de |J, a(x,).

Afirmacao 4.2.4. Os pontos p e q satisfazem as hipoteses do Teorema 4.2.2

Prova da Afirmacdo 4.2.4 Se p € Cl(UJ, o (x,)) entdo a(p) ={x € M : 3t,, & —oo; @ (p) — x}.
Dessa maneira existe y, € J, a(x,) tal que y, — p e assim ¢_(y,) — ¢.(p) — x. Por a-limite
ser invariante, resulta: x € |J, a(x,) e por hipétese o (x,) C H para todo n e como H ndo pos-
sui pontos singulares o/(p) ndo possui singularidades. A segunda parte da hipétese segue pela

constru¢do dos pontos p, g e é verificada utilizando sequéncias. [

Pela afirmagdo acima existe x € M tal que a(x) = a(p) e ®(x) é uma singularidade 6. Em
particular x € W*(0) e, visto que H é compacto, temos p € H, dessa maneira o¢(x) = o(p) C H
e entdo x € W*(H). Entdo x € W*(H) NW*(0o) e o resultado segue. Reciprocamente tendo por
hipdtese que W*(H) NW*(o) # 0 para algum o € Sing(X), por W* ser um conjunto invariante
temos que ¢ € W¥(0o) e jd que W*(H) intercepta em algum ponto a W*(o) podemos obter uma
sequéncia de pontos os quais convergem para a singularidade o, ou seja tomando o fecho de

W" este interceptard uma singularidade e segue:

CI(W")(H) N Sing(X) # 0.

Aplicando este coroldrio para uma Orbita periddica O obtemos o seguinte:

Corolario 4.2.5. Se O é uma orbita periodica de um fluxo seccional Anosov X em uma va-
riedade compacta satisfazendo CL(W")(0) N Sing(X) # 0, entdo existe ¢ € Sing(X) tal que
W*(O)NWS (o) # 0.



56

o

;Qﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
IRRTRTRTRIRIA]
S

.
o
Q

Figura 4.2: Teorema 4.2.3

4.3 CONSTRUCAO DE UMA SECAO TRANSVERSAL SIN-
GULAR S, S’ e I', I®

Seja X um fluxo seccional Anosov sobre uma variedade compacta tridimensional M. Po-

demos supor que X possui uma singularidade tipo-Lorenz. Entdo o conjunto LSing (X) =

{0 € Sing(X) : o é tipo-Lorenz} ndo é vazio.

Temos que todo o € LSing (X) é hiperbdlico e assim possui variedades estdvel e instdvel
W* (o), W" (o) tangente em G ao auto-espago associado ao conjunto dos autovalores {A;, 43}

e {A1}. Em particular, dim (W*(c)) =2 e dim(W* (o)) = 1.

Uma outra variedade, a variedade forte estdvel W* (o), estd bem definida e tangente em &

ao auto espago associado a {A,}. Consequentemente dim (W* (o)) = 1. Toma um sistema de

/ t / / «
/ t l /! \
&
‘(7 L AT / y A “‘
1 | f W o -
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N / /,_/ 1
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Figura 4.3: §' ¢ S°
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coordenadas lineares (x1,x2,x3) em uma vizinhanga de ©.

Note que W* (o) separa W* (o) em duas componente conexas, chamaremos, a superior
e a base. Na componente superior consideramos o retdngulo S de X; junto com a curva [Z.

Similarmente consideramos um retingulo S2 e uma curva /% na componente da base.

Tomamos esses retangulos tal que a curva [ estd contida em W* (o) \W** (o) para x =
t,b. Além disso, ambos retangulos sao retangulos folheados de X. O fluxo positivo das linhas
comecando em S% U S2\ (l@y U lf,) passa por uma vizinhanga préxima de ¢. Por outro lado, a

6rbita positiva comegando em I’ U 1% segue diretamente a .

Notamos que o bordo de S estd formado por quatro curvas, duas delas transversais a [} e
duas delas paralelas a [}. A unido destas curvas no bordo de S} os quais sdo paralelas (resp.

transversais) a [; é 'S (resp. 9"S%).

Pelo Lema 3.2.11 podemos escolher S.,S% satisfazendo M (X) N d"S% = @ para * = t,b.

Entdo a colecio

7= U {xpsg}

o€LSing(X)

¢ uma sec¢do transversal singular com a curva singular
t b
= U Q&ﬂg.
o€LSing(X)

Portanto . pode ser construida perto de M (X).
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5 DEMONSTRACAO DO TEOREMA
PRINCIPAL

Com os resultados anteriores e com estes que apresentaremos, os quais foram extraidos do

artigo de Morales [6], provaremos o Teorema Principal.

5.1 PRELIMINARES DO TEOREMA PRINCIPAL

Proposicao 5.1.1. Seja X um campo vetorial sobre uma variedade compacta M com todas suas
singularidades hiperbdlicas tipo sela. Se todo ponto em M é aproximado por pontos para os

quais o omega-limite é uma singularidade, entdo X é sensivel as condicoes iniciais.

Demonstracido. Como M é compacto entdo Sing(X) € finito. Isto vém do fato de que todas
as singularidades sdo hiperbdlicas tipo sela, ou seja, cada ponto singular € isolado, isto vem
pelo Lema Hiperbdlico 3.2.9. Assim existe 0 > 0 tal que o conjunto das §-bolas com centro
em Sing(X) é dois a dois disjunto. Seja x € M e U uma vizinhanga de x. Por hipétese existem

pontos (z;) € M tais que z; — x quando ¢ — oo, onde temos também que

oz)={yeM:y= klim Xz, (z;) para alguma sequéncia Ty — oo},
—>00

onde y € M ¢ uma singularidade.

Temos duas possibilidades x € W*(o) para algum o € Sing(X) ou ndo.

No primeiro caso podemos selecionar y € U fora da variedade estdvel das singularidades,
visto que temos uma unido finita de conjuntos bidimensionais numa variedade tridimensional,
portanto possui interior vazio. Como a Orbita positiva de x converge para o, e de y ndo, eventu-

almente encontraremos ¢ > 0 tal que d(X;(x),X;(y)) > 6.

No segundo caso, podemos escolher ¢ € Sing(X) e y € W¥(6)NU, visto que a unido das

variedades estdveis das singularidades € densa por hipétese.
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De fato, se temos que um ponto € aproximado por pontos cujo @-limite é uma singulari-
dade. Isso significa que estes pontos pertencem a variedade estdvel da singularidade. Portanto
em cada vizinhanca de um ponto da variedade existem pontos da variedade estdvel de alguma
singularidade. Se tomamos a unido de todas as variedades estdveis, temos que é densa na vari-
edade.

Novamente, afirmamos que a 6rbita positiva de y converge a ¢, e que x nao. Eventualmente

encontramos ¢ > 0 tal que d(X;(x),X;(y) > O. Isto prova o resultado. O

Por 6rbita fechada nos referimos a uma 6rbita que € singular ou periddica.

Definicao 5.1.2. Um campo vetorial X com 6rbitas hiperbélicas fechadas possui Propriedade

(P) se para toda orbita periédica O existe uma singularidade o tal que W*(O) N"W*(o) # 0.

O seguinte Lema relaciona Propriedade (P) com aproximagao por pontos dos quais o con-

junto omega-limite € uma singularidade.

Lema 5.1.3. Todo ponto no fecho das orbitas periodicas de um campo vetorial com a Proprie-

dade (P) é acumulado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade.

Demonstracdo. Seja X, um campo vetorial com a Propriedade (P). Seja x € CI(Per(X)).
Entdo existe uma sequéncia de pontos (z;) € Per (X) tais que z; — x quando ¢ — oo. Aplicamos
a Propriedade (P) a cada z; e olhamos o W"(z), vemos que W"(z), "W*(&) # 0. A cada
intersecdo chamamos de y;. Poderia acontecer que a distancia entre os z, € y, seja sempre
constante, dessa maneira nao teriamos a y, aproximando-se de x. Para isso tomamos o fluxo
negativo nos pontos z, € y,, estes ultimos se aproximarao de z,. Além disto, tomando 7, o

periodo de cada 6rbita que contém z, e fazendo

X 1, (z0) © X g,z,(n),

mantemos fixos os z, € aproximamos os y, destes. Dessa maneira para cada n podemos

tomar k, T, tal que d(z,, X_¢ ¢, (yn)) < %

Com isto a medida que z, avance, y, aproxima-se deste e ja que a variedade estdvel é

invariante X g ¢ (y,) € Wgn. Como podemos ver na Figura 5.1. e assim d(y,,x) — 0. [

yﬂ
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Figura 5.1: Lema 5.1.3

5.2 PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Teorema 5.2.1. Se X é um fluxo seccional Anosov com singularidade de M satisfazendo Q(X) =

M(X), entdo todo atrator de todo campo vetorial C' proximo de X tem uma singularidade.

Adiaremos a demonstragdo deste teorema para a proxima se¢do. Com este teorema obtemos

o0 seguinte coroldrio.

Corolario 5.2.2. Se X é um fluxo seccional Anosov com singularidades de M satisfazendo

Q(X) = M(X), entdo todo campo vetorial perto de X tem a Propriedade (P).

Demonstracdo. Pelo Coroldrio 4.2.5 ¢ suficiente mostrar que CI (Wy' (0)) N Sing (Y) # 0 para
todo fluxo Y préximo de X e para toda drbita periddica O de Y. Suponha por contradicao que
existe Y perto de X com orbita periédica O tal que CI (W (0)) N Sing (Y) = 0. Segue que
Cl (W} (0)) é um conjunto hiperbdlico pelo Lema 3.2.9. Visto que Wy é uma subvariedade
bidimensional temos CI (Wy' (O)) é um sumidouro.
De fato, em volta da 6rbita periddica O pegamos um toro U = ST. Seja V = UXt(U ).
>0

Temos que V € um bloco isolante e assim ﬂXt(V) ¢ o fecho da variedade instdvel da 6rbita O.
>0

Pela Teoria hiperbdlica necessariamente ele contém um atrator (veja Corollary 6.4.13 de

[22] e Proposition 5.3 [40]). Mas tal atrator ndo existe pelo Teorema 5.2.1. ]

Observacao 5.2.1. Segue da Teoria da Variedade Invariante [19] que o sub-fibrado EISVI(X) de

X pode ser estendida continuamente para um sub-fibrado estdvel Ej;, em toda uma vizinhanga
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U de M(X). Como o fluxo de X contrai M em M(X) podemos supor que uma vizinhanga é o
proprio M. Por outro lado isto nos dd que a soma direta Ey; © Ejfl é tangente a uma folheacdo

singular estavel W*.

Teorema 5.2.3. Se X ¢ um fluxo seccional Anosov com a Propriedade (P) em M e x € M ndo
€ aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade, entdo

©(x) possui uma particdo singular de didmetro arbitrariamente pequeno.

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 3.3.2 temos que provar que para todo z € @(x)\Sing(X) existe

uma secao transversal de didmetro pequeno X, tal que
z€Int(X;) e o(x)NIL, =0.

Antes precisamos apresentar uma afirmacado que nos ajudard a desenvolver a demonstragao.

Afirmacao 5.2.1. Temos que ®(x) "W*(z) possui interior vazio em W*°(z) para todo z € ®(x).

Demonstracdo. Suponhamos, por contradi¢do, que @(x) contenha uma variedade estdvel forte
local Wg*(y), para algum y € @(x). Temos dois casos: ou @(x) possui singularidades ou ndo.
Caso ndo possua singularidades, entdo @(x) € hiperbdlico pelo Lema 3.2.9. Utilizando a varie-

dade instdvel do ponto y € ®(x), tem-se que x € @(x).

Segue do Teorema 1 do artigo [31] que o ponto x é acumulado por 6rbitas periddicas ou por

pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade.

Como pontos periddicos sdo aproximados por pontos para 0s quais 0 conjunto omega-limite

¢ uma singularidade, segue que o mesmo acontece com o ponto x, gerando uma contradi¢ao.

Se ®(x) possui singularidades, tem-se uma contradi¢do com o Teorema 4.1.5. Provamos,

assim, a afirmacao. O

Dessa maneira podemos fixar para todo z € @(x) um retangulo folheado de didmetro pe-
queno R? tal que z € Int(RY) e w(x) N dhR? = 0. Se a 6rbita positiva de x intercepta .#°(z,R?)

infinitas vezes poderiamos ter que @(x) é uma 6rbita periddica.

Isto concluimos do fato de W** ser invariante assim se intercepta uma vez a Orbita ficard

confinada ali, logo nao podemos ter infinitos pontos. Em tal caso o resultado € trivial.

Podemos supor que a Orbita positiva de x ndo intercepta .#* (z,Rg). Entdo este intercepta

apenas uma ou as duas componentes conexas de RY\.7%(z,R?).

. . .. . L . / ’ .
Se a drbita positiva intercepta s6 uma componente selecionamos algum ponto x da 6rbita

o s / .
positiva dentro dessa componente, um ponto z na outra componente e definimos X, como o sub
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retingulo de R? limitado por .#* (x,,Rg) e F* (ZI,R(Z)). Desde que a orbita positiva ndo passa
através da componente conexa. RO\.7*(z,R?) contendo Z temos que ©(q) N.% (x/,Rg) = 0.

Agora suponha por enquanto que existe & € @(x) N.F* (x/,R?).

Visto que @(x) C Q(X) o melhorado lema do fechamento para fluxos seccional Anosov
4.2.2 e Lema 5.1.3, como vimos nos teoremas anteriores, implicam que 4 é acumulado por

pontos para o qual o conjunto omega-limite ¢ uma singularidade.

Ja que a variedade estavel possui tamanho uniformemente estdvel grande como vimos no
Teorema 3.4.2. Temos que x’ também € acumulado por pontos para o qual o conjunto omega-
limite é uma singularidade. Isto implica o0 mesmo para x, uma contradi¢do. Dessa maneira
o(x)N.Z5(x, RY) = 0.

Como "%, C "RV e 9'%, = F° (ZI.R(Z)) U.Z* (x/,Rg) temos que X, possui as propriedades
necessdrias. No caso quando a 6rbita positiva intercepta ambas componentes de R?\ﬁ s (z,Rg)
escolhemos dois pontos x/,x" daquela 6rbita, em cada componente conexa, e definimos X, como
o retangulo de R? limitado por .#* (x,,Rg) e 7S (x”,Rg). A ideia é tomar h; e hy pertencendo
a7#* (xl,R(Z)) e . F* (xN,Rg) respectivamente. Repetindo o argumento acima vemos que @(x) N

(7S (xl,Rg) U.Z#* (x//,Rg)) = (. Assim X, satisfaz as condi¢des exigidas. Isto completa a prova.

R

z

Fz R)

Fz R)

Flz R

Figura 5.2: Teorema 5.2.3

]

Teorema 5.2.4. Seja X um fluxo seccional Anosov com a Propriedade (P) de M. Entdo, todo

ponto de M é aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singulari-
dade.



63

Demonstracao. Suponha por contradicdo que existam um fluxo seccional Anosov X com a
Propriedade (P) sobre uma superficie compacta tridimensional M e x € M o qual ndo é aproxi-
mado por pontos para 0s quais o conjunto omega - limite € uma singularidade. Em particular
®(x) ndo é uma singularidade. Como X tem a Propriedade (P) podemos aplicar o Teorema 5.2.3
para encontrar em parti¢do singular . = {S1,5,---,S,} de ®(x) perto deste. Por outro lado, ja
que x ndo é aproximado por pontos para 0s quais o conjunto omega-limite é uma singularidade,
podemos fixar um intervalo aberto I ao redor de (perto de) x (que contenha x), ou seja, passando

por este, tangente a E€ e ortogonal a EX tal que

I ndo intercepte a variedade estdvel de nenhuma singularidade. Isto segue do argumento do

inicio da prova do Teorema 5.2.3.

Por outro lado, como @(x) ndo é uma singularidade, podemos encontrar S € %, uma
sequéncia x, € S de pontos na Orbita positiva de x e uma sequéncia de intervalos J, C S na
orbita positiva de I com x, € J, tal que se J,j e J, sdo componentes conexas de J,\{x,} entdo

ambas sequéncias

{LI ) :n=1,2,3,--} e {L(J, :n=1,2,3,---)}

sdo limitadas inferiormente por um niimero maior que zero, ou seja L(J*) > ¢ > 0. Nio se

contraem pois ndo estdo na variedade estdvel.

Tomando um ponto limite w € S de x,, entdo w € @(x) N Int(S) visto que S € uma parti¢ao
singular. J& que [ é tangente a E¢ a sequéncia de intervalos J, converge a um intervalo J
tangente a E{, N T,,S na topologia C'. Temos que J é ndo degenerado {L(J;“) j=1,2,3,--- } e
{L(Jj*) j=1,2,3,--- } sdo limitados inferiormente por uma constante ¢ > 0, segue por limite

de sequéncia.
Segue dos limites inferiores e x; — w entdo J, intercepta W*(w) para um n grande.

Agora, w € ndo errante, por construcio, pois € omega-limite de pontos que estao confinados
em S, caso seja errante este ponto sai de S. Temos do melhorado lema do fechamento para
fluxos seccional Anosov 4.2.2 e Lema 5.1.3 que w € aproximado por pontos para os quais os

conjunto omega limite € uma singularidade.

Segue entdo da dependéncia continua da variedade estdvel que existe um ponto de interse-
cdo entre J, e a variedade estavel de uma singularidade, como vemos na Figura 5.3. J4 que as
variedades estdveis das singularidades sdo fluxos invariantes obtemos que a partir destes pontos
caminhamos para trds e ja que se intercepta com um ponto invariante esta propriedade segue até

chegarmos no /. Isto contradiz a escolha de I e a prova segue.
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Variedade estavel

das singularidades

Ponto de
\Intersegdo |

Figura 5.3: Teorema 5.2.4

Prova do Teorema Principal. Seja X um fluxo seccional Anosov de uma variedade com-
pacta tridimensional M tal que Q(X) = M(X). Se X ndo tem singularidades, entdo M(X) é
um atrator hiperbdlico, isto vimos no Lema Hiperbdlico 3.2.9. Portanto sensivel as condicdes

iniciais para campos vetoriais bem perto, isto vimos no Coroldario 2.1.16.

Portanto podemos supor que X tem uma singularidade. Em particular todo campo vetorial
C! perto de X também possui uma singularidade. Pelo Coroldrio 5.2.2 temos que todo campo

vetorial C! perto de X também possui a Propriedade (P).

Disto todos esses campos vetoriais também sdo seccional Anosov, temos pelo Teorema
5.2.4 que todos eles satisfazem que todo ponto € aproximado por pontos para 0s quais o conjunto

omega-limite € uma singularidade.

Dai as singularidades do fluxo seccional Anosov sdo todas hiperbdlicas do tipo sela. Por-
tanto podemos aplicar a Proposi¢do 5.1.1 para concluir que todos esses campos vetoriais sao

sensiveis as condicdes iniciais € isto termina a prova.

5.3 PROVA DO TEOREMA 5.2.1

Apresentamos um Lema que nos auxiliard na prova deste Teorema. A resolucio pode ser

encontrada em [31], onde este Lema € o Coroléario 1.
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Lema 5.3.1. Seja X um fluxo seccional Anosov com singularidades de M satisfazendo Q (X ) =
M (X). Entdo, todo ponto ndo errante de X é aproximado por pontos para os quais o conjunto

omega-limite é uma singularidade.

Demonstracao do Teorema 5.2.1 A prova do Teorema € feita por contradi¢do, a saber, su-
pomos que existe um fluxo seccional Anosov X de M satisfazendo Q(X) = M ((X)) o qual é
o limite de uma sequéncia de fluxos X" cada um exibindo um atrator sem singularidades A".

Claramente podemos supor cada X" € seccional Anosov, e assim, A" é um atrator hiperbdlico

X" para todo n.

Afirmacao 5.3.2.

Sing(X)NCl ( U A”) £ 0.

neN

Demonstragao. Caso contrario, existe & > 0 tal que

Bs (Sing (X))N <U A”> = 0. (5.1

neN
Defina
H=X (M\Bg (Sing (X))) .

t€R
Temos que Sing (X) NH = 0 e assim H é um conjunto hiperbdlico, por ser compacto e pelo
Lema 3.2.9. Denote por E* ® EX @ E* a decomposicio hiperbélica correspondente. Por [19]

podemos fixar vizinhancas compactas V, W

HcIm(V)cVCcInt(W)CcWw

de H e € > 0 tal que se Y é um campo vetorial que estd préximo de X na topologia C! e Hy

¢ um conjunto compacto invariante de ¥ em W entdo:

1) Hy é hiperbdlico e sua decomposicao hiperbdlica ESY o EY @ EwY satisfaz
dim (E*) = dim (E*Y), dim(E*) = dim (E*Y).

2) As variedades locais instdveis fortes Wy (y,€), y € Hy, sdo unidimensionais de tamanho

uniforme €.

Afirmamos que A" C W para todo n grande. De fato, suponha por contradi¢ao que isto nao seja

verdade. Entdo existem sequéncias n; — o e x € A™ tal que x"* ¢ W para todo k. Visto que
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M é compacto podemos supor que X" — x para algum x € M. Portanto x € M\Int (W) e assim

x ¢ V. Entdo, visto que

H = (X (M\B (Sing (X))

teR
e H C V, podemos encontrar um ¢ € R tal que X; (x) € Bs (Sing(x)) para algum k grande. Por
2

outro lado, X" — X e x"* — x entdo
X, (x™) — X, (x).
Assim X,* € B 3 para k grande. Entretanto, A" é X"-invariante assim X, (x*) € A" onde temos
X[ (x) € A™ N By (Sing (X))

e assim A" N B; (Sing (X)) # 0.
2
Contradizendo a Equagao (5.1). Portanto a afirmagao € verdadeira.

Como X" — X e pelo item 2 com Y = X" e Hy = A" implica que W (y,€) possui tama-
nho uniforme € para todo y € A" e n grande. Tome x,, € A" convergindo para algum x € M.
Claramente x € H. Note que os vetores tangentes da curva Wi (¥, €) em todo ¢ € Wy (x", €)
permanecem em E. X" Como X" = X o angulo entre as direcoes E*X" e EY vai para zero
quando n — eo. Seguem que as variedades Wy (x,€) e Wyl (x", €) sdo quase paralelas quando

n — oo, Como x" — x concluimos que
Wyr (X", €) — Wy (x,€),

no sentido de variedades C'. Fixe um intervalo aberto I C Wyt (x,€) contendo x. Temos que
I CM(X). Vistoque Q(X)=M(X)el C M(X) temos que I C Q(X). Entdo pelo Lema 5.1.3,
todo ponto de I pode ser aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite € uma
singularidade. Visto que / é um intervalo e a variedade estdvel possui tamanho uniformemente
grande, temos que / intercepta a variedade estdvel de uma singularidade em algum ponto gq.
Disto obtemos 7' > 0 tal que

X7 (q) € Bs (Sing (X)).

Entdo, existe um conjunto aberto V, contendo ¢ tal que

w|S

Xr (Vg) C B (Sing (X)).
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Como X" — X, temos
X7 (Vy) C B; (Sing (X)) (5.2)

Para um n grande. Mas Wy (x",€) — Wy" (x,€), g € I C W¢" (x,€), g € V, e V, é aberto. Entdo
Wyn (x",€) NV, #0.
Para todo n grande. Aplicando a Equacdo (5.2) para X" para n grande temos
X7 (Wit (XM9)) ﬂBg (Sing (X)) # 0.

Como Wi (x",€) C Wy, (x") a invariancia de Wy, (x") implica

Wyn (x) OB% (Sing (X)) # 0.
Mas Wy (x"') € A" e A" é um atrator, entdo

A"NBg (Sing (X)) # 0.

Contradizendo a Equacdo (5.1). Segue assim o resultado. Fim da demonstracdo da Afirmagao
5.3.2. ]

Continuemos com a prova do Teorema. Pela afirmacdo anterior podemos escolher

o € Sing(X)NCl (U A”) :

neN

Como Cl (U,enA") C M (X) temos:
o € Sing(X)NM (X),
dai temos que o € tipo-Lorenz e satisfaz:
M(X)NWy' (o) = {o}.
Sejam §' = S e S” = S as secdes transversais singulares associada a 6. Em particular
MX)N (ahsf U ahsb) —0.

Como X" — X temos que S', S? sdo secdes transversais singulares de X” também. Pelo Teorema
da Fung¢do Implicita podemos supor que 6 (X") = ¢, onde ¢ (X") é a continuagio de 6 = & (X).
Além disso

I'uib c Wi (6),%n
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O sub-fibrado unidimensional E* de X estende-se para um sub-fibrado invariante contrator em
M. Tome uma extensao continua (mas ndo necessariamente invariante) de E€. Ainda denotamos

por E° @ E€ a extensdo mencionada acima.

Pela Teoria de Variedades Invariantes [19] segue que a decomposicdo E* ¢ E€ persiste para
pequenas perturbacdes de X. Mais precisamente, para todo n grande o fluxo X" possui uma
decomposicao E*" @ E¢" sobre U tal que E*" é uma contracdo invariante. E*" — E® e E“" —
E€ quando n — oo. Em particular E*" @ ES" est4 definido em S’ US” para todo n grande. No
que segue denotaremos por EY o sub-fibrado em TM gerado por um fluxo ¥ em M. A condigio

de dominancia implica que, para x = ¢, b, temos
T.5*N (Ef @ EY) = Tl",

para todo x € [*.

Denote por Z (E, F) o angulo entre dois subespagos lineares. A tltima equagio implica que
existe um p > 0 tal que

L(TS* NES, T,I*) > p,
para todo x € I* (x =t,b). Mas E? — E€ quando n — 0. Entdo para todo n grande temos

£ (T.S* NES" Tl g, (5.3)

para todo x € [* (novamente x = ¢, b).

Fixe * =t,b e um sistema de coordenadas (x,y) = (x*,y*) em S* tal que
S =[-1,1] x[-1,1], I" ={0} x [ 1,1]
com respeito a (x,y).
Denote por IT* : §* — [—1, 1] a projecéo
IT* (x,y) = x.

e para A > 0 definimos
S8 = [—A,A] x [—1,1]

Define o campo de linhas F” em S*2 por:
F'=TS*NES" x € S92,

A continuidade de E“" e a Equacdo (5.3) implicam que JA( > O tal que Vn grande a linha F" é
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transversal a IT*.

1
1 / S
// “‘/‘
/) / / / /
. -/ / /
/ 4 /’/ // /
/ /
0/ / ,
/ ‘ / / / /
/‘/ / / /o
/ / / / Lx
/ y /
// / Vi / / / /
-1 -A 0 A 1

Figura 5.4: $**

Agora relembremos que A" € um atrator hiperbdlico de X" para todo n. Segue que as 6rbitas
periddicas de X" em A" sdo densas em A”. Entdo, como o € Cl (|J,cyA"), existe uma sequéncia

de orbitas periddicas O, € A" acumulando-se em . Segue que existe ng € N tal que
Ony N Int (S”A0> £0 ou O, Nint (Sb’A‘)) £ 0.
Visto O, C A,, concluimos que
A™ O\ [nt (SW) £0 ou AN Int (Sb’A()) £ 0.
Denotamos Z = X0, A = A", F = F" por simplicidade.
Podemos supor que A NInt (S',Ag) # 0. Note que 9"5"% C 9"S' por defini¢io. Entio
AN st = .

Denotamos S = S, (x,y) = (x',y"), [ = I' e I1 = IT" por simplicidade. Note que ANS é
fechado, logo compacto por pertencer a A e ndo vazio pelo que vimos acima. Entdo existe
p € SNA tal que

dist (T1(S'NA),0) =dist (I1(p),0) >0 (5.4)

pois p ¢ I, onde dist denota a distdncia em [—Ag, Ay)].

Agora, p € A e assim W} (p) é uma subvariedade bidimensional bem definida. A condigdo

de dominancia do seccional hiperbdlico implica que:

I (Wz (p)) = Ez, V2 € W7 (p)

Assim

T (WZM (p)) NT;S = Egﬂ ;S =F;
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para todo z € W} (p)NS. Como a intersegdo entre W (p) e S € transversal, e ambos sdo
bidimensionais, temos que W/ (p) NS contém uma curva C cujo interior contém p. A tdltima
equacdo implica que C € tangente a F. Como F € transversal a IT temos que C € transversal a
I1. Concluimos que IT(C) contém um intervalo aberto I C [—Ag,Ag] com IT(p) € Int (I). Entdo

existe zo € C tal que
dist (T1(z9),0) < dist (TI(p),0).

Note que C C SNA visto que A € um atrator de Z e assim contém suas variedades instaveis.
Além disso, p € A e C C W} (p). Assim pela minimalidade de p, temos que a desigualdade

(5.4) € uma contradi¢ao implicando
dist (IT(SNA),0) =0.

Como A € fechado a ultima equacdo implica
ANl #£0

S

Visto que I’ C W3 (o) e A é fechado invariante para Z concluimos que 6 € A. No entanto isto

0
Figura 5.5: Teorema 5.2.1

€ impossivel visto que A € um atrator hiperbdlico. Assim segue o resultado.
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