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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é o estudo da sensibilidade às condições iniciais sobre fluxos

seccional-Anosov em variedades compactas tridimensionais para os quais o conjunto maximal

invariante é igual ao conjunto não errante. Veremos que em conjuntos hiperbólicos e fluxos

Anosov temos sensibilidade às condições iniciais. Generalizando o conceito de hiperbolicidade

estudaremos os fluxos seccional hiperbólicos e seccional Anosov. Para este último demonstra-

remos que todo campo vetorial próximo destes fluxos é sensível às condições iniciais.

Palavras-chave: Fluxo Hiperbólico. Fluxo Anosov. Fluxo seccional-Anosov. Sensibilidade.



ABSTRACT

The main objective of this work is the study about sensitivity to initial conditions on seccional-

Anosov flows on compact 3-dimensional manifolds for which the maximal invariant set and

nonwandering sets coincide. We will see that in hyperbolic set and Anosov flow we have sensi-

tivity to initial conditions. Extending the notion of hyperbolicity we study seccional hyperbolic

flows and seccional-Anosov flows. For the latter we show that every vector field close to one of

these flows is sensitive with respect to initial conditions.

Keywords: Hyperbolic flows. Anosov Flow. seccional-Anosov Flow. Sensitivity.
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INTRODUÇÃO

Uma das várias primeiras perguntas que apareceu quando estudamos fluxos Anosov foi,

por que do nome. Este nome veio do Professor Dmitri V. Anosov quem estudou esta classe

de fluxo com o nome de U-sistemas. A maior motivação dos fluxos Anosov foi certamente,

o que estava atrás das suas extensões. Entre elas podemos citar as ações do grupo Anosov e

folheações, o pseudo-Anosov, sistemas Anosov projetivos e assim por diante. Sendo que esta

dissertação centra-se em fluxos seccional Anosov, uma extensão onde os campos de vetoriais

exibem no conjunto maximal invariante uma decomposição dominada formada por um sub-

fibrado que contrai e um sub-fibrado onde a derivada do fluxo expande área de paralelogramos.

Estudamos fluxos seccional Anosov, e mais especificamente fluxos seccional Anosov X sobre

uma variedade compacta tridimensional para o qual o conjunto maximal invariante e o conjunto

dos pontos não errantes coincidem. Encontramos na literatura que os fluxos hiperbólicos, um

caso particular de fluxos seccional Anosov, é sensível às condições iniciais. O que respondere-

mos nesta dissertação será se um fluxo seccional Anosov é sensível às condições, e quais são os

condições para que isto aconteça.

Definição. Denote por d(· , ·) a métrica em M induzida pela estrutura Riemanniana. Dizemos

que X é sensível às condições iniciais se existe δ > 0 tal que para todo os x ∈ M e toda vizi-

nhança U de x existe um y ∈U e t ≥ 0 satisfazendo d(Xt(x),Xt(y)≥ δ .

Um exemplo de fluxo que satisfaz essa propriedade são os fluxos de Anosov. Esse fluxos

motivam a pergunta de quais fluxos mantém a propriedade de sensibilidade às condições iniciais

para sistemas dinâmicos mais gerais que os hiperbólicos. A seguir três figuras, exemplos sobre

sensibilidade, a Ferradura de Smale, o Atrator de Lorenz e o Atrator de Lorenz Geométrico.
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Figura 0.1: Ferradura de Smale

Figura 0.2: Atrator de Lorenz
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Figura 0.3: Atrator de Lorenz Geométrico

A seguir apresentamos, o que chamaremos, teorema principal. O qual extraímos do artigo

[33].

Teorema Principal. Seja X um fluxo seccional Anosov em uma variedade compacta tridimen-

sional M. Se Ω(X) = M(X), então todo campo vetorial perto de X é sensível às condições

inicias.

Este Teorema nos motivará a incluir um capítulo de preliminares. Usaremos as definições e

resultados escritas neste capítulo com os quais resolveremos o caso hiperbólico que é o segundo

capítulo juntamente com fluxos Anosov. A seguir apresentamos resultados vistos no artigo [33]

com os quais no último capítulo provamos nosso teorema principal.

A área da matemática onde podemos estudar o que apresentamos até agora é Sistemas di-

nâmicos. É uma área recente das matemáticas, sua origem vem desde Newton e os seus estudos

de Mecânica Celeste. Também está Henri Poincaré, quem iniciou o estudo qualitativo das equa-

ções diferenciais. No entanto, desde uns 40 anos, aproximadamente, despertou o verdadeiro

interesse nessa área graças ao trabalho destacado de matemáticos como: Dmitri Anosov [4],

Rufus Bowen [10] e Stephen Smale [42], entre outros.

Se quisermos especificar o conceito de sistema dinâmico, poderíamos dizer que trata-se

do estudo de problemas que dependam de alguma variável dada, usualmente supomos ser o

tempo, e que variam de acordo com certas propriedades, as quais dependem do problema. Desta

maneira, conhecendo um dado inicial, podemos reconstruir o passado e predizer o futuro.

Pela dificuldade que representa estudar dinâmicas específicas, centra-se a atenção em buscar

propriedades gerais que satisfazem um conjunto de sistemas dinâmicos.

Foi Smale na década dos cinquenta, quem, introduziu o conceito de conjunto hiperbólico

conduzindo ao desenvolvimento posterior da teoria hiperbólica, a qual permitiu facilitar o es-

tudo geral dos sistemas dinâmicos.
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Os conjuntos singulares hiperbólicos em variedades tridimensionais foram introduzidos por

Morales-Pacífico-Pujals em 1998 [32] como uma caracterização dos conjuntos C1 robustos tran-

sitivos singulares de um campo vetorial X de classe C1, ou seja, um conjunto transitivo que con-

tém singularidades e que é a continuação (em um vizinhança desta na variedade) de todo campo

vetorial C1 perto do campo X. Desde então estudou-se muitos problemas relacionados com a

generalização das propriedades dos conjuntos hiperbólicos em variedades de dimensão n, os

quais caracterizam-se por expandir a área sobre cada subespaço bidimensional no sub-fibrado

central. Os conjuntos seccional hiperbólicos coincidem com os conjuntos singulares hiperbó-

licos em variedades tridimensionais. No entanto, a classe de conjunto seccional hiperbólico é

suficientemente ampla para incluir os conjuntos hiperbólicos tipo sela e os atratores geométrico

e multidimensional de Lorenz [44, 47]. Estes fatos motivaram estender a teoria desenvolvida

sobre conjuntos hiperbólicos e singulares hiperbólicos no caso seccional hiperbólico.

A principal motivação para o desenvolvimento desta teoria foi o sistema das equações de

Lorenz, cuja solução numérica sugeriu a existência de um atrator robusto caótico com uma sin-

gularidade coexistindo com órbitas regulares acumulando-se sobre este. Mais de três décadas se

passaram antes da existência do atrator de Lorenz ser rigorosamente estabelecida por Warwick

Tucker com uma prova assistida por computador no ano 2000. A dificuldade no tratamento

deste tipo de sistema é tanto conceitual quanto numérica. Por um lado, a presença da singulari-

dade acumulada por órbitas regulares impede que este conjunto invariante seja uniformemente

hiperbólico. Por outro lado, no tratamento numérico, as soluções retardam à medida que passam

perto do ponto de sela, e aqui os erros de integração numéricos acumulam-se sem limites.

Tentando resolver este problema, uma abordagem bem sucedida foi desenvolvido por Afrai-

movich Bykov Shil’nikov [1] e Guckenheimer Williams [16] de forma independente, que con-

duziu à construção de um modelo geométrico mostrando as principais características do com-

portamento das soluções do sistema de equações de Lorenz. Na década de 1990 um grande

avanço foi obtido por Carlos Morales, Enrique Pujals e Maria José Pacifico [32] seguindo ideias

originais desenvolvidas por Ricardo Mañé durante a prova da conjectura da estabilidade-C1,

proporcionando uma caracterização de atratores robustos transitivos para fluxos tridimensio-

nais, das quais o atrator geométrico de Lorenz é um exemplo. Esta caracterização colocou a

classe destes atratores no domínio de uma forma fraca de hiperbolicidade: estes são conjun-

tos invariantes parcialmente hiperbólicos com direção central volume expansor (ou conjuntos

volume hiperbólico). Além disso, eles provaram que atratores robustamente transitivos sem

singularidades são uniformemente hiperbólicos. Estes resultados estendem a teoria clássica

uniformemente hiperbólica para fluxos com singularidades isoladas.
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Uma vez estabelecido isto, é natural tentar entender as consequências dinâmicas da hiperbo-

licidade parcial com volume expansor. É importante verificar quais propriedades ainda se man-

têm por esta nova forma fraca de hiperbolicidade, conhecido hoje como singular-hiperbólico.

A seguir fazemos um resumo de cada tema pelos quais os conjuntos hiperbólicos e suas

extensões se desenvolveram.

ATRATORES SINGULARES HIPERBÓLICOS CAÓTICOS

A teoria da dinâmica uniformemente hiperbólica foi iniciada em 1960 em [42] e, através

do trabalho do seus estudantes e colaboradores, assim como os matemáticos da escola Russa,

imediatamente levou ao extraordinário desenvolvimento em todo o campo dos sistemas dinâ-

micos. No entanto, apesar dos grandes sucessos, esta teoria deixou de fora importantes classes

de sistemas dinâmicos, que não estava em conformidade com os pressupostos básicos da hiper-

bolicidade uniforme. Os exemplos mais influentes são aplicação de Hénon [17] para o caso do

tempo discreto, e o fluxo de Lorenz [27] para o caso de tempo contínuo.

As equações de Lorenz marcaram o fato que a dinâmica robusta pode ocorrer fora do con-

junto de hiperbolicidade uniforme, e, de fato, na presença de singularidades são acumuladas

por órbitas periódicas recorrentes. Isto levou à busca de uma extensão da noção de hiperbo-

licidade uniforme abrangendo todos os sistemas de tempo contínuo com comportamento de

dinâmica robusta. Um passo fundamental foi realizado por Morales, Pacifico e Pujals [32, 33]

os quais demostraram que um atractor robusto invariante de um fluxo tridimensional contendo

algum ponto de equilíbrio deve ser singular hiperbólico, isto é, deve admitir uma decomposi-

ção invariante Es e Ecu do fibrado tangente, um sub-fibrado unidimensional exibindo contração

uniforme e um sub-fibrado bidimensional volume-expansor.

De fato, Morales, Pacifico, e Pujals [32] demostraram que qualquer conjunto robusto in-

variante de um fluxo tridimensional contendo algum ponto de equilíbrio é um atrator singular-

hiperbólico ou repulsor. Na ausência de singularidades, robustez implica uniformidade hiperbó-

lica. Os primeiros exemplos de conjuntos singular-hiperbólicos incluíram o atrator de Lorenz

[27, 44] e seus modelos geométricos [1, 15, 16, 47], e a ferradura-singular [23], além disso

conjuntos uniformemente hiperbólicos.
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FLUXO SECCIONAL ANOSOV

A tese célebre do Prof. Anosov [4] demostrou que o fluxo geodésico de uma variedade

negativamente curvada é um U-fluxos, ou seja, existe uma decomposição hiperbólica sobre o

ambiente todo da variedade. Hoje U-fluxos são conhecidos como fluxos Anosov e são objeto

de uma extensiva teoria abrangendo diversas áreas matemáticas. Apenas mencionamos nesta

dissertação que alguns autores estenderam esse conceito incluindo ações de grupos de Lie e

fluxos com uma decomposição dominada [20, 21, 36].

Nesta dissertação usamos o conceito de conjuntos seccionalmente-hiperbólico [28] para

definir fluxo seccional Anosov como um campo de vetores em uma variedade M transversal ao

bordo ∂M, cujo conjunto invariante maximal é seccional hiperbólico. Nos trabalhos de [30, 46]

mostram que as classes dos fluxos Anosov e seccional Anosov coincidem no caso sem bordo

∂M = /0. Por outro lado, se ∂M 6= /0 a classe de fluxos seccional Anosov contém os sumidouros

hiperbólicos não-triviais e também exemplos não hiperbólicos, como os atratores de Lorenz

geométricos e multidimensionais [2, 9].

SISTEMAS SECCIONAL HIPERBÓLICOS

No trabalho [24] está provado que certos conjuntos transitivos robustos com singularidade

para campos vetoriais C1 sobre um variedade n-dimensional compacta são parcialmente hiper-

bólicos. Este resultado foi apresentado como uma extensão do resultado central em [33] onde

está provado que todo conjunto robusto transitivo é parcialmente hiperbólico para n = 3. Além

disso [33] provou não apenas a hiperbolicidade parcial, mas também que toda singularidade é

tipo-Lorenz e também singular-hiperbólico, isto é, volume expansor ao longo do fibrado central.

Assim, é natural perguntar se esta última propriedade pode ser provada para conjuntos robustos

transitivos em [24].

No trabalho [28], deram uma resposta positiva para esta questão. De fato, eles mostra-

ram que as singularidades contidas em conjuntos robustos transitivos em [24] são similares aos

apresentados pelo atrator multidimensional Lorenz [9]. Além disso, mostraram que os conjun-

tos robustos transitivos considerados em [24] são seccional hiperbólicos, isto é, uma derivada

dos correspondentes fluxos expande a área do paralelogramo ao longo do sub-fibrado central.

Seccional hiperbolicidade aparece como um novo tipo de hiperbolicidade o qual satisfaz

algumas propriedades interessantes. Primeiro, note que seccional hiperbólico implica singular-

hiperbólico e, além disso, reduz-se a singular-hiperbólico precisamente quando n = 3. Além
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disso, vemos que a seccional hiperbolicidade implica a propriedade chamada G 1 (ou estrela),

no sentido que todas as órbitas fechadas em um sistema seccional hiperbólico são hiperbólicas

de forma persistente. Observe que G 1 é falsa para sistemas singular-hiperbólicos em dimensão

quatro, por causa do atrator selvagem estranho [43]. Dessa maneira, a classe de sistemas sec-

cional hiperbólicos está propriamente contida na dos sistemas singular hiperbólicos. Também

eles provaram que a classe dos sistemas seccional hiperbólicos contém não apenas conjuntos

hiperbólicos do tipo sela e conjuntos robustos transitivos [24], mas também o várias vezes men-

cionado atrator de Lorenz multidimensional.

EXPOENTES SECCIONAL LYAPUNOV

A teoria dos sistemas hiperbólicos aparecem nos anos sessenta, com o fundamental traba-

lho de Smale, introduzindo a ferradura. A principal característica desses sistemas dinâmicos é a

presença de direções complementares no sub-fibrado tangente, um destes apresenta um compor-

tamento contrator, e o outro apresenta um comportamento expansor. Assim a teoria da dinâmica

hiperbólica cresceu, em particular o conhecimento sobre os difeomorfismos Anosov, os quais

apresentam este comportamento em toda a variedade, e automorfismos expansores, os quais

apresentam uma única expansão em todas as direções, mas são não invertíveis.

No caso de campo vetorial, a teoria hiperbólica também possui uma boa compreensão. Em

particular para fluxos Anosov, mas agora, o comportamento hiperbólico ocorre transversalmente

na direção do campo vetorial. Isto automaticamente exclui a presença de singularidades quando

a variedade é fechada. Além disso, os fluxos Anosov compartilham várias características com

difeomorfismos hiperbólicos, tais como estabilidade, decomposição espectral, etc. Na presença

de singularidades ainda existem fluxos que apresentam algumas propriedades dinâmicas em

um maneira robusta para uma forma fraca de hiperbolicidade, onde o atrator de Lorenz é um

exemplo paradigmático [45], e que são chamadas fluxos seccionais-Anosov [8]. Estes fluxos

ocorrem em variedades com bordo e também possuem uma decomposição dominada, onde uma

direção é uniformemente expansora à área de biplano para dentro deste. É preciso muito esforço

para entender as propriedades dinâmicas destes fluxos.

A teoria evoluiu em direções além da hiperbolicidade uniforme. Uma direção foi o estudo

dos sistemas dinâmicos não uniformemente hiperbólicos, com a ajuda dos chamados expoentes

de Lyapunov. Estes expoentes, quando existem e são não nulos, indicam uma contração ou

uma expansão assintótica ao longo da órbita. O célebre teorema de Oseledets diz que esses

expoentes existem, e variam em um modo mensurável, em um conjunto de medida total, para
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qualquer medida de probabilidade invariante do sistema. Acontece que, para difeomorfismos

locais, se todos os expoentes de Lyapunov são positivos em um conjunto de probabilidade total,

isto é, uma medida completa para qualquer medida invariante, então a aplicação é expansora,

como mostra [3] e [12]. Um resultado análogo é verdadeiro no caso de difeomorfismos com

uma decomposição dominada: Se todos os expoentes de Lyapunov são negativos em um sub-

fibrado e positivos em outro, em um conjunto de probabilidade total, então o difeomorfismo é

Anosov.

UM MELHORADO LEMA DO FECHAMENTO PARA
FLUXOS SECCIONAL ANOSOV

O problema de saber se um ponto não-errante de um campo vetorial pode ser aproximado

por pontos periódicos foi considerada na literatura. Isto é o que H. Poincaré conjeturou em 1892

para o seu problema de três corpos. Por outro lado, C. Pugh provou em 1967 que o problema

possui uma solução positiva para campos vetoriais genéricos C1 em variedades fechadas [38,

39]. Anteriormente D. Anosov provou seu Lema do Fechamento Anosov onde uma resposta

positiva foi dada para fluxos de Anosov, isto é, fluxos com estrutura hiperbólica em toda a

variedade. Tais resultados motivaram a questão de saber se a conclusão do Lema do Fechamento

Anosov pode ser estendida, para campos vetoriais mais gerais.

Candidatos naturais para tais extensões são os fluxos seccional Anosov, a saber, campos

vetoriais com estrutura seccional hiperbólico [28] sobre o conjunto maximal invariante. Esse

fluxos se apresentaram em [8] como uma extensão dos fluxos Anosov que incluíram os atratores

hiperbólicos estranhos, os atratores singular-hiperbólicos sobre uma variedade tridimensional

[30] assim como os atratores geométricos de Lorenz [2, 16] e o atrator multidimensional de

Lorenz [9].

No entanto, o Lema do Fechamento Anosov é falso para fluxos seccional Anosov, visto

que existem alguns fluxos para os quais os pontos periódicos e singularidades não são densos

no conjunto recorrente [29]. Em vez disso, o que foi provado em [29] foi o seguinte Lema do

Fechamento para fluxos seccional Anosov: Todo ponto recorrente de um campo vetorial sec-

cional Anosov sobre uma variedade compacta tridimensional pode ser aproximada por pontos

periódicos ou por ponto para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade.
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1 PRELIMINARES

Neste capítulo apresentaremos as bases para o desenvolvimento da nossa dissertação. Den-

tre as definições com as quais trabalharemos muitas delas podem ser encontradas no livro de

Clark Robinson [40], no livro de Manfredo do Carmo [13] e na monografia de Bautista-Morales

[8].

1.1 VARIEDADES RIEMANNIANAS

Nesta seção falaremos sobre o ambiente em que definiremos nossos sistemas dinâmicos.

Começaremos por superfície regular.

Definição 1.1.1. Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfície regular se, para todo ponto p ∈ S,

existem uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação ϕ : U ⊂ R2 → V ∩ S de um aberto

U ⊂ R2 sobre V ∩S, tais que:

1) ϕ é um homeomorfismo diferenciável;

2) A diferencial (dϕ)q : R2→ R3 é injetora para todo q ∈U .

A aplicação ϕ é chamada uma parametrização de S em p. A consequência mais impor-

tante da definição de superfície regular é o fato de que a mudança de parametrizações é um

difeomorfismo. Mais precisamente, se ϕα : Uα → S e ϕβ : Uβ → S são duas parametriza-

ções tais que ϕα (Uα)∩ϕβ

(
Uβ

)
= W 6= /0, então as aplicações ϕ

−1
β
◦ϕα : ϕ−1

α (W )→ R2 e

ϕ−1
α ◦ϕβ : ϕ

−1
β

(W )→ R2 são diferenciáveis. Deste modo, uma superfície regular é intuitiva-

mente uma reunião de abertos do R2, organizados de tal modo que quando dois tais abertos se

intersectam a transição de um para outro se faz de maneira diferenciável. Como consequência,

tem sentido, em uma superfície regular, falar em funções diferenciáveis e aplicar aí os métodos

do Cálculo Diferencial.

Definição 1.1.2. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma família

de aplicações injetoras xα : Uα ⊂ Rn→M de abertos Uα de Rn em M tais que:
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1)
⋃

α ϕα (Uα) = M.

2) Para todo par α , β , com ϕα (Uα)∩ϕβ

(
Uβ

)
= W 6= /0, os conjuntos ϕ−1

α (W ) e ϕ
−1
β

(W )

são abertos em Rn e as aplicações ϕ
−1
β
◦ϕα são diferenciáveis

3) A família {(Uα ,ϕα)} é máxima relativamente às condições 1) e 2).

M

U a

V a V b
f 
a

f 
a,b
-1

◦ f 
a

f 
b

= f 
b
-1

U b

Figura 1.1: Definição 1.1.2

O par (Uα ,ϕα) (ou aplicação com ϕα ) com p ∈ ϕα (Uα) é chamado uma parametrização

(ou sistemas de coordenadas) de M em p; ϕα (Uα) é então chamada uma vizinhança coordenada

em p. Uma família {(Uα ,ϕα)} satisfazendo 1) e 2) é chamada uma estrutura diferenciável em

M. Uma estrutura diferenciável em um conjunto M induz de uma maneira natural uma topologia

em M. Basta definir que A⊂M é um aberto de M se ϕ−1
α (A∩ϕα (Uα)) é um aberto de Rn para

todo α . É imediato verificar que M e o vazio são abertos, que a união de abertos é aberto e

que a interseção finita de abertos é aberto. A topologia é definida de tal modo que os conjuntos

ϕα (Uα) são abertos e as aplicações ϕα são contínuas.

Definição 1.1.3. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação f : M1 → M2 é

diferenciável em p ∈M1 se dada uma parametrização ψ : V ⊂ Rm→M2 em f (p) existe uma

parametrização ϕ : U ⊂ Rn→M1 em p tal que f (ϕ (U))⊂ ψ (V ) e a aplicação

ψ
−1 ◦ f ◦ϕ : U ⊂ Rn→ Rm

é diferenciável em ϕ−1 (p). A aplicação f é diferenciável em um aberto de M1 se é diferenciável

em todos os pontos deste aberto.

Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α : (−ε,ε)→M é cha-

mada uma curva (diferenciável) em M. Suponha que α (0) = p ∈M, e seja D o conjunto das

funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à α em t = 0 é a função α ′ (0) : D → R
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dada por

α
′ (0) f =

d ( f ◦α)

dt

∣∣∣∣
t=0

f ∈D .

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : α (−ε,ε)→M com

α (0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado por TpM. Se escolhermos

uma parametrização ϕ : U →Mn em p = ϕ (0), podemos exprimir a função f e a curva α nesta

parametrização por

f ◦ϕ (q) = f (ϕ1, · · · ,ϕn) , q = (ϕ1, · · · ,ϕn) ∈U,

e

ϕ
−1 ◦α (t) = (ϕ1 (t) , · · · ,ϕn (t)) ,

respectivamente. Portanto, restringindo f a α , obteremos

α
′ (0) =

d
dt

( f ◦α)

∣∣∣∣
t=0

=
d
dt

f (ϕ1 (t) , · · · ,ϕn (t))
∣∣∣∣
t=0

=
n

∑
i=1

ϕ
′
i (0)

(
∂ f
∂ϕi

)
=

(
∑

i
ϕ
′
i (0)

(
∂

∂ϕi

)
0

)
f .

Em outras palavras, o vetor α ′ (0) pode ser expresso na parametrização ϕ por

α
′ (0) = ∑

i
ϕ
′
i (0)

(
∂

∂ϕi

)
0
. (1.1)

Observe que
(

∂

∂ϕi

)
0

é o vetor tangente em p à “curva coordenada”:

ϕi→ ϕ (0, · · · ,0,ϕi,0, · · · ,0) . (1.2)

A Equação (1.1) mostra que o vetor tangente a uma curva α em p depende apenas das derivadas

de α em um sistema de coordenadas. Decorre também de (1.1) que o conjunto TpM, com as

operações usuais de funções, forma um espaço vetorial de dimensão n, e que a escolha de uma

parametrização ϕ : U→M determina uma base associada
{(

∂

∂ϕ1

)
0
, · · · ,

(
∂

∂ϕn

)
0

}
em TpM.

É imediato que a estrutura linear em TpM assim definida não depende da parametrização ϕ . O

espaço vetorial TpM é chamado o espaço tangente a M em p.

Com a noção de espaço tangente podemos estender às variedades diferenciáveis a noção de

diferencial de uma aplicação diferenciável. A demonstração da proposição e do teorema seguir

podem encontradas em [13].

Proposição 1.1.4. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis e seja f : M1 → M2 uma apli-

cação diferenciável. Para cada p ∈ M1 e cada v ∈ TpM1, escolha uma curva diferenciável
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α : (−ε,ε)→M1 com α (0)= p, α ′ (0)= v. Faça β = f ◦α . A aplicação d fp : TpM1→ Tf (p)M2

dada por d fp (v) = β ′ (0) é uma aplicação linear que não depende da escolha de α .

Definição 1.1.5. A aplicação linear d fp dada pela Proposição 1.1.4 é chamada diferencial de f

em p.

Definição 1.1.6. Sejam M1 e M2 variedades diferenciáveis. Uma aplicação f : M1 → M2 é

um difeomorfismo se ela é bijetora, diferenciável, e sua inversa f−1 é diferenciável. f é um

difeomorfismo local em p ∈M se existem vizinhanças U de p em M1 e V de f (p) em M2 tais

que f : U →V é um difeomorfismo.

A noção de difeomorfismo é a de equivalência entre variedades diferenciáveis. É uma

consequência do Teorema da Função Composta que se f : M1→M2 é um difeomorfismo, então

d fp : TpM1→ Tf (p)M2 é um isomorfismo para todo p ∈M1; em particular as dimensões de M1

e M2 são iguais. Uma recíproca local deste fato é o seguinte teorema.

Teorema 1.1.7. Seja f : Mn
1 →Mn

2 é uma aplicação diferenciável e seja p ∈M1 tal que d fp :

TpM1→ Tf (p)M2 é um isomorfismo. Então f é um difeomorfismo local em p.

1.1.1 Imersão e Mergulhos

Definição 1.1.8. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável f :

M→ N é uma imersão se d fp : TpM→ Tf (p)N é injetiva para todo p ∈M. Se além disto, f é

um homeomorfismo sobre f (M) ⊂ N, onde f (M) tem a topologia induzida por N, diz-se que

f é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M ↪→ N é um mergulho, diz-se que M é uma

subvariedade de N.

Observe que se f : Mm→ Nn é uma imersão, então m ≤ n; a diferença n−m é chamada a

codimensão da imersão f .

O seguinte Teorema podemos encontrar em [18] na página 24.

Teorema 1.1.9 (Whitney). Se M é uma variedade diferenciável de dimensão m existe um mer-

gulho adequado f : M→ R2m+1.

Seja M uma variedade diferenciável e S ⊂ M uma subvariedade. Uma vizinhança tubular

de S é o par (V,π) onde V é uma vizinhança de S em M e π : V → S é uma submersão de classe

C∞ tal que π (p) = p para p ∈ S.

Teorema 1.1.10. Toda subvariedade S⊂M possui uma vizinhança tubular.
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Toda variedade de classe Cr, r ≥ 1, pode ser considerada de maneira natural como uma

variedade de classe C∞.

Teorema 1.1.11 (Whitney). Seja M uma variedade de classe Cr, r ≥ 1. Então existe um mer-

gulho Cr f : M→ R2m+1 tal que f (M) é uma subvariedade fechada C∞ de R2m+1.

Proposição 1.1.12. Seja f : Mn
1 → Mm

2 , n ≤ m, uma imersão da variedade M1 na variedade

M2. Para todo p ∈M1, existe uma vizinhança V ⊂M1 de p tal que a restrição f |V →M2 é um

mergulho.

Definição 1.1.13 (O fibrado tangente). Seja Mn uma variedade diferenciável e seja T M ={
(p,v) ; p ∈M,v ∈ TpM

}
. Vamos munir o conjunto T M de uma estrutura diferenciável (de

dimensão 2n); com tal estrutura T M será chamado fibrado tangente de M.

Este é o espaço natural de se trabalhar quando estamos tratando de questões que envolvem

posições e velocidades, como no caso da Mecânica. Seja {(Uα ,ϕα)} a estrutura diferenciável

máxima de M. Indicaremos por
(
ϕα

1 , · · · ,ϕα
n
)

as coordenadas de Uα e por
{

∂

∂ϕα
1
, · · · , ∂

∂ϕα
n

}
as bases associadas nos espaços tangentes de ϕα (Uα). Para cada α , defina

ψα : Uα ×Rn→ T M,

por

ϕα (ϕα
1 , · · · ,ϕα

n ,u1, · · · ,un) =

(
ϕα (ϕα

1 , · · · ,ϕα
n ) ,

n

∑
i=1

ui
∂

∂ϕα
i

)
,(u1, · · · ,un) ∈ Rn.

Geometricamente, isto significa que tomamos coordenadas de um ponto (p,v) ∈ T M as coor-

denadas ϕα
1 , · · ·ϕα

n de p junto com as coordenadas de v na base
{

∂

∂ϕα
1
, · · · , ∂

∂ϕα
n

}
. Vamos

mostrar que {(Uα ×Rn,yα)} é uma estrutura diferenciável em T M. Como ∪αϕα (Uα) = M e

(dϕα)q (R
n) = Tϕα (q)M, q ∈Uα , teremos que

⋃
α

ψα (Uα ×Rn) = T M,

o que verifica a condição 1) da Definição 1.1.2. Seja agora

(p,v) ∈ ψα (Uα ×Rn)∩ψβ

(
Uβ ×Rn) .

Então

(p,v) = (ϕα (qα) ,dϕα (vα)) =
(
ϕβ

(
qβ

)
,dϕβ

(
vβ

))
,
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onde qα ∈Uα , qβ ∈Uβ , vα , vβ ∈ Rn. Portanto,

ψ
−1
β
◦ψα (qα ,vα) = ψ

−1
β

(ϕα (qα) ,dϕα (vα))

=
((

ϕ
−1
β
◦ϕα

)
(qα) ,d

(
ϕ
−1
α ◦ϕα

)
(vα)

)
.

Como ϕ
−1
β
◦ϕα é diferenciável, d

(
ϕ
−1
β
◦ϕα

)
também o é. Decorre daí que ψ

−1
β
◦ψα é dife-

renciável, o que verifica a condição 2) da Definição 1.1.2. Sejam M e N duas variedades de

classe Cr, para algum r ≥ 1. Dizemos que f : M→ N é de classe Cr se para cada ponto p ∈M

e aplicações (ϕα ,Vα ,Uα) e (ϕβ ,Vβ ,Uβ ) em p e f (p) respectivamente ϕ
−1
β
◦ f ◦ϕα é de classe

Cr.

Definição 1.1.14. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade

diferenciável M é uma lei que faz corresponder a cada ponto p de M um produto interno

(isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) 〈· , ·〉p no espaço tangente TpM, que

varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ Rn→M é um sistema de coordena-

das locais em torno de p, com x(x1,x2, · · · ,xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, · · · ,1, · · ·), então〈

∂

∂xi
(q),

∂

∂x j
(q)
〉

q
= gi j(x1, · · · ,xn) é uma função diferenciável em U.

Esta definição não depende da escolha do sistema de coordenadas, pois a mudança de co-

ordenadas é um difeomorfismo.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer que para

todo par X e Y de campos de vetores diferenciáveis em uma vizinhança V de M, a função 〈X ,Y 〉
é diferenciável em V .

É usual deixar de indicar o índice p em 〈· , ·〉p sempre que não houver possibilidade de

confusão. As funções gi j(= g ji) são chamadas expressão da métrica Riemanniana (ou “os gi j

da métrica") no sistema de coordenadas x : U ⊂ Rn → M. Uma variedade diferenciável com

uma dada métrica Riemanniana chama-se uma variedade Riemanniana.

Vejamos agora uma outra maneira de definir fibrado tangente.

Comecemos com um espaço euclidiano Rn. Fixemos um ponto p ∈ Rn Um vetor tangente

em p é um par (p,v), onde v ∈ Rn. Geralmente denota-se o vetor tangente a p por vp. O

conjunto de todos os possíveis vetores tangentes em p, denotado por TpRn é chamado o espaço

tangente em p. O espaço tangente em p é um espaço vetorial onde (p,v)+ (p,w) = (p,v+w)

e a união disjunta dos espaços tangentes em pontos diferentes é chamado fibrado tangente ou



24

espaço fibrado tangente de Rn e é denotado por TRn.

TRn = {(p,v), p ∈ Rn e v vetor tangente em p}= Rn×Rn

Para uma variedade M, temos que dizer o que entendemos por vetor tangente. Suponhamos que

γ : (−δ ,δ )⊂ R→M é uma curva C1 com γ(0) = p e ϕα : Vα →Uα é uma aplicação em p.

Assim ϕ−1
α ◦ γ(t) é C1 nesta aplicação, o vetor tangente determinado por γ é dado por

(ϕ−1
α ◦ γ)′(0) = vα

p .

Se ϕβ : Vβ →Uβ é outra aplicação de coordenada em p, então o vetor determinado por γ

nesta aplicação é dado por (ϕ−1
β
◦ γ(t))′(0) = vβ

p , Note que

vβ
p = D(ϕ−1

β
◦ϕα)ϕ

−1
α
(p)vα

p

Estes dois vetores, vα
p e vβ

p devem ser considerados como representantes do mesmo vetor em

aplicações diferentes, pois eles são as derivadas de representantes da mesma curva. Assim a

derivada da curva na variedade (ou vetor tangente a uma curva) é a classe de equivalência dos

representantes de diferentes aplicações, onde vα
p ∼ vβ

p ⇔ vβ
p = D(ϕ−1

β
◦ϕα)ϕ

−1
α
(p)vα

p .

Um vetor tangente em p é a derivada de uma curva diferencial que passa por p. O conjunto

de todos os vetores em p, é escrito TpM, e é chamado Espaço tangente em p.

TpM = {vp : vp é a derivada de uma curva diferenciável em p.}

A união disjunta dos vetores tangentes em diferentes pontos fornece o fibrado tangente ou

espaço tangente em M que é denotado por T M.

T M = {(p,v) : p ∈Me v é um vetor tangente em p}

Se M é uma variedade e S é um subconjunto de M, denotamos os vetores tangentes a M em um

ponto de S por

TSM =
⋃
p∈S

{p}×TpM.

Se f : M→ N é uma aplicação C1 entre variedades consideramos a derivada de f em p como

sendo a aplicação linear de TpM em Tf (p)N, D fp : TpM→Tf (p)N. Se (ϕα ,Vα ,Uα) e (ϕβ ,Vβ ,Uβ )

são aplicações em p e f (p), respectivamente, então

D(ϕ−1
β
◦ f ◦ϕα)ϕ

−1
α
(p)vα

p = wβ

f (p)

Leva o representante de um vetor em p na aplicação (ϕα ,Vα ,Uα) em um representante de um

vetor em f(p) na aplicação (ϕβ ,Vβ ,Uβ ).



25

O comprimento de um vetor pode ser determinado por um produto interno em cada espaço

tangente TpM. Uma vez que o produto interno é conhecido então

|vp|p =
√
〈vp ,vp〉p

define uma norma riemanniana em cada espaço tangente.

Na próxima subseção na Definição 1.2.12 apresentamos que seções transversais existem

graças ao Teorema 1.2.11, daí a motivação de apresentarmos esta definição.

Definição 1.1.15. Duas variedades são transversais em M se para qualquer ponto q ∈ V ∩W ,

temos que TqV +TqW = TqM.

A definição acima permite a possibilidade de que V ∩W = /0

1.1.2 A Topologia do Espaço de Aplicações Cr

Apresentamos aqui uma topologia natural do espaço Xr (M) de um campo vetorial Cr sobre

uma variedade compacta M. Nesta topologia, dois campos vetoriais X ,Y ∈Xr (M) são próximos

se os seus campos vetoriais e suas derivadas de ordem até r são próximos para todos os pontos

de M. Consideremos primeiro o espaço Cr (M,Rs) das aplicações Cr, 0≤ r < ∞, definido sobre

uma variedade compacta M. Temos uma estrutura natural do espaço vetorial sobre Cr (M,Rs) :

( f +g)(p) = f (p)+ g(p) ,(λ f )(p) = λ f (p) para f ,g ∈Cr (M,Rs) e λ ∈ R. Tomamos uma

cobertura finita sobre M por conjuntos abertos V1, · · · ,Vk tal que cada Vi está contida no domínio

de uma (aplicação) aplicação local (xi,Ui) com xi (Ui) = B(2) e xi (Vi) = B(1), onde B(1) e

B(2) são bolas de raio 1 e 2 centradas na origem em Rm. Para f ∈ Cr (M,Rs) escrevemos

f i = f ◦ x−1
i : B(2)→ Rs. Definimos

‖ f‖r = max
i

sup
{∥∥ f i (u)

∥∥ ,∥∥d f i (u)
∥∥ , · · · ,∥∥dr f i (u)

∥∥ ;u ∈ B(1)
}
.

Proposição 1.1.16. ‖ ‖r é uma norma completa sobre Cr (M,Rs).

1.2 SISTEMAS DINÂMICOS

Nosso foco nesta dissertação são sistemas dinâmicos contínuos. Nesta seção apresenta-

mos primeiro os sistemas dinâmicos discretos e logo em seguida os já mencionados sistemas

dinâmicos contínuos. A seção de sistemas dinâmicos discretos foi extraída de [41].
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Definição 1.2.1. Sejam M um espaço topológico. Um sistema dinâmico discreto em M é uma

aplicação F : Z×M→M contínua, tal que:

1) F (0, .) = id

2) F (n,F(m,x)) = F (n+m,x), ∀n, m ∈ Z, ∀x ∈M.

Observação 1.2.1. Se definimos para cada n ∈ Z a aplicação Fn : M→M por Fn(x) = F(n,x),

temos que Fn ◦Fm = Fn+m, ∀n,m ∈ Z. Em particular f = F1 é um homeomorfismo (a inversa

é f−1 = F−1) e satisfaz Fn = f n. Portanto um sistema dinâmico discreto é gerado por um

homeomorfismo f : M→M.

Definição 1.2.2. Seja x ∈M.

Se f : M→M é um homeomorfismo, a órbita de x é O(x) = { f n(x) : n ∈ Z}.

A órbita futura de x é O+(x) = { f n(x) : n≥ 0}.

A órbita passada de x é O−(x) = { f n(x) : n≤ 0}.

Definição 1.2.3. Seja f : M→M um sistema dinâmico discreto.

• Um ponto p ∈M é fixo se f (p) = p.

• Um ponto p ∈M é periódico se existe k ≥ 1 tal que f k(p) = p. Definimos período de p

o min
{

k ≥ 1 : f k(p) = p
}

.

Definição 1.2.4. Se f : M→M é um sistema dinâmico discreto e x ∈M, definimos o ω-limite

de x como

ω(x) = {y ∈M : ∃nk→+∞ tal que f nk(x)→ y} .

Analogamente, definimos o α-limite de x como

α(x) = {y ∈M : ∃nk→−∞ tal que f nk(x)→ y} .

Um subconjunto A⊂M é invariante se, f (A) = A. Se A é invariante, então f m(A) = A, ∀m ∈ Z.

Definição 1.2.5. Seja f : M→M um sistema dinâmico. Um ponto x∈M é não errante se ∀U vi-

zinhança de x, ∃n≥ 1 tal que f n(U)∩U 6= /0. Denotamos por Ω( f ) = {x ∈M : x é não errante},
o conjunto não errante.

Definição 1.2.6. Seja Mm ⊂ Rk uma variedade diferenciável. Um campo vetorial de classe Cr

em M é uma aplicação Cr X : M→ Rk o qual associa um vetor X (p) ∈ TpM para cada ponto

p∈M. Este faz uma correspondência com a aplicação CrX : M→ T M tal que πX é a identidade
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sobre M onde π é a projeção natural de T M em M. Denotamos por Xr (M) o conjunto de campos

vetoriais Cr sobre M.

Definição 1.2.7. Uma curva integral de X ∈Xr (M) para um ponto p∈M é uma aplicação Cr+1

α : I→M, onde I é um intervalo contendo 0, tal que α (0) = p e α ′ (t) = X (α (t)) para todo

t ∈ I. A imagem de uma curva integral é chamada órbita ou trajetória.

As seguintes duas Proposições apresentam as aplicações φ e suas propriedades às quais

chamamos de fluxo, ou fluxo determinado pelo campo X .

As demonstrações destas Proposições podem ser encontradas em [37].

Proposição 1.2.8. Seja M um conjunto compacto e X ∈Xr (M). Existe sobre M um fluxo global

Cr de X. Isto é, existe uma aplicação Cr

φ : R×M→M

tal que φ (0, p) = p e (∂/∂ t)φ (t, p) = X (φ (t, p)).

Proposição 1.2.9. Seja X ∈ Xr (M) e seja φ : R×M → M o fluxo determinado por X. Para

cada t ∈R a aplicação Xt : M→M, Xt (p) = φ (t, p), é um difeomorfismo Cr. Além disso, X0 =

identidade e Xt+s = Xt ◦Xs para todo t,s ∈ R.

Seja X ∈Xr (M) e seja Xt , t ∈R, o fluxo de X . Dizemos que Λ⊂M é um conjunto invariante

se Xt (Λ) = Λ para todo t ∈ R. Dizemos que p ∈M é um ponto não errante de X se para toda

vizinhança U de p e todo T > 0 existe t ≥ T tal que Xt(U)∩U 6= /0. Denotamos por Ω(X) o

conjunto dos pontos não errantes de X , o qual é claramente fechado e invariante.

Dado p ∈M definimos órbita O(p) = {Xt (p) : Xt (p) está definida}.

Uma órbita de X é um conjunto O(p) para algum p. A órbita positiva de p é definida por

O+ (p) = {Xt (p) : Xt > 0} e definimos a órbita negativa O− (p) = {Xt (p) : t < 0}.

Se X (p) = 0 a órbita de p se reduz a p. Nesse caso dizemos que p é uma singularidade de

X .

Caso contrário, a aplicação α : R→M,α (t) = Xt (p), é uma imersão. Se α não é injetora

existe T > 0 tal que α (T ) = α (0) = p e α (t) 6= p para 0 < t < T e dizemos que p é um ponto

periódico.

Neste caso a órbita de p é difeomorfa ao círculo S1 e dizemos que é uma órbita periódica

com período T .
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Se a órbita é não singular ou periódica esta é chamada regular. Então uma órbita regular é

a imagem de uma imersão injetora de uma curva integral.

Denotamos por Per (X) o conjunto dos pontos periódicos e por Sing(X) o conjunto das

singularidades de X . Note que Per (X)∪Sing(X)⊂Ω(X).

Um subconjunto Λ⊂M é singular se este possui uma singularidade; não trivial se Λ não é

uma única órbita; isolado se existe uma vizinhança U de Λ tal que

Λ =
⋂
t∈R

Xt(U)

(U é chamado bloco isolador); e um sumidouro se é isolado e possui um bloco isolador U

invariante positivo, i.e, Xt (U)⊂U , ∀t ≥ 0.

O conjunto ω-limite de um ponto p∈M, ω (p), é o conjunto dos pontos q∈M para os quais

existe uma sequência tn→∞ com Xtn (p)→ q. Similarmente definimos o conjunto α-limite de p,

α (p) = {q ∈M : Xtn (p)→ q para alguma sequência tn→−∞}. Note que o α-limite de p é o

ω-limite de p para o campo vetorial−X . Também ω (p) =ω (p̃) se p̃ pertence à órbita de p. De

fato, p̃ = Xt0 (p) e assim, se Xtn (p)→ q onde tn→∞, então Xtn−t0 (p̃)→ q e tn− t0→∞. Assim

podemos definir ω-limite para a órbita de p como ω (p). Intuitivamente α (p) é onde a órbita de

p “nasce” e ω (p) é onde esta “morre”. Um conjunto compacto invariante Λ é transitivo

ou possui uma órbita periódica densa se Λ = ω(x) para algum x ∈ Λ ou Cl(Per(X)∩Λ) = Λ.

Um atrator é um sumidouro transitivo. Um repulsor é um atrator para o campo −X .

A propriedade a seguir será muito utilizada no texto e evitaremos sua conglomeração de

referências na dissertação, assumindo que é conhecida.

Proposição 1.2.10. Seja X ∈ Xr (M) onde M é uma variedade compacta e seja p ∈M. Então

1) ω (p) 6= /0,

2) ω (p) é fechado,

3) ω (p) é invariante pelo fluxo de X, isto é ω (p) é uma união de órbitas de X, e

4) ω (p) é conexo.

Demonstração. Ver a demonstração pag.15 [37].

Teorema 1.2.11 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja X ∈Xp (M) e seja p∈M um ponto regular

de X. Seja C =
{(

x1, · · · ,xm) ∈ Rm;
∣∣xi
∣∣< 1

}
e seja XC um campo vetorial sobre C definido por

XC (x) = (1,0, · · · ,0). Então existe um difeomorfismo Cr h : Vp→C, para alguma vizinhança

Vp de p em M, tomando trajetórias de X para trajetórias de XC.



29

Definição 1.2.12. Considere um campo vetorial X em uma variedade M. Uma seção transversal

de X é uma subvariedade Σ de codimensão um transversal a X . O interior e o bordo de Σ como

subvariedades são denotadas por Int (Σ) e ∂Σ respectivamente. Se R = {S1, · · · ,Sk} é uma

coleção de seções transversais ainda denotamos por R a união destes elementos. Denotaremos

∂R =
k⋃

i=1

∂Si e Int (R) =
k⋃

i=1

Int (Si) .

O diâmetro de R será a soma dos diâmetros de seus elementos.
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2 CONJUNTOS HIPERBÓLICOS E
FLUXOS ANOSOV

Neste capítulo as referências são [5], [8] e [22].

2.1 CONJUNTOS HIPERBÓLICOS

A seguir apresentamos a Definição enunciada na Introdução desta dissertação.

Definição 2.1.1. Denote por d(· , ·) a métrica em M induzida pela estrutura Riemanniana. Di-

zemos que X é sensível às condições iniciais se existe δ > 0 tal que para todo os x ∈M e toda

vizinhança U de x existe um y ∈U e t ≥ 0 satisfazendo d(Xt(x),Xt(y)≥ δ .

Denotamos por ‖·‖ , m(·) e Det(·) a norma, norma minimal e jacobiano induzidos pela

estrutura Riemanniana, respectivamente.

Definição 2.1.2. Seja X ∈ Xr(M) um fluxo em uma variedade M. Um conjunto compacto

invariante Λ é hiperbólico se

1) Admite uma decomposição contínua e DX - invariante do fibrado tangente TΛM = Es
Λ
⊕

EX
Λ
⊕Eu

Λ
, isto é, podemos escrever o espaço tangente TX M como uma soma direta Es

Λ
⊕

EX
Λ
⊕Eu

Λ
, onde EX

Λ
é o subespaço em TX M gerado por X(x), satisfazendo

• DX t(x) ·E i
x = E i

X t(x) para todo t ∈ R, x ∈ Λ e i = s,X ,u

2) Existem constantes positivas K,λ tais que

• Es
Λ

é uma (K,λ )-contração, isto é, para todo x ∈ Λ e todo t ≥ 0∥∥DX t(x)|Es
X
∥∥≤ K−1e−λ t ,
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• Eu
Λ

é uma (K,λ )-expansão, isto é, para todo x ∈ Λ e todo t ≥ 0

m(DXt(x)/Eu
X)≥ K1eλ t ,

Note que um conjunto hiperbólico pode ter singularidade. Mas neste caso todas estas são

isoladas pela decomposição contínua do fibrado tangente.

Definição 2.1.3. Um difeomorfismo C1 f : M→M em uma variedade compacta M é chamado

um difeomorfismo Anosov se M é um conjunto hiperbólico para f .

Definição 2.1.4. Seja Λ um conjunto compacto invariante para uma aplicação C1 f : U →M.

Λ é chamada um repulsor hiperbólico se existe uma métrica Riemanniana em uma vizinhança

de Λ tal que para todos os pontos x ∈ Λ temos
∥∥D f−1|x

∥∥< 1.

2.1.1 Cones

Os Cones nos auxiliarão a criar vizinhanças hiperbólicas de conjuntos hiperbólicos. Tam-

bém com os cones, no caso hiperbólico, provamos a existência das variedades estável e instável

W s e W u as quais são tangentes à Es e Eu, respectivamente.

Definição 2.1.5. Um γ-cone horizontal em p ∈ Rn é definido por

Hγ
p =

{
(u,v) ∈ TpRn|‖v‖ ≤ γ ‖u‖

}
.

Um γ-cone vertical em p é

V γ
p =

{
(u,v) ∈ TpRn|‖u‖ ≤ γ ‖v‖

}
.

De maneira geral um cone K em Rn é definido como a imagem de um cone sobre uma

aplicação linear invertível.

Por um campo de cones nos referimos a uma aplicação que associa para cada ponto p ∈Rn

um cone Kp em TpRn. Um difeomorfismo f : Rn→ Rn age naturalmente sobre os campos de

cones:

( f∗K)p = D f f−1(p)

(
K f−1(p)

)
.

Por uma família de cones nos referimos a uma sequência de campos de cones. Uma sequên-

cia f = { fm}m∈Z de difeomorfismos age numa família de cones da seguinte maneira.

( f∗K)p,m = (D fm−1) f−1
m−1(p)

(
K f−1

m−1(p),m−1

)
.
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Chamamos uma família de cones K(estritamente) invariante, se

( f∗K)p,m ⊂ Int Kp,m∪{0} .

Consideramos a ação da sequência f = { fm}m∈Z satisfazendo as hipóteses do Teorema

2.1.7 numa família de cones horizontal e vertical o qual associa a p ∈Rn os cones Hγ
p e V γ

p para

todo m, respectivamente.

2.1.2 O Teorema de Hadamard-Perron

Definição 2.1.6. Se Λ é um conjunto invariante, a variedade estável de Λ, W s(Λ), é definida

como sendo os pontos q tais que ω(q)⊂ Λ. Analogamente, a variedades instável de Λ, W u(Λ),

é definida como sendo o conjunto de pontos q tais que α(q)⊂ Λ.

Em fase é um conceito utilizado em [40]. É para indicar que os tempos iterados utilizados

são os mesmos, no caso k. Está dizendo que não estamos comparando distâncias em tempos

distintos. Digamos um no tempo m e outro no tempo m+n.

Um ponto q na variedade estável de um ponto p sobre um conjunto invariante possui uma

órbita positiva que se aproxima da órbita positiva de p em fase: d( f k(q), f k(p)) tende a zero

quando k tende a infinito. Se o conjunto invariante não é hiperbólico então um ponto q poderia

aproximar-se do conjunto invariante e estar na variedade estável do conjunto invariante, sem

estar em fase com qualquer ponto no conjunto invariante.

Agora estamos prontos para formular o fato central da nossa análise local, O Teorema da

Variedade estável-instável. Será utilizada para os conjuntos hiperbólicos. Esta seção foi extraída

de [22].

Teorema 2.1.7 (Teorema de Hadamard-Perron). Seja λ < µ , r ≥ 1 e para cada m ∈ Z, seja

fm : Rn→ Rn um difeomorfismo Cr tal que para (x,y) ∈ Rk⊕Rn−k

fm = (Amx+αm(x,y),Bmy+βm(x,y))

para alguma aplicação linear Am : Rk → Rk e Bm : Rn−k → Rn−k com
∥∥A−1

m
∥∥ ≤ µ−1;

‖Bm‖ ≤ λ e αm(0) = 0, βm(0) = 0.

Então para 0 < γ < min
(

1,
√

µ

λ
−1
)

e 0 < δ < min

(
µ−λ

γ +2+ 1
γ

,
µ− (1+ γ)2λ

(1+ γ)(γ2 +2γ +2)

)
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temos: Se ‖αm‖C1 < δ e ‖βm‖C1 < δ para todo m ∈ Z então existe:

1) Uma única família {W+
m }m∈Z de variedades C1 de dimensão k,

W+
m =

{(
x,ϕ+

m (x)
)
| x ∈ Rk

}
= gra f ϕ

+
m

2) Uma única família {W−m }m∈Z de variedades C1 de dimensão (n− k).

W−m =
{(

ϕ
−
m (y),y

)
| y ∈ Rn−k

}
= gra f ϕ

−
m ,

onde ϕ+
m : Rk→ Rn−k,ϕ−m : Rn−k→ Rk, supm∈Z ‖Dϕ±m ‖< γ e cumpre as propriedades

(i) fm (W−m ) =W−m+1, fm (W+
m ) =W+

m+1.

(ii) ‖ fm(z)‖ < λ ′ ‖z‖ para z ∈W−m ,
∥∥ f−1

m−1(z)
∥∥ < (µ ′)−1 ‖z‖ para z ∈W+

m , onde λ ′ =

(1+ γ)(λ +δ (1+ γ))<
µ

1+ γ
−δ = µ ′.

(iii) Seja λ ′ < ν < µ ′. Se ‖ fm+L−1 ◦ · · · ◦ fm(z)‖ < Cν−L ‖z‖ para todo L ≥ 0 e algum

C > 0, então z ∈W−m .

Similarmente se
∥∥ f−1

m−L ◦ · · · ◦ f−1
m−1(z)

∥∥<Cν−L ‖z‖ para todo L≥ 0 e algum C > 0,

então z ∈W+
m .

Por último no caso hiperbólico λ < 1 < µ as famílias {W+
m }m∈Z e {W−m }m∈Z são varie-

dades Cr.

Muitas estimativas não usam a suposição que γ < 1. Fixe r > 0 e seja

Dr =
{
(x,y) ∈ Rk⊕Rn−k|‖x‖ ≤,‖y‖ ≤ r

}
,W±m,r =W±m ∩Dr.

Se λ ′< 1 (Isto é verdade se λ < 1 e γ e δ são suficientemente pequenos) então por (ii) fm(W−m,r)⊂
W−m+1,r e W−m se contrai sob a ação de fm. Assim nesse caso W−m,r é determinado pela ação de

fm sobre Dr apenas. Argumentos similares aplicam a W+
m se µ ′ > 1. Assim, nestas situações,

obtemos objetos significativos a partir de dados locais.

Em particular no caso hiperbólico γ , δ suficientemente pequenos, temos λ ′ < 1 < µ ′ e

ambos W+
m e W+

m,r são determinados localmente. No caso W−m e W+
m são chamados comumente

a variedade estável e instável na origem, respectivamente. Assim podemos escolher ν = 1 em

(iii).

W−m =
{

z ∈ Rn|‖ fm+L−1 ◦ · · · ◦ fmz‖−−−→L→∞
0
}
,

W+
m =

{
z ∈ Rn|

∥∥ f−1
m−L ◦ · · · ◦ f−1

m−1z
∥∥−−−→

L→∞
0
}
,
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Proposição 2.1.8. Seja Λ um conjunto compacto invariante hiperbólico. Então

W s(Λ) =
⋃

x∈Λ

W s(x) e

W u(Λ) =
⋃

x∈Λ

W u(x).

Proposição 2.1.9. Seja Λ um conjunto compacto invariante hiperbólico . Existe um δ > 0 tal

que se x, y ∈ Λ com d( f j(x), f j(y)≤ δ para todo j ∈ Z então x = y.

Um difeomorfismo com a propriedades deste corolário é chamado expansor. Segue da

definição de conjunto hiperbólico 2.1.2 os seguintes resultados.

Proposição 2.1.10. Os subespaços E−x e E+
x são uniformemente transversais, isto é, existe

α0 > 0 tal que para qualquer x ∈ Λ, ξ ∈ E−xn
, η ∈ E+

x , o ângulo entre ξ e η pelo menos é α0.

Observação 2.1.1. A condição de continuidade não é necessária na definição de conjunto

hiperbólico 2.1.2. De fato, é possível deduzir tal propriedade a partir do Teorema de Hadamard

Perron 2.1.7, [22].

Observação 2.1.2. Todo subconjunto fechado invariante de um conjunto hiperbólico para f

também é um conjunto hiperbólico. Mais interessante, as vezes é estudar uma vizinhança para

o conjunto hiperbólico.

Proposição 2.1.11. Seja Λ um conjunto hiperbólico para f : U → M. Então existe uma vizi-

nhança aberta V ⊃ Λ tal que para qualquer g suficientemente perto de f na topologia C1, o

conjunto invariante

Λ
g
V =

⋂
n∈Z

gnV

é hiperbólico.

Demonstração. A demonstração está nas páginas 265 e 266 de [22].

Corolário 2.1.12. Qualquer perturbação C1 suficientemente pequena de um difeomorfismo

Anosov é um difeomorfismo Anosov.

Corolário 2.1.13. Um conjunto f-invariante Λ é hiperbólico se existe λ < 1 < µ tal que para

todo x ∈ Λ existe uma decomposição TxM = Sx⊕Tx (em geral, D f não invariante), uma famí-

lia de cones horizontais Hx ⊃ Sx, e uma família de cones verticais Vx ⊃ Tx associados com a

decomposição tal que:

D fxHx ⊂ IntH f (x),D f−1
x ⊂ IntVx,
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‖D fxξ‖ ≥ µ ‖ξ‖ ,

para ξ ∈ Hx e ∥∥D f−1
x ξ

∥∥≥ λ
−1 ‖ξ‖

para ξ ∈Vf (x).

Definição 2.1.14. Um homeomorfismo f : X → X é chamado expansivo se existe uma cons-

tante δ > 0 tal que se d ( f n(x), f n(y)) < δ para todo n ∈ Z então x = y. Um fluxo contí-

nuo ϕ t é chamado expansivo se dada qualquer função contínua s : R→ R com s(0) = 0 e

d
(

ϕ t(x),ϕs(t)(x)
)
< δ então d

(
ϕ t(x),ϕs(t)(y)

)
< δ implica y = ϕτ(x) para algum τ ∈ R.

2.1.3 Aplicação do Teorema de Hadamard-Perron

Mostraremos como aplicar o Teorema de Hadamard-Perron 2.1.7 no contexto de conjuntos

hiperbólicos.

Teorema 2.1.15 (Teorema das Variedades Estável e Instável para conjuntos hiperbólicos).

Seja Λ um conjunto hiperbólico para um difeomorfismo C1 f : V →M tal que D f em Λ admite

uma (λ ,µ)-decomposição com λ < 1 < µ . Então para cada x ∈ Λ existe um par de discos C1

mergulhados W s(x), W u(x), chamados a variedade local estável, e a variedade local instável

de x, respectivamente, tal que:

1) TxW s = E−x ,TxW u(x) = E+
x ;

2) f (W s(x))⊂W s ( f (x)), f−1 (W u(x))⊂W u ( f−1(x)
)
;

3) para todo δ > 0 existe C (δ ) tal que se n ∈ N,

dist ( f n(x), f n(y))<C(δ )(λ +δ )n dist(x,y)

para y ∈W s(x),

dist
(

f−n(x), f−n(y)
)
<C(δ )(µ−δ )−n dist(x,y)

para y ∈W s(x);

4) Existe β > 0 e uma família de vizinhanças Ox contendo a bola ao redor de x ∈ Λ de raio

β tal que

W s(x) =
{

y| f n(y) ∈ O f n(x),n = 0,1,2, · · ·
}
,

W u(x) =
{

y| f−n(y) ∈ O f−n(x),n = 0,1,2, · · ·
}
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Corolário 2.1.16. A restrição de um difeomorfismo para um conjunto hiperbólico é expansor.

Demonstração. Se dist ( f n(x), f n(y)) < β , para n ∈ Z, então f n(y) ∈ O f n(x) e y ∈W s(x)∩
W u(x) = {x} pelo Teorema 2.1.15 item 4.

Desta maneira resulta que um conjunto hiperbólico é sensível às condições iniciais, o

mesmo para um Fluxo Anosov.

Com isto passamos para um caso mais geral, passaremos a fluxos seccional Anosov os quais

contêm os fluxos Hiperbólicos. Antes disto apresentamos três definições.

Definição 2.1.17. Uma singularidade hiperbólica ou órbita periódica é tipo sela se nenhum dos

seus sub-fibrados tem dimensão zero.

Definição 2.1.18. Dada uma órbita periódica hiperbólica p do tipo sela de um fluxo X ∈X 1,

definimos uma classe homoclínica associada HX(p) pelo fechamento do conjunto das interse-

ções transversais entre as variedades estável e instável de p.

HX(p) =W u
X (p) tW s

X(p).

A Definição, o Teorema e o Corolário a seguir nos auxiliarão na demonstração do Corolário

5.2.2.

Definição 2.1.19. Um campo vetorial X é Axioma A se

1) Ω(X) é um conjunto hiperbólico,

2) Ω(X) é o fecho do conjunto de órbitas periódicas de X .

O seguinte é chamado Teorema da Decomposição Espectral, dada por S. Smale. A prova

deste Teorema pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.1.20. Se X é um campo Axioma A sobre uma variedade compacta, então existe uma

coleção disjunta H1, · · · ,Hk de conjuntos transitivos hiperbólicos isolados de X tal que

Ω(X) = H1∪·· ·∪Hk.

Além disso, cada Hi é uma singularidade ou uma classe homoclínica de X.

Corolário 2.1.21. Seja X um campo vetorial Axioma A sobre uma variedade compacta M.

1) X possui uma órbita densa se e somente se Ω(X) = M,

2) X possui um atrator e um repulsor.
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3 CONJUNTOS SECCIONAL
HIPERBÓLICOS E FLUXOS
SECCIONAL ANOSOV

As referências utilizadas neste capítulo foram [5] e [8].

3.1 DEFINIÇÕES

Seja X um campo vetorial C1 com fluxo Xt sobre uma variedade compacta conexa Rieman-

niana M. Se o bordo ∂M de M não é vazio, suponha que X é transversal a ∂M apontando para

o interior (nesse caso Xt é definido em ∂M para apenas t ≥ 0). Apresentaremos agora algumas

definições as quais nos ajudarão para o desenvolvimento deste capítulo.

Definição 3.1.1. Definimos o conjunto maximal invariante de X por

M(X) =
⋂
t≥0

Xt(M).

Definição 3.1.2. Um subconjunto Λ ⊂ M(X) é chamado invariante se Xt(Λ) = Λ para todo

t ∈ R. Dizemos que X é transitivo se M(X) é um conjunto transitivo de X .

Definição 3.1.3. Dizemos que Λ é parcialmente hiperbólico se há uma decomposição contínua

invariante do fibrado tangente TΛM = Es
Λ
⊕Ec

Λ
e constantes positivas K,λ tais que

‖DXt(x)/Es
x‖

m(DXt(x)/Ec
x)
≤ Ke−λ t , ∀x ∈ Λ, ∀t ≤ 0

‖DXt(x)/Es
x‖ ≤ Ke−λ t ,

Se, além disso, dim(Ec)≥ 2 e |det(DXt (x) |Lx)| ≥ K−1eλ t para todo x ∈ Λ, t ≥ 0 e todo subes-

paço bidimensional Lx de Ec
x dizemos que o sub-fibrado central Ec

Λ
é seccional expansor.

A primeira desigualdade da Definição 3.1.3 é dizer que o fibrado Es domina o fibrado Ec.
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No capítulo anterior vimos que o fibrado tangente para conjuntos hipérbolicos se decompõe

em três direções bem definidas, Es, Eu e EX , neste caso em conjuntos parcialmente hiperbólicos

apenas temos duas destas, Es e Ec, onde esta última é chamada direção central, aqui estão a

direção instável Eu e a direção do campo EX , porém não estão bem definidas.

Definição 3.1.4. Um conjunto seccional hiperbólico é um conjunto parcialmente hiperbólico

com singularidades hiperbólicas e sub-fibrado central seccional expansor.

Definição 3.1.5. Um campo vetorial C1 é um fluxo seccional Anosov se o seu conjunto maximal

invariante é um conjunto seccional hiperbólico.

Vamos agora enunciar os resultados principais desta dissertação.

3.2 PROPRIEDADES DOS CONJUNTOS SECCIONAL HI-
PERBÓLICOS

Examinaremos a decomposição seccional hiperbólica TΛM = Es
Λ
⊕Ec

Λ
de um conjunto sec-

cional hiperbólico Λ de X ∈X 1(M). Denotaremos por M uma variedade compacta.

Lema 3.2.1. Se x ∈ Λ\Sing(X), então X(x) /∈ Es
x.

Demonstração. Suponha por contradição que exista x0 ∈ Λ\Sing(X) tal que X(x0) ∈ Es
x0

. En-

tão, X(x) ∈ Es
x para todo x na órbita de x0 visto que Es

Λ
é invariante. Assim X(x) ∈ Es

x para

todo x ∈ α(x0) por continuidade. Segue que ω(x) é uma singularidade para todo x ∈ α(x0) (Por

construção e já que Es
x cumpre esta exigência).

Por estarmos com um ponto em α(x) e por este ser invariante e fechado, em particular

α(x0) contém uma singularidade σ a qual é necessariamente tipo sela. Desta maneira temos

dois casos α(x0) = {σ}, ou não. Se α(x0) = {σ} então x0 ∈W u(σ).

Para todo t ∈ R definimos o vetor unitário:

vt =
DXt(x0)(X(x0))

‖DXt(x0)(X(x0))‖
.

Como x0 ∈W u(σ) e este último é invariante, segue que DXt (x0)(X (x0)) ∈ TXt(x0)W
u (σ) e

assim

vt ∈ TXt(x0)W
u(σ)∩Es

Xt(x0)
, ∀t ∈ R.

Tome uma sequência tn→ ∞ tal que a sequência v−tn converge para v∞(digamos). Temos que
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v∞ é um vetor unitário, e visto que X−tn(x0)→ σ (por este ser α-limite) e Es contínuo obtemos:

v∞ ∈ TσW u(σ)∩Es
σ

Dessa maneira v∞ é um vetor unitário não nulo que está na direção Eu e Es e a interseção destes é

apenas o vetor nulo, contradição. Esta contradição mostra o resultado quando α(x0) = {σ}. Se

α(x0) 6= {σ} então (W u(σ)\{σ})∩α(x0) 6= /0. Temos que x0 não pode convergir diretamente

para σ senão existe uma sequência de pontos os quais se aproximam deste valor. Tome x1 ∈
(W u(σ)\{σ})∩α(x0).

Portanto X(x1) ∈ Es
x1

e assim chegamos a uma contradição, que é a seguinte: x1 está na

direção estável e instável ao mesmo tempo, e como vimos no caso acima isso é uma contradição.

Corolário 3.2.2. Se σ ∈ Λ∩Sing(X), então Λ∩W ss(σ) = {σ}.

Demonstração. Note que Es
x = TxW ss(σ) para todo x ∈W ss(σ). Além disto, W ss(σ) é uma

variedade invariante, então X(x) ∈ TxW ss(σ) para todo x ∈W ss(σ). Concluímos que X(x) ∈ Es
x

para todo x ∈W ss(σ) e agora aplicamos o Lema 3.2.1 e temos x /∈ Λ e assim sai o resultado

Λ∩W ss(σ) = {σ}.

Lema 3.2.3. Se x ∈ Λ, então X(x) ∈ Ec
x .

Demonstração. Se x ∈ Sing(X) o resultado segue de Corolário 3.2.2. Assim podemos supor

que x ∈ Λ\Sing(X). Primeiro suponha que x não pertença a W u(σ) para todo σ ∈ Sing(X).

Então pela prova do Lema 3.2.1, α(x) possui um ponto regular y. Tome uma sequência tn→ ∞

tal que X−tn(x)→ y. Pelo Lema 3.2.1 temos X(y) /∈ Es
y, assim o ângulo entre X(y) e Es

y é

positivo.

Por outro lado, X (X−tn) → X (y) e Es
X−tn(x)

→ Es
y por continuidade daí o ângulo entre

X(Xtn(x)) e Es
X−tn

(x) é limitado inferiormente por uma constante c > 0 para um n grande.

Disto e pelo fato que Es
Λ

domina Ec
Λ

concluímos que o ângulo entre DXtn(X−tn(x))(X(X−tn)(x)

e DXtn(E
c
X−tn

(x)) converge a 0 quando n→ ∞. Mas DXtn(X−tn(x)) · (X(X−tn(x))) = X(x) Esta

última é pela invariância de X(x).

Assim DXtn(E
c
X−tn

(x)) = Ec
x . Dessa maneira X(x) ∈ Ec

x como desejado.

Agora suponha que x ∈W u(σ) para algum σ ∈ Sing(X). Temos que TσW u(σ)∩Es
σ = {0},

então TσW u(σ) ⊂ Ec
σ pela decomposição dominada. Então TxW u(σ) ⊂ Ec

x e assim X(x) ∈ Ec
x

visto que X(x) ∈ TxW u(σ). Isto prova o lema.
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Seja M uma variedade compacta e X ∈ X1(M). Dado q ∈ M\Sing(X) definimos Nq como o

complemento ortogonal de EX
q e denotamos por Oq : TqM → Nq a projeção ortogonal. O se-

guinte lema de álgebra linear será muito utilizado

Lema 3.2.4. Se q ∈M\Sing(X) e Lq é um subespaço de TqM tal que EX
q ⊂ Lq, então Oq(Lq) =

Nq∩Lq.

Demonstração. Fixe vq ∈ Lq. Visto que TM\Sing(X)M é uma soma direta de NM\Sing(X) e

EX
M\Sing(X), temos vq = vN

q +vX
q para algum vN

q ∈Nq e vX
q ∈EX

q . Por outro lado, visto que EX
q ⊂ Lq

e vN
q = vq−vX

q , obtemos que vN
q ∈ Lq assim vN

q ∈ Lq∩Nq. Dessa maneira Oq(vq) = vN
q ∈Nq∩Lq

daí Oq⊂Nq∩Lq. Reciprocamente, se vq ∈Nq∩Lq então Oq(vq)= vq, assim vq =Oq(vq+X(q)).

Já que vq ∈ Lq e X(q) ∈ Eq
X ⊂ Lq obtemos vq ∈ Oq(Lq), dessa maneira Nq∩Lq ⊂ Oq(Lq). Isto

conclui a prova.

Se v∈Nq denotamos por Pt(q) ·v a projeção ortogonal de DXt(q) ·v sobre NXt(q). Em outras

palavras, Pt(q)v = OXt(q)(DXt(q)v). Isto define um fluxo Pt , no espaço fibrado N→M\Sing(X)

o qual é chamado o fluxo linear de Poincaré. Dado um conjunto invariante não singular Λ

definimos o espaço fibrado NΛ =
⋃

q∈Λ

Nq. Um sub-fibrado GΛ de NΛ é chamado invariante se

Pt(q)Gq = GXt(q) para todo t ∈ R e q ∈ Λ. Usando o Lema 3.2.4 obtemos um critério simples

para invariância para certos sub-fibrados de NΛ sobre o fluxo Poincaré Pt .

Lema 3.2.5. Se LΛ é um sub-fibrado Xt-invariante de TΛM contendo EX
Λ

, então o sub-fibrado

induzido L̄Λ = NΛ∩LΛ é Pt - invariante.

Demonstração. Fixe q ∈ Λ e t ∈ R. Visto que LΛ é Xt-invariante temos por hipótese que

EX
Xt(q)
⊂ LXt(q). Assim OXt(q)

(
Ec

Xt(q)

)
= NXt(q)∩LXt(q) pelo Lema 3.2.4. Disto resulta

Pt(L̄q) = OXt(q)(DXt(q)(Nq∩Lq))

= OXt(q)(DXt(q)(Nq)∩LXt(q))

= Pt(q)(Nq)∩OXt(q)(lXt(q))

= NXt(q)∩ (NXt(q)∩LXt(q))

= NXt(q)∩LXt(q) = L̄Xt(q)
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Definição 3.2.6. Dizemos que o fluxo Poincaré Pt é hiperbólico sobre Λ se existem uma de-

composição contínua NΛ = GΛ⊕FΛ e constantes positivas k,λ tais que:

1) NΛ = GΛ⊕FΛ é Pt-invariante, i.e, ambos GΛ e FΛ são Pt-invariantes.

2) Pt contrai GΛ, i.e,
∥∥Pt(q)|Gq)

∥∥≤ ke−λ t para todo t ≥ 0 e q ∈ Λ.

3) Pt expande FΛ, i.e, m(Pt(q)|Fq)≥ keλ t para todo t ≥ 0 e q ∈ Λ.

Lema 3.2.7. Uma condição suficiente e necessária para um conjunto invariante não-singular

ser hiperbólico é que seu fluxo Poincaré seja hiperbólico.

Demonstração. Suponha que Λ seja um conjunto não-singular hiperbólico de X com decom-

posição hiperbólica TΛM = Es
Λ
⊕EX

Λ
⊕Eu

Λ
. Definindo GΛ = (Es⊕Ex)Λ e FΛ = (Es⊕Eu)Λ

obtemos uma decomposição contínua NΛ = GΛ⊕FΛ a qual é Pt-invariante pelo Lema 3.2.5 já

que tomando LΛ = GΛ no primeiro caso EX
Λ
⊂ GΛ, assim NΛ ∩GΛ é Pt-invariante, de modo

análogo NΛ∩FΛ é Pt-invariante.

Visto que Λ não tem singularidades, facilmente vemos que GΛ (resp. FΛ) contrai (resp.

expande) por Pt . Dessa maneira Pt é hiperbólico sobre Λ. Reciprocamente, suponha que Pt

seja hiperbólico sobre Λ e denote por NΛ = GΛ⊕FΛ a decomposição correspondente. Defina

os sub-fibrados AΛ = GΛ⊕Ex
Λ

e BΛ = EX
Λ
⊕FΛ sobre Λ. Veremos que ambos AΛ e BΛ são

Xt-invariantes. De fato, se x ∈ Λ e vx ∈ Ax então existe um único vG
x ∈ Gx tal que vx− vG

x ∈ Ex.

Se t ∈R então DXt(x)vx - DXt(x)vG
x ∈EX

Xt(x)
visto que EX

Λ
é Xt-invariante. Então OXt(x)(DXt(x)vx)=

Pt(x)vG
x para o qual obtemos que OXt(x)(DXt(x)vx) ∈ GXt(x) visto que GΛ é Pt-invariante. Como

DXt(x)vx −OXt(x)(DXt(x)vx) ∈ EXt(x) pela definição de OXt(x) obtemos DXt(x)vx ∈ GXt(x) ⊕
EXt(x) = AXt(x). Dessa maneira AΛ é Xt-invariante. Similarmente para BΛ. Finalmente, visto que

Λ é compacto e não-singular podemos utilizar campos de cones ao redor de GΛ para obter um

sub-fibrado que contrai Es
Λ

em AΛ complementar a EX
Λ

. Analogamente obtemos um sub-fibrado

instável Eu em BΛ complementar a EX
Λ

. Já que NΛ = GΛ⊕FΛ obtemos TΛM = Es
Λ
⊕EX

Λ
⊕Eu

Λ
.

Assim obtemos uma decomposição hiperbólica sobre Λ.

Consideraremos novamente o caso seccional hiperbólico.

Lema 3.2.8. Existem constantes K,λ > 0 tais que

m(Pt(x)/Fx) ·m(DXt(x)/EX
x )≥ Keλ t (3.1)

para todo x ∈ Λ∗ e t > 0.
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Figura 3.1: Teorema 3.2.7

Demonstração. Pelo fato do fluxo ser seccional hiperbólico, existem K,λ > 0 tais que

|det(DXt(x))/Lc
x| ≥ Keλ t , (3.2)

para todo t ≥ 0, x ∈ Λ e todo subespaço bidimensional Lc
x de Ec

x . Fixando x ∈ Λ∗ e tomando

v,u ∈ TxM, seja A(u,v) a área do paralelogramo formado por u,v em TxM. Se u ∈ Fx e v ∈ EX
x

temos

A(u,v) = ‖u‖‖v‖ (3.3)

pela ortogonalidade. Disto obtemos que

A(DXt(x)u,DXt(x)v) = ‖Ptu‖ · ‖DXtv‖ , (3.4)

pela definição de Pt . Mas A(DXt(x)u,DXt(x)v) = |det(DXt(x)\Lc
x)| ·A(u,v), onde Lc

x é o subes-

paço gerado por {u,v}. Visto que u∈ Ec
x por definição e v∈ Ec

x pelo Lema 3.2.3, temos Lc
x⊂ Ec

x .

Assim aplicando as equações (3.2), (3.3) e (3.4) acima obtemos

‖Pt(x) ·u‖ · ‖DXt(x) · v‖ ≥ Keλ t ‖u‖ · ‖v‖

Já que u,v são arbitrários obtemos o resultado.

Lema 3.2.9 (Lema Hiperbólico). Todo subconjunto compacto invariante sem singularidades

de um conjunto seccional hiperbólico é hiperbólico sobre este.

Demonstração. Seja Λ um conjunto seccional hiperbólico de um campo vetorial X sobre uma

variedade compacta M. Então, existe uma constante A > 0 tal que ‖X(x)‖ ≤ A para todo x ∈M.

Seja H ⊂ Λ um conjunto compacto invariante sem singularidades de X . Então, existe B > 0 tal
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que ‖X(x)‖ ≥ B para todo x ∈ H. Dessa maneira:

m(DXt(x)/EX
x ) ≤

∥∥∥∥DXt(x)
X(x)
‖X(x)‖

∥∥∥∥= ‖X(Xt(x))‖
‖X(x)‖

≤ A
B
∀x ∈ H,∀t ≥ 0.

Aplicando a Equação (3.1) obtemos:

m(Pt(x)/Fx) ·
A
B
≥ m(Pt/Fx) ·m(DXt)(x)/EX

x ≥ Keλ t

e assim

m(Pt(x)/Fx)≥Ceλ t , ∀x ∈ H,∀t > 0,

onde C = K ·
(

B
A

)
> 0. Dessa maneira Pt expande FH . Defina a decomposição NH = GH⊕FH ,

onde FG é como vimos acima e GH = NH ∩
(
ES

H⊕EX
H
)
. Como vimos anteriormente FH é Pt-

invariante enquanto pela definição GH = (Es⊕EX)H é Pt-invariante pelo Lema 3.2.5, já que

EX
H ⊂ ES

H⊕EX
H . Assim Pt contrai GH e então aplicamos o Lema 3.2.7.

A seguir descreveremos as singularidades do conjunto seccional hiperbólico. Para introdu-

zir a seguinte definição denote por Re(·) a parte real de um número complexo.

A seguinte definição e resultados podem ser encontrados em [8] a partir da página 68 até a

página 71.

Definição 3.2.10. Dizemos que uma singularidade é tipo-Lorenz se ele possui três autovalores

λ ss,λ s,λ u com λ s,λ u reais, Re(λ ss)< λ s < 0<−λ s < λ u, e tal que a parte real dos autovalores

restantes está fora de [λ s,λ u].

Lema 3.2.11. Todas as singularidades de X em Λ é tipo-Lorenz ou possui dois autovalores

positivos.

Lema 3.2.12. Seja M uma variedade compacta e X ∈ X1(M). Se q ∈ M e H ⊂ ω(q) é um

conjunto hiperbólico contendo uma variedade forte estável, então q ∈ H e H é uma fonte hi-

perbólica. Em particular, q é recorrente.

Teorema 3.2.13. Seja M uma variedade compacta e X ∈ X1(M). Se que q ∈ M e ω(q) é um

conjunto seccional hiperbólico com singularidades de X, então ω(x) não pode conter nenhuma

variedade forte estável.

Corolário 3.2.14. Um conjunto transitivo, isolado, seccional hiperbólico contendo uma varie-

dade forte estável de um campo vetorial sobre uma variedade compacta é uma fonte hiperbólica
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tipo-sela. Por isso as fontes hiperbólicas tipo-sela são as únicas fontes que são conjuntos sec-

cional Anosov.

3.3 PARTIÇÃO SINGULAR

Definição 3.3.1. Uma partição singular de um conjunto invariante Λ de um campo vetorial X é

uma coleção finita disjunta R de seções transversais satisfazendo Λ∩∂R = /0 e Λ∩Sing(X) =

{y ∈ Λ : Xt(y) ∈R, ∀t ∈ R}.

Na sequência apresentaremos um resultado de existência geral para partição singular.

Proposição 3.3.2. Seja Λ um conjunto compacto invariante e tal que todas suas singularidades

são hiperbólicas de X. Suponha que para todo δ > 0 e todo z ∈ Λ\Sing(X) existe uma seção

transversal Σz de diâmetro no máximo δ tal que z ∈ Int(Σz) e Λ∩ ∂Σz = /0. Então, Λ tem

partições singulares de diâmetro arbitrariamente pequenas.

Demonstração. Como toda singularidade de Λ é hiperbólica podemos escolher β > 0 tal que

Λ∩Sing(X) =
⋂
t∈R

Xt

 ⋃
σ∈Λ∩Sing(X)

Bβ (σ)

 . (3.5)

Para entender melhor a igualdade acima tome um σ ∈ Λ∩ Sing(X) tome uma bola de raio

βσ , Bβσ
(σ), e sabendo que σ é um ponto hiperbólico logo pode ser uma fonte, um poço ou

uma sela. Para cada caso quando vemos Xt
(
Bβσ (σ)

)
, fazemos t → ∞ e t →−∞ obtemos que⋂

t∈RXt(Bβσ
(σ)) = σ . Ou seja nada mais é outra maneira de denotar as singularidades. Assim

para cada β definimos

H = Λ\

 ⋃
σ∈Λ∩Sing(S)

Bβ (σ

 .

Podemos supor que H 6= /0. Com isto, a Equação (3.5) poderia implicar Λ = Λ∩Sing(X), como

todas as singularidades são hiperbólicas, então temos que estas são finitas. Portanto H ⊂ Λ e

H ∩Sing(X) = /0. Pelas hipóteses, Σz existe para todo z ∈ H. Para todo z definimos:

Vz =
⋃

t∈(−1,1)

Xt(Int(Σz)).

Obviamente z ∈ Vz então {Vz : z ∈ H} é uma cobertura aberta sobre H e este H é compacto

pelo fato de ser complementar de abertos e por ser fechado dentro de um compacto resulta ser
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compacto. Assim existe um subconjunto finito {z1, · · · ,zr} ∈ H tal que

H ⊂
⋃
i=1

Vzi.

Pelo movimento das seções transversais Σz1, · · · ,Σzr ao longo do fluxo, podemos supor que a

coleção R = {Σz1, · · · ,Σzr} é dois a dois disjunta. Além disso, como Λ∩∂Σz = /0 temos

Λ∩∂R = /0.

Se z ∈ Λ\Sing(X) existe t > 0 tal que Xt(z) /∈ Bβσ
(σ). Dessa maneira podemos obter um t

suficientemente grande ou pequeno tal que

Xt(z) /∈
⋃

σ∈Λ∩Sing(X)

Bβ (σ).

Além disso Xt(z) ∈ Λ, pois Λ é transitivo, já que z ∈ Λ. Então Xt(z) ∈ H por definição. Dai

Xt(z) ∈Vzi para algum i, isto por H ser compacto e os Vi formarem uma cobertura aberta. Logo

pela construção dos Vi a órbita de z intersecta Σzi . Isto prova que

Λ∩Sing(X) = {z ∈ Λ : Xt(z) /∈ R} .

De onde obtemos o resultado.

Definição 3.3.3. A aplicação de retorno ΠΣ : Dom(ΠΣ)⊂ Σ→ Σ associada a uma seção trans-

versal Σ é definida por

Dom(ΠΣ) = {x ∈ Σ : Xt (x) ∈ Σ para algum t > 0}

e

ΠΣ (x) = XtΣ(x) (x)

onde tΣ (x) é o tempo de retorno

tΣ (x) = inf{t > 0 : Xt (x) ∈ Σ} .

Para todo conjunto compacto invariante Λ definimos:

W s (Λ) = {x ∈M : ω (x)⊂ Λ} e W u (Λ) = {x ∈M : α (x)⊂ Λ} .

Para todo H ⊂M denotamos

W s (Sing(X)∩H) =
⋃

σ∈Sing(X)∩H

W s (σ) .
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A seguir enunciamos dois Lemas nos auxiliarão na demonstração do Teorema da próxima

subseção. A demonstração pode ser encontrada em [8].

Lema 3.3.4. Se R é uma partição singular de um conjunto compacto invariante H de X, então

valem as seguintes propriedades:

1) (H ∩R)∩Dom(ΠR)⊂ Int (Dom(ΠR)) e ΠR é C1 em uma vizinhança de H∩R em R.

2) (H ∩R)\Dom(ΠR)⊂W s (Sing(X)∩H).

A seguir Bδ denota a δ -bola aberta centrada em p∈R. Lembramos que O+ (q)= {Xt (q) : t ≥ 0}
denota a órbita positiva de q ∈M.

Lema 3.3.5. Seja M uma variedade tridimensional compacta, X ∈X1 (M) e q ∈M tal que toda

singularidade em ω (q) é hiperbólica com variedade instável unidimensional. Se ω (q) não

é uma singularidade e R é uma partição singular de ω (q), então as seguintes propriedades

mantem-se para Π = ΠR:

1) O+ (q)∩R = {q1,q2, · · ·} é uma sequência infinita ordenada tal que Π(qn) = qn+1.

2) Existe δ > 0 tal que se n ∈ {1,2, · · ·} então ou Bδ (qn) ⊂ Dom(Π) e Π|Bδ (qn) é C1

ou existe uma curva cn ⊂W s (Sing(X)∩ω (q))∩Bδ (qn) tal que B+
δ
(qn) ⊂ Dom(Π) e

Π|B+
δ
(qn) é C1, onde B+

δ
(qn) denota a componente conexa de Bδ (qn)\cn contendo qn.

3.4 RETÂNGULO FOLHEADO

As definições referente a folhas e folhações podemos ser encontradas em [11].

Nesta subseção X denotará um campo vetorial sobre uma variedade tridimensional com-

pacta M. Um retângulo de X é uma seção transversal D difeomorfa a [0,1]× [0,1].

Definição 3.4.1. Vemos que ∂D consiste de duas partes ∂D = ∂ vD∪ ∂ hD de tal maneira que

∂ vD = Dl
v ∪Dr

v e ∂ hD = Dt
h ∪Db

h, onde as curvas Di
v (i ∈ {l,r}) e Di

h (i = {t,b}). Também

supomos que ID, a imagem de 0× [0,1], é uma curva tangente à direção central T D∩Ec. Aqui

T D denota o espaço tangente de D. No caso onde existe uma folheação estável W s de X , por

exemplo em uma vizinhança de uma conjunto seccional hiperbólico de X podemos definir um

folheação contínua unidimensional em um retângulo D pela interseção das folhas de W s com

D.
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Também podemos dizer que um retângulo D é um retângulo folheado se as folhas de F s

possuem a forma ∗× [0,1] acima identificados. Em tal caso ∂ vD é formado pelas folhas F s

enquanto ∂ hD é transversal para F s.

Figura 3.2: Retângulo Folheado

O fecho e o bordo serão denotadas por Cl(·) e ∂ (·), respetivamente. O tamanho de um arco

J será denotado por Length(J).

Teorema 3.4.2. Seja q ∈M com conjunto omega-limite seccional hiperbólico ω(q) e TU M =

Ês
U ⊕ Êc

U é uma extensão contínua da decomposição seccional hiperbólica Tω(q)M = Es
ω(q)⊕

Ec
ω(q) de ω(q) para uma vizinhança U de ω(q). Seja I um arco(intervalo) tangente a Êc

U ,

transversal a X, com q como ponto de fronteira. Se ω(q) não é uma singularidade, então para

toda partição singular R de H existem S ∈R,δ > 0, uma sequência q̂1, q̂2, · · · ∈ S de pontos

na órbita positiva de q e uma sequência de intervalos Ĵ1, Ĵ1, · · · ⊂ S na órbita positiva de I com

q̂ j como um ponto de fronteira de Ĵ j,∀ j; tal que

L(Ĵ j)≥ δ ∀ j = 1,2,3, · · · .

Demonstração. Visto que ω (q) é seccional hiperbólico e não é uma singularidade, temos que

toda singularidade em ω (q) é tipo-Lorenz, e assim, estas possuem variedade instável unidimen-

sional. Então o Lema 3.3.5 aplicado a R implica que a aplicação de retorno Π = ΠR associada

a R satisfaz as seguintes propriedades:
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1) O+
X (q)∩R = {q1,q2, · · ·} é uma sequência infinita, ordenada de uma maneira que Π(qi)=

qi+1.

2) Existe δ tal que se n ∈ {1,2, · · ·} então cada Bδ (qn)⊂DomΠ e Π/Bδ (qn) é C1 ou existe

uma curva cn ⊂W s
X (Sing(X)∩ω (q))∩Bδ (qn) tal que:

B+
δ
(qn)⊂ Dom(Π)eΠ/B+

δ
(qn) é C1,

onde B+
δ
(qn) denota a componente conexa de Bδ (qn)\cn contendo qn.

Assumiremos a segunda alternativa em 2).

Podemos supor que existe i0 grande tal que qi ∈ Int (R) para todo i ≥ i0. Caso contrário

ω (q)∩ ∂R 6= /0 e obtemos uma contradição porque R é uma partição singular de ω (q). Po-

demos supor i0 = 1 sem perda de generalidade. Por 1) existe uma sequência n1,n2, · · · ,ni ∈
{1, · · · ,k} tal que

qi ∈ Sn1,∀i.

Utilizando a órbita positiva de I podemos supor

I ⊂ Sni ∩Dom(Π) .

Diminuindo I se necessário podemos supor também que I ⊂ Int
(

B 1
δ

(q1)
)

, onde obtemos δ

2). Defina I1 = I e, indutivamente, a sequência de intervalos Ii = Π(Ii−1) = Πi (I) desde que

Ii−1 = Πi−1 (I)⊂ Bδ (qi−1).

Por hipótese I é tangente a Ec
Λ

e transversal a X . Então a propriedade de expansão do

volume de Ec
Λ

implica que Π é expansor ao longo de I, [35] pág 370.

Portanto a sequência Ii = Π(Ii−1) satisfaz Length(Ii)→∞ se Ii ⊂ B+
δ
(qi) para todo i. Visto

que os elementos de R possuem diâmetro finito concluímos que existe um primeiro índice i1
tal que

Ii1 * B1
δ
(qi1) .

Por outro lado, as órbitas positivas começando em Ii1 encontram Σ por (P)
Σ

enquanto que

as órbitas em Ci não, já que elas tendem a Sing(X)∩ω (q) por 2). Disto concluímos que

Ii1 ∩Ci1 = /0.

Dessa maneira, a componente conexa Ji1 de Ii1∩Bδ (qi1) contendo qi1 junta qi1 com outro ponto
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em ∂Bδ (qi1). Esta última afirmação implica

Length(Ji1)≥ δ .

Concluindo encontramos um índice i1 e um intervalo Ji1 ⊂ Ii1 (e assim na órbita positiva de

I) tal que qi1 é um ponto limite de Ji1 e Length(Ji1) ≥ δ . Repetindo o argumento obtemos

uma sequência i1, i2, · · · ∈ {1, · · · ,k}, uma sequência de pontos qi1,qi2, · · · com qi j ∈ Si j , e uma

sequência de intervalos Ji j ⊂ Si j na órbita positiva de I tal que qi j é um ponto limite de Ji j e

Length
(
Ji j

)
≥ δ . Como {1, · · · ,k} é um conjunto finito e contêm i j podemos supor que i j = r

para algum índice r ∈ {1, · · · ,k}. Denotando S = Sr, q̂ j = qi j e Ĵi = Ji j obtemos o resultado.
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4 VARIEDADE ESTÁVEL FORTE,
LEMA DO FECHAMENTO E
SEÇÃO TRANSVERSAL SINGULAR

Aqui reunimos alguns resultados importantes que precisaremos para o desenvolver o artigo

[6].

4.1 VARIEDADE ESTÁVEL FORTE PARA CONJUNTOS
SECCIONAL HIPERBÓLICOS

Esta subseção foi extraída da dissertação de [14].

Definição 4.1.1. Uma imersão topológica de Rs em M é uma aplicação contínua F : Rs→M

tal que todo ponto x ∈ Rs tenha uma vizinhança com a seguinte propriedade:

1) A restrição de F a V , F |V , é um homeomorfismo sobre sua imagem.

Um mergulho topológico de Rs em M é uma imersão topológica injetora F : Rs→M que é um

homeomorfismo sobre sua imagem. A seguir denotaremos u-disco um disco de dimensão u.

O espaço Merg(Du,M) de todos os mergulhos de u-discos fechados em M, pode ser visto

como um espaço fibrado sobre M. A fibra em x ∈ M é o conjunto de todos os mergulhos

e : Du→M tal que e(0) = x. Para o espaço Merg(Du,M) utilizamos a topologia uniforme.

Definição 4.1.2. Seja o espaço fibrado E, onde está definida a aplicação projeção π : E→ B do

espaço E sobre o conjunto base B. Uma seção é uma aplicação s : B→ E tal que π ◦ s(b) = b

para cada b ∈ B.

No caso E = Merg(Du,X) , B = X .
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Definição 4.1.3. Se a : X → Merg(Du,M) é uma seção contínua sobre X ⊆ M, então A =

{imagem a(x) : x ∈ X} é uma família de u-discos por meio de X.

Observação 4.1.1. Note que W uu
δ

é uma família de u-discos para todo δ > 0.

O seguinte lema pode ser considerado como o teorema da função inversa para certas famí-

lias de u-discos. Neste caso, por Rm(ε) nos referiremos ao disco de raio ε em Rm, centrado na

origem.

Lema 4.1.4. Seja u+ s = m e A = {A(y) : y ∈ Rs(δ )} é uma família de u-discos que atravessa

o conjunto 0×Rs(δ )⊆ Rm, onde A(y) = gra f gy, para gy : Ru(ε)→ Rs(δ ) e gy(0) = y. Então

⋃
y∈Rs(δ )

A(y).

é uma vizinhança de 0 em Rm.

Demonstração. A continuidade de A implica que se g se define como:

g : Ru(ε)×Rs(δ )→ Ru×Rs

(x,y)→ (x,gy(x)) com gy(0) = y

segue da continuidade de gy que g é contínua em Ru(ε)×Rs(δ ) sobre Rm. Vejamos a continui-

dade de g|∂B. Seja

Gt(x,y) = (x,(1− t)gy(x)+ y·) t ∈ [0,1] .

Então Gt é uma homotopia entre a função g|∂B e a inclusão ∂B ↪→ Rm−0, visto que

G0(x,y) = (x,gy(x)) = g|∂B e G1(x,y) = (x,y) = inclusão ( , ).

Daí g|∂B e ∂B ↪→ Rm−0 são equivalentes pois é uma homotopia. Como a inclusão é contínua

g|∂B também é. Além disso Gt(x,y) nunca passa pela origem quando (x,y) ∈ ∂B, já que x = 0

implica que gy(0) = y, e assim

Gt(x,y) = (0,(1− t)gy(0)+ t · y) = (0,(1− t)y+ t · y) = (0,y) 6= 0.

Assim pela continuidade para todo y ∈ R(δ ), a função Gt(x,y) nos dá uma vizinhança ao redor

da origem.

A seguir o Teorema principal de [14].

Teorema 4.1.5. Todo conjunto transitivo seccional hiperbólico com singularidades não pode

conter nenhuma variedade estável forte local.
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Demonstração. Seja Λ um conjunto transitivo seccional hiperbólico, com singularidades de

um campo vetorial X . Seja TΛM = Es
Λ
⊕Ec

Λ
a decomposição parcialmente hiperbólica de Λ.

Suponhamos, por contradição, que Λ contém uma variedade estável forte local W ss
ε (x∗) para

algum ε > 0 e algum x∗ ∈ Λ. Fixemos 0 < ε∗ < ε , definimos

H =
{

y ∈M : y = lim
n→∞

Xtn(zk)
}
,

para alguma sequência tn→−∞ e {zk} com zk ∈W ss
ε∗(x

∗). Dessa maneira H é o conjunto α-

limite de W ss
ε∗(x

∗), o qual é invariante. Como Λ é transitivo, então Λ = ω(p) para algum p ∈ Λ,

e portanto Λ é invariante. Note que W ss
ε∗(x

∗)⊂W ss
ε (x∗)⊂ Λ, logo W ss

ε∗(x
∗)⊂ Λ, e assim H ⊂ Λ.

• Suponhamos que H contenha uma singularidade σ . Então existem {tn→−∞} e {zk}
com zk ⊂W ss

ε∗(x
∗), tais que:

σ = lim
n→∞

Xtn(zk).

Como 0 < ε∗ < ε podemos encontrar δ > 0 tal que

W ss
δ
(zk)⊂W ss

ε (x∗).

Como W ss(Λ) se contrai e W ss
δ
(zk)⊂ Λ, por Λ ser invariante

W ss
δ
(Xtn(zk))⊂ Λ, ∀n ∈ N.

Seja ψ a função que associa a cada x ∈ Λ uma bola de raio δ centrada em x, contida em

W ss(x). Esta função é contínua para todo δ > 0 fixo. Assim usando a continuidade do

fluxo e como tomamos nossa singularidade σ .

lim
n→∞

W ss
δ
(Xtn(zk)) =W ss

δ
(σ).

Por Λ ser fechado, pois é compacto, temos que W ss
δ
(σ)⊂ Λ. Portanto:

W ss
δ
(σ)∩Λ =W ss

δ
(σ).

Mas como Λ é seccional hiperbólico e σ ∈Λ∩Sing(X), então teremos que Λ∩W ss
δ
= {δ}

isto implica que W ss
δ

= {δ}, contradição já que δ > 0.

• Suponhamos que H não contenha singularidades Como H é um conjunto invariante de um

conjunto seccional hiperbólico, pelo Lema Hiperbólico 3.2.9 resulta que H é hiperbólico.

Seja y ∈ α(x∗), então existe uma sequência {tn} → −∞ tal que y = limn→∞ Xtn(x
∗). O

que vem a seguir segue do fato que as variedades estáveis variam continuamente com o
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ponto.

lim
n→∞

W ss
δ
(Xtn(x

∗)) =W ss
δ
(y)⊂ H.

Como H é hiperbólico, existe W uu(H) com dim(W uu(z)) = dim(Ec
Λ
)−1 para todo z ∈ H

e dim(W ss
ε∗(y)) = dim(Es

Λ
) para y ∈ α(x∗). Então pelo Lema 4.1.4, existe ∆ > 0, tal que:

H ∩ Int

 ⋃
t∈[−∆,∆]

⋃
z∈Xt(W ss

ε∗(y))

W uu(z)

 6= /0

Como H ⊂ Λ e Λ = ω(p), então existem t∗ > 0 arbitrariamente grandes tais que:

Xt∗(p) ∈ Int

 ⋃
t∈[−∆,∆]

⋃
z∈Xt(W ss

ε∗(y))

W uu(z)


Ou seja, Xt∗(p) ∈W uu(z) com z ∈ Xt

(
W ss

ε∗(y)
)

e t ∈ [−∆,∆].

1) Se z ∈ H, então a órbita negativa de Xt∗(p) é assintótica à órbita negativa de algum ponto

em H, e assim p ∈ H.

2) Se z /∈H, existe um t∗n tal que Xt∗n (z)∈H e, assim, a órbita negativa de Xt∗(p) é assintótica

à órbita negativa de algum ponto em H,então p ∈ H.

Para concluir os itens acima usa-se o fato de que H é hiperbólico, W s ter tamanho positivo

e por W s ser invariante portanto W s ⊂ H.
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Figura 4.1: Teorema 4.1.5

Pelo fato que p∈H implica que ω(p)⊆H, então Λ = H, o qual é uma contradição, porque

Λ possui singularidade e H não.

4.2 LEMA DA CONEXÃO PARA FLUXOS SECCIONAL
ANOSOV

Esta subseção foi extraída do artigo [7]. A prova do teorema pode ser encontrada neste

artigo.

Denotaremos por W s(·) e W u(·) as usuais variedades estável e instável e por Sing(X) o

conjunto das singularidades de X . Todos os campos vetoriais considerados nesta dissertação

serão de classe C1.

Definição 4.2.1. Dizemos que existe uma trajetória de um ponto x para um ponto y se existe

t > 0 tal que y = Xt(x).

Teorema 4.2.2 (Lema da Conexão para fluxos seccional Anosov). Se X é um fluxo seccional

Anosov em uma variedade compacta tridimensional M, p ∈M(X) tenha um conjunto α-limite
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não singular e q ∈M satisfaz que para todo ε > 0 existe uma trajetória de um ponto ε-próximo

de p para um ponto ε-próximo de q, então existe um ponto x ∈M tal que α(x) = α(p) e ω(x)

é uma singularidade ou ω(q).

Seguirá o Corolário que precisaremos para demonstrar o Corolário 5.2.2.

Denote por Cl(·) o fecho e por Sing(X) o conjunto das singularidades do campo vetorial X .

Corolário 4.2.3. Se H é um conjunto compacto invariante sem singularidades de um fluxo

seccional Anosov em uma variedade compacta tridimensional, então Cl(W u
H)∩Sing(X) 6= /0, se

e somente se W u(H)∩W s(σ) 6= /0 para algum σ ∈ Sing(X).

Demonstração. Segue das hipóteses que existem uma singularidade e uma sequência xn→ q

tal que α(xn)⊂ H para todo n. Tome um ponto aderente p de
⋃

n α(xn).

Afirmação 4.2.4. Os pontos p e q satisfazem as hipóteses do Teorema 4.2.2

Prova da Afirmação 4.2.4 Se p∈Cl(
⋃

n α(xn)) então α(p)= {x ∈M : ∃tn→−∞; φtn(p)→ x}.
Dessa maneira existe yn ∈

⋃
n α(xn) tal que yn→ p e assim φtc(yn)→ φtc(p)→ x. Por α-limite

ser invariante, resulta: x ∈
⋃

n α(xn) e por hipótese α(xn) ⊂ H para todo n e como H não pos-

sui pontos singulares α(p) não possui singularidades. A segunda parte da hipótese segue pela

construção dos pontos p, q e é verificada utilizando sequências.

Pela afirmação acima existe x ∈M tal que α(x) = α(p) e ω(x) é uma singularidade σ . Em

particular x ∈W s(σ) e, visto que H é compacto, temos p ∈H, dessa maneira α(x) = α(p)⊂H

e então x ∈W u(H). Então x ∈W u(H)∩W s(σ) e o resultado segue. Reciprocamente tendo por

hipótese que W u(H)∩W s(σ) 6= /0 para algum σ ∈ Sing(X), por W s ser um conjunto invariante

temos que σ ∈W s(σ) e já que W u(H) intercepta em algum ponto a W s(σ) podemos obter uma

sequência de pontos os quais convergem para a singularidade σ , ou seja tomando o fecho de

W u este interceptará uma singularidade e segue:

Cl(W u)(H)∩Sing(X) 6= /0.

Aplicando este corolário para uma órbita periódica O obtemos o seguinte:

Corolário 4.2.5. Se O é uma órbita periódica de um fluxo seccional Anosov X em uma va-

riedade compacta satisfazendo Cl(W u)(O)∩ Sing(X) 6= /0, então existe σ ∈ Sing(X) tal que

W u(O)∩W s(σ) 6= /0.
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Figura 4.2: Teorema 4.2.3

4.3 CONSTRUÇÃO DE UMA SEÇÃO TRANSVERSAL SIN-
GULAR St , Sb e lt , lb

Seja X um fluxo seccional Anosov sobre uma variedade compacta tridimensional M. Po-

demos supor que X possui uma singularidade tipo-Lorenz. Então o conjunto LSing(X) =

{σ ∈ Sing(X) : σ é tipo-Lorenz} não é vazio.

Temos que todo σ ∈ LSing(X) é hiperbólico e assim possui variedades estável e instável

W s (σ), W u (σ) tangente em σ ao auto-espaço associado ao conjunto dos autovalores {λ2,λ3}
e {λ1}. Em particular, dim(W s (σ)) = 2 e dim(W u (σ)) = 1.

Uma outra variedade, a variedade forte estável W ss (σ), está bem definida e tangente em σ

ao auto espaço associado a {λ2}. Consequentemente dim(W ss (σ)) = 1. Toma um sistema de

Figura 4.3: St e Sb
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coordenadas lineares (x1,x2,x3) em uma vizinhança de σ .

Note que W ss (σ) separa W s (σ) em duas componente conexas, chamaremos, a superior

e a base. Na componente superior consideramos o retângulo St
σ de Xt junto com a curva lt

σ .

Similarmente consideramos um retângulo Sb
σ e uma curva lb

σ na componente da base.

Tomamos esses retângulos tal que a curva l∗σ está contida em W s (σ)\W ss (σ) para ∗ =
t,b. Além disso, ambos retângulos são retângulos folheados de X . O fluxo positivo das linhas

começando em St
σ ∪ Sb

σ\
(
lt
σ ∪ lb

σ

)
passa por uma vizinhança próxima de σ . Por outro lado, a

órbita positiva começando em lt ∪ lb
σ segue diretamente a σ .

Notamos que o bordo de S∗σ está formado por quatro curvas, duas delas transversais a l∗σ e

duas delas paralelas a l∗σ . A união destas curvas no bordo de S∗σ os quais são paralelas (resp.

transversais) a l∗σ é ∂ vS∗σ (resp. ∂ hS∗σ ).

Pelo Lema 3.2.11 podemos escolher St
σ ,S

b
σ satisfazendo M (X)∩ ∂ hS∗σ = /0 para ∗ = t,b.

Então a coleção

S =
⋃

σ∈LSing(X)

{
St

σ ,S
b
σ

}
é uma seção transversal singular com a curva singular

lS =
⋃

σ∈LSing(X)

(
lt
σ ∪ lb

σ

)
.

Portanto S pode ser construída perto de M (X).
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5 DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA
PRINCIPAL

Com os resultados anteriores e com estes que apresentaremos, os quais foram extraídos do

artigo de Morales [6], provaremos o Teorema Principal.

5.1 PRELIMINARES DO TEOREMA PRINCIPAL

Proposição 5.1.1. Seja X um campo vetorial sobre uma variedade compacta M com todas suas

singularidades hiperbólicas tipo sela. Se todo ponto em M é aproximado por pontos para os

quais o omega-limite é uma singularidade, então X é sensível às condições iniciais.

Demonstração. Como M é compacto então Sing(X) é finito. Isto vêm do fato de que todas

as singularidades são hiperbólicas tipo sela, ou seja, cada ponto singular é isolado, isto vem

pelo Lema Hiperbólico 3.2.9. Assim existe δ > 0 tal que o conjunto das δ -bolas com centro

em Sing(X) é dois a dois disjunto. Seja x ∈M e U uma vizinhança de x. Por hipótese existem

pontos (zt) ∈M tais que zt → x quando t→ ∞, onde temos também que

ω(zt) = {y ∈M : y = lim
k→∞

Xτk(zt) para alguma sequência τk→ ∞},

onde y ∈M é uma singularidade.

Temos duas possibilidades x ∈W s(σ) para algum σ ∈ Sing(X) ou não.

No primeiro caso podemos selecionar y ∈U fora da variedade estável das singularidades,

visto que temos uma união finita de conjuntos bidimensionais numa variedade tridimensional,

portanto possui interior vazio. Como a órbita positiva de x converge para σ , e de y não, eventu-

almente encontraremos t > 0 tal que d(Xt(x),Xt(y))≥ δ .

No segundo caso, podemos escolher σ ∈ Sing(X) e y ∈W s(σ)∩U , visto que a união das

variedades estáveis das singularidades é densa por hipótese.
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De fato, se temos que um ponto é aproximado por pontos cujo ω-limite é uma singulari-

dade. Isso significa que estes pontos pertencem à variedade estável da singularidade. Portanto

em cada vizinhança de um ponto da variedade existem pontos da variedade estável de alguma

singularidade. Se tomamos a união de todas as variedades estáveis, temos que é densa na vari-

edade.

Novamente, afirmamos que a órbita positiva de y converge a σ , e que x não. Eventualmente

encontramos t > 0 tal que d(Xt(x),Xt(y)≥ δ . Isto prova o resultado.

Por órbita fechada nos referimos a uma órbita que é singular ou periódica.

Definição 5.1.2. Um campo vetorial X com órbitas hiperbólicas fechadas possui Propriedade

(P) se para toda órbita periódica O existe uma singularidade σ tal que W u(O)∩W s(σ) 6= /0.

O seguinte Lema relaciona Propriedade (P) com aproximação por pontos dos quais o con-

junto omega-limite é uma singularidade.

Lema 5.1.3. Todo ponto no fecho das órbitas periódicas de um campo vetorial com a Proprie-

dade (P) é acumulado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade.

Demonstração. Seja Xp um campo vetorial com a Propriedade (P). Seja x ∈ Cl (Per (X)).

Então existe uma sequência de pontos (zt) ∈ Per (X) tais que zt → x quando t→ ∞. Aplicamos

a Propriedade (P) a cada zt e olhamos o W u(zt), vemos que W u(z)t ∩W s(δt) 6= /0. A cada

interseção chamamos de yt . Poderia acontecer que a distância entre os zn e yn seja sempre

constante, dessa maneira não teríamos a yn aproximando-se de x. Para isso tomamos o fluxo

negativo nos pontos zn e yn, estes últimos se aproximarão de zn. Além disto, tomando τn o

período de cada órbita que contém zn e fazendo

X−knτn(zn) e X−knτn(yn),

mantemos fixos os zn e aproximamos os yn destes. Dessa maneira para cada n podemos

tomar knτn tal que d(zn,X−knτn(yn))<
1
n .

Com isto a medida que zn avance, yn aproxima-se deste e já que a variedade estável é

invariante X−knτn(yn) ∈W s
δn

. Como podemos ver na Figura 5.1. e assim d(yn,x)→ 0.
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Figura 5.1: Lema 5.1.3

5.2 PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Teorema 5.2.1. Se X é um fluxo seccional Anosov com singularidade de M satisfazendo Ω(X)=

M(X), então todo atrator de todo campo vetorial C1 próximo de X tem uma singularidade.

Adiaremos a demonstração deste teorema para a próxima seção. Com este teorema obtemos

o seguinte corolário.

Corolário 5.2.2. Se X é um fluxo seccional Anosov com singularidades de M satisfazendo

Ω(X) = M(X), então todo campo vetorial perto de X tem a Propriedade (P).

Demonstração. Pelo Corolário 4.2.5 é suficiente mostrar que Cl (W u
Y (O))∩Sing(Y ) 6= /0 para

todo fluxo Y próximo de X e para toda órbita periódica O de Y . Suponha por contradição que

existe Y perto de X com órbita periódica O tal que Cl (W u
Y (O))∩ Sing(Y ) = /0. Segue que

Cl (W u
Y (O)) é um conjunto hiperbólico pelo Lema 3.2.9. Visto que W u

Y é uma subvariedade

bidimensional temos Cl (W u
Y (O)) é um sumidouro.

De fato, em volta da órbita periódica O pegamos um toro U = ST . Seja V =
⋃
t>0

Xt(U).

Temos que V é um bloco isolante e assim
⋂
t>0

Xt(V ) é o fecho da variedade instável da órbita O.

Pela Teoria hiperbólica necessariamente ele contém um atrator (veja Corollary 6.4.13 de

[22] e Proposition 5.3 [40]). Mas tal atrator não existe pelo Teorema 5.2.1.

Observação 5.2.1. Segue da Teoria da Variedade Invariante [19] que o sub-fibrado Es
M(X) de

X pode ser estendida continuamente para um sub-fibrado estável Es
U em toda uma vizinhança
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U de M(X). Como o fluxo de X contrai M em M(X) podemos supor que uma vizinhança é o

próprio M. Por outro lado isto nos dá que a soma direta Es
M⊕EX

M é tangente a uma folheação

singular estável W s.

Teorema 5.2.3. Se X é um fluxo seccional Anosov com a Propriedade (P) em M e x ∈M não

é aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade, então

ω(x) possui uma partição singular de diâmetro arbitrariamente pequeno.

Demonstração. Pela Proposição 3.3.2 temos que provar que para todo z∈ω(x)\Sing(X) existe

uma seção transversal de diâmetro pequeno Σz tal que

z ∈ Int (Σz) e ω(x)∩∂Σz = /0.

Antes precisamos apresentar uma afirmação que nos ajudará a desenvolver a demonstração.

Afirmação 5.2.1. Temos que ω(x)∩W ss(z) possui interior vazio em W ss(z) para todo z∈ω(x).

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que ω(x) contenha uma variedade estável forte

local W ss
ε (y), para algum y ∈ ω(x). Temos dois casos: ou ω(x) possui singularidades ou não.

Caso não possua singularidades, então ω(x) é hiperbólico pelo Lema 3.2.9. Utilizando a varie-

dade instável do ponto y ∈ ω(x), tem-se que x ∈ ω(x).

Segue do Teorema 1 do artigo [31] que o ponto x é acumulado por órbitas periódicas ou por

pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade.

Como pontos periódicos são aproximados por pontos para os quais o conjunto omega-limite

é uma singularidade, segue que o mesmo acontece com o ponto x, gerando uma contradição.

Se ω(x) possui singularidades, tem-se uma contradição com o Teorema 4.1.5. Provamos,

assim, a afirmação.

Dessa maneira podemos fixar para todo z ∈ ω(x) um retângulo folheado de diâmetro pe-

queno R0
z tal que z ∈ Int(R0

z ) e ω(x)∩∂hR0
z = /0. Se a órbita positiva de x intercepta F s(z,R0

z )

infinitas vezes poderíamos ter que ω(x) é uma órbita periódica.

Isto concluímos do fato de W ss ser invariante assim se intercepta uma vez a órbita ficará

confinada ali, logo não podemos ter infinitos pontos. Em tal caso o resultado é trivial.

Podemos supor que a órbita positiva de x não intercepta F s(z,R0
z ). Então este intercepta

apenas uma ou as duas componentes conexas de R0
z\F s(z,R0

z ).

Se a órbita positiva intercepta só uma componente selecionamos algum ponto x
′

da órbita

positiva dentro dessa componente, um ponto z
′
na outra componente e definimos Σz como o sub
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retângulo de R0
z limitado por F s(x

′
,R0

z ) e F s(z
′
,R0

z ). Desde que a órbita positiva não passa

através da componente conexa. R0
z\F s(z,R0

z ) contendo z
′

temos que ω(q)∩F (x
′
,R0

z ) = /0.

Agora suponha por enquanto que existe h ∈ ω(x)∩F s(x
′
,R0

z ).

Visto que ω(x) ⊂ Ω(X) o melhorado lema do fechamento para fluxos seccional Anosov

4.2.2 e Lema 5.1.3, como vimos nos teoremas anteriores, implicam que h é acumulado por

pontos para o qual o conjunto omega-limite é uma singularidade.

Já que a variedade estável possui tamanho uniformemente estável grande como vimos no

Teorema 3.4.2. Temos que x′ também é acumulado por pontos para o qual o conjunto omega-

limite é uma singularidade. Isto implica o mesmo para x, uma contradição. Dessa maneira

ω(x)∩F s(x
′
, R0

z ) = /0.

Como ∂ hΣz ⊂ ∂ hR0
z e ∂ vΣz = F s(z

′
.R0

z )∪F s(x
′
,R0

z ) temos que Σz possui as propriedades

necessárias. No caso quando a órbita positiva intercepta ambas componentes de R0
z\F s(z,R0

z )

escolhemos dois pontos x
′
,x
′′

daquela órbita, em cada componente conexa, e definimos Σz como

o retângulo de R0
z limitado por F s(x

′
,R0

z ) e F s(x
′′
,R0

z ). A ideia é tomar h1 e h2 pertencendo

a F s(x
′
,R0

z ) e F s(x
′′
,R0

z ) respectivamente. Repetindo o argumento acima vemos que ω(x)∩
(F s(x

′
,R0

z )∪F s(x
′′
,R0

z )) = /0. Assim Σz satisfaz as condições exigidas. Isto completa a prova.

F Rz
s

0

,(         )
z

F Rz'
0

,(         )
z

R
0

z

Sz

z'

h

x'

F Rz'
0

,(         )
z

Figura 5.2: Teorema 5.2.3

Teorema 5.2.4. Seja X um fluxo seccional Anosov com a Propriedade (P) de M. Então, todo

ponto de M é aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singulari-

dade.



63

Demonstração. Suponha por contradição que existam um fluxo seccional Anosov X com a

Propriedade (P) sobre uma superfície compacta tridimensional M e x ∈M o qual não é aproxi-

mado por pontos para os quais o conjunto omega - limite é uma singularidade. Em particular

ω(x) não é uma singularidade. Como X tem a Propriedade (P) podemos aplicar o Teorema 5.2.3

para encontrar em partição singular S = {S1,S2, · · · ,Sr} de ω(x) perto deste. Por outro lado, já

que x não é aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma singularidade,

podemos fixar um intervalo aberto I ao redor de (perto de) x (que contenha x), ou seja, passando

por este, tangente a Ec e ortogonal a EX tal que

I não intercepte a variedade estável de nenhuma singularidade. Isto segue do argumento do

início da prova do Teorema 5.2.3.

Por outro lado, como ω(x) não é uma singularidade, podemos encontrar S ∈ R, uma

sequência xn ∈ S de pontos na órbita positiva de x e uma sequência de intervalos Jn ⊂ S na

órbita positiva de I com xn ∈ Jn tal que se J+n e J−n são componentes conexas de Jn\{xn} então

ambas sequências {
L(J+n ) : n = 1,2,3, · · ·

}
e
{

L(J−n : n = 1,2,3, · · ·)
}

são limitadas inferiormente por um número maior que zero, ou seja L(J±)≥ c > 0. Não se

contraem pois não estão na variedade estável.

Tomando um ponto limite w ∈ S de xn, então w ∈ ω(x)∩ Int(S) visto que S é uma partição

singular. Já que I é tangente a Ec a sequência de intervalos Jn converge a um intervalo J

tangente a Ec
w∩TwS na topologia C1. Temos que J é não degenerado

{
L(J+j ) : j = 1,2,3, · · ·

}
e{

L(J−j ) : j = 1,2,3, · · ·
}

são limitados inferiormente por uma constante c > 0, segue por limite

de sequência.

Segue dos limites inferiores e x j→ w então Jn intercepta W s(w) para um n grande.

Agora, w é não errante, por construção, pois é omega-limite de pontos que estão confinados

em S, caso seja errante este ponto sai de S. Temos do melhorado lema do fechamento para

fluxos seccional Anosov 4.2.2 e Lema 5.1.3 que w é aproximado por pontos para os quais os

conjunto omega limite é uma singularidade.

Segue então da dependência contínua da variedade estável que existe um ponto de interse-

ção entre Jn e a variedade estável de uma singularidade, como vemos na Figura 5.3. Já que as

variedades estáveis das singularidades são fluxos invariantes obtemos que a partir destes pontos

caminhamos para trás e já que se intercepta com um ponto invariante esta propriedade segue até

chegarmos no I. Isto contradiz a escolha de I e a prova segue.
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Figura 5.3: Teorema 5.2.4

Prova do Teorema Principal. Seja X um fluxo seccional Anosov de uma variedade com-

pacta tridimensional M tal que Ω(X) = M(X). Se X não tem singularidades, então M(X) é

um atrator hiperbólico, isto vimos no Lema Hiperbólico 3.2.9. Portanto sensível às condições

iniciais para campos vetoriais bem perto, isto vimos no Corolário 2.1.16.

Portanto podemos supor que X tem uma singularidade. Em particular todo campo vetorial

C1 perto de X também possui uma singularidade. Pelo Corolário 5.2.2 temos que todo campo

vetorial C1 perto de X também possui a Propriedade (P).

Disto todos esses campos vetoriais também são seccional Anosov, temos pelo Teorema

5.2.4 que todos eles satisfazem que todo ponto é aproximado por pontos para os quais o conjunto

omega-limite é uma singularidade.

Daí as singularidades do fluxo seccional Anosov são todas hiperbólicas do tipo sela. Por-

tanto podemos aplicar a Proposição 5.1.1 para concluir que todos esses campos vetoriais são

sensíveis às condições iniciais e isto termina a prova.

5.3 PROVA DO TEOREMA 5.2.1

Apresentamos um Lema que nos auxiliará na prova deste Teorema. A resolução pode ser

encontrada em [31], onde este Lema é o Corolário 1.
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Lema 5.3.1. Seja X um fluxo seccional Anosov com singularidades de M satisfazendo Ω(X) =

M (X). Então, todo ponto não errante de X é aproximado por pontos para os quais o conjunto

omega-limite é uma singularidade.

Demonstração do Teorema 5.2.1 A prova do Teorema é feita por contradição, a saber, su-

pomos que existe um fluxo seccional Anosov X de M satisfazendo Ω(X) = M ((X)) o qual é

o limite de uma sequência de fluxos Xn cada um exibindo um atrator sem singularidades An.

Claramente podemos supor cada Xn é seccional Anosov, e assim, An é um atrator hiperbólico

Xn para todo n.

Afirmação 5.3.2.

Sing(X)∩Cl

(⋃
n∈N

An

)
6= /0.

Demonstração. Caso contrário, existe δ > 0 tal que

Bδ (Sing(X))∩

(⋃
n∈N

An

)
= /0. (5.1)

Defina

H =
⋂
t∈R

Xt

(
M\B δ

2
(Sing(X))

)
.

Temos que Sing(X)∩H = /0 e assim H é um conjunto hiperbólico, por ser compacto e pelo

Lema 3.2.9. Denote por Es⊕EX ⊕Eu a decomposição hiperbólica correspondente. Por [19]

podemos fixar vizinhanças compactas V , W

H ⊂ Int(V )⊂V ⊂ Int(W )⊂W

de H e ε > 0 tal que se Y é um campo vetorial que está próximo de X na topologia C1 e HY

é um conjunto compacto invariante de Y em W então:

1) HY é hiperbólico e sua decomposição hiperbólica Es,Y ⊕EY ⊕Eu,Y satisfaz

dim(Eu) = dim
(
Eu,Y) , dim(Es) = dim

(
Es,Y) .

2) As variedades locais instáveis fortes W uu
Y (y,ε), y ∈ HY , são unidimensionais de tamanho

uniforme ε .

Afirmamos que An ⊂W para todo n grande. De fato, suponha por contradição que isto não seja

verdade. Então existem sequências nk→ ∞ e xnk ∈ Ank tal que xnk /∈W para todo k. Visto que
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M é compacto podemos supor que xnk → x para algum x ∈M. Portanto x ∈M\Int (W ) e assim

x /∈V . Então, visto que

H =
⋂
t∈R

Xt

(
M\B δ

2
(Sing(X))

)
e H ⊂V , podemos encontrar um t ∈ R tal que Xt (x) ∈ B δ

2
(Sing(x)) para algum k grande. Por

outro lado, Xn→ X e xnk → x então

Xnk
t (xnk)→ Xt (x) .

Assim Xnk
t ∈ B δ

2
para k grande. Entretanto, An é Xn-invariante assim Xnk

t (xnk)∈ Ank onde temos

Xnk
t (xnk) ∈ Ank ∩B δ

2
(Sing(X))

e assim Ank ∩B δ

2
(Sing(X)) 6= /0.

Contradizendo a Equação (5.1). Portanto a afirmação é verdadeira.

Como Xn→ X e pelo item 2 com Y = Xn e HY = An implica que W uu
Xn (y,ε) possui tama-

nho uniforme ε para todo y ∈ An e n grande. Tome xn ∈ An convergindo para algum x ∈ M.

Claramente x ∈ H. Note que os vetores tangentes da curva W uu
Xn (xn,ε) em todo c ∈W uu

Xn (xn,ε)

permanecem em Eu,Xn

c . Como Xn → X o ângulo entre as direções Eu,Xn
e Eu vai para zero

quando n→ ∞. Seguem que as variedades W uu
X (x,ε) e W uu

Xn (xn,ε) são quase paralelas quando

n→ ∞. Como xn→ x concluímos que

W uu
Xn (xn,ε)→W uu

X (x,ε) ,

no sentido de variedades C1. Fixe um intervalo aberto I ⊂W uu
X (x,ε) contendo x. Temos que

I ⊂M (X). Visto que Ω(X) = M (X) e I ⊂M (X) temos que I ⊂Ω(X). Então pelo Lema 5.1.3,

todo ponto de I pode ser aproximado por pontos para os quais o conjunto omega-limite é uma

singularidade. Visto que I é um intervalo e a variedade estável possui tamanho uniformemente

grande, temos que I intercepta a variedade estável de uma singularidade em algum ponto q.

Disto obtemos T > 0 tal que

XT (q) ∈ B δ

5
(Sing(X)) .

Então, existe um conjunto aberto Vq contendo q tal que

XT
(
Vq
)
⊂ B δ

5
(Sing(X)) .
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Como Xn→ X , temos

Xn
T
(
Vq
)
⊂ B δ

4
(Sing(X)) (5.2)

Para um n grande. Mas W uu
Xn (xn,ε)→W uu

X (x,ε), q ∈ I ⊂W uu
X (x,ε), q ∈Vq e Vq é aberto. Então

W uu
Xn (xn,ε)∩Vq 6= /0.

Para todo n grande. Aplicando a Equação (5.2) para Xn para n grande temos

Xn
T (W

uu
Xn (xn,ε))∩B δ

4
(Sing(X)) 6= /0.

Como W uu
Xn (xn,ε)⊂W u

Xn (xn) a invariância de W u
Xn (xn) implica

W u
Xn (xn)∩B δ

2
(Sing(X)) 6= /0.

Mas W u
X (xn) ∈ An e An é um atrator, então

An∩Bδ (Sing(X)) 6= /0.

Contradizendo a Equação (5.1). Segue assim o resultado. Fim da demonstração da Afirmação

5.3.2.

Continuemos com a prova do Teorema. Pela afirmação anterior podemos escolher

σ ∈ Sing(X)∩Cl

(⋃
n∈N

An

)
.

Como Cl (
⋃

n∈NAn)⊂M (X) temos:

σ ∈ Sing(X)∩M (X) ,

daí temos que σ é tipo-Lorenz e satisfaz:

M (X)∩W ss
X (σ) = {σ} .

Sejam St = St
σ e Sb = Sb

σ as seções transversais singulares associada a σ . Em particular

M (X)∩
(

∂
hSt ∪∂

hSb
)
= /0.

Como Xn→X temos que St , Sb são seções transversais singulares de Xn também. Pelo Teorema

da Função Implícita podemos supor que σ (Xn) =σ , onde σ (Xn) é a continuação de σ =σ (X).

Além disso

lt ∪ lb ⊂W s
Xn (σ) ,∀n
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O sub-fibrado unidimensional Es de X estende-se para um sub-fibrado invariante contrator em

M. Tome uma extensão contínua (mas não necessariamente invariante) de Ec. Ainda denotamos

por Es⊕Ec a extensão mencionada acima.

Pela Teoria de Variedades Invariantes [19] segue que a decomposição Es⊕Ec persiste para

pequenas perturbações de X . Mais precisamente, para todo n grande o fluxo Xn possui uma

decomposição Es,n⊕Ec,n sobre U tal que Es,n é uma contração invariante. Es,n→ Es e Ec,n→
Ec quando n→ ∞. Em particular Es,n⊕Ec,n está definido em St ∪ Sb para todo n grande. No

que segue denotaremos por EY o sub-fibrado em T M gerado por um fluxo Y em M. A condição

de dominância implica que, para ∗= t,b, temos

TxS∗∩
(
Es

x⊕EX
x
)
= Txl∗,

para todo x ∈ l∗.

Denote por ∠(E,F) o ângulo entre dois subespaços lineares. A última equação implica que

existe um ρ > 0 tal que

∠(TxS∗∩Ec
x , Txl∗)> ρ,

para todo x ∈ l∗ (∗= t,b). Mas Ec,b→ Ec quando n→ ∞. Então para todo n grande temos

∠(TxS∗∩Ec,n
x ,Txl∗)>

ρ

2
, (5.3)

para todo x ∈ l∗ (novamente ∗= t,b).

Fixe ∗= t,b e um sistema de coordenadas (x,y) = (x∗,y∗) em S∗ tal que

S∗ = [−1,1]× [−1,1] , l∗ = {0}× [−1,1]

com respeito a (x,y).

Denote por Π∗ : S∗→ [−1,1] a projeção

Π
∗ (x,y) = x.

e para ∆ > 0 definimos

S∗,∆ = [−∆,∆]× [−1,1]

Define o campo de linhas Fn em S∗,∆ por:

Fn
x = TxS∗∩Ec,n

x ,x ∈ S∗,∆.

A continuidade de Ec,n e a Equação (5.3) implicam que ∃∆0 > 0 tal que ∀n grande a linha Fn é
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transversal à Π∗.

Figura 5.4: S∗,∆

Agora relembremos que An é um atrator hiperbólico de Xn para todo n. Segue que as órbitas

periódicas de Xn em An são densas em An. Então, como σ ∈Cl (
⋃

n∈NAn), existe uma sequência

de órbitas periódicas On ∈ An acumulando-se em σ . Segue que existe n0 ∈ N tal que

On0 ∩ Int
(

St,∆0
)
6= /0 ou On0 ∩ Int

(
Sb,∆0

)
6= /0.

Visto On0 ⊂ An0 concluímos que

An0 ∩ Int
(

St,∆0
)
6= /0 ou An0 ∩ Int

(
Sb,∆0

)
6= /0.

Denotamos Z = Xn0 , A = An0 , F = Fn0 por simplicidade.

Podemos supor que A∩ Int (St ,∆0) 6= /0. Note que ∂ hSt,∆0 ⊂ ∂ hSt por definição. Então

A∩∂
hSt,∆0 = /0.

Denotamos S = St,∆0 , (x,y) = (xt ,yt), l = lt e Π = Πt por simplicidade. Note que A∩ S é

fechado, logo compacto por pertencer a A e não vazio pelo que vimos acima. Então existe

p ∈ S∩A tal que

dist
(
Π
(
St ∩A

)
,0
)
= dist (Π(p) ,0)> 0 (5.4)

pois p /∈ lt , onde dist denota a distância em [−∆0,∆0].

Agora, p ∈ A e assim W u
Z (p) é uma subvariedade bidimensional bem definida. A condição

de dominância do seccional hiperbólico implica que:

Tz (W u
Z (p)) = Ec

z ,∀z ∈W u
Z (p)

Assim

TZ (W u
Z (p))∩TZS = Ec

Z ∩TZS = FZ
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para todo z ∈W u
Z (p)∩ S. Como a interseção entre W u

Z (p) e S é transversal, e ambos são

bidimensionais, temos que W u
Z (p)∩ S contém uma curva C cujo interior contém p. A última

equação implica que C é tangente a F . Como F é transversal a Π temos que C é transversal a

Π. Concluímos que Π(C) contém um intervalo aberto I ⊂ [−∆0,∆0] com Π(p) ∈ Int (I). Então

existe z0 ∈C tal que

dist (Π(z0) ,0)< dist (Π(p) ,0) .

Note que C⊂ S∩A visto que A é um atrator de Z e assim contém suas variedades instáveis.

Além disso, p ∈ A e C ⊂W u
Z (p). Assim pela minimalidade de p, temos que a desigualdade

(5.4) é uma contradição implicando

dist (Π(S∩A) ,0) = 0.

Como A é fechado a última equação implica

A∩ lt 6= /0

Visto que lt ⊂W s
Z (σ) e A é fechado invariante para Z concluímos que σ ∈ A. No entanto isto

Figura 5.5: Teorema 5.2.1

é impossível visto que A é um atrator hiperbólico. Assim segue o resultado.
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