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RESUMO

Trabalhamos com equacao de Schréodinger unidimensional estacionéria escalar. Usamos o
método das transformacoes de Darboux para estudar Hamiltonianos isospectrais e design
espectral. Aplicamos a teoria da pertubagdao e o método variacional para analisar e
comparar o comportamento do espectro de energia de algumas extensoes racionais do
oscilador. Estudamos os polinomios geradores dos propagadores das extensoes racionais

do oscilador harmonico.

Palavras-chave: Transformacao de Darboux. Mecanica Quantica. Polindomios Excepcionais

de Hermite. Teoria da Pertubacao. Método Variacional. Propagador.



ABSTRACT

We work with scalar stationary one-dimensional Schrodinger equation. We used the
Darboux transformation method to study isospectral Hamiltonians and spectral design.
We applied the perturbation theory and the variational method to analyze and compare
the behavior of the energy spectrum of some rational extensions of the oscillator. We
studied the polynomials that generate the propagators of the rational extensions of the

harmonic oscillator.

Key-words: Darboux Transformation. Quantum Mechanics. Exeptional Hermite Polino-

mials. Perturbation Theory. Variational Methods, Propagator.
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1 INTRODUCAO

O estudo da mecénica quantica remonta o descobrimento dos raios catédicos por
Michael Faraday em 1838, passando pelas contribuig¢oes dos fisicos Gustav Kirchhoff,
Ludwig Boltzmann e, finalmente, chegando em Max Planck. Este tltimo, introduziu a
ideia de que a energia era quantizada. A chamada hipotese quantica de Planck, concebida
no fim do século XIX, foi de extrema importancia para a compreensao dos fenémenos
observados na emissao de energia por corpos negros. Outros fisicos como Albert Einstein,
bem como Gilbert Lewis e Louis de Broglie foram os responsaveis em dar continuidade ao
desenvolvimento desse novo e revolucionario ramo da fisica. Por exemplo, o postulado de
Einstein sobre a luz, ou mais especificamente sobre toda a radiacao electromagnética. Em
palavras, esse postulado declara que toda radiagao eletromagnética pode ser dividida num

numero finito de "quanta de energia', os quais sao localizados como pontos do espago.

Em 1925, os solidos pilares da mecanica quéantica foram estabelecidos pelos fisicos
Werner Heisenberg, Max Born e Erwin Schrodinger. Os aleméaes Heisenberg e Born
desenvolveram a mecanica matricial, enquanto o austriaco Schrodinger formulou a mecanica
de ondas e a equagao de Schrodinger nao relativista (sua principal criagdo). As formulagoes
desses cientistas foram baseadas nas aproximagoes da teoria de de Broglie. Assim nascia
a mecanica quantica moderna. Uma interpretacao mais recente do mundo quantico foi
apresentada por Richard Feynman com suas integrais de caminho em 1948. Nos anos
subsequentes (até a atualidade), o mundo quantico foi (e continua sendo) rigorosamente
estudado e expandido com as importantes contribuigoes feitas pelos mais diversos grupos
de pesquisas em torno do mundo. Atualmente, a fisica quantica é um campo sélido e suas
principais divisoes consistem na mecanica quantica, fisica de matéria condensada e teoria

quantica de campos.

Neste trabalho consideramos o problema espectral para a equacao de Schrodinger
estacionaria unidimensional. As auto-funcoes desse problema sao chamadas de fungoes de
onda estacionarias. Evolu¢ao temporaneo de um estado quantico, definido por meio da
equagao de Schrodinger dependente de tempo, pode ser calculada usando a serie de Fourier
generalizada sobre fungdes de onda estacionarias (seguindo uma linha padrao do método
de separacao das varidveis, equivalente ao da equagao do calor, por exemplo). Outra
forma equivalente de resolugao desse problema de valor inicial (Cauchy) para equagao
de Schrodinger dependente de tempo envolve uma solu¢ao fundamental que chama-se
propagador. Por outro lado, um propagador, definido através de integral funcional de
Feynman [27, 28, 58] sobre trajetérias, pode ser considerado como um objeto principal da
mecanica quantica. O propagador determine uma amplitude de transicao entre estados
quanticos e equacao de Schrodinger para funcao de onda poder ser deduzido comegando

com integral funcional de Feynman.
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Especificamente, trabalhamos com as extensoes racionais do oscilador harmonico
quantico. O oscilador quantico constitui-se em um dos sistemas modelo mais relevante
do "mundo das probabilidades". A caracteristica marcante do oscilador é a simplicidade
do seu potencial (uma pardbola). Dado um potencial arbitrario V(z), no espago de D-
dimensional, o primeiro termo da expansdo de Taylor V(z) — V(0) = (z,0;;V (0)z) + (0z?)
desse potencial, num ponto critico estavel x = 0, representa D osciladores Harmoénicos
sem acoplamento. Sempre é possivel diagonalizar a matriz simétrica e constante 9;;V/(0).
Na auséncia de acoplamento podemos considerar D = 1, sem perda de generalidade.
Levando em consideragao que o oscilador harmoénico ¢ um dos modelos da mecanica
quantica que admite solucoes analiticas exatas podemos usar esse modelo como um
ponto inicial para teoria de perturbacio. E comum considerar os préximos termos de
expansao de Taylor como uma interagao (perturbagao). Porém, frequentemente o método
de aproximagoes de Padé, ou seja, uma substituicao de somas parciais de serie de Taylor
pelas fungoes racionais, permite uma representacao de potencial mais eficiente. A classe
de potencias correspondentes V(z) = 2?2 + Q,,(x)/P,,(z) chama-se as extensdes racionais.
Existe um subconjunto especifico em relagao as propriedades analiticas no plano complexo
x — z € C entre todas as extensoes racionais. Um Hamiltoniano (operador diferencial
linear) —92+ V (x) chama-se livre de monodromia se a continuacio analitica ¢(z, E) de um
solugdo ¥ (x, E') é fun¢ao univalente no plano complexo, ou seja solugdes nao tem pontos
de ramificacdo para z € C. Oblomkov [64], trabalhando com operadores unidimensionais
livre de monodromia (com potenciais racionais crescendo quadraticamente), prova que
tais operadores podem ser obtidos a partir de —9? + 2%, por meio de um numero finito
de transformacoes de Darboux. Nessa dissertacao vamos estudar extensoes racionais de

oscilador harmonico livre de monodromia.

As transformagoes de Darboux sao tteis no estudo de supersimetrias entre dois,
ou mais sistemas quanticos. Em [5], Bagrov e Samsonov apresentam a transformagao
de Darboux como um caso particular das transformagoes de ordem N. Eles também
mostram que os operadores dessa transformacgao sempre podem ser decompostos em um
produto de N operadores de Darboux de primeira ordem. Em [68], Oeftiger, lidando
com a mecénica quintica supersimétrica (MQ SUSY) nao-relativistica unidimensional,
discute sobre o formalismo da transformacao de Darboux e traz algumas aplicagoes
(oscilador harmonico, potencial do pogo quadrado infinito e do pogo delta). A SUSY surgiu
dentro da teoria de campos quanticos com o objetivo de relacionar férmions e bdsons
(32, 61, 62, 68, 77, 87, 88, 89].

Na auséncia de monodromia, o problema de autovalor das extensoes racionais
de um oscilador admite solu¢des polinomiais onde surge uma nova classe de polinémios
ortogonais. Os polindmios excepcionais de Hermite ou polindmios X-Hermite constituem
um conjunto ortogonal completo. Por nao conter os polinémios de todos os graus, os

elementos desse conjunto sao ditos excepcionais. O estudo dos polinémios X-Hermite ¢ um
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assunto recente mas ja existe uma vasta literatura sobre o tema [20, 22, 31, 34, 35, 36, 39,
44, 53, 67, 76, 70, 73]. Analogamente a relacao dos polinémios de Hermite com o oscilador
quantico, tem-se a relacao dos polindomios excepcionais de Hermite com extensoes racionais
desse oscilador. Para calcular os polinémios X-Hermite usamos o conceito de wronskiano
aplicado a uma sequéncia de polinomios da classe Hermite. As sequéncias que trabalhamos
sao estritamente crescente de inteiros nao-negativos de comprimento 2M, chamadas de
sequéncias de Krein—Adler. Cada sequéncia de Krein—Adler determina um parti¢ao dupla.
Por sua vez, as parti¢oes estao associadas a seus respectivos diagramas de Young. Nessa
teoria, os diagramas de Young sao usados para analisar, além de outras caracteristicas, o
determinante wronskiano dos polindmios de Hermite e suas raizes [11, 25, 34, 53]. Relagoes
de recorréncia para polinémios excepcionais de Hermite sao apresentadas nos artigos
(11, 12, 25, 34, 35, 53].

Modelos exatamente soltiveis por polindmios sao de extrema importancia no estudo
da mecanica quantica. Um sistema quantico é dito exatamente soltivel por polinémios
quando existem duas fungdes e um polindmio de grau k, o polinémio depende de uma das
funcgoes, tal que o k-ésimo auto-estado desse sistema é o produto de um das fungoes (a
qual o polinémio niao depende) pelo polindémio. Em [35], os autores mostram que cada
extensao racional do oscilador harmonico quantico exatamente solivel por polinémios é
livre de monodromias. No artigo [33] é considerado o problema do oscilador quantico com
frequéncia quadrada (regular+aleatéria) sujeita a forcas externas em uma estrutura de
representagao de fungdes de onda por processos aleatérios com valores complexos. Em [56]
¢é proposto uma nova abordagem para problemas de solubilidade quase-exatas da mecanica
quantica. Os autores também mostram que a equacao de Schrodinger, quase-exatamente
soliuvel, pode ser obtida completamente da equacao integral de Gaudin no sentido de

separacao parcial das variaveis.

Machnikowski em [55] apresenta varios métodos para resolver problemas exatamente
soltveis da mecanica quantica. Essa tese possui duas partes, a primeira apresenta os
métodos usados desde o surgimento desse campo na mecanica quantica, o segundo dedica-se
a apresentar os novos métodos, os quais lidam com modelos quase-exatamente soltuveis.
Ferndndez em [26] considera modelos da mecénica quantica exatamente soliveis como
fungoes de energia potencial que exibem dependéncia exponencial das coordenadas. Em [8],
os autores examinam o hamiltoniano nao-hermitiano H = p?+2(ix)¢ para o limite € — oo
e mostram que, nesse limite, a teoria torna-se exatamente soltvel. Além disso, provam
que a generalizagdo desse hamiltoniano, dada por H = p* + 2*M (iz)¢, também torna-se
exatamente solivel para e grande. Finalmente, Sasaki em [80], faz uma revisao ampla
sobre a mecanica quéantica exatamente soltivel. Seu foco esta nas recentes descobertas dos

polindmios ortogonais multi-indexados.

O presente trabalho esta dividido em sete capitulos, sendo o primeiro a introdugao.
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O segundo capitulo é dedicado a alguns contetidos basicos, mas fundamentais para o
desenvolvimento do trabalho. Especificamente, expomos o conceito de operadores dife-
renciais, o problema de Sturm-Liouville, a equacao de Schrodinger e os polindmios de
Hermite. No terceiro capitulo, aplicamos dois métodos distintos para resolver o problema
do oscilador quantico. Primeiro, usamos o método algébrico (por operadores escadas), em
seguida, aplicamos o método analitico (com polinémios de Hermite). As transformagoes de
Darboux de primeira, segunda e N-ésima ordens sao apresentadas no quarto capitulo. Para
a transformacgdo de Darboux de 1* ordem, nés mostramos seu efeito (deformagao) sobre o
espectro do oscilador. O conceito de propagador é apresentado no quinto capitulo, onde
sao obtidas as extensoes racionais do oscilado com parametros fisicos. Nossas principais
contribuigoes sdo dadas nos dois tltimos capitulos. No sexto capitulo, aplicamos a teoria
da pertubacdo e o método variacional para analisar e comparar o comportamento do
espectro de energia de algumas extensoes racionais do oscilador. Finalmente, no sétimo

capitulo apresentamos um lema sobre os graus dos polinémios de conexao nao-linear.
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2 PRELIMINARES

2.1 OPERADORES DIFERENCTAIS

A interpretagdo dos fendmenos da mecénica quantica esta intimamente relacionado
com a compreensao do conceito de operador diferencial, uma vez que eles sao os entes
matematicos que representam tais fendomenos. Sendo assim, faz-se necessario uma breve

apresentacao dos mesmos.

Na matematica, um operador diferencial é definido como uma fun¢do do operador
de diferenciacao 0 e da variavel em relacao a qual realiza-se tal diferenciacao. Aqui, vamos

representar o operador diferencial de ordem n, na variavel x, da seguinte forma
P(z,0) = ao(x) + a1(2)0y + az(x)0? + ... + an(x)07, (2.1)

onde 07 denota a n-ésima derivada em relacdo a = e os coeficientes a;(x) sao fungdes

suaveis em .

O operador diferencial ]5(:1:, 0) age do espago das fungoes F para o espaco das

funcoes F da seguinte forma

P(z,0): F — F

P(z,0)[f] = aof + a10,f + a202f + ...+ a, 0" f = f (22)

onde f € Fe f e F. Os espacos das funcoes sdo também conhecidos como espacos dos
funcionais lineares. Nesse trabalho, vamos usar o espaco das fungoes quadrado integraveis

e duas vezes diferenciaveis, ou simplesmente, o espaco de Hilbert, denotado por H.

Note que, P(x,0) é uma transformacao linear, isto é, ele cumpre as seguintes

relagoes de soma e produto por "escalar'

onde f,g € H e a é uma funcao escalar.

Sejam P(x, d) e Q(m, 0) operadores diferenciais de ordem n e m, respectivamente.
O produto PQ ¢ definido como o operador que gera 0 mesmo resultado obtido ao aplicar o
operador Q seguido pelo operador P. Sendo assim, a aplicacao ]5@ consiste na composicao
de transformacoes lineares, isto é, PQ[f] = P(Q[f]). O produto de dois operadores
diferenciais sempre existe e é um operador diferencial. Se os coeficientes de ]3(1:, 0) e
Q(z,d) sdo constantes entdo P(9)Q(9) = Q(0)P(d). Mas, se tais coeficientes dependem
da variavel z entdo P(z,d)Q(x,d) # Q(x,d)P(x,d). Esse fato é verdadeiro porque z e 9
nao comutam, uma vez que xd # 1 + x0 = dx. Isso nos garante varias possibilidades de

escrever o produto de operadores por meio de x e @. Como ilustracdo podemos considerar
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P(z,0) = ap(x) + a1(2)0y e Q(z,0) = by(x) + by (x),, assim
PQ = (CL() + (llam) (b() + blax)

= aobg + aoblax + &1b08x + alb'o + albléﬁ + alb’lé?x
= aobo + (1166 + (ngl + CL1b0 + alb’l)ax + alblﬁﬁ .
Note que, 0, b; = b, + b; 0,,, onde o prima denota a derivada total em relacao a z.

Ao trabalhar com operadores faz-se necessario estabelecer o conceito de operador
adjunto. Assim, sejam V e W espagos vetoriais munidos de produto interno. Dados os

operadores T e S, agindo como segue
T:V—W e S:W—YV,
dizemos que S é o operador adjunto de 7', se ele cumpre a condicao
(Tv,w) = (v,Sw), Yve Ve Ywe W.

Denotamos S = TF. Quando S = T dizemos que T' é auto-adjunto. Portanto, o operador

adjunto de ﬁ’, denotado por ]3+, deve cumprir a condicao
(Pf.f) = (f.P*]),

onde o produto interno utilizado é definido no espaco das fungoes quadrado integraveis em
um dominio aberto D, L?*(D), definido por

(f.9) = [ fda. (2.3)

com as fungoes f e g pertencendo a L?*(D) e f* denotando o complexo conjugado de f.

A seguir apresentamos trés dos mais comuns e importantes operadores diferenciais
na matematica e fisica.
Exemplo 1: Operador Del (ou Nabla)

n
V = Z €; arl
i=1
onde €; = (0,...,0,1,0,...,0) é o n-ésimo vetor da base canénica do espago euclidiano.

Exemplo 2: Operador de Laplace (ou Laplaciano)

n

A=>0,

=1

onde A = V2.
Exemplo 3: Operador de Homogeneidade (ou Teta)

=1



16

o auto-espaco desse operador é o espago dos polindomios homogéneos.

Um pouco de Algebra Avancada. Na matemadtica, a dlgebra de Weyl é um anel
de operadores diferenciais com coeficientes polinomiais. Hermann Weyl introduziu essa
algebra para o estudo da incerteza de Heisenberg na mecanica quantica. Explicitamente,
seja P a abreviacao para o anel (P, ®,®). Denotamos o anel de operadores diferenciais
polinomiais sobre P nas varidveis x e 9, por (Plx,0,],®,®) ou apenas Px,d,]. Os
elementos de P|x, 0, sao dados pela equagao (2.1). Dessa forma, x e 0, geram a chamada
primeira algebra de Weyl. Existe uma familia infinita de algebras de Weyl e a n-ésima,
Plx1, ..., Tn, Opyy -, On, |, € gerada por xq, ..., Ty, Opy s ..., Oz, . Considerando o ideal I, gerado
pelo elemento 0, x — x 0, — 1, podemos definir o anel quociente da primeira algebra de
Weyl

Ple,d,)
7
chamado anel dos operadores diferenciais polinomiais nao-comutativo. Cada um de
seus elementos podem ser escrito de forma tinica como uma combinacao P -linear dos
monomios z* 8. mod I. Analogamente, considerando o ideal I, gerado pelos elementos
Op; 5 — X0z, — 05, 0p,Op; — O3, 0n;, wixy — 2524,V 0 < 4,7 < n, podemos definir o anel

quociente da n-ésima algebra de Weyl

Plx1, ..y Tny Oy s ovy O, |
] Y

chamado anel dos operadores diferenciais polinomiais multivariantes nao-comutativo. Cada
um de seus elementos podem ser escrito de forma tinica como uma combinacao P -linear

dos mondmios x§"... 5204 .0 mod I.
1 Tn

2.2 PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE

Um operador diferencial muito especial é o operador de Sturm-Liouville que trata-

remos agora.

No estudo das equagoes diferenciais é bem conhecida a equagao diferencial linear
de segunda ordem (ver [2],[82], [84],[90])

= [p@)y (@) + q(@)y(z) = Aw(2)y(z),  z€[ab], (2.4)

onde as fungdes ¢ e w > 0 sdo continuas em [a,b] e p € C'[a,b], ou seja, p é diferencidvel
com derivada continua no intervalo [a,b]. Aqui a fun¢do w é chamada de fungao peso e o
prima denota a derivada com relacdo a . O problema espectral (2.4) juntamente com

condigoes de fronteiras (com derivada e ponto) é chamado de Problema de Sturm-Liouville

(S-L).
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Na literatura, chamamos de Problema de S-L Regular o problema formado pela

equagao (2.4) juntamente com as condigoes de contorno

o +a3 #0, o, €R
ﬂ%—i_ﬂ% 7&07 Blaﬁ2 € R.

ay(a) + gy’ (a)

(2.5)
Biy(b) + Bay' (b)

=0,
= 07
Essa nomenclatura é uma homenagem aos franceses contemporaneos do século XIX,

Jacques Charles Frangois Sturm e Joseph Liouville.

Podemos obter o problema de autovalor de S-L a partir da equagdo (2.4), para isso,

definimos o operador de Sturm-Liouville

L= —j} <ch [p CZB] +q> . (2.6)

Dessa forma, reescrevemos a equagao (2.4) na forma mais curta, ou seja, na seguinte
equacao de autovalor

Ly=MAy. (2.7)

Da Algebra Linear, é bem conhecido que A é um autovalor do operador £ se o problema
de S-L admitir solu¢do nao-trivial, y # 0, duas vezes diferencidveis em [a,b]. Nessas

condigOes, diremos que y é uma autofuncao de £ associada a A. Note que, y # 0 sempre
que det (L —X1)=0.

O problema de autovalor de S-Li é especialmente ttil no estudo das solugoes de
equagoes diferenciais parciais tais como equacao do calor, equacao de onda, equacao de
Laplace, etc, uma vez que essas EDP’s podem ser reduzidas a equacao de S-L por meio do
método da separagao de varidveis. Nesse caso, o parametro espectral A é a constante de

separacao do método.

O espago das autofuncgoes do problema de S-L é o espaco das fungoes quadrado
integraveis duas vezes diferencidveis no intervalo (a, b), representamos por (L2, (a,b)) U

C?(a,b), o seu produto interno leva em conta a fungio peso e ¢ definido da seguinte forma

b
(Y1, 42) = /a Yi o wdz, (2.8)

onde as fungdes y; e ys sao solugdes do problema de S-L, w é a fungdo peso da Eq.(2.4) e

y* denota o complexo conjugado de y.

Abaixo, resumimos em um Unico teorema, algumas das principais propriedades do

operador L, dos seus autovalores e das suas autofuncgoes.

Teorema 2.2.1 O problema de S-L, tal qual apresentado acima, tem as sequintes propri-

edades:

1. L € auto-adjunto;
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2. todos os autovalores X sao reais de multiplicidade um;
3. autofungoes associadas a autovalores distintos sao ortonormais em relacao a w;

4. As autofungoes normalizadas formam uma base ortonormal do espago de Hilbert;

A prova da maioria dessas propriedade podem ser encontradas em [2, 82, 84, 90]. Por

autofungoes normalizadas queremos dizer

b b
lollze = [ yryode = [ JyPude =1, (2:9)

onde || - ||z, denota a norma do espago de Hilbert.

O estudo do problema de S-L foi muito importante para o desenvolvimento da
matematica, em especial, para a Analise Funcional. Ressaltamos que existem vérios outros
resultados muito importantes da Teoria de S-L. mas a discussao dos mesmos, foge ao
objetivo do presente trabalho. Para ver tais resultados, basta consultar as referencias

mencionadas no texto acima.

2.3 EQUACAO DE SCHRODINGER

No estudo da mecéanica quantica hd um operador diferencial analogo ao operador
de Sturm-Liouville, obtido da equacgao de Schrodinger. Tal operador e equagao sao os

objetos de estudo da presente secao.

Os estados fisicos dos sistemas quanticos sao descritos pelas fungoes de onda ou
fungoes de estado V(t,z) : (a,b) x R — C. A descrigdo quantica é probabilistica, ou
seja, o quadrado do modulo da fungdo de onda |¥(t,x)|> = p(z,t) determina a densidade

de probabilidade de observar a "particula' na posicdo x no instante t.

A equacao fundamental da mecénica quéantica nao-relativistica que descreve a

funcao de onda foi descoberta pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger e ela declara que
ihd, U (z,t) = HU(x, 1) (2.10)

onde 7 ¢ a unidade imagindaria, hA ¢ a constante de Planck reduzida, t ¢ o tempo, x ¢é
a coordenada do espaco e Heé¢o operador Hamiltoniano. Chamamos essa equacgao de
equacao de Schrodinger dependente do tempo. A partir dela, podemos obter o seguinte
operador diferencial

L = H — ihd, (2.11)

chamado operador de Schrodinger dependente do tempo. O Hamiltoniano quantico Hé
definido da seguinte maneira
N h2
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no qual, A é o operador de Laplaciano (Exemplo 2) e V(Z,t) é o potencial do sistema
quantico. Alternativamente, podemos escrever o operador diferencial H em fungao do

operador momento p, na forma

Fria A p A
H = — +V(z,t). 2.13
(0.0) = 2+ V(a.0) (2.13)
Relembre que o operador momento ¢é definido como p := —ihV, onde V é o operador Del

(Exemplo 1). O Hamiltoniano cumpre as condigdes de linearidades, ou seja, ele é um
operador linear. Na mecanica quantica é comum usar apenas o Hamiltoniano Hermitiano,
isto é, o Hamiltoniano auto-adjunto (]:I — A *). O presente trabalho sege essa mesma
diregdo e, além disso, usa apenas potenciais independentes do tempo, ou seja, V (),

chamados potenciais estacionarios.

Vamos analisar a equacgao de Schréodinger dependente do tempo mais simples, caso
unidimensional com potencial estacionario. Sobe essas condigoes a equagao (2.10) tem a
forma

ihOyW (z,t) = HoW(x,t), x € (a,b) € R, (2.14)

onde Hy = —(h?/2m) 0%+ V,(x) é o Hamiltoniano inicial com potencial estaciondrio inicial.
Dizemos que essa equagao descreve uma particula quantica que se move no intervalo (a, b)

com energia potencial V().

A equacgao (2.14) é uma equagao diferencial parcial e, portanto, podemos tentar
resolvé-la utilizando o método das varidveis separaveis. Para isso, vamos definir a funcao

de estado ¥(z,t) da seguinte forma

W, t) = y(x)e(t). (2.15)

Substituindo essa igualdade na Eq.(2.14), obtemos

iR, [ (x) ()] = [—;jnai + VO(SU)] [(z)(t)]

Expandindo ambos os membros dessa equagao e em seguida dividindo-os por ¢ (x)p(t),

encontramos
ihodp(t) R dP(a)

o(t) dt C2my(z) da?

Observe que, essa igualdade s6 faz sentido se ambos os lados forem uma constante pois,

+ Vo(z).

claramente, o primeiro membro depende apenas de t e o segundo membro depende apenas
de z. Sendo assim, vamos chamar tal constante de E. Dessa forma, o primeiro membro

produz

ou melhor,
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Essa é uma equacao diferencial ordinaria simples, para resolvé-la, sem o rigor matematico,
basta multiplica-la por dt e integra-la em relacao a variavel t. Fazendo isso e simplificando,
obtemos
_iE
p(t) = poe ", (2.16)
na qual ¢y é uma constante arbitraria ou dependente das condigbes iniciais do problema
(condigoes de contorno). Ja o segundo membro gera
R: d?y(x) R? d*)(x)
2map(z)  dx? 2m  dx?

V() = E V(@) = Eu(a),

ou simplesmente,

Hb(x) = By(a). (2.17)
Esse é, portanto, uma problema de autovalor. Chamamos (2.17) de equagao de Schrodinger
independente do tempo (nesse trabalho, vamos chamé-la simplesmente de equacio de
Schrédinger). Da equagao de Schrodinger faz sentido chamarmos a fungao de onda 1 de
autofuncao de Hy associada ao autovalor F. A equagao(2.17) admite um conjunto infinito
de autofungoes, ¥, (x), e cada uma delas esta associada a um autovalor correspondente E,
(n=0,1,2,...). O conjunto dos autovalores forma o espectro do sistema fisico. Na mecénica
quantica o espectro pode ser continuo ou discreto. Para simplificar nossa apresentacao,
vamos considerar apenas o caso do espectro discreto (uma vez que o espectro do oscilador

harménico quéntico é discreto).

A possibilidade de obter energias discretas explica varios fenomenos experimentais.
Alguns exemplos sao o conjunto de linhas espectrais caracteristico de cada elemento
quimico (os dtomos de cada elemento absorvem e emitem luz em comprimentos de onda
especificos), cordas vibrantes , micro-ondas em uma cavidade de metal , ondas sonoras em
uma estrela pulsante e ressonancias na fisica de particulas de alta energia. Os operadores
momento e posi¢do, bem como a combinagao deles (oscilador, por exemplo) também
possuem espectro discreto. O dtomo de hidrogénico é um caso especial porque seu espectro
¢é divido em duas parte, a discreta e a continua, a parte continua corresponda a sua energia

de ionizagao.

Uma propriedade muito importante sobre as solugoes da equacao de Schrodinger é
seguinte. As fungdes de estado formam um conjunto ortonormal, isto é, elas satisfazem a

seguinte relacao de ortonormalidade

(n(@), @) = [ 0@ )balw)dz = (2.18)

onde d,,, é o delta de Kroneker. Nas proximas secoes discutiremos mais algumas das
caracteristicas dessas solugoes e das constantes E,, (niveis de energia). Mas agora, dos
resultados obtidos podemos reescrever a FEq.(2.15) como a seguinte combinagao linear

o

U(z,t) = cuthn() e~ Pt (2.19)

n=0
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Um problema de valor inicial interessante envolvendo a Eq.(2.10) é o problema de Cauchy.

Esse problema consiste em encontrar a funcao de onda ¥(x,t) com a condi¢ao inicial

U(x,0) = Uy(x), ou seja,

oo

Uo(z) =D cpibn(x). (2.20)

n=0

Note que, a constante ¢, pode ser encontrada fazendo

/ O:o Do ()W () d = icn /_ O:O Do (@)U (2)dT = B (2.21)

Logo, o pacote de onda dado pela Eq.(2.19) pode ser reescrito na forma

o)

W t) = 3 ([ dnl)Vo(y)dy ) dmlw)e 5,

m=0

ou ainda,

wet) = [ (32 v m@)e ) walo)as 222

O termo entre parenteses dessa equagao é conhecido como o propagador K(z,y;t) da

equacao de Schrodinger dependente do tempo, ele cumpre
(thoy — Ho)K (z,y;t) =0, K(z,y;0) =d(z —y), (2.23)

onde 0(x — y) é a fungao delta de Dirac. O propagador K(x,y;t), também chamado de
funcao de Green, é uma funcao que fornece a amplitude de probabilidade de uma particula

deslocar-se de um ponto & outro do espaco em um dado intervalo de tempo.

Obter o propagador é o objeto principal dessa teoria. Ele pode ser calculado
usando as integrais de caminho de Feynman. O método das integrais de caminho foi
introduzido por Feynman em seu artigo de 1948 [27]. Seu livro [28] (edigao recente),
produzido juntamente com Hibbs, também apresenta essa nova abordagem da mecanica

quanticas. Feynman postula a seguinte relagao

K(z,y;t) = A(t) /_O:O x /_O:O exp l; ?_ijk[xk(tk)]] dry - - - dry, (2.24)

na qual A(t) é a constante de normalizacao (dependente apenas do tempo) e Sk[zg(tx)] =
J L(xg, Tr, ty)dty, é a acdo classica associada a k-ésima parte da trajetéria x(t). Assim, ele
conclui que cada caminho possivel contribui de maneira igual para a amplitude mas a fase
esta relacionada a acgao classica de cada trajetoria. Formas alternativas para chegar ao
propagador sao apresentadas em [7] (método de Schwinger, método algébrico e método

das integrais de caminho). Propagador é o assunto do Capitulo 5.

2.4 POLINOMIOS DE HERMITE

Na matematica, os polinébmios de Hermite formam uma importante sequéncia de

polinémios ortonormais. Os polinémios de Hermite surgem nas mais variadas areas do
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conhecimento humanos, tais como probabilidade, combinatéria, analise numérica, teoria
dos sistemas, teoria das matrizes aleatérias e na fisica. Embora essa classe de polinomios
leva o nome do matematico francés Charles Hermite, originalmente, eles foram definidos
por Pierre Simon Laplace em 1810 e, posteriormente, estudado com mais detalhe pelo
matematico russo Pafnuty Chebyshev em 1859. As principais contribui¢oes de Hermite
foram dadas em suas publicagoes de 1865 quando ele definiu tais polindmios em multiplas

dimensoes.

Os polinémios de Hermite podem ser padronizados de duas formas diferentes.
Na forma probabilistica e na forma fisica. No presente trabalho vamos usar a forma

probabilistica. Os polinomios de Hermite probabilisticos sao definidos da seguinte forma

Hen(z) = (—1)"eT —e 7, (2.25)

ja os polindomios de Hermite fisicos sao dados por

22 d" 2

H,(z) = (—1)"e da:”eim : (2.26)

Essas defini¢gbes nao sao idénticas mas uma é o reescalonamento da outra, ou seja, essas

definicoes se relacionam pelas equagoes

He,(z) =2"%H, <\j§> e H,(x)=2%He, (\/535) . (2.27)

O n-ésimo polinomio de Hermite tem grau n e o coeficiente do seu monémio dominante
¢é igual a um para a forma probabilistica e igual a dois elevado a n para a forma fisica.
A Tabela 1 ilustra os oito primeiros polinémios de Hermite probabilistico (&4 esquerda) e
fisico (& direita). As fungoes de densidade para a distribuicao de probabilidade normal

padrao desses polindmios sao, respectivamente

e ——e (2.28)

ambos com valor esperado 0 e variancia 1.

Heg(x) =1 Hy(z) =1

Hei(z) =x Hi(x) =2x

Hey(z) = 2% — 1 Hy(x) = 222 — 2

Hesz(z) = 2% — 3z Hj(x) = 2323 — 12

Hey(x) = x* — 62> + 3 Hy(x) = 2%2% — 4822 4 12

Hes(x) = z° — 102° + 15z Hs(x) = 2°x° — 1602° + 120x

Heg(x) = 25 — 1521 4 452° — 15 Heg(x) = 262% — 4802 + 7202% — 120
Heq(x) = 2" — 212° 4+ 1052 — 105z | Hy(x) = 2727 — 13442° 4 33602° — 1680z

Tabela 1 — Os oito primeiros polindmios de Hermite.
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Ambas as padronizagoes dos polinomios de Hermite pertencem ao espago das
fungoes quadrado integraveis, logo, elas cumprem a relagao
oo

(H(z), H(z)) :/ \H (2)2 w(z) dr < oo, (2.29)

—00

onde o produto interno utilizado é o definido na equagao (2.3), incluindo as respectivas
fungoes pesos dos polindémios de Hermite probabilistico e fisico, w(x). Denotamos tal

espago por L*(R, w(z) dz).

Os polinémios de Hermite formam uma base ortogonal completa do espaco de
Hilbert. Uma base ortogonal no espaco de Hilbert é uma familia de elementos em H que

satisfazem as condigoes de ortogonalidade e completude.

Os polinémios de Hermite sao ortogonais com relacao as suas respectivas fungoes

peso, isto é, para a versao probabilistica vale

/_Oo He,(z) Hep,(z) wen () dz = V21w n! G (2.30)

22

onde we,(x) := e~z é a fungao peso dos polinémios de Hermite probabilistico e d,,, é o
delta de Kroneker, enquanto que, para a versao fisica vale
/ Hy () Ho(2) wp(2) dz = /7 27 0l 61 (2.31)

com sua funcéo peso dada por wy(z) == e ™.

Os polinomios de Hermite sdo completos, isto é, eles formam uma familia densa em
H. Assim, dizemos que o fechamento do conjunto formado pelos polindmios de Hermite é

o proprio espago de Hilbert.

Uma base ortogonal completa em H é um sistema ortogonal completo, isso significa
que a fungdo nula é a tnica funcao em H ortogonal a todas as demais funcao do sistema.

Matematicamente, dada a funcao f(z) € H tal que

(f,g) = / fgtde=0 Vg(x)eH, entao  f(z)=0. (2.32)
Uma demonstracao desse fato pode ser dada utilizando a funcao inteira. Nao faremos essa
demonstracao aqui.

A equagao diferencial de Hermite é uma edo de segunda ordem que define um

problema de autovalores. Tal problema é expresso por

(w(a) ¢(2)) = —Aw(z) élx), (2.33)

onde \ é uma constante e o prima denota derivada em relagao a x. Essa equacao possui uma
singularidade irregular no infinito, equivalentemente, a funcao ¢ deve satisfazer condigoes

de contorno em que ela seja um polinémio limitado no infinito. Sob essas condigdes de
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fronteira a equacao diferencial de Hermite tem solug¢ao apenas quando a constante \ é
inteira com A > 0. Nesse caso, dependendo da funcao peso w(z), a solucdo dessa equagao
¢ dada por ¢(z) = Hey(x) ou ¢(x) = Hy(z). Agora, reescrevendo a equagao (2.33) de
forma simplificada, encontramos

!/

—¢" == ¢/ =g,

logo, vemos facilmente que, tal equacao nos fornece um operador diferencial de segunda

ordem chamado operador diferencial de Hermite que definimos por
w/
L=—-0-=0,. (2.34)
w
As autofungoes desse operador, associadas aos seus respectivos autovalores inteiros nao-
negativos A, sao as solugoes da equacao de Hermite, ou seja, sao os polindmios de Hermite.

Os polinomios de Hermite satisfazem importantes relagoes de recorréncia. Nesse

trabalho, destacamos as que acreditamos ser as mais importantes.

Os polindémios de Hermite forma uma sequéncia de Appell, isto é, eles constituem

uma sequéncia que compre com as identidades

Hel (z) =nHe, 1(z), H)(x)=2nH, 1(x). (2.35)

n

Além disso, os polindmios probabilistico e fisico de Hermite satisfazem, respectivamente,

as seguintes relagoes de recorréncia
He,i1(x) =xHe,(r) —nHe,_1(x), H,1(x) =22H,(x) — 2nH,_1(z). (2.36)

Esse é um dos métodos mais eficientes e simples para obter uma sequéncia de polinémios
de Hermite. Note que, das duas igualdades em (2.35) podemos reescrever as duas equagoes

em (2.36) como segue
He,1(x) =xHe,(x) — Hel (),  Hypui(x) =22H,(z) — H,(z), (2.37)

Assim, temos duas formas alternativas para calcular sequéncias de polindmios de Hermite.

Essa classe de polindmios também pode ser dada pelas séries
He,(z) =Y heypa® e Hy(x) =" hypa®, (2.38)
k=0 k=0

cuja os coeficientes he,, i, € h,  obedecem as relacoes de recorréncias

—nhen,l,k k=0 —hn7k+1 k=0
henJrl,k = € hn+1,k =
hen,k_l — nhen_lvk k>0 2hn,k—1 — (k’ + 1)hn,k+1 k> 0,

com hegy =1, he1g =0, hei; =1, hoo =1, hio =0 e h;; = 2. Podemos escrever
também

[n/2] (_1)k nl pn—2k B [n/2] (_1)kz nl (Qx)n—Qk

He"(”’”):,;m e Haz)= K (n—2k)0

(2.39)

k=0
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onde [n/2] é o maior inteiro menor do que ou igual a n/2. Essas tltimas séries sao solugoes

da equacao de Hermite para A = 2n.

As funcgoes geratrizes exponenciais dos polinomios de Hermite sdo definidas pelas
seguintes somas infinitas

TL

2 > "
Ry[t,x] = e ¥/2 = Z He,(x)—, Rylt,z] = ™70 =) Hn(ﬂi)ja (2.40)
! = n!

onde R, e Ry denotam as funcoes geradoras dos polindmios de Hermite probabilistico
e fisico, respectivamente. Vamos fazer a demonstracao dessas igualdades para o caso
probabilistico. O caso fisico pode ser encontrado em livros texto sobre o assunto. Sendo

assim, temos que

) )
ext t/2:6xt6 t%/2

=0 M=

B i ™ i (—1)F %
= m! = 2k k!
ii(_l)k mtm+2k
m=0 k=0 28 klm!

agora, tomando n = m + 2k, obtemos

oo |n/2] 1)kxn 2k tn

e —t2/2
BEEDIRIE e

n=0 k=0
oo [n/2] (_1) n!xn—Qk tn

:Z 2 25kl (n — 2k)! n!

n=0 k=0

o0 tn
=> Hepn(z)—

o n!

a ultima igualdade foi obtida usando a primeira das equagoes em (2.39). A demonstragao

dessa relacao, no sentido oposto, também pode ser facilmente realizada.

Para finalizar sobre polinomios de Hermite, falaremos sobre sua forma generalizada.
Vimos que os polinémios de Hermite probabilisticos sao ortogonais com respeito a distri-
buicao normal, cuja funcdo de densidade tem varidncia 1. Agora, iremos generalizar a
definicao desses polindmios para o caso em que a varidncia é um numero positivo qualquer,

a. Sendo assim, os polindémios de Hermite generalizados (probabilisticos) sao definidos da

Helo)(z) = (3‘) H, (ZE) . (2.41)

Tais polinémios sao ortogonais com respeito a distribuicao de probabilidade normal padrao

seguinte maneira

cuja funcao de densidade é dada por

e 2 (2.42)
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onde o niimero positivo « é a sua varidncia. Analogamente a primeira equagao em (2.38),

temos a seguinte representacao em série para os polinomios de Hermite generalizados

Hel(z Z he,[f‘L x (2.43)

n—k . . ~ .
onde hef }k =« z he,y, para verificar isso, podemos usar a equagao (2.41) e, em seguida,

a primeira equacao em (2.38) da seguinte forma

como queriamos. A func¢do geradora para o polinomio de Hermite generalizado é dada por

- [\/at’ fa] _ gt Z Helo) () (2.44)

com os polindémios Hel®l(z) formando uma sequéncia de Appel. Agora, vamos definir a
composi¢ao dos polinémios de Hermite generalizados, chamada composigdo umbral (ver
[73]). Sejam A, (x) e B,(x) duas sequéncias de Appel de polindmios geradas pelas fungoes

S|z, g] e R[z, g] da seguinte forma

Str.gl = s(0) e =3 AL Rlng) = (o) =3 Bun). ()

com A, = Y}, amka:k e B, =3/, bn,kxk. Os coeficientes a,; e b, dependem da

sequéncia de Appel tomada. A composicao umbral é definida como segue

(A o) B Z Qp, kBk; Z Z Ay kbk,] . (246)

k=0 j=0
Dessa forma, a sequéncia Cy,(x) = (A4, o B)(z) é uma sequéncia de Appel. Sua funcao

geradora, denotada por Q[z,g] = S[z, g] o R[x,y], tem a seguinte forma
N\ 9"
Qlr,3] = s(o)r(e)e™ = Y- Cula) 21 (2.47)
n=0 :

Note que, (A, o B)(x) = (B, o A)(x). Agora, podemos aplicar esses fatos para a sequéncia

de polinomios de Hermite generalizados Hel®l(z)

exp (xz — Of) 0 exp (xz - 6222> = exp <xz - W) : (2.48)

Como um resultado obtemos a seguinte composicao umbral

(He[ ol o He[ﬁ]) Z he[a] Hel'(z) = Heloto (). (2.49)
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3 OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

Na mecénica cléssica, o oscilador harménico é um sistema, mola/massa, que ao

ser deslocado da sua posicao de equilibrio, z° = (29, ..., 22

), experimenta uma forca de
restauracao F' = (F}, ..., F,) proporcional ao deslocamento = = (z1, ..., x,). Esse processo

¢é descrito pela férmula da Lei de Hooke
F=—kx (3.1)

onde k é uma constante positiva, chamada de constante elastica da mola do sistema. Note
que, ao usar a segunda Lei de Newton, F' = m d?z/dt?, podemos reescrever a Eq.(3.1) da

seguinte forma

2 2

C(;;C = —T]:;:E == Cciltf = —wr, (3.2)

na qual w = /k/m é a frequéncia angular do oscilador. Resolvendo essa equacao
encontramos a solugao

z(t) = a sen(wt) + b cos(wt), (3.3)

em que a e b sao constantes. Sabemos que a energia potencial do oscilador harmonico é

elastica, logo, seu valor na posi¢ao x é dado por

2
mw<

5 (3.4)

Um fato importante é que usando expansao de Taylor na vizinhanga de um ponto de

Vi) =

equilibrio estavel, geralmente, pode-se aproximar um potencial qualquer do potencial

harménico dado pela Eq.(3.4).

Sabemos que no formalismo de Hamilton toda informacao sobre o sistema da
mecanica classica estd contida na fun¢ao H(z,p) de coordenada x e momento p, chamada
funcao Hamiltoniana. Tal funcao representa a energia total do sistema, a qual é a soma
das energias cinética e potencial. No caso do oscilador Harmonico classico, o Hamiltoniano

¢ dado por
2

1 mw
Hosc(xap) = %pQ + 9

Nessa funcao, a primeira parcela corresponde a energia cinética do sistema fisico enquanto

x2. (3.5)

que a segunda parcela corresponde a sua energia potencial. Sdo bem conhecidas as formulas
para obter as equacoes do movimento de Hamilton e, no caso do oscilador Harmonico, elas
fornecem

p= —aHa(i’m = —mw’z, = (9Hé;,p) = %, (3.6)

nessa notagao, o ponto acentuado representa a derivada em relagao ao tempo.

A passagem para mecanica quantica é feito através da introduc¢do do Hamiltoniano

do oscilador harmonico quantico

. 1, mw?,
Hosc(xvp) = %pz + sz ) (37)
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onde T e p sdo os operadores posicao e momento, respectivamente. O Hamiltoniano H,.

possui algumas propriedades muito importantes, sao elas:

a) Ele é Hermitiano;
b) Todos os seus autovalores sdo nao-negativos, isto é, £, > 0, Vn;

c¢) Ele possui um espectro discreto.

O oscilador quantico é o oscilador da mecanica quantica correspondente ao oscilador da
mecanica classico. Para resolver o problema do oscilador quantico nés devemos resolver a

equagao de Schrodinger independente do tempo
H,.V(z) = EV(x) x € (a,b). (3.8)

Podemos resolver essa equacao utilizando dois método, um método utiliza os operadores
escada o outro utiliza polindomios de Hermite. Para realizar essas construgoes, utilizamos

o livro texto de David J. Griffiths [40] como uma das nossas principais fontes.

3.1 METODO DOS OPERADORES ESCADA

Vamos resolver o problema dos autovalores e das autofungoes da equagao (3.8)
usando os operadores escadas a e a™. Como vimos no Capitulo 1, o simbolo T denota o

operador adjunto. Definimos a e a* da seguinte forma

_ [ KN b mw
“= 2h <x+mwp>7 “ 2h (x mwp>7 (3.9)

segue que, a ¢ o operador adjunto de at e vice-versa. Por comodidade e sem risco de

confusao nés suprimimos o acento ~ e consideramos o momento definido como p = —ih0d,.

Agora, estamos interessados em encontrar alguma relacao entre H,,. e os operadores

a e a’, sendo assim, vamos multiplicar a por a™ na seguinte ordem

aa” = me [(xQ +

mw 2\ b
o7 p>+mw(m ﬂfp)]

1
(mw)?
o termo (px — xp) é o comutador dos operadores p e x. Lembre-se, o comutador de dois

operadores T e S quaisquer é [T, S] =TS — ST. Uma verificagdo rapida nos mostra que

UL | I ) B
“ = on [<x+(mw)2p>+mw]

[p,z] = —ih. Assim,

isso nos da

ou ainda,
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e, portanto
1
H = hw <aa+ — 2> : (3.10)
Analogamente, podemos ver que
Lo

O operador a é conhecido como operador de abaixamento ou anulagdo e o operador
a®™ é conhecido como operador de levantamento ou criacao. Essas nomenclaturas sao

justificadas pelos seguintes fatos
H(aV)=(FE—-hw)(a¥) e H(a V)= (FE+ hw)(a"¥), (3.12)

sempre que ¥ é uma solucao da equagao de Schrodinger, HV = EWV . Em palavras, se E
é uma autovalor do operador Hamiltoniano H associado a autofun¢ao ¥ entao (E — hw)
e (E + hw) sao autovalores associados, respectivamente, as autofungoes (a ¥) e (a® W¥).
Uma breve verificacao na literatura nos mostra que aplicando poténcias de a e a™ nas

solugoes W, obteremos as seguintes sequéncias

1*) H(a¥) = (E — )V, H(a?¥) = (E — 2hw)¥

2) H(a*0) = (E + hw)¥, H ((a*)?V) = (E + 2hw)T ,

Na verdade, a primeira sequéncia nao continua indefinidamente como os trés pontos finais
sugerem, o que ocorre ¢ que, em um dado momento, ela atinge um estado Vg, com energia

minima Fy, chamado de estado fundamental. Nesse estado, teremos o produto a ¥y = 0.

Aqui, faz-se necessario encontramos um expressao explicita para o auto-estado

fundamental W,. Para isso, basta desenvolver a igualdade a ¥y = 0, da seguinte forma

mw 1
[ Rihend NS I /S
2h (x—i— mwp> 0=0,

lembrando que p = —ihd,, temos

[mw h
ﬁ <.CC + anax> \IJO = O,

separando x e ¥ pelo sinal de igualdade, obtemos

%Vo _ mw

7, n "

integrando ambos os membros dessa igualdade com respeito a x e aplicando a exponencial

e, concluimos que

mw .2

\DO<"L') =Ce " )
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com C = e° onde ¢ é a constante de integracdo. Para determinar a constante C', devemos
recordar que ¥y é uma solucao da equacao de Schrodinger e, portanto, tem norma 1. Ou

seja, [ |¥o|? = 1. Desenvolvendo os célculos, encontramos

mow 1/4
¢ —(ﬂﬂ '

Logo, a solugao fundamental fica

M\ e,
Uy () = (m) o B, (3.13)
Agora, para determinar o nivel de energia fundamental Ej basta aplicar Wy na equacao de

Schrodinger com H dado pela Eq.(3.11), fazendo isso, encontramos
Ey=—. (3.14)

Dessa forma, aplicando sucessivamente o operador de criacao a™ na solu¢ao fundamental,
poderemos determinar qualquer auto-estado desejado com seu respectivo nivel de energia,
ou seja,

Wo(2) = Cala®)"Wola), B = (n+ ;) o, (3.15)

os niveis de energia E,, sdo dados fazendo (Ep 4+ nhw) = (% + n hw) na segunda sequéncia
exibida acima. Devido ao fato da diferenca entre um nivel de energia e o préximo ser

constante e igual hw, dizemos que o espectro do oscilador quantico é equidistante.

3.2 METODO DOS POLINOMIOS DE HERMITE

Para resolver a equacao de Schrodinger independente do tempo por polindomio de

Hemite precisamos das variaveis adimensionais

[\]

E

mw
=4/ K=_—. 1
=220, - (3.16)
Assim, a equagao de Schrodinger
R d*p mw?
- =F
2m dx? + 9 ¢ v v
pode ser reescrita na forma
d*y 9
gz (& — Ky, (3.17)
para isso, usamos
> mw d*p
de?  h der

Pela definicao das variaveis adimensionais, quando = tende ao infinito £ tente ao infinito,
enquanto que K permanece constante. Logo, para & tendendo ao infinito a Eq.(3.17) fica,

aproximadamente
—d%) ~ E2 (3.18)
ez~ )
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essa é uma EDO linear de 2 ordem. Assim, resolvendo (3.18) encontramos a solugao

aproximada de (3.17)
2 2
Y(E) ~ ae™ T + e (3.19)

Note que, quando £ tende ao infinito a solugao 1 (§) também tende ao infinito devido a
segunda parcela com expoente positivo. Dizemos que essa nao é uma solu¢ao normalizavel.
Logo, nesse caso, a solu¢gao nao ¢ uma solugao fisica aceitavel. Para que a solucao seja
normalizavel e, portanto, fisicamente aceitavel devemos tomar § = 0. Assim, as solugoes

fisicas devem tém a forma assintotica
_&
Y(E) = h(e 7, (3.20)
onde h(&) sdo polindémios a determinar. Substituindo essa solu¢ao na Eq.(3.17) e desenvol-

vendo os calculos necessarios, obtemos

d*h dh

— —2—+(K—-1)h=0 3.21
G 25+ K= Dh=0 (3:21)
essa ¢ a equacao de Schrodinger escrita de uma outra forma. Podemos resolver essa EDO

linear de segunda ordem usando série de poténcias. Para isso, definimos
hE) = at'. (3.22)
i=0

Agora, calculando as derivadas termo a termo, de primeira e segunda ordem dessa série,

obtemos, respectivamente

dh & eho= i
g€ ngf ; e ;(l + 1)(i + 2)ai28"

Substituindo esses trés ultimos resultados na equagao (3.21), encontramos
ST+ 1)(i + 2)aipe — 2ia; + (K — 1)a;] € =0,
=0

1=

pela unicidade da expansao em série de poténcias, vemos que
(t+ 1)+ 2)aj o —2ia; + (K —1)a; =0 , Vi

ou melhor,
Qoo = Mw (3.23)
TG+ D(i+2) " '
Pode-se verificar facilmente que essa relagao de recorréncia depende de duas varidveis,
ap € a;, como era de se esperar da expansao de uma EDO de segunda ordem em série
de poténcias. Assim, comecando com ay obtemos os coeficientes de indices pares da
série, enquanto que comecando com a; encontramos os coeficientes de indices impares.

Explicitamente, por um lado, ag determina a fungao par

hp(f) :a0+a2£2+a4§4+- Ty
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por outro, a; determina a fungdo impar
hi(§) = a€ + as€® 4+ a5 + - - -.

Somando ambas as fung¢oes formamos a solucdo completa

h(§) = hp(&) + hi(§), (3.24)

veremos mais detalhes sobre essa expressao a frente.

Agora, note que a formula de recorréncia (3.23) pode ser reescrita como

2 3+ K
a; — 7 ; a;
i+1" (i4+1)(i+2)

Ait2 =

logo, para valores grandes de 7, essa formula aproxima-se de

2

A;yo = —Q;
7

que tem solugao [40]
A

(i/2)!"

Desses resultados podemos reescrever a expansao em série de poténcias de h(§), equagao

reC.

a; ~

(3.22), da seguinte forma
A
h(¢) ~ :
=L

mas para valores muito grandes de ¢ podemos tomar indices na forma 27, assim

é—i

2
Essa é, por sua vez, a expansao em série de poténcia da funcdo exponencial A 652, ou seja
hE) ~ A e

Substituindo essa expressao na Eq. (3.20), temos

2

B(E) ~NeT . (3.25)

Note que, essa nao é uma solucao normalizavel pois ela tende ao infinito quando a variavel
¢ tende ao infinito, ou seja, essa solugao nao ¢é fisicamente aceitavel. Para contornar esse

problemas devemos assumir as seguintes hipé6teses [40]:

1) A série (3.22) deve ser finita;

2) Deve ocorrer um ¢ mais alto (i = n) tal que a férmula (3.23) seja zero, ou seja,

apo = 0. Além disso, deve-se assumir a; = 0 se n é par e ag = 0 se n é impar;

3) Os valores de K devem ser K =2n+1, n=0,1,2,....
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Perceba que, primeiro, o item 2) trunca a série hp ou a série h; a depender dela comegar
ou com ag # 0 e a; = 0 ou comegar com a; # 0 e ag = 0, respectivamente. Segundo, o

item 3) representa a quantizacao de energia pois da definicdo de K na Eq.(3.16), temos

n

hw

=2n+1,

ou melhor,

1
Ef:@+2)mu n=0,1,2,... (3.26)

Por fim, para os valores permitidos de K dados no item 3), a férmula de recorréncia (3.23),

fica
—2(n —1)

a.; -~ @@ 7
(i +2)
A partir das trés hipoteses acima e das suas observagoes, podemos ver sem muita

a; . (3.27)

dificuldade que o polinémio (3.24) é apenas a parcela par, quando n é par e apenas a
parcela impar, quando n ¢ impar. Para facilitar o reconhecimento, denotamos o polinomio
h(¢) em (3.24) por h,(§). O polindémio h,(£) tem grau n. As parcelas pares e impares de
hn(€), na forma em que foram definidas, combinadas com os coeficientes determinados
pela equagao (3.27), nos fornecem o n-ésimo polinémio de Hermite fisico, H,(§). Esse
polinémio de Hermite pode nao esta na sua forma padrao, para escrevé-lo na forma padrao
devemos escolhendo os fatores ag e a; de modo que o coeficiente da maior poténcia de &
seja 2". Dos resultados obtidos até agora, podemos rescrever a n-ésima fungao de onda do

oscilador em termo do n-ésimo polinémio de Hermite fisico

Vn(§) = Can(§)€_£2/2a

onde C,, é a constante de normalizacao. Vamos determina-la. Para isso, fazemos
+oo +oo
| aePde =2 [ HAQe dg = 1.

Usando a seguinte propriedade dos polinémios de Hermite fisico para & = \/mw/h

_fmh%@ﬂﬂxaeﬁim:q/222"m5m“

na qual 9, é o delta de Kroneker, encontramos o valor da constante de normalizagao

o mw\ /4 1
”_(nh> Vonp!

Dessa forma, o n-ésimo auto-estado normalizado do oscilador harmonico quantico, associado

a energia F,, é¢ dada por

mw\1/4 1 ey 1
w0 = (T5) J0e O com b= (neg)he @29

Essas solugoes também podem ser escritas em termo dos polinémios de Hermite pirobalis-
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tico, usando a constante de reescalonamento apresentada no Capitulo 2.

A Figura 1 representa os oito primeiros estados do oscilador quantico. Na Figura
1(a), temos ilustrado o potencial (pardbola) e os niveis de energia (retas horizontais
paralelas) associados as respectivas fung¢oes de onda (curvas coloridas). A Figura 1(b)
representa as formas das densidades de probabilidades das autofungoes do oscilador
P,(X)=|¥,(X)|? (regides coloridas sob as curvas) juntamente com o potencial e os niveis
de energia. Atente ao fato de que o espectro é equidistante, isto é, a diferenga entre um
nivel de energia e o préximo é constante e igual a hw. Veja também que o nivel de energia
do estado fundamental é fiw /2. Diferentemente da abordagem cléssica, podemos observar
que a probabilidade de encontrar a particula fora da acdo do campo potencial é diferente

de zero. Fendémeno conhecido como tunelamento quantico. Esse é o principal modelo

(A%
()
A

o

()

W)

B ww
ho N T
1 (x) Sl _Ey > 7/ Py(x)
X ho2 X

Figura 1 — Fungdes de onda do oscilador quantico (a) e suas probabilidades (b).
Fonte: [3] e [29].

presente na mecanica quantica e teoria quantica de campos, ou seja, qualquer campo
quantico livre pode ser descrito como um conjunto infinito de osciladores. Nos proximos
capitulos vamos aplicar deformagoes especiais desse modelo através de transformagao da

Darboux.
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4 TRANSFORMACAO DE DARBOUX

Transformagdes de Darboux também conhecidas como transformagoes de Supersi-
metria (SUSY) e formulas de Crum-Krein sdo usadas para obter potenciais exatamente
soliveis da equagao de Schrodinger unidimensional. Para essa discussao, usaremos prin-
cipalmente os artigos [5, 14, 15, 35, 45, 61, 63, 64, 68, 71, 75, 79, 86], dentre os quais se
destacam [5, 64] e a tese de bacharelado [68].

No artigo [5], Bagrov e Samsonov introduz o operador da transformagao de Darboux
de N-ésima ordem como um caso particular dos operadores de transformagao geral. Eles
mostram que esses operadores sempre podem ser representados como um produto de
N operadores da transformacao de Darboux de primeira ordem. Além de investigar
o relacionamento entre essas transformagoes e o método de fatorizagao [48, 49]. Eles
também introduzem os operadores de Superchages e mostram que esses operadores e
o super-hamiltoniano formam uma superalgebra de ordem N. Um potencial elementar
N-paramétrico que tem exatamente N niveis do espectro discreto predeterminado também

é construido.

Oblomkov [64] considera os operadores unidimensionais livre de monodromia com
potenciais racionais que crescem quadraticamente. Ele mostra que todos esses operadores
podem ser obtidos do operador —d2 + 2 por finitas transformagoes racionais de Darboux,
além de encontrar uma expressao explicita para os correspondentes potenciais em termo dos
polindmios de Hermite. Monodromia no caso das EDQO’s lineares. Quando procuramos as
solugoes das EDQ’s lineares, em séries de poténcias, faz sentido considerar a variavel x como
uma variavel complexa e ver o que acontece quando z passa em torno das singularidades
dos coeficientes da EDO, no plano complexo. Chamamos esse processo de monodromia
quando a solu¢ao muda depois dele, devido a mudanca de ramo da funcao multivalente.
Se a solucao é univalente, no plano complexo, dizemos que a monodromia é trivial ou a

EDO é livre de monodromia.

Na tese de bacharel [68], Oeftiger lida com a mecénica quintica supersimétrica
nao-relativista em uma dimensao, onde ele discute sobre o formalismo da supersimetria
juntamente com algumas aplica¢oes tais como potencial de pogo quadrado infinito e do

poco delta, além do oscilador Harmonico.

Os artigos [32, 61, 62, 68, 77, 87, 88, 89] abordam um pouco sobre o surgimento
da supersimetria na mecanica quantica. Segundo eles, a SUSY surgiu dentro da teoria
de campos quéanticos com o objetivo de relacionar os férmions e bdsons. Nesse ambiente
matematico, apesar de férmions e bdsons serem aparentemente muito diferentes, eles
constituem superparceiros e podem ser tratadas em pé de igualdade [61]. De acordo com
Oeftiger [68], as transformagoes supersimétricas alteram os graus de liberdade bosénicos

(spin inteiro) em fermi6nicos (spin meio inteiro) e vice-versa. Além disso, as transformagoes
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SUSY sao realizadas por um operador supersimétrico Q [68]
Q|bdson) o |férmion)y e  Q|férmion) o |béson) .

Sendo assim, a supersimetria é uma importante ferramenta na descricdo da natureza e

compreensao dos sistemas fisicos quanticos.

4.1 TRANSFORMACAO DE DARBOUX DE PRIMEIRA ORDEM

A transformacao de Darboux de primeira ordem teve origem na segunda metade
do século XIX, quando o matematico francés Gaston Darboux estudava o problema de

autovalores da equagao de Schrodinger estacionaria unidimensional [43]
HO¢<$7E):E¢(3:7E)7 HOZ_ag%—i_Vb(x)? T e [aab]a (41)

onde Vp(z) é uma funcao razoavelmente suave e o intervalo [a, b] pode ser infinito. Seguindo

[5, 17], introduzimos a seguinte definigao geral

Definicao 4.1.1 Um operador diferencial linear Ly de N-ésima ordem agindo de Ty em
T, ¢ chamado de operador da transformacao de Darboux de ordem N se ele é invertivel e

cumpre as sequintes condigcoes:

1) Ly e Ly sdo continuos;
2) as sequintes igualdades sao validas:

Ly Hy=Hy Ly (4.2)
Hy = —9>+ Vy(z) , Vn(z) € T. (4.3)

Nessa defini¢ao, Ty e T denotam espacos topologicos. Enquanto Ty é o espago topoldgico
formado pelo conjunto de solugdes da equagao (4.1) T denota o espaco das fungdes
razoavelmente sudveis no intervalo [a, b]. Seja ¢ (z, ) a solugao geral da equagao (4.1)
e seja ¢(z, F) a solugao geral da nova equagao de Schrodinger com o mesmo parametro

espectral
Hygla,B) = Ega,B),  welab. (4.4)

Entéo, de acordo como a relagao (4.2), essas duas solugoes gerais se relacionam da seguinte
maneira [5, 17]
p(z, E) = Lyy(z, E) . (4.5)

As solugoes fundamentais dessas equagdes serao representadas por g(x, E) e @o(x, E),

respectivamente. Se denotarmos a diferenca de potencial [5]

AV (z) = Hy — Hy = Vy(z) — Vo(z), (4.6)
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entao a igualdade (4.2) toma a forma
[Ly,Ho]=LyHy— HyLy =Hy Ly — HyLy = AV (2) Ly . (4.7)
Assim, a partir dessa equagao podemos obter o potencial Vy(x) do novo sistema quantico

descrito pelo hamiltoniano Hy.

Para entendermos o mecanismo por tras da transformacao de Darboux, férmulas
de Crum-Krein ou SUSY de primeira ordem vamos considerar o sistema quéantico descrito

pelo hamiltoniano H; com um dado potencial independente do tempo Vi (x)

Mol = Evls) . H= =0 i) (4.8)

Seja Yg(x) a fungdo de onda do estado fundamental desse sistema quéntico. Seguindo [68],
sem perda de generalidade, suponhamos que a acdo do hamiltoniano na funcao de onda

do estado fundamental seja Hy 1)o(z) = 0, assim

h2
—%1/16,@) + Vi(2)do(x) =0, (4.9)
reorganizando, temos ,
_ W g()
Vifz) = o~ o(@) (4.10)

Sempre é possivel impor a condicdo Hjvo(z) = 0 porque o potencial Vi(z) pode ser
deslocado por uma constante de maneira que o nivel de energia do estado fundamental do
hamiltoniano seja Ey = 0. Essa condi¢ao nao altera a fun¢ao de onda nem as propriedades
de dispersao de todos os potenciais pois ela s6 desloca o espectro de energia por uma
constante [68]. Observe que a equagao (4.10) esta bem definida, ja que, a funcdo de onda

do estado fundamental nao possui noés.

Agora, vamos definir os seguintes operadores diferenciais de primeira ordem com a

ajuda do superpotencial V(z) (cuja dimensao é a raiz quadrada da energia)

h . h
L= ﬁ@x +V(z), L= —ﬁ&c +V(z) . (4.11)

Os operadores diferenciais de primeira ordem L e LT fatoram o hamiltoniano do sistema
quantico como
H =LTL. (4.12)

Dessa forma, podemos escrever o potencial Vi(x) em funcao do superpotencial V(x)

h2

=LTL
h? h

- _ 82 VQ _ Vl
2m +Vi(z) V2m (@)
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e, finalmente, obtemos V;(x) dado pela equagao de Riccati

Vi(z) = V2(z) — \/Z_mv(x) . (4.13)

Substituindo esse potencial Vi(x) em fungao do superpotencial V(x) na equagao (4.9),

obtemos . ,
i@+ (V) - 2=V @) vl =0,
ou melhor,

i ()

Usando a regra da cadeia: v’ /u = u"/u+ (v'/u)? — (v /u)? = (v /u)? + (v'/u)’ podemos

reescrever essa ultima equacao da seguinte forma

() () - ()« ()

Yo(x) Yo(z) h h
cuja solugao é o superpotencial V(z) dado por
_h o) A :

Note que, podemos facilmente obter a equagao (4.10) substituindo essa tltima expressao
do superpotencial na equagao (4.13). Os operadores diferenciais de primeira ordem L e L
sao conhecidos como operadores de entrelagamento, operadores de Darboux e operadores

SUSY de primeira ordem.
Agora, vamos considerar o sistema quantico descrito pelo hamiltoniano com um
dado potencial independente do tempo Va(z)

h2
Hyp(x) = Ep(z) Hy = —%@% + Va(z) . (4.15)

De forma semelhante ao hamiltoniano H7, podemos fatorar o hamiltoniano H, usando os

operadores de entrelacamento L e L™ da seguinte forma
Hy=LL". (4.16)

Comparando as equagoes (4.12) e (4.16) vemos que apenas mudamos as ordens dos
operadores de entrelagamento. Analogamente ao potencial Vi(x), também podemos
escrever o potencial V() em fungao do superpotencial V(z), definido na equagao (4.14),

da seguinte forma
h2
Hy = —%85 + Va(x)
=LL*

h2 2 2 h !
= —5 0} + VA (w) + =V (2)



39

e, finalmente, obtemos V5(x) dada pela equagao de Riccati

2 h !
Vo(z) = Vo (x) + ﬁv (z) . (4.17)

Dizemos assim que H; e Hy sao hamiltonianos parceiros supersimétricos e, semelhantemente,

V1 e V5 sdo potencias parceiros supersimétricos.
Usando a definicdo 4.1.1 para o nosso caso, operador L de primeira ordem, a
equacgao (4.2) fica da seguinte forma

Essa equagdo nos diz que as solugoes p(z) da equagao (4.15) sdo relacionadas com as

solugoes ¥ (z) de (4.8) como segue

p(r) = Lip(z) . (4.19)

Se denotarmos
AV (z) = Vy(z) — Vi (), (4.20)

entdo a igualdade (4.18) toma a forma
[LH|=LH —H L=AV?)L. (4.21)

Portanto, considerando a equacido (4.21) como uma fungdo de AV®(z), ela pode ser
tratada como uma segunda maneira de calcularmos o potencial V,(z) do novo sistema

quantico descrito pelo hamiltoniano Hs.

Os operadores L e LT realiza uma correspondéncia um-a-um entre os espagos

bidimensionais das solugbes para qualquer E # 0 [72]
L
HI,E —_— HgyE .

No caso em que E = 0, uma solugao particular da equacao estacionaria de Schrodinger

(4.15), denotada por o(x), é conectada com a solugdo u(z) = ¢y(z) pela relacao [5, 24]
v=u"(2).

Para obter essa correspondéncia, vamos seguir [72]. Assim, sejam u(z), u(z) duas solugoes
linearmente independentes da equagdo inicial de Schrodinger (4.8). Agora consideramos um
fato muito bem conhecido sobre as solu¢oes da equacao de Schrodinger que o wronskiano
Wry = Wr i, QZJ] nio depende de 2. O wronskiano Wr; das solucdes 1,1 é definido da

seguinte forma

Wr [y, ] = ‘ (4.22)

V' (x)
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Sendo assim, sem perda de generalidade, vamos supor que o par u, % seja normalizado
pela condigdo Wrlu, | =1, i.e

wit' —du=1.

Além disso, suponhamos que u seja conhecida, assim, a equacao anterior serd uma edo de

primeira ordem em % e, dessa forma, reorganizando e integrando tal equagao, obtemos

a(e) = u(z) /x : ufg/). (4.23)

Finalmente, aplicando o operador da transformacao L em 4, obtemos

o(z) = L (u(x) /: fy> = u(2). (4.24)

o u*(y)

Outra solugao particular de (4.15), denotada por v(z), pode ser obtida substituindo u
por ¥ e @ por v na equagao (4.23). Fazendo tais substitui¢oes, encontramos o seguinte

resultado

(@) = u V(@) / " w2 (y)dy. (4.25)

Zo

Dessa maneira, nos restauramos o espacgo das funcoes gerado pelas solugoes linearmente
independentes v e 9, isto é, o espago Hy, ¢ = span{v, 0}.
A partir daqui, vamos considerar o caso em que u(z) é uma solu¢ao da equagao

inicial de Schrodinger para um autovalor A # E de modo que o superpotencial seja

determinado pela forma

h /
ﬁ (In u(x))

A seguir, apresentamos um lema muito importante encontrado em [72]. Ele relaciona o

V(z) = — com Hiu(x) = Au(z), =z € [a,b)]. (4.26)

wronskiano das solugoes ¢/, 1) com o wronskiano das solucoes transformadas ¢, @.

s,

Lema 4.1.1 [72]. O wronskiano Wry das solugées transformadas ¢ = L) e ¢ = L é

expresso pelo wronskiano Wry das solugoes 1, ¥ da sequinte forma

Wry=(E—-NWr, E#A (4.27)

A solugao u(x) é chamada func¢ao da transformacao de Darboux ou, simplesmente,
fungao da transformagao e a constante fixa A é chamada de energia de fatoracdo. A menos
que dito o contrario, suporemos que a solugao u(z) satisfaz a condigao de regularidade
u(z) # 0,V z € [a,b]. Assim, evitamos que o potencial transformado V,(z) tenha mais
singularidades do que o potencial original Vi(z). Segundo [72], para garantirmos a
construcao das energias de fatoracao pelo teorema da oscilacdo devemos supor tais energias
menores do que ou iguais a energia do estado fundamental do primeiro sistema quantico,
isto é, A < E(()l) (aqui e no que segue, denotaremos a energia do estado fundamental do

primeiro sistema quantico por E(gl)). Quando a energia de fatoragao A é igual a energia do
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estado fundamental ES" temos que as solucdes u(z) e 1ho(z) coincidem. Assim, quando

A= Eél) = 0 obtemos todas as analises feitas anteriormente.

Segue das relagoes na equagao (4.26) que os operadores diferenciais de primeira

ordem L e Lt fatoram os hamiltonianos H; e H, pela seguinte regra
L"L=H -\ e LL"=Hy,—\. (4.28)

Agora, temos o seguinte resultado

Teorema 4.1.1 [5]. As formulas (4.28) sio validas se, e somente se, L é o operador da

transformacao de Darboux de primeira ordem.

Bagrov e Samsonov [5] usam essa propriedade para apresentar varios potenciais exatamente

soltveis que podem ser obtidos da transformagao singular de Darboux.

A seguir, vamos estudar um pouco sobre a relagao entre os espectros de energia
dos hamiltonianos parceiros Hy e Hy (usaremos, principalmente, [68, 72] para tal estudo).
Seguindo [68], denotaremos os niveis de energia do primeiro sistema quéantico por E(! e os
niveis de energia do segundo sistema quantico por E,(f). Como veremos, a supersimetria
pode conduz a degeneracao nos espectros de energia dos dois sistemas quanticos relacionados
mas, ainda assim, eles sao basicamente idénticos. Dessa forma, cada nivel de energia do
sistema supersimétrico, exceto o nivel do estado fundamental de H;, é associado a duas
autofunc¢oes, uma de cada hamiltoniano. Devido a esse fato, dizemos que os espectros de

H, e Hy é isoespectral.

Agora, facamos as seguintes analises. Dada a equacao de Schrodinger para o

primeiro sistema quantico [68]

Hytp, = LY Lop, = EWap,, | EM >\ (4.29)

n

noés obtemos facilmente o segundo sistema quantico
Hy(Lap,) = LLT Loy, = L(Hytb,) = E&Y (L) EWM >\, (4.30)

Assim, a funcdo L1, é uma autofuncido do hamiltoniano Hy associado ao autovalor E.

De forma andloga, dada a equacao de Schrodinger do segundo sistema quantico [68]

Hypn =LL" 0, =E® ¢, , EW >\ (4.31)

n

nos podemos encontrar o primeiro sistema quantico

Hy (LY ¢,) =LY LL" ¢, =L (Hyp,) = E? (LT ¢,) , E® > ). (4.32)

n

Portanto, de forma andloga a mostrada anteriormente, vemos que a funcao LT ¢,, é uma

autofuncao do hamiltoniano H; associado ao autovalor E,(f). Observando as equacoes
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(4.29)-(4.32) vemos que as autofungoes e niveis de energia dos dois hamiltonianos sao

relacionados da seguinte forma [68]

1 1
EP = B, : B =X
_ 1 — 1 +
n+1
(n=0,1,2,..).

Seguindo [72], dependendo da forma concreta da fun¢io u(x) e do operador L,

podemos obter os trés seguintes tipos de relacao entre os espectros de energia de Hy e Ho

i) Para \ = EM e u(z) = 1o(x) o nivel do estado fundamental ESY de Hy é removido

do espectro de H,, Figura 2a;
ii) Hy tem um novo nivel de energia do estado fundamental mais profundo do que o de
Hy, isto é, E(()2) =A< E(()l), Figura 2b;

(1) (2)

iii) O espectro de Hy e Hy coincidem completamente, i.e, A < Ey’ = E;~, Figura 2c.
Espec H, Espec Espec H, EspecH, Espec H, Espec H,
4 I -+ E4T It TE; . I -4
-— - -—
T L T EYT L TE” 85T L TE?
—— —_— A —
BT -+E® v -TE? BT T
BT __Eol Eo‘n-- Ty’
(a) (b) (c)

Figura 2 — Relagao entre os espectros dos hamiltonianos parceiros H; e Hs.

Fonte: Dados da pesquisa.

Na relagao do tipo i), a fun¢ao de onda do estado fundamental coincide com a
funcao de transformagao u(x) e como ela satisfaz a condi¢ao de regularidade u(z) # 0,
podemos criar o potencial inicial V;(x) livre de singularidades no intervalo [a,b]. Nas
relagoes do tipo ii) e iii), segundo [72], a auséncia de nés em V;(z) pode ser garantida por
uma escolha apropriada de u(x), uma tal escolha sempre é possivel devido ao teorema da
oscilagao em [10], no caso iii) devemos ter A < E(()l). Para essas trés relagoes podemos
considerar a base ortonormal de autofungoes de H;p, denotada por {¢,, n =0,1,2,...}.

Assim, as autofunc¢oes do hamiltoniano Hs

on = ——=——= L1y (4.34)
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forma uma base ortonormal do mesmo espago de Hilbert no caso iii). No caso i) a base
nao inclui ¢y e no caso ii) é necessario incluir ¢y o< u~'. Para uma analise mais ampla e

completa sobre esse assunto veja [72].

4.2 TRANSFORMACAO DE DARBOUX DE SEGUNDA ORDEM

Vamos considerar agora o sistema quantico representado pelo hamiltoniano H3 com
potencial V3(z)
h2
Hz p(x) = E (), Hy = —%Qi + Vi(x) . (4.35)
Para determinarmos a transformagao de Darboux, férmula de Crum-Krein ou SUSY de
segunda ordem vamos precisar de duas fungoes de transformagao ui(x) e uq(z), logo,

devemos ter
Hli/}IEw com H1U1:>\1'LL1 (§] H1U2:)\2U2 s (436)

onde as energias de fatoracao A, Ay podem ser ou nao iguais. Quando as energias de

fatoragao sdo diferentes, Ay # g, a solugdo p(x) da equagdo (4.35) é dada por [72]

h2 W?”[Ul U9 w]
= L = 7—’ ! 437
4 4 2m Wrluy, ug) (4:37)
enquanto que o potencial Vi(x) é expresso como [72]
hQ "
Vi(z) = Vi(z) — —(In Wrluyg, ug])” . (4.38)

m

Desenvolvendo a equagao (4.37) encontramos o seguinte operador diferencial de

segunda ordem L

L= I (e e )y (60 )
o2m \ * Wrlug, ug) " Wrluy, us] .

Se usarmos as relagdes ¢ = 22(Vy — E) e u], = 28(V} — A1) na equagdo (4.37) o
operador de segunda ordem L pode ser reescrito como um operador mais simples, isto é,

como um operador diferencial de primeira ordem

Uy U2

Wrluy, us]

L=\ —X) B, + (E + (4.39)

)\2 u’1 U9y — )\1 Ui U/2
Wrluy, us]

Note que, quando as energias de fatoracao sao diferentes, A\; # Ay, podemos ter ou E = )\,
ou E = Ay, nesses casos, o lado direito da equagao (4.37) é zero (teremos duas colunas do
Wronskiano iguais pois E =\, = u; =1 ou E = Ay = uy = 7). Sendo assim, se
v1(z) e va(z) sdo solugoes da equagdo de Schrodinger (4.35), i.e, H3v12 = A1 2012 entao

B Wrluy, us)

Uy

= el (4.40)

vi () e vo(x)
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Além disso, quando E # A\ e E # Ay a equagao do Lema 4.1.1 para a transformacao de

Darboux de segunda ordem pode ser expandido da seguinte forma [72]

No caso em que a transformacao de Darboux de segunda ordem é degenerada, isto

é, A := Ay = Ay, temos duas abordagens distintas. Uma delas ¢é feita em [72], a outra é feita
em [83]. A abordem feita em [72] é baseada na representacao iterativa de ordem superior e,
em particular, na transformacao de Darboux de segunda ordem, enquanto que, a abordem
feita em [83] utiliza-se de procedimentos envolvendo limites ndo triviais. Aqui vamos
seguir [72]. Para isso, devemos considerar duas cadeias consecutivas de transformagoes de
primeira ordem. Como as energias de fatoracao sao iguais \y = Ay = A com H;u = A u,
de (4.24) e (4.25) temos que a solucdo da equagao de Schrodinger com o hamiltoniano Ho,
associada ao parametro espectral A, é

x

o(w) = @) ([ ety +e) |

zo
onde 7y e a constante ¢ devem garantir v(z) # 0, Yz € (a,b). Dessa forma, obtemos a
solugdo transformada [5, 72]
wu u?

T= w2(g)dy + ) VT llydy e

concomitantemente, o potencial V3(x) é dado da seguinte forma [5, 72]

‘%__m;—zpn(éfu%wdy+c)r (4.43)

0

::L¢:<A—E+ e (4.42)

no intervalo (a,b). Quando E = ), isto é, ¢)(E,x) = u(\, x) as raizes dessa expressao sao
nulas. Novamente usando solugoes linearmente independentes de u nés obtemos o seguinte

autoestado [5, 72]
u(z)

e\ ) = F )y +e (4.44)

Uma analise das possiveis modificagoes do espectros de energias dependendo da escolha das

constantes de fatoracdo A1, Ag € 0 comportamento assintético das solugoes de transformagao

uy, ug é dada em [72].

4.3 TRANSFORMACAO DE DARBOUX DE N-ESIMA ORDEM

Agora, suponha que tenhamos realizado N transformagoes de Darboux de primeira
(1) (N)
. . . . L L -
ordem, assim, obtemos a cadeia de hamiltonianos H; — --- — Hy. A transformacao

de Darboux de N-ésima ordem pode ser completamente determinada pelo conjunto das N
fungoes de transformagao linearmente independente {uy, us, ..., ux}. Notadamente, essas

fungoes sao solugoes da equacao inicial de Schrodinger

Hiy(z) = E¢(x) com Hyun(x) = XNun(z), A # Az, n,m=1,...,N. (4.45)



45

A N-ésima transformacgao SUSY relaciona o primeiro sistema quantico com o N-ésimo
sistema quantico, o qual é descrito pelo hamiltoniano Hy com potencial independente do
tempo Vi (x)

h?

Hyo(x)=E¢(x), Hy= %5’5 + Vn(z) . (4.46)

Assim, nosso objeto é encontrar o operador diferencial de ordem N, Ly, que relacionam

as solugoes 1 (x) e p(x) e os potenciais Vi(x) e Vy(z).

O teorema apresentado por Bagrov e Samsonov em [5] e introduzido a seguir é

muito importante. Ele apresenta uma regra de fatoracao do operador Ly.

Teorema 4.3.1 [5]. O operador diferencial Ly sempre pode ser representado como o

produto Ly = Lgl) . ng) C e LgN), onde Lgk) (k=1,....,N) € o operador de Darboux de
primeira ordem. O operador Lgk) ¢ definido pela relagio (4.11) onde o superpotencial V(x)
¢ determinado pelas solucoes da equagao de Schrodinger obtidas da equacao inicial pela

transformacao de Darboux de ordem k — 1.

O operador Ly cumpre as condi¢oes da defini¢ao 4.1.1, isto é, ele satisfaz as relagoes de

entrelagamento
LNleHNLN e HlL?\}ILEHN . (447)

Além disso, de acordo com o Teorema 4.3.1 e as relacoes de fatoracao dos hamiltonianos H;

e Hy dadas na equagao (4.28), o operador Ly obedece as seguintes regras de decomposigao

Lt Ly = (Hy — M\)(Hy = A\y) -+ (Hy — Ay) (4.48)
Ly Ll = (Hy = M) (Hy — Xg) -+ (Hy — Ay) . (4.49)

Portanto, para o nosso caso, as energias de fatoracao diferentes A\, # \,,, a acdo do

entrelagador Ly em uma solu¢ao ¢ (z) é dada pela formula de Crum-Krein [15, 52, 72]

N
h Wrluy, ug, ..., un, ¥
=L = 4.50
7 Nw <\/2m) W’I"['LLl,UQ,...,’LLN] ( )
onde Wrluy, us, ..., uy| denota o wronskiano das solugoes uy, us, ..., uy, isto é
U1 U2 un
u ur U 7
Wrluy, ..., un] = ! 2 N : (4.51)
ugN_l) u(QN_l) uﬁf,v‘l)

Dessa forma, o operador diferencial Ly liga as fungoes de onda ¢ (x) e ¢(x) dos sistemas
quanticos descritos por Hy e Hy, respectivamente, pela relagao ¢ = Ly 1. Paralelamente
a isso, o potencial Vy(z) do hamiltoniano Hy é dado por [15, 52, 72]

h2 "
V=V — - (InWrluy, ...,un])" . (4.52)
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Segundo [72], nesse caso (também considerando o teorema 4.3.1), é possivel mostrar que o
potencial transformado Vy(z) comporta-se assintoticamente como o potencial inicial V;(x)
para o problema formulado sobre todo o eixo real R. Para a equagdo (4.52), a diferenga
de potencial A VM) (z) = Viy(z) — Vi(z), apresentada na primeira secio desse capitulo, é
dada por
;2

AV (z) = - (InWrluy, ...,un])” . (4.53)
Segundo Bagrov e Samsonov [5], se a diferenca de potenciais A V™) (z) tem pontos
singulares extra dentro do intervalo [a, b] quando comparado com o potencial inicial V;(z),
entao a funcao de onda do estado discreto dos hamiltonianos H; e Hy nao sao relacionados
pelo operador Ly e o espectro discreto desses hamiltonianos sdo diferentes. Entretanto
seu espectro discreto pode ser facilmente encontrado, uma vez que, a transformacao de
Darboux nos permite obter a solugao geral da equagdo inicial. Ainda segundo [5], se a
diferenca dos potenciais é regular dentro do intervalo [a,b], o espectro discreto de H; e

Hy coincidem quase em toda parte, exceto possivelmente em um niimero finito de niveis.

Um fato importe e de facil verificagdo é que o nicleo do operador diferencial
Ly é o espago vetorial gerado pelo conjunto das solugoes {uy, us, ..., un}. Seguindo [72],

denotamos tal espaco da seguinte forma
N(Ly) = G(uy, ug,...,uy) e dim[N(Ly)]=N . (4.54)

As solugdes v,(z) da equacao de Schrodinger transformada Hy v, = A, v, sdo obtidas

como segue [5, 72]

Wrltg, .., Up_1, Upi1, -, UN]

. n=12.,N, (4.55)

v, =
" Wrluy, ug, ..., uy]

onde a funcao u, é excluida do wronskiano do numerador. As solugoes v, (x) geram o

niicleo do operador adjunto L, o qual tem a mesma dimensio de N (Ly), assim
N (L) = G(vy, v, ...,ox) e dim[N(L§)] =N . (4.56)

Note que, a equagao (4.55) é uma generalizacdo da equagao (4.24).

Uma andlise detalhada sobre a agao do operador Ly nas solugoes u,, e v, e suas
relagbes com o espaco de Hilbert H, bem como a relacao dos espectros de Hy e Hy é
feita em [5, 72]. Além disso, nesses trabalhos é realizado um estudo completo sobre os

operadores L, e hamiltonianos Hj intermediarios.

Agora chegamos em um ponto importante: As relagoes de entrelacamento, equagao
(4.47), junto com as regras de fatora¢ao, equagao (4.48), formam uma super-dlgebra
polinomial (élgebra SUSY). Relembramos que uma algebra é um espago vetorial ou um
grupo cuja base é formada por geradores. Tal algebra tem um produto definido entre

seus geradores de modo que o resultado desse produto anda é um elemento da algebra. A
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super-algebra polinomial pode ser identificada como uma super-dlgebra de Lie. Na fisica,
mais precisamente na mecanica quantica, a algebra ou grupo de Lie é extensamente usada
e ela aparece como simetrias entre grupos de sistemas fisicos. O produto da algebra de Lie
assemelha-se com o comutador entre dois operadores. Assim, se A e B sao elementos da

algebra de Lie, entao

AoB:=[A, B (4.57)

também pertence a tal algebra. Os geradores da algebra de Lie sao transformagoes
infinitesimais que compoem as transformagoes finitas. A super-algebra de Lie é uma
generalizacao da algebra de Lie. Assim, além da nogdo de comutadores a algebra SUSY

utiliza-se da definicdo de anti-comutadores
{A,B} =AB+BA. (4.58)

Nomeadamente, temos os seguintes elementos (operadores) da super-dlgebra de Lie:

i) Super-hamiltoniano diagonal

H, 0
H = ! : Hyny=8+Vin(x). (4.59)
0 Hy

ii) Operadores Super-Charge

[0 0 . [0 LE
QN—(LN o) e QN—(O 0)‘ (4.60)

Segundo [72], apesar dos hamiltonianos componentes H; e Hy entrarem no super ha-
miltoniano H de forma algebricamente simétrica, nés devemos considerar H; como um
dado hamiltoniano com propriedades espectrais conhecidas e Hy como um hamiltoniano
derivado com propriedades espectrais ainda a ser descobertas. Agora, os operadores

H, Qn, QF estdo envolvido nas seguintes relacdes de comutacio e anti-comutacao
[H,Qn]=[H, QN =0 e {Qn,Qx}=(H -1 -N) - (H-1-Xy), (4.61)

onde [ é a matriz identidade da mesma ordem que o super-hamiltoniano diagonal H.
Assim, os operadores H, Qy, Q% formam a super-dlgebra de Lie, super-algebra polinomial

ou ainda algebra SUSY de ordem N.
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5 PROPAGADORES

A seguir apresentamos alguns dos principais resultados sobre propagadores. O texto
¢ baseado principalmente nos artigos [64, 70, 73], na tese [72] e no livro [50]. Usaremos

algumas de suas notagoes.

5.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Na mecanica quantica nao relativistica, o propagador é a funcao que fornece a
amplitude de probabilidade de uma particula viajar de um ponto & outro do espago em
um dado intervalo de tempo com momento e energia especificos. Assim, sejam = e y dois
pontos do espaco e suponhamos que a particula desloque-se do ponto x para o ponto y no
intervalo de tempo t. Nesse caso, o propagador é denotado por K (z,y;t) e ele é entendido
como o nucleo do operador diferencial de Schrodinger dependente do tempo (H — ihd;), o

qual foi apresentado na equagao (3.17). Sendo assim, deveremos ter as seguintes relagoes
(H —ihdy) K(z,y;t) =0 com K(x,y;0) =d(x —y), (5.1)

onde 0(x — y) é a fungdo delta de Dirac.

As vezes, o propagador também é chamado de solu¢ao fundamental associada ao
operador diferencial de Schrodinger. Nesse caso, o propagador é conhecido como funcao
de Green, a qual denotamos por G(z,y;t). Para a equagao de Schrodinger, a fungao de

Green ¢ definida como o nicleo do operador diferencial (H — E)~!, isto é,
(H—E)'G(z,y;t) =0. (5.2)

Abaixo , discutiremos primeiro sobre os propagadores em termo da fun¢ao K(x,y;t) e, em

seguida, abordaremos os propagadores em termo das funcoes de Green.

De acordo com Dirac e Feynman [18, 19, 27, 28, 58], o propagador da mecénica

quantica pode ser encontrado usando integrais de caminho como segue

K(z,y,t,1) = / exp lm-l /t "L ) dt] D(q) , (5.3)

onde L(q,q,t) é o Lagrangiano do sistema e as condigoes de fronteiras da integral incluem
q(t) = x e q(t') = y. Nessa notagdo, t representa o instante em que a particula sai do
ponto x e t' representa o instante em que a particula chega no ponto y. Os caminhos
somados se movem apenas para frente no tempo e sao integrados em relacao ao diferencial
DIq(t)], o qual segue o caminho no tempo. Em sistemas nao dissipativos o propagador

também pode ser escrito como a amplitude de transi¢ao

K(z,y,t) = (x| U(t) | y)
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onde U (t) é o operador unitario da evolucao temporal. Nesse caso, a unitariedade implica

na simetria K*(z,y, —t) = K(x,y,t) (ver, por exemplo, [72]).

Sabemos que o hamiltoniano H é um operador auto-adjunto (H = HT) e seu

dominio, denotado por D(H), é dado por

D(H) = {¢ : v € HNC*(a,b), ¥(a) = ¥(a) = 0}, (5.4)

onde C? representa o conjunto das funcoes duas vezes diferencidveis, ou seja, suficientemente
sudveis. Além disso, o conjunto das autofungdes ¢y (x) do operador H associadas ao

quadrado do momento k

Hy(r) = Edla),  E=k, (5.5)

forma uma base completa do espaco de Hilbert H. Dessa forma, temos as seguintes relagoes

> (@) vilw) + [ V() i) dk = bz — ), (56)
<¢n | 7vbm> = Onm e W)k | wk’> = 5(k - k,) : (5-7)

Agora, podemos usar essa base para construir o propagador K (z,y,t) como segue

K (wy.t Zmz W)e " 4 [ pnla) vi()e ™. (5.:8)

Nas equagoes acima, as fungoes de estado ¢ (x) s@o assumidas como tendo o comporta-

mento assintotico oscilante no espaco infinito. Veja [72].

As fungoes de Green estdo intimamente relacionadas com os operadores diferenciais
e sabemos que na fisicas, principalmente na mecanica quantica, as gradezas podem ser
representadas por meio de tais operadores. Assim, o estudo das fungoes de Green revela-
se extremamente importante. Precisamente, as func¢oes de Green sao entendidas como
solugoes fundamentais associadas aos operadores diferenciais. O problema de encontrar a
funcao de Green de um operador diferencial linear nao homogéneo exige que ela esteja
bem definida em um dominio com as devidas condi¢oes de contorno. A classificacdo das
fungoes de Green pode ser feita com base no niimero de tais fungoes presente no problema
em estudo e com base nas condigdes de contorno de tal problema. As fungoes de Green

nao sao fungoes propriamente ditas mas distribuigoes (fungoes generalizadas).

Para compreender a intima relacao da funcao de Green como os operadores diferen-
ciais vamos considerar as analises abaixo. Seja L, um operador diferencial linear qualquer
(em fungao de z) agindo sobre as distribuigdes do conjunto 2 C R™, no ponto y € 2. A

funcdo de Green do operador L,, G(z,y;t), é a solugao da equagao

Ly Gz, y;t) = 0(x — y). (5.9)
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Essa relagao é muito importante pois permite resolver equacoes diferenciais do tipo
L,u(z) = f(z). (5.10)

Uma observacao a ser feita é a seguinte, se existe u(z) # 0 tal que L, u(z) = 0, entdo
a fungdo de Green nao é unica. Para contornar esse problema, devemos escolher entre

outros critérios externos, adequadas condi¢oes de fronteiras.

Agora, vamos resolver a equagao (5.10) fazendo o seguinte. Primeiro, multiplicamos
a Eq. (5.9) por f(y)
Lo G(z,y; ) f(y) = 0(z —y) f(y).

Segundo, integramos essa equagao em relagao y

[ LeGla.ys ) @)y = [ oz =) fy)dy

Devido a propriedade de deslocamento da funcao delta de Dirac e ao fato do operador L,

ser linear e nao depender de y, essa ultima equacgao pode ser simplificada como segue

L: [ Gla.yit)f)dy = f(2).

Por fim, comparando essa expressdo com a Eq. (5.10) vemos facilmente que

ulw) = [ Gla,yit)f(y)dy. (5.11)

Dessa forma, uma vez que a funcao f(y) é conhecida, para resolver a Eq. (5.10), basta
encontrar a fungao de Green e, em seguida, calcular a integral (5.11). Essa integral é
conhecida como a integral de Fredholm. Ressaltamos, entretanto, que a integral (5.11)
nem sempre é facil calcular e, além disso, nem todo operador L, admite uma funcao de

Green.

Supondo que exista um conjunto completo de autofungdes ¢, (x) do operador L,,

ou seja, um conjunto de autofunc¢ées cumprindo a relacao

0z —y) = on(@)dn(y). (5.12)
n=0
Entao, podemos escrever a fun¢ao de Green da seguinte forma

G(z,y) = i M, (5.13)

onde 7, é o autovalor de L, associado a autofuncao ¢, (), isto é, L, ¢,(z) = v, dn(x).
Note que, aplicando o operador L, em ambos os lados da equagao (5.13) obtemos a relagao
de completude, Eq. (5.12)

No caso do operador do problema de Sturm-Liouville, o teorema apresentado a

seguir estabelece a funcao de Green como sua solugao fundamental.
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Teorema 5.1.1 O problema de S-L, dado pelas equagoes (2.4) e (2.5) e resumido na

eTpressao
Lu=f

5.14
Du=0 ( )

admite uma unica solugao e essa solugao € dada pela Eq.(5.11). Além disso, a fungdio

G(z,y) tem as sequintes propriedades:

1. G(x,y) € continua em x e y;
2. LG(x,y) =0, sex #y;
3. DG(z,y) =0, sey #0;

4. G(x,y) = G(y, ).

Nao faremos as demonstracoes desses resultados, uma vez que, elas podem ser encontradas

em livros textos sobre problema de Sturm-Liouville e/ou fungoes de Green.

Sendo assim, para o nosso caso, a funcao de Green é a solucao fundamental da

seguinte equacao de Schrodinger dependente do tempo
(H — ihd,) G(z,y;t,t'") = d(x —y) 6(t — ) . (5.15)

Uma das formas pela quais a funcdo de Green se relaciona com o propagador K(x,y,t) é
a seguinte
Gla,y;t,t) = (ih)7 Ot —t') K(z,y;t,t), (5.16)

onde O(t) é a funcao de passos de Heaviside (O (t) =0,set <0 e ©(f) =1,se t > 0).
Considerando a base completa do espaco de Hilbert formada pelas solu¢oes da equagao

(5.5) temos que a fun¢do de Green também pode ser calculada da seguinte maneira

Gla,y,B)=Y w"g)f:éy) + / w’“lif)_w‘gy) dk . (5.17)

n=0

Dessa forma, dependendo do contexto o propagador pode ser identificado como G(x,y,t)
ou como K (z,y,t). Veja [72].

A seguir, vamos aplicar os operadores de Darboux de primeira e segunda ordem
nas fungoes de Green e nos propagadores K(z,y,t). Para isso, devemos considerar dois
sistemas quanticos entrelagados por esses operadores. Suponhamos que tais operadores e
sistemas quanticos entrelagados sejam os mesmos definidos nas secoes 4.1 e 4.2. Reveja os

trés casos i), i), i11) da transformagdo de Darboux em 4.1. Sendo assim, temos

Teorema 5.1.2 [72]. Seja Gyi(z,y, E) a funcio de Green do hamiltoniano H,. Entdo

para todos os trés casos da transformagdo de Darboux de primeira ordem, enumerados na



52

secdo 4.1, a fungdo de Green de Hy € dada por

Go(z,y,E) = ——[L, L, G1(z,y, E) — §(z —y)] E#\. (5.18)

E— )
No caso ii) ela tem um polo simples em E = \. Nos casos i) e ii) ela é reqular em E = X

e pode ser calculada como seque

GZ(wai%)‘) = [L:t: Ly aE Gl(xaya E)] (519)

E=0 -

Aqui L, € o operador dado em (4.11) e L, é o mesmo operador com x substituido por y.

Teorema 5.1.3 [72]. Seja Gi(x,y, E) a funcao de Green do hamiltoniano Hy. Entdo a
funcao de Green de Hz é dada por

1

Gsle 9. E) = o E =)

L,L,Gi(x,y, E), <y, E#X, . (5.20)

Teorema 5.1.4 [72]. Os propagadores Ki(x,y,t) e Ko(x,y,t) das equagoes de Schrodin-
ger com os hamiltonianos SUSY H; e Hy sao inter-relacionados um com o outro pelas
fungoes de Green Gy(z,y, E) e Gy(z,y, Ey) das sequintes formas:

Relagao do tipo i)

b ~
Ky(z,y,t) = L, Ly/ Ki(x,y,t) Gi(z,y, Eo) dz . (5.21)
Relagdo do tipo i)
b .
K2<x7 Y, t) = Lz’ Ly/ K1($7 Y, t) G1<ZII, Y, EO) dZ + QO()(ZL’) SOO(y)e_Z)\t . (522)
Relagdo do tipo iii)

b
Ky(z,y,t) = L, Ly/ Ki(x,y,t) Gi(z,y, Eo) dz . (5.23)

Nesse teorema, él(a:, y, Ep) é a versao da funcao de Green regularizada, ela é definida
como segue [72]

G (z,y, Ey) = i W = EILI%O [Gl(z,y,E) - W : (5.24)

Finalizamos a discussao sobre essas propriedades como o teorema a seguir, o qual refere-se

aos propagadores relacionados com as transformagoes do tipo i) da segao 4.1.

Teorema 5.1.5 [72]. Para as transformagoes com u(x) = o(x) o propagador K;(x,y,t)

do sistema resultante pode ser representado como
1 Y 1
Ky(x,y,t) = —()LI/ Ki(z,y,t)u(z)dz = ﬁL / Ki(z,y,t)u(z)dz . (5.25)
u\y a

No Capitulo 2 da tese [72], Pupasov faz uma ampla discussao sobre essas proprie-
dades e muitas outras que nao foram apresentadas nessa breve revisao. Sendo assim, sua

leitura é um exercicio de complementariedade muito importante.
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5.2 PROPAGADOR DO OSCILADOR HARMONICO

Dois exemplos de propagadores unidimensionais bem conhecidos na literatura sao
os da particula livre e do oscilador harmoénico, denotados por Ki(x,y;t) e Kose(z,y;t),
respectivamente. A seguir vamos obter tais propagadores. Para isso, vamos considerar as
equagoes (2.18)-(2.23) da segao 2.3, as quais fazem referéncia as solugoes do problema de
Cauchy. Resumidamente, dada a equagao estaciondaria de Schrodinger H ¢(x) = E¢(x),
consideramos o conjunto ortonormal {1, ; n = 1,2, ...} formado por suas solugoes. Agora,
construimos a solugao geral da equacao de Schrédinger dependente do tempo com a ajuda

do propagador K(z,y,t) da seguinte forma

V(1) = / K(z,y,£) U(y,0)dy . (5.26)

Em termo do conjunto das autofungoes ¥, () e de seus respectivos pardmetros espectrais

de energias F,, a solucao geral fica
Wla,t) = Y Cotin(a) e E com  Co= [3(y) W(y,0)dy
n=0
Sendo assim,
Wa,t) = [ 3 0n(v) bale) e E Wy, 0) dy (5.27)
n=0

Fazendo a comparacao das equagoes (5.26) e (5.27), temos que o propagador é dado por
00 . 1
K(x,y,t) = > n(y) Yn(z) e P! (5.28)
n=0

essa é uma forma alternativa a equagao (5.8) para calcular o propagador. No caso do

espectro continuo, o propagador pode ser dada pela seguinte integral [72]

K(@,y,t) = [¥p@) vuly)e ™ " B, (5.20)

aqui comparamos a equagao (5.26) com

U(z,t) = /C’E Vp(z)e ™ P'dE onde  Cp = /@/)E(y) U(y,0)dy.

Nas duas ultimas equagdes acima, as fung¢oes ¥ g(x) formam o conjunto ortonormal
completo {¢g} infinito tal que H Yg(z) = E¢g(x).

Finalmente, vamos obter o propagador da particula livre. Nesse caso, o potencial
V(x) =0, isto é, o hamiltoniano é proporcional ao operador momento p = —ihd,. Assim,

as autofungoes do hamiltoniano sdo as mesmas do operador p, ou seja

pile) = Bul) o Hi(@) =L o).

Sendo assim, vemos que E = p?/(2m). A fungdo de onda normalizada 1 (z) , para o caso

do espectro continuo, é definida pela expressao [69]

m 1/4 1 th— mEx
¢(x)=(2,E> o T, (5.30)



o4

Logo, substituindo os auto-estados g (z) da equagao (5.29) pelos auto-estados do operador

momento em (5.30), encontramos a seguinte relagao para o propagador da particula livre

K

p

/2 1 .
l(af,y,t) — / (277;?) %eizh V2mE (z —y) — Et] dE .

Definindo k = v/2m E/h, o que implica dk = (m /2h?E)"/? dE, encontramos
1 - 2
Kpl($,y; t) — % /ezk(a:fy)efzhk t/2m dk .
Finalmente, usando a definicao da integral

o0 m
/ e—ak2+6k dk = 7662/401 7
oo Vo

obtemos o propagador da particula livre

m %_mw—y)z
Kpl(x,y;t):<2mht> e~ 2ht (5.31)

Para mais detalhes veja [69], por exemplo.

Agora estamos prontos para obter o propagador do oscilador harmonico a partir do
propagador da particula livre. Para isso, basta considerarmos o hamiltoniano do oscilador

H,s(z,p) e usarmos a seguinte identidade pertencente ao grupo de Lie

ei tHose 672% [mwaz2 g4t + ﬁ p? sinwt + mwz? tg%t]

sempre que o comutador de x e p for dado por [z, p] = ih. Sendo assim, temos

mw 1/2 _mw [(z2+y2)cos(wt)72zy]
(wt)

Kosc(xu Y; t) - ( 2ihsin(wt) . (532)

2mihsin

Esse mesmo resultado poderia ser obtido usando o ntucleo da féormula de Mehler. O
nucleo de Mehler é uma funcao de valor complexo. Uma outra alternativa de encontrar o
propagador do oscilador harménico é dado por Kiyoto Hira [46], ele utiliza integrais de

caminho e algumas relagoes de recorréncia.

5.3 EXTENSOES RACIONAIS DO OSCILADOR HARMONICO

Nessa secao vamos estudar as extensoes racionais dos osciladores harmonicos e seus
respectivos propagadores. A seguir, apresentaremos algumas defini¢coes e propriedades
fundamentais para o desenvolvimento desse estudo. Nossas principais referéncias sao

[35, 57, 63, 64, 70, 71, 73, 74, 75, 79].

O problema de descrever os operadores de Schrodinger com potencial racional V' (z),
definidos por
L=0>+V(x) com Ly(x) = Ey(x) (5.33)
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foi amplamente investigado nos artigos [9, 13, 21, 35, 38, 64]. O trabalho [21] foi um
dos pioneiros a estudar esse problema com potenciais decrescentes, ji [64] apresenta
seus resultados para potenciais quadraticamente crescente. No artigo [13] os resultados
sao obtidos para o caso dos potenciais decrescentes mas em estrutura multidimensional,

enquanto que, [38] estuda o caso matricial.

Tratando do caso dos potenciais racionais decrescentes, Duistermaat e Griinbaum

declara o seguinte teorema

Teorema 5.3.1 [21]. Cada operador de Schrodinger com potencial racional decrescendo
infinitamente e com pontos singulares requlares em C pode ser obtido do operador —9* por

meio de finitas transformacoes de Darbou.

No caso dos potenciais racionais quadraticamente crescente, artigo [64], Oblomkov mostra
que todo operador de Schrédinger unidimensional livre de monodromia pode ser obtido
do operador de segunda ordem Lo = —9? + 2? por finitas transformagoes racionais de
Darboux. Ele também encontra uma formula explicita para os potenciais correspondentes
a essas transformacoes em fungao dos polinomios de Hermite. Para fazer suas andlises,
Oblomkov define o potencial racional como V(z) = z* + R(z), onde R(x) tende a zero
quando x cresce indefinidamente. Esses resultados sdo apresentados nas afirmacoes abaixo.

Antes, introduzimos a seguinte definicao

Definigao 5.3.1 [64]. Um operador de Schrodinger unidimensional com potencial racio-

nal V(z) € dito ser livre de monodromia se qualquer solugio da equagao

Lib(x) = M() (5.34)

é avaliada em x € C para qualquer \ € C.

A demonstracao do teorema a seguir é o principal resultado em [64]. Tal teorema

foi inicialmente proposto como uma conjectura por Veselov. Ele declara o seguinte

Teorema 5.3.2 [64]. Cada operador de Schrodinger L, livre de monodromia com poten-

cial racional quadraticamente crescente, tem a forma
2

d
L=1Ly—2 @logW'r[Hm(:c), H,,(z),...,H,, ()] (5.35)
onde ny, ...,ng € uma sequéncia crescente de inteiros positivos, H;(xz) é o i-ésimo polindmio
fisico de Hermite e Ly = —0* + x2. A diferentes operadores livre de monodromias

correspondem diferentes sequéncias nq, ..., ny.

Vemos assim que todo operador de Schrodinger livre de monodromia com potencial racional
crescendo quadraticamente pode ser obtido do hamiltoniano do oscilador harmoénico

Lo = —0? + 2% ao submeté-lo a um ntimero finito de transformagdes de Darboux.
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No artigo [35], Ullate, Grandati e Milson caracterizam todas as extensoes racionais
do oscilador harmonico que sao exatamente soltiveis por polindomios provando que qualquer
operador soltvel por polindmios necessariamente possui monodromia trivial. Além disso,
eles mostram que toda extensdo racional, solucionavel por polindmios, corresponde a um
sistema polinomial ortogonal do tipo Hermite. Seguindo [35], apresentamos as seguintes

definigoes

Definicao 5.3.2 Uma extensao racional do oscilador harmonico é um potencial da forma

V@%:ﬁ+§g (5.36)

onde a(x),b(x) sao polinomios reais tais que gr a(x) < gr b(z). Se b(x) # 0 para todo real

x nos vamos dizer que o potencial é reqular.

Definicao 5.3.3 Um hamiltoniano quantico
L=0+V(x) (5.37)

¢ dito ser exatamente solivel por polindmios se existem fungoes u(x), ((x) tais que para

todo m € N finito, ezxiste um polinémio y,,(x) de grau m tal que

Um(2) = (@) ym (¢ (2)) (5.38)

¢ uma autofuncgao, no sentido H (espago de Hilbert), de L.

As duas proposigoes enunciadas a seguir aprofundam o estudo sobre o potencial V (z).
Como ficara evidente, tal potencial esta intimamente relacionado com o potencial Vi (x),
obtido pela transformacao de Darboux de ordem N, ilustrado na equagao (4.52). Os

préximos resultados assumem o potencial inicial dado por Vi(z) = 2%. Sendo assim, temos

Teorema 5.3.3 [35]. Se V(z) é uma extensdo racional do oscilador harménico que é

exatamente solivel por polindmios, entao V(z) tem a forma
V(z) = 2% — OpulogWr[Hy,, Hyy i1, Hyyy Hiyi1, oy Hiys Hyyi1] (5.39)
onde Wr é o operador wronskiano, H,, é o polinomio de Hermite de grau n e onde
ki +1<kiyq, i=1,2,..,0—1. (5.40)

Inversamente, cada potencial da forma mostrada acima é nao-singular e solivel por

polinomios.

Para fazer a demonstracao desse teorema, os autores Ullate, Grandati e Milson usam o

seguinte resultado



o7

Teorema 5.3.4 [35]. Cada extensao racional do oscilador que é solivel por polinémios

necessariamente tem monodromia trivial.

Segundo esses autores, de certa forma este tltimo teorema fornece a declaracao inversa
do resultado provado por Oblomkov [64], Teorema 5.3.2 acima, provando portanto que

monodromia trivial de uma extensao racional e solubilidade exata sao equivalentes.

A partir daqui, vamos introduzir a notacao usada por Pupasov em [70, 73] e
apresentar seus principais resultados. Ele denota as extensoes racionais do operador de

Schrodinger inicial H = —9? + 22 /4, da seguinte forma
H° = H+ AV (z) (5.41)

onde ¢ representa uma sequéncia do tipo Krein-Adler de niveis de energia excluidos do
espectro de H e AV7(x) é a diferenga dos potenciais inicial e final. Uma sequéncia do

tipo Krein-Adler é uma sequéncia crescente de inteiro nao-negativos da forma
o={ny,n+ 1, ny,npy+ 1}, com n; +1<n;q, i=1,2..,M—1. (5.42)

Dizemos que ¢ tem comprimento 2M e denotamos por |o| = 2M. Quando conveniente

poderemos usar também um das notacoes
o=A{o[[1]], ..., o[[2M —1]], o[[-1]]} ou o ={ki, ..., konr—1, ko } (5.43)

para representar a mesma sequéncia. Na representacao (5.41), o potencial da extensao
racional do oscilador ¢é definido como a soma do potencial inicial e a diferenca de potencial

1.2

Vo(x) = 5+ AV (2), (5.44)

com AV(z) = V() — Vose().

O operador inicial H é obtido do hamiltoniano do oscilador harmonico com paréa-

metros fisicos ) )
h mw

Hpse = —=—03 X? 4
fixando os valores w = 1, m = 1/2, h = 1 ou, equivalentemente, introduzindo as varidveis
adimensionais

| h t 2
X = r e T=— com Ox= ﬂam e Opr=wok. (5.46)
2mw w h

Se considerarmos as autofungoes de H definidas em termo dos polindbmios de Hermite

probabilisticos normalizados he,,(x)
Un(z) = hen(m)e_x2/4 , he,(x) = p,He,(x), Pn = (n!vV 27‘(‘)_1/2 , (5.47)
podemos escrever a diferenca de potenciais da seguinte forma (usando ” = d*/dz* = 0,,)

1
AV (x) = =2 (og Wr [Yofuys Yoz s Yoii-1 2] ) - (5.48)
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Portanto, as extensoes racionais do oscilador harmoénico sem parametros fisicos, H, sao

dadas por [70, 73]

"

H°=H -2 (log Wr [Qﬂg[[l“,wg[[gﬂ, ceey wg[[,lﬂ, xD . (549)

Encontrar os auto-estados desse operador é parte importante do estudo das extensoes

racionais. Isso é que fazemos abaixo.

As autofuncoes de H? sao obtidas por meio dos polindmios excepcionais de Hermite,
também chamados de polinomios X,-Hermite. Tais polinémios sao definidos a partir da

sequéncia o, sendo assim, o m-ésimo polinémio excepcional de Hermite é definido como
HY () :=Wr[Hy(z) U{Hpn(x)}, 2], meN\o, (5.50)

no qual, H,(z) := {Hy, (x), H,(z), ..., Hy,,, ()} e Hp(x) é 0 m-ésimo polinémio fisico de
Hermite. Precisamente, as autofuncao das extensoes racionais do oscilador, denotadas por

Y?(z), sao dadas por meio dos polinémios excepcionais de Hermite normalizado

hel (x) = N, Wr [hey (), he,(z), x|, (5.51)

n

onde N,, é a constante de normalizagao

N, = (Jl—[1(n - UH]H)) ) n ¢ g (552>

0, n € o.

Sendo assim, as autofungoes de H? sdo escritas da seguinte maneira [70, 73]

o _ heg(x) —z2/4
wn(x)_WT[Heg(x),x]e /. (5.53)

O estudo dos polindmios X-Hermite é recente mas ja existe uma vasta literatura sobre
o assunto [20, 22, 31, 34, 35, 36, 39, 44, 53, 67, 76, 70, 73]. Relagoes de recorréncia
para essa nova classe de polinémios excepcionais podem ser encontradas nos artigos
[11, 12, 25, 34, 35, 53]. Andlises do determinante wronskiano dos polindémios de Hermite e

suas raizes podem ser obtidas em [11, 25, 34, 53].

Os auto-estados do oscilador harménico inicial, 1, (z), e os auto-estados do oscilador
harmonico estendido racionalmente, ¥7(z), sdo relacionadas por meio do operador da

transformagao de Darboux Loy de ordem 2M, ver equagao (4.50)

W0(x) = Ny Long t(2)  onde Lo f(z) = W%%ﬁ f)(xl] iy (5.54)

Do capitulo 4, sabemos que, além da relacao de supersimetria

Loy Hose = H? Loy, (5.55)
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o operador de entrelacamento Loy, também cumpre as relagoes de decomposicao

L;_M Loy = 1:[1 (Hose —ol[j]]) e Lom L;—M = 1:[1 (H? = o[[5]]) - (5.56)

A extensao racional do oscilador harmoénico H? também pode ser reescrita em termo dos

polinémios de Hermite. Para isso, usamos a seguinte identidade [73]

W) = e W(a) [ 7. (5.57)
na qual
W(z) = Wr[He,(x),2] e W(x)=Wr[,(x), 2] , (5.58)

sdo notagoes simplificadas do wronskiano dos polinémios de Hermite He,(x) e do wrons-
kiano das fungoes de ondas do oscilador 1, (z), respectivamente. Sendo assim, oscilador

harmonico estendido racionalmente H? é reescrito da seguinte forma
H? = H —2(logW(x))" +2M , (5.59)
onde os dois termos a direita de H sao obtidos depois de derivar (5.57) duas vezes em

relacdo a x e multiplicar o resultado por —2.

Agora, vamos discutir sobre a relagdo entre os propagadores dos operadores hamil-
tonianos com pardmetro fisicos H,s. € sem parametros fisicos H. Assim, seja K,s.(X,Y,T)
a funcdo de Green do oscilador harmonico com parametros fisicos, dada pela equacao

(5.32) e seja Kpse(z,y,t) a funcdo de Green do oscilador sem pardmetros. Dessa forma,

(thOr — Hose) x Kose(X, Y, T) =0 com K,se(X,Y,0) =6(X —-Y),

(5.60)
(tho, — H), Kose(z,y,t) =0 com Kose(z,y,0) = d(x — y).

Levando em consideracao a propriedade da funcao delta de Dirac

5(X,Y,0) = 4 ( h(x—w) =\ 5, ,0)

podemos escrever a seguinte regra de transformacao

Karr.11) = || g Ko X2, V(3. 7(0). (5.61)

Logo, a funcao de Green do hamiltoniano sem parametros fisicos é dada por

1 i[(:c2+y2)cos t—2xy]
7471-2 Slnte 4sint s (562)

geralmente dizemos que essa fungao de Green é a (5.32) reduzida a unidades.

Kose(x,y;t) =
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O propagador K7(x,y;t) correspondente a extensao racional do oscilador harménico

H?, obtido por Pupasov em [70, 73], é definido por

oll-1]}+1 .
> Qi y)e ™

Q7 (z,y)

k=0

onde Qf(z,y) é um polindmio simétrico, chamado de polindmio de conexao nao-linear,
definido por [70, 73]

Qr(z,y) = fm(:t:)lho(y) (hg hi( ng —i\& ,y)h )hj(?J)) ) (5.64)

com 0 < k < o[[—1]] + 1. Vamos aprofundar mais o estudo sobre esse polinémio no tltimo

capitulo. Veremos importantes resultados la.

Para obter as extensdes racionais do oscilador harmoénico (5.45) (dependente
dos parametros fisicos h, m,w) e os seus propagadores correspondentes, nds usamos os

polinomios X-Hermite generalizados normalizados
heldlo(X) = N Wr[held)(X), hel(X), X] (5.65)

no qual, N é a constante de normalizacdo definida por

N | ~1/2
| (7 (gmm—anzm)) Cngo -

0, neao.

e onde hel®(z) é o polindmio de Hermite generalizado (2.41) normalizado, definido da

seguinte forma
~1/2
hele(X) = (a™nlv2ra) " Heldl(x). (5.67)

A constante de normalizacio N/ é obtida da renormalizacdo de N,,, para isso, notamos
que os niveis de energia de H,,. diferem dos niveis de energia de H por um multiplo de

hw e que a relagao entre as energias cinéticas desses hamiltonianos é 9, — h/v/2m Ox.

Finalmente, levando em conta que « := h/(2mw), ndés obtemos as seguintes

extensoes racionais do oscilador com parametros fisicos
h2
HY = H,,. — — (log Wr[y*)(X), X])", (5.68)
m

em que ¥°/(X) é o conjunto formado pelas autofuncoes do hamiltoniano H,,., isto é,
(X)) = {¢[a]( X), .. @/ka( )}. Cada elemento do conjunto ! (X) é definido como

PEI(X) = hel(X)e X/, (5.69)
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Note que, o potencial da extensao como pardmetros fisicos (5.68) é

_ mw2X2 B h?

Vielr(X) — (log Wri)(X), X])" (5.70)

e, portanto, a diferenca de potencial é encontrada fazendo AVI7(X) = VIelo (X)) —V,..(X).

O propagador associado a extensao (5.68) é obtido usando o fato de que as fases

iE,T/h

sao dadas por e~ Sendo assim, chegamos a seguinte expressao

> Qe

K[O‘}U(X, YiT) = Kose(X, Y5 T) kU[[)[— I+1 ’

> Qv XY)
k=0

ol[-1]+1
1

(5.71)

onde o polindémio de conexao nao-linear é definido por, QLQ]U(X JY) = Lo‘]a :

o 1 oo o aa [}
QV ey (X)heg (V) (heg“ Toone ZQ Jheltoon H(Y))' .

Por fim, as autofungdes normalizadas da extensdo racional (5.68) sdo expressas por
he[a] (X) o~ X?/4a
Wrlhel (X), X] '

Ressaltamos que, quando considerarmos a = 1 nés omitiremos sua representacao, assim,

YRl (X) =

(5.73)

denotaremos a extensao por H?, o potencial por V?(X), o propagador por K?(X,Y;T),
a diferenga de potencial por AV?(X) e as auto-fungoes por 17 (X).
2

Abaixo, apresentamos alguns gréaficos de |K7(X,Y;T)|* e algumas tabelas de

ECQ]U(X ,Y') para valores especificos de a e sequéncias o’s. A observagao das tabelas dos
polinémio de conexao, juntamente com analise de outros resultados computacionais (para
sequéncias o’s mais complexas do que as apresentadas abaixo), nos conduziram a obter um
lema sobre os graus de cada Q7(X,Y). Esse lema é um dos nossos principais resultados.

Ele é apresentado no Capitulo 7.

5.3.1 Propagador para extensao racional do oscilador harménico de um poco

O potencial da extensao racional do oscilador com um pogo, pode ser obtido usando
a sequéncia o = {1,2} na expressao (5.70). Fazendo isso, obtemos
w (4m3 X 0w + 20m2 X*w?h + 33mX2wh? — 4h?)

ylel{1, 2}(X) (B X h)

Expressoes explicitas dos polinémios de conexao QLQHLZ} (X,Y) sdo dados na Tabela 2. Eles
nos permite construir o propagador K {52 (X Y:T). Na Figura 3 obtemos a densidade de
probabilidade desse propagador fazendo h = w =1 e m = 1/2 (constante o = h/2mw = 1).
O espectro do hamiltoniano H*1:2} ¢ quase-equidistante, E, = (n + $)hw, n € N\{1,2}.
O estado fundamental é separado da parte equidistante do espectro por duas lacunas de

energias. A relacdo entre niimero de pocos de VI9(X) e o é definida na pégina 71.
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k QX Y)

O mw2
2m2w3 XY

1 - h

9 mw? (4m2w? X2Y242m(X2+Y?2)—1h?)
2mh2

2m2w2XY
3 7h

Tabela 2 — Sequéncia de polindmios de conexao QES]{“}(X YY)

(ps(i " v, 08517 (abs(k v, 1.05)F)

Figura 3 — Probabilidade de transicdo definida por |K:2H(X,Y;T)|2.
5.3.2 Propagador para extensao racional do oscilador harmoénico de dois pogos

Uma das sequéncias que nos fornece o potencial da extensao racional com dois

pogos é 0 = {2,3}. Sendo assim, aplicada essa sequéncia em (5.70), encontramos

_ 16mw?h? (4m2w?X°® — 9h2 X?) N mw? X4

[a]{2,3}
v & (4m2w2 X4 + 3h2)° 2

Os polinémios de conexao QLO‘]{ZS} (X,Y) sao apresentados na Tabela 3. Tais polinémios de
conexao nos permite calcular o propagador K®{23}(X Y T). Na Figura 3 apresentamos
sua densidade de probabilidade para a constante a = 1. O espectro da extensao HH{23} ¢
quase-equidistante, £, = (n + %)hw, n € N\{2,3}. O estado fundamental e o primeiro
estado excitado sao separados da parte equidistante do espectro por duas lacunas de

energias.
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[o]{2,3}
k Qy, (X,Y)
0 mw? (2mw X2 +h) (2mwY 2+h)
27h?
1 —8m*w® X3Y346m2wih? XY
3mh3

9 16m°wl X4y 4412m3wh? (X1 -4X2Y 2% +Y?)-3mw?h?

127h4

3 8mAw® X3V 3 —6m2win’ XY
3mh3

4 mw? (2mwX2—h)(2mwY2—h)
27h?

Tabela 3 — Sequéncia de polinémios de conexao QLO‘]{Z?’}(X YY)

([, v, 08517 (abs(k %, v, 1.08)F)

@
Figura 4 — Probabilidade de transicio definida por |K{*3(X,Y;T)|2.
5.3.3 Propagador para extensao racional do oscilador harmonico de trés pogos

Por fim, o potencial da extensao racional do oscilador harmdnico com trés pogos
pode ser obtido usando a sequéncia o = {3,4}. Sendo assim, a equacao (5.70) nos da
X2 12 (X* —15) 1296 (X* —2X2% - 1)

vy = 2 —
) = T X X 10X 10 (X0~ 3X7 £ 9X2 1 07

Para reduzir a expressao desse potencial usamos a = 1 (h = w = 1,m = 1/2). Os
polinémios de conexao QLO‘]BA} (X,Y) s@o enumerados na Tabela 3. Com esses polino-
mios encontramos o propagador K {3’4}(X ,Y;T). A Figura 5 mostra a densidade de

probabilidade desse propagador. O espectro do hamiltoniano H®? é quase-equidistante,
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E, = (n+1)hw, n € N\{3,4}. O estado fundamental e os dois primeiros estados excitados

sao separado da parte equidistante do espectro por duas lacunas de energias.

Observando as tabelas 2, 3 e 4 vemos que os polindmios de conexao QLO‘]U(X ,Y') pares
tém limites finitos quando h — 0o, enquanto os impares sao zeros. Quando consideramos
os polinémios de conexao como funcgoes racionais de A, m,w podemos ver que h — 0 é

ponto singular para todo QI (X, Y).

[a]{3,4}
0 (4mBPw® X4 43m3w3h2) (4mPwY *4+3m3w3h2)
12rmbwiht
11— m2w3 XY (16mwt XY 4 -16m3wihX2Y2(X24+Y2)+4m2w?h? (3X 4 —4X2Y 2 +3Y 4 — 12mwh? (X 2+Y2)+9h%)
127h®
2 1;’;:4;6 (64mBwO XY —96mPwPhX4Y4(X24+Y2)+48m*wih2 X2Y2(3X4-7X2Y243Y )+

+72m3w3 3 (X2 +Y2) (X4 +Y*) —36m2w?h? (5X4—9X2Y 2457 4) —54mwh®+27h0)

3 m2w3 XY (16mw XY 4 —16m3wihX?Y 2 (X2 4Y2)+4m2w?h? (3X 4 —8X2Y 2 4+3Y4) +12mwh3 (X2 +Y %) —27h%)

127h®

4 mw?(16mAwr X4Y 4 —16m3w3hX?Y2(X24+Y2)—4m2w?h? (X 44+ Y 1) +12mwh? (X 2+Y2)-31h?)
8mhi

5 m2w3 XY (2mwX?—3h) (2mwY2—3h)
2mh3

Tabela 4 — Sequéncia de polinémios de conexao QE:‘]BA} (X,Y)

([ ¥ v, 05517 (abs[# ¥, v, 1.08)F)

Figura 5 — Probabilidade de transicio definida por |K4(X,Y;T)|?.
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6 ESTUDO DE METODOS APROXIMADOS NO CASO DE EXTEN-
SOES RACIONAIS DO OSCILADOR

Raramente é possivel resolver as equagoes da mecanica quantica em forma analética.
No caso 1D, maioria dos problemas com solugoes exatas tem potenciais com alta simetria e
topologia bem simples. Teoria da perturbagao, métodos variacionais lineares (e nao linear)
e método de Wentzel-Kramers—Brillouin (WKB) sdo os principais métodos para calcular

solugdes (niveis de energia e fungdes de onda) nos casos de potenciais arbitrarias.

Nesse capitulo vamos aplicar teoria da perturbagao e métodos variacionais para
extensoes racionais de oscilador harmonico. Comparando os resultados aproximados e
analiticos nos vamos analisar a influencia da estrutura do potencial na qualidade da

aproximacao.

6.1 TEORIA DA PERTURBACAO ESTACIONARIA

A teoria da pertubacao é dividida em dois casos, o primeiro é dependente do tempo
e o segundo é independente do tempo (estacionério). Nesse trabalho estamos interessados
no segundo caso, o qual chamaremos simplesmente de teoria da pertubacao. Na fisica
quantica, essa ¢ uma ferramente util para fazer corre¢coes nas autoenergias e autoestados

da equacgao de Schrodinger.

Para aplicarmos a teoria da pertubagao necessitamos de um sistema quantico
sujeito a uma pequena alteracao. Sendo assim, vamos denotar o sistema perturbado da
seguinte forma

H = Hy+\V (6.1)

onde Hy é o sistema inicial (ndo perturbado) e A é um parametro real pequeno. Nessa equa-
¢ao, AV é chamado termo perturbativo. Agora, consideramos as equagdes de Schrodinger

para o sistema nao-perturbado e perturbado
Hoo'(x) = EP ¢P(x) e Hu(z) = Ey(x), (6.2)

respectivamente. Aqui, estamos assumindo que o espectro de Hy é nao-degenerado. Note
que, no limite A — 0, a equagao (6.1) reduz-se ao sistema inicial. Dessa forma, faz sentido
tomarmos as expansoes de Maclaurin em A das autoenergias e autoestados do sistema

perturbado. Logo, devemos escrever
E=EQ 4+ XED +XE?D 4... ¢ =90 40+ N29p@ 4. (6.3)

Dizemos que E,gm) fornece a m-ésisma correcao de autoenergia e wgm a m-ésima correcao

de autoestado. Substituindo as duas expansoes na segunda equacao de (6.2), temos

(Ho+ AV) (U4 D+ X2 ) = (B AAB AN B ) (60 X0+ A0 o).
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Igualando os termos correspondentes das poténcias em A, ficamos com

N Hu = B9y
M Hyp® 47 ® — BO M 4 g0 40

+
A Howl? + Vo) = EP 0P + BD g + BP ¢

n n

3

A Ho ™ o 7 pn=) = O gy m) o B gp(0)

n

Note que, os termos para A\’ corresponde a equacdo inicial de Schrodinger. Os outros
termos fornecem as demais correcoes. Na pratica, para obtermos aproximagcoes exatas,
precisamos apenas das corre¢oes de primeira e segunda ordem. Assim, mostramos os
passos dessas duas corregoes, em seguida, generalizamos sem o devido detalhamento. Por
sua pequena relevancia em nosso trabalho, os passos das corregoes de segunda ordem dos

autoestados sao omitidos.

1) Corregoes de autoenergias de primeira ordem

Para fazer as correcoes de autoenergias de primeira ordem, devemos resolver a

equacdo para A\, isto é, a equacio
Hyul{) + V0 = EO w0 + B v, (6.4

Suponhamos que as fungoes w,(ll)(x) sejam dadas pela combinacgao linear das solugoes

ortonormais do sistema inicial em (6.2)
U (@) = 3 Cndly). (6.:5)
m=0

Fazendo essa substitui¢do em (6.4), multiplicando ambos os membros por w,(f]) e integrando

em z, obtemos

[ O H Y Gl drt [T 0V do
- m=0 -

= [ OB S @ dat [l EO P do
> m=0 >
Reorganizando essa equacgao e usando o fato do operador Hy ser hermitiano, geramos

> Co [ BV dut [0V do
m=0 —o0 —00

—BO Y Co [ 0090 do+ ED [ 000 e,
m=0 - —00

Note que, podemos cancelar o primeiro termo do lado esquerdo como o primeiro termo
do lado direito, além disso, usando a propriedade de ortonormalidade das solucoes (¥

n

chegamos ao seguinte resultado

EM = / T OV O gy (6.6)
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Finalmente, com essa expressao podemos realizar a correcao de energia de primeira ordem

como segue (rever primeira equagao em (6.3))

E=EV+ [ T O T O gr 1 0y(0). (6.7)

2) Corregoes de autoestados de primeira ordem

Para determinarmos as corre¢oes de autoestados de primeira ordem noés devemos

obter uma férmula explicita para a constante C,, do somatério (6.5). Com esse objetivo,
’ . ’ . T 0

noés realizamos um processo analogo ao anterior, mas agora, multiplicando por w,(c ), k #n.

Sendo assim, temos

BY S O [l [0l V00 da
O Cn [P 00 de+ BD [T p0 0 do
m=0 —0o0 —00
Usando as propriedades de ortonormalidade das solucoes Q/J,(CO), produzimos
B Cit [ 0PV de = EO G

Logo, chegamos a

JoP VO da

Cr =
E9 _ g0

(6.8)

Portanto, as funcdes que fornecem as correcoes de autoestados de primeira ordem !,

equagao (6.5), sao dadas pela expressao

SOV 0 da
P (z) = Y i (6.9)
k#n n — Ly

Sendo assim, as corregdes de primeira ordem dos autoestados sdo obtidas por (rever

segunda equagao em (6.3))

(0)
b=g® 23S ¢k(0)vw dz 0 0,00, (6.10)

3) Corregoes de autoenergias de sequnda ordem

Fazemos as correcoes de autoenergias de segunda ordem usando a seguinte equagao

(equacao obtida para A? na sequéncia exposta acima)
Hop@ + Vo) = EO @ + ED D 4 ED ¢, (6.11)
Agora, assumindo que () ¢ dada pela combinagao linear (m # n)

=3 Cpp, (6.12)

m#n
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multiplicando (6.11) por w,@ e integrando, temos

Eflo) /oo 1/)7(10)%(12) dr + ZCm /00 wéo)f/%by(g) dr

m#n -

= BY [T 0@ d+ EO Y Cn [T 000 du+ EO [T 90w do.

m#n
Fazendo as devidas simplificagdes, produzimos
E® =Y C, /oo POV 4O gy
m#n o

Finalmente, usando a expressao (6.8) para C,,, obtemos o principal resultado da teoria de
pertubagao de segunda ordem

’ 2

(0) 1/ 4(0)
oy OOV O da

P (6.13)

Portanto, as corre¢oes de energia de segunda ordem sao obtidas da seguinte forma

- ) 0) 7 O gl
Z?:E$L+A/izﬂ”V¢9dm+A2§:‘f¢m o duf

2 o +Os(N). (6.14)

Poderiamos continuar o processo e calcular as corre¢oes de autoestados de segunda ordem
M a correcdo de autoenergias de terceira ordem, e assim por diante, mas segundo [40], na

prética, a equagao (6.13) é o quao longe podemos ir normalmente no exercicio desse método.

3) Corregoes de autoenergias e autoestados de p-ésima ordem

Para fazermos corregoes de p-ésima ordem nas autoenergias usamos a seguinte

fé6rmula
E$”=3/w@%”V¢$‘” (6.15)
enquanto que, usaimos
S0 S TR
W =3 oy | Ve = B (6.16)
k#n En’ — Ek k=1

para realizarmos as corre¢oes de p-ésima ordem nos autoestados.

Agora, vamos aplicar a teoria da perturbagdo para as extensoes racionais do
oscilador. Sendo assim, faremos as correcoes de energia de primeira e segunda ordem em
tais extensoes. Como vimos na se¢ao anterior, nosso sistema perturbado é dado por

[o]o h? [o] "
H = Hosc - E <log WT[¢O’ (X)7X]) ) (617>
onde H,,. é o sistema inicial nao perturbado e o termo perturbativo é a parcela com

wronskiano

fi(bgLVﬂw?KX)gXD”. (6.18)

2
m

AVlele =
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Para simplificar os célculos, seguindo [64], reescrevemos o termo perturbativo da seguinte

forma

N
(m; + 1)
Avlle — s mlmit D) o 6.19
2 XX (6.19)

os nimeros m; € N sio chamados de multiplicidades do polo X; de AVI¥? ¢ €' é constante
que depende de o. Dessa forma, usando a definicio das autofungdes 1(X) em (5.69) e a
diferenga de potencial (6.19), as corregoes de energia de primeira e segunda ordem sao
obtidas com a ajuda da seguinte integral-mestre (produto de uma fun¢ao Gaussiana por

uma fungao racional)
7X2 7)(2
0 e d © e
0 ax=% / T ax,
/_oo (X —zp)? dzp J—co X —ap
onde xp é o polo. Usando essa relacao, encontramos o seguinte resultado para a integral-

mestre, parte imaginaria de xp diferente de zero

_X?2

o e —xp? _ —i -
/_OO de = —2e mp( 7 Erfi(zp) + 10g< a:p) + log(mp)> 2v/m, (6.20)

onde i é a unidade imaginéaria e Erfi(xp) = —iErf(izp) é a fungao erro imaginaria,
introduzida por Gauss. Abaixo, nés obtivemos as corre¢oes de energia para as trés
sequéncias distintas, o1 = {1,2}, 0o = {2,3} e 03 = {3,4}. Também consideramos a
constante « = 1 (h — 1, w — 1, m — 1/2). Para desenvolver os calculos e construir os

graficos utilizamos o Software Computacional Wolfram Mathematica.

Nas figuras 6, 7 e 8 representamos graficamente as correcoes de primeira e segunda
ordem por meio dos tragos horizontais em azul (eles forma o espectro da extensao racionais
H?). Também em azul, representamos os graficos dos potenciais V7(X). Em vermelho
temos o espectro e o potencial do oscilador harménico (iguais em todos os graficos). Os
tracos inclinados em preto estabelece a relagao entre os niveis de energia do oscilador e
as respectivas corregoes. Assim, tais tracos conectam a energia fundamental do oscilador
a energia fundamental da extensao, conectam a energia do primeiro estado excitado do
oscilador a energia do primeiro estado excitado da extensao, e assim por diante. Eles

foram representados apenas para facilitar nossa visualizacao.

Vamos analisar a Figura 6. No modelo ideal, o espectro da extensao racional
H{L2  a partir do primeiro estado excitado, é deslocado dois niveis de energia quando
comparado com o espectro do oscilador. Assim, o primeiro nivel de energia de H{%?} deve
coincidir com o terceiro niveis de energia de H,., 0 segundo nivel de H{"% ao quarto de
H,s., e assim por diante. Olhando para o grafico (a) da Figura 6, vemos que esse fato
fica evidente a partir do terceiro nivel excitado da extensao (quinto nivel excitado do
oscilador). Enquanto que, no gréafico (b), maior precisao ja é atingida a partir do primeiro
estado exitado da extensdao. Os estados fundamentais do oscilador e da extensao também

coincidem na situagao ideal. Mas em ambas as corregoes, (a) e (b), esse resultado nao
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~ (1,2},

Figura 6 — Corregoes de primeira (a) e segunda (b) ordem para oy
Fonte: Dados da pesquisa.

¢ atingido, nomeadamente, elas diferem da energia fundamental do oscilador em =~ 0.62

(acima) na primeira corre¢do e ~ 0.19 (abaixo) na segunda corregao.

Na situacao ideal para a sequéncia oo = {2, 3}, o nivel de energia do segundo estado
excitado da extensao H{*3} deve corresponder ao quarto nivel de energia do oscilador, e
assim por diante. Ja as energias do estado fundamental e do primeiro estado excitado da
extensao devem permanecer iguais aos do oscilador. Note que, as corre¢oes de primeira

ordem, representadas no gréfico (a) da Figura 7, ndo sdo boas para os quatro primeiros
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Figura 7 — Corregoes de primeira (a) e segunda (b) ordem para oy = {2, 3}.
Fonte: Dados da pesquisa.

niveis de energia (incluindo o nivel do estado fundamental). As corre¢oes de segunda
ordem apresentadas em (b) sdo boas mais ainda contem pequenos desvios nos primeiros

niveis.

Por fim, para a sequéncia o3 = {3,4}, o ideal é que os trés primeiros niveis de
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energia da extensao H®¥* e do oscilador coincidam mas o terceiro nivel excitado da
extensao deve corresponder ao quinto nivel excitado do oscilador e assim por diante.

Observando o grafico (a) da Figura 8, vemos um erro acentuado na corregao de primeira

ca
T
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-
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Figura 8 — Corregoes de primeira (a) e segunda (b) ordem para o3 = {3,4}.
Fonte: Dados da pesquisa.

ordem para o quarto nivel excitado da extensao. Esse erro é parcialmente contornado na
corregao de segunda ordem ilustrada no gréafico (b), no entanto, o quinto estado exitado

sofre uma pequena perturbacao nesse processo de correcao.

Observando e comparando as figuras 6, 7 e 8 vemos que os graficos dos po-
tenciais V{12t V{23 e V{34 diferem quanto ao nimero de pocos (um, dois e trés
pogos, respectivamente). Essa diferenga resida na presenga, ou nao, dos pardmetros
s, h (splitting) e g (gap) em o1, 09 € 03. A sequéncia o; possui apenas o pardmetro
s, 09 possui s e g, por fim, a sequéncia o3 possui s,h e g. Esse trés valores (s,h,
g), sdo muito importantes no estudo da topologia dos potenciais das extensdes. O
parametro s é dado pela divisao do primeiro estado excitado pelo estado fundamen-
tal, AEy, = By — Ef = 2s+1,s = 0,1,2,...; h é obtido pela divisao entre o se-
gundo e primeiro estado excitado, AE), = Ef — Ef = 2h+1,h = 0,1,2,...; final-
mente, o pardmetro g é dado pela lacuna entre o segundo e terceiro estado excitado,
AE,=FE] —Ef =2g+1,g=1,2,3,.... Dependendo da sequéncia, mais parametros de
splitting podem ser necessérios (s, h, k, [, etc). Para exemplificar, vamos tomar a sequéncia
o=1{1,2,4,5,7,8}. Ela possui s, h e g. Nesse caso, temos AF; =3—0=2s+1 = s=1;
AE,=6—-3=2h+1 = h=1eAE,=9-6=2g+1 = g¢g=1. Veja [70].

A Figuras 9 ilustra os gréficos de V7(X) sobre o plano complexo, para o; em (a),
o9 em (b) e o3 em (c¢). Nesse tipo de gréfico, cada ponto possui uma cor e intensidade que o
distingue dos demais. As cores representam as fases (ou argumento do niimero complexo),
enquanto a intensidade representa o médulo desses niimeros. Em torno da origem as cores

obedecem a seguinte sequéncia (inicio — fim) ciano (—w), azul (F27/3), magenta (Fr/3),
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vermelho (0), amarelo (£7/3) e verde (£27/3). A intensidade representa o valor absoluto
do ntiimero complexo, indo do preto (0) ao branco (+00). Assim, os zeros sdo representados
por um ponto preto e os polos por um ponto branco. Em torno dos zeros de uma funcgao
as cores percorrem o sentido anti-horario (—m, —27/3, —x/3, 0, 7/3, 27w /3), enquanto que
em torno dos polos, elas percorrem o sentido horario (—m, 27/3, 7/3, 0, —7w/3, —2m/3).
Quando as raizes ou polos possuem multiplicidades as cores repetem-se o mesmo numero

dessas multiplicidades (o sentido ndo muda).

Analisando a Figura 9 localizamos facilmente os zeros e os polos de V?(X). Note
que, em torno das raizes (pontos preto) as cores nao repetem (raizes sem multiplicidade) mas
em torno de cada polo (regiao branca) elas repetem duas vezes (polos tem multiplicidade
dois). Raizes e polos formam pares conjugados e simétricos em relagdo ao eixo imaginario.
Assim, no gréfico (a) podemos ver seis raizes e dois polos para V?*(X). No grafico (b)
identificamos dez raizes e quatro polos para o potencial V?2(X). Por fim, no gréfico (c)

visualizamos quatorze raizes e seis polos para V?3(X). Na Figura 10 representamos os

(a) (b) ()

Figura 9 — Polos e raizes dos potenciais V?(X), para o1, 02 e 03, respectivamente.
Fonte: Dados da pesquisa.

graficos dos valores absolutos dos potenciais V7 (X)) coloridos pelas fases de V(X)) sobre
o retangulo complexo de lados X,,,;, € X,n4e. Os graficos foram posicionado de maneira a
fornecer a melhor visualizagdo das raizes das fungoes. Observando os graficos da Figura

10 vemos claramente as raizes (depressoes) e os polos (protuberincias).

Figura 10 — Gréficos de |V, |V2| e |V 73|, respectivamente.
Fonte: Dados da pesquisa.
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6.2 METODO VARIACIONAL

O método variacional é baseado no principio variacional. Ele fornece um caminho
alternativo (mais preciso) a teoria da pertubagdo para encontrar aproximagoes do estado
fundamental e os estados exitados de um sistema quéantico. Assim, dada a equacao de
Schrodinger

H() = B (a), (6.21)
com solugdes ortonormais, o valor esperado do operador H, no estado ¢, é definido como

o seguinte funcional nao-linear

Como as fungoes 1 sdo autoestados de H, o funcional E[i)] é estaciondrio para qualquer

E[y]

variacao de ¢. Obviamente, quando tomamos fungoes teste, para as quais nao exigimos a
ortonormalidade imediata, ficamos apenas com a primeira igualdade em (6.22). Assim,
substituimos ¥(x) por Yesi(z; f1, ..., fn), onde os fi’s sdo pardmetros reais livres que
depende da funcao teste. Podemos escolher qualquer sequéncia conhecida de fungoes que
formam uma base do espago de Hilbert, por exemplo, sequéncias de polinémios, fungoes
trigonométricos, etc. Nos consideramos apenas um subespaco de dimensao finita formado

pelas primeiras N fungoes dessa sequéncia.

Um dos principais resultados do método variacional é o fato do valor esperado de

H, para qualquer estado 1, ser maior do que ou igual a energia do estado fundamental,

/jo W Hipde > E,. (6.23)

Para demonstrar esse resultado devemos considerar o autoestado 1 escrito como uma

combinagao linear das autofuncgoes v, de H, da seguinte forma
W = Enj Con b - (6.24)
Sendo assim, temos que
/O:Oz/J*Hz/de - /ZZC;¢;H S C by da,

retirando os somatérios com as constantes do interior da integral e usando o fato de que

E,, é autovalor associado a v, isto é, Hy,, = E,1,, temos
S C Y Co [ Batnde = X Co S G [t
Sabendo que as solugoes 1, sd@o ortonormais e, portanto, [ 1, dx = d,,, , ficamos com
S C S CoEy b =5 C Co By

:Z ‘Cm‘2 Em
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Relembre que os autoestados v estao normalizados, isto é, 3, |C,,|?> = 1, além disso,
E.. > Ey,Ym, pois Ey é a energia do estado fundamental (estado com menor energia).

Dessa maneira,
Portanto,
/‘dﬁdeszm

Note que, a igualdade ocorre apenas quando Cp =1e C, =0, Vn # 0 , ou seja, quando
a fungao de onda v corresponde a 1y. Na pratica é improvavel que consigamos fazer
variagoes arbitrarias no estado ¢ para encontrarmos a energia do estado fundamental.
Entretanto, o método variacional garante que sempre obteremos um limite superior para a

energia Fy, ainda que nao fagamos variacoes arbitrarias em 1.

Outro método variacional til para calcular sequéncia de auto-fungoes, além do
estado principal, ¢ o método de Rayleigh-Ritz. Tal método consiste, basicamente, de
duas partes. Na primeira parte, escolhemos uma classe limitada de fungdes dependentes
de n pardmetros reais livres (51, B2, ..., Bn) := (. Essas fungbes sdo chamadas de fungoes
variacionais lineares e também denotamos por ¥y.s(x; 5), os pardmetros reais livres entram

como coeficientes das combinacoes lineares que as definem
7~p1fest X, B ZBJ ¢] (625>

onde ¢; sao fung¢oes linearmente independentes que cumprem com as condigoes de contorno

do problema inicial. Na segunda parte, aplicamos o funcional (6.22) em s

| el 8) H s B)

[wtest (l’ ﬁ)] ,
/ wtest wtest (:U 6) dx

(6.26)

para encontrarmos as coordenadas de 3 que fornecam o menor resultado possivel do valor
esperado da energia F(/3). Aqui, ndo exigimos a normalizagao das funcoes 1. , com é
feito em (6.22).

Vamos desenvolver o numerador e denominador do funcional (6.26). Para o

numerador, temos
| e Hbiesde = [~ S50 HY. Bi0dn =Y 8; 38 [ i H oydu.
—o0 —00 1 j=1 =1 j=1 -

Usando a abreviacao
| o H6;de =By,

finalmente, o numerador fica

I Ui Hibe d = 325" 7 6, H,,. (6.27)

i=1j=1
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Analogamente, para o denominador, obtemos

/ wtestwtestdx—zz:5 BjSi; onde S;;= / ¢;p;dx. (6.28)

i=1j5=1

Sendo assim, das equagoes (6.27) e (6.28), o funcional (6.26) reduz-se a

YD BBiH
1

E(B) =55 - (6.29)

2257 B S

=1 j5=1
Para obtermos estimativas da energia do estado fundamental, devemos minimizar

o funcional E(f). Uma condigao necessaria para minimizar F(/3) é que suas derivadas
parciais, com respeito a cada uma das suas n variaveis g1, (o, ..., B, Sejam zero no ponto
minimo, isto é,
OF
J5|;
Dessa forma, rearranjando a equagao (6.29)

BYY D BiBiSiy=_ > 0: 6 Hij

i=1j=1 i=1j=1

=0 onde i=1,...,n. (6.30)

e derivando-a parcialmente com respeito a (i, k =1, ..., n, temos

IE I

85 ZZBZBJSH_’_E ZZBZBJ ”:86 ZZ/B’L/BJ ¥R

=1j=1 i=17=1 i=1j=1
ou simplesmente,
8 n n
ZZ@@ ZJ:TZZBZ’BJ'HM- (6.31)
=1 j=1 k=1 j=1
Aqui usamos a igualdade (6.30). Vamos simplificar essa relagao entre Sy ; e Hy;.

Note que, o elemento 5;; nao depende de (3, assim, podemos simplificar o primeiro

membro de (6.31) (sem o termo E), como segue

9 fi 9
RN TTIES ol CF R 3TN

=1 j=1 =1 j=1

Como fF;, | = 1,...,n, sao parametros reais independentes (% = §lk> , temos que

Zz@ﬁa ij iiﬁjém&frii@@k&j.

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Rearranjando os indices das somas e simplificando, produzimos

a n n n n
TZZ@@SM => B;Skj+ > B Sik-
i=1 =1 j=1 i=1



76

Usando o fato de que S;j, = Sk, (ver definicdo de S;;) e considerando as somas apenas em
7, ficamos com

ZZM’J i5=2_BiSki+ B Sk

i=1j=1 j=1 j=1

Sendo assim, chegamos a igualdade

a n n n
S 2> BiBiSij =23 Bk (6.32)
9 Bk i=1j=1 j=1
Procedendo de forma andloga para o segundo membro de (6.31) e usando fato de que o

hamiltoniano H é hermitiano, concluimos que

ZZ@ BiHij =2 ZB] Hy; . (6.33)

i=1j5=1
Finalmente, substituindo (6.32) e (6.33) na equacdo (6.31), ficamos com a seguinte
relagao entre Si; e Hy;
2E ) B Sy =2)_ B Hy,
j=1 Jj=1

ou melhor,

Z (Hy; — ESk;j) B =0 onde =1,..,n. (6.34)
7j=1

Observe que, desenvolvendo a equagao (6.34) para cada k obtemos um sistema de equagoes.

Esse sistema pode ser escrito em forma matricial da seguinte forma

Hll Hl2 T Hln Sll 312 e Sln 61
FI.QI [{‘22 : ]—1'271 _E 521 522 . SQn @.2 _ 07
Hnl Hn2 e Hnn Snl SnQ T Snn ﬁn

ou em forma mais compacta

(H— ES)3' =0. (6.35)

Essa expressao é bem conhecida na mecéanica quantica e ela é chamada de equagao secular.
Para resolvé-la devemos encontrar a matriz A, de uma transformacao A, tal que a operagao
AT SA = Iseja valida, I é a matriz identidade e A" é a matriz adjunta de A.

Agora, vamos aplicar o método variacional ndo-linear (6.22) nas extensoes racionais

do oscilador. Nesse caso, o valor esperado da energia (6.22) fica

/_ w;,kest H[a]cr 2/}test dX
L w:est wtest dX

Erest] = (6.36)

Relembramos que H%? é a extensdo racional do oscilador harménico com pardmetros
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fisicos H,s., para uma dada sequéncia de Krein-Adler o = {ny,ny + 1,...,np,np + 1} €

a = h/(2mw). Explicitamente, temos
Hlo = [, + AV (X)) (6.37)

As vezes, para calcula a expressao do funcional E[¢], é mais conveniente reescrevermos
a diferenca de potencial da extensao (6.37) em torno dos seus polos. Sendo assim, nés
reescrevemos AVIM7(X) = Avl?l?(X) 4+ C, onde C' é uma constante e [64]

Al (X)) = ﬁ (g + mi) (6.38)

na qual X; é um polo de AV (X). A constante C' depende da sequéncia ¢ tomada.
Feita as devidas alteracoes na diferenca de potencial, podemos reescrevemos a extensao

racional H*7 da seguinte forma
H — .+ Avlele ¢ (6.39)

Agora estamos prontos para calcular o valor esperado das energias, isto é, calcular E[y].

A seguir, avaliamos o método variacional nas extensoes racionais do oscilador
para as sequéncias o1 = {1,2},00 = {2,3} e 03 = {3,4} para a constante o = 1
(h = 1,w — 1, m — 1/2). Como veremos, a forma das fungoes testes sofre grande
influéncia da topologia de cada potencial V7(X). As fun¢oes testes utilizadas nesse estudo

sdo as distribuigoes de Gauss e Lorentz

) (X —m0)? ) _ a
G(X;a,l,z0) = ae !X o L(X:a,l,z0) = T3 (X — ag)? (6.40)

onde a,l e xy definem amplitude, largura e localizagao do pico, respectivamente.

Vamos iniciar analisando o método para a sequéncia o = {1,2}, o hamiltoniano
utilizado nos calculos é H{1?. Nesse caso, temos o potencial V{12(X) que possui um
unico poco. Logo, as fungoes teste para esse caso, devem conter trés parametros, um para
amplitude, um para largura, e outro para a localizagao do pico. Mas como o pico sempre
esta localizado na posicao zero (a auto-funcao tem que respeitar a simetria do hamiltoniano
em relagdo a inversao da coordenada X) e devido a caracteristica do funcional energia,
E(av) = E(v), apenas o parametro de largura é relevante. Assim, as fungdes Gaussiana

e Lorentziana sao simplificadas para

1

L7 X2 A

(6.41)

Chamamos G'1 de Gaussiana 1 e L1 de Lorentziana 1. Devido as caracteristicas dessas duas
funcées, dizemos que elas respeitam a topologia do potencial V12}(X). No entanto, nés
também podemos usar as combinacoes lineares da Gaussiana 1 e as combinacoes lineares

da Lorentziana 1. Essas novas fungoes testes nao respeitam a topologia do potencial de
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H{2} porque elas possuem mais de um pico, no entanto esses picos podem degenerar
em um unico pico. Dessa forma, conseguimos adaptar a topologia dessas combinagoes a

topologia do potencial da extensao. As novas Gaussianas sao

G2(X: 1, x0) = e /X207 4 o=UX+0)*

6.42
G3(X;1, 1) = e (X700 4 71X 4 oml(XHa)® (6.42)
As novas Lorentzianas, obtidas das combinagoes lineares da Lorentziana 1, sdo
1 1
L2(X:1 —
1 1 1 (6.43)

+ + .

1+ 32X —x0)?2  1+1P2X2 142X +x)?

Noés também usamos cada uma dessas fungoes teste nas extensoes com dois e trés pogos.
Devido a simplicidade de G1 e L1 conseguimos calcular o funcional energia usando

diretamente a extensao (6.37), em contrapartida, devido a complexidade das Gaussianas

em (6.42) e das Lorentzianas em (6.43) utilizamos a extensdo modificada (6.39). Nesse

segundo caso, o funcional energia é dado pelas integrais (a contante C' = 2 para o = {1,2})

* * X?+8 S © ¢
EWJ]—_/‘“W dX+/_OO ; w2dX+izlmi(mi+1)/_oo(X_Xi)2dX

o
| wrvax
—00
(6.44)
Para calcular o valor desse funcional podemos dividir seu numerador em trés partes, a
cinética (primeira integral), a potencial (segunda integral) e a diferenca de potencial
(terceira integral). Quando substituimos ¢ por uma das Gaussianas, a integral da diferenca

de potencial é similar a integral-mestre

/m Eerias (6.45)

Analogamente, substituindo ¢ por uma das Lorentzianas, a integral da diferenca de

potencial é calculada usando a seguinte integral-mestre, produto de fungoes racionais

/00 1 dX 1
—oo (X —ap)? 14+ (X —20)? 1 4+ (X + 21)?
(6.46)
m (22 — 2wy (xp + 2i) + 2ap(z1 + 2p) + 21 (21 + 4i) + 8izp — 6)
(2o + 11)2 +4) (—x0 + 2p +1)2(21 + P +1)2

Sempre que necessario, recorremos as integrais-mestre descritas acima para calcular o

funcional energia das extensoes.

A seguir descrevemos o processo de minimizar o funcional energia para G1 e L1,

os resultados da minimizagao para as demais Gaussianas e Lorentzianas sao apresentadas
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na Tabela 5. Assim, nosso objetivo é encontrar o pardmetro de largura [ que minimiza o
funcional energia E(l) ou equivalentemente, encontrar o valor de [ que faz a melhor apro-

ximagao das fungoes testes G1(X) e L1(X) da auto-funcdo exata do estado fundamental

para V{L2(X)
{1,2} X) = 4/% 1 —X?/4 4

Um resultado importante é que a fungao teste obtida do produto de G1 e L1, depois da

minimizacao da energia, vai dar a resposta exata!

Na Figura 11(a) apresentamos o grafico do valor esperado da energia em fungao
da constante [ para a funcao teste G1. Nesse caso, o valor de [ que fornece o menor
resultado para a energia é [ = 0.891645, sendo assim, temos £(0.891645) = 0.538954. Para
entendermos esses resultados, vamos calcular seu erro relativo com respeito a escala de
energia do espectro quase-equidistante da extensio H{'?' E, = (n + %), n € N\{1, 2}.
De modo geral, temos a seguinte expressao para o erro relativo
100( EQapr — Ej)

ER =
Ey—Ey

(6.48)

onde FQapr é a energia minima obtida pelo método, Fy e F; sdo a energia fundamental
e o primeiro estado exitado da extensdo H?, com E, = (n+ 3), n € N\o. Sendo assim,

para o potencial V{2 temos que o erro relativo é de 1.3%, aproximadamente. Na Figura

(a) (b)
Figura 11 — Graficos de E(l) para o = {1,2}.

11(b) mostramos o valor esperado da energia em fun¢io da constante [ para a func¢ao
Lorentziana. Como podemos ver, o menor valor de E é dado por [ = 1.73304, nesse
ponto E(1.73304) = 0.603495. Assim, temos um erro relativo de aproximadamente 3.4%
para o estado fundamental do oscilador. A Figura 12 ilustra o potencial V2}(X) e
compara o grafico de 1§ (X ) com os graficos de G1(X) e L1(X) com valores minimais

dos parametros.

Agora, vamos aplicar o método para a sequéncia o = {2, 3}, o hamiltoniano utilizado
é H123Y O potencial V{23}(X) possui dois pogos. Assim, de forma geral, as funcoes testes
devem conter dois parametros para larguras dos "sinos', dois parametros para as posi¢oes

dos pico e duas amplitudes. Mas devido a simetria temos que as larguras sao iguais,
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-0.2}

Figura 12 — Potencial, fungdes teste e auto-estado fundamental para o = {1, 2}.

logo, ficamos com apenas um parametro para essa medida. Também devido a simetria, a
posi¢ao de cada pico é equidistante da origem, restando apenas um parametro de separagao
pico-origem. As amplitudes também sdo iguais pela simetria e como E(ay) = E(1),
temos que esse parametro ¢ irrelevante. Logo, as fungoes testes devem conter apenas dois
parametros, um para largura do "sino'e outro para posicao do pico. As funcoes testes que
respeitam a topologia do potencial V{%3}(X) sio G2 e L2. O objetivo agora ¢ determinar
os pardmetros [ e o que minimizam o funcional F(l,x), ou seja, os valores de [ e zy que

melhor aproxima as fungoes teste da funcao exata

2
{2,3} X — 4 §(X + 1) —X2/4 6 49
PR = | e (6.49)
Os resultados para as demais Gaussianas e Lorentzianas aplicadas a extensao H*3} sdo

apresentados na Tabela 5.

O grafico da Figura 13(a) representa o funcional E(l, z() para a Gaussiana 2. O
valor do par (I, z¢) que fornece o menor resultado para E[G2] é (I, x¢) = (1.16287,0.846242),
dessa forma E(1.16287,0.846242) = 0.516902. Comparando esse resultado com a energia
do estado fundamental do oscilador harmonico, Ey = 0.5, podemos notar que o erro

relativo é de aproximadamente 1.7%. O gréfico da Figura 13(b) ilustra o funcional E(I, x¢)

Figura 13 — Gréficos de E(l,z() para o = {2, 3}.

da Lorentziana 2. O menor valor de F[L2] é dado pelo par (I,z¢) = (1.41596,0.823106),
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nesse ponto £(1.41596,0.823106) = 0.621164. O erro relativo é de 12.1% para o estado
fundamental do oscilador. A Figura 14 apresenta o potencial V{23}(X) e compara o grafico

de i3> (X) com os graficos de G2(X) e L2(X) com valores minimais dos pardmetros.

0.8

V

Figura 14 — Potencial, fungoes teste e auto-estado fundamental para o = {2, 3}.

Finalmente, vamos usar o método para a sequéncia o = {3, 4}, a extensao obtida é
HB4 O potencial V34 (X) tem trés pocos potenciais. Nesse caso, as solucdes testes
devem conter nove parametros. Trés para as posi¢oes dos picos, trés para as larguras dos
"sinos'e trés para as amplitude de cada pico. A simetria desempenha papel importante na
reducdo desse nimero de parametros. Assim, devido a simetria um dos picos sempre tem
posigao zero e os outros dois sao equidistantes da origem. Logo, ao invés de trés parametros
independentes para as posicoes dos picos, teremos apenas um, o de separagao entre eles.
Também devido a simetria, os trés parametros das larguras dos "sinos"sao reduzidos a dois,
uma vez que as larguras laterais sao iguais. Logo, ficamos apenas com a largura central e
lateral (1;,1.). Por simplicidade, usamos o caso [; = l. = [. Por fim, a simetria garante que
as amplitudes laterais sao iguais, ficando apenas com a amplitude lateral e central. Mas
como devemos normalizar a funcao de onda, temos que um fator comum para a fungao
teste ¢ irrelevante. Logo, em vez de trés pardmetros de amplitude, temos apenas um
pardmetro de amplitude relativa central /lateral (a.). Dessa forma, conseguimos reduzir de
nove para quatro parametros independente. Portanto, a familia de fun¢oes testes minimais
para um potencial de 3 pocgos deve conter quatro parametros. Sendo assim, as solugoes

testes G3 e L3 sofrem as seguintes modifica¢oes

G3(X; 1, o, a,) = e " X707 g o X 4 o=l tw0)” o
! a 1 (6.50)

(X531, 20, ac) T E(X — 20 1T EX? 14X 1 20)?

Cada um desses parametros devem ser determinados de maneira a minimizar o funcional

E(l, zg,a.), ou ainda, a aproximar G3 e L3 da solucao exata

4
Bt xy o 12 X +3 - 6.51
0 (X) T X6_3X1+9x2+9° (6.51)
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Além das solugoes testes em (6.50) usamos também G1,G2 e L1, L2 para a extensao
HB4(X), ver Tabela 5.

Na Figura 15(a) apresentamos o grafico do valor esperado da energia em fungao

dos parametros (I, z, a.) para a fungdo Gaussiana 3. Os valores de (I, 2, a.) que fornecem

Figura 15 — Graéficos de E(l, zo, a.) para o = {3,4}.

o menor resultado para E[G3| é (I,zg,a.) = (1.42475,1.49168,1.90222), sendo assim,
encontramos £/(1.42475,1.49168,1.90222) = 0.50721. Quando comparamos esse resultado
com a energia do estado fundamental, Ey = 0.5, vemos que o erro relativo é de 0.7%,
aproximadamente. Na Figura 15(b) mostramos o valor esperado da energia em fungao
das constantes (I, xg, a.) para a fungdo Lorentziana 3. O menor valor de E[L3] é dado
por (I, zg,a.) = (1.43457,1.46138,2.62225), onde F(1.43457,1.46138,2.62225) = 0.604736.
Obtemos assim, um erro relativo de aproximadamente 10.5%. A Figura 16 ilustra o
potencial V{34 (X) e compara o grafico de ¢ég’4} (X) com os gréficos de G3(X) e L3(X)

com valores minimais dos parametros.

0.8

0.6+

0.4r

0.2¢

0.0

-0.2¢

Figura 16 — Potencial, fungdes teste e auto-estado fundamental para o = {3,4}.

Na Tabela 5 resumimos todos os resultados para cada sequéncia e cada func¢ao
Gaussiana\Lorentziana. Nela consta também os resultados obtidos para a Teoria da
Pertubacao de Primeira e Segunda Ordem. Observando a tabela, vemos que a melhor

aproximacao ¢ dada pela teoria da pertubacao de segunda ordem aplicada a extensao
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racional H{%3} (erro relativo de 0.02%). Por outro lado, o resultado com maior erro relativo
é obtido usando a Lorentziana 1 na mesma extensio H{?3' (69.6%). Na tabela podemos
ver também que as Gaussianas sempre vai dar melhor resultados do que as Lorentzianas,
mas que L(numero de pogos) melhor que G( numero de pogos £1) ou seja, por exemplo,
no caso de V34 temos L3 melhor que G2 e G1. Comparando o comportamento de G
com L no infinito, vemos que a diferenca consiste na seguinte caracteristica, G tende para
0 mais rapido e tem assimptética préxima a autofungoes exatas, enquanto L tende para 0
mais lentamente (comparando com ), entao sempre vai dar contribuigdes de energias
mais altas para funcional. Porém, as correcao na topologia de L é mais importante do que

comportamento no infinito para calculo de energia de estado principal.

oc={1,2} | 0 ={2,3} | 0 ={3,4}

Ey 0.50000 0.50000 0.50000

T.P 1* Or | 1.12272 0.77197 0.66571

T.P 22 Or | 0.31041 0.50024 0.60164

M.V G1 0.53895 0.74227 0.66007

M.V L1 0.60349 1.19613 0.74499

M.V G2 0.53895 0.51690 0.65973

M.V L2 0.55947 0.62116 0.74363

M.V G3 | 0.53895 | |0IBO80S] @ 0.50721

M.V L3 | 055082 | 0.69591 | [ONGOME

Tabela 5 — Comparacao dos métodos para cada sequéncia.
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7 POLINOMIOS DE CONEXAO

Nessa secao, nés vamos aprofundar nossos estudos e observacoes sobre o polindomio
de conexao nao-linear Q7 (z,y), definido na equagao (5.64). Originalmente, os polinémios
Q% (x,y) surgiram no processo de encontrar uma ansatz racional para o propagador K7
em [73]. Eles sdo chamados de polinémios de conexao nao-linear porque fornecem uma
conexao nao-linear entre duas familias de polindémios ortogonais. A seguir, apresentaremos
um lema muito importante sobre esses polindmios. Apresentamos também, algumas de
suas propriedades caracteristicas. O lema é chamado de Lema de Conexao Nao-Linear.

As principais referéncias desse capitulo sdo os trabalhos de Pupasov [70, 73].

Lema 7.0.1 [70, 73].. Dada a sequéncia de Krein-Adler o = {ky, k1 + 1,....;kp, kp + 13,

a familia normalizada de polindmios excepcionais de Hermite correspondente he(x), cumpre

a relagdo
o[[-1]]+1
Y. hk(@)h-k(y)QF (. y) = A7 ()7, (y). (7.1)
k=0
Além disso, a soma dos polinomios de conexdo € dado pelo sequinte produto
ol[[-1]]+1
Y. Qlzy) =w(@)wly), (7.2)
k=0

onde w(z) denota o determinante Wronskiano da sequéncia o dos polindmios de Hermite

normalizados
w(x) = Wrlhy(z), x]. (7.3)

A demonstracao desse lema é apresentada no artigo [73].

Seguindo Pupasov [70], vamos reescrever as relagoes apresentadas no Lema de
Conexao Nao-Linear em termo das fungoes de ondas e na forma matricial. Em termo das

fungoes de ondas correspondentes a equagao (7.1) fica

oll-1)]+1

Z ¢m—k(l‘)¢m—k(y)Qg(l‘7 y)

w(z) w(y)

= ¢ (@)Yn(y) -
Essa relagao pode ser simplificada se introduzida as notagoes de projegoes, definidas por

IL(z,y) = Yn(x)n(y) e I (x,y) = ¢n(x)dy(y) . (7.4)

Sendo assim, temos

o[[-1]]+1
S sl 9)QY(z, )

T — 11, (2.y). (75)
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Para obtermos a versao matricial precisamos introduzir a seguinte matriz e vetores

M, 0 0 .. 0 Qg 17

A II II 0 .. 0 - 7 — Iy

Ht = ! 0 ) QU = Ql ) 17 = '
H2M+1 HQM H2M71 HO QgMJrl HgMJrl

A matriz quadrada ﬁt é a matriz Toeplitz, I1° é um vetor com 2M componentes

nulas ¢ o vetor (o[[—1]] + 2)-dimensional Q° é definido por
Q% = w(z) w(y)flt_1 1 . (7.6)
Sendo assim, a versao matricial do Lema de Conexao Nao-Linear é dada pela equacgao
1,07 = w(z)w(y)iy, (7.7)

cuja solucao ¢é o vetor Q"’. Por outro lado, também podemos obter a equagao matricial

semi-infinita [70]

Qg 0 0 .. |[m] [ 119 |
07 0z 0 L llm 119
E - - _ wlouly) 9
Q-1 oy 65
0 Qo Qo

Os polinémios de conexao nao-linear possuem as seguintes propriedades de simetria e
paridade [70, 73]

1) Q7(z,y) = Qi(y, )

2) Qi(—z,—y) = Q(z,y)

3) Q%i(—x,y) = (=1)"Q3, (x,y)

4) Q%i(—2,y) = —(=1)"DQg .1 (2, y)

|o]
onde gr h§ = (o[[j]] —j + 1) — |o|. Do grau de h§(x), denotado por go, nos obtemos os
j=1
graus de h?(x) e Q7 (x,y), da seguinte forma
2(90+k)7 k < |O|

(7.9)
2(g0 + 2|0 = k), k> |al.

grhy =go+n e grQ‘g:{

Lema 7.0.2 O polindmio de conexdo de maior grau é Qﬁﬂ(x, y), onde |o| é o comprimento

da sequéncia o.

Demonstragio: Seque da sequnda expressio em (7.9).
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8 CONCLUSAO

Nos estudamos extensoes racionais do oscilador harménico. Esse modelo exatamente
soluvel da mecéanica quantica possui propriedades muito interessantes. O espectro de todas
as extensoes racionais (sem monodromia) é quasiequidistante. Como uma consequéncia, a
evolucao temporaneo de qualquer estado quantico é peridédico. As auto-fungoes sao dadas
pelo z-polinémios de Hermite. Propagadores de todos extensoes racionais sao calculados
analiticamente em termos de fungoes elementares (mesmo para topologias de potenciais
complicados, ou seja varios niimeros e posigdes de pontos estacionarios). Nés usamos essas
extensoes racionais para estudar o comportamento de métodos aproximados (Teoria da
Perturbagao e Método Variacional) nos casos de "multi-well" potenciais. Fracdo parcial de
uma extensao racional permite reduzir uma problema de calculo de elementos matriciais da
teoria de perturbacao ou de funcional de energia até uma integral-mestre. Vimos que para
funcgoes de teste dados por meio de produto de uma gaussiana e uma fungao racional essa
integral-mestre possui calculo analitico. Isso permite nos realizar a Teoria da Perturbacao
e o Método Variacional de forma eficiente. Podemos notar também, que as integrais-mestre
usados para as extensoes racionais, sem monodromia, podem ser aplicadas para extensoes

racionais arbitrarias (ndo somente transformagao de Darboux de Oscilador Harménico).
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