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Resumo

A modelagem dindmica ¢ uma proposta de andlise e previsdo de séries temporais do
ponto de vista Bayesiano. Este trabalho de conclusdo de curso tem como objetivo apresentar
0s Modelos Lineares Dindmicos (MLD), seu uso e contexto de aplicagdo. Sdo mostradas e
demonstradas propriedades dos MLDs, como o Filtro de Kalman, a suavizagao, a previsao um
passo a frente e, também, K passos a frente. Sdo revisados métodos de Monte Carlo via
Cadeia de Markov (MCMC) em algoritmos recursivos usados para estimar pardmetros, sao

eles: amostrador de Gibbs, Metropolis-Hastings e FFBS.

Palavras-chave: Modelos Lineares Dinamicos, MLD, Séries Temporais, Filtro de Kalman,
Suavizacdo, Previsdo, Inferéncia Bayesiana, Amostrador de Gibbs, Metropolis-Hastings,

FFBS.



Abstract

The state space models are a proposal for time series analysis and forecasting in
viewpoint Bayesian. This course conclusion work aims to present the Dynamics Linear
Models (DLM), its use and application context. DLM’s properties are shown and
demonstrated, like Kalman filter, the smoothing, the forecasting one-step-ahead and so the
forecasting Kk steps ahead. Markov chain Monte Carlo methods (MCMC) are reviewed in
recursive algorithms used to estimate parameters, they are: Gibbs sampler, Metropolis-

Hastings e FFBS.

Keywords: Dynamics Linear Models, DLM, Time Series, Kalman Filter, Smoothing,

Forecasting, Bayesian Inference, Gibbs Sampler, Metropolis-Hastings, FFBS.
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Capitulo 1

Introducéo

No principio da década de 60, na engenharia, que se iniciou a Modelagem Dinamica,
também conhecida como modelos de espago de estados, primeiramente com Kalman (1960)
através de um novo ponto de vista e posteriormente pela solu¢do encontrada por Kalman e
Bucy (1963), nomeada Filtro de Kalman. Porém, estas descobertas s6 foram utilizadas por
estatisticos cerca de dez anos depois (PETRIS et al. 2009) e, a partir de entdo, o interesse € 0
uso de Modelos Dinamicos na analise de séries temporais vem crescendo consideravelmente.

Modelos Dinamicos proporcionam a modelagem de uma série temporal usando a
combinacdo de diversas componentes, como tendéncia, sazonalidade e componente
regressiva. Ao mesmo tempo, tém uma elegante e poderosa estrutura probabilistica que evolui
ao longo do tempo, garantindo aos modelos flexibilidade e aplicabilidade em uma ampla
variedade de problemas nas mais diversas areas de conhecimento.

Os modelos dindmicos consideram uma série afetada pelo tempo, através de
deformacdes dinamicas e aleatdrias. Eles seguem a interpretagdo natural das séries temporais
combinando componentes sazonais ou regressivos. E a0 mesmo tempo, com uma estrutura
probabilistica robusta, oferecendo um sistema flexivel com inimeras aplicagdes. Os
problemas de estimacdo e inferéncia sdo resolvidos por algoritmos recursivos, que seguem
naturalmente o enfoque Bayesiano.

Os modelos de espago de estados podem ser usados em séries temporais univariadas
ou multivariadas, também na presen¢a de mudangas estruturais ndo estaciondrias e padrdes
irregulares. Ao se deparar com uma série bastante previsivel, onde seu comportamento repete
ao longo do tempo, segue uma tendéncia e possui um componente sazonal bem regular, como
a série exibida na Figura 1.1, um modelo simples considerando a tendéncia e a sazonalidade,
seria satisfatorio. De fato, uma andlise de série temporal basica depende da possibilidade de
encontrar uma regularidade razoavel no comportamento do fenémeno estudado, prevendo
assim o comportamento futuro. No entanto, em séries temporais onde claramente hd uma
mudanga na sazonalidade e/ou do nivel, como as séries exibidas nas Figuras 1.2 e 1.3,
respectivamente, sentimos a necessidade de modelos mais flexiveis, que ndo assumam um
padrdo regular nem um sistema estavel, mas que se ajustem bem aos dados, contemplando

possiveis instabilidades no nivel ou na variancia, pontos de mudanga, desvios estruturais ou
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Figura 1.1' — Despesa familiar em comida, do 1° trimestre de 1996 ao 4° de 2005.
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Figura 1.3’ — Medidas anuais do nivel do rio Nilo em Ashwam, de 1871 a 1970.

saltos repentinos. Os modelos de espago de estados possuem esta flexibilidade e podem ser
aplicados, por exemplo, a séries ndo estacionarias, como a exibida na Figura 1.4, sem a

necessidade de qualquer transformacao preliminar dos dados.

L PETRIS et al, 2009
2 PETRIS et al, 2009
* PETRIS et al, 2009
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Figura 1.4* - Preco diario do Google Inc.

Os problemas de estimagdo e previsao na modelagem dinamica sdo resolvidos por
algoritmos recursivos, calculando as distribui¢des condicionais das quantidades de interesse
dadas as informagoOes observadas. Neste sentido, estes modelos sao naturalmente tratados
seguindo o paradigma Bayesiano.

O objetivo deste trabalho ¢ fazer uma revisdo de uma classe especifica de modelos
dindmicos, chamada de Modelos Lineares Dindmicos (MLD), que assumem uma suposi¢ao de
normalidade da variavel dependente e das suas perturbagdes. Trataremos, no capitulo 2, de
apresentar ¢ demonstrar a modelagem matematicamente e como ela nos possibilita passear
entre os dados e incorporar os eventos aleatdrios associados a passagem do tempo. Sem nos
aprofundarmos, faremos também uma breve apresentacdo dos Modelos Dinamicos
Generalizados (MDGQG), que sdao uma extensao dos MLD, porém sem a suposi¢do de
normalidade. No capitulo 3, apresentaremos técnicas e algoritmos recursivos para o caso dos
MLD com parametros desconhecidos, com os quais, geralmente, nos deparamos. Por fim, no

capitulo 4, apresentaremos as conclusoes.

* PETRIS et al, 2009
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Capitulo 2

2.1. Modelos Dinamicos

Formalmente, um modelo dindmico ¢ formado por uma série temporal em (6’t )t> , em

RP e uma série temporal em (Yt) em R", que satisfaz as seguintes suposicdes:

t>1

* (6). , ¢ uma cadeia de Markov, ou seja,
f(616,...6_,)=1(6,16_,) para t>1. (2.1)

e Condicionado a (,)_, , 0s Y, sdo independentes e Y, depende somente de 6, ou seja,

>0

t t
f (YooY 16056 8) =TT £ (Vi 16556,-.6) =] [ F (v 16,). para t >1.(2.2)
i=1 i=1

Como consequéncia de (2.1), usando o teorema da multiplicagdo, temos que

(Hf 6?|49HJ 6,),parat>1. (2.3)

Agora, como consequéncia de (2.2) e (2.3), o modelo espago de estado ¢ completamente

especificado pela distribuigdo f(6,) e pelas distribui¢des condicionais f(6,|6,_) e
f ( Y, | Ht) para t >1 . De fato, pelo teorema da multiplicagdo, para t > 1

f(6) 00 Yo V) = T (Vioes Vi 165 6,) £(6,,....60,)
= (pela equagdo 2.2) =

)
(T 100100
)=

= (pela equagdo 2.3

:(Hf(w J(ﬁf em} (8,)

O fluxo de informagao assumido pelo modelo espago de estado € representado na figura

abaixo.
O—=6 —=>0,—> "6, 06— 6,
Lo Lol
Y, Y, Yo Y Y.,

11



2.2. Modelos Lineares Dinamicos

Uma classe especifica de modelos dindmicos ¢ a de modelos de espaco de estados

Gaussianos e lineares, mais conhecidos como Modelos Lineares Dindmicos (MLD). Um

MLD ¢ especificado por uma distribui¢ao a priori normal para o vetor de estados no instante

zero,
G, ~N(m;;C,).,

Juntamente com um par de equacdes para cada tempo t>1:

e Equacio das observagoes:
Y, =R +v, ondev, ~N(0;V,),  (2.4)
e Equagao do sistema:
6, =G, +w,, ondew, ~ N (O;W,). (2.5)

Sendo, para t >1,

o 6, ¢ um vetor p-dimensional denominado pardmetro de estado do modelo dindmico;

o F, éuma matriz de regressao (n X p), cujos elementos sao valores conhecidos;

o G, ¢ uma matriz (px p) conhecida que descreve a evolucao temporal dos parametros
de estado;

o V, ¢ uma matriz de covariancia (Nxn) conhecida associada ao erro observacional V,;

o W, ¢é uma matriz de covariancia (px p) conhecida associada ao erro de evolug¢do dos
parametros de estado W, .

Considerando t=1,2,..., as equacdes (2.4) e (2.5) podem ser reescritas da seguinte
forma, respectivamente:
e Equacio das observagoes:
Y16~ N(Rg:V,) e
e Equacao do sistema:
616, ~N (Gﬁtfl;VVt).
A suposi¢ao de normalidade ¢ sensivel em muitas aplicagdes e pode ser justificada por
argumentos que utilizem o Teorema do Limite Central. No entanto, existem extensoes
importantes, como erros de caudas pesadas para modelar outliers ou os modelos dindmicos

generalizados, usados dentre outras aplicagdes para tratar séries temporais discretas. O prego a

12



ser pago ao remover a suposi¢do de normalidade ¢ aumentar a dificuldade computacional

(PETRIS et al. 2009).

2.3. Exemplos de Modelos Lineares Dinamicos

Vamos apresentar agora alguns exemplos de MLD. Nosso objetivo ¢ ilustrar como a

estrutura descrita em (2.4) e (2.5) pode caracterizar uma grande variedade de modelos.

2.3.1. Passeio aleatorio mais ruido

O modelo mais simples para uma série temporal univariada ¢ o passeio aleatoério mais

ruido, definido por
Y, =4 +V,, onde Vv, ~N(0;V) ¢
= th_, +W, ondew, ~ N (O;W).
Repare que este ¢ um MLD com:

on=p=1,

0 6 =y parat>1,

o k=G =1parat=>l,

oV,=V parat=1le

oW, =W parat>1.

Intuitivamente, este modelo ¢ apropriado para séries temporais que nao possuem
variacdo de tendéncia ou sazonalidade. O modelo assume que as observagdes provém de um

ruido mais um nivel g, que, por sua vez, estd sujeito a perturbagdes aleatorias ao longo do

tempo. Este modelo ¢ também chamado de modelo de nivel local. Repare ainda que se W for

aproximadamente zero, temos aproximadamente um modelo normal de média e variancia
constantes.

Com o intuito de exemplificar, apresentaremos nas Figuras 2.1 e 2.2 o comportamento
deste modelo. Os dados deste exemplo correspondem as vendas mensais de uma bala
(SALES), de janeiro de 1976 a novembro de 1981, do arquivo CANDY.DAT do pacote
BATS, no programa R, realizado por Migon e Gamerman (2004).

13
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Figura 2.2° - Estimativa das vendas utilizando o modelo passeio aleatério mais ruido.

2.3.2. Modelo de crescimento linear

Um modelo um pouco mais elaborado ¢ o modelo de crescimento linear, ou modelo de

tendéncia linear local, que tem a mesma equagao de observagao do modelo de nivel local, mas

*MIGON & GAMERMAN, 2004
*MIGON & GAMERMAN, 2004
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considera, na estrutura dindmica de 4, , um incremento (inclina¢do do nivel) que varia ao

longo do tempo:

Y, =g +V,, v, ~N(0,V),
M= p, + B+ W, W, ~ N (O,JZ),
B=P +W,,, w,, ~ N (0,02).
Repare que este ¢ um MLD com:
o n=1,
o p=2,

1
o k= 0} para t>1,

o 6= 'utJ para t>1,
J

t

o V,=V parat=>le
G 11 t>1

o = ara t>1,
o 1 p

W,
o W= t’IJ

| W2
w—_aﬂ2 0 t>1
o W=, .|puratzl.
L yij

2 J .
Vale observar que para o,” proximo de zero, temos aproximadamente um modelo com

incremento constante ao longo do tempo.

Note que neste exemplo, as matrizes F,, G, e as matrizes de covariancias V, e W, sdo

constantes ao longo do tempo. Nestes casos, o modelo ¢ dito invariante no tempo.

Observe nas Figuras 2.3 e 2.2, como este modelo se adéqua melhor as observacdes.
2.4. Modelo de Regressao Linear
Como foi introduzido anteriormente, os modelos lineares dinamicos pressupdem

normalidade, o que nos possibilita fazer uma comparagao inicial com o modelos de regressao

linear simples ou multipla.

15
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Figura 2.4° - Estimativa das vendas utilizando o modelo de crescimento linear.

Em um Modelo de Regressdo Linear Simples (MRLS) temos um processo estocastico

(Y

"MIGON & GAMERMAN, 2004
* MIGON & GAMERMAN, 2004
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)t>1 ,onde Y,, geralmente denominada variavel resposta, ¢ descrito por



onde v, ¢ um erro aleatorio ndo observado com distribui¢do N (0, 0'2). Em outras palavras,
Y, é descrito pela soma de uma componente deterministica (6, +6,X,) ¢ uma componente

aleatoria Vv,, sendo a deterministica fun¢do linear de uma quantidade regressora X,. Ja a
componente aleatoria representa os inimeros fatores que, conjuntamente podem interferir em
Y,.

A diferenca para o Modelo de Regressdo Linear Multipla (MRLM) ¢ que podemos

expressar o valor esperado de Y, como funcdo de varias variaveis regressoras (CHARNET et
al., 2008). O modelo de regressao multipla pode ser dado da forma:
Y, =60, +0%, +...+ 0%, +V,,
onde v, € o erro e tem distribui¢do N (O, 02) , 0 modelo também pode ser descrito de forma
compacta e matricial:
Y, =FRo+v,,

90

onde F, =[1 X, o x[,q] e d= H:1

6

q

O coeficiente 6, informa, para i€ {1,...,q} , a influéncia da quantidade explicativa X,
sobre a resposta Y, . Na pratica, @ é desconhecido e pode ser estimado através de um conjunto
de observagdes pareadas {( yt;X{)}m, sendo Yy, uma realizagio de Y, (MIGON &

GAMERMAN, 2004).

2.5. Um MLD que generaliza um Modelo de Regresséo Linear

Uma série temporal € um conjunto de observagdes obtidas sequencialmente ao longo do
tempo. A caracteristica mais importante desse tipo de dados € que as observagdes vizinhas sao
dependentes. Enquanto nos modelos de regressdo a ordem das observagdes € irrelevante, em

séries temporais a ordem dos dados ¢ crucial (EHLERS, 2009). Para analisar uma série
temporal (Y, ),_, podemos pensar em um MRLM
Y,=Fo+v. (26)

17



6

1

ondevt~N(0,c72),Ft:[1 X, - Xt’q:|69=

6,

q

No entanto, no modelo (2.6) a estrutura de evolucao temporal ¢ estatica. J4 em um MLD
¢ admite uma evolucdo ao longo do tempo e, assim, a forma do modelo tem a possibilidade
de mudar. A partir de (2.6), o modelo dindmico pode ser apresentado, como uma extensdo do
modelo de regressao:

Y, =F6 +v, parat>1, 2.7)

A diferenga entre as equagdes (2.6) e (2.7) ¢ a indexacdo do parametro €, que passa a
evoluir temporalmente, como as variaveis e o ruido, 8 deixa de ser fixo e inalterado como na
=¢. Além disso, como ja vimos, em modelos lineares

equagdo (2.6), onde 6, ,=6, =6,

+1

dindmicos assume-se uma forma geral para relacionar 6, ao seu antecessor 6, ,, conhecida
como equagao do sistema:
6, =G6_, +W,, com w, ~ N (0O,W,).
Repare que se a matriz de evolugdo G, for a matriz identidade e W, for zero, o modelo

se reduz ao caso estatico da regressao linear.
2.6. Filtro de Kalman

Como vimos, um MLD possui parametros sucessivos relacionados entre si. Para estimar
estes parametros podemos usar um algoritmo de filtragem chamado filtro de Kalman, no qual
as estimativas para o instante t+1 sdo obtidas através da estimativa no instante anterior t,
mais uma perturbagao devida as mudangas do sistema (MIGON & GAMERMAN, 2004).

Ha centenas de anos, a filtragem ¢ utilizada cotidianamente, por retirar impurezas,
geralmente da 4gua, pela passagem dela por uma camada capaz de reter sua sujidade. Nos
sistemas de comunica¢dao sempre ha ruidos que confundem a mensagem e em termodinamica
a filtragem ¢ utilizada a fim de minimizar as imprecisdes causadas por estes barulhos. Em
diversos sistemas de controle, o controle ¢ fundamentado em medi¢des anteriores do
processo. Estas medi¢des sdo carregadas de vieses aleatérios devidos ao processo, que sdo e

devem ser eliminados através da filtragem (ANDERSON E MOORE, 1979).

18



Primeiramente, descreveremos os passos recursivos do Filtro de Kalman para os MLDs
Generalizados, mesmo ndo aprofundando neste topico, mas para servir de base para depois

aplica-los para os MLDs Gaussianos.
2.6.1. Filtro de Kalman para MDG

Nos Modelos Dinamicos Generalizados, pode ndo haver a suposi¢do de normalidade da
distribuicdo. Como ja discutimos, esta generalizacdo ¢ requerida para modelar séries

temporais discretas. Se a variavel resposta Y, ¢, por exemplo, a auséncia ou presenca de certa
caracteristica no decorrer do tempo, usariamos a distribui¢do de Bernoulli, ou entdo, se Y, ¢

uma contagem em determinado periodo de tempo, modelamos pela Poisson, etc.

Através da estrutura Markoviana de um modelo dindmico, ¢ possivel chegar a priori de
hoje a partir da posteriori de ontem, isto é, com as ultimas informagdes obtidas de um passado
proximo pode-se conhecer o presente. E o método Bayesiano nos possibilita, com a
informagdo da priori de hoje, obtida pela equacdo do sistema, chegar a posteriori de hoje.
Para amanha e dias futuros, o ciclo se repete. Resumindo, nos modelos de espaco de estados,
informacdes futuras sdao relacionadas a informagdes passadas, formando uma estrutura

dependente, como representada abaixo.

0,— 6 o,— 0, — 6 O, —

t+1

b I

Yl Y2 Yt—l Yt Y

t+1

Quando {F,G,V,W }t sdo conhecidos, a inferéncia sobre os parametros de estado 6,

pode ser realizada, nesta subclasse de modelos, através de algoritmos recursivos orientados

pela estrutura acima, como o Filtro de Kalman.

Resultado (filtro recursivo): A partir das suposi¢oes (2.1) e (2.2) e considerando

D, ={informagdo total obtida até o instante t} ={D, y,,..., ¥, },

o modelo dinamico generalizado estabelece que:

i. A distribuicdo preditiva um passo a frente para os pardmetros de estado podem ser

computadas a partir da distribuigdo filtrada f (6_, |D,,), conforme

f (gt | DH):I f ('9t |3[—1) f (GH | Dt—l)det—l‘
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ii. A distribuicao preditiva um passo a frente para as observagdes podem ser computadas

pela distribuicao preditiva dos estados, segundo

(% 1D.)=]f(%14)f(4ID.)d6.

1. A distribuicao filtrada pode ser computada a partir das distribui¢cdes dadas acima, por

(1o L0110

A proposito estas recursdes também mostram que f (6, |D,) resume a informagdo

contida em observagdes passadas D,, que sdo suficientes para prever Y,,,, para qualquer

k>0, isto ¢, a partir da previsdo um passo a frente, temos condigdes de prever K passos a

frente.
Prova: Esta demonstracdo estd relacionada com as propriedades de independéncia
condicionada. Para provar (i), note que 6, ¢ condicionalmente independente de D, ,, dado

6, ,. Entdo,
f(6,1D,, jf (6.,6,1D,,)
= 61, f (et—l | thl)det—l
jew” ”|Du)d9t1

Para provar (ii), note que Y, € condicionalmente independente de D, ,, dado 6, . Logo,

f (yt | Dt_l) :J f (yt,e | Dt ,)d@
_.[ Yi | ( | D ) )
=[f (v r@) (a D,,)de,.,
A parte (iii)) € provada pelo Teorema de Bayes e por Y, ser condicionalmente
independente de D, , dado 6, . Entdo:
f(61D,) - f(6,1D.,)f(D,16,D.,)
f(D D)
= f (gt | Dt—l) f (yt |9t)

f(y,1D.,)
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2.6.2. Filtro de Kalman para MLD

Os resultados anteriores resolvem inicialmente os problemas de filtragem e previsao,
porém, em geral a computagdo das distribuicdes condicionais relevantes nao ¢ algo trivial.
MLDs sdao um caso especial onde as recursdes simplificam consideravelmente. A prova ¢ feita

usando resultados da distribuicdo Normal multivariada, que o vetor aleatério
(QO,Q,...,Q,YP...,YI) ¢ normalmente distribuido para qualquer t>1. Sendo assim, as
distribuicdes marginais e condicionais também s3o Gaussianas, elas sdo completamente
determinadas pelas suas médias e variancias. As solucdes dos problemas de filtragem sao

resolvidas pelo renomado Filtro de Kalman (PETRIS et al., 2009).

Entdo, as previsdes sdo feitas a partir da combinag@o de informagdes obtidas a priori,
(6,1D,,), com a equagdo das observagdes, Y, =F6 +V,, chegando entdo & chamada
distribuicao preditiva, (yt D, ) , na qual as previsdes serdao baseadas.

O Filtro de Kalman refere-se a um conjunto de procedimentos recursivos para estimagao

em modelos dinamicos. Considerando o MLD definido em (2.4) ¢ (2.5) com {F,G,V,W }t

conhecidos para t=1,2,.... O Filtro de Kalman ¢ divido em trés etapas dependentes:
evolucdo, previsao e atualizagdo.

Considerando D, = {informag:ﬁo total obtida até o instante t}, o filtro de Kalman pode

ser assim ilustrado:

) (Ht—llDt—l) S (€t|Dt—l) e (Q'Dt)

reis o l/

(Y.ID.)

A evolugdo ¢ a passagem de (6_|D_,) para (6,|D,_,), previsdo ¢ a obtengdo de

(Y,1D,,) e atualizagdo ¢ a passagem de (6, | D_,) para (6,|D,).

Resultado (filtro de Kalman): Considerando o MLD especificado por (2.4) e (2.5), a

partir da distribui¢ao
0t—1 | Dt—l ~N (rnt—l9Ct—l)'

temos que:
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i. A distribuicdo preditiva um passo a frente de 6, dado D, , ¢ Normal, com pardmetros:
a = E(Ht | Dt—l) :Gtmt—I’
R =Var(6,|D_)=GC_G, +W,.
ii. A distribuigdo preditiva um passo a frente de Y, dado D, ; ¢ Normal, com parametros:
fi= E(Yt | Dt—l): Fa,,
Q =Var(Y,|D_, )=FRRF +V,.
iii. A distribuicdo de filtragem de 6, dado D, ¢ Normal, com parametros:
m, = E(gt | Dt) =a + RtFt'Qt_let’
C, =Var(9t | Dt): R - RtFtyQt_lFth’
onde e =Y, — f, é o erro de previsdo.
Prova: O vetor aleatorio (6’0,6’] ,...,6{,Y1,...,Yt) tem distribui¢do conjunta, para qualquer

t >0, dada por

f(Dt,QO,...,Ht):Lt[ f(y;10,)f (6, |49,._1)J f(6,)

onde as distribuigdes marginais e condicionais sdo normais, logo a distribui¢do conjunta dada
acima também ¢ normalmente distribuida, para t>1. Consequentemente a distribuicdo de
qualquer subvetor também ¢ Gaussiana. Entdo a distribui¢do preditiva e a distribuicao de

filtragem sdo todas normais, logo podemos calcular suas médias e variancias.

Para provar (i), considerando 6,|D_, ~N(a,R ), usando (2.5), a e R podem ser

assim obtidas:

a )
( O tl)‘Dt—l)

E
E
E(Get1|Dt1)
Gm

R =Var(¢|D,)
= E(Var(é?t |9’(—1’ Dt—l)’ Dt—1)+var(E(9t |0t—1’ Dt—1)| Dt—l)

=W, +G,C,_G.,.
Para provar (ii), considerando Y, |D_, ~ N(f,,Q,), usando (2.4), f, ¢ Q, podem ser

assim obtidas:
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f (YD)
(E(Yt ]Q, Dt_l)‘ Dt—l)
(R&ID.,)

Fa

t

E
E
E

Q =Var(Y,|D,)
=E(Var(Y,|6,D_,)| D, )+Var(E(Y,|6,.D_)| D)
=V, +ERF.
Provaremos, por fim (iii). A fim de calcular a distribuicdo de filtragem no tempo t,
temos que aplicar a formula de Bayes para combinar a priori f (6’t | Dt_l) e a probabilidade
f(,16,). No caso MLD, todas as distribui¢des sdo normais ¢ o problema ¢ o mesmo da
inferéncia Bayesiana para o modelo linear
Y, =R +v, Vv, ~N(0V,),
com o pardmetro regressivo 6,, seguindo a priori Gaussiana N(a,,R ). Considerando V,
conhecido, temos que
61D, ~N(m.C),
onde, pelo teorema de Bayes, m, =m, +C X' (XCOX' +V )_] (y—Xm,) e, consequentemente,
m =a+RFQ" (Y, ~Fa).
Ainda pelo teorema de Bayes, C, =C,—C X' ( XC, X +V )71 XC, e, portanto
C =R-RFRQ'FR.

O

O filtro de Kalman nos permite calcular as distribuigdes preditivas e filtradas
recursivamente, inicializando por 6, ~N(m;,C,), e entdo calculando f(4,y,), e
procedendo recursivamente assim que novas observagoes se tornam disponiveis.

Nas Figuras 2.5 e 2.6, note o desempenho dos modelos, apresentados nas se¢des 2.3.1 e

2.3.2, respectivamente, na previsdo um passo a frente. Onde foi utilizado o filtro de Kalman e

a mesma base de dados usada para gerar as Figuras 2.1,2.2, 2.3 ¢ 2.4.
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Figura 2.5° - Previsdo um passo a frente utilizando o modelo passeio aleatorio mais ruido.
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Figura 2.6'" - Previsdo um passo 4 frente utilizando o modelo de crescimento linear.
2.7. Suavizagao
A suavizagdo ou analise retrospectiva ¢ uma operagdo de passagem de informagao

para trds que usa toda a série observada para reavaliar a inferéncia feita durante o

procedimento sequencial. Essa reavaliacdo ¢ devida a utilizagdo de observacdes colhidas apos

*MIGON & GAMERMAN, 2004
"MIGON & GAMERMAN, 2004
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o periodo de interesse, com mais informagao, sabemos mais e dispomos de mais instrumentos
para entender o que se passou (MIGON & GAMERMAN, 2004).

A possibilidade de fazer estimacdo e previsdo sequencialmente, assim que novos
dados se tornam disponiveis, ¢ um dos préos do MLD. Na andlise de séries temporais, em Y,
ha um numero limitado de observagdes, onde t=1,....,T e o desejo ¢ de reconstruir
retrospectivamente o comportamento e a estrutura desta série. Neste caso, usa-se um

algoritmo recursivo inverso para calcular as distribuigdes condicionadas de 6, dado D;, para
qualquer t<T , tendo como inicializagdo a distribuigdo de filtragem f (9T | DT) e estimando

retrospectivamente o historico dos parametros de estado (PETRIS et al., 2009).
2.7.1. Suavizacgao recursiva para MDG

Em modelos dinamicos generalizados, definidos por (2.1) e (2.2), as seguintes

afirmagoes sustentam:

i. Condicionado a D;, a sequéncia de pardmetros de estado (00,...,9T), tem

probabilidades de transi¢ao para tras, dadas por

f(9t|0t+17DT): f(l9 |D)
t+1 t

ii. As distribuicdes suavizadas de 6, dado D;, podem ser calculadas de acordo com a
seguinte recursdo inversa em t, iniciando em f (6, |D;),

f(0t+l |9t)

(610r)= f(mD‘)If(@m’D‘)

f (9t+1 | DT)detJrl‘

Prova: Para provar (i), note que 6, ¢ Y, ; sdo condicionalmente independentes dado

6, : além de 6,

t+1 2 t+l1

e D, serem condicionalmente independentes dado 6,. Usando o Teorema

de Bayes, temos que
f(‘9t |gt+1’DT) = f (‘9t |9'[+1’Dt)
_£(81D)1(6.16.D,)
f(6..1D,)
_f(a1D)f(6.16)
f(6.1D)

Para provar (ii), basta encontrar a marginal de f (6,6, |D; ) emrelagio a 6, :
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f(6.10;) =[1(6.6.10;)

t+1

[f(6.1Dr) em, :)dé,,

I t+1’ Hl‘e) (a[|Dt)d0t+l
(t+1|Dt)
f(6,,1Dy)
=f(6,1D)|f(0,16)——~dg,,.
(t| t)_[ (t+l| t) f(9t+||Dt) t+1

2.7.2. Suavizador de Kalman

Para um modelo linear dindmico gaussiano, a suavizagdo recursiva pode ser

estabelecida mais explicitamente pelas médias e variancias das distribui¢des de suavizagao.
Para o MLD, se 6, |D; ~N(s,,,S,,,), entdo 6, | D; ~N(s,S,), onde
S =M+ CthVH Rt_+11 (St+1 _a[+1)
"oyl
S, =G -CG R (Rt+1 t+1 ) Rt+1 e

O suavizador de Kalman nos permite calcular as distribui¢des de 6, | D; , comecando
por t=T-1, que neste caso & |D; ~N(s;=m;,S =C;), e entdo prosseguindo
inversamente para calcular as distribui¢cdes de 6, |D; para t=T -2, t=T-3,...., isto &,

utiliza-se todos os dados disponiveis para estimar estas distribuicdes Note que a suavizacao
recursiva depende somente dos dados obtidos pela filtragem e previsdao um passo a frente,
através do Filtro de Kalman.

Prova: E baseada nas propriedades da distribuigio Normal multivariada que a

distribui¢do condicional de 6, dado D; ¢ Normal, isto basta para calcular sua média e

variancia. Entdo,

s, =E(6,D;)
=E(E(410.,.5;)ID;)
e
S, =Var(6,|D;)
=Var(E(6,16,,,D;)| D;)+E(Var(6,16,,,D;)| D;).
Como mostrado na prova da se¢do 2.7.1, 6, e Y,,,; sdo condicionalmente independentes
dado 6,,, de modo que f(6,16,,,D;)="f(616,,,D,). Pode-se usar o Teorema de Bayes
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para encontrar esta distribui¢do. Note que f(8,,16,,D,)= f(6.,16,) pode ser expressa pela

equagao do sistema (2.5), logo

’ 0 N (Gt+10 Vvt+1)

t+l

A priori ¢ f(6,|D,), que ¢ normalmente distribuida com pardmetros (m,,C,). Por
m, =m, +C,X (XC,X +V) " (y=Xm,) e C, =C, ~C,X'(XC,X +V) ' XC,, temos que

(0 | t+1° ) m; +CGt+l (Gt+1C Gt+l +Wt+]) (‘9t+1 _Gt+lmt)
- rnt + C Gt+1Rt+1 ( t+1 a‘t+1)

€

Val’(6’| t+12 ) C CGt+1Rt+l t+l

do qual resulta, tendo assumido que E(,,|D;)=s,, ¢ Var(6,, |D; ) s

s =E(E(66.,,D,)ID;)=m +CG_,R (5., —a.)
(¥
S, =Var(E(6,16,,,D,)| D; )+E(Var(6,|6,,,, )|DT)
=C,~CG,R;G.,C +CG,, RS, R.G..C

t+1

= Ct - Cth+1 Rtjrl (Rm t+1 ) Rt+1 t+1

2.8. Previsao k Passos a Frente

Ha muitas aplicacdes para previsdes maiores, para um futuro mais longinquo que
apenas para o instante seguinte. Previsdes socioecondmicas, por exemplo, como estard a
situagdo financeira do brasileiro daqui a 10 anos? Previsdes com a inten¢ao de fazer um plano
governamental ndo podem ser basear apenas para o dia seguinte, més, ou ano, ¢ necessario
que haja para 10, 20, 50 anos, porém, quanto maior for esse espaco de tempo, mais
informacdes sdo perdidas e incertezas adicionadas ao modelo.

Para séries temporais, onde novas observagdes sdo disponibilizadas sequencialmente, a
cada dia ou a cada hora, a previsdao um passo a frente ¢ natural e pode ser muito bem aplicada.
A medida que novos dados sdo incluidos no modelo, as previsdes e atualizagdes sdo feitas,

também, sequencialmente. Porém, quando se tem D, e a intengdo ¢ estimar valores futuros,

Y,

\.« » OU parametros de estado, 6., , a previsdo um passo a frente pode ser uma ferramenta
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para entender o comportamento do modelo. As distribuigdes preditivas um passo a frente, dos
estados e observagoes, no MLD, podem ser obtidas através do Filtro de Kalman, apresentado
na sec¢ao 2.6.

Dado que temos informagdes até o instante t, para estimar as médias e variancias das
distribuigdoes condicionadas dos estados e das observagdes para um instante futuro t+Kk,
apresentaremos uma formula recursiva. Pela natureza Markoviana do modelo, a distribui¢do

de filtragem, no instante t, age como uma distribuicdo inicial de evolucdo futura do modelo.

Isto €, a distribuicdo conjunta dos parametros de estado presentes e futuros (6?Hk )kzo e as
observagdes futuras, (Y, )kZl , 30 aquelas que provém do modelo dindmico com distribuigdes
condicionais f (6., |6.,) € T (Vux |Gy ). € distribui¢do inicial f(6,|D,), a informagdo
sobre o futuro fornecido pelos dados est4 toda contida nesta distribuigdo.

Para os MLD, os dados sdo usados apenas para obter a média de f (6’t | Dt), m,, que

fornece um resumo dos dados que ¢ suficiente para fins preditivos. O ciclo abaixo representa
uma estrutura de dependéncia entre as varidveis, mostrando o trajeto entre Y, e Y,,, , onde se
vé que D, fornece informacdes sobre 6,, que por sua vez prové informacdes sobre o
parametro de estado de evolugdo futura até¢ 6,,,, e consequentemente sobre Y,,, € quanto
maior for K, as previsdes serdo cada vez mais imprecisas.

9{ — 9{—1 — - T2 9{—!{

D Y.,

I I+

2.8.1. Recursdo Preditiva para MDG

Para modelos dinadmicos generalizados, definidos por (2.1) e (2.2), as seguintes
afirmagdes asseguram que, para qualquer kK >0:

i. A distribuigdo preditiva K passos a frente dos parametros de estado é
f (6 D)= [ (O 16ss) T (Bris D) s
ii. A distribuigdo preditiva K passos a frente das observagoes é

f(yt+k | Dt):I f (yt+k |9t+k) f (awk | Dt)d9t+k'
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Prova: Para prova (i), usamos as propriedades de independéncia condicional do modelo,

entao
(0 1D) =] (6ui-0.c11D,)dO,,
= [ (6 1604,D,) T (64,1 D) dO,
= [ (B 16r) T (6t 1 D) A6

A prova de (ii) é também baseada nas propriedades de independéncia condicional do

modelo, temos que

yt+k | D :.[ f Yerks O | D ) t+k
=] (% 164:0) F (6 D) 06,
=J.f yt+k|0t+k ( t+k|Dt)d9t+k'

2.8.2. Recurséo Preditiva para MLD

Para modelos lineares dindmicos definidos em (2.4) e (2.5), considere a (0)=m, e
R (0)=C,, isto ¢, a média e variancia da distribui¢do preditiva um passo a frente de ¢, dado

D, ,, no instante zero, € igual a média e variancia da distribui¢do de filtragem de 6, dado D,,

respectivamente. Entdo, para kK >1, eles seguem as seguintes afirmagdes:

1. A distribui¢do de 6,,, dado D, ¢ Normal, com

t+k

& (k) :Gt+kat,k 15
Rt (k) = Gt+k Rt,k IGt+k +Wt+k’

ii. A distribuicdo de Y,,, dado D, ¢ Normal, com

ft (k) = t+kat( )
Qt (k) = Ft+th( )Ft+k +Vt+k
Prova: Sabe-se ja que todas as distribui¢des condicionadas sdo Gaussianas. Entdo para
k>1
a(k) =E(6,ID)

E(E(0t+k| t+k1)|D)
= E(Gt+k9t+k—1 | Dt)
=G A ki
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R(k) =Var(6.,ID,)
:Var(E(at+k| N 1)| )+E(Var( 0.k | D> Ok 1) )
Gt+k Rt,kflet;k +Wt+k’
(k) =E(%.ID,)
:E(E(Yt+k| t+k)|D)
=E(Rub. D)
= t+ka't(k)a
Q (k) =Vvar(Y.,|D,)
=Var (E (Y, D»6,)|D,)+E(Var (Y, D;,6.,)D,)

= t+th( )Ft+k +Vt+k
2.9. Checagem do Modelo

Como foi visto, com a modelagem dindmica podemos calcular previsdes um passo a

frente f,=E(Y,| D, ), ¢ o erro de previsdo ¢ assim definido:

e =Y,—E(Y,|D_)=Y,—f

ts
isto €, o erro €, por definicdo, a observacao verdadeira menos sua previsdo, para um dado
instante.
Os erros de previsdo podem ser escritos, de maneira alternativa, em termos da estimacao
um passo a frente, como apresentado abaixo
e =Y. -FRa
=Ro, +v,—Fa,
F (6, —a)+V,.
Seja (et) a sequéncia de erros de previsdo de um MLD, para t>1, que seguem as

seguintes propriedades:

1. O valor esperado de €, ¢ zero;

ii. O vetor aleatorio (€,) ndo tem correlagdo com qualquer fungdo de V,,....Y,;
iii. Para qualquer s<t, e, e Y, sdo descorrelacionados;
iv. Para qualquer s<t, e, e €, sdo descorrelacionados;

v. € ¢éuma funcdo linear de Y,,...,Y,;

vi. (&), ¢ um processo Gaussiano.
t>1
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Prova: Prova-se (i) tomando valores esperados iterados,
E(e)=E(E(Y,-f,|D.))=0.

Para provar (ii), considere Z =g(Y,,...,Y,_,). Entdo:

(eZ)

E
E(E(¢Z|D,.))
E
0.

Cov(e,Z)

)
(E(e1D.)Z)

Prova-se (ii1), se as observagdes sdo univariadas, segue-se de (i1), considerando Z =Y.
Caso contrario, use (ii) para cada componente de Y, .

Para provar (iv), também segue-se de (ii), tomando Z =g, se as observacdes sao
univariadas. Caso contrario, aplique (ii) componente a componente.

Para (v), desde que Y,,...,Y, tenha distribui¢do conjunta Normal, f,=E(Y,|Y,_,) é uma
fungdo linear de Y,,...,Y, ,. Como consequéncia, €, ¢ uma funcdo linear de Y,,...,Y,.

Por fim, para provar (vi), para qualquer t, tendo em vista (v), (el,...,et) ¢ uma
transformagao linear de (Yl,...,Yt), que tem uma distribui¢do conjunta Normal. Entdo,
(el,...,et) também tem distribuicdo conjunta Normal. Desde que todas as distribui¢cdes de
dimensao finita sejam Gaussianas, o processo (et )tZl ¢ também Gaussiano.

O

Em Y, = f, +¢,, podemos pensar em Y, como a soma de um componente, f,, que é
previsivel a partir de observagdes passadas, com outro componente, €, , que ¢ independente do
passado, entdo contém informagdes realmente novas fornecidas pela observagdo Y,. Por este

moti 0, os erros de preiso podem ser chamados de “ino a de s”, algumas vezes, pode ser

conveniente trabalhar com este termo em um MLD.
A inovagdo ¢ obtida pela elei¢do dos vetores a = E(6, | D,_,), como novas variaveis de
estado. Entdo, a partir de e, =Y, — f, =Y, —Fa,, a equagdo das observacdes ¢ dada por
Y, =FRa +e (2.8)
e, tomando a, =Gm,_,, onde m,_, ¢ obtido pelo filtro de Kalman, entdo:

a = Gtmt—l
= Gtat—l + Gt Rt—l Ft—th_—llet;
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entdo, a nova equagao do sistema ou dos estados ¢ assim representada:
a=Ga_, +\Nt*9 (2.9)
onde W =G,R_,F Qe . O sistema (2.8) e (2.9) ¢ a forma de inovagio do MLD. Note que

nesta forma, os erros observacionais € do sistema nao sao mais independentes, isto €, a
dindmica dos estados se torna dependente das observagdes.

A principal vantagem da forma de inovagdo ¢ que todos os componentes do vetor de
estados, para os quais ndo podemos obter nenhuma informagao a partir das observagdes, sao
automaticamente removidos, se tornando entdo, um modelo minimo.

Quando as observagdes sao univariadas, espera-se que a sequéncia de inovagdes ou
erros padronizados sejam variaveis aleatdrias normais, com média zero, independentes e

identicamente distribuidas. Esta sequencia pode ser chamada de ruido branco Gaussiano e ¢

r

€ , . , .
L_ . Para checar se 0o modelo esta correto, esta propriedade é util para

Jo

explorar as suposi¢des deste, onde a sequencia €,,...,6, deve ser um ruido branco. Existem

definida por € =

diversos testes ndo paramétricos de normalidade, como por exemplo, Lilliefors, Shapiro-Wilk
e Kolmogorov-Smirnov e, também, de independéncia, como o Qui-Quadrado, para mais
informacodes consulte Conover (1971). Ha outra maneira para checar a normalidade, através
de andlises graficas, usando o histograma comum, ou o diagrama conhecido como QQ-Plot. O
grafico das inovagdes padronizadas distribuidas ao longo tempo, pode mostrar outliers,
pontos de mudangas e outros padrdes inesperados.

Para observagdes multivariadas, as ferramentas graficas geralmente sdo as mesmas,

aplicadas componente a componente.
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Capitulo 3

Modelos com componentes desconhecidas

Quando as matrizes F,, G,, V, e W, sdo desconhecidas, ndo ¢ possivel utilizar somente
o Filtro de Kalman e a inferéncia ¢é feita através de métodos de simulacao estocastica como,
por exemplo, os métodos Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), que sdo uma
alternativa em problemas complexos em que a distribui¢do a posteriori nao pode ser
explicitada (COSTA, 2011).

O que foi visto até agora foram analises de séries temporais considerando os MLD com
as matrizes F,G,V, e W, conhecidas, para melhor compreender seu comportamento e
propriedades gerais. Porém na pratica, isto raramente ocorre. Neste capitulo, vamos assumir
que estas matrizes dependem de um vetor de parametros desconhecidos y . Estes parametros
desconhecidos, geralmente sdo constantes ao longo do tempo, mas para respeitar as a estrutura

linear Gaussiana dos MLDs, indexaremos v, .
Sob o ponto de vista cldssico, geralmente estima-se 7 (por maxima verossimilhanga) e,
assumindo que ¢ conhecido, aplica-se as técnicas apresentadas no capitulo anterior para

filtragem, suavizagdo ou previsdo. No entanto, tal procedimento desconsidera a incerteza

inerente a ¥ no procedimento de inferéncia para os parametros de estado. Sob o paradigma
bayesiano, y ¢ tratado, juntamente com os parametros de estado, como quantidade

desconhecida e a incerteza ¢ contemplada integralmente através da distribuicdo conjunta a
posteriori do vetor de pardmetros de estado e v .

A inferéncia Bayesiana pode envolver calculos de dificil manejo analitico ou até mesmo
integrais sem soluc¢do analitica. No entanto, os métodos de Monte Carlo via Cadeia de
Markov s@o bem eficientes na aproximagao da distribui¢do posteriori de interesse. Mas antes
de detalharmos mais estas técnicas, vamos tratar, especificamente, o caso no qual as
variancias dos erros de evolucao sdao desconhecidas, usando uma técnica conhecida como

fator de desconto.
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3.1. Fator de Desconto

Até em modelos estruturais simples, onde F, e G, sdo conhecidos, raramente as
matrizes de covariancia V, e W, sdo totalmente conhecidas, desse modo, o problema ¢ estima-
las. Quando V, ¢ conhecido, W, pode ser especificado por uma técnica chamada Fator de

Desconto.

A estrutura e a grandeza da matriz de covariancia de pardmetros de estado W, tem um

papel crucial na determinacdo da func¢do das observacdes passadas na estimagdo e previsao

dos estados. Pensando em W, como uma matriz diagonal, por simplicidade. Grandes valores
na diagonal de W,, implicam em grandes incertezas na evolucdo do estado, entdo muita
informacdo da amostra ¢ perdida passando de 6, , para 6,, isto ¢, D,_, nos d4 informacdes

sobre 0,

._,» 0 qual, no entanto, se torna de pouca relevancia para previsdo de 6,, na verdade o

que realmente ¢ determinante na estimagdo de 6, |D, sdo as observagdes atuais Y,. Nas
recursdes do filtro de Kalman, as incertezas sobre 6, dado D, , sdo resumidas na matriz de
covariancia condicional Var(g_, |D_)=C,,. Atualizando 6_, para 6,, através da equagdo
de estados 6, =G, +W, a incerteza aumenta e temos Var(6,|D_ )=R =GC_G, +W,.
Entdo se W, =0, isto ¢, considerando que ndo haja erro na equagdo de estados, digamos que
R =Var(G#,_, |D_)=PR; caso contrario P, ¢ acrescido em R =P +W,. Neste caso W,
expressa a perda de informagdo na passagem de 6, , para 6, devido ao erro estocastico na
evolucdo do estado, a perda depende da grandeza de W, em relagdo a P,. Por esse motivo,

pode-se expressar W, como propor¢do de B, :

1-0
W= 2R
1)
onde 0< 6 <1. O parametro 6 ¢é chamado de fator de desconto, ma ¢ qee e “desconta” a
matriz P, que por sua vez, ¢ deterministica na evolugdo de estado da matriz R, .

Se 6 =1, entdo W, =0 e ndo existe perda de informagao na passagem de 6,_, para 6,,

sendo Var (6, | D,)=Var(G4,_, | D_,)=P, isto ¢ o modelo permanece estatico. Porém para

§<1, por exemplo §=0,8, temos Var (4, | Dt):(é)Var (G6_,1D_)=1,25P, o que

b
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revela um aumento na incerteza. E quanto menor for o fator de desconto maior sera a perda de
informagdo. Na pratica, o valor de ¢ ¢ fixado entre 0,9 e 0,99 ou ¢é escolhido observando o
comportamento preditivo do modelo para diferentes 6. Valores muito proximos de o
provocam mudangas tao sutis no sistema, que sdo quase imperceptiveis. Além disso, podem

ser considerados diferentes fatores de desconto &, para diferentes componentes do vetor de

estados.
3.2. Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Em inferéncia Bayesiana, a distribui¢do a posteriori dos parametros, frequentemente ¢é
desconhecida, portanto uma alternativa ¢ um método que simule esta distribuicdo. Os métodos
de Monte Carlo baseados na simulagdo de variaveis aleatorias de uma Cadeia de Markov, sao,
atualmente, a maneira usual de fazer uma analise Bayesiana dos dados, chamados de Métodos
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

Dois desses métodos serdo apresentados, sdo os algoritmos recursivos mais utilizados,

Amostrador de Gibbs e Metroplis-Hastings. Nas proximas se¢des, vamos apresentar técnicas

para simulagdo de um vetor aleatorio qualquer (491,...,6’k) que, num contexto bayesiano,

representa os parametros desconhecidos de um modelo. Sendo assim, os métodos de

simulagdo que iremos apresentar sdo utilizados em inferéncia bayesiana para simular da

distribui¢do a posteriori de (6,,...,6, ).
3.2.1. Amostrador de Gibbs

Seja um vetor aleatorio (6,,...,6,), as distribui¢des de (6,16,,6,,...,6,)....
(6,16,,6,,...,6,_,) sdo chamadas de condicionais completas de (,,...,6,). E, pela teoria de
probabilidades, a densidade condicional f(8,(6,....,6_,,6,

| e Hk) pode ser assim obtida:

f(8.46)
[1(6,....6,)de

f (el |01"”’6i—138i+1"'-:9k):

Naturalmente, para distribuicdes discretas, a integral na expressdo acima cede lugar ao

somatorio.
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O Amostrador de Gibbs (AG) ¢ um dos métodos MCMC mais utilizados, onde seu
nucleo de transicdo ¢ formado pelas distribui¢cdes condicionais completas, isto €, a partir de
valores simulados sucessivamente das distribui¢cdes condicionais completas, seu objetivo €
chegar a distribui¢do conjunta a posteriori.

Desde que saibamos simular as condicionais completas, o Amostrador de Gibbs ¢

descrito pela rotina abaixo para simular o vetor aleatorio (6,,...,6, ):

1° Passo: Inicializar o contador de iteracdes j=1 e definir um vetor de valores iniciais

09 =(0,....0").
2° Passo: Obter o vetor 6 = (6?1(1),...,9,51) ) , simulando:

0" dep(610,007 .., 607)

0. dep(0,16",607....007)

o) dep(6,16",0"....05")

3° Passo: Se o contador for menor que L, dado que L ¢ o numero desejado de iteragdes apos
a convergéncia, mude o contador de j para j+1 e repita o passo 2.

Entdo o algoritmo do AG produz sequéncias ¢9i(1),¢9i(2),...,0i(L), para i=1,...,K. Na
pratica, o procedimento utilizado para obter amostras independentes da distribuicdo
posteriori, a partir destas sequéncias, consiste em descartar um numero b de valores iniciais,
e em seguida, escolher valores com espacamento igual a t. As quantidades b e t, sdo
chamadas respectivamente de aquecimento (burning) e espagamento (thinning). Mais
informacdes podem ser obtidas em Gamerman e Lopes (2006).

A simulagdo da distribuigdo posteriori pelo amostrador de Gibbs envolve entdo a
simulagdo das condicionais completas. Porém, quando esta simulacdo ndo ¢ acessivel,
podemos usar outras técnicas para simular de alguma (ou todas) as distribui¢cdes condicionais.

Uma destas outras técnicas serd apresentada na proxima se¢do: o Metropolis-Hastings.
3.2.2. Metropolis-Hastings

No algoritmo Metropolis-Hastings, ¢ utilizado um valor gerado de uma distribui¢do

auxiliar conhecida como distribuicdo proposta e aceito com uma probabilidade « . Esse
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mecanismo de corre¢do garante a convergéncia da cadeia para a distribui¢ao de equilibrio, a
posteriori. A rotina do Metropolis-Hastings ¢ assim descrita:

1° Passo: Inicializar o contador de iteragdes j=1 e definir um vetor de valores iniciais

2° Passo: Obter um novo um novo vetor 8 = (01*, . .,0: ), simulando uma densidade proposta
q (‘9* i ) , que pode ou nio depender de 87,

3° Passo: Simular uma amostra U, vinda da distribuigao U [0,1].

4° Passo: Calcular a razdo

00 oo

5° Passo: Se U< r(@"*l,ﬁ*), o valor proposto ¢ aceito fazendo o =@, caso contrario, o

valor proposto ¢ rejeitado fazendo oW =g

6° Passo: Se o contador for menor que L, dado que L ¢ o numero desejado de iteragdes apds

a convergéncia, mude o contador de j para j+1 e repita o passo 2.

E importante ressaltar que este método esta diretamente ligado a distribuigdo analisada.
Caso a variancia da distribuicdo seja muito pequena, a cadeia de Markov ird convergir
lentamente, uma vez que seus incrementos serao pequenos. Se a variancia for grande, a taxa
de rejeicao dos valores propostos serd alta e a cadeia tendera a ndo se mover. Alguns autores
sugerem que a taxa de aceitacdo do AG deva estar entre 20% e 50% (COSTA,2011).

Note que o Amostrador de Gibbs € um caso particular do Metropolis-Hastings, no qual
os elementos de @ sdo atualizados individualmente ou em blocos, onde a distribuigao
condicional total ¢ a proposta e a probabilidade de aceitacdo ¢ igual a 1. Como a
probabilidade de aceitagdao ¢ igual a 1, ndo existe mecanismo de aceitacdo-rejeicdo, deste
modo a cadeia ird sempre se mover para um novo valor. As transi¢cdes de estado sdo feitas de

acordo com as distribui¢cdes condicionais completas.
Os dois algoritmos AG e MH produzem sequéncias 0(1),9(2),...,0(” e para obter

amostras aproximadamente independentes da distribuicao, basta analogamente, retirar as

observagdes iniciais (burning) e usar um espagamento (thinning).
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3.2.3. Amostrador de Gibbs para MLD

Para simular da distribui¢do a posteriori de um MLD contendo um vetor de pardmetros
desconhecidos y (conforme descrito anteriormente), com distribui¢do a priori f (l//),
geralmente usa-se os métodos de MCMC. Quase todos amostradores de cadeia de Markov pra
analises a posteriori de MLDs estdo em uma destas trés categorias: amostradores de Gibbs,
que incluem os estados como varidveis latentes; amostradores marginais; e amostradores
hibridos, que combina aspectos dos dois anteriores. Neste trabalho, falaremos apenas do
amostrador de Gibbs, para mais informagdes veja Petris, Petroni e Campagnoli (2009).

Para um MLD, com observacdes D, , a distribuicdo posteriori de y e dos estados nido
observados, ¢ dada por

f (l//ﬂgozT | DT)‘ (3.1

Geralmente ¢ impossivel calcular esta distribui¢do de forma fechada, entdo, a solugdo ¢

recorrer a métodos computacionais de simulagao estocastica: Métodos MCMC. A abordagem

MCMC habitual para analisar a distribuigdo posteriori (3.1) ¢ retirar uma amostra dela ¢

avaliar os resultados gerados pela amostra simulada. Mesmo quando a inten¢dao ¢ estudar

apenas a distribui¢do do vetor de pardmetros desconhecidos f (l//| D; ), a inclusdo dos
parametros de estado na distribui¢do posteriori simplifica a rotina de um amostrador eficiente.
Na verdade, simular uma variavel ou vetor aleatorio a partir de f (y|6,;,D;) ¢ bem mais

simples que a partir de f (1,//| DT). Isto ¢, uma amostra de (3.1) pode ser obtida através do

amostrador de Gibbs, alternando os sorteios entre f(y|6,;,D;) ¢ f (6, |w,D;). Esta

amostra, por sua vez, pode ser utilizada como entrada para gerar uma amostra da distribuicao

preditiva dos estados e observagdes, f (& 1.4 Yrar. | Dy ). Entdo,

f (9T+1:T+k’ Yrarao W6 | Dy ) =f (9T+1:T+k’ Yromak [ Ws QT) f (l//, 0 | Dy )

Portanto, para cada par (.6 ) formado de f (.6, |D;) pode-se gerar o futuro,

O i1 aks Yramas de f(0T+l:T+k’yT+1:T+k |W90T) para obter uma amostra da distribuigdo

preditiva.

A aproximag¢do mostrada acima resolve todos os problemas da previsdo, suaviza¢ao e
filtragem de MLD com vetor de pardmetros desconhecidos y . Porém, para séries em que
novos dados sdo obtidos sequencialmente, para atualizar a distribuigdo posteriori é necessario
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rodar o amostrador de Gibbs novamente, o que se torna uma tarefa ineficiente. Para séries
deste tipo, existem as analises online e simulagdes baseadas em atualizacdes sequenciais da
distribuicao posteriori dos parametros de estado e desconhecidos, que sdo também técnicas de

Monte Carlo.

3.2.4. FFBS

Em uma amostra de Gibbs retirada de f (6,7, | D; ), é necessario simular a partir das

distribuigdes condicionais completas f(y|6,;,D;) e f(6,;|w,D;). Embora a primeira

seja um problema especifico, algoritmos eficientes para amostragem da segunda estdo
disponiveis. A suavizagdo recursiva fornece um algoritmo para calcular a média e variancia

da distribui¢do de 6, condicionadaa D; e y,para t=1,2,...,T . J4 que todas as distribuicdes
envolvidas sdo Normais, ¢ facil determinar a distribui¢do marginal posteriori de (6, | D;,y).
Entretanto, quando f (90:T |y, DT) tem o papel de condicional completa em uma amostra de
Gibbs retirada de f (HOZT,wl D; ), o desafio ¢ gerar um esquema a partir da distribuicdo de

0,; dado (DT ,1//). A solugdo para esse problema foi desenvolvida por Carter e Khon (1994),

Friiwirth-Schnatter (1994) e Shepard (1994), um algoritmo conhecido como FFBS, em inglés,
Forward Filtering Backward Sampling, e em portugués, filtragem para frente e amostragem
para tras.

Pode-se representar a distribuicdo conjunta de 6,; dado D, , como:

T
OT | D H f t+1T’ Dr )’ (3.2)
t=0

onde o ultimo fator do produto é simplesmente f (6’T | D; ), isto é, a distribui¢do da filtragem
de €., que ¢ N (mT,CT). A equagdo (3.2) sugere que, ao invés de obter um esquema de
f (6, | D; ), pode-se comegar desenhando 6, a partir de sua distribuigdo N (m;,C; ) e entdo

recursivamente para 6, a partir de f(6,|6,,;,D;), para t=T 1T -2,...,0. Note que o

FFBS ¢ essencialmente uma versdo simulada das recursdes de suavizagdo. Vimos na prova da

se¢do 2.7.2, que f(6,16,,.D;)=1(6,16,,,D,) ¢ demonstramos que essa distribui¢do é

N (h,H,), onde
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ht =m +Cth'+1 Rt:fll (9t+1 —a, )5
Ht = Ct _Cth+1 Rt:flleCt'

Além disso, obtendo ja (6,

(SEERRRY

6; ), o0 proéximo passo consiste em apenas desenhar 6, a

partir de N (h, H, ) . Note que h, depende apenas de 6,,, que ja foi gerado.

O FFBS ¢ frequentemente utilizado como um bloco na constru¢do do amostrador de
Gibbs, no entanto, se 0 MLD estudado ndo tiver parametros desconhecidos, ainda assim, o

uso do FFBS pode ser interessante. Neste caso, a distribui¢do marginal suavizada de cada 6,,

geralmente € suficiente para avaliar as probabilidades posterioris de interesse. A distribuicao
posteriori de uma fungdo nao linear dos estados pode ser complicada ou até impossivel de ser
derivada, mesmo quando os parametros do modelo sdo conhecidos. Neste caso, o FFBS
fornece um jeito simples de gerar uma amostra da posteriori desta fungdo, entdo a aplicagdo
da parte “foward filtering” (fi tragem para frente) do a goritmo s6 precisa ser realizada uma

VCZ.
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Capitulo 4

Concluséao

O objetivo deste trabalho foi revisar e apresentar a modelagem dinamica, onde foi
possivel entender seu funcionamento para analise de séries temporais e, também, o porqué de
propor uma nova técnica de andlise e previsdo Bayesiana, uma vez que as classicas poderiam
parecer mais simples. Vimos que os modelos de espago de estados podem ser usados para
modelar séries temporais uni ou multivariadas, podendo ser ndo estacionarias ou apresentar
mudangas estruturais ou padrdes irregulares, como séries econdmicas, por exemplo.

Durante o trabalho a teoria matematica foi apresentada, mostrando casos gerais e
especiais, quando o modelo deve ser mais complexo, necessitando de mais varidveis
dindmicas e quando ele pode ser mais simples e direto, como o passeio aleatorio. Foram
expostas, estudadas e demonstradas técnicas de previsdo um passo a frente, utilizando o
renomado filtro de Kalman que possibilita a evolugdo, a atualizacdo e, por fim, a previsdo dos
parametros de estado e observagdes ainda ndo coletadas e, como vimos, pode ser muito bem
aplicado em séries sequenciais, onde novas observagdes sdo coletadas entre periodos de
tempo fixos. A partir do filtro de Kalman como base, utiliza-se da teoria de previsao um passo
a frente para realizar previsOes mais distantes, K instantes apds a ultima observagdo coletada,
porém sabendo que mais incertezas sdo inseridas no modelo. Foram apresentados, também, os
métodos de suavizagdo que aproveitam de todas as informagdes possiveis para analisar e
compreender a estrutura do modelo. As provas destes métodos, suposi¢des € como eles foram
manipulados matematicamente estdo descritas no decorrer do trabalho.

Estudamos os modelos com a pressuposi¢ao de que alguns pardmetros eram conhecidos,
para, depois, poder adequar seu uso na pratica, onde frequentemente nos deparamos com
todos os parametros desconhecidos. Por esse motivo foram apresentados alguns algoritmos
recursivos baseados nos métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov. Vimos que o
Amostrador de Gibbs pode estimar a distribui¢ao posteriori dos parametros de estado e o
FFBS ¢ basicamente uma versao simulada das recursdes de suavizagdo, onde em teoria, 0s
parametros sao conhecidos e pode ser utilizado na constru¢cdo do amostrador de Gibbs. Nos
dias atuais, onde temos total acesso aos meios computacionais, estes algoritmos se mostram
de extrema importancia e ¢ um dos motivos de a modelagem dindmica estar sendo difundida

com maior frequéncia atualmente.
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