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RESUMO

Diversas aplicagoes relacionadas com a mecanica do continuo tratam de processos
como solidificacao e derretimento de materiais, conveccao natural, tensoes e deformacoes
em solidos, dentre outras. Na industria bélica, por exemplo, a manufatura de materiais
explosivos como granadas de grosso calibre, requer cuidadoso processo de manuseio,
preenchimento e resfriamento adequado dos materiais energéticos fundidos em moldes. O
monitoramento inadequado destas etapas podem resultar em contragoes, trincas, bolhas de
ar, e descolamento do material do seu molde, o que pode acarretar desde custos excessivos
em sua producao a falhas catastréficas relacionadas ao produto final. Desta maneira,
o desenvolvimento de modelos matematicos, a implementacao de técnicas e emprego
de ferramentas computacionais existentes permitem o estudo, a previsao e a simulagao
destes fenomenos com baixo custo financeiro e com resultados tao confiaveis quanto a
experimentacao. No que tange a metodologias computacionais, técnicas como o Método
dos Volumes Finitos e o Método dos Elementos Finitos sao amplamente empregados
nos processos de discretizacao e solugao dos conjuntos de equacoes diferenciais parciais
que governam os fendmenos encontrados nestes processos. Uma alternativa que retine
caracteristicas do Método dos Elementos Finitos e do Método dos Volumes Finitos,
conhecida por Método de Volumes de Controle Baseado em Elementos Finitos é um dos
focos apresentados neste trabalho. Além disso, a ferramenta computacional OpenFOAM,
um conjunto de aplicacoes de codigo aberto voltados a problemas gerais de mecanica do
continuo também serd abordado. Diversos problemas das areas de dindmica dos fluidos e

de mudanca de fase serdo apresentados para destacar tais aplicagoes.

Palavras-chave: Método dos Volumes Finitos. Método dos Elementos Finitos.

Método de Volumes de Controle baseados em Elementos Finitos. Métodos Numéricos.
OpenFOAM.






ABSTRACT

Several applications related to continuum mechanics deal with processes as such
as solidification and melting of materials, natural convection, stress and strains in solids,
among other phenomena. In the defense industry, for example, the manufacture of explosive
materials such as large-caliber grenades, requires care in the handling process, proper
filling and cooling of molten energetic materials in molds. Inadequate monitoring of these
steps results in contractions, hot tearings, air bubbles, and material supression from its
mold, which can lead from excessive production costs to catastrophic failures related to the
final product. In this way, the development of mathematical models, the implementation
of techniques and use of existing computational tools allow the study, the prediction
and simulation of these phenomena with low financial cost and with results as reliable
as experimentation. Regarding to computational methodologies, techniques such as the
Finite Volume Method and the Finite Element Method are widely used in discretization
and solution processes of the partial differential equations sets that govern the phenomena
found in these processes. An alternative that combines characteristics of both Finite
Element Method and Finite Volume Method, known as Control Volume Finite Element
Method is one of the focuses presented in this work. Besides, the computational tool
OpenFOAM, a set of open source applications focused on general problems of continuum
mechanics will also be addressed. Several problems in the areas of fluid dynamics and

phase change will be presented to illustrate such applications.

Key-words: Finite Volume Methods. Finite Element Methods. Control Volume
Finite Element Methods. Numerical Methods. OpenFOAM.
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1 INTRODUCAO

Os principais objetivos deste trabalho constituem-se, em um sentido mais amplo,
a pesquisa da Dinamica dos Fluidos Computacional, englobando estudos nas areas de
métodos numéricos com énfase no Método dos Volumes Finitos e algumas de suas variacoes.
Muitos problemas da Dinamica dos Fluidos sao modelados matematicamente pelas equacoes
de Navier-Stokes, conjunto de equacgoes diferenciais parciais composto pelas equacoes de
conservacao da massa e da quantidade de movimento linear. A solucdo numérica destas
equacoes, sobretudo quando modelam escoamentos incompressiveis, € uma questao bastante
complexa pois, neste caso, existem mais variaveis do que equacodes no sistema, além de
serem intrinsecamente acopladas. No contexto do Método dos Volumes Finitos, ¢ comum
o emprego de uma familia de métodos baseada no algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit
Method for Pressure-Linked Equations) de Patankar (1980). O algoritmo SIMPLE ja foi
abordado em outras ocasioes, como em Odone et al. (2013), Odone et al. (2015) e Odone
et al. (2014), sendo necessario em sua formulacdo o emprego de fatores de relaxagao para
garantir a estabilidade e convergéncia da solugao das equagoes durante o processo iterativo.
A escolha de valores adequados destes fatores de relaxacao é uma questao fundamental
pois pode tanto acelerar quanto diminuir o tempo necessario para a convergéncia do
algoritmo. Diversos trabalhos, como Morii e Vierow (2000); Min e Tao (2007); Marek e
Straub (1993a); Doormaal e Raithby (1984); Chatwani e Turan (1991); Ryoo et al. (2005)
abordam algumas técnicas que visam otimizar algoritmos como o SIMPLE, seja através
de algumas modifica¢oes deste algoritmo ou por meio de formas de escolha automatizada
dos fatores de relaxacao. Sendo assim, um dos estudos realizados durante este trabalho foi
o de implementar um algoritmo que pudesse ajustar e otimizar os valores destes fatores
de relaxacao durante o processo iterativo, baseado em Min e Tao (2007). A apresentagao
do método e seus resultados foram publicados em Odone et al. (2016) e serd tema do

Capitulo 3, juntamente com uma revisao do algoritmo SIMPLE.

O Método dos Volumes Finitos, cuja principal caracteristica é a conservatividade,
¢ amplamente empregado no processo de discretizacao das equagoes diferenciais que
modelam processos de transferéncia de calor ou massa e em mecanica dos fluidos. Em
sua forma classica, o processo de discretizacao é realizado em malhas estruturadas e com
geometrias regulares e relativamente simples (Odone et al., 2014). Entretanto, modelar
problemas com geometrias complexas ¢ impraticavel empregando-se malhas ortogonais e
estruturadas. Essa necessidade levou a formulagao de variantes do Método dos Volumes
Finitos para malhas nao-estruturadas que, de acordo com Versteeg e Malalasekera (2007),
sao classificadas em dois grupos: métodos para malhas curvilineares estruturadas e para
malhas nao-estruturadas. No contexto dos métodos para malhas nao-estruturadas, existem
basicamente duas formas de definir os volumes de controle: centrados na célula e centrados

no noés, de acordo com a Figura 1.
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Figura 1 — Volumes de controle: (I) - centrado na célula, (II) - centrado no né

No caso dos métodos baseados em volumes de controle centrados nos nos, os
volumes sao construidos em torno dos pontos nodais de uma malha de elementos finitos
nao-estruturada. Os fluxos difusivos e convectivos através das faces dos volumes de controle
podem ser aproximados por meio de func¢oes de interpolacao similares as empregadas pelo
Método dos Elementos Finitos. Um dos métodos baseados neste tipo de construcgao é o
Método dos Volumes de Controle baseados em Elementos Finitos (Saabas, 1991; Venditti,
1998; Saabas e Baliga, 1994a,b; Shurina et al., 2002) ou Control Volume Finite Element
Method - CVFEM, em inglés - que visa tirar proveito da flexibilidade de construcao de
malhas de elementos finitos para dominios arbitrarios com as caracteristicas de conservati-
vidade do método dos volumes finitos tradicional (Voller, 2009). Neste sentido, um dos
focos do trabalho foi a compreensao de detalhes desta técnica visando uma implementacao
computacional capaz de simular desde simples problemas de advecgao-difusao a problemas
mais complexos como de escoamentos incompressiveis e de mudanca de fase. Além disso,
um dos grandes desafios na implementacao de esquemas de aproximacao para as equagoes
diferenciais é o tratamento do termo convectivo. A principal dificuldade aparece quando
o numero de Peclet, definido como a razao entre efeitos convectivos e difusivos, se torna
muito grande, ou seja, quando a natureza do problema é dominada pela convecgao. O
motivo da dificuldade é que muitos métodos propostos para a discretizacao do termo
convectivo apresentam fragilidades como oscilagbes esptrias ou serem muito difusivos no
sentido de suavizarem muito o comportamento das solugoes. No ambito do Método dos
Elementos Finitos, o Streamline Upwind/Petrov-Galerkin - SUPG (Brooks ¢ Hughes, 1982)
¢ uma alternativa ao método de Galerkin, visando estabilizar a aproximacao deste método.
No caso do CVFEM, o emprego de fungoes de interpolacao lineares para o termo convectivo
sao impraticaveis para valores altos do niimero de Peclet, pois geram resultados com muitas
oscilagdes que nao representam em nenhum aspecto a solucao real do problema. Assim,
neste trabalho, foi estudado e implementado um esquema de estabilizacao quando uma

funcao de interpolacao linear é usada para o termo convectivo no CVFEM, aos moldes do
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SUPG. A implementagao segue passos similares aqueles apresentados por Brooks e Hughes
(1982), sendo aqui empregado no contexto de malhas de elementos finitos triangulares,

cujos detalhes serao abordados ao longo do Capitulo 4.

Em diversas aplica¢bes industriais, muitos processos envolvem fenomenologias
relacionadas com mudancga de fase. Na industria bélica, por exemplo, a manufatura
de materiais explosivos como granadas de grosso calibre, requer cuidadoso processo de
manuseio, preenchimento e resfriamento adequado dos materiais energéticos fundidos em
moldes. O monitoramento inadequado destas etapas pode resultar em contragoes, trincas,
bolhas de ar, e descolamento do material do seu molde, o que pode acarretar desde custos
excessivos em sua producao a falhas catastroficas relacionadas ao produto final. Deste modo,
com o intuito de obter uma melhor compreensao da evolucao dos fendémenos envolvidos
durante um processo de preenchimento de moldes com material energético, foi realizado
um estudo desse processo de solidificagao com auxilio do conjunto de ferramentas para
Dindmica dos Fluidos Computacional, OpenFOAM. Um breve estudo sobre o OpenFOAM
foi apresentado em Odone et al. (2019) juntamente com um conjunto de problemas
resolvidos com esta ferramenta, visando obter familiaridade sobre o funcionamento do
c6digo, bem explorar algumas vantagens e desvantagens em seu uso. No presente trabalho,
o OpenFOAM serd empregado para simular a imposicao de diferentes tipos de condigoes
de contorno e a implicagao que essas condicoes tém desde instantes intermediarios até a

solidificacdo completa do material energético em seu molde.

A Dinamica dos Fluidos Computacional (ou Computational Fluid Dynamics -
CFD em inglés), estd relacionada com a anélise de fendmenos e processos que envolvem
escoamento de fluidos, transferéncia de calor e outros fenémenos relacionados, por meio
de implementacoes e simulacoes computacionais. Aplicagdes que envolvem o uso de
CFD podem estar ou nao relacionadas a industrias e alguns exemplos de aplicagoes sao:
aerodinamica de aeronaves e veiculos; hidrodinamica de navios; engenharia biomédica;

meteorologia e muitas outras (Versteeg e Malalasekera, 2007; Ferziger e Peric, 2002).

Com a réapida evolucao dos sistemas computacionais ao longo dos tltimos anos, as
aplicacoes de CFD vém ganhando cada vez mais espago em comparacao a realizacao de
experimentos laboratoriais ou em campo. Um dos grandes motivos para isso deve-se ao
fato que tais experimentos por vezes acarretam em altos custos para serem elaborados e
executados. Estes custos nao sé sao financeiros, como também demandam de especialistas,
equipamentos adequados, coleta e andlise de dados, matérias-primas e longo tempo
para realizacao desses experimentos. Assim, o emprego das simulagoes computacionais
permite, na maioria dos casos, uma reducao significativa nestes custos relacionados,
visto que praticamente todas as etapas realizadas em um experimento real podem ser
executadas por meio de simulacoes computacionais adequadas. Além disso, resultados
obtidos computacionalmente podem ser tao precisos e confidveis quanto a realizacao de

experimentos, uma vez que se tenha em mente as limitagoes dos computadores.
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Uma das ideias centrais da CFD ¢ a traducdo de um problema do mundo real
para a linguagem matematica, formulando um conjunto de equagodes que descreve o
comportamento do sistema analisado. Uma vez realizada esta etapa de modelagem do
problema, o préximo passo é a transcri¢cao destes modelos para a linguagem computacional,
sendo esta uma das etapas mais importantes do processo. A transcricdo do modelo
matematico para o modelo computacional parte do pressuposto de que a solucao do
problema possa ser obtida e interpretada em um ntmero finito de pontos do continuo que
representa o problema real. Esta etapa de traducao do modelo mateméatico para o modelo

computacional é conhecida como discretizacao.

Uma das primeiras etapas do processo de discretizacao € a identificagdo da geometria
de interesse juntamente com os dados dos fendmenos que ocorrem nas suas fronteiras e do
seu estado inicial. Estes dados iniciais e de fonteira sao traduzidos matematicamente e
numericamente como condigoes iniciais e de contorno, respectivamente, sendo essenciais
para o correto fechamento do problema. A geometria de interesse entdao é decomposta em
um numero finito de pontos que cobre todo seu entorno e interior, sendo assim a geometria
representada por uma malha de nés e elementos que pode ou nao apresentar uma relagao

topologica basica entre suas entidades.

Tendo as etapas de defini¢ao da geometria, malha computacional, condic¢Oes iniciais
e de contornos definidas, pode-se entao traduzir as equagoes do continuo para a linguagem
discreta computacional. Esta etapa envolve escrever uma equagao algébrica que descreve
a variacao ou comportamento de uma dada propriedade em cada ponto da malha. Es-
tas equacoes normalmente envolvem informacoes de seus pontos vizinhos e devem ser
resolvidas simultaneamente para obter o conjunto solucao em todos os pontos do dominio
computacional. Uma vez que esse conjunto tenha sido obtido, é possivel obter a solugao do

problema em outros pontos do dominio por meio de interpolacao desses valores conhecidos.

O processo de discretizagao de uma equacao requer a aproximacao de seus ter-
mos por meio de relagdes que envolvam apenas pontos pertencentes a malha definida
anteriormente. Para este objetivo, tem-se o emprego de técnicas bastante conhecidas no
ambito computacional. O Método das Diferencas Finitas (FDM), Método dos Volumes
Finitos (FVM), Método dos Elementos Finitos (FEM) e o Método de Volumes de Controle
baseados em Elementos Finitos (CVFEM) sao algumas dessas técnicas, com a fungao de
transcrever as equagoes descritas no continuo para a descri¢do discreta computacional.
Historicamente, o FDM, FVM e o CVFEM sao os métodos usualmente empregados para
CFD, ao passo que o FEM é normalmente empregado em problemas estruturais, embora

algumas vezes seja usado no CFD.

Na tultima etapa da solugao computacional de um problema tem-se a resolucao
de sistemas de equacoes algébricas e sua interpretacao e representacao. De acordo

com informagoes relacionadas as equagoes matematicas, topologia da malha, e outras
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caracteristicas do problema, pode-se empregar uma gama de métodos para a solugao dos
sistemas de equacoes algébricas. A resolucao desses sistemas fornece o valor de cada
propriedade estudada em cada um dos pontos da malha empregada para a geometria do
problema. Para a andlise e visualizagao, pode-se realizar algum tipo de interpolagao desses
valores e empregar algum programa capaz de representar visualmente esses resultados.
As principais equagoes governantes da Dinamica dos Fluidos Computacional de interesse
nestes trabalho serao formuladas e apresentadas no Capitulo 2. Estas equagoes representam
a conservacgao da massa, conservagao da quantidade de movimento linear, e conservagao

da energia.

O Método dos Volumes Finitos é um método de discretizagdo de um conjunto de
equagoes diferenciais que expressam matematicamente a conservacao ou balancgo de alguma
propriedade em um volume de controle (Odone et al., 2014). Em sua formulagao cléssica,
tal como encontrada em Patankar (1980) ou Versteeg e Malalasekera (2007), faz-se o
emprego de malhas do tipo estruturada, em que os pontos nodais e os volumes de controle
possuem estruturacao simples, normalmente envolvendo igual espacamento entre todos os
seus nos. O conjunto de equagoes discretas pode entao ser obtido por meio do balanco dos
fluxos através das faces dos volumes de controle, aproximados por meio de expansdes em
série de Taylor. Os tipos de elementos e volumes de controle geralmente sao quadrados ou
retangulos, o que simplifica bastante o processo de integracao e aproximagcao das equagoes
diferenciais, porém sacrifica a flexibilidade geométrica, visto que malhas estruturadas so6
conseguem representar bem problemas com geometrias relativamente simples. Por outro
lado, um dos aspectos fundamentais do Método dos Volumes Finitos é a conservatividade,
uma vez que, tanto as equagoes diferenciais a serem discretizadas partem do principio de
balanco de fluxos sobre volumes elementares, assim como o Método dos Volumes Finitos
tem esse mesmo aspecto ao se efetuar a integracao e aproximacgao dos fluxos nos volumes
de controle finitos (Voller, 2009). No Método dos Elementos Finitos, porém, nao existe tal
restricdo quanto a estruturacao da malha, o que flexibiliza bastante os tipos de geometrias
que podem ser trabalhadas. Outro ponto é a estimativa dos termos das equacoes, que
podem ser aproximados por meio de func¢oes de interpolacao dos valores nodais sobre os

elementos.

Assim, o Método dos Volumes de Controle baseados em Elementos Finitos (Saabas,
1991; Venditti, 1998; Saabas e Baliga, 1994a,b; Shurina et al., 2002; Prakash e Patankar,
1985; Baliga e Patankar, 1980, 1983; Zhou, 1997; Schneider, 1998) tem por objetivo agregar
as caracteristicas de conservatividade do Método dos Volumes Finitos classico com a grande
flexibilidade geométrica encontrada no Método dos Elementos Finitos. Deste o modo,
é reconhecido que os volumes de controle podem ser construidos em torno dos pontos
nodais de uma malha de elementos finitos de formas arbitrarias. Com essa construcao, os
fluxos através das faces dos volumes de controle podem ser aproximados com o emprego

de fungoes de interpolacao.
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No contexto do Método dos Volumes Finitos, frequentemente empregam-se métodos
numeéricos iterativos para a resolucao de problemas de natureza incompressivel. Nestes
casos, 0 conjunto composto pelas equacoes de conservagao da quantidade de movimento
linear e pela equacao de conservagao da massa possui caracteristicas de nao-linearidade além
destas equacgoes serem intrinsecamente acopladas por causa da pressao e das velocidades.
Desta, algoritmos como o SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations)
e algumas de suas variantes como o SIMPLEC (SIMPLE Consistent), SIMPLER (SIMPLE
Revised) e PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators), podem ser empregados
pois tratam de forma iterativa a resolucao das equagoes além de resolverem de modo
satisfatorio os problemas da nao-linearidade e do acoplamento pressao-velocidade. Por
outro lado, devido a certas aproximacoes e simplifica¢cbes na formulagao de algoritmos
como o SIMPLE, faz-se necessario o emprego de fatores de relaxacao durante a resolucao
a fim de se acelerar o processo e evitar problemas como instabilidades numéricas. Valores
fixos para estes fatores podem ser empregados porem a escolha destes valores pode nao
ser trivial. Assim, no Capitulo 3 é proposto e apresentado um método variagao dos
fatores de relaxacdo em tempo de execucao, visando manter a estabilidade e acelerando a

convergéncia do método ao diminuir o niimero de iteragoes necessarias para isso.

No Capitulo 4 sera apresentado a fundamentacao do Control Volume Finite Element
Method, CVFEM, descrevendo-se a forma de construcao dos volumes de controle em
torno dos nds de uma malha de elementos finitos triangulares, a integracao e discretizacao
das equagoes diferenciais nestes volumes, aproximacoes e fungoes de interpolagao para os
termos das equagoes, e diferentes tratamentos para os termos convectivos. Além disso, sera
apresentado um método de estabilizacao para o emprego de fungoes de interpolacao lineares
para os termos convectivos discretizados pelo CVFEM, baseado no esquema Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin - SUPG de (Brooks e Hughes, 1982) no contexto do Método
dos Elementos Finitos. Diversos problemas serao estudados demonstrando a aplicacao do

CVFEM e da estabilizacao proposta.

Por fim, no Capitulo 5 sera abordado o problema de carregamento de granadas,
uma aplicacao de vital importancia em campos militares modernos. Um processo de
carregamento de granadas consiste no preenchimento de moldes de granada com materiais
energéticos fundidos para posterior resfriamento e solidificagao do material, compondo
assim o produto explosivo final. Este processo é dividido em diversas etapas, sendo uma
das fundamentais o processo de resfriamento e solidificacao do explosivo. Sao necessarias
imposi¢oes adequadas de resfriamento através dos contornos dos moldes e um monitora-
mento adequado desta etapa, visando a prevencao de falhas no produto final que podem
gerar sérias consequéncias. Para este estudo sera apresentado e utilizado o pacote de apli-
cagoes voltadas a resolugao de problemas de dindmica dos fluidos OpenFOAM (Open Field
Operation And Manipulation). Um estudo detalhado do solver buoyantPimpleFoam e o

modulo solidificationMeltingSource, empregados na resoluc¢ao do problema de carregamento
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de granadas, sera apresentado, visando identificar algumas particularidades deste solver.
Resultados numéricos para um tipo de granada preenchida com dois tipos explosivos serao
estudados, visando avaliar o impacto de diferentes imposi¢oes de condigoes de contorno no

processo de resfriamento.
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2 EQUACOES GOVERNANTES EM DINAMICA DOS FLUIDOS

2.1 Introducao

As equagdes que governam a dindmica dos fluidos representam formulagdes mate-
maticas de leis de conservacao fisicas. Matematicamente, escoamentos sao governados por
um conjunto de equagoes diferenciais altamente nao lineares de segunda ordem, conhecido

como equagoes de Navier-Stokes que representam os seguintes principios:

o A massa de um fluido é conservada;

o A segunda Lei de Newton - a taxa de variacao temporal do movimento é igual a

resultante do somatoério das forcas agindo sobre o fluido;

o A primeira lei da termodinamica - a taxa de variacao temporal da energia é igual a
soma da taxa de adicao de calor e a taxa de trabalho exercido em uma particula de
fluido.

Diferentemente dos sélidos, fluidos sdo substancias que nao resistem a tensoes
tangencias, sofrendo deformagoes e sendo colocados em movimento. Do ponto de vista
estrutural, o fluido é considerado um continuo de massa, de modo que suas propriedade
fisicas e de escoamento sao bem definidas em todo ponto do espaco. Em geral, apenas
propriedades macroscopicas do fluido como velocidade, pressao, densidade e temperatura

sao usadas na caracterizacao do escoamento.

O comportamento de escoamento de um fluido pode ser categorizado como newto-
nianos e nao-newtonianos. Fluidos newtonianos apresentam uma relacao linear entre as
tensoes tangenciais (ou de cisalhamento) e a taxa de deformagao. A viscosidade dindmica,
que fornece uma medida da capacidade de um fluido submetido a tensoes resistir a de-
formagoes, é representada por uma funcao linear. Ja em fluidos nao-newtonianos, esta
relagao é nao-linear.

Outras caracterizacoes do escoamento de um fluido podem ser: de fase tunica
ou multifasicos, estacionarios ou transientes, viscosos ou inviscidos, compressiveis ou
incompressiveis, turbulentos ou laminares, rotacionais ou irrotacionais, dentre outros.

Estas classificagbes visam simplificagdes na modelagem do fenémeno de escoamento.

2.2 Descrigoes espacial e material

Considere um campo de escoamento geral como ilustrado pelas linhas de corrente

na Figura 2 e considere um volume fechado arbitrario tomado dentro deste escoamento.
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Volume de controle V

Figura 2 — Volume de controle finito.

Este volume define um wvolume de controle, V', e uma superficie de controle, S,
que contorna o volume. Este volume de controle (VC) pode ser tomado como fixo no
espaco enquanto o fluido se move através dele (Figura 2 a esquerda) ou movendo-se com o
fluido de modo que as particulas de fluido dentro deste sdo sempre as mesmas (Figura 2 a
direita). As leis de conservagao da fisica sdo aplicadas ao fluido contido dentro de um VC
e ao fluido atravessando a superficie de controle (SC), limitando assim a andlise a uma

regiao finita do escoamento.

Para um material em movimento, tal como um fluido em escoamento, seja ¢ uma
variavel genérica que possa representar sua temperatura, velocidade ou seu estado de

tensao variando com o tempo. A descricdo dessas variacoes pode ser feitas como a seguir.

1 - Seguindo particulas especificas, definidas por sua coordenada material X = (X,Y,Z)

ao longo do tempo t. Ou seja, expressando ¢ como
¢=0¢(X,Y,Z,1) (2.1)

Tal forma de expressar essas variacoes é conhecida como descri¢io material ou

descrigcao lagrangiana.

2 - Observando as variagoes em posigoes fixas no espaco, ou seja, expressando as variagoes

de ¢ como fungbes de uma posicao fixa & = (z,y, z) e do tempo:
¢ = ¢(x7 y? Z7t) (2'2)
Esta descrigao é conhecida como descrigdo espacial ou descri¢io Fuleriana.
2.3 A derivada material

Seja ¢(7(t),t) uma quantidade como densidade, velocidade, ou temperatura. A

taxa de variacdo ou derivada de ¢ acompanhando um dado volume de fluido se movendo
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ao longo do espaco é conhecida como derivada lagrangiana, material, substancial ou total.
A derivada material pode ser obtida por meio da regra da cadeia, levando-se em conta as
variagoes de todas as variaveis independentes ao longo da trajetoria do volume de fluido

da posi¢ao 7 no instante ¢ para a posicao T + 67 ou T + V8t no instante t + ot (Figura 3).

(o]

(;‘)(.‘f + 67t + 5?‘)
Uit -

q‘}(.i?,f)oa”

Figura 3 — Trajetoria do volume de fluido.

Denotando a derivada material por D e sendo V = (u,v,w) o vetor velocidade,

tem-se:
Do _dodi  dpdr  dody 96
Dt Otdt Oxdt Oydt Ozdt
9 00, 00 09
T I (2:3)
Ou ainda,
Do 96 | o
b = TV Vo (2.4)

onde na Equacado (2.4), o primeiro termo do lado direito da igualdade representa a taxa

de variacao local e o segundo termo a taxa de variacao convectiva de ¢.

2.4 A equacao de conservacao da massa

O principio de conservacao da massa estabelece que, na auséncia de fontes ou
sorvedouros de massa, se o movimento de um volume infinitesimal de material for observado
através do tempo, entao seu volume e sua massa especifica podem variar mas a sua massa
total deve permanecer inalterada. Assim, um balanco de massa em elemento de fluido
estabelece que: a variacao temporal da quantidade de massa no elemento € igual ao fluxo
de massa através das fronteiras do elemento. De acordo com a Figura 4, sendo dz, dy e
0z as dimensoes infinitesimais do elemento de fluido, a variacao da quantidade total de
massa dentro do elemento é dada por

0 _Op
a(péa;dyéz) =5 (0xdydz) (2.5)
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O fluxo de massa através das faces dos elementos pode ser calculada pelo produto da

massa especifica, area e velocidade normais as areas, de acordo com a Figura 4, por

pudydz — (pu + agu)6x> oydz+

Xz

pvdxdz — (pv + agm})éy> dxdz+ (2.6)
Y

pwoTdYy — (pw + 8(apw)5z> oxdy

z

) U[{”“!Jdg

o+ —;
dlpv) . l dz
pv 4 ——0oy
dy

- -

i

t) .
o+ }r}.f‘

Crr

J oz i

____________ _4\
N S i e

xr

Figura 4 — Dimensoes e fluxos de massa em um elemento de fluido.

Igualando as Equagoes (2.5) e (2.5), reagrupando todos os termos no lado esquerdo

da igualdade e dividindo a expressao pelo volume do elemento de fluido, dxdydz, tem-se

Op | Opu) | O(pv)  Olpw)

=0 2.7
ot ox Jy 0z (27)
ou ainda, em notacao vetorial,
dp -
— ~(pV) =0 2.8
LV (V) 28)

As Equagdes (2.7) ou (2.8) representam a equagao da conservacio da massa ou equag¢ao
da continuidade em um ponto para um escoamento compressivel. Para um fluido for
incompressivel, onde a massa especifica é constante, a equacao da conservagao da massa é
reduzida a

ou Ov Ow

po g ov 0w 2.
VeV =g ta, a0 (2.9)

2.5 Equacgao da conservacao da quantidade de movimento linear

A segunda lei de Newton estabelece que a taxa de variacao da quantidade de

movimento de uma particula de fluido (ou de um volume de fluido) é igual ao somatério
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das forgas que atuam sobre esta particula (sobre este volume). A taxa de variacao das

componentes x, y e z da quantidade de movimento (momento linear) de um volume de

fluido sao dadas por respectivamente por:

Du  J(pu)

PDr = ot + V- (puV) =a, (2.10)
Dv  O(pv) N

P = o + V.- (V) =aq, (2.11)
Dw  O(pw) o
r = ot T V- (pwV) =a, (2.12)

que correspondem as trés componentes da aceleracao, @ = (a,, ay, a,). Em forma vetorial,

a aceleracao pode ser escrita como:

+V-(pVaV) (2.13)

As forcas que atuam sobre o fluido podem ser de dois tipos:

1 - forcas de campo, que atuam diretamente em cada ponto do fluido tais como a
gravidade, forcas eletromagnéticas, centrifuga e de Coriolis. Normalmente, por nao
influenciarem significativamente o comportamento do escoamento, estas forcas sao

agrupadas como termos fonte nas equacoes de movimento.

2 - forcas de superficie, que atuam apenas sobre a superficie do elemento de fluido,
decorrendo da pressao exercida sobre o elemento pelo exterior e das tensoes viscosas
normais e tangenciais por causa do atrito entre os elementos de fluidos adjacentes
em movimento. Dada a natureza intrinseca dessas forcas, elas sao tratadas como

termos constitutivos das equacoes de movimento.

As tensoes que agem sobre um elemento de fluido podem ser classificadas como tensoes
normais - tendendo a esticar ou comprimir o elemento, sendo proporcionais a variagao
temporal do volume do elemento de fluido; e tensoes de cisalhamento ou tangenciais -
proporcionais a taxa de deformacgao do elemento, sendo responsaveis pela deformacao do

1mesmo.

Para calcular o estado de tensao sobre um elemento de fluido, considere na Figura

5 as tensoes que agem na direcao x:
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Figura 5 — Tensoes atuando na direcao x do elemento de fluido.

Seja B= (B;, By, B,) a resultante das forcas de corpo. A expressao geral destas

forgas agindo sobre o elemento de fluido é:
pB6,0,0. (2.14)

Fazendo o balango das tensoes sobre o elemento que atuam na diregao x, tem-se:

(am 4 902 595) 5Y82 — 0pudyS 2t

ox
0Ty
Ty + By oy | dxdz — Ty 0w02+ (2.15)
OT.q
(sz + 52) 0xdYy — T. 020y
dy

Fazendo o balanco das tensoes para as direcoes y e z de forma anéloga feita para a direcao

x, o balanco de tensoes para a direcao y é:

<Txy + a(;;y 5&:) 6yoz — Tuy0ydz+

<ayy + ag;”’@) 020z — 0y 0xdz+ (2.16)
<sz + a(;j’&) 0x0Yy — Top0xdY

e o balancgo de tensoes para a direcao z é:

(Tm + LS 6x> 0ydz — T, 0ydz+
ox

(Tyz + %52) dx02 — Ty, 0202 (2.17)

((jzz + 9o 5Z> 0xdy — o, 0xdy+
0z
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Compondo as Equagoes (2.10), (2.11) e (2.12) com suas correspondentes compo-
nentes das forcas de corpo (Equagao (2.14)) e de superficie (Equagoes (2.15), (2.16) e

(2.17)), e dividindo todos os termos pelo volume do elemento de fluido §,9,0,, tem-se:

% 004 n 0Ty L 0T n
Dt = o dy 0z
Dv . 07—xy (30yy asz
Dt = oz + dy + 0z
Dw 01y, 01y, 00,
=g gy
Dt Ox dy 0z

pB, (2.18)

+ pB, (2.19)

+ pB, (2.20)

p

As Equagoes (2.18), (2.19) e (2.20) correspondem as equagoes da conservacao da quantidade
de movimento, sendo satisfeitas para qualquer material, seja fluido ou sélido. Estas equagoes

podem ser escritas de forma compacta em notagao vetorial como:

V-T+pB=pad (2.21)

sendo

Ozx Toy Taz
T= |7, o0y Ty (2.22)

Tzx  Tzy Ozz

o tensor de tensoes.

2.6 As equacoes de Navier-Stokes

Em um fluido newtoniano isotrépico, o tensor de tensoes pode ser decomposto em

duas parcelas:

T=—pl+T (2.23)

onde p é a pressao hidrostatica e o tensor TV depende apenas da taxa de deformacao tal
que é zero quando o fluido esta em movimento de corpo rigido ou em repouso. Assim,
para cada ponto material, os valores das componentes de T’ em um instante de tempo
t dependem linearmente das componentes do tensor taxa de deformagao D no mesmo

instante. As componentes o tensor taxa de deformacao estao relacionadas as componentes
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do gradiente de velocidade por

b= (2 2) 020
D,.,=D

1
2
1 fov  Ow
zy—2<8z+ay>
1
2

ou Ow
D,. =D, = — 4+ —

O tensor isotropico T pode ser escrito como:

T = AV - V)I+2uD (2.25)
sendo p 5 5
— u v w
V=t +=— 2.2
AV pe + By + 5% (2.26)

a taxa de deformacgao volumétrica, a constante u é a chamada primeira viscosidade
(dindmica), que relaciona as tensoes com as deformagoes lineares, e a contante A é a
segunda viscosidade, que relaciona as tensoes com a deformacao volumétrica. Deste modo,

o tensor de tensao total T para um fluido newtoniano é dado por
T =—pl+ AV -V)I+2uD (2.27)

Para um fluido incompressivel tem-se

- OJu Ov OJw
VV=—+_—4+—=0 2.28
ox + dy + 0z (228)
em todos os instantes de tempo de modo que a equagao constitutiva (2.27) é simplificada

para
T =—pl+uD (2.29)

A partir da Equagao (2.29) pode-se escrever:

ou OJv Ow
T 2z — -3 2 o - 7 2.30
Opz + Oy + 0 P+ “(ax+ay+az> (2.30)
que devido a incompressibilidade permite escrever
p= Joo T Ty + O (2.31)

3

sendo, portanto, para um fluido incompressivel, a pressao p interpretada como a tensao

média normal, nao dependendo explicitamente de outras quantidades cinematicas.
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Dados os valores das componentes do tensor taxa de deformacao de D na Equacao

(2.24), entao as componentes da equagao constitutiva de T podem ser escritas como

ou

Jv
Oyy = —P+ 2“%

ow

ou  Ov (2.32)
Toy = Tyz = H @+%
(o ow
Tor =T = H\ 5, T O

ov  Ow
Tyz = Toy = %‘i_aiy

Considerando a aceleracao dada pela Equagao (2.13), as Navier-Stokes pode ser
escritas em termos das componentes da velocidade do fluido. Combinando as Equagoes
(2.13) e (2.21) tem-se

d(pV)
ot

Substituindo a equacao constitutiva do tensor de tensoes para um fluido newtoniano

+V-(p)WeV)=V-T+pB (2.33)

incompressivel, Equagao (2.29) na equagao (2.33), tem-se

+V-(pW®@V)=V-(—pl+ D)+ pB (2.34)

que em componentes pode ser escrita como:
(9ujL ou 3u+w@ __@+ 82u+82u+6’2u
P\oat "% TPy TYaz) T Tar "M\ a2 T a2 T 922
v v v o\ oy (0P o ot
P\ o ox Ay 0z) 0Oy a

) + pB, (2.35)

o2 " oy 822> o 230

ow ow  Ow ow op Pw  Pw  OPw
27 = £ B 2.
p(at o 8y+w8z> az+“<ax2+ay2+az2 toB. (237)

A Equagao (2.34) ainda ser colocada em um forma vetorial mais compacta, sendo escrita

COINO:

o(pV L L
(gt) +V-(pV@V)=Vp+uVV + pB (2.38)

As equagoes (2.38) sao as equagoes de Navier-Stokes para um fluido Newtoniano incom-
pressivel em termos de quatro incognitas, u, v, w e p e apenas trés equagoes, (2.35), (2.36)
e (2.37). A quarta equacdo necessaria para o fechamento do sistema é a equacao da
continuidade:

ou Ov Ow
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2.7 A equacgao de conservagao da energia

A equacgao da energia é obtida a partir da primeira lei da termodinamica para um
elemento de fluido que estabelece: a variacio temporal da energia no elemento de fluido €
iqual ao fluxo resultante de calor para dentro do elemento com o trabalho realizado sobre o

elemento pelas forcas de corpo e de superficie.

A variacao temporal da energia total £ de um elemento de fluido é dado pelo

produto da densidade e a taxa de variacao de E, ou seja,

oF
O calculo da taxa de trabalho realizado sobre o elemento de fluido pelas forgas de superficie
¢é dado pelo produto entre as tensoes e as componentes da velocidade. Assim, considere na
Figura 6 o produto entre a componente u da velocidade e as tensoes normais viscosas, 0,

e as tensoes tangenciais viscosas, Ty, € Ty.

. Nut.,) &

dur;) By e f (JU

) \ i a9

I
I
b I
UT |
—~—— i ] Nue,,) 2
o

____________ lig Ui 1+ e
W, i

Ty +

Figura 6 — Trabalho realizado sobre o elemento na direcao x.

O trabalho realizado pelas tensoes na direcao = é

(uam + a(lgyz)éﬂc> 0ydz — U0 0ydz+

(UTyI + a%;yw)éy) 0wdz — uTy0xdz+
(2.41)

(uux + a(g;m>(5z> 0x0Yy — uT,,0xdy =

O(uoyy)  O(uty,)  O(uTu)
ox + dy + 0z
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De modo analogo, o trabalho sobre o elemento de fluido na direcao y ¢é

(m’ry + a(g;xy) 5x> 0Y0z — VT 0ydz+
(vayy + a(gayy)5y> 0102 — voy,0xdz+
o (2.42)
(Usz + (gsz) 52) 0x0Yy — VT, 020y =
2
O(vTay) 1 O(vay,) i O(vTy)
ox oy 0z
e o trabalho na direcao z é:
(wrxz a(me)éx> dydz — Wy, 0ydz+
(wryz + a(l(;Tyz)ézj dxdz — wT,,0xdz+
) Y (2.43)
(wazz + (Igazz)éz> 0xdy — wo,,0xdy =
z

O fluxo de calor para dentro do elemento de fluido é dado fazendo-se um balanco deste
fluxo através das faces do elemento. De acordo com a Figura 7 e denotando-se o fluxo de

calor por Q = (¢x, qy, q-), 0 balango no elemento resulta em:

> dg,
dqy, q. +—=—0z
25 0
qy + ay oy ' Y
el ]
‘..'"s.. 1 091
-~ } qr + 6‘)" 5.’!”
- ® | e —
Gz (-f'-!!--‘-)} \
= ) i
? |
4 X qz

Figura 7 — Fluxo de calor no elemento de fluido.
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qy6xdz — <qy + %qyyéy> oxdz+
(2.44)
q.0x0y — <qz + %4 52) dxdy =
Ay
B (0% L 04y 8qz>
Jor Jdy 0z

Combinado a taxa de variagao temporal da energia (Equagdo (2.40)) com o trabalho
realizado sobre o elemento de fluido pelas tensoes (Equagoes (2.41), (2.42) e (2.43)) e o

fluxo de calor resultante (Equacao (2.44)), tem-se:

OF  0(uoyy.) i d(voy,) i 8(v0zz)+

ot = o oy 0z
O(utyy)  O(utsy)  O(vTay)  O(vTsy)  O(wTys)  O(wTy:)
dy - 0z - Ox i 0z i Ox i dy
9¢: 9dgy g
or OJy 0z (2:45)

A Equacao (2.45) pode ser considerada uma das formas da equagao de conservacao da

energia.

O fluxo de calor p ode ser escrito em termos da Lei de Fourier de conducao de calor,
relacionando o fluxo de calor com o gradiente de temperatura local. Ou seja, podemos

escrever

Q= (a4 q:) = | k=) —k—) —k—— (2.46)

~ oT oT oT
ox’ oy Oz

onde k é a condutividade térmica e T a temperatura. Ja os efeitos das tensoes viscosas

podem ser escritos em termos de uma funcao de dissipacao ® como

O(uo ) N d(voyy) n d(vo,,)

¢= ox oy 0z +
O(uty,)  O(utsy)  O(vTay)  O(WTy)  O(wTys)  O(wTy,)
dy * 0z * Ox + 0z i Ox * oy (247)

Com estas duas consideragoes e aplicando a equagao constitutiva (2.29) para o tensor de

tensoes, a equagao da energia (2.45) pode ser rescrita como

OE 0 <k8T> ) <k8T> 0 <k8T>  (up)  O(vp)  B(wp)

OF _ 0 (RO L 9 () L 9 (R _ _ o (24
Por —aor\Far ) Tag\Fay ) Ta \Mes ) e Ty e T B8

A energia especifica F¥ de um fluido pode ser definida como a soma da energia interna

e, energia cinética e energia potencial gravitacional. A energia potencial gravitacional
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pode ser tratada como forca de corpo e, portanto, incluida como termo fonte. Assim, a

energia especifica F pode ser escrita como
1
E=c+ B (u2 +v? + w2> (2.49)

Em fluidos compressiveis, pode-se rescrever a Equacao (2.49) em termos da entalpia. A

entalpia especifica, h, e a entalpia total, H, sdo definidas como

_ p _ Lo o 2
h—e+; e H—h+§<u +wv +w) (2.50)
Assim, a energia especifica dada pela Equagao (2.49) pode ser escrita em termos da entalpia

total como

1
H:e+£+7(u2+v2+w2):E+£ (2.51)
p 2 p

Por fim, considerando um fluido incompressivel e desprezando-se os efeitos da
energia cinética, a entalpia pode ser reduzida para H = ¢T, sendo ¢ o calor especifico
considerado constante. Assim, a equacao da energia pode ser escrita em termos da

temperatura como

DT 0 oT 0 oT 0 oT dp
— = — k= — | k— — | k— — +® 2.52
"“Di 8x(8x>+8y(8y>+8z<8z>+8t+ (2:52)
Para muitos problemas a derivada local da pressao % e a funcao de dissipacao ® podem
ser desprezados. Logo a Equagao (2.52) pode ser escrita como
DT 0 oT 0 aoT 0 oT
— = — k= — | k— — | k— 2.53
P Dt (91;( 8x>+8y< 8y>+82< 82) (253)

Considerando-se a densidade p, o calor especifico ¢ e a condutividade térmica k constantes

e aplicando-se a defini¢ao da derivada material (Equagao (2.3)):

8£+ua—T+va—T+wa—T—£ 82T+82T+82T (2.54)
ot Ox dy 0z pc\0x2 Oy 022 '
ou, em notagao vetorial,
T -
(?915 +V VT = kV*T (2.55)

Estas sao as equagoes governantes empregadas na termodinamica e dinamica dos
fluidos computacional. Adaptagoes, simplificagoes e adi¢oes de termos do tipo fonte podem

ser necessarias de acordo com o tipo de problema estudado.



46



47
3 OBTENCAO DE FATORES DE RELAXACAO OTIMIZADOS

3.1 O Método dos Volumes Finitos classico

O Método dos Volumes Finitos em sua forma tradicional, utilizando-se de malhas
estruturadas e de aproximagoes baseadas em série de Taylor para os fluxos através das
faces dos volumes de controle, ja foi objeto de estudo de varios autores, como Odone et al.
(2014) e Versteeg e Malalasekera (2007). Porém, para uma apresentagao adequada do
esquema para obtenc¢ao dos fatores de relaxacao, cabe aqui fazer uma breve revisao deste

método.

3.1.1 Equacoes de conservagao

Para os problemas abordados neste capitulo, serdo considerados escoamentos de
fluidos newtonianos incompressiveis em regioes bidimensionais e em regime permanente
(estacionario). Estes escoamentos podem ser modelados pelas equagoes de conservagao
da quantidade de movimento linear (equagdes de movimento) com as componentes da
velocidade restritas a equagao da continuidade (ou equagdo de conservagao da massa) que,

para problemas bidimensionais, podem ser escritas como (Odone et al., 2013, 2015)

V- (pVu) =V - (uVu) = —gi + S (3.1)
- dp

V- (pVv) =V - (uVv) = ~ay + S, (3.2)

V.-V =0, (3.3)

onde u e v sao as componentes do vetor velocidade V', p é a densidade, p a viscosidade, p

a pressao e S, e S, representam termos fonte me suas respectivas equagoes.

Em problemas termodinamicos, que envolvem a variacao de temperatura além do
escoamento, € necessario o emprego da equacao de conservacao da energia que pode ser

escrita como:

V- (pcVT) =V - (kVT) = Sy, (3.4)

onde T é a temperatura, ¢ é o calor especifico, k a condutividade térmica e St representa
termos fonte. Modificagoes na Equacao (3.4), como escrevé-la em funcao da entalpia ou a

adicao de termos fonte adequados, podem ser necessarias dependendo do modelo estudado.

3.1.2 Discretizacao pelo Método dos Volumes Finitos

A técnica de solu¢do numérica do sistema de Equagoes (3.1) a (3.4), pelo Método
dos Volumes Finitos, constitui na integracao de cada uma das equagoes em volumes de

controle como ilustrado na Figura 8.
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Figura 8 — Esténcil bidimensional para o Método dos Volumes Finitos classico.

Alocagao deslocada (staggered) das variaveis é empregada (Versteeg e Malalasekera,
2007; Moukalled et al., 2016). Assim, as equagoes de movimento bem como a equagao
da continuidade sao integradas nos volumes de controle em torno de pontos como e e n
para as componentes da velocidade u e v, respectivamente. Variaveis escalares, como a
temperatura e a pressao sao alocadas em pontos como P e a equacao da energia ¢ integrada
nos volumes de controle ao redor de tais pontos. Aproximagcao dos termos difusivos é feita
usando esquema de diferencas centrais enquanto que os termos convectivos sao aproximados

por esquemas como upwind ou hibrido (Patankar, 1980; Versteeg e Malalasekera, 2007).

Deste modo, fazendo-se o processo de integracao das Equacoes (3.1), (3.2) e
(3.4) nos seus correspondentes volumes de controle, aproximando-se os fluxos difusivos e
convectivos através das faces dos volumes, agrupando e reordenando os termos pode-se
escrever as seguintes equacgoes algébricas discretas para as equagoes do movimento e da

energia, respectivamente:

AelUe — Z AppUny = (pP - pE)Ae + be (35)
ApUp — Z AppUnp = (pP - pN)An + bn (36)
(ITTp — Z aannb == bp, (37)

onde a; sao os coeficientes, que contém combinacoes da discretizagao dos termos difusivo e
convectivo, (pp — pg)Ae e (pp — pn)A, representam a integragao do gradiente de pressao
em cada uma das equagoes do movimento e cada somatério se da sobre cada um dos

pontos vizinhos para cada respectiva variavel (Odone et al., 2013, 2015).
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3.2 O algoritmo SIMPLE

O Algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), de
Patankar (1980) e Versteeg e Malalasekera (2007), é a base para uma série de algoritmos
similares, tais como o SIMPLER (SIMPLE-Revised), de Patankar (1980), SIMPLEC
(SIMPLE-Consistent), de Doormaal e Raithby (1984), PISO (Pressure Implicit with Split-
ting of Operators), de Issa (1986), dentre outros, com o propésito de resolver iterativamente
um problema de escoamento incompressivel. No que segue, apresenta-se a formulacao do
algoritmo SIMPLE para o regime permanente.

Arbitrando-se um valor p* para o campo de pressoes e admitindo que os fluxos de
massa I, = pu e I, = pv através das faces dos volumes de controle tenham sido calculados
a partir de uma estimativa para o campo de velocidades (Versteeg e Malalasekera, 2007),
as componentes intermediarias u* e v* da velocidade podem ser obtidas resolvendo as

equacgoes discretas do movimento, tais que:

CLeU: - Z a’nbu:,b - (p;<D - p*E‘)Ae + be (38)

anv;kz - Z anbv;kzb = (p}; - p?\/)An + bn- (39)

Definindo-se a correcao para a pressao, p’, como a diferenca entre o valor correto da
pressao p e do valor estimado p*, e definindo-se corregoes analogas para as componentes

da velocidade, pode-se escrever:
p=p+p, u=u+d, e v=0v"+7. (3.10)

A substituigao do campo de pressoes correto nas Equagoes (3.5) e (3.6) levam ao calculo

das componentes u e v corretas dadas por:

AelUe — Z AppUny = (pP - pE)Ae + be (311)

ApUp — Z AnpUnp = (pP - pN)An + bn- (312)

Subtraindo a Equagao (3.11) da Equagao (3.8) e subtraindo a Equagao (3.12) da Equagao
(3.9) fornece:
aeu,e - Zanbu;b - (p,P - p/E')Ae (313)

anU;L - Z anbU;Lb - (p;D - p/N>An (314)

Neste momento, a principal aproximacao do algoritmo SIMPLE ¢ realizada e consiste em

desprezar os termos sob os somatorios, permitindo escrever:

u, = de(pp —pp) e v, =du(pp — Py) (3.15)
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onde d, = A./a. e d, = A, /a,. As expressoes em (3.15) definem as expressoes de corre¢ao

para as componentes da velocidade que, empregadas na Equacao (3.10), fornece
ue =up +de(Pp — 1), € U=+ du(pp — Py)- (3.16)

No tratamento de escoamentos incompressiveis, as equagoes de movimento ficam restritas
a equagao da continuidade (3.3). Integrando-se a equacao da continuidade em um volume
de controle em torno do ponto P (Figura 8) e substituindo as componentes da velocidade

pelas expressoes dadas na Equacao (3.16), permite escrever:

appp — (appy + awdly + anpy + asps) = bp (3.17)

com os coeficientes dados por

ag = (pdA).

aw = (pdA)y

ay = (pdA), (3.18)
as = (pdA)s

ap = ag-+taw +any+ag

bp = (pu"A)y — (pu"A)e + (pv*A)s — (pv* A)s.

A Equagao (3.17) é a discretizagdo da equagao da continuidade escrita como uma equacao
para a correcao da pressao p’. A solucao desta equacao fornece correcoes para a pressao em
todos os pontos e sao empregadas para atualizar tanto as pressoes quanto as componentes

da velocidade por meio das expressoes dadas pelas Equagoes (3.10) e (3.16).

Estas etapas fornecem todos os elementos para a formulagao do algoritmo SIMPLE,

cujas principais etapas sao descritas a seguir.

- Repita até a convergéncia de u, v e p:

1 - Resolva as equagoes de movimento discretas, obtendo u* e v*:

acuy — Y anpuity, = (Pp — piy) A + be
Ul = Y AppUnr = (Pp — Piv)An + by

2 - Resolva a equacao de correcao da pressao, obtendo p':
appp — (appy + awpy + anpy + aspy) = bp
3 - Corrija as pressoes e velocidades, obtendo u, v e p:

p=p +p Ue :u:+de<p;3_p/E) Un :U;"i_dn(p%'_p/]\/)
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4 - Resolva outras equagoes discretas, obtendo ¢:
appp — (apdp + awdw + andn + asps) = by

5 - Defina as estimativas para a préxima iteracao:

No passo 4, ¢ representa qualquer outra variavel escalar como, por exemplo, a temperatura
(Odone et al., 2013, 2015; Versteeg e Malalasekera, 2007).

Algorimos como o SIMPLER, SIMPLEC e PISO sao obtidos a partir de mudancas
no SIMPLE. Detalhes da formulagao dessas variacoes podem ser obtidos em Versteeg e
Malalasekera (2007) e outros.

3.3 Meétodo de variacao dos fatores de relaxacao

O algoritmo SIMPLE tal como apresentado na se¢ao anterior é suscetivel a diver-
géncia devido as nao-linearidades e o acoplamento do campo de pressoes e velocidade
com a equacao da continuidade. Assim, fatores de relaxacao devem ser empregados para

garantir a estabilidade e convergéncia do algoritmo.

3.3.1 Introducgao dos fatores de relaxacao nas equagoes

Fatores de relaxacao sao frequentemente adotados tanto para a correcao da pressao
quanto para o calculo das componentes da velocidade. Usualmente, um mesmo valor
¢ usado para os fatores de relaxacao de ambas as componentes u e v da velocidade.
Representando o fator de relaxagao da pressao por o, e das componentes da velocidade
por «,, de acordo com Moukalled et al. (2016) e Min e Tao (2007) seus valores podem ser
tais que

a, +a, = 1. (3.19)

De acordo com Versteeg e Malalasekera (2007), fatores de relaxagdo para a pressao e para
as componentes da velocidade podem ser inseridos diretamente nas expressoes de corre¢ao

da pressao e da velocidade dadas em (3.10), reescrevendo como:

p=p tayp, u=utau, e  v=v"4a (3.20)

Ainda, de acordo com Patankar (1980), a partir das equagoes do movimento, (3.5)
e (3.6), pode-se escrever:

_ Z AnpUnp + (pP - pE)Ae + be
Qe

(3.21)

Ue

— A
v, = Z AnpUnp + (PP pN) n+ bn ) (322)
Qn,
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Denotando os valores das componentes da velocidade obtidos em uma iteracao passada por

u™ Y e "=V pode-se adicionar e subtrair u("~" e v("~! em suas respectivas Equacoes
(3.21) e (3.22), obtendo-se
nbWn - Ae be _
U = uén—l) + [Za pUnt + (PP — pp)Ae + _ ugn 1)] (3.23)
Qe
nbn - An bn _
v, = vfln_l) + [Za bUnb + (PP — PN)An + _Ur(zn 1)] ‘ (3.24)
Qn

Os termos entre colchetes nas Equagoes (3.23) e (3.24) representam as variagoes em u, e
v, obtidas na iteracao atual. Esta variacdo pode ser modificada introduzindo-se o fator de

relaxacao a,,, obtendo:

nbWn - Ae be —
Up = ut(an—l) + a, [Za bUnp + (pP pE) + o U,En 1)] (325)
Qe
nbUn - An bn —
vy =00 4 a, [Ea s (P Z PN A b0 n 1>] , (3.26)
G,
ou ainda,
e Ae n—
;ue — Zanbunb = (pp — pE)Ae + be + (]_ — OCU)EUE b (327)
Qn _ An  (n—1)
OTUn - Z AppUnb = (pP - pN)An + bn + (1 - av)OTUn : (328)

Ainda, de acordo com as Equagdes (3.27) e (3.28), pode-se mostrar que a equacao de
correcao da pressao é modificada pelo fator de relaxacao da velocidade nos termos d, =

Ac/a. e d, = A, /a, da seguinte forma (Versteeg e Malalasekera, 2007):

Ao

Ae v
_ L e d,

Qe G

de (3.29)

Assim, para a efetividade do algoritmo SIMPLE, as equagoes do movimento devem ser
resolvidas com os fatores de relaxacao ja inseridos em sua formulacao, como mostrado nas
Equagoes (3.27) e (3.28), a equagao de corregao da pressao deve ser resolvida empregando
as expressoes dadas em (3.29) e a corre¢ao da pressao deve ser realizada por meio de sua

correspondente expressao dada pela Equagao (3.20).

3.3.2 Revisao bibliografica sobre otimizagao de fatores de relaxacao

Algoritmos iterativos como o SIMPLE estao sujeitos a problemas de convergéncia
e instabilidade numérica se fatores de relaxacao nao forem empregados durante o ciclo
iterativo. Além disso, quando a escolha desses valores é feita de forma adequada, pode-se
obter significante redug¢ao no nimero de iteragoes do algoritmo e, consequentemente,

um tempo de execucao menor. Na literatura é possivel encontrar diversas técnicas e
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modificacoes de algoritmos visando a otimizacao dos fatores de relaxacao empregados

nestes algoritmos. Algumas destas técnicas serdao resumidamente apresentadas a seguir.

No trabalho de Marek e Straub (1993b) é apresentado o algoritmo MAPLE (Modi-
fied Algorithm for Pressure-Linked Equations) baseado no algoritmo SIMPLE, tratando-se
de uma hibridizacao entre subrelaxacao e sobrerelaxacao. De acordo com Marek e Straub
(1993b), a ideia da relaxagao hibrida é selecionar o fator de relaxagdo o para o passo de
iteracao seguinte de acordo com com o fator de convergéncia p do passo de iteracao atual,
com g sendo definido como a razao entre os maximos das fontes de massa de duas iteragoes
consecutivas: A

_ Mpae

W= M (3.30)
onde M,,,, sao as fontes de massa e n e n — 1 indicam dois passos de iteracao consecutivos.
Se em uma determinada iteragao ocorre divergéncia (u > 1), entao a iteragdo seguinte
devera ser sub-relaxada (o < 1). Caso ocorra convergéncia (u < 1), entao a iteracao
seguinte é sobre-relaxada (a > 1). Ou seja, enquanto as iteragdes convergirem, processo
de sobre-relaxacao é usado para acelerar a taxa global de convergéncia do algoritmo.
Quando ocorrer divergéncia, processo de sub-relaxagao é empregado para amortecer os
efeitos de instabilidade iniciais. Voltando a ocorrer convergéncia, novamente o processo de
sobre-relaxacao é empregado. O algoritmo MAPLE segue passos similares ao SIMPLE

descrito anteriormente e os detalhes de sua implementacdo podem ser encontrados em
Marek e Straub (1993b).

No trabalho de Chatwani e Turan (1991), é proposto um algoritmo para calcular
de forma automatizada o fator de relaxacao para a pressao em algoritmos como o SIMPLE
e SIMPLEC baseado na minimizacdo da norma do residuo global. O residuo em um ponto
para a componente u da velocidade pode ser definido a partir das Equagoes (3.5) e (3.20)

e escrito como

Ry = acte — Y iy, — (pp — pp)Ae — be
= Qe — D apytiny — [(Pp + appp) — (P + appp)|Ae — b (3.31)
= Ry — pAc(Pp — P)
sendo R, ¢ 0 residuo calculado a partir da velocidade corrigida e da pressao arbitrada.

Expressao similar pode ser obtida para a equacao da componente v da velocidade. Assim,

o residuo global é dada por
G=) (R2+R2) (3.32)
Minimizando G em relagao ao fator de relaxacao, o, pode ser calculado a partir de

E[Ru,oldAe (plP - p,E) + Rv,oldAn (p;i’ - p/N)]
S[AZ(pp — Pp)* + A (P — Pi)?

Empregando esse procedimento de célculo do fator de relaxacao no algoritmo SIMPLE,

(3.33)

Oép:

o, ¢ calculado no fim de cada iteragao do algoritmo.
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O SOAR (SIMPLE Optimized and Automated Relaxation Factors), encontrado em
Morii e Vierow (2000), é um método proposto para determinar automaticamente valores
6timos para os fatores de relaxacao do Algoritmo SIMPLE e melhorar suas caracteristicas
de convergéncia. Os fatores de relaxacao para a pressao e para as componentes da
velocidade sao calculados para cada volume de controle a cada iteracao a partir de um
termo representando a diferencga entre as equagoes aproximadas para o algorimo SIMPLE
e as equacoes exatas do método direto Newton-Raphson. De acordo com Morii e Vierow
(2000), a diferenca entre as equagdes de movimento do algoritmo SIMPLE e as equacgoes
de movimento do método de Newton-Raphson permite calcular os fatores de relaxacao «,,

e o, em cada volume de controle para as equagoes de movimento através de:

atducalt — Y al, Supor, + 1k + > de, ViR p (o) = 0 (3.34)
aldv,an = al, ovnos, + e+ > dn, Vit Tp (o, o) = 0 (3.35)
onde

rfj = a?u’g — Z azbveuf’tb + AZprk — b, (3.36)
rff =a, f — Z azb,nvﬁb + AZV{jpk — b, (3.37)

Av A
su=a—u, v=0-", dYy=ah=2, dYy=al, 2 (3.38)

Anb Anb

Ainda, com relacao as expressoes 3.34 a 3.35, k representa valores da iteracao passada, e %
e ¥ sao valores intermediarios das componentes u e v obtidos apds a solucao das equacoes
de movimento com uma estimativa para o campo de pressdes. O algoritmo SOAR requer
uma relacao direta entre as velocidades relaxadas e as velocidades calculadas pela solucao
das equacoes de movimento. Assim, as componentes da velocidade relaxadas sao calculadas

por
ut = (1 — o )uf + i = u* + oy (@ — u¥) (3.39)
v* = (1 — )" + ayd = vF + a, (0 — o) (3.40)

De acordo com Morii e Vierow (2000), pode-se mostrar que o fator de relaxagio da corre¢ao

de pressao, a;,, em cada ponto é obtido da solucio da equagao

, , , , T s g
Wb, = ool + iyl + s 4t - (- ) - (- B) eay

Uma vez que a;, tenha sido calculado por meio da Equagao (3.41), o fator de relaxagio da

pressao, «, pode ser calculado por meio de
ap=1-aj (3.42)

O algoritmo SOAR tem implementagao similar ao algoritmo SIMPLE e suas principais

etapas sao descritas a seguir.
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- Repita até a convergéncia:
1 - calcular @ e u* pelas expressoes (3.5) e (3.39);
2 - calcular 0 e v* pelas expressoes (3.6) e (3.40);
3 - calcular p’ pela Equacao (3.17);

4 - calcular o, e o, (juntamente com 9, e d,) a partir das Equagoes (3.34) a

(3.38);

5 - atualizar u* e v* por meio de (3.39) e (3.40) com «, e «, calculados no passo
4;

6 - repetir os passos 3 a 5 até que ¢, e d, sejam suficientemente pequenos;

7 - calcular a;, por meio da Equacdo (3.41);

8 - calcular «, por meio da Equacao (3.42);

9 - calcular u*+Y pE+) e p+) por meio da Equacao (3.16).

Em Min e Tao (2007), é apresentado um método de calculo de fatores de relaxagao
otimos, baseado na equivaléncia das normas dos residuos globais das equagoes de movimento.
A partir da Equagao (3.33), supondo que a diferenga entre as corre¢oes de pressoes de dois

no6s adjacentes sao iguais e denotando por Ap’, pode-se reescrever a Equagao (3.33) como

. = Z(Ru,oldAe + Rv,oldAn)
POS(AZAY + X AZAp)

(3.43)

Combinando os residuos de ambas as equagoes de movimento com a Equagao (3.33),

pode-se escrever as seguintes relagoes:

Ru,oldAg - Ae Z(Ru,oldAe> + Ru,oldAi - Ae E(Rv,oldAn)
Y(AZ+ A7)

R, = (3.44)

RU,OZdA% - An Z(Rv,oldAn) + Rv,oldAg - An Z(Ru,oldAe)
S(AZ+ A7)

Assumindo que A, = A,, e que os valores de R, o4 € R, o4 sa0 iguais em todos os pontos,

R, = (3.45)

pode-se obter a seguinte relacao

o o Z(Ru,oldAi) - Z(Rv,oldAeAn)
R,=—R, = ST (3.46)

implicando que
G, =G, (3.47)

ou seja, o fator de relaxacgao definido pela Equacao (3.33) pode resultar na equivaléncia
das normas dos residuos globais das equagoes de movimento sob certas condigoes. Entao,
de acordo com Min e Tao (2007), se os residuos das equagoes de movimento forem

aproximadamente iguais, a convergéncia do processo iterativo sera acelerada. Assim, em
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Min e Tao (2007) é proposto um método de calculo dos fatores de relaxacao para as
componentes da velocidade de modo a tornar os residuos das equagoes de movimento

aproximadamente iguais.

Definindo a razao entre os residuos das equagoes de movimento como
f=— (3.48)

o fator de relaxagao 6timo pode ser obtido, de acordo com Min e Tao (2007), por uma das

seguintes relagoes:

- [ é menor que 1 quando o fator de relaxacao é pequeno, ou 3 é maior que 1 quando

o fator de relaxacao é grande. Neste caso:

o, = (a2)? (3.49)

- [ é maior que 1 quando o fator de relaxagao é pequeno, ou 5 é menor que 1 quando

o fator de relaxacao é grande. Neste caso:

ay, = (o)’ (3.50)

- Se uma das relagoes acima variar bruscamente o fator de relaxagao, entao a outra

relacao é empregada

Nas relagoes acima, ol refere-se ao fator de relaxagdo empregado an iteracao anterior,

enquanto que «, é o fator de relaxacao a ser calculado na iteracao atual.

3.4 O método proposto

A utilizacao de fatores de relaxacao durante o processo iterativo do algoritmo
SIMPLE permanece uma questao em aberto uma vez que valores 6timos que acelerem a
convergéncia dependem de cada problema a ser resolvido e valores fixos podem nao ser

ideais para todas as iteragoes (Versteeg e Malalasekera, 2007).

Alguns métodos visando a otimizacao dos fatores de relaxacao foram apresentados
na secao anterior. Nesta secdo, um método de otimizagao dos fatores de relaxacao para as
equagoes do movimento no algoritmo SIMPLE baseado no trabalho de Min ¢ Tao (2007) é

apresentado.

De acordo com Min e Tao (2007), as normas dos residuos N, e N, para as suas

respectivas equagoes do movimento (3.5) e (3.6), podem ser escritas como:

(Znos(aeue _ Z GnpUnp — (pP - pE)Ae - be)2>1/2

R, = 5
puref

(3.51)
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(Znos(a’nvn — 2 QnbUnb — (pP — pN)An - bn)2>1/2

R, = , (3.52)
vaef
sendo que um critério de parada usual para o processo iterativo é
max(R,, R,) < €, (3.53)

onde € é uma dada tolerancia.
Para este trabalho, é proposto e usado como critério de parada e verificagao de

convergéncia que o valor maximo da norma da diferenca entre as componentes da velocidade

calculadas entre duas iteragdes consecutivas seja menor que uma dada tolerancia. Ou seja,
N, = maz(jue —ul" V) <e e N, =maz(jv, —v"Y]) <e (3.54)

Dadas as normas definidas pelas expressoes em (3.54), define-se a razao entre N, e N, por

B==t (3.55)

A ideia do método é baseada no fato de que se as normas de cada uma das equagoes
do movimento forem aproximadamente iguais, a convergéncia do processo iterativo sera
acelerada, de acordo com a ideia proposta por Min e Tao (2007). Assim, pela expressao

dada em (3.34), as normas serao aproximadamente iguais quando
f~1 (3.56)

O algoritmo de cédlculo para o novo fator de relaxacao é descrito como segue.

Baseado nos fatores de relaxacao calculados pelo algoritmo em uma dada iteracao
ou na estimativa inicial (o, = 0.6 e a, = 0.4 sdo os valores inicias empregados neste
trabalho), o valor de /8 é calculado. O novo valor do fator de relaxacao da velocidade é

calculado em func¢ao do valor de [ e de uma variavel flag por uma das seguintes expressoes:

ay = ()", se B<1 ese flag=0 (3.57)
ay = ()Y se B<1 ese flag=1 (3.58)
ay = (ag)?’, se B>1 ese flag=1 (3.59)
ay = ()Y se B>1 ese flag=0. (3.60)

Nas expressoes (3.57) a (3.60), flag é uma variavel que indica se o novo valor do fator de

relaxagao da velocidade calculado é maior (flag = 1) ou menor (flag = 0) que o fator de
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relaxacgao anterior. Caso o valor do fator de relaxacao calculado por uma dessas expressoes
seja superior ao valor limite dado (ay;, = 0.98 é empregado neste trabalho), a expressao
alternativa é imediatamente empregada para atualizar este valor. Por exemplo, se o valor
calculado por a, = (ag)?" for maior que ay,, entdo a expressao a, = (ag) /9" é usada.
Uma vez calculado o fator de relaxagao para as componentes da velocidade o fator de

relaxacao para a correcao da pressao ¢é calculado por

a, =1—a,, (3.61)

empregando-se o fator de relaxacao da velocidade recém calculado.

Ainda com relagao as expressoes (3.57) a (3.60), o valor v, sempre positivo, é usado
para modificar o valor do expoente nas duas relagoes e suavizar a variagao do fator de
relaxacao entre dois passos de iteracoes onde é calculado. Deve-se observar que variar os
fatores de relaxacao a cada iteragdo pode ser algo custoso e até mesmo ineficiente. Assim
o algoritmo descrito pode ser empregado a cada iteragao ou a cada n iteragdes a partir
de um dado niimero de iteragoes iniciais. O valor de § também é ajustado de modo a
prevenir variagoes muito grandes no seu valor. Assim, a variacao de [ deve ocorre no

intervalo entre 0.2 e 5.0.

3.5 Testes numéricos

Nesta secao sao apresentados resultados de alguns testes numéricos do método
de calculo dos fatores de relaxacao descrito anteriormente. Os exemplos numéricos
apresentados foram implementados e executados usando-se a linguagem Python. O objetivo
é mostrar que o método descrito neste trabalho pode reduzir o nimero de iteragoes do
algoritmo SIMPLE e, consequentemente, o tempo de execucao da solucdo do problema
para determinados pares de parametros v e n, sendo n o nimero de iteragdes que sao
realizadas até o calculo de um novo fator de relaxagao. Os problemas implementados sao
os de circulagao, conveccao natural e de circulagao com fluxos de entrada e saida. Todos
os problemas apresentados foram executados para malhas de 20 x 20, 30 x 30 e 40 x 40
volumes de controle, niimero de Reynolds (Re) igual a 100, 1000 e 2000, valores iniciais
a, = 0.6 e a, = 0.4 para os fatores de relaxacao e usando como critério de parada a
norma da diferenga (expressoes na Equagao (3.33)), descritas anteriormente. Os tempos
de execugao apresentados sao relativos aos tempos de execugao com os fatores de relaxacao

fixos com valores a,, = 0.6 e o, = 0.4.

3.5.1 Problema de circulagao

A Figura 9 ilustra a solugao para o problema de circula¢ao com a malha de 20 x 20

volumes de controle. As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam o tempo de execucdo para um



Figura 9 — Campo de velocidades do problema de circulagao (em m/s).
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conjunto de dados v e n nas malhas 20 x 20, 30 x 30 e 40 x 40, respectivamente, para

Re = 100.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.9543 0.8183 0.8176 0.9728 0.9441 0.9861
v=0.810.9190 0.7045 0.7171 0.8630 0.8570 0.9521
v=1.01]0.8874 0.6273 0.6686 0.8144 0.8133 0.9089
v=1.21]0.8250 0.6154 0.6340 0.7538 0.7304 0.8516
v=1.51]0.7845 0.5263 0.5375 0.6641 0.7141 0.8010
vy=2510.7916 0.3927 0.5889 0.5233 0.6450 0.7844

Tabela 1 — Tempos de execugao relativos, malha 20 x 20, Re = 100.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.8551 0.7651 0.7179 0.7935 0.7484 0.7739
v=0.810.7496 0.5534 0.5994 0.6896 0.6951 0.7316
v=1.01]0.7467 0.5183 0.5451 0.6720 0.6603 0.6956
v=1.21]0.7519 0.4881 0.4804 0.6480 0.6362 0.6583
v=1.51]0.7966 0.4331 0.4368 0.5791 0.5957 0.6010
v=2510.8634 0.2418 0.2437 0.4244 0.3984 0.4298

Tabela 2 — Tempos de execugao relativos, malha 30 x 30, Re = 100.

O numero de iteragdes com os parametros de relaxacao fixos nas malhas 20 x 20,

30 x 30 e 40 x 40 foram, respectivamente, 106, 191, e 286. Observa-se que nos trés casos

foi possivel obter redugao no tempo de execugao para quase todos pares de parametros

~v e n, sendo as maiores redugoes de tempo em cada caso de: 60.72% na malha 20 x 20
(v =2.5en =2 -redugao de 106 para 32 iteragoes), 75.81% na malha 30 x 30 (y =2.5 e
n = 2 - redugao de 191 para 47 iteracoes) e 71.43% na malha 40 x 40 (y =25en =2 -
reducao de 286 para 79 iteragoes).
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valor de 8 ao longo das iteragoes para os melhores casos obtidos em cada uma das trés

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.8427 0.7267 0.7978 0.8309 0.8281 0.8656
v=0.8 ] 0.8460 0.6169 0.6938 0.7928 0.7729 0.8429
v=1.01]0.8688 0.6229 0.6271 0.6720 0.7329 0.7452
v=1.21]0.8702 0.5608 0.5699 0.6970 0.6734 0.6844
~v=1.51]0.9258 0.5025 0.4799 0.6090 0.5974 0.6202
v=2.5 | 1.1978 0.2856 0.2883 0.4422 0.4176 0.4545

Tabela 3 — Tempos de execucgao relativos, malha 40 x 40, Re = 100.

As Figuras 10, 11 e 12 ilustram a variagao do fator de relaxacgao da velocidade e do

malhas.
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As Tabelas 4 e 5 exibem os tempos de execu¢ao para o problema na malha 30 x 30
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numero de Reynolds de alto valor, o método ainda é capaz de reduzir o tempo de execucao

e o nimero de iteragoes, sendo os melhores casos de redugao do tempo de 42.40% (y = 2.5
e n = 10 - reducao de 139 para 67 iteragoes) para Re = 1000 e de 54.00% (y =1.5en =1
- redugao de 135 para 61 iteragdes) para Re = 2000.

n=1 n=2 n=3 n=>5 n=8 n=10
v=10.51]0.7768 0.8111 0.8776 0.9921 0.8584 0.8371
~v=0.8]0.7410 0.8081 0.8643 1.0423 0.8815 0.8487
v=1.0]0.7826 0.8233 0.8454 1.0522 0.8300 0.7546
v=1.210.6717 0.8118 0.7794 1.0751 0.7780 0.7390
v=1.51]0.6698 0.7703 0.7332 1.1231 0.7441 0.6280
v=25 ]| 1.1315 0.8849 0.7202 0.9328 0.7058 0.5759

Tabela 4 — Tempos de execucao relativos, malha 30 x 30, Re = 1000.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51] 0.7990 0.9098 0.9654 1.0340 0.8774 0.8344
v=0.81] 0.7208 0.8798 0.9506 1.0521 0.8645 0.7533
v=1.01] 0.6817 0.7965 0.9646 1.3680 1.0571 0.6750
v=1.21] 0.7042 0.8559 0.9188 1.0645 0.7241 0.6106
vy=151| 0.4599 0.7336 0.8095 1.0086 0.7481 0.6156
v=2.51] 0.7286 0.7450 0.8962 1.0287 0.8068 0.6359

Tabela 5 — Tempos de execucao relativos, malha 30 x 30, Re = 2000.

As Figuras 13 e 14 exibem a variacao do fator de relaxacao da velocidade e do valor

de 3 ao longo das iteragdes para os melhores casos obtidos para Re = 1000 e Re = 2000

respectivamente.
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3.5.2 Problema de convec¢ao natural

A Figura 15 ilustra a solugao para o problema de convec¢ao natural com a malha
de 20 x 20 volumes de controle. As Tabelas 6, 7 e 8 apresentam o tempo de execugao para
um conjunto de dados v e n nas malhas 20 x 20, 30 x 30 e 40 x 40, respectivamente, para
Re = 100.

O ntmero de iteragoes com os parametros de relaxacao fixos nas malhas 20 x 20,
30 x 30 e 40 x 40 foram, respectivamente, 160, 305, e 484. Observa-se que nos trés casos
foi possivel obter redugao no tempo de execugao para quase todos pares de pardmetros
~v e n, sendo as maiores reducoes de tempo em cada caso de: 54.27% na malha 20 x 20
(v =1.5en =2 - redugao de 160 para 67 iteragoes), 77.71% na malha 30 x 30 (y =2.5 e
n = 3 - reducao de 305 para 62 iteracoes) e 76.00% na malha 40 x 40 (y =2.5en =3 -
redugao de 484 para 113 iteracoes). As Figuras 16, 17 e 18 ilustram a variacao do fator

de relaxacao da velocidade e do valor de [ ao longo das iteragdes para os melhores casos
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Figura 15 — Campo de temperaturas para o problema de convecgao natural (em °C).

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
~v=0.510.9022 0.7655 0.8000 0.8681 0.8812 0.9032
v=0.810.8726 0.6917 0.6590 0.7879 0.7734 0.8452
v=1.01]0.8018 0.5545 0.6012 0.7553 0.7197 0.8208
v=1.210.8007 0.5227 0.5483 0.6815 0.7051 0.8331
v=1.510.7665 0.4572 0.4765 0.7074 0.6997 0.8019
v=2.510.7820 0.4968 0.4696 0.4585 0.6190 0.7491

Tabela 6 — Tempos de execucgao relativos,malha 20 x 20, Re = 100.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=20.51]0.9170 0.7275 0.7247 0.8071 0.8081 0.8781
v=0.8]0.8491 0.5954 0.6591 0.7408 0.7744 0.8366
v=1.010.8356 0.5454 0.5680 0.7309 0.7154 0.7457
v=1.21]0.8348 0.4943 0.4955 0.6940 0.6775 0.6988
v=1.51]0.9136 0.4391 0.4501 0.6083 0.6256 0.6239
v=2.51|1.0205 0.2232 = 0.2228 0.4315 0.3925 0.4271

Tabela 7 — Tempos de execugao relativos, malha 30 x 30, Re = 100.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.510.9204 0.7531 0.7600 0.8022 0.8083 0.8247
v=0.810.8897 0.5969 0.6669 0.7853 0.7464 0.7653
v=1.01]0.8682 0.5799 0.5996 0.7160 0.6893 0.7033
v=1.210.8947 0.5139 0.5033 0.6414 0.6398 0.6442
v=1.51]1.0213 0.4612 0.4364 0.5685 0.5528 0.5778
v=2.51|1.0902 0.2426 0.2399 0.3864 0.3729 0.4176

Tabela 8 — Tempos de execucgao relativos, malha 40 x 40, Re = 100.

em cada uma das trés malhas. As Tabelas 9 e 10 apresentam os tempos de execugao para
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o problema na malha 30 x 30 com Re = 1000 e Re = 2000 respectivamente. Novamente,
com numero de Reynolds de alto valor, o método ¢é capaz de reduzir o tempo de execucao
e o nimero de iteragoes, sendo os melhores casos de redugao do tempo de 52.65% (v = 1.0
e n = 2 - redugdo de 126 para 51 iteragoes) para Re = 1000 e de 54.80% (y=12en =15 -
redugdo de 134 para 57 iteragoes) para Re = 2000. As Figuras 19 e 20 exibem a variagao

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.7510 0.6683 0.7370 0.6153 0.9272 1.0611
v=0.81]0.6342 0.5215 0.5610 0.5477 0.9131 1.0961
v=1.010.5610 0.4734 0.5088 0.4914 0.8942 1.1125
v=1.210.5297 0.5916 0.4985 0.4873 0.88246 1.1401
v=1.51]0.4879 0.7046 0.4981 0.6135 0.8732 1.1900
v=2.51]16696 1.1913 1.2354 1.6670 1.0799 0.8765

Tabela 9 — Tempos de execugao relativos, malha 30 x 30, Re = 1000.
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n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.7137 0.6559 0.6659 0.6381 1.0052 1.0768
v=0.810.5623 0.5874 0.5191 0.5886 1.0831 1.1457
~v=1.010.5521 0.4807 0.4742 0.4997 1.1592 1.1761
v=1.210.4930 0.4802 0.4761 0.4519 1.0449 1.3353
~v=1.51]0.4881 0.7055 0.5306 0.6345 1.1418 1.4086
v=2.5 | 1.3578 1.1287 1.4580 1.6770 1.3271 0.8522

Tabela 10 — Tempos de execucao relativos, malha 30 x 30, Re = 2000.

do fator de relaxacao da velocidade e do valor de [ ao longo das iteracoes para os melhores

casos obtidos para Re = 1000 e Re = 2000 respectivamente.
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Figura 19 — Valores de «a,, e § ao longo das iteragoes para Re = 1000.
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3.5.3 Problema de circulacao com fluxos de entrada e saida

A Figura 21 exibe a solugao para o problema de circulacao com fluxos de entrada e

saida 20 x 20 volumes de controle. As Tabelas 11, 12 e 13 apresentam o tempo de execucgao
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Figura 21 — Campo de velocidade para o problema de circulagao com fluxos de entrada e
saida (em m/s).

para um conjunto de dados v e n nas malhas 20 x 20, 30 x 30 e 40 x 40, respectivamente,

para Re = 100 e empregando o critério de parada pela norma da diferenca das componentes

da velocidade (Equacao (3.33)).

O numero de iteragdes com os parametros de relaxacao fixos nas malhas 20 x 20,
30 x 30 e 40 x 40 foram, respectivamente, 84, 163, e 216. Observa-se que nos trés casos
foi possivel obter redugao no tempo de execugao para quase todos pares de parametros
~v e n, sendo as maiores redugoes de tempo em cada caso de: 34.73% na malha 20 x 20
(v =1.2 en =3 - redugao de 84 para 47 iteragoes), 61.13% na malha 30 x 30 (y =2.5e
n = 2 - redugao de 163 para 51 iteracoes) e 62.60% na malha 40 x 40 (y =25en =2 -
redugdo de 216 para 68 iteragoes). As Figuras 22, 23 e 24 ilustram a variacao do fator de

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.8055 0.8784 0.7498 0.8053 0.8253 0.8612
v=0.810.7301 0.7796 0.6917 0.7693 0.7850 0.7821
v=1.01]0.7093 0.6891 0.6712 0.6779 0.7615 0.7386
v=121 1.0751 0.6943 0.6526 0.6641 0.7656 0.7883
v=1.51]0.8629 0.6868 0.8375 0.6721 0.7198 0.7112
v=2.510.8091 0.6565 0.7476 0.7746 0.7558 0.9223

Tabela 11 — Tempos de execucao relativos, malha 20 x 20, Re = 100.

relaxacao da velocidade e do valor de [ ao longo das iteragdes para os melhores casos em

cada uma das trés malhas.
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30 x 30 com Re = 1000 e Re = 2000 respectivamente. neste caso, com nimero de Reynolds
de alto valor, o método ainda ¢é capaz de reduzir o tempo de execucao e o ntimero de
iteragoes, sendo os melhores casos de redugao do tempo de 45.32% (y =25en = 8 -
reducdo de 163 para 75 iteragoes) para Re = 1000 e de 38.43% (v = 1.0 e n = 1 - redugao

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51]0.8665 0.8113 0.7443 0.7856 0.7774 0.9049
v=0.810.6371 0.6503 0.6271 0.6683 0.8374 0.7850
v=1.01]0.6213 0.5363 0.5305 0.6303 0.7652 0.7962
v=1.210.4701 0.4895 0.4817 0.5882 0.6734 0.7641
v=1.51]0.7603 0.4194 0.4586 0.5497 0.6749 0.6960
v=2.5|0.6049 0.3886 0.5457 0.4362 0.6796 0.6274

Tabela 12 — Tempos de execucao na malha 30 x 30, Re = 100.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.50.7519 0.8175 0.6382 0.6669 0.8361 0.8305
v=0.81]0.6218 0.7891 0.5189 0.6124 0.7004 0.8164
v=1.01]0.5410 0.5984 0.4543 0.5018 0.7042 0.7819
v=1.210.4119 0.5095 0.5731 0.4994 0.6572 0.8026
v=1.51]0.3963 0.4515 0.4515 0.8566 0.4111 0.4751
v=25|0.7172 0.3739 0.4392 0.6973 0.3921 0.4073

Tabela 13 — Tempos de execucao relativos, malha 40 x 40, Re = 100.
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Figura 22 — Malha 20 x 20, «, e § ao longo das iteragoes.

de 215 para 121 iteragoes) para Re = 2000.

40

As Tabelas 14 e 15 apresentam os tempos de execugao para o problema na malha
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n=1 n=2 n=3 n=>5 n=8 n=10
v=0.5 ] 1.0833 1.1447 1.3553 1.0124 0.8285 0.9710
v=0.81]0.9650 1.0588 0.9331 0.8129 0.7054 0.7194
v=1.01] 1.0547 0.9225 0.8575 0.7985 0.6550 0.7192
v=1.21]1.0780 1.4400 0.9655 0.6800 0.7093 0.7182
v=1.51]1.4051 0.7816 1.1415 0.6800 0.7093 0.7182
v=2.5 | 14051 0.7816 1.3136 0.6532 0.5467 0.7061

Tabela 14 — Tempos de execucao relativos, malha 30 x 30, Re = 1000.

n=1 n=2 n=3 n=5 n=8 n=10
v=0.51] 0.7206 0.8956 0.7742 0.8866 0.9385 0.8246
v=0.81] 0.9679 0.9208 0.8754 0.7662 0.8299 0.7662
v=1.01] 0.6156 1.1545 1.3245 0.8801 0.8590 0.8457
vy=1.21] 1.1033 1.0644 1.0041 0.8957 0.8341 0.6736
v=1.51] 0.6698 1.2462 0.8548 0.6851 0.9353 0.6499
v=2.5 | 0.6455 0.7442 0.7678 0.9074 0.6546 0.6911

Tabela 15 — Tempos de execucao relativos, malha 30 x 30, Re = 2000.



70

As Figuras 25 e 26 exibem a variacao do fator de relaxacao da velocidade e do valor

de  ao longo das iteragoes para os melhores casos obtidos para Re = 1000 e Re = 2000

respectivamente.
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Figura 25 — Valores de a, e 3 ao longo das iteragoes para Re = 1000.
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3.5.4 Conclusoes

Nesta parte do trabalho foi apresentado um método para calculo de fatores de
relaxagao para as equagoes de movimento discretas empregadas no algoritmo SIMPLE.
O método tem por objetivo calcular fatores de relaxagao otimizados baseados na norma
da diferenca das velocidades obtidas entre dois niveis de iteracao. O algoritmo de calculo
pode ser empregado a cada iteracao consecutiva ou cada n iteragoes, sendo testados neste
trabalho os valores para n: 1, 2, 3, 5, 8 e 10. O outro parametro usado no método, =, visa
controlar as variagoes dos fatores de relaxagao calculados (Min e Tao, 2007). Os valores
de ~ testados foram: 0.5, 0.8, 1.0, 1.2, 1.5 e 2.5. De acordo com os dados e resultados
obtidos nos testes apresentados, pode-se observar que o objetivo primario de reduzir o
tempo de execucao e o nimero de iteragoes é alcangado de modo relativamente satisfatério.
O método foi capaz de reduzir o tempo e o nimero de iteragoes tanto para problemas com
nimeros de Reynolds de baixa magnitude (100) quanto para valores mais elevados (1000
e 2000). A relagao entre v e n pode ser melhor estudada visando encontrar padrdes de
valores que possam ser aplicados diretamente aos problemas, embora, neste trabalho, os
valores de v = 2.5 e 1 < n < 5 tenham se mostrado adequados para os problemas estudado
com Re = 100. Para Re = 1000 e Re = 2000, nao foi possivel obter um determinado
padrao, mesmo que os testes tenham mostrado redugoes de tempo e niimero de iteracoes.
Os resultados aqui apresentados foram para trés problemas incompressiveis (e térmicos) em
regime permanente empregando o algoritmo SIMPLE para tratamento das nao-linearidades

e do acoplamento pressao velocidade.
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4 METODO DOS VOLUMES DE CONTROLE BASEADO EM ELEMEN-
TOS FINITOS

4.1 Introducgao

As equacoes diferenciais formuladas anteriormente, tais como da conservacao da
massa, da quantidade de movimento e da energia podem ser agrupadas e escritas em
termos de uma variavel escalar genérica ¢, representando assim a forma conservativa das
equagoes governantes em escoamentos de fluidos. Esta equacao, conhecida como equacao

de transporte, para a propriedade ¢ é:

<5’<§Zﬁ)+v.(pv¢) =V (I'V¢) + 5y (4.1)

onde I' ¢ o coeficiente de difusao e Sy indica termos fonte.

Em geral, equagoes diferenciais como a Equacao (4.1), s6 apresentam solugoes
analiticas fechadas para um ntimero bastante limitado de casos. Assim, faz-se necessario a
elaboracao de técnicas de solugdo numérica para a resolugao de tais problemas. A principal
caracteristica de solugoes numeéricas reside na obtencao da solugdo em um conjunto finito
ou discreto de pontos, sendo os valores das variaveis dependentes obtidos apenas nestes
pontos. Valores das solugoes podem ser obtidos em outros pontos através de interpolacao
dos valores nodais conhecidos. Estes valores nodais sao obtidos a partir da solu¢ao de um
sistema de equacgoes algébricas, que relacionam a varavel dependente em um dado né com

seus pontos vizinhos.

Dentre as técnicas computacionais frequentemente empregadas para alcancar os
objetivos descritos anteriormente, tem-se, como foco neste capitulo, o Método dos Volumes
de Controle baseados em Elementos Finitos (em inglés, Control Volume Finite Element
Method - CVFEM), uma variagdo do método dos volumes finitos classico que engloba
caracteristicas tanto do Método dos Volumes Finitos (Finite Volume Method - FVM) e do
Método dos Elementos Finitos (Finite Element Method - FEM).

O Método dos Elementos Finitos pode ser categorizado pelo emprego de malhas
nao estruturadas, que se adaptam facilmente a problemas com geometrias complexas.
Entretanto, e métodos baseados em Galerkin continuo nao é garantido o principio da
conservacao da propriedade de interesse em nivel dos elementos. Por outro lado, o
FVM ¢ baseado na ideia de balanco de fluxos em volumes de controle elementares,
sendo amplamente empregado na discretizacao de processos governados por equacoes de
conservagao e de transporte, uma vez que a descricao destas equagcoes por si sdo formulagoes

baseadas em balancgos de fluxos.

O Método dos Volumes de Controle baseados em Elementos Finitos visa, portanto,
combinar as caracteristicas de conservatividade do Método dos Volumes Finitos com a

flexibilidade geométrica das malhas do Método dos Elementos Finitos. A ideia central do
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CVFEM consiste na construcao de volumes de controle em torno dos nés de uma malha de
elementos (triangulares neste trabalho) nao estruturada, que possui grande flexibilidade
geométrica. Nesta construcao, os fluxos através das faces dos volumes de controle podem
ser aproximados por fungoes de interpolacao similares as empregadas no Método dos
Elementos Finitos. Ao fazer o balanco destes fluxos, um conjunto de equagoes discretas
em termos dos valores nodais da malha pode ser obtido baseado na representacao fisica

das equagoes governantes.

Neste capitulo serao apresentados detalhes da formulagao do CVFEM, considerando-
se a discretizacao de problemas bidimensionais de advecgao-difusao, que serao estendidos

para a solucao das equagoes de Navier-Stokes.

4.2 Construcao dos volumes de controle para o CVFEM

O primeiro passo na discretizagao geométrica de um problema pelo CVFEM consiste
na divisao do dominio de interesse por meio de uma malha de elementos poligonais. A
forma dos elementos pode ser arbitraria, porém, neste trabalho serao consideradas malhas

compostas por elementos triangulares lineares, isto é, com apenas trés nos.

Em seguida, para cada né da malha é feito um processo de geracao dos volumes
de controle, nos quais a equacao diferencial serd integrada. O processo de criacao destes
volumes de controle se dara por meio do método das medianas, de acordo com Voller
(2009); Baliga e Patankar (1980); Schneider (1998): o centro geométrico (baricentro) de
cada tridngulo ¢é ligado aos pontos médios dos lados destes triangulos. O volume de
controle criads desta forma serd uma poligonal com o dobro de lados (nimero de faces do
volume de controle) da quantidade de lados de elementos que chegam a um mesmo né. A
Figura 27, ilustra um trecho de malha exibindo volumes de controle criados pelo método

das medianas para seus respectivos noés.

Figura 27 — Volumes de controle obtidos pelo método das medianas.

Na metodologia CVFEM empregam-se fungoes de interpolagao similares as usadas

no FEM. Além disso, como a metodologia CVFEM visa manter os principios de conservagao
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das propriedades a nivel dos volumes de controle, deve-se definir um volume elementar no
qual sera realizada a integracao das equacoes diferenciais. Com esse objetivo, a Figura 28
a esquerda exibe um volume de controle onde as equacoes diferenciais serdao integradas

para se obter a equacao discreta para o nd 1, correspondente a regiao hachurada.

Figura 28 — Volume de controle completo e parcial em um elemento.

Na Figura 28 observa-se que os nos 2, 3, 4, 5 e 6 sdao os vizinho do né 1. Enquanto os
elementos que compoem o volume de controle sao: 123, 134, 145, 156 e 162. Cada elemento
deste pode contribuir de modo adicional para o volume total do volume de controle,
uma vez que, em cada elemento, o ponto o como indicado pela Figura 28, corresponde
ao baricentro ou centro geométrico do elemento triangular. Desta forma, sendo (x1,y1),
(72, y2) e (r3,y3) as coordenadas cartesianas dos nés 1, 2, 3, respectivamente, cada elemento

tem seu volume (drea multiplicada por profundidade unitéria) dado por:

oy 1
Ve = 5 |%2 v 1| = 5(%3/2 + Toys + T3y1 — Y102 — Y23 — Y3T1) (4.2)
x3 Yz 1

e a contribuicao de cada elemento j, correspondente a area hachurada delimitada pela
poligonal laoc na Figura 28 a direita, para o volume total do volume de controle em torno
de um no6 7 é

1
Vj - g‘/e (43)

7
Assim como feito para o calculo do volume do volume de controle, a integragao das
equacoes diferenciais nestes volumes também pode ser feita em uma estratégia elemento
por elemento, e as contribui¢oes individuais de cada elemento que compoe um dado volume

de controle, adicionadas apropriadamente.
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4.3 Integracdo em um volume de controle e funcoes de interpolagao

Considere a equacao de transporte de ¢ dada na Equacao (4.1) mas em regime

estacionario, ou seja, sem a presenca do termo transiente:
V- (pV¢) = V- (TVe) = S, (4.4)

Os fluxos difusivo e convectivo (ou advectivo) podem ser agrupados em termos de um

fluxo total, J de modo que a Equacao (4.4) possa ser escrita como
V. J =25, (4.5)

com
J=Js+Jp=pVep—TVo (4.6)

sendo J4 o fluxo advectivo e Jp o fluxo difusivo.

Um dos fundamentos de um método baseado em volumes finitos consiste em integrar
uma equagao diferencial, como a Equacao (4.5), em um volume de controle tal como na
Figura 28 a esquerda. Desta forma, integrando-se a Equagao (4.5) no volume de controle,

tem-se:
/ V. Jdv = / SydV (4.7)
A% 1%

que, pelo teorema da divergéncia de Gauss, se torna

/A T fdA = /V SydV, (4.8)

sendo V' o volume, A a area do volume de controle, e 77 o vetor normal a area A apontando
para fora do volume. Como o procedimento de integracao sobre o volume de controle
pode ser feito procedendo-se elemento por elemento, pode-se escrever a contribuicao do
elemento 123 da Figura 28 como

/Of-ﬁdAJr/cfﬁdA— SydV

laoc

+ [contribuigdes similares dos elementos em torno do né 1] (4.9)

+ [contribuigbes de condigoes de contorno, quando aplicaveis] = 0.

Para se obter aproximagoes algébricas para a Equacao (4.9), funcoes de interpolagao
para as variaveis dependentes, propriedades do material e para os termos fonte devem ser

estabelecidas.

4.3.1 Interpolacao para o termo difusivo

Para o termo difusivo, a varidvel dependente ¢ é interpolada linearmente em cada

elemento, ou seja,

oP = APz + BPy + CP, (4.10)
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onde o sobrescrito D indica que esta aproximagao é para o termo difusivo, e os coeficientes
AP BP e OP sio determinados em termos das coordenadas z e y e do valor de ¢ nos trés
nos do elemento. Deste modo, seja o elemento 123 indicado na Figura 28. Avaliando-se ¢

nos seus nos, tem-se o seguinte sistema de equagoes resultante:

Ty oy 1 AP ol
T2 ya 1| |BP| = |¢2] . (4.11)
xy ys 1| |CP ¢3

cuja solucao pode ser escrita como

AP ] Y2 — Y3 Y3 — 1 Y1 — Yo o1
BD = W T3 — T2 Tr1 — I3 To — X1 qbg (412)
cP ToYs — T3Yo T3y — T1Y3 TiY2 — Tayi| | @3

com V, dado pela Equagao (4.2). Substituindo os valores dos coeficientes AP, BP e CP
calculados pela Equagao (4.12) na expressao de interpolacao (4.10), ¢ pode ser expresso

em termos da fungdes de forma lineares, N, NP e NP como

P = NPoy + NPy + NP, (4.13)
com
N1D Ly 1 Yo — Y3z T3 — T2 T2Y3 — T3Y2| |T
NQD - L2 - 2V Ys — Y1 1 — T3 T3Y1 — T1Y3 Yyl - (414)
N3’ Ls Yi— Y2 To—T1 T1Y2 — T2y1| |1

Na expressao (4.14), Ly, Ly e L3 sdo as coordenadas de drea do tridngulo 123.

4.3.2 Interpolacao para a pressao

Quando o processo de discretizacao for para as Equagoes de Navier-Stokes, Equagoes
(2.35)-(2.37) ou (2.38), é necessario a prescricao da funcao de interpolagdo para pressao.

Adotando interpolacao linear, pode-se escrever
p=AP + B + CP, (4.15)

onde os coeficientes AP, BP e CP sao dados por

AP . Yo — Y3 Y3 — U1 Y1 — Yo D1
BP| = W T3 — T2 Ty — I3 To — X1 P2 - (416)
cr Tolzs — T3lYa T3Y1 — T1Ys T1Y2 — TaY1| |P3

Deste modo, a interpolagao das componentes do gradiente de pressao em um elemento é

Y _ 9\ _ pr
(@) - o (2) - o

dada por
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4.3.3 Interpolagoes para o termo convectivo

Algumas aproximagoes diferentes podem ser empregadas para o termo convectivo.
Nesta secao serao apresentadas trés dessas técnicas: upwind, interpolagao orientada ao

escoamento (FLO) e interpolacao linear com estabilizagao.

4.3.3.1 Upwind

Seja a integral do termo convectivo para um elemento como o da Figura 29. Ou

seja, a partir da Equacao (4.9), tem-se
[ Ta-ida+ [y ida =
/ (pV - W)odA| + / (pV - T)pd A

/1(pV odA| /f (oV - )dd A

= (4.18)

f2

onde f; e fy denotam as semi-faces 1 e 2 indicadas na Figura 29.

Figura 29 — Semi-faces e vetores normais a estas faces.

Assim, para aproximar o valor de ¢ nas semi-faces 1 e 2 do volume de controle,
uma formulacao baseada em upwind para a interpolagdo de ¢ no termo convectivo dentro

do elemento é dada por

>0
b= O sean (4.19)
¢2 seqp <0
e
> 0
Y o1 sedp , (4.20)
¢z se qp <0

onde ¢p = (pV . ﬁ)A‘f eqp = (pV . ﬁ)A’f . Esta aproximacao sempre gera sistemas bem
1 2
condicionados, porém, induz ao problema de dissipagao numérica, tendendo a suavizar as

curvas de solugao de um problema.
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4.3.3.2 Interpolagao orientada ao escoamento (FLO)

O esquema de interpolagao orientada ao escoamento (Flow-Oriented Interpolation
- FLO) é baseado na solugao analitica de um problema de adveccao-difusdo sobre um

elemento de interesse.

A funcao de interpolagao é definida a partir de um sistema de coordenadas cartesi-
anas (X,Y’) com a origem localizada no centroide do elemento e seu eixo X orientado na

direcao do vetor velocidade média do elemento. A Figura 30 ilustra este sistema cartesiano.

3

X

Figura 30 — Sistema cartesiano local ao elemento.

O vetor velocidade média para o elemento no sistema cartesiano (z,y) global é
definido por
77av = (uavavav)a (421>

com as suas componentes dadas por

1 1
Ugy = §(u1 +us +uz) e Vg = g('Ul + vy + v3). (4.22)

No sistema cartesiano (X,Y") local ao elemento, o vetor velocidade média é definido como

—

‘/CL’U - (Uava Vav) = Uavy (423)
com as componentes definidas por

U = \Ju2, + 02, e Vg =0. (4.24)

A transformagao do sistema (z,y) global para o sistema (X,Y") local ao elemento é feita

por meio de uma translagao seguida por uma rotacao, cuja operacionalizacao pode ser
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realizada pela seguinte transformacao linear:

X Uqy Uav] [I - .I()] (425)

Y Vg  Uqu Y—"%Yo

1
Uav

onde (g, o) sdo as coordenadas globais do centroide do elemento.

Com o propésito de obter a funcao de interpolagao para ¢, assume-se que V,, é
constante sobre o elemento. Na auséncia de termos fonte, equacao de adveccao-difusao

para ¢ no elemento de interesse ¢ dada por

[9J0) 2o 0?9
— =T — 4.2
X (8)(2 Tayr ) (4.26)
para a qual pode-se escrever a seguinte solucao particular:
¢ = AY¢ + BYY + C°. (4.27)

Na Equagao (4.27), os sobrescritos C' indicam que esta funcao serd usada para interpolar
¢ no termo convectivo, enquanto que a coordenada & é dada por
r Pe(X — Xpnaz)
= -1 4.28
5 pUav <6xp ( Xmaz - Xmm ) ) ’ ( )
sendo Pe o nimero de Peclet elementar dado por
- )OUav(Xmaz - szn)

P 4.29
e T ) ( )
e os valores X,,., € X,.in sao dados por

Xmaz - max(XluX%XS) € szn - min(XlaX%Xfi)? (430)

sendo X7, X, e X3 as coordenadas X dos nés do elemento dados em seu sistema local.

Os coeficientes AY, B¢ e C“ sdo obtidos de modo similar aos coeficientes da funcéo

de interpolacao para o termo difusivo, sendo dados por

A . Yo = Y3 Y —Y, i=Ys | |0

BC| = 20, §3 — &2 & —& §2— &1 b2l s (4.31)
ce §Ys — &Yy &Y — &Y §H1Ye — &Y |03
com
] SERIEN! .
20 = 5 S Yy 1= §(§1Y2 + & Y5+ EY1 — Vi — Yals — Y36)). (4.32)
& Y3 1

A fungdo de interpolagao dada pela Equagao (4.27) pode ser chamada de fungao
de interpolagao exponencial e define o esquema FLO. Esta funcao responde de acordo
com a direcao de V,, e com o niimero de Peclet do elemento. Quando Pe — 0, ou seja, a
natureza do problema é dominada pela difusao, a funcao se torna linear em X e Y. E
quando Pe — 00, ou seja, o problema passa a ser dominado pela convecc¢ao, a funcao
deveria se comportar como um esquema upwind ao longo de linhas paralelas ao eixo X e

permanecer linear em Y.



81

4.3.3.3 Estabilizacdo da solugao com uma funcgao de interpolacao linear

No CVFEM, uma funcao de interpolacao linear do tipo
¢¢ = A% + B + C°, (4.33)

onde o conjunto de coeficientes, AY, B¢ e C'“ dados analogamente a partir da Equacdo
(4.12) para a fungao de interpolagao linear para o termo difusivo, pode ser empregada
na interpolacao do termo convectivo. Porém, ¢ de amplo conhecimento que esta pratica
leva a uma solucao de comportamento oscilatorio quando o problema se torna convectivo

dominante, isto é, quando Pe > 1.

No contexto do Método dos Elementos Finitos (FEM), a formulagao de Galerkin
(baseada em diferengas centrais) leva ao mesmo comportamento de solugao oscilatéria do
CVFEM, quando este tem o termo convectivo aproximado por uma func¢ao linear como
na Equagao (4.33). Ainda no ambito do FEM, Brooks e Hughes (1982) apresentaram o
Streamline Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG), cuja ideia basica é adicionar uma quantidade

de difusividade ou viscosidade artificial que tenha efeito somente na direcao do escoamento.

Considerando a equacao de advecgao-difusado unidimensional dada por

do d*¢
ug koS = 0, (4.34)
sendo u a velocidade e k o coeficiente de difusao, o procedimento de estabilizacdao para o
esquema de diferencas centrais é obtido adicionando-se uma quantidade apropriada de
difusividade artificial ao esquema de diferencas centrais. Se esta difusividade artificial for

dada por

— uh 1 uh
k=¢— = coth(Pe) — — Pe=— 4.35

O RN (4.3)
onde h é o espagamento entre os pontos nodais e coth(x) é a fun¢ao cotangente hiperbolica,

entao a solugdo numérica obtida sera nodalmente exata.

Para o caso bidimensional, o operador de difusividade artificial é construido tal que
sua acdo ocorre apenas na direcio do escoamento. Deste modo, a difusividade artificial, k,
empregada no caso unidimensional é substituida por um tensor de difusividade artificial,

K, para obter o efeito desejado. Assim, tem-se
K=kV*®V*), (4.36)

onde .
‘7* = m (U,U) ) ||‘7H =Vu? + UQ? (437)

sendo k uma difusividade artificial escalar e V = (u,v) o vetor velocidade do escoamento.

O valor de k no SUPG empregando-se um elemento quadrilateral como o da Figura 31

pode ser dado por
- 1
k= E(wuwhw + nuy,h,), (4.38)
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onde

¥ =coth(Pey) ~ g = coth(Pe,) ~ 5 (4.3
Pey = U;Zw, Pe, = u;b]]:b (4.40)
Uy = €y - v, Uy = € - 1% (4.41)
771‘
n= _+1
¢=-1 o £=+1
o A
A
n=-1 '
he

X1

Figura 31 — Elemento quadrilateral.

onde, de acordo com a Figura 31, Pey, e Pe, sao os numeros de Peclet para as

direcoes 1) e 1 respectivamente, u, e u, as componentes da velocidade V nas diregoes 1 e
n e os comprimentos hy, e h, estao indicados na figura.

Neste trabalho, uma implementacao similar as Equagoes (4.36) a (4.41) para o
SUPG foi feita para estabilizar a func¢ao de interpolacao linear para o termo convectivo,
Equagao (4.33) para o CVFEM empregando malhas de elementos finitos triangulares. De

fato, a implementagao segue os seguintes passos.
Um tensor de difusividade artificial, como o da Equacao (4.36) ¢ construido. A

difusividade artificial escalar deste tensor é calculada por
E = ¢U0h0, (442)

onde vy é a norma do vetor velocidade média ' = (U4, Vg, ) do escoamento no elemento

dada pelas Equagoes (4.21) e (4.22). O comprimento hg é definido por
hO = Xmar — Xmina (443)

sendo as defini¢oes de X4, € Xpnin dados pela Equacao (4.30).
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Os valores de 1 sao, idealmente, calculados por

Y = coth(Pep) — PiA (4.44)

sendo Pex, neste caso, o nimero de Peclet para o elemento triangular, definido como

(4.45)

onde hgy é dado pela Equagao (4.43) e vy a norma do vetor velocidade média ' = (g, Vav)

do escoamento no elemento.

O célculo de 9 como dado pela Equacao (4.44) é computacionalmente ineficiente
devido a dificuldade de se computar as fungoes exponenciais envolvidas na func¢ao cotan-
gente hiperbodlica quando o valor do ntimero de Peclet se torna muito grande. Assim, duas

aproximagoes para a Equagao (4.44) sao empregadas, conforme Brooks e Hughes (1982),

dadas por
Pep/3 —3 < Pepn <3
_ ) Pen/3, e Tos b= (4.46)
sgn(Pep), se |Pea| >3
e
—1—1/P6A, se Pep < —1
Y=49 0, se —1 < Pep <1 (4.47)
1—1/Pen, se Pep > 1.

O célculo de ¥ dado pela Equagao (4.46) é conhecido como aprozimagio duplamente
assintotica, com sgn(Pep) definido como uma fungao sinal, que retorna —1 se Pea < 0, 0
se Pea =0e +1se Pea > 0. J& o valor de ¢ calculado pela Equagao (4.47) é conhecido
como aprozimacao critica. A Figura 32 exibe o comportamento da Equacao (4.44) como

regra 6tima, e das aproximagoes fornecidas pelas Equagoes (4.46) e (4.47).

¢ aproximacdo duplamente assintdtica
A\

11y
iy . )
/ v regra Gtima

Iﬁ\ aproximacio critica

1

15 -10 5 /o 5 10 15 pe
/II /
]
=/
/-1

Figura 32 — Funcgoes de aproximagao para o calculo de ).

Por fim, a condutividade térmica escalar original da equacao é substituida pelo
tensor de difusividade artificial, calculado pelas Equagoes (4.36) e (4.37). A difusivi-
dade artificial deste tensor, k, calculada pela Equacio (4.42) faz uso das aproximacoes

duplamente assintética ou critica, fornecidas pelas Equagoes (4.46) e (4.47).
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4.4 Aproximacgoes algébricas dos termos das equagoes de conservacao

Um conjunto de equagdes algébricas pode ser obtido para cada né da malha
computacional ao fazer a substitui¢ao dos termos adequados na Equagao (4.9) pelas fungoes
de interpolagdo apresentadas na Se¢ao 4.3. Os termos e coeficientes da equagao discreta
sao montados a partir de um procedimento elemento por elemento e suas contribuigoes

somadas apropriadamente para cada volume de controle.

4.4.1 Calculos preliminares

Seja o elemento 123 conforme indicado na Figura 29. A regiao hachurada laoc
¢ volume de controle parcial no qual as equacoes de conservagao sao integradas no
procedimento elemento por elemento. Os comprimentos Azyy, Ay, AZpe e Ay podem

ser calculados em termos das coordenadas dos trés nos do elemento por

Ay =————— Ay == — == — = 4.48
Tf1 3 6 6 € Y1 3 6 6’ ( )
para a face 1, e
" Ty T3 Ty - Yo Y3 N
AZpg=——"+ =+ — Afpg = =+ 22+ == 4.49
Tro 3+6—|—6€ Y2 3+6+67 (4.49)

para a face 2. As areas de faces 1 e 2 sdo, portanto, calculadas por

Ap = \/(Aﬂ_ﬂ}l)2 + (Ayf)? e App = \/(Afﬂ)? + (Ag2)2. (4.50)

Os vetores normais a estas faces, calculados nos seus respectivos pontos médios (r e s da

Figura 28) sao

B Ajn  AZp
iy = (ni‘l,ngl) — (Afl — I ) (4.51)
e
A AT
= 2 . f2 12 f2

Quando ¢ for interpolado linearmente, tal como pela Equacao (4.10), as componentes do

gradiente de ¢ serao dadas por

d¢ 09 D pD
Vo (W@) (A7 B7) (4.53)
ou ainda, considerando as derivadas das fungoes de forma dadas pelas Equagoes (4.13) e
(4.14), por

)
agb = Nizér + Ny + Nizos

9“" (4.54)
9 _ \p

= = N/

ay ¢+ Ng@% + Néf,sbg.

)
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4.4.2 Termo difusivo
Considere o fluxo difusivo, J; D, que pode ser expressado por
Jp =I'V¢. (4.55)

A integracao deste fluxo no sub-volume de controle laoc como da Figura 28 ou 29 e a

aplicacao do teorema da divergéncia, fornece
/AFVQS-ﬁdA:/ Fv¢-ﬁdA+/ IV - idA
~ V¢ -1iAlp + TV - 1iA|s, (4.56)

onde na ultima passagem fez-se uso da integra¢ao do ponto médio. Levando em consideracgao
os céalculos preliminares da Secao 4.4.1, e assumindo que o coeficiente de difusao é avaliado

no centroide e seu valor é constante sobre o elemento, pode-se escrever:

. do . do
quf) . 7’LA|f1 = F%Ayfl - F@AIfl
=T (NDé + Npos + NDés ) A
— T (NDg1 + Njyoo + Niygs) Adipy (4.57)
e
. o0 29 , .
FV¢ . TLA|f2 == F%Ayfg - F@ACL’]Q
=I' (N1201 + Nogo + Nazp3) Aijpo
— T (Niyos + Noyds + Nays) AZ . (4.58)

Substituindo as Equagoes (4.57) e (4.58) na Equagao (4.56), reorganizando e agrupando
os termos, a discretizacao do termo difusivo ou contribuicao do termo difusivo sobre o

sub-volume de controle laoc é escrita como:

/A IV - iidA ~ —aPéy + aP by + alepy (4.59)
onde D indica a contribuicao do termo difusivo para os coeficientes, sendo estes dados por:
ay = —T(NiAGp + NiyATp — NipAips + NiyAZ o)

ay = D(NoyAfpy — NoyAZ 1 + NoyAfpe — NoyAT o) (4.60)
al = T (N3u Ayp — N3yAT 1 + Na3pAifye — N3y, AZps).
4.4.3 Termo convectivo
4.4.3.1 upwind
O fluxo convectivo, T pode ser expressado por

Jo = —pVo. (4.61)
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A integragao deste fluxo no sub-volume de controle laoc como da Figura 28 ou 29 e a

aplicacao do teorema da divergéncia, fornece
— [ oV -odA = = ["(oV - )pdA— [ (pV - 7)gaA
~ —(pV - M)oAlp — (pV - DAl
= —qnopn — qpdr. (4.62)
Lembrando das Equagoes (4.19) e (4.20) que os valores de ¢ nas faces 1 e 2 sao dados por

|

>0
b1 ¢1 seqn (4.63)
P2 se qpn <0
e
>0
pa={ O U (4.64)
¢3 se qpa <0,

com ¢y = (pV - ﬁ)A‘fl e qre = (pV -1)A| , os ultimos termos da Equacao (4.62) podem

f2’
ser escritos como

—qpn¢pn = —max(qs, 0)¢1 + max(—qp,0)es (4.65)
—Qf2¢f2 = —maﬁ(QfQ, 0)¢1 + max(—qu, 0)¢3-

Substituindo as expressoes de gf; e ¢p2 na Equagao (4.62), reorganizando e agrupando

termos, tem-se a discretizagdo do termo convectivo por upwind dada por

- /A(p\? -R)pdA = —aildy + ab by + ab bs, (4.66)
onde os coeficientes a{’, a§ e a§ sio dados por
a$ = max(qs1,0) + maz(gye, 0)
a$ = max(—q;,0) (4.67)

a$ = max(—qys,0).

4.4.3.2 Interpolagao orientada ao escoamento (FLO)

Da Secao 4.3, tem-se que no esquema de interpolagao orientada ao escoamento, a

variavel escalar ¢ é interpolada pela funcao
¢¢ = A°¢ + BYY + C°. (4.68)
Dessa forma, a partir da Equagao (4.62) pode-se escrever
~ [ oV iy =~ [V -@)sda~ [ (pV - @)pdA
= —Qfl/ ¢dAf1 —CJf2/ §bdAf2
“ ° (4.69)
= —ap [ (A% + BOY +C%)dAy,

— a5 / (ACE + BCY + CC)dAys.
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A avaliacao da integral para ¢ interpolado pela fungao dada na Equagao (4.68) pode ser

obtida por meio da regra de Simpson da seguinte forma para a face 1:

/0 ¢dAs = /O(AC£ + BOY + CO)dAp,

0 0 (4.70)
—A° [“gdAn + BC ["vdag + cCap.
Assim, para a primeira integral na Equacao (4.70) pode-se escrever
o - - 1
[ edAn=Enan com &y = Zlea+ &+, (4.71)

onde &,, &, e &, sao os valores de £ calculados nos pontos de integracao a, r e o, representados

na Figura 28. Similarmente,
o _ — 1
/ YdAfl = YflAfl com Yfl = 6(}/(1 + S/T + Y;)) (472)

Para a face 2, o processo de integracao segue passos similares para a face 1,

obtendo-se assim

/OC gdAfQ = gf2Af2 com ng = é(go + &+ 50) (4'73)

¢ — — 1
/ YdAf2 = YfQAfQ com Yfg = 6(5/0 + Y; + Y;) (474)
Combinado as Equagoes (4.70)-(4.74) e substituindo na Equagao (4.69), tem-se:
~an [ (A% + BOY + C9)dAp - apa [ (A% + BOY + C9)dAp =

—qp (A% + BY p1 4+ C9)Ap — qpa(A%E sy + BYY o + C)Ap

(4.75)

Seguindo o trabalho de Saabas (1991) e Venditti (1998), substituindo os coeficientes A“,
B¢ e CY dados pela Equacao (4.31) na Equagao (4.75), agrupando e reorganizando os

termos, obtém-se um conjunto de coeficientes a¢, a$ e a$.

4.4.4 Termo fonte

Seja S, 0 termo fonte presente na Equagao (4.4). Se a fonte depender de linearizagao,
a integragao deste termo fonte no em um sub-volume de controle como o (28) fornece:

_ _ S S
[ SsdV = [ (Se+ $,0)V = [ (S.+ 8,0)dViape = Ci61 + D, (4.76)

aoc

onde os coeficientes C7 e D sdo

Cf = [(Sp)l]‘/elema € CS - [(Sc)l]‘/elem; (477)

€ €

sendo (S.)! e (S,)! os valores de S, e S, respectivamente, avaliados no n6 1 do elemento

123 da Figura 28 e V., € 0 volume do elemento dado pela Equagao (4.3).
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4.4.5 Discretizacao para a equagao de adveccgao-difusao

As parcelas relativas a discretizacao dos termos difusivo, convectivo e fonte obtidas
ao longo das secoes anteriores quando adicionadas representam a contribuicao total do
elemento 123 relativo ao sub-volume de controle laoc para o né 1. Assim, representando

esta contribuicao total por I faoc, pode-se escrever:

L= [ (Jp+ Ja)-idA+ [ (Jp+Ji) -idA—~ [ S,av
- ]ll?zoc + ]f}zoc - Ifaoc (478)

= Oy + CLy + Chps + D?,

com I[P A o8

Tooes Linoe € I1hoe TePresentando as contribuicoes dos termos difusivo, convectivo e de

fontes, respectivamente, conforme obtidas anteriormente.

Expressoes similares a Equagao (4.78) podem ser obtidas para cada um dos ele-

mentos que compoem o volume de controle associado ao no ¢ como na Figura 33.

Figura 33 — Volume de controle associado ao no 1.

Somando-se estas contribuic¢oes, gera a equacgao discretizada completa para o no 1,

que pode ser representada por

aldi = aly ibnni = b7, (4.79)

nb,i

onde nb, i refere-se a todos os nos na vizinhanga do no i.

4.4.6 Discretizacao para as equagoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes para um fluido newtoniano incompressivel, em
componentes, dada pela Equagoes (2.35)-(2.37), ou em forma vetorial pela Equacao (2.38),
apresentam procedimento de discretizacao similar a equacdo de conservacao de uma

grandeza escalar ¢, conforme apresentada anteriormente.
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Uma das principais diferencas é a presenca do termo de gradiente da pressao.
Considerando as equagoes de movimento para as componentes u e v da velocidade, a

integracao do gradiente de pressao associado a esta equacoes em um sub-volume de controle

op dp
/1 (‘m) v = — (m) v, (4.80)

Op __(9p
/laoc <_8y> v = ((93/)6 ‘/e’ (481)

onde (0p/0z). e (Op/dy). representam a discretizagao do gradiente de p em um elemento,

laoc pode ser escrita como

podendo ainda serem dados em termos da Equacao (4.17).

Uma vez que o processo de discretizacao do gradiente de pressao tenha sido obtido

para cada elemento em um dado volume de controle, suas componentes sobre o este volume

podem ser representadas por (Op/dz) e (Op/dy).

Tendo sido obtidas as aproximagoes e discretizagoes dos termos difusivo, convectivo,
fontes e do gradiente de pressao, as equacgoes discretas para as componentes u e v das

equacoes de Navier-Stokes podem ser escritas como

ap

Fu; — wbilnbi = b — | 5= | Vi 4.82

a; u %anbﬂu b, i <8x>2 ( )
(& .
dp

F0i = ) apy v =0 — | = | Vi 4.83

a;v %anb,zv b, (ax>l ( )

com V; sendo o volume total do volume de controle associado ao no 1.

4.4.7 Interpolacao das componentes da velocidade nos fluxos de massa

Para as componentes da velocidade, quando estas compoem fluxos de massa, como
na equagao de conservagao da massa ou nos termos convectivos das equagoes de Navier-
Stokes, uma interpolacao baseada na forma discreta dessas ultimas sao empregadas. Assim,
dividindo a Equacao (4.82) por af e a Equagao (4.83) por af, e isolando-se as componentes

u; € v;, pode-se escrever

P ) (0P
w; = U; — dj <8x>l e v =10 —d; (c?y)i’ (4.84)

onde 1; e U;, conhecidas como pseudo-velocidades sao dadas por

1 1
~ U U -~ v U
U; = o Z Cpyp i Unbi + b e 0; = P Z Ay iVnbi + 07 | (4.85)
e, ainda,

(4.86)

2=
&I
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sao conhecidos como coeficientes do gradiente de pressao.

A partir destas defini¢coes, a funcao de interpolagao para as componentes da
velocidade no termos de fluxo de massa é definida, em cada elemento para cada componente

da velocidade, como

m __ o~ u ap m __ o~ v @
u™ =10 —d; ((%)e e v"=0 dg(@y)é’ (4.87)

As fungoes u™ e u™ sao definidas sobre cada elemento, ao passo que u; e v; (Equagao (4.84))
sao definidos em cada né ¢ da malha. Para se obter o valor das func¢oes de interpolacao
em locais especificos no elemento, as pseudo-velocidades dadas pela Equagao (4.85) sao
interpoladas linearmente a partir de seus valores nodais. Os coeficientes do gradiente de
pressao (Equagao (4.86)) sao tomados como a média aritmética dos trés valores nodais e
assumidos constantes sobre o elemento. Por fim, os termos do gradiente de pressao na
Equacao (4.87) sao avaliados sobre o elemento, de acordo com a Equagao (4.17), em vez
de dos termos que representam o gradiente de pressao sobre o volume de controle, ou seja,
os termos que aparecem nas expressoes da Equagao (4.84). De acordo com Saabas (1991)
e Venditti (1998), este tratamento dos termos do gradiente de pressao sao fundamentais

para prevenir oscila¢oes nos calculos do campo de pressao.

4.4.8 Formulacao e discretizacao da equacao para a pressao

Considere a equagao de conservacao da massa, Equagao (2.8). A integragao desta

equagao sobre um volume de controle como da Figura 33 pode ser escrita como

/ PV™ L iidA +/ PV . 7dA
+ [contribuigoes similares dos elementos em torno do né i (4.88)

+ [contribuigoes de condigoes de contorno, quando aplicaveis] = 0,

onde o vetor V™ = (u™, v™) tem suas componentes definidas de acordo com a Equagao
(4.87). Para a primeira integral na Equacao (4.88), correspondente a semi-face de integracao
f1 de limites a e o, tem-se
/ "oV RAA =pu AT — o AT =
a (4.89)
p (u" Ayp — po Adipr)

onde o subscrito r indica o ponto de integracao r na Figura 28 e os valores de AZy e
Ay sao calculados pela Equacao (4.48). Substituindo as funcoes de interpolacao para

u™ e v™ dadas pela Equagao (4.87) na Equagao (4.89), tem-se

° Sm = N u 8]? — N v ap =
/a PV iidA = p (lur —d; <8x>j Ay — [UT —d? <ay>j Axﬂ) . (4.90)
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Similarmente, para a semi-face delimitada pelos pontos o e ¢, tem-se

‘ rm = ~ U 8p — ~ v ap —
/O pV™ - idA = p ([us —d; (6:1:) j Ay — [vs —d; <0y> j AIﬂ) . (4.91)

Substituindo as interpolagoes para o gradiente de pressao dadas pela Equagao (4.17) na
Equagao (4.91), a contribui¢ao do elemento 123 (Figura 28) de sub-volume de controle
definido por laoc, I? ., para a equacao da pressao discreta para o né 1 pode ser escrita
como
. :/Opvm - ﬁdA+/cpl7m LidA
@ 0 (4.92)
=Ctp1 + Cpa + Cps + DP.

Derivando-se expressoes similares a It,,. para cada elemento associado ao volume de
controle em torno de um noé 4, e substituindo na Equagao (4.88), permite obter a equagao

discreta completa para a pressao em um né 4, podendo ser escrita como

afpl - Z AnbiPnbi = bf (493)

nb,i

4.4.9 Condicoes de contorno

As equagoes discretas obtidas ao longo das se¢oes anteriores sao validas e completas
para qualquer n6 desde que este esteja no interior do dominio do problema. Para um dado
no pertencente ao contorno, como o né ¢ da Figura 34, tratamentos adequados devem ser
aplicados a sua correspondente equacao discreta para contabilizar a condi¢ao de contorno

prescrita em tal né.

l

contorno do
dominio

Figura 34 — N6 pertencente ao contorno de um dominio.

Considerando a discretizagao para uma grandeza escalar ¢ (dedugoes similares
se aplicam as equagoes de Navier-Stokes, energia e pressdo), e que o segmento ia da
Figura 34 pertence ao contorno do problema, as seguintes condig¢oes de contorno podem

ser aplicaveis.
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4.4.9.1 Condigao de Dirichlet

A condigao de contorno de Dirichlet corresponde a prescricao de um valor fixo para

a variavel ¢ em uma determinada parte do contorno, podendo ser expressa como
(b = (bo, em 8Q¢, (494)

sendo ¢y uma distribuicao de ¢ sobre a parte do contorno denotada por 0€2,. Assim, para
um no ¢ pertencente a regiao d€2,, a correspondente equacao discreta é sobrescrita, tal

que seus coeficiente serao dados por

7

al =1, al, =0 e b = [¢o; (4.95)
com a resultante equacgao escrita simplesmente como

6 = [l (4.96)

4.4.9.2 Condicao de Neumann

A condi¢ao de contorno de Neumann corresponde a prescri¢ao da derivada normal

de ¢ em uma parte do contorno denotada por 052, ou seja,

Vo = (gi)o em Of,. (4.97)
Dessa forma, o fluxo advectivo-difusivo total através da fronteira 052, é dado por
_— - . 0¢
J-ii=(pV¢—TVe)-ii = pVpp - T o) om0, (4.98)
0

onde V,, é a componente da velocidade normal para fora da fronteira. Assim, a contribui¢ao

do segmento ia para o no i na equacao discreta sera dada por

/ " 7dA = / ’ langb T (gi) ] dA. (4.99)
1 K2 0

4.4.9.3 Condicao de Robin

A condicao de contorno de Robin, também conhecida como mista, envolve uma
cominagao linear da propriedade ¢ e de sua derivada normal para fora da corresponde
fronteira 0€2,.. Ou seja,

Vo-n+MNop=X em O0f),, (4.100)

onde A1 e \y sdo valores especificados ao longo de 9€2,.. O fluxo advectivo-difusivo total

através da fronteira 02, neste caso é dado por
J-it=(pVe—TV¢) i
=pVad =T (A2 — Mi¢) (4.101)
=(pVup+TAN)p—TAy em 99,
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Portanto, a contribuicdo do segmento ia para a correspondente equacgao discreta para o né
1 é dada por
/ T fdA = / (Vb + TAL) & — Do) dA. (4.102)

4.4.9.4 Outras prescricoes de condigoes de contorno

Para a equacao de conservacao da massa, Equacao (4.88), apenas fronteiras que
possuem fluxo de entrada ou de saida de massa através delas terao contribuigoes dife-
rentes de zero. Assim, a contribuic¢ao de fluxo de massa através do segmento ia para a

correspondente equacao discreta do né ¢, pode ser dada por
/ oV - iidA = / pVdA, (4.103)

sendo a componente normal da velocidade para fora da fronteira, V,, calculada com os
valores nodais mais recentes de V', e ndao com V™, que sao usadas apenas nos célculos
de fluxo de massa através das fronteiras dos volumes de controle em nés no interior do

dominio.

Para pontos nodais no contorno onde as componentes da velocidade sejam prescritas,
tais como paredes fixas ou com fluxo de entrada, os coeficientes do gradiente de pressao,
d" e dv sao prescritos com valor zero, implicando em u™ = 4 = ug e v = 0 = vy.

Em contornos com fluxo de saida, a componente normal do fluxo difusivo do escalar
¢ ou das componentes u e v da velocidade ¢é considerada desprezivel, correspondendo a

uma condi¢ao de Neumann homogénea na parte de fluxo de saida 0f€1,,; prescrita como

Vo-n= % =0 em O0Qu-. (4.104)
on

No caso das Equagoes de Navier-Stokes incompressiveis, os valores absolutos da
pressao sao irrelevantes, visto que apenas o seu gradiente aparece nas equacoes. Assim os
valores da pressao sao obtidos em torno de um constante arbitraria quando o campo de
velocidades calculado a partir das equagoes de conservacao da quantidade de movimento
satisfaz a equacao da continuidade. Assim, uma pratica comum para promover a conver-
géncia de um algoritmo iterativo de solucao ¢é fixar um valor conveniente para a pressao
em um dado ponto nodal, evitando também niveis arbitrariamente grandes de pressao

durante o processo de solucao.

4.4.10 Algoritmo e procedimentos de solucao das equacgoes

As equagdes que englobam as de Navier-Stokes e da energia formam um conjunto
de equagbes nao-lineares e acopladas entre si. Ao longo das sessoes anteriores aproximagoes
algébricas para estas equagoes foram descritas, restando agora apresentar um procedimento
completo, envolvendo os passos de discretizacao, montagem dos sistemas de equagoes

algébricas e tratamento das nao-linearidades por meio de iteragoes.
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Um método iterativo, de natureza segregada, baseado no algoritmo SIMPLER

(Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equation - Revised) de Patankar (1980) é

empregado como procedimento de desenvolvimento e solugao dos sistemas de equagoes

discretas. As principais etapas deste algoritmo segue os passos descritos a seguir.

(1)

(2)

(7)

(8)

Obtencao da malha de elementos e criacao de estruturas de dados relacionadas a ela;
obtencao de propriedades fisicas como difusividade térmica, viscosidade, densidade
dentre outras; inicializacao dos campos nodais de velocidade, temperatura e outros

campos de interesse.

Calcular os coeficientes das equagoes de conservagao da quantidade movimento linear
(Equagoes (4.82) e (4.83)) sem incluir os referentes a discretizacdo do gradiente

pressao; adicionar condicoes de contorno que nao sejam de Dirichlet.

Calcular as pseudo-velocidades, @ e 0, pela Equagao (4.85) e os coeficientes do
gradiente de pressao, d" e d’, pela equagao (4.86); atribuir condi¢oes de contorno

apropriadas para 4, 0, d* e d” quando houver prescri¢cao de velocidades no contorno.

Calcular os coeficientes da Equacao (4.93), montar e resolver o sistema resultante

para a pressao p.

Calcular a discretizacao referente ao gradiente de pressao com a distribuicao de p
obtida no item 4; adicionar estas expressoes ao termos independentes das equagoes

de conservacao da quantidade movimento linear calculadas no item 2.

Faca a relaxacao das equagoes obtidas no item 5; atribua as condig¢oes de contorno
de Dirichlet, quando presentes; resolva os sistemas para obter as novas distribuig¢oes

de u e w.

Verifique a convergéncia, e repita os passos de 2 a 6 se necessario até a convergéncia

ser verificada.

Calcule os coeficientes, aplique condigoes de contorno e resolva para outras variaveis

dependentes que estejam presentes no problema.

4.5 Testes e resultados numéricos

Nesta secao, apresentam-se diversos problemas, testes e solugoes numéricas im-

plementando a metodologia CVFEM discutida neste Capitulo. Todos os exemplos deste

Capitulo foram implementados em Python visando testar e aperfeicoar a metodologia

estudada. Em casos aplicaveis, as solugdes numéricas obtidas serao comparadas com suas

respectivas solugoes analiticas.
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4.5.1 Problemas de adveccgao-difusao basicos

Considere o problema de difusao estaciondria unidimensional de uma grandeza
escalar ¢, com condigbes de contorno de Dirichlet, descrito em Voller (2009). Esta situagao

pode ser modelada pela seguinte equacao:

%
k@zo, O<z<L

p(0)=¢1, =0 (4.105)
¢(L) = ¢27 r=1L

cuja solucao analitica pode ser escrita como

x
¢=(d2— )7 + 1. (4.106)
Considerando ¢(x = 0) = ¢1 = 1 e ¢p(x = L) = ¢ = 0 as condigoes de contorno, L =1 o
comprimento do dominio e a difusividade térmica k£ = 1. Este problema pode ser resolvido
em uma geometria bidimensional, onde na diregio y considera-se 9*¢/dy* = 0, tal que a
solucao torna-se essencialmente unidimensional para qualquer corte horizontal. A Figura
35 ilustra a solugdo numérica bidimensional do problema.
1.0
0.8
0.6

0.4

0.2

0Q 0.4 0.6
r

Figura 35 — Solucao no dominio bidimensional.

A Figura 36 exibe as solugbes numérica e analitica do problema. Observa-se boa

concordancia entre os resultados.
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Figura 36 — Solucoes analitica e numérica.

O préximo exemplo é um problema de difusao em regime transiente em um dominio

semi-infinito, encontrado em Voller (2009), e pode ser descrito por

2
ng—kg;sz O<x<L, t>0,
$(0) = ¢1, r=0, t>0, (4.107)
P(L) = o, r=1L, t>0,
p(0<xz<L)=¢y t=0.

As condigoes de contorno sao ¢p(z = 0,t >0) =¢; =1e xlg& ¢ = ¢ = 0, a condic¢ao inicial
é ¢(x > 0,t =0) = ¢y e L = 20. A implementacao é feita em um dominio retangular,
com o comprimento relativamente maior que a altura, visando simular o comportamento

semi-infinito. Neste problema a soluc¢ao analitica é dada por

¢ = (g2 — P1)erf (2\%> + @1, (4.108)

onde erf(z) é a funcao erro. A Figura 37 exibe a solu¢do numérica bidimensional para o

instante de tempo ¢t = 5s.
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Figura 37 — Solugao bidimensional para t = 5s.

A Figura 38 exibe as solu¢des numérica e analitica para os instantes ¢ = 1.25s,
t=25set=0>5.0s

Figura 38 — Solugoes numéricas e analiticas.

Observa-se também para este problema boa concordancia entre as solugoes analiticas

e numeéricas.

O proximo problema é de adveccao-difusao transiente em um dominio semi-infinito,

encontrado em Voller (2009). Este teste pode ser formulado por

2
%—i—u%—k%:o, 0<z<L, t>0,
¢(0) = ¢1, t>0, (4.109)
(L) = ¢a, t >0,
o0 <z <L) = ¢y, t=0.
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As condigoes de contorno sao ¢(z = 0,t > 0) =¢; =1e :}LIIOlO ¢ = ¢o = 0, a condigao inicial
¢ ¢p(x > 0,t =0) = ¢ e u é uma dada velocidade. Os valores de u e k sdo tomados de
acordo com o valor do nimero de Peclet que se deseja simular. Como no exemplo anterior,
o dominio aqui também é construido de modo a simular uma geometria semi-infinita. A

solugao analitica deste problema pode ser escrita como

qbg Pet

¢=3 [erfc (%) +erfc <2\/1_5> + el ] ) (4.110)

onde erfe(z) =1 —erf(z) é a fungao erro complementar e Pe é o nimero de Peclet. A
Figura 39 exibe a solucao analitica bidimensional para o instante de tempo t = 5s e para

numero de Peclet Pe = 0.5.

00e+00 [0} 02 a3 0.4 05 06 a7 0.8 ag 1.0e+00

Figura 39 — Solugao analitica bidimensional para t =5 e Pe = 0.5.

Ja a Figura 40 exibe as comparagoes entre a solugoes analitica e para os esquemas

linear, upwind e exponencial para o termo convectivo.

084

03 .

024 (3

Figura 40 — Solugoes analitica e numérica para t = 5s e Pe = 0.5.

Pode-se observar na Figura 40 boa concordancia entre as solugoes, exceto para o
esquema upwind que mesmo para um baixo nimero de Peclet ja apresenta o comportamento

caracteristico de solugoes upwind, que é a difus@o numérica.
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A Figura 41 exibe a solucao analitica bidimensional para o instante de tempo

t = 5s e para numero de Peclet Pe = 1.

0.0e400 0.1 02 0.3 04 05 0.6 0.7 a8 09 1.0e+00

Figura 41 — Solugao analitica bidimensional para t =5 e Pe = 1.

Ja a Figura 42 exibe as comparagoes entre a solugoes analitica e para os esquemas

linear, upwind e exponencial para o termo convectivo.

ST

s

L,
e LUFWIND
e X FOHENC AL

Figura 42 — Solugoes analitica e numérica para t = 5s e Pe = 1.

Neste caso ja se comeca a observar que a solucao numérica usando a funcgao de
interpolacao exponencial para o termo convectivo tende a se afastar um pouco da analitica.
Também o esquema upwind aumentou um pouco mais sua difusdo artificial em relagao ao

caso de Pe = 1.

Por fim, a Figura 43 exibe a solucao analitica bidimensional para o instante de

tempo t = 5s e para numero de Peclet Pe = 2.



100

0.0e+00 0.1 02 03 04 0.5 06 0.7 08 09 1.0e+00

Figura 43 — Solugao analitica bidimensional para t =5 e Pe = 2.

Ja a Figura 44 exibe as comparagoes entre a solucoes analitica e para os esquemas

linear, upwind e exponencial para o termo convectivo.

Figura 44 — Solugoes analitica e numérica para t = 5s e Pe = 2.

A partir do valor de Pe = 2 para cima, vai ser observado que a solu¢gao numérica
com interpolagao linear vai comegar a oscilar, o upwind vai manter seu comportamento
difusivo porém sem oscilagoes e a fungao exponencial terda um comportamento parecido
com o upwind, entretanto, com menos difusividade numérica. A partir da Figura 44 estes

comportamentos ja comegam a serem observados.

Neste teste, considere o problema de difusao de calor em uma geometria hexagonal
com um furo no centro, descrito em Versteeg e Malalasekera (2007), cuja geometria e

condigoes de encontram-se ilustradas na Figura 45.
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2cm
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isolado

Figura 45 — Geometria hexagonal.

Os campos de temperatura obtidos numericamente para este problema em malhas

com 54 e 180 nés sao exibidas na Figura 46 e com 648 e 2448 nés na Figura 47.

4 T ; T 4
480
a40
400
360
320
280
240

7 5 5 T o 1 32 13 4 AT A = 9 % I T 3 u

T X

Figura 46 — Campos de temperatura: 54 nés (a esquerda) e 180 nés (a direita).
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Figura 47 — Campos de temperatura: 648 nds (a esquerda) e 2448 nés (& direita).

E no ltimo exemplo desta secao, considere o problema de condugao em uma

geometria correspondente a 1/4 de um anel, descrito em Voller (2009), cuja geometria e

malha sdao exibidas na Figura 48. Para este problema, a equacao de difusdo unidimensional

em coordenadas cilindricas (Lai et al., 2009) é escrita como

4
dr

d
(T_Qb> = 0’ Rint <r< Rezta
dr

(4.111)

onde r = R;,; e r = R, sao os raios interno e externo, respectivamente, e cuja solugao

analitica é

(Z) - Qbint + (¢ext - ¢int)

-

Figura 48 — Geometria e malha em 1/4 de anel.

In(r) — In(rim)
In(rezt) — In(rint)

(4.112)

Em duas dimensoes, a equagao em coordenadas cartesianas para este problema
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pode ser escrita como

*¢ 0% /
@ + a—y2 =0, >0, y=>0, Ript < (/22 4+ 4% < Rea, (4'113)

com as seguintes condi¢oes de contorno:

¢:¢int:17 €1m x2+y2:1a
O = Gegt = 0, em /a2 + y?> =2,

99
9y = O emz =0, (4.114)
g—j =0, emy =0,

A solucao bidimensional deste problema é exibida na Figura 49.

10

2.00 -
175
1.50-
1.25 -
1.00 1
0.75
0.50

0.25 4

0.00

0.0 0.5 1.0 15 2.0
£z

Figura 49 — Solugao numérica bidimensional em 1/4 de anel.

E a Figura 50 compara as solucoes analitica e numérica para um dado raio r,

observando-se boa concordancia entre os resultados.
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Figura 50 — Solucoes analitica e numérica.

Estes dois ultimos exemplos servem para ressaltar o fato de que o CVFEM pode

lidar bem com geometrias diversas, simples ou mais complexas.

4.5.2 Estabilizacao da funcao de interpolacao linear

Ao longo Secao 4.3.3.3 foi apresentado a fungao de interpolacao linear para o termo
convectivo no contexto do CVFEM. Esta fung¢ao é equivalente a formulagao do método de
Galerkin no FEM e a formulacao de diferencas centrais no Método de Diferencas Finitas e
no Método dos Volumes Finitos classico. Embora este tipo de interpolacao seja de segunda
ordem, sua aplicacao sé é efetiva em casos onde o nimero de Peclet é baixo. A medida
que o valor do nimero de Peclet aumenta, o comportamento da solugao numeérica se torna
altamente oscilatorio e sem correspondéncia adequada com a real solucdo do problema.
Porém, ainda na Secao 4.3.3.3, foi apresentado um esquema de estabilizacao para a fungao
de interpolacao linear no contexto do CVFEM, de modo similar ao SUPG apresentado em
Brooks e Hughes (1982). Assim, nesta Secao, apresentam-se alguns resultados mostrando

a efetividade da estabilizagao da funcao de interpolacao linear para o termo convectivo no
CVFEM.

O primeiro exemplo ¢ uma comparacao entre os resultados obtidos neste trabalho
com os resultados de Brooks e Hughes (1982) para o SUPG. O problema é de advec¢ao
difusdo bidimensional com o campo de velocidades inclinado no dominio. A Figura 51

indica a geometria e as condi¢oes de contorno usadas.
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=0
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0 =0

b=1

Figura 51 — Geometria e condicoes de contorno.

As componentes da velocidades sao tomadas de modo que ||17|| = 1. O coeficiente
de difusdo ¢ tal que a magnitude do niimero de Peclet fica na ordem de 10°. Em Brooks
e Hughes (1982), a malha utilizada foi de 10 x 10 elementos quadrados de tamanhos
iguais, ao passo que neste trabalho empregou-se, para este exemplo, uma malha com um
total de 248 elementos triangulares. As inclinagoes das velocidades correspondem aos
angulos 0 = 22,5° 0 = 45° e 0 = 67,5°. Os resultados aqui obtidos com o CVFEM serao
comparados com as solugoes exata (E), upwind quadratico (QU), SUPG com um ou dois
pontos de integragao (SU1L e SU2 respectivamente), resultados estes dados em Brooks
e Hughes (1982). As implementagoes no CVFEM correspondem aos esquemas central,
central estabilizado, upwind e interpolagao exponencial (FLO), conforme apresentadas ao

longo das secoes anteriores.

A Figura 52 ilustra a solugao exata, segundo Brooks e Hughes (1982).

Figura 52 — Solucao exata.
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A Figura 53 exibe a solucado numérica empregando-se interpolacao linear para o

termo convectivo.

# = 22,5° 8 = 45°

linear

Figura 53 — CVFEM - interpolagao linear.

Como era de se esperar, a solucdo empregando a interpolagao linear tem apenas
carater ilustrativo pois apresenta grandes oscilagoes espirias para quaisquer angulos da

velocidade sendo, portanto, sem utilidade pratica.

A Figura 54 exibe a solu¢ao numérica empregando-se interpolagao upwind para o

termo convectivo.

Figura 54 - CVFEM - upwind.

Observando-se a figura pode-se constatar que as solugoes empregando-se upwind
possuem comportamento obviamente muito melhor que a interpolacao linear, de modo
que, neste caso, nao apresenta nenhum tipo de oscilagdo. Porém, um prego a se pagar por
essa estabilidade é o fato do comportamento extra difusivo da solugao que, como pode

ser observado na figura, tende a suavizar muito as regioes de descontinuidade da solugao.
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Mesmo assim, este tipo de interpolagao, costuma ser bem adequado e empregado para
muitas aplicagoes.

Na Figura 55 tem-se a solugao numérica empregando-se interpolacao exponencial

para o termo convectivo.

§ = 22 5° £l = 67,57

Figura 55 — CVFEM - interpolacgao exponencial (FLO).

Neste caso observa-se um comportamento de camada limite acentuado nos contornos
a montante da velocidade, sendo o pior caso obtido para o dngulo # = 67.5°, tanto em
relacao as descontinuidades quanto o comportamento de camada limite. Entretanto, nos
demais casos, a interpolacao representa um pouco melhor as regioes de descontinuidade,

porém com algumas oscilacgoes.

Por fim, a Figura 56 apresenta as solugoes obtidas com a interpolagao linear
estabilizada.

e =22,5°

linear
estabilizado

Figura 56 — CVFEM - interpolacao linear com estabilizacao.

Pode-se dizer que estes sao bons resultados quando comparados ao upwind e a
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interpolacao exponencial. Talvez com exce¢ao para o angulo 8 = 67.5°, em que, além de
uma ligeira camada limite na regiao do contorno a montante, possui uma grande oscilagao
na regiao de descontinuidade superior da solucao. Ja nos demais casos, a captacao das
regides de descontinuidade ficam Otimas, apresentado apenas ligeira oscilagdo, porém sem

as suavizagoes excessivas advindas do upwind.

Para termos de comparagao, as Figuras 57, 58 e 59 ilustram as solucoes de Brooks

¢ Hughes (1982) para este problema.

QU

Figura 57 — Upwind quadratico.

Su

Figura 58 — SUPG - um ponto de integracao.
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§=22,5° g = 45°

e\

Stz

Figura 59 — SUPG - dois pontos de integracao.

No caso upwind quadrético (QU), exibido na Figura 57, o comportamento das
solugoes se assemelha muito ao upwind empregado no CVFEM, com as mesmas caracteris-
ticas de suavidade nas solugoes sem oscilagoes espurias. O emprego do SUPG com um ou
dois pontos de integracao, ilustrados nas Figuras 58 e 59, apresentam um comportamento
misto com relagao aos resultados usando a interpolagao linear estabilizada e a interpolacao
exponencial no CVFEM. Observa-se que no caso da interpolagao exponencial, todos os
angulos apresentam comportamento de camada limite proximo aos contornos a montante
da velocidade. Este comportamento de camada limite também ¢é observado em Brooks e
Hughes (1982), principalmente no dngulo § = 67.5° em ambas variagoes do SUPG, com
um ou dois ponto de integracao. Ja o comportamento geral das solugoes obtidas com o

CVFEM para a interpolacao linear com estabilizacao se assemelham muito com as solugoes
SU2 de Brooks e Hughes (1982).

Mais algumas comparagoes entre as solucoes obtidas com o CVFEM podem ser
observadas nas Figuras 60, 61, 62 e 63, que exibem os valores de ¢ ao longo de cortes no

dominio.

“J=fnear exfobiizado
| g
—sponiencial

YT aE f s g3 =B Uy am o om dr ol @ 3k OF o O o o w1
linheda carde

Figura 60 - CVFEM - comparacao ao longo de um corte para 6§ = 22, 5°.
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Figura 61 — CVFEM - comparacao ao longo de um corte para 6 = 22, 5°.
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Figura 62 - CVFEM - comparacao ao longo de um corte para 6 = 45°.
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Figura 63 — CVFEM - comparacao ao longo de um corte para 6§ = 67, 5°.

As Figuras 60 e 61 representam dois cortes diferentes com o intuito de captar o
comportamento das solugdes em diferentes regides do dominio para o angulo 6 = 22, 5°.
Ao examinar estas figuras, fica evidente o comportamento anteriormente destacado do
upwind, que nao apresenta quaisquer oscilagoes mas suavizam muito o comportamento da
solug¢ao. Com relacao ao corte da Figura 60 fica evidente um comportamento muito similar
da interpolacao linear estabilizada com a exponencial. Porém, o segundo corte ilustrado

na Figura 61 exibe uma diferenca acentuada nos comportamentos das interpolagdes linear
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estabilizada e exponencial proximo ao contorno. A explicacao para isso é fato de que a
interpolagao exponencial apresentou camada limite proximo a este contorno, conforme
ilustrado na Figura 55 e discutido anteriormente. Ja nas Figuras 62 e 63 tem-se as solugoes
ao longo do corte indicado para os angulos 6 = 45° e § = 67,5°, respectivamente. Em
ambos os caso nota-se comportamento similares das interpolagoes linear estabilizada e
exponencial. Porém, ainda pode-se dizer que as solugoes obtidas com a interpolacao linear

estabilizada sao melhores que a interpolagao exponencial.

4.5.3 Problema de circulagao em cavidade

Nesta secao, o problema de circulacao em cavidade, também conhecido como
lid-driven cavity, serd abordado. Este problema, que pode ser encontrado em diversas
referéncias, como em Soh e Goodrich (1988), Ghia et al. (1982), Gatski et al. (1982),
Omari (2013) e Bruneau e Saad (2006b), e também j4 foi estudo em Odone et al. (2014) no
contexto do Método dos Volumes Finitos classico. Este problema é amplamente utilizado
para a verificagao e validacao de método e implementagoes computacionais. Neste trabalho,
portanto, o foco é apresentar alguns resultados deste problema com a implementac¢ao em
Python do CVFEM estudado nesta secao.

4.5.3.1 Implementagao em estado estacionario

O problema de circulagao em cavidade em estado permanente pode ser modelado
pelas equacgoes de conservacao da quantidade de movimento linear e pela equagao de

conservagao da massa, ou seja, pelo seguinte conjunto de equagoes:

V-V=0

- dp
Vo (pVu) = V- (pVu) = =5 (4.115)
V- (pV0) = V(i) = oL,

sendo u = vz e v = vy. A implementacao em Python segue do algoritmo apresentado na
Secao 4.4.10. A geometria corresponde a uma cavidade quadrada unitaria, e um esbogo
da malha utilizada e as condi¢bes de contorno do problema podem ser vistos na Figura 64.
Em todos os exemplos estacionarios executados a malha é composta de 1016 elementos
triangulares lineares. O esquema de interpolacao dos termos difusivos ¢ linear e para os

termos convectivos é upwind. Sendo o niimero de Reynolds definido por

L
Re = PVl (4.116)
1

onde V,, é uma velocidade de referéncia, e L é um comprimento caracteristico. Para
todos exemplos apresentados, V;, = 1, correspondendo a maior velocidade encontrada no

problema, dada no contorno e L = 1, sendo este o comprimento dos lados da cavidade.
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Assim cada teste é caracterizado por um dado niimero de Reynolds, variando-se a densidade
p e a viscosidade p. Os valores do nimero de Reynolds usados foram Re = 100, Re = 400,
Re = 1000, Re = 3200 e Re = 10000.

vr =10 '.\ -

vy =0 vy =0

ve=0, vy=0

Figura 64 — Geometria e condigoes de contorno para o problema de circulagdo em cavidade.

A Figura 65 exibe os campos de velocidade e pressao Re = 100.

G2 o4 as o8
xr

-12e+00 05 ! 05 1 15 g 25 32e400

pressao

Figura 65 — Campos de velocidade e de pressao para Re = 100.

A Figura 66 exibe os valores das componentes vz e vy da velocidade ao longo das

linhas x = 0,5 e y = 0, 5, respectivamente ,também para Re = 100.
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Figura 66 — Valores das componentes vz e vy para Re = 100.

A Figura 67 corresponde aos campos de velocidade e pressao e a Figura 68 os

valores das componentes da velocidade para Re = 400.

45201 05 ) 1.5 22e+00
pressao

Figura 67 — Campos de velocidade e de pressao para Re = 400.
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Figura 68 — Valores das componentes vz e vy para Re = 400.

A Figura 69 corresponde aos campos de velocidade e pressao e a Figura 70 os

valores das componentes da velocidade para Re = 1000.

prassao

Figura 69 — Campos de velocidade e de pressao para Re = 1000.
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Figura 70 — Valores das componentes vz e vy para Re = 1000.

7]

A Figura 71 corresponde aos campos de velocidade e pressao e a Figura 72 os

valores das componentes da velocidade para Re = 1000.

Figura 71 — Campos de velocidade e de pressao para Re = 3200.
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Figura 72 — Valores das componentes vz e vy para Re = 3200.

A Figura 73 corresponde aos campos de velocidade e pressao e a Figura 74 os

valores das componentes da velocidade para Re = 10000.

29601 ! 05 1 1.5 19e+00

pressao

Figura 73 — Campos de velocidade e de pressao para Re = 10000.
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Figura 74 — Valores das componentes vz e vy para Re = 10000.

E, por fim, a Figura 75 exibe comparacgoes dos perfis das componentes da velocidade

para cada um dos ntimeros de Reynolds apresentados.

componanta v COMpOnente v

T Re=100

— e =10
7 = fip = 4000 o [ =400
= 100 -l =1000
¥ i = 3200 — fe =370
| = Be = 10000 12 — Re=10000

o4 us iin oa (-] [0
corte em o =05 corte em y=0.0

Figura 75 — Comparacao das componentes da velocidade para diversos Reynolds.

4.5.3.2 Implementacao em estado transiente

O problema de circulacdo em cavidade transiente pode ser modelado pelas equagoes
de conservacao da quantidade de movimento linear acrescidas do termo de variacao
temporal, d¢/0t, e pela equagdo de conservagao da massa, ou seja, pelo seguinte conjunto

de equagoes:

V-V =0

0 - dp

5P +V - (pVu) = V- (V) = — o (4.117)
0 ~ _Op

5 (P0) +V - (pV0) =V - (uV) = ~3y

com u = vx e v = vy. Assim como no caso estacionario, a implementagao segue o algoritmo
da Secao 4.4.10, basicamente sendo aplicado a cada passo de tempo. A geometria e as

condigoes de contorno sao idénticas ao caso estacionario. A condicao inicial corresponde
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as componentes da velocidade dadas por vx = vy = 0 no interior da cavidade. A malha
deste exemplo possui 4064 elementos triangulares lineares. O esquema de interpolagdo dos
termos difusivos € linear e para os termos convectivos é upwind. Os resultados apresentados
a seguir sao para o numero de Reynolds Re = 3200 para diversos instantes de tempo. O

tempo maximo de execucgao foi de 5bs com um passo de tempo de 0, 01s.

Para ilustracao deste exemplo, as Figuras 76, 77 e 78 ilustram os campos de

velocidade em diversos instantes de tempo.

Figura 76 — Campo de velocidades para Re = 3200, ¢t =0,1s,t =0,3s et =0, 6s.

Figura 77 — Campo de velocidades para Re = 3200, t = 1,0s,t =2,0s e t = 3, 0s.
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t=4,0s t=50s

Figura 78 — Campo de velocidades para Re = 3200, t = 4,0s e t = 5, 0s.

A Figura 79 exibe os valores das componentes vx e vy em diversos instantes de
tempo ao longo das linhas x = 0,5 para a componente vx e y = 0,5 para a componente

vy. Por fim, as Figuras 80, 81 e 82 exibe contornos para o campo de pressao ao longo de

componente vx

componente vy

) 5 [3 4] a8 ) 1 ] ) [0y aa O a4 a7 oa E 1
corteem v=05 corte em y=04

Figura 79 — Componentes vx e vy para Re = 3200.

diversos instantes de tempo.
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Figura 82 — Contornos da pressao para Re = 3200.
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4.5.4 Problema de conveccao natural em cavidade

O problema de convecgao natural em cavidade tem aplicacdes como no aquecimento
ou resfriamento de equipamentos industriais, ventilagao com radiadores em ambientes
internos, resfriamento de componentes elétricos e reatores e em trocadores de calor (Garoosi
et al., 2014). Sua fundamentagao é baseada no empuxo e na troca de calor por conveccao,
na qual as regioes em que o fluido estd mais aquecido tem sua densidade reduzida e,
consequentemente, se suspende, ao passo e as regides mais frias tem densidade mais
elevada e tendem ir para regioes inferiores devido a presenca da gravidade. Alguns
trabalhos relacionados a este problema podem ser encontrados em Markatos e Pericleous
(1984), Botella e Peyret (1998), Talebi et al. (2010), Barakos et al. (1994), Bruneau e Saad
(2006a), Garoosi et al. (2014) e Patterson e Imberger (1980).

O modelo matematico do problema de convecgao natural em cavidade envolve o
emprego das equagoes de conservacao da quantidade de movimento linear, com a equagao
correspondente a componente da velocidade na direcao da aceleracao da gravidade acrescida
de um termo de empuxo, sendo neste trabalho empregada a aproximacao de Boussinesq.
Além da equacao de conservacao da massa, a equacao da energia também é empregada.

Assim, a formulagao pode ser resumida pelo seguinte conjunto de equagoes:

V-V=0

0 7% 3}

L ou) + V- (pVu) =V - (uVu) = — 2

ot o
Q(U)+V-(Vv)—v.(vv)__@+s (4.118)
ot * p pV) = =5+ Sy
;s(pT”V‘(PVT)—V‘(kVT):o,

onde Sj, corresponde a aproximagao de Boussinesq (Ferziger e Peric, 2002; Bejan e Kraus,
2003), dada por

Sb = pgﬂ(T — Tref)/c, (4119)

onde g ¢ a aceleracao da gravidade, 3 o coeficiente de expansao térmica e 7,.; uma

temperatura de referéncia.

A implementacao segue o algoritmo da Segao 4.4.10, onde a cada passo de tempo,
apos a solucao do acoplamento pressao-velocidade, ¢é resolvida a equagao da energia a
partir do campo de velocidades obtido. Um esboco da malha utilizada, com 2592 elementos
triangulares e das condi¢des contorno pode ser visto na Figura 83 em que a geometria é

um quadrado unitario.
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Figura 83 — Malha e condi¢oes de contorno para o problema de conveccao natural.

As condigoes iniciais sdo vr = vy = 0 para a velocidade e T = 0 para a temperatura. Um
valor caracteristico deste tipo de problema, conhecido como niimero de Raleigh pode ser
definido por
29B(Ty, — 1T,
_ 9B — To) C>, (4.120)
pk
com Ty =0,5e T, =—0,5. Usando os valores p=1,¢g =10, 3 =1,2x107*, p=1x 1072

e k =1x 1073, fornecem o valor de Ra = 1,2 x 107 para o niimero de Raleigh, empregado

Ra

na ilustragao deste problema. O tempo méaximo de execucao é de 50 segundos com um
passo de tempo de 0,2 segundos.

O conjunto das Figuras de 84 a 90 ilustram a evolucao das isotermas e do campo

de temperaturas para diversos instantes de tempo.
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Figura 84 — Isotermas e campo de temperaturas, ¢t = 2, 5s.
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Figura 85 — Isotermas e campo de temperaturas ¢t = 5s.
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Figura 86 — Isotermas e campo de temperaturas, ¢t = 10s.
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Figura 89 — Isotermas e campo de temperaturas, ¢t = 40s.
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Figura 87 — Isotermas e campo de temperaturas, ¢t = 20s.
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Figura 88 — Isotermas e campo de temperaturas, ¢t = 30s.
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Figura 90 — Isotermas e campo de temperaturas, ¢t = 50s.
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A Figura 91 exibe os valores das componentes vx e vy da velocidade ao longo de

cortes passando pelo centro do dominio.
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Figura 91 — Valores das componentes da velocidade.

4.5.5 Problema de mudanca de fase pelo método da entalpia-porosidade

O método da entalpia-porosidade para problemas de mudanca de fase ja foi ampla-
mente apresentado e estudado em Odone et al. (2013), Odone et al. (2015) e Odone et al.
(2014). Também pode ser encontrado em trabalhos como Voller et al. (1985), Voller e
Prakash (1987b), Voller et al. (1987), Voller e Prakash (1987a), Voller e Prakash (1987c¢),
Brent et al. (1988), Voller et al. (1989) e Rady e Mohanty (1996). Nesta técnica, a regido
de transigao de fase, conhecida como zona mista (ou zona mushy) é modelada como um
meio pseudo-poroso. Nesta regiao, portanto, a porosidade fica definida em termos de uma
quantidade chamada fragao liquida, um indicativo percentual do quanto uma determinada
célula computacional encontra-se em estado liquido ou sélido. O objetivo deste modelo é
fazer com que as velocidades calculadas pelas equagoes de movimento se anulem a medida
que o material se solidifica ou que fornecam valores adequados quando o material se
funde. A implementacao deste método consiste na adicao de termos fonte nas equagoes
de conservacao da quantidade de movimento baseados na lei de Darcy e na equacao de

Carman-Kozeny.

Para escrever o modelo matematico, assume-se que o material em estado liquido se
comporta como um fluido newtoniano incompressivel, propriedades termofisicas constantes
dentro das faixas de temperatura abordadas, exceto para a densidade, na qual sua variacao
com a temperatura sera tratada por meio da aproximacao de Boussinesq. Com estas

hipoteses, o conjunto de equagdes diferenciais que modelam um processo de mudanca de
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fase pelo método da entalpia-porosidade pode ser escrito como

V-V=0 (4.121)
Q(u)+V-(Vu)—V~(Vu)——@—Au (4.122)
ot P a Oz '

0 - dp

9 . _v. _ 9P 4 4.12
g (pv) + V- (pVv) = V - (uVv) 9 v+ Sy (4.123)
gt(ph) + V- (pVh) =V - (aVh) = S,. (4.124)

O termo S, presente na Equagdo (4.123) corresponde a aproximagao de Boussinesq,

conforme ilustrado pela Equagao (4.119).

No método da entalpia porosidade, o calor latente é levado em consideracao na
equacao da energia atribuindo-se um valor nodal para o calor latente de acordo com a
temperatura da célula. Durante a mudanca de fase, o calor latente é ajustado para levar
em conta a absorc¢ao ou liberagao do calor latente por meio de um termo fonte na equagao

da energia.

A entalpia total de um material pode ser escrita como a soma da entalpia sensivel
com o contetdo do calor latente. A entalpia sensivel pode ser escrita como (Voller e

Prakash, 1987a)
T

h = / c(r)dr = (T — Tyey) (4.125)
Trey
considerando-se que o calor especifico ¢ é constante e que T,.; ¢ a temperatura de
referéncia. O conteido do calor latente ou calor latente total é definido como uma fungao
da temperatura, AH = f(T') restrito ao intervalo 0 < AH < L. A forma do termo fonte
Sy na equagao (4.124), pode ser obtida substituindo-se a relacao (4.125) na equagao da
energia escrita para a entalpia total, H = h + AH, ou seja,

O (pH)+V - (pVH) = V- (kVT) = 0 (1.126)

Operacionalizando-se a Equagao (4.126) de modo a tornar a entalpia sensivel sua varidvel
principal, a Equagao (4.124) e a expressao de Sy, sao obtidos, sendo o termo fonte dado

por

—aat(pAH) — V- (pVAH) (4.127)

O calor latente total tem valor igual a 0 quando o material é solido a temperatura T' = T,

Sp =

(a temperatura de fusdo) no caso de mudanca de fase isotérmica, ou quando a temperatura
é T =T, temperatura na qual o material completa sua solidificacao no caso de mudancga
de fase em uma faixa de temperaturas; o calor latente total tem valor igual a L (o calor
latente de fusdo) quando o material é liquido a temperatura 7" = T,,, no caso de mudanga
isotérmica ou T = T}, temperatura na qual a solidificacao se inicia, no caso de mudanca

nao isotérmica.
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Assim, o calor latente total pode ser calculado no caso de mudanca de fase nao
isotérmica por

AH=Lx [, (4.128)

onde f7 é uma quantidade definida como fracao liquida da célula, representando um
percentual do quanto da célula é ocupada pelo material no estado liquido que, no caso de
mudanca de fase nao isotérmica é calculada por meio de uma relacado com a temperatura.

Entre diversos perfis possiveis, adota-se neste trabalho a relagao linear

0 se T <T, (solido)

T—1Ts
T e T, <T <T, (zona mista) (4.129)
I — +s

1, se T>Ts (liqguido)

fo=

Com isso, da relagao (4.129) obtém-se:

se fr=0, (solido), T<Ts ou T<T, (AH=0)
se 0< fr<1, (zonamushy), To<T<T, (0<AH<L) ou T=T,
se fr=1, (liguido), T >1T, ou T>T, (AH=1L)

Observa-se que o caso de mudanca de fase isotérmica pode ser considerado um caso

particular da mudanga nao isotérmica, ou seja, quando 1T; = Ty = T,,, levando a

T <T, jlid AH =
1 :{ 0, se < (solido) = 0 (4.130)

1, se T>T, (liquido)= AH =1L

Quando T' = T,,, tem-se 0 < AH < L e esta regiao é definida como a interface solido-

liquido. Da relacao (4.128) também pode-se obter a fragao liquida por meio de

_an

fr=— (4.131)

ou seja, dada uma distribuicao de temperatura, pode-se obter a fracao liquida diretamente
da equacao (4.131).

No método da entalpia-porosidade, as células computacionais da regiao de transicao
de fase (zona mista), ou seja, quando 0 < AH < L, sdo modeladas como um meio pseudo-
poroso, onde a porosidade f; diminui de 1 para 0 quando AH diminui de L para 0 no
caso da solidificacao, enquanto que ocorre o contrario na fusao. O modelo da zona mushy
como um meio pseudo-poroso pode ser feito a partir da definicdo de termos fonte para as
equacoes do movimento baseados na lei de Darcy para escoamentos em meios porosos e
na equacao de Karman-Kozeny. Assim, admite-se que o escoamento na zona mushy seja
governado pela lei de Darcy:

V:—§Vp (4.132)

onde K é a permeabilidade, definida como uma funcao da porosidade f;. A medida

que a porosidade diminui, a permeabilidade e, consequentemente, as velocidades também
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diminuem até o valor limite de zero a medida que a regiao mista se solidifica. A equagao
de Carman-Kozeny,

Vp = U=y (4.133)

fi

que pode ser derivada a partir da lei de Darcy, fornece um meio de escrever um termo fonte
que tenha como efeito numérico fazer com que a zona mista tenha comportamento similar
a um meio poroso. Assim, pode-se escrever os termos fonte das equagoes do movimento

(4.122) e (4.122), Au e Av respectivamente, como

Au = Cwu e Av:—va. (4.134)

fi+q fi+aq

O valor de A varia de zero a um grande valor a medida que a fragao liquida f; varia de 1
(célula completamente liquida) a 0 (célula completamente sélida) e, na prética, seu efeito
numérico resulta que na regiao liquida os valores dos termos fonte Au e Av sao nulos e
as velocidades sao computadas normalmente. Na regiao mushy o valor de A aumenta de
modo que os termos fonte comecam a dominar os termos transiente, difusivo e convectivo,
fazendo com que seu comportamento se aproxime da lei de Darcy. A medida que o valor
da fracao liquida se aproxima de zero os termos fontes dominam completamente os demais
termos das equagoes fazendo com que as velocidades computadas se aproximem do valor
limite de zero como deve ser nas fases sélidas. Na expressao de A, equacao (?77), C é
chamada constante da regidao mista cujo valor adotado nos testes aqui apresentados é
C' = 1.6 x 10 e ¢ é um valor pequeno a ser adotado cujo papel é evitar a divisao por zero

no calculo de A nesta expressio quando f;, = 1, tomado como ¢ = 1 x 1073,

Resumindo-se, o conjunto de equagoes que modelam o método da entalpia-porosidade

para problemas de mudanga de fase pode ser escrito como

V-V=0 (4.135)

0 . 9) — f1)?

a(pu) +V.-(pVu) =V - (uVu) = —£ — C(lﬁ_{i])u (4.136)
. R

;(pv) + V- (pVv) =V - (uVv) = —25 - C“JCE—{LQ)U + pgB(h — hpep) /e (4.137)

gt(pm LV (pVR) — V- (aVh) = —;@AH) LV (pVAH). (4.138)

O exemplo numérico estudado encontra-se em Voller e Prakash (1987c¢), cujo um

esbogo da geometria, malha e condi¢oes de contorno sao ilustrados na Figura 92.
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Figura 92 — Malha e condigbes de contorno para o problema de mudanca de fase.

Trata-se de uma cavidade quadrada preenchida com um material inicialmente em
estado liquido. A temperatura inicial é um valor acima de T, na qual a formacao do sélido
se inicia. No instante t = 0 a temperatura da parede esquerda (z = 0) é fixada em um
valor menor que a temperatura T, valor na qual a formagao do sélido se completa. As
paredes superior e inferior da cavidade sdo mantidas isoladas termicamente. O processo
de solidificacao se inicia a partir da parede esquerda e uma zona mista pequena é formada
e avanca lentamente para a direita. As propriedades do material e outros parametros

utilizados estao na Tabela 16. O tempo méaximo de execugao ¢ de 1000 segundos com um

Tabela 16 — Dados para o problema de mudanca de fase.

Dado Valor Unidade
Temperatura inicial T, =0.5 °C
Temperaturaem z =0 | To = —0.5 °C
Temperaturaem z =1 | Ty = 0.5 °C
Temperatura referéncia | T,..; = 0.5 °C
Densidade p=1 Kg/m?
Calor especifico c=1 J/KgC
Viscosidade =1 Kg/ms
Condutividade térmica | k= 0.001 | w/mzC
Coeficiente de expansao | [ = 0.01 K-t
Calor latente L=5 J/Kg
Gravidade g=10 m/s?

passo de tempo fixo de 10 segundos. As Figuras 93, 94, 95, 96 e 97 exibem as isotermas, a
fracao liquida e o campo de velocidades com a curva correspondente a f;, = 0.5, indicando

a fronteira de mudanca de fase para os instantes de tempo indicados.
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Figura 95 — Temperatura, fracdo liquida e campo de velocidades em ¢ = 500s.
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A Figura 98 exibe as componentes da velocidade ao longo de cortes em x = 0,5 e

- =1005 anpz. —{=100s
-t = 2505
= =000
nIEs. —f =730
= =1000s

vy

[ s e oz T an 1 a1 az a3 04 as aa
corte em « =04 corte em y=075

a2 o3

Figura 98 — Componente vx da velocidade em diversos instantes de tempo.

Neste capitulo foi estudado o Método dos Volumes de Controle baseados em
Elementos Finitos (CVFEM), uma variante do Método dos Volumes Finitos cldssico
para malhas nao estruturadas de elementos triangulares. Sua principal caracteristica
consiste na combinagao da flexibilidade geométrica do Método dos Elementos Finitos com
propriedade conservativa do Método dos Volumes Finitos. Detalhes de sua formulagao,
como a construgao dos volumes de controle, fungoes de interpolacao, condigdes de contorno
e algoritmos de resolucao foram apresentados. Diversas aplicagoes foram ilustradas
implementando a metodologia apresentada e seus resultados demonstraram sua capacidade
de resolver problemas em malhas nao estruturadas. Além disso, foi apresentado um método
de estabilizacao da solu¢ao numérica empregando-se uma func¢ao de interpolagao linear
para o termo convectivo. Este método foi implementado no contexto do CVFEM para
malhas de elementos triangulares, baseado na formulagao original do SUPG por Brooks e
Hughes (1982) para o Método dos Elementos Finitos. Os resultados desta aplicacao foram
bastante satisfatorios, mesmo para valores do nimero de Peclet de ordem elevada, algo
que ¢é impraticavel se a funcao de interpolacao linear for emprega sem nenhum tipo de

estabilizacao.
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5 O OPENFOAM E O PROBLEMA DE CARREGAMENTO DE GRA-
NADAS

Neste capitulo apresenta-se o pacote de programas OpenFOAM, voltado a reso-
lugao de problemas gerais de mecéanica do continuo com énfase em dindmica dos fluidos
computacional, com o intuito de aplica-lo na resolucao de alguns problemas fundamentais

na producao de materiais bélicos, como morteiros, misseis e granadas de alto calibre.

5.1 Motivagao

Em aplicagoes militares modernas, explosivos altamente energéticos e com baixa
sensibilidade sao desejaveis. Um dos materiais explosivos mais utilizados na manufatura de
de projéteis é o TNT (ou 2,4,6-trinitro-tolueno), sendo de grande capacidade de detonagao
e de sensibilidade. O processo de manufatura de materiais energéticos frequentemente se
utiliza do preenchimento de moldes de projéteis com material energético explosivo fundido
e o posterior resfriamento do molde sobre determinadas condigoes para a solidificacao
do material fundido. Este processo é conhecido como carregamento. A Figura 99 exibe
o diagrama de um tipico processo de carregamento de explosivos, no qual alguns dos

principais equipamentos empregados sao destacados.

Chaleira de fusao

iy

Médquina de vazamento |“|[
L=

A4 nicay I—

carrinho de gar

e T

Figura 99 — Diagrama de um processo de carregamento.

O material energético fundido é armazenado em um tanque conhecido como chaleira
de fusao. A partir da chaleira de fusdo, o explosivo derretido é passado para um distribuidor,

conhecido como maquina de vazamento de 4 bicos, responsavel por vazar o explosivo
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fundido nos moldes das granadas. Os moldes estdao posicionados sobre um carrinho de
carga, o qual apés o processo de preenchimento dos moldes é levado para o forno de

resfriamento controlado, onde entao sao resfriados para solidificar o explosivo.

Forno de resfriamento controlado

Maquina de vazamento de 4 bicos
com carrinho de carga

Chaleira de fusédo

Figura 100 — Equipamentos usados no processo de carregamento.

Um procedimento tipico de solidificacao dos explosivos nos moldes é feito no forno
de resfriamento. Este pode contar com um aparato aquecedor que deve ser posicionado
na porc¢ao superior do projétil. O objetivo é manter o explosivo derretido nesta parte
enquanto as partes inferiores do projétil sao resfriadas de algum modo, como, por exemplo,
com agua ou ar. A Figura 101 exibe como este procedimento pode ser realizado. A ideia
é obter um perfil de solidificacdo de baixo para cima e a partir das laterais do projétil,

controlando assim a forma da frente de solidificagao.

Painel aquecedor Painel aquecedor

Agua

Figura 101 — Esquema de resfriamento no forno resfriador.
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As condigoes de resfriamento aplicadas neste processo podem afetar significativa-
mente a qualidade do produto final, sendo frequentemente observados efeitos de tensoes
residuais, formagoes de vazios, porosidades, bolhas de ar e descolamento do material
solidificado de seu molde. A Figura 102 ilustra alguns destes defeitos que podem ocorrer

no produto final solidificado.

Figura 102 — Alguns defeitos no explosivo final solidificado.

A ocorréncia desses defeitos pode acarretar em acidentes catastroéficos, pois, por exemplo, a
presenca de vazios no explosivo solidificado pode gerar a detonagdo prematura e explosoes

acidentais.

Além dos riscos e problemas citados, outros aspectos que podem influenciar negati-
vamente a manufatura destes materiais sao os custos financeiros e o tempo de producao. A
deteccao de falhas nos explosivos solidificados leva a necessidade de se fundir parcialmente
ou totalmente o material para entao solidifica-lo novamente. Em muitos casos pode ser
necessario fazer o descarte completo do explosivo. Todos esses procedimentos podem
acarretar em altos gastos financeiros além do desperdicio de tempo e material. Esses
custos sao péssimos do ponto de vista comercial e devem, sempre que possivel, serem

minimizados.

Dessa forma, um dos objetivos deste capitulo é investigar o efeito da imposicao de
diferentes condigoes de resfriamento no perfil de solidificacdo do material energético em
um molde de granada de morteiro de 81mm no intuito de minimizar alguns dos problemas
citados. A implementacao computacional destes testes sera realizada por meio do pacote

de codigo OpenFOAM, que sera discutido nas proximas sessoes.

5.2 O pacote OpenFOAM

OpenFOAM (Open Field Operation And Manipulation) é um conjunto de apli-

cagoes escrito em C++ voltado para a resolucao de problemas de mecanica do continuo
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(Maric et al., 2014) e, em especial, para problemas de dindmica dos fluidos. Possui licenga
GPLv3 que é aquela que permite que seu usuario o utilize e modifique sem incorrer em

qualquer infracao de direito autoral.

Sua robusta base de cédigo contém moéddulos dedicados a atividades de pré-
processamento, processamento e pos-processamento aplicaveis a diversos tipos de problemas
computacionais. Também possui interfaces com outros programas, como o gerador de

malhas gmsh e com o ParaView para pds-processamento dos resultados.

Historicamente, o OpenFOAM foi criado por Henry Weller no Imperial College
London em 2004, juntamente com Chris Greenshields e Mattijs Janssens que fundaram a
empresa OpenCFD Ltd., e tornaram este codigo aberto. Nos anos seguintes, a empresa
dedicou-se a distribuir e realizar a manutencao do software. Em 2011, a OpenCFD foi
adquirida pela Silicon Graphics Group (SGI), e esta foi adquirida pelo grupo ESI em 2012
(Chen et al., 2014). Na época da aquisicao da OpenCFD pela SGI, foi criada a OpenFOAM
Foundation, com o propdsito de manter o cédigo do software aberto e distribui-lo ao piblico
em geral. As versoes produzidas pela ESI podem ser encontradas no site openfoam.com,
enquanto que as versoes langadas pela OpenFOAM Foundation podem ser encontradas
em openfoam.org (OpenFOAM, 2019).

Para a resolugao de um problema através do OpenFOAM, é preciso criar um
diretério (chamado de diretério de caso, ou case directory), com os seguintes sub-diretérios:
0, constant e system. Em 0, encontram-se as descri¢oes das condicoes iniciais e de contorno
do problema. Em constant, encontram-se informacoes da discretizacao do problema,
como dados da malha (quando esta é fixa, no diretério polymesh) e propriedades de
materiais (viscosidade, condutividade térmica, densidade, etc.). Em system, encontram-se
configuracoes inerentes aos métodos numéricos, como o passo de tempo da simulagao, o
numero de iteragoes, os métodos de discretizagao e de resolucao dos sistemas lineares, e
arquivos com informacoes de pré e pos-processamento, como a geracao de malha e de
graficos. Durante a etapa de pré-processamento, todo este diretério de caso deve ser
montado cuidadosamente, de modo a descrever corretamente a situacao a ser interpretada
pelo solver escolhido. Durante a etapa de processamento, o solver preenchera este
diretério com outros diretorios, numerados de acordo com o passo de tempo para problemas
transientes. A Figura 103 ilustra a estrutura tipica de um diretério de caso que deve ser

criada pelo usuario.
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Figura 103 — Estrutura tipica de um diretério de caso no OpenFOAM.

No OpenFOAM, solvers nada mais sao que aplica¢des construidas com base nas
suas bibliotecas cuja finalidade é receber como entrada os dados do diretorio de caso e
resolver um problema de acordo com sua descricao. Podem ser nativos, sendo distribuidos
na instalagao do pacote, ou serem criados e compartilhados entre seus usuarios. Por
ser uma plataforma de c6digo aberto incentiva-se que os usuarios criem e compartilhem
seus proprios solvers. Toda instalagdo do OpenFOAM conta com um grande acervo
de solvers nativos, capazes de resolver diversos casos de problemas da mecanica do
continuo: escoamentos incompressiveis, turbulentos, e supersonicos, tensoes e deformagoes
em materiais elasticos, combustao em motores alternativos, escoamentos provocados por
rompimento de barragens (dam breaking), e até mesmo problemas de financa, como a
Equacao de Black-Scholes. Esta multiplicidade de aplicagoes decorre da flexibilidade deste
coddigo em permitir ao usuario a construcao de solvers para a resolucao de problemas

diversos através da "montagem' adequada de seus médulos.

Geralmente, por serem especificos para os problemas que pretendem resolver, uma
das etapas importantes de pré-processamento no OpenFOAM ¢é justamente escolher o solver
mais adequado para dado o problema, conforme as consideragoes feitas na modelagem.
Sua escolha também influencia diretamente na estrutura do diretério caso, visto que o

solver espera ler este de uma maneira bem especifica.

No geral, os solvers sao construidos de maneira a permitir que haja flexibilidade
em seu uso. Por exemplo, a escolha dos métodos de discretizacao a serem utilizados
num problema é feita inteiramente pelo usuério em system/fvSchemes, um arquivo com
formato especifico chamado dicionario (dictionary). Estes dicionédrios possuem uma
sintaxe bem-estruturada, que depende da informacao que disponibilizam. Por exemplo,
o arquivo que descreve as condigoes iniciais e de contorno do campo de velocidade

tem uma estrutura especifica, enquanto os arquivos que descrevem a malha possuem
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outra sintaxe. Internamente, a plataforma possui bibliotecas com a funcao de ler e
escrever diciondrios, realizando todas as operagoes de input e output necessarias de forma
automatizada. Similarmente, a escolha dos métodos de resolucao dos sistemas lineares
do problema é também feita pelo usuario no dicionario em system/fuSolutions. Ha ainda
outras bibliotecas frequentemente presentes nos solvers da plataforma, como a fuOptions,
a thermophysical Properties, e bibliotecas dedicadas a modelagem de turbuléncia, cujo
objetivo é justamente ampliar a variedade de problemas que um solver pode resolver. Por
exemplo, um solver que trate problemas com turbuléncia normalmente inclui tratamentos

do tipo Reynolds-averaged simulation, large-eddy simulation, k — €, k — w.

O OpenFOAM possui duas aplica¢oes nativas dedicadas a geragao de malhas. Sao
elas o blockMesh e o snappyHexMesh. O primeiro possibilita a criacdo de malhas
estruturadas com elementos hexaédricos enquanto que o snappyHexMesh é adequado para
a criagao de malha em torno de corpos, como na geragao de malhas para o estudo de
escoamento de ar em aerofélios ou no desempenho aerodindmico de veiculos. Além disto,
possui, em sua instalagdo, programas para importar malhas geradas em outros softwares
para o diretério de caso, como o gmsh e o Fluent (gmshToFoam e fluentMeshToFoam,
respectivamente). Em problemas de malha fixa, todas as informagoes pertinentes a malha
encontram-se no diretério constant/polyMesh, organizada em uma série de dicionarios, como
mostrado na Figura 103. Uma particularidade relacionada ao tratamento de geometrias e
malhas é que o OpenFOAM é construido de modo que toda malha e geometria a serem
utilizadas com seus solvers devem ser em trés dimensoes. Solugoes bidimensionais sao
possiveis gragas a um tipo especial de condicao de contorno denominada empty, que deve

ser atribuida em planos cuja direcao nao se deseja ser levada em conta.

5.2.1 O solver buoyantPimpleFoam e o mdédulo solidificationMeltingSource

Para a implementacao do modelo de resfriamento de material energético em moldes
de granadas descrito anteriormente, faz-se uso de duas rotinas encontradas no OpenFOAM:

o solver buoyantPimpleFoam e o moédulo solidificationMeltingSource.

O buoyantPimpleFoam é um solver para resolucao de problemas de escoamento
com transferéncia de calor onde a presenca dos efeitos de empuxo e conveccao natural
podem ser levados em conta. A implementacao desse solver é baseada nos algoritmos
PISO e SIMPLE (Versteeg e Malalasekera, 2007), compondo um algoritmo conhecido
como PIMPLE, a ser visto em detalhes mais a frente, para o tratamento do acoplamento
pressao-velocidade presente nas equacoes de conservacao da quantidade de movimento

linear.

Muitos solvers no OpenFOAM, como no caso do buoyantPimpleFoam, podem ser
complementados por meio do fuOptions. Esta é uma biblioteca que permite ao usuario

adicionar novos fendmenos ao modelo basico do solver para complementar sua aplicabilidade.
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Uma das fungdes do fuOptions é implementar termos fonte adicionais para as equagoes
além permitir configurar certas condigoes e restrigdes. Uma dessas possibilidades ¢ a
configuracao do solidificationMeltingSource para o buoyantPimpleFoam que implementa
os termos fonte do método da entalpia-porosidade para problemas de mudanca de fase
(Odone et al., 2013, 2014, 2015).

5.2.2 implementacao do buoyantPimpleFoam

O buoyantPimpleFoam tem como base a implementagao das equacoes de conservacao

da massa, da quantidade de movimento e da energia.

A equacao de conservacao da massa é dada por

% (o) =0 (5.1)

onde p é a densidade e V' o vetor velocidade do escoamento.

A equacao de conservagao de movimento pode ser escrita, em notacao vetorial,

CcOo1mo

o7 =V (V7) = =Vot i+ 5 - (g D) =¥ (Gs (V7)) 52)

sendo p a pressao estatica, g a aceleracao da gravidade, p.; a viscosidade efetiva, corres-

pondendo a soma das viscosidades molecular e turbulenta. O tensor taxa de deformacao

—

D(V') é definido por

D(V) =5 (VV +(VV)), (5.3)

Em relagdo aos termos correspondentes ao gradiente de pressao e as forcas gravitacionais,

a implementagao no OpenFOAM ¢ feita rearranjando os termos da seguinte forma:

—Vp+pG ==V (Prgn + pg - 7) + pg
= =Vpgn = (§-T)Vp — pG + pg (5.4)
= =Vprgn — (G- 7) Vp,

onde p,g, = p — pg - 7 sendo 7 um vetor posigao. O trecho de cédigo na Figura 104

representa a implementacao da equacao de conservagao da quantidade de movimento no

OpenFOAM.
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J;

fvOptions.correct(U);
K = 0.5*magSqr(l);

buoyantPimpleFoam/UEgn.H - it
1 // Solve the Momentum equation
2
3 MRF.correctBoundaryVelocity(U);
4
5 fwWectorMatrix UEgn
6
T fym: :ddt(rho, U) + fvm::div(phi, U)
8 + MRF.DDt(rho, U) .
9 + turbulence->divDevRhoReff(U)
11 fvOptions(rho, U)
12 .
3
14 UEgn.relax();
15
16 fvOptions.constrain(UEgn);
17
18 if (pimple.momentumPredictor())
19
20 solve
21 (
22 UEgn
23 ==
24 fvc::reconstruct
25 (
27 - ghf*fvc: :snGrad(rho)
28 - fvc::isnGrad(p_rgh)
29 Ymesh.magSf()
30 b)
31
32
33
34

L
o

}

Figura 104 — Implementacao da equacao de conservacao de movimento no OpenFOAM.

A implementagao da equagao da energia no buoyantPimpleFoam pode ser escrita
em termos da energia interna e ou da entalpia h como variavel primaria. Esta escolha pode
ser explicitada com a palavra chave energy no arquivo thermophysicalProperties, conforme
a Figura 105

constant/thermophysicalProperties

thermoType
i
type heRhoThermo;
éﬁérgy sensibleEnthalpy or sensibleInternalEnergy;

Figura 105 — Selecionando a varidvel de solugdo da equacao da energia.

Para o modelo escrito em termos da entalpia sensivel h (sensibleEnthalpy) a equacao da
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energia é escrita como

Para o caso da energia interna e (sensibleInternalEnergy) a equacao da energia é escrita

Ccomo
ag;e)+v.(px?e)ﬁ(gf()+v,(p‘7K>+v.<pv)_v_(aer€>+pV,§_ (5.6)

Nas Equacoes 5.5 e 5.6, K = |17\2/2 ¢ a energia cinética por unidade de massa. Ja a
entalpia por unidade de massa h é a soma da energia interna por unidade de massa e
e a pressao cinemética, ou seja, h = e + p/p A partir dessa defini¢ao, pode-se obter as

seguintes relagoes:

d(pe) _ 9(ph) Op

o ot ot (5.7)
V- (pVe) =V (pVh) =V (pV).

A difusividade térmica efetiva a.y ¢ a soma das difusividades térmicas laminar e turbulenta:

k
L I N it A (5.8)

(8% = —_— =
of Pr, Pr Pr, ¢’

onde k é a condutividade térmica, ¢ o calor especifico a pressao constante. p a viscosidade
dinamica, v; a viscosidade cinematica, Pr o nimero de Prandtl e Pr; o niimero de Prandtl

turbulento. A Figura 106 exibe a implementagao da equacao da energia no OpenFOAM.
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buoyantPimpleFoam/EEqgn.H C+4
s 1

2 volScalarField& he = thermo.he();

4 fvScalarMatrix EEgn
| 3 %

6 fvm: :ddt(rho, he) + fvm::div(phi, he)
7 + fvc::ddt(rho, K) + fvc::div(phi, K)

8 + €

a he.name() == "e"

10 ? fvc::div

3l S

12 fvc::absolute(phi/fvc: :interpolate(rho), U),
13 P,

14 "div(phiv,p)"

15

16 : -dpdt

17 D]

18 - fvm::laplacian(turbulence->alphatff(), he)
19 =

20 rho*(U&g)

21 + radiation->Sh(thermo)

22 + fvOptions(rho, he)

£3 |

24

25 EEgn.relax();

26

27 fvOptions.constrain(EEgn);

28

29 EEgn.solve();

30

31 fvOptions.correctChe);

32

33 thermo.correct();

34 radiation->correct();

35 }

Figura 106 — Implementacao da equacao da energia no OpenFOAM.

5.2.3 Os algoritmos SIMPLE, PISO e PIMPLE no OpenFOAM

Os algoritmos responsaveis pelo tratamento do acoplamento pressao velocidade
encontrados no OpenFOAM sao o SIMPLE, PISO e o PIMPLE. Resumidamente, cada

um desses algoritmos trabalham no contexto do OpenFoam do seguinte modo:

o SIMPLE: Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations.

Empregado em problemas de regime estacionario.

o PISO: Pressure Implicit with Splitting of Operators.
Empregado em problemas de regime transiente, com o passo de tempo controlado

pelo nimero de Courant (Co).

« PIMPLE: fusao PISO-SIMPLE (Holzmann, 2019).
Combinacao entre os algoritmos SIMPLE e PISO, que permite a utilizagdo de grandes
passos de tempo (Co >> 1).
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5.2.3.1 O algoritmo SIMPLE

Os algoritmos baseados no SIMPLE dentro do OpenFOAM nao possuem derivacao
em relagao ao tempo, sendo este tipo de derivada considerado um limitador natural da
solucao. Assim, dado um intervalo de tempo At, a solu¢do nao deve avancar além desse
passo de tempo. Assim, deve-se aplicar procedimentos de relaxagao nas equagoes para
alcancar estabilidade e evitar que o solver utilizando o SIMPLE acabe dando erros de ponto
flutuante. As principais causas disso deve-se a auséncia do limitador At e a inconsisténcia

na formulacao do SIMPLE, que despreza alguns termos (Versteeg e Malalasekera, 2007).

Nesse sentido, ajustar um passo de tempo vai apenas indicar o niimero de iteragoes
a serem executadas em um loop do SIMPLE. Alterar o passo de tempo nao terd influéncia
na solugdo. Somente o nimero de iteragoes sera afetado. Assim, é fundamental estipular
fatores de relaxacao adequados para as equacgoes de modo a obter boas taxas de convergéncia

e estabilidade das solugoes.

5.2.3.2 0O algoritmo PISO

As principais diferengas do PISO (Versteeg e Malalasekera, 2007) em relagao ao
SIMPLE ¢ a inclusao do termo transiente e a consisténcia das equacoes relacionando o
acoplamento pressao-velocidade. Desse modo, fatores de relaxacao nao sao mais necessarios.
Porém, critérios para estabilidade ainda precisam ser garantidos. Dependendo do tipo
de problema um dos critérios que deve ser obedecido é limitar o niimero de Courant C'o
em valores menores que um. Quando C'o < 1, a informacao de uma célula pode apenas
alcangar uma célula vizinha dentro de um passo de tempo. Caso contrario, ou seja, Co > 1,
a informacao pode passar para duas ou trés células vizinhas, o que nao ¢ permitido baseado
em algum aspecto explicito. Portanto, o niimero de Courant deve ser mantido abaixo de

um, podendo ser bem menor no inicio de uma simulagao e incrementado com o tempo.

A definicao do niimero de Courant é

UAt

Co=" s

(5.9)
onde U é a velocidade em uma célula, 0t o passo de tempo e Ax o espacamento entre duas
células. No caso do OpenFOAM, o célculo do niimero de Courant é baseado no volume da

célula em vez da distancia Ax.

De acordo com a Expressao 5.9, quanto maior for a velocidade local U ou o passo de
tempo At, maior serd o numero de Courant. E também quanto menor for o espacamento
Ax, maior serd o numero de Courant. Assim, para garantir que C'o < 1, o passo de tempo
deve ser ajustado baseado no tamanho local da malha e no valor da velocidade em cada

célula.
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5.2.3.3 0O algoritmo PIMPLE

O algoritmo PIMPLE que consiste na combinacao do SIMPLE e do PISO é um
dos mais utilizados para problemas transientes, tendo a vantagem de permitir valores do

numero de Courant C'o >> 1, ou seja, pode-se usar grandes valores para o passo de tempo.

O procedimento do PIMPLE pode ser resumido do seguinte modo. Em um passo
de tempo, obtém-se uma solu¢ao em estado permanente como o emprego de fatores de
relaxacao. Isto é feito por meio dos chamados loops externos de correcao, garantindo que
as partes explicitas das equagoes tenham convergido. Apds atingir uma tolerancia dentro
desse calculo estacionario, este loop externo de correcao é finalizado e parte-se para o

proximo passo de tempo. Este processo repete-se até o tempo final de simulacao.

A configuracao e utilizacao do algoritmo PIMPLE no OpenFOAM ¢ descrita a
seguir. As configuragoes do algoritmo sao descritas no dicionario fuSolution, criando-se

nele um dicionario chamado PIMPLE:

1 PIMPLE
{
3 //- Settings that we can made

[+

Figura 107 — Dicionario de controle do PIMPLE.

O dicionario pode ser criado vazio. Neste caso, o c6digo ira trabalhar com valores

padrao definidos no construtor da classe:

1 /7 % % % % ¥ % % % % % % * % (Constructors * K F F F * F * * x x JJ

3 Foam::pimpleControl::pimpleControl
4 (
5 fvMesh& mesh,

6 const word& dictName

7 )

8

9 solutionControl (mesh, dictName),
10 nCorrPIMPLE_(0) ,

11 nCorrPISO_(0),

12 corrPISO_(0),

13 turbOnFinallterOnly_(true),
14 converged_(false)

15 {

16 read () ;

Figura 108 — Construtor com valores padrao para o PIMPLE.

Neste método construtor, todos os valores sao inicializados com zero e dois valores

booleanos sao inicializados com true e false. No final da listagem, a funcao read ird ler os
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valores no dicionario PIMPLE localizado no arquivo fvSolution. Se nao houver valores a
serem lidos, entao os valores padrao sao atribuidos. A funcao read esta ilustrada na Figura
109

1 // * *% * % % ¥ % * ¥ Protected Member Functions * * * % % % % *x J/

3 void Foam::pimpleControl::read()

1 {

5 solutionControl::read(false);

6

7 // Read solution controls

8 const dictionary& pimpleDict = dict();

9 nCorrPIMPLE_ = pimpleDict.lookupOrDefault <label>
10 (

11 "nOuterCorrectors",

12 1

13 1y

14 nCorrPISO_ = pimpleDict.lookupOrDefault <label>("nCorrectors", 1);
15 turbOnFinalIterOnly_ =

16 pimpleDict.lookupOrDefault <Switch>

17 (

18 "turbOnFinalIterOnly",

19 true

20 e

21 }

Figura 109 — Funcao de leitura da classe pimpleControl.

Os valores de nOuterCorrectors e nCorrectors sao definidos com o valor 1. O valor
de turbOnFinallterOnly é definido com true. Se este valor é mantido ativo, uma equagao
de turbuléncia é resolvida dentro de cada loop externo. Caso contrario, esta equacao é
resolvida somente uma vez durante a ultima iteracdo externa. Observa-se também que

nQuterCorrectors esté relacionado com o PIMPLE e o nCorrectors (loops internos) ao
PISO.

A fungao de leitura read() também faz a chamada de outra fungao read(arg) fora
da classe solutionControl. Esta fungdo em particular faz a inicializagdo de outros parame-
tros fundamentais do algoritmo como nNonOrthogonalCorrectors, momentumPredictor,

transonic, consistent dentre outros.
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1 // % % % % % & % % % Protected Member Functions #* % % % * % *x x //

3 void Foam::solutionControl::read(const bool absTelOnly)

4+ 1

5 const dictionary& solutionDict = this->dict();

6

7 // Read solution controls

8 nNonOrthCorr_ =

9 solutionDict.lookupOrDefault <label>

10 (

11 "nlNonOrthegonalCorrectors",

12 0

13 E

14 momentumPredictor_ =

15 solutionDict.lookupOrDefault("momentumPredictor", true);
16 transonic_ = solutionDict.lookupOrDefault("transonic", false);
17 consistent_ = solutionDict.lookupOrDefault("consistent"”, false);
15

19 // Read residual information

20 const dictionary residualDict

21 (

22 solutionDict.subOrEmptyDict("residualControl")

23 i) &

24

25 // Residual controls not shoun

26

Figura 110 — Funcao de leitura de parametros adicionais.

Assim, ao inicializar o algoritmo PIMPLE com valores padrao, o seguinte conjunto

de configuragoes sera utilizado:

o nOQuterCorrectors (nCorrPimple) = 1;

» nCorrectors (nCorrPiso) = 1;

o nNonOrthogonalCorrectors (corrPiso) = 0,
o turbOnFinallterOnly = false;

o« momentumPredictor = true;

e transonic = false;

e consistent = false;

Controles de residuos nao sao configurados.

Estas sdo as funcionalidades bésicas do algoritmo PIMPLE implementado no OpenFOAM.

Outras informagoes podem ser consultadas em Holzmann (2019).
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5.2.4 O mddulo solidificationMeltingSource

O fvOptions é uma estrutura do OpenFOAM que permite ao usuario adicionar
termos fonte as equacdes em tempo de execucdo de maneira simplificada. Uma das
opcoes do fuOptions é o modulo solidificationMeltingSource, que adiciona termos fonte
correspondentes ao método da entalpia-porosidade, brevemente discutido na Sessao 4.5.5 e
encontrado em literaturas como Odone et al. (2013), Odone et al. (2014), Voller ¢ Prakash
(1987a), Brent et al. (1988) e Voller et al. (1987), por exemplo, permitindo a simulagao de

problemas de mudanca de fase focado em solidificacao e fusao de materiais.

Um aspecto da implementacao do solidificationMeltingSource no OpenFOAM a ser
destacado ¢ o calculo da fragao liquida. No método construtor da classe, pode-se observar

como o OpenFOAM inicializa e armazena a variavel da fracao liquida, chamada alphal_:

alphal_
(
I0object
(
name_ + ":alphal",
mesh.time().timeName (),
mesh,
I0object: :READ_IF_PRESENT,
I0object: :AUTO_WRITE
J
mesh,

dimensionedScalar (dimless, Zero),
zeroGradientFvPatchScalarField: : typeName

)

Figura 111 — Inicializagao do campo de fracao liquida.

A variavel alphal , que é um campo escalar do tipo volScalarField, armazena os
valores da fracdo liquida no interior das células (internal field) e ao longo do contorno
da malha (boundary field). Sendo um campo escalar, seu valor pode ser lido e escrito
nos diretérios de tempo presentes no diretério de caso de um problema. Na inicializacao
de um caso, o OpenFOAM procura ler os arquivos de dados dos diversos campos de um
problema como temperatura, velocidade, pressao, dentre outros, na pasta de tempo inicial
(por exemplo, pasta 0). Dentre estes campos, a fragdo liquida pode ser inicializada do
mesmo modo. Como pode-se observar na Figura 111, o valor zero é atribuido como valor
padrao para a fracao liquida caso o usuario nao prescreva outros valores no arquivo. Uma
implicacao desse valor padrao é que ele corresponde a um caso de derretimento de um
material pois, neste caso, encontra-se inicialmente em estado sélido o que corresponde
ao valor da fracao liquida igual a zero. Esse valor nao é meramente arbitrario mas sim

particularizado, visto que o caso modelo de mudanca de fase que vem na instalacao do
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OpenFOAM é o windshield defrosting, um problema de descongelamento (fragao liquida

inicial igual a zero) de para-brisas de automdveis.

Essa limitacao possui algumas implicagdes que o usuario precisa ter cuidado, visto
que o OpenFOAM nao calcula o campo de fracao liquida inicial a partir de outros dados
do problema como valores da temperatura inicial e de fusao do material. Ou ele atribui o
valor inicial igual a zero ou ele 1é outros valores adequados a partir da adequada prescri¢ao
em um arquivo de dados na pasta 0. Assim, se o usuario vai resolver um problema de
solidificagao (fragao liquida inicial igual a um) e nao prescreve um arquivo com esse valor,
0 OpenFOAM vai atribuir o valor inicial da fragdo liquida como zero (valor padrao) e o

comportamento da solugao do problema podera ser comprometido.

Outro ponto a ser destacado refere-se a implementacao de como a fragao liquida é
atualizada ao longo da solu¢do. Em trabalhos como Odone et al. (2013), Voller e Prakash
(1987a) e Brent et al. (1988) verifica-se um processo iterativo que atualiza simultaneamente
o calor latente e a fracao liquida. No OpenFOAM tal processo iterativo é substituido por

uma simples atualizacao da fracao liquida, sem um processo iterativo.

5.3 Comprovacao do buoyantPimpleFoam em problemas de mudanca de fase

Para verificar a capacidade do OpenFOAM em resolver adequadamente problemas
de mudanca de fase, serdo testados dois casos, encontrados em Rady e Mohanty (1996) e
Gau e Viskanta (1986).

O primeiro problema consiste no derretimento de um metal puro (gdlio) em uma
cavidade retangular medindo 8,89 cm de comprimento, 6,35 cm de altura e 3,81 cm de
largura, descrito em Gau e Viskanta (1986). Neste primeiro caso, compara-se os perfis
da frente de fusdo obtidos experimentalmente por Gau e Viskanta (1986) com os perfis
calculados numericamente pelo solver buoyantPimpleFoam do OpenFOAM com auxilio
do fvOptions ajustado para problemas de mudanca de fase. Neste problema, o gélio
encontra-se inicialmente sélido a temperatura de 301, 45K (28,3°C). As paredes superior e
inferior da cavidade encontram-se isoladas termicamente. As paredes esquerda e direita
sao mantidas, respectivamente, as temperaturas fixadas de 311, 15K (38°C) e 301,45K
(28,3°C). J& o campo de velocidades é prescrito com a condigao de ndo escorregamento em
todas as paredes, ou seja, velocidade nula. A Figura 112 ilustra como fica o preenchimento
das condigoes iniciais e de contorno deste problema para a temperatura e velocidade nos

seus respectivos dicionarios no OpenFOAM.
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Figura 112 — Condigoes iniciais e de contorno para a temperatura (esquerda) e velocidade
(direita).

As propriedades termofisicas do galio sao:

« temperatura de fusao 302,93K (29,78°C);
o calor especifico 381,5 J/ (kg K);
 condutividade térmica 32 W/(mK);

o viscosidade 1,81 x 1073 kg/ms;

o densidade 6093 m/s%

« calor latente 80160 J/kg;

o coeficiente de expansao térmica 1.2 x 1074 K 1.

A simulagao foi executada até um tempo maximo de 1200 segundos com um intervalo de
tempo fixo de 0,01 segundos. O processo de derretimento inicia-se com a formagao de uma
frente de fusao a partir da parede esquerda que avanca para a direita ao longo do tempo.
A figura 113 ilustra o campo de velocidades com a frente de fusao (Fragao liquida igual
a 0,5) a esquerda e o campo de temperaturas a direita para os instante de tempo de 19
minutos (1140s).
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Figura 113 — Campo de velocidades, frente de fusdo e temperaturas em 19 min.

A Figura 114 a esquerda exibe os perfis da frente de fusao nos diversos instantes
de tempo (em minutos) indicados obtidas por Gau e Viskanta (1986). Na mesma figura, a
direita, encontram-se as frentes de fusdo nos mesmos instantes de tempo calculadas com o
OpenFOAM.

2 3 6 8 10 125 15 17 19
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Figura 114 — Perfis da frente de fusao em diversos instantes de tempo.

Por fim, a Figura 115 exibe os perfis da frente de fusao obtidos por Gau e Viskanta
(1986) e pela simulacdo com o OpenFOAM juntos, permitindo uma comparac¢ao mais

direta entre os resultados.

O exame da Figura 115 mostra um bom comportamento das curvas obtidas com o
OpenFOAM, embora nao seja exatamente coincidentes em diversos instantes. Algumas
justificativas para este comportamento deve-se ao fato da massa especifica variar com
a temperatura (assumida constante na simulagao) ou algum tipo de isolamento térmico

imperfeito nas paredes inferior e superior do dominio no experimento de Gau e Viskanta
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(1986), permitindo troca de calor com o ambiente exterior. Outra diferenca estd relacionada
a anisotropia do material que também nao foi levada em conta na simulagao.

10 125 15 17 19
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Figura 115 — Comparacao da frente de fusdo entre Gau e Viskanta (1986) e o OpenFOAM.

O segundo problema consiste da solidificacao de estanho em uma cavidade retangular
bidimensional, retratado em Rady e Mohanty (1996). Neste problema, Rady e Mohanty
(1996) compara seus resultados com as medidas experimentais e os dados numéricos de
Wolff e Viskanta (1988). As dimensoes sao 9 cm de comprimento e 6,8 cm de altura. O
estanho encontra-se inicialmente em estado liquido a temperatura de 506,15K (233°C).
As paredes inferior e superior da cavidade encontram-se isoladas termicamente. A parede
lateral esquerda é mantida a 506,15K (233°C) e a parede direita é mantida a 502.15K
(229°C). A condicao de nao escorregamento é aplicada para o campo de velocidades. O
preenchimento dos dicionérios correspondentes as prescri¢oes das condi¢oes iniciais e de
contorno no OpenFOAM sao similares ao problema do derretimento do galio apresentado

anteriormente e, portanto, nao sera exibido. As propriedades do estanho empregadas sao:

 temperatura de fusdo 505,05K (231,9°C);
o calor especifico 230 J/(kg K);

o condutividade térmica 60 W /(mK);

o viscosidade 3,887 x 1073 kg/ms;

o densidade 7300 m/s%;

o calor latente 50446,1 J/kg;
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o coeficiente de expansdo térmica 9,49 x 104K 1.

A duragao maxima da simulacao foi de 6825 s (1,896 hrs) com um passo de tempo varidvel

com o valor inicial de 0,001s. Um frente de mudanca de fase forma-se a partir da parede

direita e avanca para a esquerda conforme o tempo passa

A Figura 116 exibe a esquerda o campo de velocidades e a frente de mudancga de

fase, e a direita o campo de temperaturas, no instante final de tempo.
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Figura 116 — Campo de velocidades, frente de fusao e temperaturas em 6825 s.

Na Figura 117 a esquerda encontra-se a forma da frente de mudanga de fase em
alguns instantes de tempo retiradas de Rady e Mohanty (1996), onde é comparado com os
resultados experimentais e numéricos de Wolff e Viskanta (1988). Na mesma Figura a

direita, encontra-se os perfis de mudanca de fase nos seus correspondentes instantes de

tempo obtidos com o OpenFOAM.
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Figura 117 — Comparagao dos perfis de solidificagdo em diversos instantes de tempo.
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Pode-se observar uma boa relagao com os resultados numéricos de Rady e Mohanty
(1996) e com os resultados experimentais e numéricos de Wolff e Viskanta (1988). Mais
uma vez as discrepancias podem ser explicadas por conta de simplificagoes nos modelos

numéricos empregados pelos autores em relacao aos dados experimentais.

5.4 Andlise da solidificacao de explosivos em granadas

5.4.1 Caracterizacao dos explosivos TNT e composicao B

Uma vez verificada a capacidade do OpenFOAM em resolver problemas de mudanca
de fase, passa-se ao principal objetivo deste capitulo: o efeito da imposicao de diferentes
condic¢oes de resfriamento na etapa de carregamento de explosivos fundidos em moldes
de granadas. Assim, dois explosivos militares foram empregados nas simulagoes: o TNT
(2,4,6-trinitro-tolueno) e a Composigao B. O TNT possui emprego tanto militar quanto civil,
com grande estabilidade quimica e possibilidade de armazenamento por longos periodos.
Pode ser utilizado como reforcador de granadas, minas, torpedos, bombas de aviacao,
cargas de arrebentamento e como componente de dinamites e explosivos plasticos. Possui
um aspecto em forma de escamas ou po de cor amarela. Ja a Composicao B pertence a
uma familia de composi¢oes (A3, A4 e Ab), sendo explosivos de baixa sensibilidade ao
calor, choque e atrito. Sdo empregados em granadas de artilharia e cabegas de guerra. Sua
constituigao é de aproximadamente 40% de TNT e 60% de RDX (ou exogénio). O aspecto
dessas composicoes sao de graos arredondados ou aglomerados cristalinos isentos de forma

agulhada nas cores marrom, rosa, azul e branca. A Figura 118 ilustra esses materiais.

Figura 118 — Aspectos do TNT (a esquerda) e das composigoes (a direita).

Para as simulagoes realizadas, considerou-se que ambos os explosivos se comportam
como fluidos newtonianos incompressiveis, dentro da faixa de temperaturas abordada. As
principais propriedades termo-fisicas do TNT e da composi¢ao B encontram-se nas Tabelas

17 e 18, respectivamente, e podem ser consultadas em Army (1984).
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Tabela 17 — Propriedades do TNT.

Dado Valor Unidade

Densidade (p) 1467 kg/m?

Calor especifico (c) 1478,41 J/kgK

Difusividade térmica (k) 0,2 W/mK

Viscosidade (p) 1,46 x 1072 kg/ms

Temperatura de fusao (7,,) | 353,35 - 80,2 K-°C
Calor latente (L) 96558 J/kg
Coeficiente de expansio (3) | 3,1012 x 1074 Kt

Numero de Prandtl (Pr) 107,92 -

Tabela 18 — Propriedades da Composicao B.

Dado Valor Unidade

Densidade (p) 1690 kg/m?

Calor especifico (c) 1334,256 J/kgK

Difusividade térmica (k) 0,2186 W/mK

Viscosidade (p) 0,3133 kg/ms

Temperatura de fusao (7,,) | 352,15 - 79 K-°C
Calor latente (L) 58938 J/kg
Coeficiente de expansio (3) | 9,681 x 107° K1

Nimero de Prandtl (Pr) 191227 -

5.4.2 Descricao da geometria e das condicoes iniciais e de contorno

A geometria do molde utilizada foi a de uma granada de morteiro de 81 mm
pertencente a fabrica de Juiz de Fora da Industria de Material Bélico do Brasil, IMBEL.
Devido as caracteristicas do corpo da granada e das imposicoes das condi¢oes de contorno,
adotou-se um comportamento axi-simétrico, de modo que apenas um pequeno setor do
corpo da granada foi, efetivamente, usado nas simulagoes, no intuito de reduzir custos
computacionais desnecessarios. O fato do emprego de um setor de pequeno angulo (/= 5°)
em vez de um plano de axi-simetria deve-se a caracteristica do OpenFOAM operar somente
com geometrias em 3 dimensdes, conforme mencionado na descricio do OpenFOAM ao
longo deste capitulo. A Figura 119 exibe o modelo tridimensional e axi-simétrico da

geometria utilizada.
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Figura 119 — Geometria tridimensional (a esquerda) e axi-simétrica (a direita).

A altura da cavidade interna da granada é 0,1877m e a medida do maior raio interno
¢ 0,02975m. A divisao do contorno da geometria e a nomenclatura desses seguimentos

atribuidas para o OpenFOAM sao ilustradas na Figura 120.

top
|
— side-top
wedge
—— side-bot
I
bot

Figura 120 — Nomenclatura dos seguimentos que compoem a geometria.

A regido denominada top representa o topo da granada, por onde assume-se que
seu interior é constantemente alimentado com explosivo fundido a temperatura de fusao.
Esta hipdtese visa garantir a presenca unicamente de explosivo liquido ou sélido no interior
do dominio em todo instante de tempo considerado. Em processos reais de manufatura de
explosivos, este tipo de condigdo é fundamental para evitar a formacao de vazios devido a
contracao de material por causa das variacoes na densidade quando ocorre a passagem do
estado liquido para s6lido. Um modo de se fazer isso ¢ acoplando-se um tipo de funil ao

topo do molde e mantendo este preenchido como o explosivo fundido. As duas primeiras
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sub-figuras encontradas na Figura 102 ilustram bem o caso quando quando o interior
do molde do explosivo nao é constantemente alimentado com o material fundido. No
OpenFOAM, um tipo de condicao de contorno denominada pressurelnletOutlet Velocity
para a velocidade pode ser empregada para modelar este tipo de situacao de preenchimento
continuo de material no interior do dominio. De acordo com Foundation (2020), esta
condigao prescreve gradiente nulo (zeroGradient) em todas as componentes quando ocorre
fluxo para fora do dominio ou um valor fixo (fized Value) quando o fluxo é para dentro
do dominio. Além disso, a condigao pressurelnletOutletVelocity usualmente deve ser
empregada em conjunto com a condicao totalPressure para a pressao, correspondendo a

casos onde ocorre fluxo para dentro do dominio e a velocidade de entrada nao ¢ conhecida.

A parte lateral do corpo da granada é dividida em dois segmentos, com um corte
imaginario tracado horizontalmente a altura de 0,1015m em relacao ao fundo da granada.
A parte lateral superior, denominada side-top, frequentemente é mantida a algum tipo de
aquecimento quando os projéteis se encontram no forno de resfriamento controlado (Figura
99). Usualmente este aquecimento da-se por conveccao forgada, na qual algum tipo de
fluido a uma certa temperatura é direcionado na superficie no projétil. A ideia é manter a
temperatura do explosivo fundido controlada nesta regido, de modo que a solidificacao
proceda do fundo para o topo do molde, evitando-se a formacao de vazios indesejaveis
no seu interior. Neste trabalho, a regiao side-top foi submetida a convecgao forcada com
diferentes temperaturas nos primeiros testes e depois submetida a convec¢do natural
nos demais experimentos. A parte lateral inferior, denominada side-bot, foi submetida a
convecgao natural primeiramente nos testes iniciais e depois a convecgao forcada. Assim,
alterna-se a submissao das partes laterais superior e inferior a convecgao natural e forcada.
Por conveccao natural, neste caso, entende-se que esta regiao foi submetida a convecgao
em que o fluido em contato encontra-se a temperatura ambiente. Esta modelagem pode
corresponder a um aparato em que o corpo da granada fica parcialmente submerso em
um liquido mantido a temperatura ambiente enquanto sua outra metade fica submetida a
imposicao de diferentes temperaturas de convecgao (convecgao for¢ada). No caso inverso,
pode-se manter o ar em temperatura ambiente enquanto o liquido é aquecido a diferentes
temperaturas. Um tipico equipamento correspondente a essa descricao ¢ o carrinho de
carga na Figura 100, onde seu recipiente pode ser preenchido com liquido onde o projétil
fica parcialmente submerso enquanto a parte superior fica exposta ao aquecedor do forno
de resfriamento. Matematicamente, tanto a conveccao forcada quanto a natural podem ser
modeladas por uma condi¢ao de contorno de terceiro tipo ou de Robin (Incropera et al.,
2014).

Por fim, para o fundo do molde, denominado bot adotou-se para o modelo como
prescricao de condigao de contorno o isolamento térmico e ao eixo de axi-simetria é imposta
um tipo de condicao de contorno especial presente no OpenFOAM denominada wedge, que

indica ao solver que esta regiao ¢, justamente, um eixo de axi-simetria. (Foundation, 2020)
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Assim, as condigoes iniciais e de contorno para cada uma das principais variaveis
do problema podem ser resumidas de acordo com a Tabela 19, sendo as mesmas utilizadas

tanto para a simulacao com o TNT quanto para a composicao B.

Tabela 19 — Condigoes iniciais e de contorno das analises com o TNT e Composi¢ao B.

variavel T (K) % p (Pa)
condigbes iniciais | 358,15 (000) 0
top 358,15 | pressurelnletOutlet Velocity | totalPressure
side-top Robin (000) Vp=0
side-bot Robin (000) Vp=0
bot VT =0 (000) Vp=0

Para termos de conferéncia, no Apéndice , todas as condigoes iniciais e de contorno

sao exibidas exatamente como sao descritas nos arquivos do OpenFOAM.

5.4.3 Experimentos executados e condi¢cao de contorno de Robin

A conveccao, natural ou forcada, é representada pela lei de resfriamento de Newton
e modelada numericamente como condi¢ao de contorno de Robin. Para sua formulagao,
é necessario a temperatura do fluido em contato com a superficie do molde (T) e o
coeficiente de conveccao. Neste trabalho, a conveccao é baseada no ar como o fluido que é
direcionado e esta em contato com a superficie lateral do corpo da granada e, portanto, o
coeficiente de conveccao serd representado por h,,.. A formulagdo da condicao de contorno
de Robin usada neste trabalho é baseada nos trabalhos de Incropera et al. (2014) e Soares,
sendo os dados relevantes para os experimentos aqui executados tirados diretamente desses

textos.

Para os experimentos realizados com a solidificacdo do TNT sera empregado a
nomenclatura El e, para a composicao B, E2. Os experimentos com cada material
sao divididos em dois grupos. No primeiro grupo com o TNT, os experimentos sao
denominados de E1-1 até E1-5, caracterizados pela presenca de conveccao forcada com
diferentes temperaturas do ar em contato com a lateral superior (side-top) do corpo da
granada enquanto a lateral inferior (side-bot) é mantida em convecgao natural. No segundo
grupo, E1-6 até E1-9, essa situagao é invertida, ou seja, a conveccao forcada passa a
atuar na lateral superior enquanto a lateral inferior fica sob convec¢ao natural. De modo
similar é caracterizacao dos experimentos com a composicao B. Nos testes de E2-1 até
E2-5, a lateral superior fica sob conveccao forcada enquanto a lateral inferior é mantida

em conveccao natural e nos testes de E2-6 até E2-9 esta situagao ¢ invertida.

A Tabela 20 resume a caracterizacao dos experimentos executados. Em relacao ao
coeficiente de convecgao, deve-se observar que quando ambas as regioes laterais superior e

inferior encontram-se sob convecgao natural, seu valor é h,,. = 5,1067(W/K). Nos demais
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casos, ou seja, com uma regiao sob convecgao natural e a outra sob forcada, na regiao sob
convecgao natural o valor é h,,. = 5,9139(W/K).

Tabela 20 — Experimentos executados.

H Experimento ‘ Tipo de convecgao por regiao ‘ Temperatura (K) ‘ Coef. de convec¢ao (W/K) H

B/ B2 | s ot
12 R |t D, T
1 B2y [ et s o
Lt Rt | et D, T
B1s ms |l b, o
16/ B [ e T
L7/ par [ e i
Bl /s [ SO et S
Lo/ pzo | e T

5.4.4 Procedimentos e resultados

A geometria axi-simétrica utilizada foi discretizada com uma malha nao-estruturada
contendo 1877 nés e 1786 volumes. Um esboco dessa malha pode ser observado na Figura
121.

Figura 121 — Malha utilizada nos experimentos.

A discretizagao espacial consiste no esquema upwind para os termos convectivos,
linear para os termos difusivos presentes nas equacoes de conservacao de movimento e
harmonico para os termos difusivos na equagao de conservagao da energia. A discretizagao
temporal conta com o esquema implicito, adotando-se um passo de tempo adaptativo com
valor inicial de 0,01s e de 1s como valor maximo, limitado a um nimero de Courant de 0,1.
A execucao de todos os casos foi feita com o buoyantPimpleFoam rodado em paralelo. O
tempo méaximo de simulagao dos experimentos que sao ilustrados neste texto é de 21600s

(6hrs), sendo que em alguns casos o tempo necessario para a solidificagdo completa do
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explosivo foi cerca de 28800s (8hrs). Os instantes de tempo nos quais sao exibidos o avango
da frente de mudanga de fase sdo: 1800s (0,5hrs), 3600s (1hr), 5400s (1,5hrs), 7200s (2hrs),
10800s (3hrs), 14400s (4hrs), 18000s (5hrs) e 21600s (6hrs) em todos os casos. As curvas
que indicam a frente de mudanca de fase correspondem a iso-curva da fracao liquida de

valor 0,5.

As Figuras 122 e 123 exibem os perfis de solidificagdo dos casos E1-1 até E1-5
nos instantes indicados. O caso E1-1, correspondendo a imposicao de convec¢ao natural
em toda a lateral do projétil, é considerado o caso de controle. Observa-se que a forma
da frente de solidificacao neste caso é bastante regular em todos os instantes de tempo
considerados. Os casos, E1-2 a E1-5, correspondem a imposicao de conveccao forcada na
parte lateral superior em diferentes temperaturas enquanto a lateral inferior ¢ mantida
sobre resfriamento natural. Nestes testes, observa-se um avanco da frente de solidificacao
mais pronunciado nas regioes sob convecgao forcada, evidenciado principalmente pelos
casos E1-2 e E1-3.

1800s 3600s 5400s 7200s

W E1-1
W E1-2
N WE-3
WE4

WE1-5

Figura 122 — Experimentos E1-1 a E1-5: frente de solidificacao nos instantes 1800s, 3600s,
5400s e 7200s.
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Figura 123 — Experimentos E1-1 a E1-5: frente de solidificagao nos instantes 10800s,
14400s, 18000s e 21600s.

Entre os instantes 5400s e 7200s observa-se um comportamento indesejado do caso
E1-2 em que parte do TNT ja se solidificou completamente em uma por¢ao na metade
superior do interior da granada, resultando na formagao de uma regiao contendo material
em estado liquido cercado pelo material s6lido. Embora na simulagao computacional
esta regiao tenha se solidificado posteriormente, na pratica este comportamento poderia
resultar em alguma formagao de vazio e enfraquecimento desta regiao que, como discutido
anteriormente, torna a utilizacao do projétil final perigosa, basicamente sendo necessario o
descarte completo do produto final solidificado, acarretando em desperdicios de tempo,
material e dinheiro. Observacoes similares podem ser feitas para o caso E1-3 em que entre
os instantes 7200s e 10800s uma regiao de material liquido cercado por sélido se formou e
que foi quase eliminada no instante 10800s e totalmente solidificada entre 10800s e 14400s
nas simulagoes numeéricas. Assim como no caso E1-2, este é um comportamento que deve
ser evitado na manufatura do explosivo pois pode inviabilizar o seu uso e ser necessério
o descarte do produto final. O caso E1-4 apresenta um dos melhores comportamentos
de avanco da frente de solidificacdo em todos os instantes de tempo, onde a porcao
inferior do molde se solidifica de baixo para cima e da lateral para o interior enquanto a
porcao superior tem a solidificacao controlada, apresentando um bom avango da frente ao
mesmo tempo em que nao se solidifica antes das partes inferiores. O TNT apresenta-se
praticamente todo solidificado em 18000s e totalmente em 21600s. O comportamento do

experimento K1-5 é bastante similar ao caso E1-4, se solidificando primeiro na metade
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inferior do molde nos instantes primarios para entao se solidificar por completo ao longo
dos instantes finais. Porém neste caso o avanco da frente de solidificacao nas porgoes
superiores é muito mais lento se comparado ao caso E1-4 e aos demais casos, nao tendo se
solidificado completamente em 21600s, comportamento que s6 vem a ser atingido com mais
de 28800s. Embora o perfil de solidificacao deste caso seja desejado, o tempo necessario
para a completa solidificacao é consideravelmente longo, sendo desencorajado em situagoes
praticas visto que outros testes apresentaram uma solidificacao adequada com um tempo

reduzido.

As Figuras 124 e 125 exibem os perfis da frente de solidificagdo dos casos E1-6
a E1-9 e do caso E1-1 como caso de controle nos instantes de tempo indicados. Nestes
experimentos, a regiao lateral inferior do projétil foi submetida a conveccao forcada em
diferentes temperaturas enquanto a regiao lateral inferior foi mantida sob convecgao

natural.

Assim como nos casos E1-1 a E1-5, os casos E1-6 a E1-9 apresentam um perfil
da frente de solidificacao mais pronunciado nas regides correspondentes a condigao de
conveccao forcada. O caso E1-6 apresenta o avango mais rapido da frente de solidificagao
na porcao inferior do projétil, enquanto a velocidade deste avancgo vai se tornando mais
lenta nos demais casos de convecc¢ao forcada. Diferentemente dos experimentos El1-1 a
E1-5 em que, especificamente, os casos E1-2 e E1-3 apresentaram a formagao de uma
regiao liquida envolta de uma regiao de TNT solidificado, apenas o caso E1-9 apresentou
comportamento similar. A formacao desta regiao em estado liquido envolta de sélido se
da entre os instantes 10800s e 14400s se prolongando até um tempo pouco maior que
18000s. Pelos mesmos motivos dos casos E1-2 e E1-3, o comportamento do experimento
E1-9 é totalmente indesejado em uma situacao real de manufatura de explosivos. Pode-se
considerar o comportamento dos demais casos como bastante adequados, pois o progresso da
solidificagao ocorre de baixo para cima se a formacao sub-regioes liquidas e solidificando-se

completamente entre os instantes 18000s e 21600s.
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%

Figura 124 — Experimentos E1-6 a E1-9: frente de solidificacao nos instantes 1800s, 3600s,
5400s e 7200s.

10800s 14400s 18000s 21600s
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Figura 125 — Experimentos E1-6 a E1-9: frente de solidificagao nos instantes 10800s,
14400s, 18000s e 21600s.
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As Figuras 126 e 127 representam as frentes de solidificagao dos experimentos FE2-1
a E2-5, ou seja, com a composicao B, nos instantes de tempo indicados. Observa-se o
avanco proeminente da frente de solidificacao principalmente nos casos E2-2 e E2-3, tanto
que resultam na formacgao de uma regiao da composicao B em estado liquido ilhada por
regides solidas. Nos experimento E2-2 essa formagao ilhada se dé entre os instantes 3600s
e 5400s sendo posteriormente eliminada em algum momento entre os instantes 7200s e
10800s. J& no experimento E2-3 esta formacao ocorre entre os instantes 5400s e 7200s,
e dissipa-se entre 72000s e 10800s. Assim como explicado no caso do TNT, a formacao
dessas regioes de material liquido ilhado por sélido é um comportamento inadequado e
que deve ser evitado na manufatura real dos explosivos, pois este efeito é dificilmente
dissipado tao bem no experimento real do que no caso numérico, o que certamente vai
ocasionar desperdicios de tempo, materiais e dinheiro. O caso E2-5 apresenta o tempo
de solidificacao total mais longo pois, como pode ser observado, ainda nao encontra-se

totalmente solidificado com 21600s, sendo o tempo necessario para isso maior que 28800s.
1800s 3600s 5400s 7200s

Figura 126 — Experimentos E2-1 a E2-5: frente de solidificacao nos instantes 1800s, 3600s,
5400s e 7200s.
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Figura 127 — Experimentos E2-1 a E2-5: frente de solidificagao nos instantes 10800s,
14400s, 18000s e 21600s.
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Figura 128 — Experimentos E2-6 a E2-9: frente de solidificagao nos instantes 1800s, 3600s,
5400s e 7200s.
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Figura 129 — Experimentos E2-6 a E2-9: frente de solidificagao nos instantes 10800s,
14400s, 18000s e 21600s.

As Figuras 128 e 129 correspondem aos experimentos E2-6 a E2-9 e tomam como
referéncia o caso de resfriamento natural E2-1. Observa-se a proeminéncia das curvas
de solidificagdo nas regioes mantidas sob a convecgao forgada que, nestes casos, sao a
lateral inferior do projétil. As observagoes sobre os casos E2-6 a E2-8 estao relacionadas
aos tempos intermedidrios de solidificacao pois sao bem distintos entre 1800s e 7200s e
bastante coincidentes a partir de 10800s, sendo que em cerca de 14400 a composicao B
encontra-se quase completamente solidificada em todo o interior do projétil. O caso FE2-9
apresenta o comportamento a ser evitado, pois desenvolve a presenca de uma regiao liquida
ilhada por sélido. Para outras eventuais verificagoes relacionadas ao avanco da frente de
mudanca de fase, no Apéndice encontram-se os contornos da fracao liquida individuais
para cada um dos experimentos realizados com a solidificagdo de material explosivo em
moldes de projéteis, cujos casos sdo resumidos na Tabela 20. Neste capitulo foi apresentado
o OpenFOAM com foco em uma de suas aplicagoes, o buoyantPimpleFoam e o médulo
solidificationMeltingSource. Foi estudado alguns detalhes de sua implementagao visando
compreender melhor algumas particularidades, potencialidade e eventuais limitacoes da
aplicagao. O principal objetivo do emprego deste programa foi o estudo da imposicao
de diferentes condicoes de resfriamento na evolucao da frente de mudanca de fase em
um projétil de granada de grande calibre. De acordo com a descricao das etapas do
processo de carregamento, empregou-se como principal condi¢ao de contorno a de Robin.

Assim, a prescricao de diferentes temperaturas para o fluido em contato com o molde
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foi um dos principais fatores que influenciaram tanto na forma quanto na evolucao da
frente de mudanca de fase em cada caso. Fiou evidente que a imposicao de determinadas
temperaturas no processo pode ocasionar a formagao de vazios no interior material
solidificado. Embora na solu¢gdo numérica essas regioes vazias sejam eventualmente
preenchidas, tal preenchimento dificilmente ocorre na situacado de manufatura real do
explosivo. Assim, essas solugoes numéricas sao vital importancia para o processo real do
explosivo pois fornecem indicagoes sobre formas adequadas de se realizar o resfriamento

do material
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Ao longo de todo este trabalho, procurou-se pesquisar e estudar diversos tépi-
cos relacionados a mecanica do continuo, com énfase principal na dinadmica dos fluidos
computacional. Uma das principais motivacoes dessas pesquisas foi a compreensao da
fenomenologia envolvida em problemas de transferéncia de calor com mudanca de fase ou,
simplesmente como ¢ mais conhecido, problemas de mudanca de fase. Este ¢ um fenomeno
no qual todos tem alguma familiaridade no seu cotidiano, seja observando um cubo de gelo
se derretendo e a agua que se torna vapor em uma peca de roupa secando no varal, por
exemplo. Mas o fenomeno de mudanca de fase também possui aplicacdes importantissimas
em campos como a engenharia e industrias, sendo especificamente mais importantes os

processos de fusao e solidificagao.

Um primeiro estudo desses processos usualmente inicia-se com os chamados proble-
mas de Stefan, que modelam casos bem simplificados e com poucas utilidades praticas.
Processos mais elaborados requerem o estudo das equagoes basicas da dinamica dos fluidos,
como as equagoes de conservacao da quantidade de movimento, equacoes de Navier-Stokes
e a equacao da energia. Além disso, é necessario o estudo de métodos especificos que
tratem do fendomeno de mudanca de fase. Com isso, no Capitulo 2 foi apresentada uma
formulagao para as principais equagoes governantes da dinamica dos fluidos, incluindo a

equacao da energia.

E um fato bastante conhecido que as equacoes como a de Navier-Stokes nao apresen-
tam solugdes analiticas em suas formas mais gerais. Com isso, o estudo e desenvolvimento
de métodos numéricos para a discretizacao e solucao dessas equagoes sao fundamentais
e constituiram um do pilares essenciais do presente trabalho. A técnica de discretizacao
por meio da subdivisdo do dominio do problemas em volumes elementares e subsequente
integracao das equacgoes nesses volumes, o Método dos Volumes Finitos foi amplamente
trabalhado. Em sua formulacao mais simples, a divisdo do dominio é feita com uma
malha regular e uniforme de elementos quadrilaterais, nos quais ocorrem a integracao
das equacoes governantes e a aproximacgao de seus termos. Dada a complexidade das
equagoes relacionadas, que envolvem nao-linearidades e acoplamento de propriedades em
equagoes diferentes, frequentemente sao empregados métodos de carater iterativo como
procedimento de solucao. No contexto do Método dos Volumes Finitos, uma familia
de métodos derivados do algoritmo SIMPLE (Patankar, 1980) é amplamente utilizada.
Embora métodos como o SIMPLE resolvam bem as questoes de acoplamento e nao linea-
ridades, este método possui simplificagoes em sua formulacao que acabam tornando-se
necessario o emprego de fatores de relaxagao para evitar problemas de convergéncia na
solucao. Embora seja usual o emprego de valores fixos para estes fatores, pode essa nao ser
a melhor estratégia em muitos casos, pois podem afetar significantemente a velocidade de

convergéncia e, consequentemente, o tempo de execuc¢ao do processo. Assim, no Capitulo
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3 foi estudado um método de variagao dos fatores de relaxacdo ao longo de um processo
de solugao visando reduzir os tempos de execucao. O método apresentado funcionou
relativamente bem para os casos estudados, reduzindo o nimero de iteracoes e o tempo de
execucao em até 50% em alguns casos. O método e os resultados fizeram parte de um
artigo apresentado e publicado pelo presente autor durante o ENIEF 2016 (Odone et al.,
2016).

O Método dos Volumes Finitos cldssico, apresentado tal como em Patankar (1980)
e Versteeg e Malalasekera (2007), por exemplo, constituem a base do estudo deste método.
Porém, o emprego de malhas regulares e estruturadas em geometrias complexas nao é tao
adequado, uma vez que se torna dificil cobrir adequadamente o dominio em questao com
este tipo de malha. Consequentemente, geometrias mais complexas e que reproduzam
com maior fidelidade algum problema do mundo real requerem o emprego de malhas de
elementos nao-estruturadas. No ambito do Método dos Volumes Finitos, embora existam
formulacoes para estes casos, ainda é bastante escassa a formulagoes e o emprego de tais
métodos para malhas nao-estruturadas. Tendo as formulagoes baseadas em volumes finitos
grande apelo a conservatividade, uma das propriedades mais desejadas na formulacao de
um método numérico, é fundamental o desenvolvimento e emprego dessas formulagoes
para malhas nao estruturadas. Assim, outro do ponto de grande destaque neste trabalho
foi o estudo e desenvolvimento do Método de Volumes de Controle baseados em Elementos
Finitos (CVFEM), abordado ao longo do Capitulo 4. Trata-se de uma formulagao onde
volumes de controle sao construidos de um modo bem especifico a partir de uma malha
de elementos nao-estruturada. As equagoes, uma integradas nesses volumes finitos, tem
seus termos aproximados por meio de func¢oes de forma similares aquelas encontradas no
Método dos Elementos Finitos. Um dos principais destaques da formulacao do CVFEM
apresentada, foi a elaboragao de uma forma de estabilizacdo da funcao de interpolacao
linear para os termos convectivos. E um fato bastante conhecido nas formulacoes de
métodos numéricos que o emprego de fungoes de forma lineares em termos convectivos
resultam em solugoes altamente oscilatérias quando o nimero de Peclet ou equivalente
aumenta de valor, e que em nada representam a solucao real do problema. Porém, ao se
aplicar um tipo de estabilizacao para este tipo de formulacao, pode-se obter solucoes tao
boas ou até melhores que aquelas formuladas com discretizagdes populares como o upwind.
De fato, pode-se constatar que os resultados advindos desta estabilizacao foram bastante
satisfatérios, sendo comparados a estabilizacoes similares no contexto do Método dos
Elementos Finitos. Ainda neste capitulo, apresentou-se a formulagao do algoritmo SIMPLE
empregando-se o CVFEM. O método foi empregado em diversos testes, desde problemas
simples de advecao-difusao a problemas envolvendo escoamentos e também com mudanca
de fase, tomando como base uma formulagao baseada no método da entalpia-porosidade
paras este tipo de problema. Os resultados destes testes mostraram boa confiabilidade das

solugoes obtidas com o CVFEM, porém ainda é necessario um maior refinamento em suas
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implementagoes.

Uma das principais aplicacoes do estudo de problemas de mudanca de fase foi
tratado ao longo do Capitulo 5. Consiste na aplicacao de diferentes condicoes de res-
friamento de materiais energéticos fundidos em moldes de granadas de grosso calibre.
Algumas das principais motivagoes desse estudo decorrem da necessidade de um cuidadoso
processo de manufatura e monitoramento das etapas até o produto final. Se determinados
procedimentos adequados nao forem tomados, alguns tipos de defeitos podem inviabilizar
o uso em campo dos explosivos fabricados pois podem levar a acidentes catastroficos como
detonacgao sua prematura. Assim, para se evitar acidentes e desperdicios de matéria-prima,
recursos financeiros e de tempo, pode ser de grande utilidade a simulagdo computacional
dos processos de manufatura desses explosivos. Para esta finalidade, o pacote de utilidades
computacionais voltado para aplicagoes em mecanica dos fluidos e do continuo em geral,
OpenFOAM, foi abordado. Dentre as mais diversas aplica¢oes contidas em sua implemen-
tacao, o solver buoyantPimpleFoam foi o destacado para resolver as simulagoes relacionadas
ao processo de solidificacao dos materiais explosivos em moldes. A implementacao do
processo de mudanca de fase se deu por meio de um moédulo chamado fuOptions que, dentre
outras utilidades, pode ser usado para implementar termos fonte relacionados ao método
da entalpia-porosidade para problemas de mudanca de fase. Detalhes das implementagoes
do médulo, do solver e seu algoritmo principal, PIMPLE, foram estudos e detalhados
a fim de compreender bem suas principais funcionalidade, potencialidades e até mesmo
algumas possiveis limitacoes. Sua aplicacdo em problemas de mudanca de fase foi validada
com a comparacao de resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura
com seus resultados numéricos obtidos, o que permitiu sua aplicacao aos problemas de
solidificagao de explosivos em moldes de granada. Essa andlise consistiu no estudo do efeito
da imposicao de diferentes condigoes de resfriamento por convecgao na evolucao da frente
de solidificacao de dois explosivos fundamentais: o TN'T e a composicao B. Uma série de
experimentos a diferentes temperaturas de convecgao em uma geometria axi-simétrica de
uma granada de morteiro de 8lmm foi realizada com ambos explosivos. A analise dos
resultados mostrou como a imposicao de diferentes temperaturas de convecgdo podem
afetar significativamente a forma e o tempo de evolugao da frente de solidificacao. Em
alguns casos, foi constatado que certas condi¢oes devem ser evitadas a fim de se evitar

problemas graves com o material solidificado.

O estudo da evolucao da frente de solidificacdo em um processo complexo como a
manufatura de materiais explosivos constitui um etapa importante da analise numérica
desses processos, mas nao a Unica a ser considerada. Além da consideracao dos efeitos
da transferéncia de calor, do escoamento e da mudanca de fase, a analise de tensoes
desempenham um papel fundamental para a determinagao da qualidade do material final
solidificado. Assim, uma continuacio direta do conteiido deste trabalho, consiste na

analise e desenvolvimento de métodos para tratamento das tensoes térmicas residuais que
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surgem no explosivo solidificado. Alguns modelos que podem ser empregados com essa
finalidade podem ser encontrados em Teskeredzi¢ et al. (2002), Teskeredzié¢ et al. (2015a)
e Teskeredzi¢ et al. (2015b), por exemplo. A implementagao podera ser feita através
do CVFEM apresentado neste texto e desenvolvida em Python, ou até mesmo por meio
dos solvers apropriados para a andlise de tensoes encontrados no OpenFOAM. Ainda
assim, serda fundamental compreender bem a implementacao desses codigos a fim de fazer

modificagoes que permitam acoplar o problema de mudanca de fase a andlise de tensoes.
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Condigoes iniciais e de contorno usadas nos experimentos de solidificagao de

T

explosivos em projéteis

F ield | OpenF0AM: The Open Source CFD Toolbox
W /0 peraiion Version: w1812
T & nd Web: v, DpenFOaM. com
A M anipulation |
FoamFile
v { )
version 2.0
format ascii:
class volScalarField;
object p:
¥
) T T T T T T T T R N R A S A T T T S R T A S R R R Ry
dimensions [1-1-2882848]
internalField uniform @;
boundaryrField
v {
front
- {
type wedge;
}
back
= {
type wedge;
top
< {
type calculated;
value SinternalField;
1
bot
v {
type calculated;
value SinternalField;
side-top
v {
type calculated;
value SinternalField:
side-bot
v 1
type calculated;
value SinternalField;
}
ko

Figura 130 — Condigoes iniciais e de contorno: arquivo p.
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| OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

Y ____ ] (=Y
3 A f Field

4 | NN /0 peration | version:
5 | 5 & nd | wWeb:

B | WA M anipulation |

%  FoamFile

8 w{
1@ version 2.08:
1.1 format ascii;
12 class volScalarField;
13 object p_rgh;
4 T}
15 A g A A i
16 dimensions [1-1-28280848];
17 internalField uniform 2:
18 boundaryField

19 w
20 bot
21 w i
232 type fixedGradient;
23 gradient uniform G;
24
25 top
20 W
Fi type totalPressure;
28 pB uniform £;
29

30 side-top

31w {

32 type fixedGradient;
13 gradient uniform @:

34

35 side-bot

36 w {

A7 type fixedGradient;
39 gradient uniform @;

30 1
468 front

1w {

42 type wedge;
43 1
44 back

45 w {

45 type wedge;

a7

48 '}

49 rr

vigia
Wi . OpenFOAM . com

Figura 131 — Condicoes iniciais e de contorno: arquivo p_ rgh.



L. [ =S Y 51 N

=1}

=
i T - - R

Yook " i |
1L+ & g [ R %

o
[

18

Bl et
el O |

b
Pl

Nl B

LRSI e M L S

e T T R R e R T T

J Ll

(=

fad Bl Lad Bl Bt Lid

¥ 00

v/ T T
| AN f Field | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox
| A / 0O peration | version: ‘3:.8.8
| Y A nd | Web: Wiened . OpenFOAM . org
| NS M anipulation |
FoamFile
vl
version 2.8
format ascii;
class volScalarField;
object sMS1:alphal;
}
F/OF R R B B B E B B B B ® B B 8 B F B B 8 8 F B B B F F B B F F E R R R R
dimensions [68 80888 8];
internalField uniform 1;
boundaryField
vi
side-top
v {
type zeroGradient;
side-bot
v £
type zeroGradient;
top
v {
type zeroGradient;
bot
v £
type zeroGradient;
front
v {
type wedge;
}
back
v %
type wedge;
R R T e T

Figura 132 — Condigoes iniciais e de contorno: arquivo solidificationMeltingSourcel:alphal.
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L% /' Field | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox |
NN / 0 peration | Version: wviB12 |
WV A nd | wWeb: Wi . OpenFOaM . com |
| LR V4 M anipulation | |
- T . | '
FoamFile
{ _
version 2.8
format ascii;
class volScalarField;
object g
1
) T T R R R R R R R R R R R R S e E s e E wE R R R Ry
dimensions o= i e O B B
internalField uniform 358.15;
boundaryField
B o
side-top
type codedMixed;
valueFraction uniform 1;
refvalue uniform 298.15;
refGradient uniform B;
name convectionSideTop;
code
#
scalar kappa = 0.2;
scalar h = 5.1067;
this-zrefGrad() =
this- >va1ueFract10n() h/(kappa * this-=patch().deltaCoeffs() + h)
#h
side-bot
{ ;
type codedMixed;
valueFraction upiform 1;
refValue uniform 288.15;
refGradient uniform @;
name convectionSideBot;
code
#
scalar kappa = 0.2;
scalar h = 5.1067;
this-=referad() =
this- >valueFract10n{] h/(kappa * this->patch().deltaCoeffs() + h)
#};
}
top
{ _
type fixedValue;
value uniform 3538.15;
}
bot
{ _ _
type fixedGradient;
gradient uniform @;
}
front
{
type wedge;
¥
back
-
type wedge;

Figura 133 — Condigbes iniciais e de contorno: arquivo T.
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T e e e e e e S 1 S S e e e e e e e "N
! e ! |_-
| N f F ield | DpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox
| M\ / 0 peration | Version: vi1Bl12 |
| oo/ A nd | Web: wend . DpenFOaM. com |
| YW M anipulation | |
B e .
FoamFile

v{

version 2.8;
format ascii;
class volVectorField;
object u;
1
l'llll. - - - - - - - : . - 5 5 . 5 5 - - - - - - - . - - - - - - - - - - - - - - l'l_r.
dimensions [B1-1880aQ];
internalField upiform (B 8 @);
boundaryField
wi
top
v {
type pressureInletOutletVelocity;
value SinternalField;
}
bot
v {
type fixedvalue;
value uniform (0 0 @);
side-top
v
type fixedValue;
value uniform (@ 0 @);
3 side-bot
v {
type fixedvalue;
value uniform (8 0 @);
8 front
. v -[
z type wedge;
}
back
5 w {
type wedge;
l'.-lr' LS S 8828883888888 8 8880888888888 8888888888888 8888888888888 8888888888888 lllllll

Figura 134 — Condigbes iniciais e de contorno: arquivo U.
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Contornos da fragao liquida de todos os testes executados

1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 135 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-1.
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Figura 136 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-2.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 137 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-3.
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Figura 138 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-4.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 139 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-5.
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Figura 140 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-6.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 141 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-7.
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Figura 142 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-8.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s
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Figura 143 — Contornos da fracao liquida - experimento E1-9.
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Figura 144 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-1.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 145 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-2.
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Figura 146 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-3.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s
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Figura 147 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-4.
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Figura 148 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-5.

1 Dea+00

0

— 07
— 0.6

- 0.3
o2
o1
0.0e+00

fragao liquida




190

1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 149 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-6.
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Figura 150 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-7.
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1800s 3600s 5400s 7200s 10800s 14400s 18000s 21600s

Figura 151 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-8.
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Figura 152 — Contornos da fracao liquida - experimento E2-9.
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