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RESUMO

Neste trabalho, estudamos alguns aspectos de estimagao dos parametros na classe de dis-
tribui¢oes misturas de escala skew-normal, especificamente no modelo Skew-t (ST). A
distribuicao ST possui propriedades interessantes e importantes, como o fato de admitir
uma representacao estocastica que facilita a implementacao do algoritmo EM, permite
combinar assimetria com as caudas pesadas, possui como casos particulares as distribui-
¢oes Skew-Cauchy, Skew-normal, t-Student e normal, além de atribuir pesos diferentes
para cada observacao e consequentemente controlar a influéncia da observacdo no pro-
cesso de estimacao. A estimacao dos pardmetros sera feita pelo método de estimacao
de maxima verossimilhanca L, (ML,). Devido a representagao de mistura de escala da
distribuicao ST, adaptamos o algoritmo EM para obter os estimadores de ML, para todos
os parametros do modelo ST, inclusive para os graus de liberdade. Além disso, discutimos

a robustez deste método de estimacao sob o modelo de interesse.

Palavras-chave: Algoritmo EM. Assimetria. Distancia de Mahalanobis. Distribuicao

Skew-t. Método de Maxima Verossimilhanca L,. Robustez.






ABSTRACT

In this work, some aspects of estimation in the class of scale mixtures skew-normal distri-
butions were taken into account, specifically in the Skew-t (ST) model. The ST distribu-
tion has interesting and important properties, such as the fact of admitting a stochastic
representation that facilitates the implementation of the EM algorithm, allows combining
asymmetry with heavy tails, it also has as particular cases of distributions the Skew-
Cauchy, Skew-Normal, t-Student and normal, besides assigning different weights to each
observation and consequently controlling the influence of observation in the estimation
process. The parameters will be estimated using the maximum L,-likelihood estima-
tion method (ML,). Due to the scale mixture representation of the ST distribution, we
adapted the EM algorithm for the estimators ML, for all ST model parameters, including
the degrees of freedom. In addition, we discuss the robustness of this estimation method

under the model of interest.

Keywords: EM Algorithm. Skewness. Mahalanobis Distance. Skew-t Distribution. Max-
imum L, Likelihood Method. Robustness.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Eventos raros possuem grande importancia em diferentes dominios das ciéncias so-
ciais ou naturais, conforme podemos ver em [38]. Como, por exemplo, as altas velocidades
de vento e temperaturas extremas sao de grande importancia para a meteorologia; a ocor-
réncia de ondas extremas, chuvas e inundagoes para a oceanografia e para a hidrologia.
Do mesmo modo como a ocorréncia de epidemias generalizadas e virulentas é de grande
importancia na epidemiologia; veja [32], [33], [60] e [59]. Podemos notar que apesar de
serem raros, tais dados atipicos podem alterar substancialmente a inferéncia estatistica
quando retirados do conjunto de dados. Na literatura estatistica tem havido portanto,
grande interesse na deteccao de tais observagoes com o intuito de avaliar o impacto das

mesmas no modelo ajustado.

E bem conhecido que a inferéncia sob a distribuicio normal é vulnerdvel a dados
atipicos, para mais detalhes veja [64] e [40]. A distribuigao t-Student fornece uma alter-
nativa flexivel e robusta para a distribuicdo normal. A distribuicao t-Student possui o
parametro graus de liberdade que é o responsavel pela flexibilidade desta distribuicao por
controlar a curtose e a espessura da cauda, sendo por isso conhecido como parametro de
forma. Quanto menor o valor atribuido aos graus de liberdade, temos caudas mais pesa-
das e podemos recuperar a distribuicao normal no caso limite da distribuicao t-Student,
ao tender os graus de liberdade ao infinito. Além disso, a distribuigdo t-Student pertence
a familia das distribuigoes elipticas e é uma mistura de escala da distribuicdo normal;
veja [23] e [40]. Porém, quando os dados demonstram um comportamento assimétrico,
podemos fazer a modelagem dos mesmos através de membros da classe de distribuig¢oes

assimétricas, também denominadas de skew-elipticas; veja [14].

Dessa forma, uma consideravel pesquisa tem sido feita para introduzir familias pa-
ramétricas flexiveis que acomodem desvios da suposi¢gao de normalidade/simetria. Nesta
linha de pesquisa, destaca-se a classe de distribuicoes misturas de escala skew-normal,
conforme discutida em [14], [36], [37] e [64], por exemplo. Esta classe de distribuigdes tem
sido usada em diversas aplicagoes estatisticas para inferéncia robusta e compreende as
distribuigoes misturas de escala normal (por exemplo, normal e t-Student), skew-normal,

skew-t, entre outras.

Neste trabalho, desenvolvemos alguns resultados adicionais para a distribuicao
Skew-t (ST), introduzida por [14] e estudada com mais detalhes em [7]. As principais
caracteristicas relacionadas a familia ST, tais como, assimetria e caudas pesadas, serao

apresentadas no préoximo capitulo. Aqui estaremos apenas evidenciando sua utilidade para
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a modelagem de alguns problemas, tanto em sua forma multivariada quanto a univariada.

Em [11], podemos ver uma exploragdo numérica, em dados de vérias origens e
naturezas, enfatizando o potencial da distribuicdo ST como ferramenta da inferéncia ro-
busta. Tais aspectos relacionados a robustez do processo de estimacao nessa distribuicao
também foram discutidos em [9] e de forma mais extensiva em [10]. A importancia da
distribuicao ST pode ser notada pelo grande niimero de artigos que vem sendo publica-
dos em vérios periédicos. Alguns exemplos de trabalhos sdo: [48] e [1] desenvolveram
métodos para alocagao de portfélios em um contexto financeiro, assumindo o modelo ST,
onde as caudas pesadas e assimetria sao caracteristcas padroes neste tipo de problema.
Além disso, [61] e [54] propuseram a distribui¢do ST para modelar produtos da industria

cinematografica e musical como func¢ao de varidaveis explicativas.

Para o modelo ST, a estimagao via maxima verossimilhanca (ML) com o uso do
algoritmo EM (Esperanca-Maximizacao), introduzido por [19], e suas extensoes, ¢ um
dos procedimentos padrao. Adicionalmente, [25] introduziram, recentemente, o método
de méxima verossimilhanga L, (ML,), como uma generalizacao da estimagao por ML.
Este método de estimacgao por ML, produz estimadores robustos para os parametros de
interesse. O comportamento do estimador de ML, é caracterizado pelo grau de distor¢ao
q aplicado ao modelo assumido. Mais informacoes sobre este método serao apresentadas

no Capitulo 3.

Na literatura estatistica existem poucos trabalhos aplicados sobre estimagao por
ML,. Em particular, destaca-se o trabalho de [21], onde eles propdem a estimacdo por
ML, para todos os parametros da distribui¢do t-Student multivariada. Para o nosso
conhecimento, até o momento, nao ha trabalhos sobre estimac¢ao por ML, no contexto
da distribuigdo ST univariada/multivariada. O objetivo principal deste trabalho é obter
os estimadores de ML, para todos os parametros da distribuicao multivariada ST como
alternativa aos estimadores de ML. Em nossa abordagem, o papel das observacoes é
alterado com uma mudancga no modelo original ao se adicionar um parametro de distor¢ao
q. Entao, podemos considerar a estimagao por ML, como a minimizacao da discrepancia
de um modelo mais geral em relacao aquele que diminui o papel das observagoes extremas
gerando estimadores mais robustos que os de ML, em termos da reducao dos pesos destas

observacoes no processo de estimacao.

1.2 OUTLIERS E ROBUSTEZ

"Um outlier é uma observacao que se diferencia tanto das demais observagoes que
levanta suspeitas de que aquela observagao foi gerada por um mecanismo distinto"; veja
[31]. Em outras palavras, os outliers sdo dados que se distanciam radicalmente de todos
os outros. Os outliers ou valores atipicos podem ser causados por varios fatores, podem

ser naturais ou artificiais, no caso de outliers naturais pode-se pensar em alguém que
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declarou sua renda, e se saiu muito melhor, ou pior do que o restante de pessoas de seu
perfil econémico. Os valores atipicos artificiais podem ser devido a uma leitura ou erro
de anotacoes e transcri¢ao incorreta de dados, bem como mudancas nao controlaveis nas
condigoes experimentais. Apods a deteccao de um outlier deve-se exclui-lo ou conserva-
lo, dependendo do real motivo para o seu aparecimento. Caso haja motivos concretos
como um erro na observacao ou na execucao do experimento o certo é elimina-lo, mas
se nao houver explicacdo para o aparecimento deste dado entao ele pode refletir uma
caracteristica do que estd sendo estudado, neste caso a observagao feita deve ser incluida
na analise e deve ser tratada especialmente. Outliers e robustez sdo termos que serao

considerados com muita importancia ao longo desta dissertacao.

O termo outlier, muitas vezes, é usado informalmente e [44] ressalta que outliers
sao definidos com respeito aos modelos. Dessa forma, observacdes podem ser outliers
em um modelo e serem perfeitamente regulares para outro modelo. E bem conhecido
que, no contexto da familia de distribuigoes elipticas, a inferéncia sobre a distribuicao
normal é vuneravel a dados atipicos. Como ja citado anteriormente, os dados atipicos
podem ser encontrados em varios ramos incluindo comércio e industria, epidemiologia,
entre outras areas. Além da presenca de dados atipicos, a distribuicao dos dados nestes
campos geralmente é assimétrica. A distribuicao Skew-normal, por exemplo, é um modelo
assimétrico que vem sendo utilizado com bastante frequéncia, como podemos ver em [6],
[8] e [13]. Entretanto, esta distribui¢do possui estimativas vulneraveis a dados atipicos,

estimulando o desenvolvimento de metodologias robustas em relagao a estas observagoes.

O termo robustez esta relacionada com a sensibilidade dos resultados de uma
andlise estatistica aos desvios nas suposi¢oes de que esta andlise se baseia; veja [50],
paginas 382413, para mais detalhes. Neste contexto, a distribuicdo ST se destaca. O
uso do modelo ST pode resolver o problema de observagoes atipicas para as distribuicoes
assimétricas e/ou caudas pesadas da mesma forma que [39] e [44] fizeram ao substituir
a distribuicao normal pela distribuicao t-Student. Isto lhes permitiram obter estimativas
robustas para os parametros de interesse, o que foi comprovado por um primeiro conceito

de robustez, nomeado de robustez qualitativa; para mais detalhes, veja [50].

Neste trabalho, consideramos métodos robustos na presenca de outliers, propondo
um novo algoritmo EM, para obter os estimadores de ML para todos os parametros da
ST, denotado por EM, (algoritmo da Esperanga-Maximizagao com a verossimilhanca L),
isto ¢, que aborda ML, dentro da estrutura EM. Ao fazer isso, herdamos a robustez dos
estimadores obtidos por ML, e o tornamos disponivel no contexto do modelo ST. Assim,

obtemos estimadores duplamente reponderados para todos os parametros da distribuicao
ST.
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1.3 OBJETIVOS

O objetivo do presente trabalho é obter os estimadores de ML, para todos os

pardametros da distribuicao ST multivariada como alternativa aos estimadores de ML.

Em relacao ao calculo dos estimadores de ML para os parametros do modelo ST
multivariado, ao contrario da distribuicao normal, as equagoes de verossimilhanca nao
podem ser resolvidas analiticamente. Portanto, algoritmos numéricos devem ser usados
para obter as estimativas. Devido a representacao de mistura de escala da distribuicao ST
multivariada, o algoritmo EM, e suas variantes, sao frequentemente usadas para encontrar
as estimativas de ML. Da mesma forma, as equacoes de estimativa ML, também nao
podem ser resolvidas analiticamente para obter férmulas explicitas para os estimadores

de ML, nos fazendo recorrer ao uso de algoritmos numéricos.

Portanto, neste trabalho, iremos adaptar o algoritmo EM para obter os estima-
dores de ML, para todos os parametros do modelo ST, semelhante aos algoritmos de
[27] e [21], no contexto da distribuicao t-Student, e [3], no contexto de misturas finitas
de distribuicoes normais. E importante ressaltar que esta dissertacio contribui positiva-
mente para o desenvolvimento das dreas Estatistica/Matematica Aplicada, estendendo e
complementando alguns resultados recentes encontrados na literatura, por exemplo, [21],

dentre outros.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

No Capitulo 2, antes de iniciar os estudos envolvendo o método de estimagao de ma-
xima verossimilhanca L, para todos os parametros da distribui¢ao ST, destacamos alguns
conceitos preliminares que serao uteis para um maior entendimento dos capitulos conse-
guintes. Neste capitulo, apresentamos as distribuicoes misturas de escala skew-normal
introduzida por [14] e posteriormente estudada por [14], [36], [37] e [64], por exemplo,
com a finalidade de descrever suas propriedades, tais como, representacao estocastica,
momentos, formas quadraticas e casos particulares, em especial a distribuicdo ST. Além
disso, apresentamos uma breve descri¢ao do algoritmo EM e discutimos com mais detalhes
o algoritmo EM para obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanga no contexto
do modelo ST.

No Capitulo 3, propomos os estimadores de maxima verossimilhanca L,, via al-
goritmo EM, tomando como referéncia os trabalhos de [25] e [21], dando énfase no pro-
blema dos outliers. Neste capitulo, apresentamos uma breve descri¢ao dos estimadores de
maxima verossimilhanca L, e mostramos com mais detalhes os estimadores de maxima
verossimilhanca L, via algoritmo EM, onde se baseia o objetivo deste trabalho. Além
disso, discussoes sobre a escolha do grau de distorcao ¢ aplicado ao modelo assumido e

sobre a robustez das estimativas de ML, sao também apresentadas.
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No Capitulo 4, exemplos numéricos considerando dados reais e simulados sao apre-

sentados para ilustrar a utilidade da metodologia proposta.

O Capitulo 5 finaliza esta dissertacao com conclusdes e diretrizes para trabalhos

futuros.

Note que todas as siglas que serao utilizadas, neste trabalho, estardo em inglés

para uma maior facilidade do leitor em uma busca bibliografica.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos uma revisao dos principais conceitos que sao tratados
nesta dissertacao. Portanto, este capitulo esta organizado como segue. Na proxima
secao, definimos as distribui¢coes misturas de escala skew-normal e destacamos algumas
propriedades, tais como momentos, representacao estocastica, formas quadraticas e casos
particulares, em especial a distribuicio ST. Na Se¢do 2.2, descrevemos a distribuicao
ST, discutida por [7], nas formas padrao e locagao-escala, destacando suas propriedades,
momentos e representacao estocastica. Em seguida, na Se¢do 2.3, descrevemos algumas
propriedades da forma quadratica distancia de Mahalanobis. Além disso, na Secao 2.4,
apresentamos uma breve descricao do algoritmo EM e discutimos com mais detalhes
este algoritmo para obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanga no contexto do
modelo ST.

2.1 DISTRIBUICOES MISTURA DE ESCALA SKEW-NORMAL (SMSN)

Apresentamos as distribuigdes Mistura de Escala Skew-Normal (SMSN) introdu-
zida por [14], destacando algumas propriedades que sdo compartilhadas por todos ele-
mentos desta classe. Inicialmente, apresentamos uma breve introducao da distribuicao

Skew-normal usada neste trabalho; veja [6] e [5] para mais detalhes.

Definigao 2.1. Seja W um vetor aleatério p-dimensional com vetor de locagao p € R?,
matriz de dispersao X € RP*P positiva definida e A € R? o vetor de assimetria, onde RP*?
¢ o conjunto das matrizes quadradas p X p com entradas reais. Dizemos que W segue
uma distribuigdo Skew-normal se sua func¢do de densidade de probabilidade (pdf) é dada
por

Fwlp, 2, X) = 26, (wlp, B)BA D73 (w — p)), (2.1)
em que ¢p(-|p, X) é a pdf da distribui¢do normal p-variada com vetor de médias p e
matriz de covaridncias X e ®(-) é a fungao de distribuigdo acumulada (cdf) da normal
padrao, tal que Yy = 2L Portanto, quando W segue uma distribui¢ao com fdp
dada em (2.1), denotaremos que W ~ SN,(p, 3, X). Observe que ao fazer o vetor de

assimetrias A = 0, em (2.1) obtemos a pdf da distribui¢gdo normal p-variada.

Considerando a construcao da classe de distribui¢des mistura de escala normal
introduzida por [4] e discutida posteriormente por [40], temos que um vetor aleatério
com distribuicdo SMSN ¢ construido a partir da mistura de escala de um vetor aleatoério

Skew-normal e uma variavel aleatoria positiva, ou seja,

Y =p+k2(U)2Z, (2.2)
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onde p é o vetor de locacao, Z ~ SN,(0,%, ), x(-) é a fungao peso e U é uma variavel
aleatoria de mistura positiva independente de Z, com fun¢ao densidade de probabilidade
h(ulv) e fungao de distribuicao acumulada H (u|v), que estao indexadas por um vetor alea-
tério ou um escalar v que controla as caudas da distribui¢ao, podendo ser conhecido (fixo)
ou ndo. De (2.2), temos que dado U = u, Y seguird uma distribuicdo SN, (g, k(u)X, X).

Deste modo, integrando em relagdao a u, a fdp de Y sera

flylp, 3, v) = 2/000 (Y|, k(W) D)0 (k2 (W)X B2 (y — p))dH (ulv), y € RP. (2.3)

Denotaremos por Y ~ SMSN,(p, X, X; H(u|v)), um vetor aleatério com pdf dada em
(2.3). Note que ao assumir A = 0, estaremos trabalhando com a classe simétrica de
distribuigdes mistura de escala normal, SMN,(u, X; H(u|v)); veja [4] e [40] para mais

informagoes.

De acordo com [36], um vetor aleatério Y com fdp dada em (2.3) possui a seguinte

representacao estocastica:
A

\/1+>\T>\7

em que o simbolo 4 significa "equivaléncia em distribuicao'e I, ¢ a matriz identidade
p X p, |Tp| denota o valor absoluto de Ty ~ N(0,1), Ty ~ N,(0,I,) e U ~ H(-|v) sao

variaveis independentes. Esta representacao estocastica além de facilitar a implementacgao

Y £ p+ k3 (U)S2 [8|To| + (I, — 667)T4], com & = (2.4)

do algoritmo EM, pode ser usada para simular dados e também permite derivar muitas
propriedades da distribuicdo de Y, como, por exemplo, da forma quadratica distancia de
Mahalanobis dy = (Y — ) "7 (Y — ), 1til para detectar observacoes atipicas; veja a

Secao 2.3, deste trabalho, para mais detalhes.

Além disso, segundo [37], apresentamos alguns resultados relacionados aos mo-
mentos condicionais de func¢oes de U dado y, denotados por u, e 7,, essenciais para a

implementacao do algoritmo EM e encontram-se resumidos na proposicao que segue.

Proposicao 2.2. Seja Y ~ SMSN,(pu, X, A; H(ulv)) e U ~ H(ulv) a varidvel de mis-

tura. Entao

_ P _ fO(y) KT /‘Q_%
= Bl U] = 2 A Bl (U)oU) A) (25)
e = Bl 5 (U)Wa(x (1) A)ly) = 2?{3%9<Uy>¢1<m5<vy>A>1 (2.6
onde A = )\TE_%(y — ), We(:) = M, fo € a fdp de Yy ~ SMN,(p,X; H(ulv)) e

) o()
Uy = U|Y0 =Y.

Demonstrag¢io. Ver prova em [64]. O
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Esta classe de distribuigdes contém como casos particulares as distribuicoes Skew-
normal, Skew-t, Skew-slash, Skew-normal contaminada, entre outras distribuicoes que
podem ser obtidas a partir da mudanga de distribuicao da variavel aleatoria positiva U.

A seguir apresentamos a distribuigao ST, onde se baseia o nosso objetivo.

2.2 DISTRIBUICAO SKEW-T (ST)

A construcao de familias paramétricas de distribui¢oes assimétricas que sejam
analiticamente trataveis e que possam acomodar valores praticos de assimetria e curtose,
incluindo a distribui¢do Skew-normal (normal e t-Student, no contexto simétrico) como
caso particular, pode ser 1util para a modelagem de dados, anélises estatisticas e estudos de
métodos robustos. A distribuicao ST, desde sua introducao a literatura, vem recebendo
muita atencao, seja de modo tedrico ao se estudar suas propriedades ou em aplicagoes
numéricas como modelo para o ajuste de dados. Pode-se dizer que um dos grande motivos
para gerar tanto interesse se deve ao seu elevado grau de flexibilidade, uma vez que
seus parametros abrangem uma faixa admissivel, com uma ampla variacao das medidas

associadas a assimetria e a curtose.

Do mesmo modo que em [12], para um melhor entendimento, inicialmente, intro-
duzimos a distribuicdo ST padrao univariada, isto é, considerando o parametro de locagao

p nulo e seu pardmetro de escala 02 = 1. Neste caso, a fdp é dada por

v+1
f(z]0,1,\,v) =2t(z|v)T (z)q/ T z2|V + 1) , z€R, (2.7)

em que t(-|v) e T(-|v + 1) sdo, respectivamente, a fdp e a fda da distribuigao t-Student

padrao univariada com v graus de liberdade.

Segundo [12], se Z é uma varidvel aleatéria com funcdo de densidade dada em
(2.7), entdo Y = pu + 0Z segue uma distribuicio ST(u,o* A\, v). Um caso particular
da distribuicao ST é a distribuicdo Skew-cauchy quando v = 1. Se A = 0, obtemos
a distribuicdo t-Student com os pardmetros p,0? e v. Quando v — 00, obtemos a
distribuico Skew-normal com os pardmetros u, 02 e X. Além disso, quando v — oo e

A = 0, obtemos a distribuicio Normal com os parametros p e o

Na Figura 2.1 (a), podemos ver as densidades da distribui¢ao SN(0,1,-3) e ST(0,1,-
3,2). Note que ambas distribuigoes sao assimétricas negativas e a distribuicdo ST tém
caudas mais pesadas que a distribuigdo SN. Na Figura 2.1 (b), podemos ver as densidades
da distribuicio ST(0,1,-3,2) e t-Student univariada com os pardmetros p = 0, o2 = 1
e v = 2. Podemos concluir, sem perda de generalidade, que a distribuicao ST é obtida
como uma perturbacao da distribuicao t-Student classica, sendo A, o pardmetro de forma,

representando o desvio da simetria.
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Figura 2.1 — Dados simulados - (a) Densidades da SN(0,1,-3) e ST(0,1,-3,2). (b) Densidades da
ST(0,1,-3,2) e t-Student univariada com os pardmetros p = 0, ocl=1lev=2.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Na Figura 2.2, podemos observar o comportamento da distribuicdo ST a medida
que aumentamos o valor de v, o que corrobora que a medida que v tende ao infinito a

distribuicao ST tende a uma distribuicdo SN.

Figura 2.2 — Dados simulados - Densidades da SN e ST padroes univariadas, ambas com assi-
metria A = 5, com os graus de liberdade v variando em uma faixa de valores.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

A distribuicao ST multivariada com v graus de liberdade, apresentada em [7] e
[12], denotada por ST,(u, 3, A, v), pode ser obtida de (2.3) ao se considerar x(u) = 1/u,
com U ~ Gamma(v/2,v/2), u > 0 e v > 0. Dessa forma, a fdp de Y é dada por

p+v
dy+v

fylp, 2,0 v) =2t (y|lp, X, v)T ( ATE"3 (y — )|y +p> , yeRP, (28)

em que dy é a distancia de Mahalanobis, t,(-|p, X, v) é a fdp da distribuicdo t-Student
p variada e T'(-|v) é a fda da distribuigao t-Student padrao univariada. Nas Figuras 2.3
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(a) e (b), podemos ver os contornos das densidades da ST e t-Student com g = (0,0)",

31
Y = < | 3 ), A= (4,4)T e v = 4, para fins ilustrativos. Note que os contornos da

densidade da ST (Figura 2.3 (a)) ndo sao elipticos e podem ser bastante assimétricos

dependendo da escolha do parametro A.

Figura 2.3 — Dados simulados - (a) e (b) Contornos das densidades da ST e t-Student bivariadas,
respectivamente.

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

O vetor de médias e a matriz de covariancias de Y ~ ST,(pu, X, X, v) sdo dados

por
EY]=p+ ;FF(E?’;) A, comv > 1, (2.9)
2
i\ 2
VarlY] = - i 22 — % (FF((?/;)> AAT, com v > 2, (2.10)
2

em que I'() é a fungdo Gamma e A = »25. Além disso, segue da Proposicao 2.2 que
Yo ~ t,(p, X, v), ou seja, Yo|U = u ~ N,(p,u™'E), com U ~ Gamma(v/2,v/2). Assim,
usando o fato de que U, LUIY =y ~ Gamma((v + p)/2, (v + d))/2), apés algumas

manipulacoes algébricas, temos os seguintes momentos condicionais u, e n,, dadas por

B f()(y) or+1T (V+P+2r) V—l-d)\ v fptor
Uy = ) ( T i d Alv+p+2r|, (2.11)

<V+p+r) (7/ + d)\>VT+p

V+p+r ’

n:fo(y)Q o T
T W) mr(42) (v+dy+ A2)

(2.12)
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na qual fo(y) é a funcdo de densidade de probabilidade de Yy e A = ATE 2 (y—p). Para
mais detalhes, veja [14], [40], [7] e [64], por exemplo.

Portanto, note que a distribuicao ST possui propriedades interessantes e importan-
tes, como o fato de admitir uma representacao estocastica que facilita a implementacao
do algoritmo EM, permite combinar assimetria com as caudas pesadas, possui como casos
particulares as distribui¢oes Skew-Cauchy, Skew-normal, t-Student e normal, além de atri-
buir pesos diferentes para cada observagao e consequentemente controlar a influéncia da
observacao no processo de estimacao, por exemplo, como veremos na Secao 2.4.1.1. Apli-
cagoes da distribuicao ST em procedimentos de estimagao robustos também podem ser
encontradas em [11] e [64]. Nesta linha de pesquisa, na préxima segdo, discutimos sobre a
forma quadratica distancia de Mahalanobis, 1til para identificar observagoes atipicas, can-
didatas as observacoes influentes. Os elementos do conjunto de dados que efetivamente
controlam aspectos da analise sdo ditos influentes. Em particular, uma observacgao, é
dita influente se ela produzir alteracoes relevantes no resultado de andlise quando for
excluida, ou submetida a uma pequena perturbagio; veja [17] para maiores informagoes.
Numa analise estatistica é importante levar em consideracao a estabilidade dos resultados

obtidos e das inferéncias de um modelo geral.

2.3 DISTANCIA DE MAHALANOBIS

Segundo [42], para detectar outliers, a partir de um pensamento matemético ou
estatistico, devemos levar em consideragao a forma/estrutura do conjunto de dados. Por
exemplo, imagine um conjunto de dados no R?, tendo uma forma eliptica proveniente de
uma normal bivariada padrao. Na Figura 2.4, podemos observar que os dados possuem
um comportamento eliptico, onde alguns pontos se aproximam mais do centro, enquanto
outros estao mais afastados. Porém, nao podemos tirar conclusoes precipitadas em relagao
aos pontos mais distantes, em termos da distancia Euclidiana, concluindo que pertencem
menos a amostra que os pontos mais préximos, pois isso faz parte do padrao subjacente
da distribuicao normal. Isso ocorre porque a distancia Euclidiana é uma distancia entre
dois pontos apenas. Ela nao considera como o resto dos pontos no conjunto de dados
variam. Portanto, ndo pode ser usada para julgar o quao proximo um ponto esta de uma

distribuicao de pontos.

Sendo assim, ao invés de considerarmos a distancia classica, devemos considerar
uma distancia que leve em consideracao a forma das observagoes sob uma analise mais
minuciosa. Tal distancia é a distancia de Mahalanobis, introduzida na década de 30 por

[45], que estaremos denotando, em sua forma quadratica, da seguinte maneira:

d= (X —p)TE75(X - p), (2.13)
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Figura 2.4 — Gréfico de dispersao de duas varidveis X e Xy provenientes de uma N(0,1), assu-
mindo correlagdo p = 0, 5.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

em que X é um vetor de varidveis (Xi,...,X,), p é um vetor de dimensdo p e ¥ é uma
matriz simétrica de dimensao p x p. A distancia de Mahalanobis mede a distancia de um
ponto X ao centro p na métrica X, o que implica que ela depende da estrutura de 3. Na
pratica, os valores de p e 3 sdo desconhecidos e portanto, precisam ser estimados. Neste
trabalho, a obten¢ao do estimador de ML dos parametros de interesse sera baseada no
algoritmo EM. Dessa forma, na préxima se¢ao, apresentamos uma breve descricao deste
algoritmo e algumas de suas extensoes, inclusive os detalhes do algoritmo EM no contexto
do modelo ST.

De acordo com [14], [40]; e [64], se Y ~ ST,(p, %, A, v), a forma quadrética
dy = (Y—,u)TE_% (Y —p) tem a mesma distribuicao de d = (YO—M)TE_% (Yo—u), onde
Y, ~ t-Student,(p, X, v). Dessa forma, podemos concluir de [40] que dy ~ pF(p,v). Ao
substituir as estimativas de ML de p e 3 em d,, podemos, através de graficos da distancia
de Mahalanobis e considerando o quantil I/ como marca de referéncia da distribuicao da

forma quadrética dy, identificar outliers; veja [53], por exemplo.

2.4 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA (ML)

O método de estimagao por maxima verossimilhanga (ML) é uma das técnicas mais
populares para encontrar os estimadores para os parametros do modelo de interesse. No
modelo ST, quando o grau de liberdade é assumido como fixo (conhecido) e considerado
como um valor pequeno, os estimadores de ML para os parametros de locacao, de escala e
de assimetria sao muito populares em analises estatisticas robustas, uma vez que fornecem
estimadores robustos alternativos aos estimadores classicos obtidos a partir da distribuigao
skew-normal (ou normal). Esses estimadores sdo considerados estimadores M com a
funcao objetivo —log f. De forma geral, um estimador M é o zero de uma fungao que esta

sendo estimada; veja [29] e [28] para mais detalhes.



22

Definicao 2.3. As variaveis aleatérias Y7, ...,Y,, sdo chamadas de amostra aleatéria de
tamanho n da populagao Y, se Yi,...,Y, forem varidveis aleatorias mutuamente inde-
pendentes e a funcdo de densidade de probabilidade (pdf) ou a fungao de probabilidade
(pf) marginal de cada Y; for a mesma funcao f(y|@). De modo alternativo Yi,...,Y, sdo
chamadas varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com pdf ou pf

f(y|@), comumente abreviado como varidveis aleatérias i.i.d.

Definicao 2.4. Seja’ Y = (Y7, ..., Y,) um vetor cujas coordenadas constituem uma amos-
tra aleatéria de uma populagdo com pdf (ou pf) f dependente do vetor de pardmetros
0 = (61,...,6,) € ©. A fungao de verossimilhanca ¢ definida por

n

L(H ‘ y) :L<91,...,9p ‘ yla--'7yn) = Hf<yl ’ 917"'70;0)'
i=1
Se a funcao de verossimilhanca é diferenciavel em 6;, os possiveis candidatos para

estimadores sao os valores que resolvem

OL(6 | y)

o5 =0 (2.14)

Observe que a solugao da equagao (2.14) nos fornece apenas possiveis candidatos
uma vez que ao obter a primeira derivada nula é somente condi¢ao necessaria para maximo

e nao suficiente; veja [16], pagina 282, para mais detalhes.

Como estaremos trabalhando com a diferenciabilidade da funcao de verossimi-

lhanca, podemos trabalhar com a log-verossimilhanga que é definida da seguinte forma

n

0) =105 (0 | y) = log [ /(e 0) = Y log f(s: | 0) (2.15)

i=1
Uma vez que a funcao logaritmica apresenta um comportamento crescente no intervalo
(0,00), temos que o maximo de ¢(0) coincidird com o maximo de L(8), ou seja, a es-

timativa de maxima verossimilhanca 0 é o valor de 8 € © que maximiza £(0), isto é,

6 = arg max ((0). (2.16)
Oco

Note que nao existem solugoes explicitas para o problema de maximizacao da
fungao de log-verossimilhanga do modelo ST, onde a fdp estd definida em (2.8) e 8 =
(,uT, a AT, I/)T, com a sendo o conjunto minimo de parametros da matriz 2, de modo
que X esteja bem definida. Neste caso, podemos maximizar numericamente usando, por
exemplo, o Matlab, ver [46], e o R, ver [58]. Estes softwares contém rotinas prontas
para tratar problemas de maximizacao (minimiza¢ao) de qualquer fungdo. Uma vez que
a fungao de log-verossimilhanca envolve expressoes complexas, ¢ muito dificil maximizar

diretamente £(0) para estimativa de ML dos parametros do modelo ST. Para superar este
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problema, neste trabalho, usamos o Algoritmo EM - do inglés Expectation-Maximization
- para o calculo dos estimadores de maxima verossimilhanga de modo a obtermos solugoes
analiticas para os estimadores dos parametros de locacao, de escala e de assimetria do
modelo ST.

Os estimadores de ML, por serem da classe dos estimadores M, como podemos
ver em [47], é considerado um bom método de estimacao por causa de sua robustez, sob
certas condigoes. Por exemplo, em [44], encontramos uma discussao sobre a robustez dos
estimadores de ML dos parametros de locacao e de escala do modelo t-Student, quando
o parametro v é considerado fixo (conhecido). A robustez local dos estimadores M pode
ser discutida investigando suas func¢oes de influéncia e os estimadores M com fungoes
de influéncia limitada sao considerados como os estimadores com boas propriedades de

robustez local; veja [29] e [28] para mais detalhes.

Os estimadores de méaxima verossimilhanca apresentam, sob certas condi¢oes de
regularidade (ver [16], pagina 516), uma série de propriedades assintéticas, como a consis-
téncia (conforme a Definigao 10.1.1 encontrada em [16], pagina 468), que sao responsaveis
por justificar seu uso frente a outros estimadores. Veja [57] e [52], por exemplo, para mais

detalhes sobre tais propriedades assintéticas.

Em alguns casos, a consisténcia é verificada computacionalmente (i.e., de forma
empirica) por meio de medidas de viés e desvios para os conjuntos de dados simulados
com diferentes tamanhos amostrais como faremos no Capitulo 4. A seguir listamos tais
medidas usadas, onde N é o nimero de simulagoes realizadas para um determinado vetor
de parametros @ = (04,...,6,), o indice i se refere ao pardmetro de interesse e o indice j

se refere a amostra.

1. Medidas de Viés

~

o Viés Mediano: M B; = 212(}\{(0@']' —0;), paracadai=1,...,p.
i<j<

P (aij -6,

. Viés Médio: Bias, — ==L
iés Médio: Bias N

,paracadat=1,...,p.

2. Desvio Puro

1(0 — 0,)?
o Erro Quadratico Médio: MSE; = = N

,paracadai1=1,...,p.

Na proxima secao, apresentamos uma breve descricao do algoritmo EM e dis-
cutimos com mais detalhes este algoritmo para obtencao dos estimadores de maxima

verossimilhancga no contexto do modelo ST.
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2.4.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM foi desenvolvido na década de 1970 como uma alternativa aos
métodos tradicionais de otimizacao, usualmente considerados na estimacao por ML, par-
ticularmente aqueles dos tipos Newton ou Quasi-Newton. [19] destacou-se, neste contexto,

com a publicagao do primeiro artigo completo sobre o tema.

De um modo geral, o algoritmo EM se baseia no tratamento dos dados observados
como “incompletos”. Notadamente casos em que realmente faltam observagoes (missing,
em inglés) podem ter a estimacao por ML feita a partir do algoritmo EM, conforme
discutido em [52] e [16]. No entanto, esse algoritmo vem sendo amplamente usado em
casos nos quais a funcao log-verossimilhanca é considerada complicada demais para os
algoritmos convencionais. Dessa forma, tem como base a ideia de substituir uma dificil
maximizagao da log-verossimilhanca por uma seqiiéncia de maximizagoes mais faceis, cujo

limite é a resposta para o problema original.

Muitos problemas em Estatistica podem ser considerados utilizando uma formu-
lacao de dados aumentados permitindo assim simplificar a obtencdo de estimativas de
ML. Os dados aumentados, também chamados dados completos, correspondem aos dados
observados, em conjunto com os dados perdidos ou nao observaveis. Neste contexto, as
fungoes de verossimilhanca, baseadas nos dados completos e observados, sao denominadas
verossimilhanca de dados completos e dados incompletos, respectivamente. E importante
salientar que a parte aumentada dos dados, referente aos dados nao observados, nao re-
quer que eles sejam “perdidos” no sentido estrito da palavra, pois somente representam

um mecanismo técnico.

Considere que y_,, denota os dados observados e y, . denota os dados nao ob-
servaveis, sendo os dados completos y. = (Yope Yimis)- Denotamos por f(y.|@) a fun-
¢ao de verossimilhanga dos dados completos e £.(0|y,.) = log(f(y.|@)) a funcao de log-
verossimilhanca dos dados completos. O algoritmo EM aborda problemas com dados
incompletos indiretamente mediante a substitui¢do da parte nao observavel em ¢.(0|y.)
por suas esperancas condicionadas a y s, usando o ajuste atual para 6. Dessa forma, de-
finimos Q(6]6) (fungao-Q) como a esperanca da funcio de log-verossimilhanca dos dados
completos, ou seja, Q(0]0) = E{l,(0]y,)]Y.e, 0}.6 € O.

Cada iteragao do algoritmo EM consiste de dois passos: esperanca (passo E) e

~

maximizagao (passo M). Definimos 9( ) como a estimativa do vetor @ na k-ésima iteragao

e assim, a (k4 1)-ésima iteracao do algoritmo EM ¢é definida como

Passo E: Para 6 = é(k), calcular Q(0|§(k)) como

~(k) (k)
Q<0‘0 ) = E{£C<0‘yc)|yobs70 }7
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Passo M: Obter é(kH) que maximize Q(G|§(k))7 tal que

~(k+1)

Q" e >

19" > 018"), ve e e.

Deve-se alternar os passos E e M repetidamente até atingir a convergéncia. Cada

iteracao do algoritmo EM incrementa o logaritmo da funcao de verossimilhancga observada

k
((8y,,.) de modo que K( |yobs) < (0 g |yob5) e o algoritmo tipicamente converge.
rllae
el s A . e( |yobs) . _ —4
Como critério de convergéncia, usamos ‘—A 0 1’ < e, onde e =10"".
6(0 b%bs)

Em [49] e [43] foram desenvolvidas extensoes do algoritmo EM denominadas, res-
pectivamente, por ECM e ECME. Ambas variantes do algoritmo EM particionam o vetor
0 em dois subvetores 8; € O e 0, € O3, onde ©® = O U B4, e substituem o passo M

da seguinte forma:

Passo CM-1: Escolha 01 6 arg max Q) (01,02 ),

01661
o Algoritmo ECM
) ~(k+1) (k) A(k-f'l)
Passo CM-2: Escolha 6, € argmax Q" (0, ,05).
02662
Passo CM: Escolha 01 e argmax Q" (0, GAQ(k));
01681
e Algoritmo ECME
Passo CME: Escolha 6\2(k+ € arg max () (01 kH), 0,).

02€®2

E interessante comentar que no programa R, ha os pacotes mizsmsn e sn, que
permitem a obtencao das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros da dis-
tribuicao ST, sendo que o pacote mizsmsn, as obtém via algoritmo EM. Na proxima sec¢ao,
apresentamos com maiores detalhes o algoritmo EM para obtencao dos estimadores de

maxima verossimilhanga no contexto do modelo ST.

2.4.1.1 Algoritmo EM no modelo ST

Antes de explanarmos sobre algoritmo EM para a distribuicao ST, definimos o
vetor de parametros 8 = (,u,T, a AT, V)T, onde ¢ é o conjunto minimo de parametros
da matriz 3, de modo que X esteja bem definida. Para explorar o algoritmo EM, apresen-
tamos o modelo ST no contexto de dados incompletos, usando os resultados descritos na

Secao 2.4.1. Dessa forma, de (2.4), o modelo ST, descrito na Segao 2.2, pode ser reescrito
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hierarquicamente como

YT =t,U=u" Ny(u+ At,u”'T), (2.17)

T|U; = u; ™ HNy(0,u™"), (2.18)

U % Gamma(v/2,v/2), (2.19)

onde A =%, T=X—-AA" e HN,(0,0?) denota a distribuicao half-N(0,0?); veja
[34]. Considere y = (y{,...,y!)", o vetor de respostas observaveis para as n unida-
des amostrais, u = (uy,...,u,) et = (t;,...,t,)". Entdo, sob a representacdo hie-

rarquica (2.17)-(2.19), temos que a fungao de log-verossimilhanga dos dados completos,

y.=(y ,u’,t")" é definida como segue

n 12 B
lc(Bly.) = c— s log | T | —5Zui[v+ (yi —p— AL) T (y; — p — AY)]

2 i=1
—l—% log (I;) —nlog <F (;) > + (V —;-p — 1) iﬁ;log(ui), (2.20)

onde ¢ é uma constante que independe do vetor de parametros 6. Partindo da equacgao
~(k
(2.20), podemos definir a fungao Q(0|0( )), tal que

n

~ n 13 B — (k) _
QUIIY) =c—Jlog|T -3 w®(yi—p)'T Yy — ) + Y at (i — )T A
i—1 i=1
1E&—® 1l 13 ny v v
—~ N w2 ATA-Y W+ ()- 1 (F())

2;1“ 2;u v+ 5 0q 5 nlog 5
N (k)
—l—(y—;p—l)Zlog(ui) ,

i=1

(2.21)
. 5 (k) — 5 (k) 5 215 — 5 (k)
ondeu; = E[U;|0 ", y;], ut; = E[U/Ti|0 ", yi], ut; = E[U;T|0" ", yi] e log(u;) = Eflog U;|0 ", y,].
Usando as propriedades conhecidas da esperanca condicional, as quantidades uf; e ut? sao

obtidas a partir das equagoes (2.11)-(2.12). Para maiores detalhes, veja [36].

[35] apresenta duas propostas para a estimacao dos graus de liberdade da distribui-
¢ao ST. Na primeira proposta de estimagao, [35] considera um valor fixo para v. Porém,
no contexto de dados reais, assume que v estara em uma malha de valores a serem ava-
liados de forma a escolher o valor de v que maximize a log-verossimilhanca dos dados
observados. J4 a segunda proposta de estimacao estéa relacionada ao passo M, onde parti-
cionamos o vetor de pardmetros @ da seguinte forma: 61 = (@, ¢, A) e 8 = v, decidindo
qual variacao do algoritmo EM, ECM ou ECME, ambas apresentadas na Secao 2.4.1,

podemos usar. Neste trabalho, para o modelo ST, usamos o algoritmo ECME.

Passos do algoritmo ECME para a distribui¢cao ST

) ~

1. Fornega o chute inicial 5(0 = (ﬁ(o), a¥, )\(0), ﬁ(o)) e o valor de € para o critério de

parada.
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. Passo-CME: Atualize 75+ tal que 0%V = arg max (%) (6,
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Passo E: Dado 6 = é(k)7 calcule

5k
k) = 79 +p & — G0 ® ¢ 3 Pame,

k’

@(k) _ gtk );T\( ) n A/[%(k’) n ﬁ;(k)/\(k) (k)

~ -~ —~(k)
log(u:) =w< o )+ log | —5—=— .

onde M2 = [1+ KTf‘AZ]_l, fr = ]\//[\%ZTf‘fl(y — i), dy ¢ a distancia de Mahala-

nobis avaliada nas estimativas de maxima verossimilhanga de p e X, 9(+) é a funcao

Digamma e 77; pode ser facilmente obtida de (2.12).

~

. Passo-CM: Obtenha p**1) S 6 A% 20 maximizar Q(Ola(k)) em relagdo ao

pardmetros p, X e X, respectivamente, e considerando v = p*). Essa maximizacio

resulta nas seguintes expressoes fechadas

no o~ n (k) (k)
(k+1) i=1 ul(k)yl T =1 ut; A
Sy w ’
~ (k+1) 1 &Ko . — (k) . —(k)
0= oy {uz(’“)(yz — ") (y; — 5W) —ut; (g — %) TA
=1
o~ —~ (k)T — (k) —~(k)T —~(k
—at, VA i~ ) vt AR
¢ (k)
Z(’Hl) _ Touty (Y — ﬁ(k))
——(k :
D ut?( :

Assim, pela propriedade de invariancia dos estimadores de ML, obtemos

kD) _ kD) e ST

by =T
¢ k1) (k+1)
JED _ (E( + )12A
(- NGl (E(k-H 1A k+1))1/2.

g, """ ,v), onde £(-) é

funcao de log-verossimilhanca dos dados observados, obtida a partir de (2.8).

. Repita os passos anteriores até o critério de parada, definido na Secao 2.4.1 ser

alcancado.
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Os valores iniciais sdo necesséarios para a implementagao do algoritmo EM. Entao,

TN () ~(0) ~0) 30 L1
propomos como chute inicial, 8 = (@, & X", 7)), a média amostral para p, a
matriz de covaridncias amostrais para ¥, o sinal da assimetria amostral para A e 7% =1

(indicativo de caudas pesadas). Ou seja,

_ 1 & < (0) I &
“(0) - Zyi’ ) e \l Z(yz — '[1,(0))2’ (222)
nizo n—1iz
2O % oy — u)?
= sign
[ﬁ io(Yi — H(O))Q}

Uma outra proposta sobre chute inicial no contexto da estimacao por méxima verossimi-

(2.23)

3
2

lhanga dos pardmetros da distribuicao ST pode ser encontrada em [12].

Podemos chamar o algoritmo EM de algoritmo de reponderacao iterativa, uma
vez que seus pesos U;, ¢ = 1,...,n, obtidos na etapa FE, sao inversamente proporcionais
a distancia de Mahalanobis, isto é, este processo de estimacao tende a atribuir menor
peso as observacoes atipicas de acordo com a distancia de Mahalanobis. No proximo
capitulo, propomos o algoritmo EM,, que podemos chamar de algoritmo de dupla repon-
deracao iterativa, pois ird fornecer estimadores duplamente reponderados para os todos

os parametros da distribuicao ST.

Em [28], podemos ver que a robustez local dos estimadores M pode ser investigada
ao se discutir sua funcao influéncia, isto é, os estimadores M com funcoes de influéncia
limitada sdo considerados como os estimadores com boas propriedades de robustez local.
Conforme apresentado em [28], a fungao influéncia dos estimadores do tipo M é uma
transformagao linear do vetor escore (vetor das primeiras derivadas da log-verossimilhancga
dos dados observados). Portanto, para os estimadores de ML, o comportamento da fungao
de influéncia é determinado pelas fungoes de escore de cada parametro. Se as funcoes de
escore sao limitadas, a funcao influéncia para o estimador de ML correspondente sera
limitada. Em [44], podemos ver essa relagdo para o caso da distribuicao t-Student, as
funcoes de escore para os parametros de locacao e escala sao limitadas quando o pardmetro
de graus de liberdade é conhecido (fixo). Assim, a fungao de influéncia correspondente
para os estimadores de ML é limitada e, portanto, os estimadores ML para os parametros
de locacao e escala sao localmente robustos, quando v é conhecido. Entretanto, em
alguns casos é desejavel estimar o parametro de graus de liberdade junto com os demais
parametros. Neste contexto, [44] ao fazer a estimagdo simultdnea dos graus de liberdade
com os outros parametros da distribuicao t-Student, observou que diferentemente dos
outros pardmetros, a funcao de escore para v é ilimitada. Assim, os estimadores de ML nao
sao mais localmente robustos devido ao carater ilimitado da funcao de escore relacionada

ao parametro de graus de liberdade. Portanto, em uma andlise estatistica para obter



29

estimadores robustos, o parametro de graus de liberdade é geralmente assumido como

conhecido; veja [44], [39], [21] e [51], por exemplo.

Motivados por estes trabalhos, no proximo capitulo, discutiremos sobre os estima-

dores ML, para todos os parametros do modelo ST.
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3 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA L, VIA ALGO-
RITMO EM: UMA ESTIMACAO ROBUSTA DO MODELO SKEW-T

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, estudamos alguns aspectos de estimacao na classe de distribuicoes
misturas de escala skew-normal, especificamente no modelo Skew-t. A distribuicao ST
possui propriedades interessantes e importantes, como o fato de admitir uma representagao
estocastica que facilita a implementacao do algoritmo EM e suas extensoes. A estima-
¢ao por maxima verossimilhanga é um dos procedimentos mais usados devido as boas
propriedades desses estimadores, tais como invariancia e consisténcia. Neste contexto, a
estimacao de todos os pardmetros do modelo ST, inclusive para os graus de liberdade,
serd pelo método de estimagao de maxima verossimilhanca Lq (MLq) introduzido por
[25]. Este procedimento se baseia na funcao g-entropia, que serd definida na préxima
secao, como uma generalizagao da estimacao por ML, que pode acarretar a robustez dos
estimadores, sob determinado modelo de interesse. Em sua abordagem, somos introduzi-
dos a um parametro de distorcao ¢, tal que 0 < ¢ < 1, que modifica ligeiramente o papel
das observagoes no modelo durante o processo de estimacdo. Sendo assim, o método de
estimagao por maxima verossimilhanga L, pode ser considerado como um procedimento
que modifica a distribuicdo do modelo para diminuir o papel das observacoes extremas.

Se ¢ = 1, todas as observagoes recebem o mesmo peso.

Mais recentemente, uma série de aplicagoes baseadas na g-entropia apareceram
nas areas de biomedicina, finangas, ciéncias ambientais; veja [26] e [24], por exemplo.
Conforme [25], apesar do amplo sucesso, até o momento poucos esforcos foram feitos para
abordar as implicagoes inferenciais do uso de entropias de uma perspectiva estatistica.
[21] considerou o método de méxima verossimilhanga L, na distribui¢ao t-Student multi-
variada. Eles modificaram o algoritmo EM para obter os estimadores de ML, para todos
os parametros do modelo de interesse e discutiram a robustez deste método de estima-
¢ao sob a distribuicao t-Student multivariada. Seguindo essa linha de pesquisa, neste
capitulo, consideramos uma estimacgao robusta para todos os parametros do modelo ST.
Dessa forma, propomos os estimadores de maxima verossimilhanca L,, via algoritmo EM

modificado, tomando como base o trabalho de [21], dando énfase no problema dos outliers.

Este capitulo esta organizado como segue. Na sec¢ao 3.2 sao definidos os estimado-
res de maxima verossimilhanca L,. Em seguida na Secao 3.3, apresentamos o algoritmo
EM adaptado para o calculo dos estimadores de ML, para todos os parametros da distri-
buicdo ST multivariada. Na Secao 3.4, discutimos a escolha do parametro de distorcao
q. E concluindo, na Secao 3.5 abordamos aspectos sobre a robustez dos estimadores ML,

no modelo ST quando v ¢é desconhecido e portanto, é estimado.
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3.2 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA L,

Seja Y uma variavel aleatéria com fdp f(y|@), com o pardmetro 8 € ©™ em R™,
para m > 1. Entao, a entropia de Shannon, mais conhecida no contexto da teoria da
informagao, para uma varidvel aleatéria Y é definida como H(Y) = —FE[log(f(y|0))].
Conforme [2] apontou, temos que maximizar a fungio de log-verossimilhanga de um mo-

delo paramétrico é equivalente a minimizar a versao empirica da entropia de Shannon,

definida como — Y _log(f(y;]0)).

i=1
O conceito de g-entropia, que iremos usar, foi inicialmente proposto por [30] e [60],

definido da seguinte forma

Hy(Y) = —E[L,(f(Y]0))], (3.1)

na qual L, ¢ a fungao g-logaritmica dada por

log(u), u>0,qg=1,

L =1 (32)
— u>=>0,qg#1.
l—q
No contexto estatistico, a fungdo L, representa uma transformagao Box-Cox e
observe que a g-entropia pode ser considerada uma generalizacao da entropia de Shannon.

Quando ¢ = 1 em (3.1), obtemos a entropia de Shannon.

Usando a versao empirica da g-entropia, dada nas equagoes (3.1)-(3.2), [25] intro-
duziram o método de estimagao por ML,. Considere Y;,...,Y, uma amostra aleatoria

proveniente de f(y|@). O estimador de ML, para 8 é dada por

0, - argénaxi Lo(f(30)). (3.3)

i=1
com 0 < ¢ < 1. Note que quando ¢ = 1, obtemos os estimadores de ML usuais. Além
disso, apds algumas manipulagoes algébricas, [25] mostram que o estimador de M L, para

0 ¢é solugao da seguinte equagao de estimacao

n n

> Uq(yil0) =>_Ul(yil0)f(y:l6)"* =0, (3.4)

i=1 i=1

0
onde U (y,;|0) = 20 log(f(y;]0)) é o vetor escore. Podemos observar que a equacao (3.4)
oferece uma interpretagao natural do M L,, como uma solu¢ao de uma verossimilhanca
ponderada. Se ¢ = 1, todas as observagoes recebem o mesmo peso. Porém, quando g # 1,

o ML, fornece uma reponderacao relativa ao modelo e assim, as observagoes atipicas
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recebem menores pesos durante o processo de estimagao, como veremos na proxima secao

no contexto do modelo ST.

3.3 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA L, VIA ALGORITMO EM

Seja Yq,...,Y, uma amostra aleatéria proveniente da distribuicdo ST multivari-
ada com fdp f(y|0) definida em (2.8), onde 8 = (u, ¢, X, )", com a sendo o conjunto
minimo de pardmetros da matriz ¥, de modo que esteja bem definida. Seguindo [25], os
estimadores ML, para os parametros da distribuicao ST podem ser obtidos como solugao
da equacgao de estimagao dada em (3.4). Observe que, semelhante aos estimadores de ML,
discutidos na Sec¢ao 2.4, nao existem solugoes explicitas para o problema de maximizacao

da fungao

(g(0) =D Ly(f(yilp, B2, v)). (3.5)

i=1
Assim, as estimativas de ML, também podem ser obtidas usando métodos de maximizacao
numérica que podem ser instaveis dependendo da complexidade do modelo. Uma vez que
a fungao (3.5) envolve expressoes complexas, ¢ muito dificil maximizar diretamente para

obtencao das estimativas de ML, dos parametros do modelo ST.

Dessa forma, um algoritmo do tipo EM, semelhante aos algoritmos propostos por
[56], [27], [21] e [63], serd proposto para obter as estimativas de ML, para os pardmetros
da distribuicao ST. A descricao do algoritmo EM proposto neste trabalho, denominado

EM,, serd dada a seguir.

3.3.1 Algoritmo EM, no modelo ST

Seja (L, S, V) as estimativas atuais dos pardmetros e definimos W, (ft, SO, V)=
fly;li, =, X, 0)7% Assim, as novas estimativas ML, serdo obtidas ao maximizar a se-
guinte fungao

> Waill, 2, X, 0) log(f(yilp, B, A, v)), (3.6)
i=1
com fdp f(y|f), definida em (2.8), da distribui¢ao ST. Para implementar o algoritmo EM,,
consideramos a log-verossimilhanga dos dados completos dada em (2.20). No contexto dos
dados completos y, = (y',u',t")", discutido na Secéo 2.4.1.1, a equacdo de estimacio
(3.4) pode ser reescrita como

Zqu(ﬁaivAa ﬁ)U<yz'7ui7ti|:u’727)‘7 V) = 07 (37>

i=1

0
onde U (y;, u;, t;|0) = 20 log(f(y;, ui, t;|@)) é a derivada da log-verossimilhanga dos dados

completos com respeito aos pardmetros. Entao, escrevendo as derivadas de (3.7), obtemos
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as seguintes equagoes para os parametros pu, I' e A, respectivamente,

n

Z qu(ﬁﬂ ia Xa I/)) [ulr_l(Yz - IJ’) - uztzF_IA] = 0, (38)

PPN rt 1 B _ 1 _
> Waii, E,,9) (—” t quiys =) T3 (ys — ) —witi(y; — ) DA+ Suit] ATT QA) =0 (3.9)

— 2 2
€ n
Z qu(ilv S? X’ ﬁ)(_ulth‘ilA + ultl(yz - I“I')T]'—‘il) = 07 (310)
i=1
com A =32, I'=X— AA e d = ————. Para solucionar o efeito das variaveis

V14+ATA

latentes U; e T; nessas equacoes, temos que considerar as esperancas condicionais dessas

equacgoes dado y;. Entao, obtemos

Z qu(ﬂw iv Xa ﬁ)[@r_l(}’i - N) - @F_lA] =0, (3-11)

=1

A r' 1 _ —
> Wailid, 3,A,9) (—n2 t e (vi — 1) T2 (vi — ) — utqi(y; — ) ' T7A+ ut? AT 2A>

(3.12)
> Wil 2, 9) (—ut2T A + udiy, — )T ) = 0, (3.13)
=1

Uy = E[Ui|é;,yi], Uty = E[UiTi|é;,y,-] e u/tgi = E[Uin]é;,yi]. Como foi comentado na
Secao 2.4.1.1, usando as propriedades conhecidas da esperanca condicional, as quantidades
uty e ut?; sio obtidas a partir das equacdes (2.11)-(2.12). Para maiores detalhes, veja

[36]. A seguir, apresentamos as etapas do algoritmo EM, proposto.

Passos do algoritmo EM, para a distribuicao ST

—(0 — (0
1. Dado 0 < ¢ < 1 fixo, forneca o chute inicial Oq( ) _ (ﬁq(o),&\q(o),)\q( ),qu(O)) e o

valor de ¢ para o critério de parada.

2. Passo E: Dado 6 = é;(k), calcule

A(k)
__ +p — (k _ (k)
uqz(k) = — ()’ thi( ) = uqi(k),uqu( ) + MTq nlqz(k)a
" 4 dgx
— (k) (k) —5 (k) (k)
Utgl - uql(k):uqu + M’Zz"q + ,LLTq’L( )MT(] Thqz(k)a

— —~—1 — T ~_1 —
onde Mz, = [1+ Aq r, Aq]’l, firg = M7,y Ty (y—f1,), dgr é a distancia de
Mahalanobis avaliada nas estimativas de ML, de p e X, ¢(-) é a fungdo Digamma

e Mg pode ser facilmente obtida de (2.12).
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— (k —~(k+1
3. Passo-CM: Obtenha [l,\q(kﬂ), Zq( e )\q( ) a0 resolver as equagoes (3.11)-(3.13)
em relagao ao parametros p, 3 e A, respectivamente, e considerando v = UAq(k). Essa

maximizacao resulta nas seguintes expressoes fechadas

k) n k) — (k) (k)
n ~(k+1) _ W( Ug; )yz‘ _ W( )thi Ay
q ?:1 W(z )6\ (k) ’
— (k+1) 1 = — (& —(k
T W W <yi = ) (s = )
k) —— (k) =T (%) —~
—W utql (yz )TA - Wq(i )thi A, (yi— H’q(k))

! (k) tQ( )A (k)/A';( )

Y

n k) —— (k)
/A\(’f—i-l) _ &=l Wq(i)Ut oy — ”’q(k))
n W( )ut2 “ 7

(k) (k)

onde Wq(f ) = W(k)(ﬁ;(k), fl\q ; Ag ,1’/;(]“)). Assim, pela propriedade de invariancia

qr
dos estimadores de maxima verossimilhanca, obtemos

o (k1) ~(k+1)  —(k+1)—T(k+1)
s, =T, '—A, A,
¢ k+1 (k+1)
S\\(kﬂ) (Zq( - )) 1/2A
- k+1 —(k+1 :
(1—A (+)<Eq(k+1> 1A +))1/2

3. Passo-CME: Atualize D;(Hl), tal que

(k) +(F) < (k) (k)

I/q(kH) _argmaXZW(k A(k) i\q s Aq ,?q(k))log(f(yil@(k)’zq ' Ag

=1

com fdp f(y|0), definida em (2.8), da distribuigao ST.

4. Repita os passos anteriores até o critério de parada, definido na Segao 2.4.1 ser

alcancado.

Os valores iniciais sao necessarios para a implementagao do algoritmo EM,, e usa-
mos a mesma abordagem apresentada na Secao 2.4.1.1. Entretanto, com a finalidade
de verificar se a estimativa de ML, foi encontrada, recomenda-se rodar o algoritmo EM,
usando uma amplitude de diferentes valores iniciais. Note que quando A = 0 (ou A = 0),
as equacgoes do passo M se reduzem as equagoes obtidas quando assumimos a distribuicao
t-Student multivariada. Assim, este algoritmo proposto claramente generaliza os resulta-

dos encontrados em [21].
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E importante ressaltar que ao considerar W, (L, DY V) nas equagoes acima, po-
demos chamar os estimadores resultantes de estimadores duplamente reponderados. [56]
comentam que, quando 0 < g < 1, o estimador de ML, tende a colocar pesos mais baixos
em observacoes com baixa verossimilhanca e pesos mais altos em observa¢des com maior
verossimilhanca. Concluindo, o método de estimagao por maxima verossimilhanca L,
pode ser considerado como um procedimento que modifica a distribuicao do modelo para
diminuir o papel das observagoes extremas. Dessa forma, seguindo esta ideia, na proxima

secao discutimos a escolha do parametro de distor¢ao g.

34 ESCOLHA DO PARAMETRO DE DISTORCAO ¢

Quanto as aplicagoes de entropia presentes na literatura, embora algumas discus-
soes sobre a escolha do ¢ tenham sido feitas frequentemente a partir de consideragoes
fisicas, nao estd claro como fazer esta escolha partindo de uma perspectiva estatistica.

Em [25] hd uma discussao sobre a escolha de g.

Conforme discutido em [25], uma possivel abordagem para a escolha do valor
de ¢, por exemplo, é minimizar a estimativa do erro quadratico médio assintético do
estimador quando é matematicamente tratavel. Eles apresentam um exemplo no contexto
da distribuicao exponencial. Em geral, ao contrario do exemplo acima, as expressoes de
forma fechada do erro quadratico médio assintético nao estao disponiveis, o que exige

mais trabalho/pesquisa neste assunto.

Segundo [63], geralmente é muito dificil escolher g de forma analitica. Atualmente,
nao existe uma maneira universal de fazer essa escolha. Diversos trabalhos escolhem g

através de uma abordagem deterministica; veja [25], [21] e [63], por exemplo.

Nesta linha de pesquisa, propomos fazer a escolha do pardmetro de distorcao ¢
através do procedimento descrito abaixo. Inicialmente, consideramos uma malha para
g de 0 a 1 com incrementos de 0,01. Entao, para cada q (fixo e conhecido), obtemos
as estimativas ML,, via algoritmo EM,, dos pardmetros do modelo ST. Neste trabalho,
consideramos métodos robustos na presenca de outliers, e assim, escolhemos o valor de ¢
que fornece a maior estimativa de probabilidade nas caudas da distribuicao skew-t. Em
outras palavras, escolhemos o valor de ¢ que fornece o modelo de caudas mais pesadas,

ou seja, com menor estimativa para o parametro grau de liberdade da ST.

3.5 ROBUSTEZ DAS ESTIMATIVAS ML,

Uma das vantagens do modelo ST é a sua capacidade de fornecer estimadores
robustos ML, contra outliers, no cendrio em que v ¢é considerado parametro desconhecido,

e portanto é estimado.
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Uma maneira formal de justificar a robustez de um processo de estimagao, sob
determinado modelo de interesse, é por meio da fungao de influéncia (IF), definida como
segue:

IF(y,0.f) = —E[¥'(y;,0, )" ¥(y,. 0. f), (3.15)

onde ¥(y,;,0,f) = U(B) ¢ a fungdo de escore, tal que Y ¥(y;, 0, f) = 0 produz os
i=1
estimadores de ML de @ , ¥’ é sua derivada e f é a fdp associada & distribuicao do

modelo de interesse, ST, onde se baseia nosso objetivo.

Em [28], podemos ver que a robustez local dos estimadores M pode ser investigada
ao se discutir sua funcao influéncia, isto é, os estimadores M com funcoes de influéncia
limitada sdo considerados como os estimadores com boas propriedades de robustez local.
Observe que a I'F' é, em certo sentido, proporcional a funcao de escore. Portanto, para
os estimadores, o comportamento da funcao de influéncia é determinado pelas func¢oes de
escore de cada parametro. Se as func¢oes de escore sao limitadas, a funcao influéncia para
o estimador correspondente serd limitada. Neste contexto, apds uma revisao bibliografica

na literatura Estatistica, podemos citar alguns aspectos importantes:

i) Em [44], na distribui¢do t-Student, no contexto univariado, as funcdes de escore
para os parametros de locagdo e escala sao limitadas quando v é conhecido (fixo).
Assim, a fungao de influéncia correspondente para os estimadores de ML é limitada
e, portanto, os estimadores de ML para os parametros de locacao e de escala sao

localmente robustos, quando v é conhecido.

ii) No modelo t-Student multivariado, [21] observou que, ao contrario do caso ML,
além das fungoes de escore para os parametros de locacao e de escala, a funcao de
escore para o parametro v, obtida a partir do método de estimacao ML,, também ¢
limitada. Neste trabalho, eles mostram a robustez dos estimadores ML, no modelo t-
Student multivariado, quando v é desconhecido. Esses resultados sao uma extensao

das conclusoes do trabalho de [44].

Além disso, voltando nossa atencgao para além dos modelos que pertencem a classe
de distribuigdbes SMSN, podemos citar o trabalho de [51] que discute a robustez dos

estimadores ML no modelo log-Birnbaum-Saunders-t-Student, quando v ¢ fixo.

Inspirados por estes trabalhos, a seguir, avaliamos a robustez dos estimadores ML
e ML, no modelo ST, no contexto multivariado, quando v é conhecido ou nao. No que diz
respeito as propriedades de robustez local dos estimadores, as fungoes de escore devem
ser limitadas quando |y| tende ao co. Sem perda de generalidade, as Figuras 3.1-3.10
exibem as fungoes de escore avaliadas na ST padrao bivariada com A = (0,5, l)T ev =23,

variando apenas o valor relacionado ao parametro de distor¢ao ¢, no caso ML,. Para
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o parametro ¢, consideramos os seguintes valores 0,5, 0,6 e 0,85, pois as duas primeiras
medidas sao aproximacoes dos valores que foram obtidos nas aplicagoes em dados reais,
que poderao ser vistas no préximo capitulo, enquanto que o ultimo valor foi escolhido por

ter sido usado em [21].

3.5.1 Cenario 1: Grau de liberdade da ST conhecido

Na Figura 3.1, exibimos as func¢oes de escore para os parametros do modelo ST,
no caso ML, quando v ¢ fixo. Observa-se que quando d) tende ao oo, a fungao de escore
para p (letra (a)) tende ao zero (e é limitada) e as fungdes de escore para A (letra (b))
e a = (011,012,09)" (letra (c)) sdo limitadas. Isso significa que outliers, observacoes
que se afastam da massa de dados e por isso apresentam valores grandes de d, tém uma
pequena influéncia nos estimadores de ML para p, 3 e A. Assim, a fungdo de influéncia
correspondente para os estimadores de ML é limitada e, portanto, os estimadores de ML
para os parametros de locagao, de dispersao e de assimetria sao localmente robustos,
quando v é conhecido. Portanto, em uma analise estatistica para obter estimadores
robustos, o parametro de graus de liberdade é geralmente assumido como conhecido sob
diversos modelos; veja [44], [39], [21], [51] e [64].

Entretanto, pode ser desejavel estimar v simultaneamente com os demais parame-
tros, ou seja, adaptar o parametro de graus de liberdade para os dados reais ao invés de

fixa-lo.

3.5.2 Cenario 2: Grau de liberdade da ST desconhecido

Nas Figuras 3.2-3.10, exibimos as fung¢des de escore para os parametros do modelo
ST, quando v é desconhecido, nos casos ML e ML,, com ¢ = (,5,0,6 e 0,85. Nas Figuras
3.2, 3.4 e 3.6, nas letras (a)-(d), note que quando d, tende ao 0o, a fungéo de escore para
p tende ao zero (e é limitada) sob ambos os métodos de estimagao. Nas Figuras 3.2 e 3.4,
nas letras (e)-(h), observe que quando d tende ao oo, a funcao de escore para A tende
ao zero (e é limitada) no caso ML,, com ¢ = 0,5 e 0,6, mas no caso ML, as fun¢oes sao
limitadas. O mesmo comportamento é observado nas fungoes de escore para «, sob ambos
os métodos de estimagao com g = 0,5 e 0,6; veja as Figuras 3.3 e 3.5. Adicionalmente,
com ¢ = 0,85, ou seja, quando o valor do parametro de distorcao ¢ vai se aproximando
de 1, percebe-se que as funcoes de escore para A e a sob o método de estimagao ML, sao
limitadas quando d) tende ao oo, assim como no caso ML; veja as Figuras 3.6, nas letras

(e)-(h), e Figura 3.7.

E importante ressaltar que nas Figuras 3.8-3.10, quando d, tende ao oo, nota-
se que a funcdo de escore para v sob o método de estimacao ML, tende ao zero (e é
limitada) enquanto que no caso ML ¢ ilimitada. Como esperado, para o pardmetro de

graus de liberdade v, também podemos observar que a medida que o valor de ¢ tende
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a 1, as fungoes de escore sob os métodos de estimagao ML e ML, comecam a ter um

comportamento similar.

Portanto, ao fazer a estimacao simultanea dos graus de liberdade com os outros
parametros da distribuicao ST, observou-se que diferentemente dos outros pardmetros, a
funcao de escore para v ¢ ilimitada sob o método de estimagao ML. Assim, os estimadores
de ML nao sao mais localmente robustos devido ao carater ilimitado da funcao de escore
relacionada ao parametro de graus de liberdade. Entretanto, ressaltamos que quando
estimamos os graus de liberdade simultaneamente com p,3 e A usando o método de
estimagao de ML, os estimadores resultantes terao funcao de influéncia limitada que nao
é o caso para os estimadores de ML. Finalmente, podemos concluir que os estimadores
de ML, no modelo ST sao robustos contra outliers, no cenario em que v ¢ considerado

parametro desconhecido, e portanto é estimado.
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Figura 3.1 — Fungoes de escore para os parametros do modelo ST, no caso ML, quando v é fixo.
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Figura 3.2 — Fungoes de escore para os parametros g e A do modelo ST, quando v é desconhe-
cido. Primeira coluna: caso ML e Segunda Coluna: caso ML, com ¢ = 0, 5.
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Figura 3.3 — Fungbes de escore para o parametro 3 do modelo ST, quando v é desconhecido.
Primeira coluna: caso ML e Segunda Coluna: caso MLg, com ¢ = 0, 5.
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Figura 3.4 — Fungoes de escore para os parametros g e A do modelo ST, quando v é desconhe-

cido. Primeira coluna: caso ML e Segunda Coluna: caso ML, com ¢ = 0, 6.
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Figura 3.5 — Fungbes de escore para o parametro 3 do modelo ST, quando v é desconhecido.
Primeira coluna: caso ML e Segunda Coluna: caso MLg, com ¢ = 0,6.

U(o1)

U(o12)

U(c20)

-0.40 -0.30

-0.50

0.5 1.0 1.5

0.0

1.5

1.0

0.5

-0.5 0.0

S
AO
—10
T T T T T
0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05
Distancia de Mahalanobis
(a)
18
[e]
—19
T T T T T
0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05
Distancia de Mahalanobis
(c)
|3
o
—10
T T T T T
0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05

Distancia de Mahalanobis

()

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Uq(o11)

Uqg(o12)

Uqg(022)

0.02
rmo o

-0.02

-0.06

-0.10  -0.05 0.00

-0.15

-0.05 0.00
o ®o O(XIZT

-0.10

-0.15

o
T T T T T
0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05

Distancia de Mahalanobis

o
T T T T T

0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05

Distancia de Mahalanobis

(d)

o

o
T T T T T

0e+00 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05

Distancia de Mahalanobis

(f)



44

Figura 3.6 — Funcgoes de escore para os pardmetros g e A do modelo ST, quando v é desconhe-

cido. Primeira coluna: caso ML e Segunda Coluna: caso ML,, com ¢ = 0, 85.
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Figura 3.7 — Fungbes de escore para o parametro 3 do modelo ST, quando v é desconhecido.
Primeira coluna: caso ML e Segunda Coluna: caso ML,, com ¢ = 0, 85.
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Figura 3.8 — Fungao de escore para o parametro v do modelo ST. Primeira coluna: caso ML e
Segunda Coluna: caso MLy, com g = 0, 5.
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Figura 3.9 — Fungao de escore para o parametro v do modelo ST. Primeira coluna: caso ML e
Segunda Coluna: caso ML, com g = 0, 6.
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4 APLICACOES NUMERICAS

Neste capitulo, estudos de simulagoes e trés aplicacdes em dados reais serdo apre-
sentados com o propésito de ilustrar o modelo e os resultados inferenciais aqui desenvol-
vidos; veja as SecOes 4.1 e 4.2. Neste trabalho, consideramos os dados reais Stack-Loss
[15], Land Rent [62] ¢ AIS [18] que se destacam por terem sido utilizados em ilustragoes
numéricas por um grande ntimero de programas estatisticos e autores no contexto de

procedimentos robustos, de presenca de outliers e de questoes relacionadas.

As aplicagoes numéricas foram realizadas no programa R; veja [58] para mais
detalhes. O procedimento de estimagao ML, via algoritmo EM, no modelo ST foi feito
usando o pacote mizsmsn do R, veja [55]. Os demais procedimentos propostos neste

trabalho foram programados e os codigos estao disponiveis a pedido.

4.1 ESTUDOS DE SIMULACOES

Nesta secao, apresentamos estudos de simulacoes para avaliar o desempenho dos
estimadores de ML, propostos sobre os estimadores de ML, no contexto do modelo ST, em
termos das medidas viés médio (Bias), viés mediano (MB) e erro quadratico médio (MSE),
definidas na Secao 2.4. Estes estudos de simulagoes foram planejados para observar as
mudancas nas estimativas a medida que variamos os tamanhos amostrais (n = 25, 50,
100, 200 e 1000) e adicionamos diferentes porcentagens de outliers aos dados (10%, 20%
e 30%). Note que ao variar os tamanhos amostrais, podemos mostrar o comportamento
assintético dos estimadores de ML, obtidos via algoritmo EM, proposto. Adicionalmente,
quando consideramos diferentes porcentagens de outliers, podemos investigar a robustez
dos métodos de estimagao na presenca de outliers. Para cada tamanho amostral, adicio-
namos outliers aos dados gerados a partir de uma distribui¢do uniforme de —10 a 10, do
mesmo modo que [21] considerou no contexto do modelo t-Student, veja Segao 5 em [21]
para mais informagoes. Os dados foram gerados artificialmente do modelo ST multivari-
ado sob dois cendrios com dimensdes distintas, um com duas dimensées (p = 2) e outro
com quatro dimensdes (p = 4). Neste contexto, geramos 1000 amostras provenientes do

modelo ST com as seguintes configuragoes:

« Cenério 1: STy(p, =, A\, v), onde g = (i, ), 2 = | 7 72 L A = ()T

012 022

e v =23.

—Casol: p=(2,1)",Z=1Iy,eX=(6,—4)", onde I, é a matriz identidade
de dimenséao 2 x 2.
2 —-0,5

—Caso 2: p=(-2,-1)",2 =
p=( ) 05 1

ed=(6,4)".
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011 O12 013 014
o o 093 O
. . . T 12 22 23 24
o Cenario 2: STy(p, X, A, v),onde p = (pu1, flo, i3, fta)  , 25 =
013 023 033 034

014 O24 034 044

A= (A, A3, 0) ev =05,

—Caso 1: p=(2,1,1,1)T, S =I,ue A=(6,3,2,1)".
2 =05 -05 —-05
-0 2 =05 -0,
— Caso 2: n = (_27_1’_1’_1)7—’2: 7 ’ ’ €
_075 _075 2 _0,5
-0,5 —0,5 —-0,5 2
A= (67 37 _27 _l)T

Analisando as tabelas e figuras apresentadas abaixo, para cada um dos cenarios
e casos, podemos concluir que, em geral, para uma determinada porcentagem de outlier,
o viés e a variabilidade das estimativas dos parametros diminuem, quando o tamanho
da amostra aumenta, sob ambos os métodos de estimagao. Isso concorda essencialmente
com as propriedades assintéticas dos estimadores de méaxima verossimilhanca. Assim,
podemos concluir que os estimadores de ML, também sao consistentes. Além disso, em
geral, quando o tamanho da amostra é fixo, observamos que uma porcentagem de outliers
crescente, adicionada aos dados, corresponde a um aumento do viés e da variabilidade das
estimativas dos parametros sob ambos método de estimacao. Adicionalmente, as Figuras
(A.1)-(A.4) , consulte o Apéndice A, apresentam a média das medidas MSE e MB de cada
parametro nos cenarios considerados. Note que o distanciamento dos estimadores de ML,
para os de ML, em termos de viés e MSE, ocorre a medida que aumenta-se a contaminacao
dos dados. Assim, nota-se claramente que as estimativas de ML, s@o robustas na presenca
de outliers, pois foram menos afetadas (menos sensiveis) pelas diferentes contaminagdes de
outliers do que as estimativas de ML. Em outras palavras, sob o modelo ST, a observacgao

atipica parece ter mais impacto no processo de estimacao de ML.

4.1.1 Cenéario 1: Caso 1

As Tabelas (4.1)-(4.3) mostram as medidas Bias, MB e MSE dos estimadores de
ML e de ML, dos parametros do modelo ST, com o adicional de 10%,20% e 30% de
outliers para n = 25,50,100, 200 e 1000, no contexto do cenario 1 - caso 1, descrito

acima. Além disso, para facilitar a visualizacdo dessas informacoes, apresentamos as
Figuras (4.1)-(4.2).
Analisando as Figuras (4.2) (a), (b), (e) e (f), nota-se que o MSE e o MB dos

estimadores dos parametros o1 € 092, no caso ML, considerando as porcentagens de ou-

tliers de 10% e 20%, sao menores do que as respectivas medidas desses estimadores para o
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caso ML,. Entretanto, com 30% de observagoes anémalas, destaca-se um comportamento
diferente, ou seja, observa-se que o MSE e o MB dos estimadores dos parametros o1; € 0a9,
no caso ML,, para os diversos valores de n adotados, sao menores do que as respectivas
medidas desses estimadores para o caso ML. E importante ressaltar que conforme visto
na secao 3.5.2, os estimadores de ML, no modelo ST sao robustos contra outiliers quando

v é considerado parametro desconhecido, e por tanto é estimado.

Tabela 4.1 — Cenario 1: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers.

ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 15 2 0,7070 0,4989 0,3057 0,6410 0,4337 0,2583
o 1 0,6497 0,4976 0,3815 0,5834 0,4515 0,3495

o1 1 0,2778 0,2218 0,1879 0,4061 0,3250 0,2720

12 0 0,4116 0,3326 0,2803 0,2928 0,2182 0,1655

022 1 0,3219 0,2431 0,1833 0,3945 0,3050 0,2385
A1 6 4,7480 4,3518 4,3363 4,4285 4,0395 4,1957

A2 -4 3,2421 2,8716 2,7785 3,1523 2,7877 12,7210

v 3 9,8702 2,1581 1,0752 1,3979 11,0501 0,9105

50 15 2 0,5365 0,3720 0,2348 0,4584 0,3157 0,2048
2 1 0,5103 0,3858 0,2806 0,4747 10,3546 0,2611

o1 1 0,2084 10,1659 0,1402 0,3873 10,3216 0,3036

12 0 0,3364 0,2861 0,2600 0,2520 0,1899 0,1431

022 1 0,2168 0,1648 0,1308 0,3587 10,2857 0,2346

A1 6 4,6952 4,5333 4,5387 4,3044 14,0380 4,1778

A2 -4 3,1057 12,9304 12,8337 2,9860 2,7363 12,7038
v 3 1,1531 1,0494 1,1033 1,1148 0,9055 0,8144

100 J15 2 0,4145 0,2999 0,2190 0,3446 0,2516 0,1910
2 1 0,3769 0,2818 0,2076 0,3621 0,2728 0,2028
o1l 1 0,1497 0,1220 0,1070 0,4101 0,3445 0,3154

12 0 0,2698 0,2445 0,2286 0,1862 0,1437 0,1118

022 1 0,1490 0,1155 0,0920 0,3785 10,3036 0,2515

A1 6 4,6851 4,6158 4,5764 4,2278  4,0253 4,2309

A2 -4 3,0463 2,9660 2,8742 2,8816 2,6973 12,7124

v 3 1,1291 11,0859 1,1325 1,2403 10,9986 0,8805

200 1 2 0,3144 0,2421 0,1866 0,2754 0,2051 0,1531
2 1 0,2863 0,2077 0,1366 0,2919 0,2153 0,1481

o1 1 0,1191 0,0964 0,0854 0,4132 0,3563 0,3388

12 0 0,2292 0,2168 0,2100 0,1443 0,1122 0,0868

022 1 0,1123 0,0898 0,0736 0,3918 0,3195 0,2872

A1 6 4,5807 14,5452 14,4624 4,0341 3,8415 4,0528

A2 -4 2,9268 12,8701 12,7925 2,7277 2,5610 2,5920

v 3 1,1213 1,1034 1,1174 1,3933  1,1409 0,9410

1000 1 2 0,1324 0,1256 0,1250 0,1011 0,0848 0,0805
2 1 0,0729 0,0591 0,0489 0,0789 0,0611 0,0518

o111 1 0,0662 0,0569 0,0552 0,3046 0,2580 0,2409

12 0 0,1379 10,1359 0,1357 0,0703 0,0573 0,0483

022 1 0,0468 0,0366 0,0296 0,2926 0,2317 0,2339

Ap 6 3,1382  3,1169 3,1432 2,2746 2,0090 2,2126

A2 -4 1,5874 11,5456 1,5735 1,3353 11,1934 1,2305

v 3 1,1716 11,1687 11,1738 1,2726 11,0815 0,9699

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.2 — Cenario 1: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos

pardmetros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers.

ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 11 2 0,9038 0,6547 0,4320 0,7205 0,5175 0,3417
Lo 1 0,8407 0,6420 0,4902 0,6788 0,5214 0,4045
o111 1 0,5503 0,3993 0,2779 0,4368 0,3569 0,3129
o192 0 0,7676 0,6382 0,5297 0,4528 0,3461 0,2642
029 1 0,6281 0,4593 0,3142 0,4366 0,3492 0,2937
A1 6 5,0654 4,7837 4,8629 4,6780 4,3367 4,4870
Ao -4 3,4587 13,1289 3,0075 3,3473 3,0068 2,9405
v 3 7,7983 2,0124 11,3683 1,3455 11,1268 1,0845
50 11 2 0,6057 0,4359 0,3031 0,5202 0,3743 0,2662
Lo 1 0,5999 0,4459 0,3226 0,5276 0,4019 0,3149
o111 1 0,3127 0,2253 0,1602 0,4046 0,3322 0,2948
o192 0 0,5484 0,4939 0,4564 0,3613 0,2744 0,2143
022 1 0,3639 0,2729 0,1999 0,3945 0,3209 0,2789
A1 6 4,9527 4,8582 4,8557 4,5102 4,2435 4,4922
Ao -4 3,2328 3,0990 3,0404 3,1302 2,8914 2,8843
v 3 1,3063 11,2373 11,3169 1,1902 1,0012 1,0050
100 11 2 0,4723 0,3520 0,2572 0,4007 0,2923 0,2116
Lo 1 0,4239 0,3171 0,2283 0,4025 0,3046 0,2373
o11 1 0,2021 0,1532 0,1159 0,4233 0,3600 0,3529
o192 0 0,4612 0,4380 0,4194 0,2698 0,2009 0,1375
029 1 0,2629 0,2100 0,1814 0,4036 0,3399 0,3150
A 6 4,9063 4,8555 4,8100 4,3122 4,0583 4,3498
Ao -4 3,1158 3,0407 3,0117 2,9694 2,7578 2,8362
v 3 1,3254 1,2986 1,3337 1,2716 1,0565 1,0147
200 11 2 0,3770 0,2932 0,2243 0,2976 0,2251 0,1689
Lo 1 0,3211 0,2405 0,1677 0,3149 0,2333 0,1693
o111 1 0,1597 0,1267 0,1051 0,4523 0,3987 0,4237
o192 0 0,4130 0,4035 0,3980 0,1987 0,1425 0,0909

029 1 0,2217 0,1873 0,1748 0,4234 0,3620 0,3591

A 6 4,8599 4,8304 4,7778 4,1125 3,9136 4,1531
Ao -4 3,0498 3,0011 2,9698 2,7611 2,5569 2,6268
v 3 1,3296 11,3187 11,3295 1,4546 1,2167 1,1366
1000 11 2 0,1729 0,1662 0,1649 0,1016 0,0820 0,0710
Lo 1 0,0925 0,0768 0,0700 0,0973 0,0759 0,0627
o111 1 0,0908 0,0796 0,0767 0,3554 0,3268 0,3138
o192 0 0,3046 0,3032 0,3030 0,0809 0,0612 0,0499
029 1 0,1712 0,1637 0,1622 0,3477 0,3163 0,3002
A 6 3,5628 3,5442 3,5868 2,1924 1,9124 1,9737
Ao 4 1,7455 1,7012 1,7358 1,3923 1,2227 1,2174
v 3 1,3876 11,3859 11,3907 1,1540 0,9206 0,7568

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.3 — Cenario 1: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
pardmetros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers.

ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 1 2 1,2559  0,9308 0,6401 0,8150 0,5983 0,4140
Lo 1 1,1743 0,9043 0,6863 0,7514 0,5908 00,4748
o111 1 1,1148 0,8940 10,7524 0,5712 0,4651 0,4173
T2 0 1,3471  1,1769 1,0155 0,6610 0,4998 0,4088
022 1 1,1725 0,9533 0,8020 0,5978 00,4810 0,4141
A1 6 5,2451 5,0164 5,0154 4,7717 4,5005 4,6590
Ao -4 3,4580 3,1967 3,1037 3,3917 3,1011 3,0954
v 3 12,0122 3,3102 1,3685 1,4912 1,2029 1,1701
50 11 2 0,8882 00,6336 0,4319 0,5707 0,4114 0,2892
Lo 1 0,7930 0,5841 0,4119 0,5519 0,4198 0,3354
o1 1 0,7055 0,5721 0,5003 0,4727 0,4080 0,3946
T2 0 0,9724 0,8811 0,7858 0,4743 0,3515 0,2514
22 1 0,7825 0,6502 0,5670 0,4814 0,4114 0,4006
A1 6 5,1266  5,0323 4,9874 4,5857 4,3091 4,5598
Ao -4 3,2258  3,1008 3,0335 3,1573 2,9113 2,9540
v 3 1,3240  1,1711 1,2157  1,1687 0,9729 0,9454
100 Joz 2 0,6200 0,4344 0,2915 0,4533 0,3301 0,2326
Lo 1 0,5549 0,4045 0,2844 0,4351 0,3349 0,2584
o1 1 0,5472 0,4805 0,4529 0,4445 0,3860 0,3784
T2 0 0,8088 0,7711 0,7304 0,3800 0,2743 0,1527
022 1 0,6130 0,5473 0,5125 0,4486 0,3954 0,3945
A1 6 4,9910 14,9418 4,9004 4,2949 4,0064 4,2746
A -4 3,1285  3,0487 13,0440 3,0157 2,7611 2,8440
v 3 1,2093 1,1601 1,2178 1,2199 0,9733 0,8760
200 o 2 0,4671 0,3452 0,2489 0,3648 0,2613 0,1865
Lo 1 0,4071 0,2975 0,2180 0,3621 0,2670 0,1905
o111 1 0,4911 0,4544 0,4379 0,4590 0,4102 0,4209
T2 0 0,7498 0,7340 10,7132 0,3027 0,2025 0,1039

T2 1 0,5568 0,5217 0,5061 0,4583 0,4102 0,4071
A1 6 4,9570 4,9278 4,9315 4,0974 3,8419 4,1483
Ao -4 3,0905 3,0401 3,0501 2,9062 2,6874 2,7349
v 3 1,2109 1,1849 1,2176 1,3874 11,0746 0,9320
1000 1 2 0,1912 0,1832 0,1838 0,1075 0,0890 0,0803
Lo 1 0,1189 0,1017 0,0945 0,1095 0,0861 0,0712

o1 1 0,3913 0,3853 0,3845 0,3949 0,3743 0,3521
T2 0 0,5810 0,5791 0,5779 0,1037 0,0722 0,0594
092 1 0,4723 0,4665 0,4640 0,3884 0,3636 0,3459
A1 6 3,5980 3,5787 3,6206 2,2301 1,9676 2,0238
A -4 1,6719 1,6237 1,6578 1,4226 1,2323 11,2347
v 3 1,2871 1,2835 11,2900 1,0812 0,8743 0,7293

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Figura 4.1 — Cenario 1: Caso 1 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
pardmetros g e A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.2 — Cenario 1: Caso 1 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
pardmetros ¥ e v do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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4.1.2 Cenéario 1: Caso 2

As Tabelas (4.4)-(4.6) mostram as medidas Bias, MB e MSE dos estimadores de
ML e de ML, dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10%,20% e 30% de
outliers para n = 25, 50, 100, 200 e 1000, no contexto do cenério 1 - caso 2, descrito

anteriormente. Além disso, para facilitar a visualizacdo dessas informagoes, apresentamos
as Figuras (4.3)-(4.4).

Analisando as Figuras (4.4) (a), (b), (e) e (f), nota-se que o MSE e o MB dos
estimadores dos parametros o1 € 092, no caso ML, considerando as porcentagens de ou-
tliers de 10% e 20%, sdo menores do que as respectivas medidas desses estimadores para o
caso ML,. Entretanto, com 30% de observacoes andmalas, destaca-se um comportamento
diferente, ou seja, observa-se que o MSE e o MB dos estimadores dos parametros 17 € 0as,
no caso ML,, para os diversos valores de n adotados, sao menores do que as respectivas

medidas desses estimadores para o caso ML.

Concluindo, pode-se observar o mesmo comportamento do cenario 1: caso 1. Os
resultados obtidos no cendrio 1: casos 1 e 2 concordam com os obtidos no trabalho de [56]
no contexto de misturas finitas de distribui¢oes. Segundo [56], com um valor apropriado
para o parametro ¢, onde 0 < ¢ < 1, o estimador de ML, ird ignorar parcialmente as
observagoes, do conjunto de dados, nas caudas focando mais no ajuste das observacoes
ao redor do centro. O estimador de ML, obtido desta forma é possivelmente enviesado,
em particular para os parametros de escala, mas sera menos volatil para uma mudanca
significativa de dados nas caudas, portanto, um bom exemplo de troca (intercimbio) de
viés-variancia. Assim, ¢ pode ser considerado como um parametro de ajuste que ajusta a

magnitude da compensagao de viés-variancia.
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Tabela 4.4 — Cenario 1: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos

pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers.

ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 11 -2 0,8506 0,6284 0,4238 0,7914 0,5668 0,3805
Lo -1 0,6151 0,4880 0,4004 0,5586 0,4359 0,3409
o111 2 0,7731 0,7085 0,7307 1,1132 1,0171 0,9806
o192 -0,5 0,3833 0,3285 0,3134 0,3792 0,3357 0,3320
029 1 0,2854 0,2235 0,1827 0,4443 0,3518 0,2914
A1 6 5,0033 4,5503 4,9227 4.3717 3,9271 4,2930
Ao 4 3,5876 3,1996 3,3137 3,0822 2,7061 2,8203
v 3 3,56351 11,2853 11,1446 1,3776 11,0458 0,8226
50 11 -2 0,6712 0,4976 0,3559 0,5730 0,4134 0,2925
Lo -1 0,5173 0,4033 0,3166 0,4503 0,3470 0,2847
o111 2 0,7889 0,7514 0,7714 1,1182 1,0605 1,0655
o192 -0,5 0,3506 0,3156 0,3068 0,3646 0,3310 0,3333
029 1 0,1988 0,1558 0,1320 0,3990 0,3283 0,2966
A1 6 5,1206 4,9888 5,0529 4,2641 3,9535 4,1573
Ao 4 3,5579 13,3923 3,4023 3,0063 2,7051 2,7518
v 3 1,3296 1,2662 1,3425 1,3044 1,0013 0,7934
100 11 -2 0,5230 0,3801 0,2643 0,3942 0,2912 0,2315
Lo -1 0,4311 0,3299 0,2404 0,3670 0,2816 0,2194
o111 2 0,7920 0,7720 0,7841 1,1352 1,0941 1,0919
o192 -0,5 0,3164 0,2954 0,2934 0,3606 0,3360 0,3439
029 1 0,1443 0,1171 0,1028 0,4163 0,3494 0,3364
A 6 5,0719 5,0196 4,9946 3,9533 3,6570 3,9213
Ao 4 3,4955 3,4130 3,3670 2,8611 2,5796 2,5030
v 3 1,3728 11,3467 1,3895 1,3953 1,0671 0,8456
200 11 -2 0,4079 0,2986 0,2251 0,3025 0,2247 0,1783
Lo -1 0,3724 0,2741 0,1740 0,3057 0,2358 0,1858

o111 2 0,7889 00,7778 0,7754 1,1264 11,0878 1,0755
o192 -0,5 0,3097 0,2950 0,3030 0,3663 0,3472 0,3583
029 1 0,1062 0,0861 0,0747 0,4125 0,3407 0,3238
A 6 5,0105 4,9865 4,9505 3,8134 3,5389 3,9134

Ao 4 3,4519 3,4014 3,2437 2,7359 2,4806 2,4042
v 3 1,3987 11,3898 11,4075 1,5699 1,2190 0,9924
1000 11 -2 0,2685 0,2581 0,2552 0,0948 0,0765 0,0654
Lo -1 0,1124 0,0914 0,0793 0,0682 0,0543 0,0455

o11 2 0,8972 0,8960 0,8981 0,9431 0,9405 0,9406

o192 -0.5 0,3072 0,3061 0,3062 0,3527 0,3519 0,3511

029 2 0,1420 0,1372 0,1374 0,2406 0,2351 0,2320

A 6 49043 4,9004 4,9153 1,1396 0,9459 0,8209

Ao 4 3,2561 3,2500 3,2540 0,6958 0,5529 0,4588

v 3 1,5515 1,5505 1,5522 0,6951 0,5841 0,5275

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.5 — Cenario 1: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos

pardmetros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers.

ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 11 -2 1,0093 0,7559 0,5318 0,8040 0,5952 0,4287
Lo -1 0,7590 0,5874 0,4483 0,5929 0,4730 0,3930
o111 2 0,7519 0,6705 0,6958 1,1677 1,0739 1,0958
o192 -0,5 0,6756 0,5746 0,4903 0,5018 0,4271 0,4071
022 1 0,5668 0,3875 0,2364 0,5079 0,4189 0,3695
A1 6 5,56389 5,3003 5,4243 4,5236 4,1330 4,5277
Ao 4 3,9724 3,7738 3,7656 3,2854 2,9585 3,0712
v 3 1,7307 1,4970 1,5604 1,3649 11,0497 0,8581
50 11 -2 0,8024 0,5959 0,4147 0,6115 0,4388 0,3066
Lo -1 0,6319 0,5001 0,4146 0,5122 0,4094 0,3429
o11 2 0,7036 0,6506 0,6826 1,1695 1,1111 1,1111
o192 -0,5 0,5199 0,4746 0,4419 0,4035 0,3595 0,3506
022 1 0,3331 0,2383 0,1723 0,4400 0,3726 0,3414
A1 6 5,5216 5,4495 5,4323 4,3071 3,9270 4,3979
Ao 4 3,0142 3,8171 3,8421 3,1868 2,8412 29514
v 3 1,5337 1,4803 1,5756 1,3001 1,0067 0,8207
100 11 -2 0,6585 0,4971 0,3665 0,4674 0,3314 0,2346
Lo -1 0,4867 0,3826 0,3029 0,3929 0,3059 0,2429
o 2 0,7201 0,6921 0,7106 1,1712  1,1347 1,1145
o192 -0,5 0,4426 0,4237 0,4181 0,3685 0,3400 0,3409
029 1 0,1997 0,1462 0,1110 0,4196 0,3644 0,3488
A 6 5,4806 5,4547 5,3800 3,9860 3,5946 3,9074

Ao 4 3,8357 13,7948 3,7565 2,9401 2,5907 2,7031
v 3 1,6021 1,5845 1,6222 1,1509 0,8953 0,7100
200 11 -2 0,5318 0,4145 0,3193 0,3181 0,2354 0,1812
Lo -1 0,4314 0,3322 0,2375 0,3203 0,2400 0,1759
o 2 0,7228 0,7101 0,7242 1,1466 1,1215 1,0804
o192 -0,5 0,4240 0,4149 0,4167 0,3547 0,3385 0,3503
029 1 0,1331 0,1027 0,0811 0,4057 0,3562 0,3234

A 6 5,4487 5,4358 5,3622 3,6544 3,2673 3,3801
Ao 4 3,8166 3,7897 3,6932 2,7172 2,3297 2,1853
v 3 1,6195 1,6142 1,6287 1,2201 0,9513 0,7579
1000 11 -2 0,4184 0,4089 0,4047 0,1110 0,0914 0,0810
Lo -1 0,1919 0,1707 0,1643 0,0770 0,0618 0,0538

o111 2 0,8861 0,8849 0,8865 1,0069 1,0037 0,9992
o192 -0.5 0,3900 0,3893 0,3897 0,3764 0,3755 0,3759
022 2 0,0833 0,0759 0,0760 0,2768 0,2695 0,2674

A 6 5,4577 5,4567 5,4576 1,2522 11,0478 0,9572
Ao 4 3,7196 3,7176 3,7107 0,7696 0,6156 0,5239
v 3 1,7691 1,7685 1,7704 0,6634 0,5490 0,4876

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.6 — Cenario 1: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos

pardmetros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers.

ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 o -2 1,4019 1,0577 0,7601 0,9283 0,6931 0,4998
Lo -1 1,1848 00,9589 0,8475 0,7084 0,5741 0,5027
o11 2 0,8683 0,7078 0,6319 1,2194 1,1029 1,1252

12 -0,5 1,3754 1,2104 1,0585 0,6858 0,5395 0,4641
O92 1 1,3413 1,0779 0,9566 0,6884 0,5556 00,4926
A 6 5,7858 5,6836 5,5290 4,8112 4,5003 4,8834
Ao 4 4,0787  3,9468 3,9973 3,4356 3,1625 3,3014
v 3 11,2238 3,0822 1,4696 1,6206 1,2292 1,0154

50 1 -2 1,1135 0,8281 0,5692 0,7235 0,5262 0,3661
Lo -1 0,8538 0,6758 0,5715 0,5425 0,4349 0,3601
o1 2 0,6068 0,5142 0,4965 1,1990 1,1259 1,1689
12 -0,5 0,9987 0,9000 0,7696 0,5090 0,4239 0,3880

T2 1 0,8953 0,7045 0,5561 0,5310 0,4483 0,4091
A 6 5,7472 5,7034 5,6191 4,5060 4,1370 4,5579
Ao 4 4,0238 3,9598 3,9688 3,2610 2,9637 3,0765
v 3 3,3669 1,3616 1,3953 1,3200 1,0168 0,8134
100 I -2 0,9032 0,6405 0,3853 0,5042 0,3543 0,2418
Lo -1 0,7165 0,5691 0,4738 0,4308 0,3365 0,2655

o1 2 0,4670 0,4029 0,3951 1,2045 11,1643 1,1601
012 -0,5 0,8526  0,8051 0,7357 0,4004 0,3653 0,3579
T2 1 0,7073  0,5878 10,4940 0,4603 0,4075 0,3902
A1 6 5,6871 5,6623 5,5361 4,0411 3,6032 3,9450
Ao 4 4,0295 3,9922 3,9469 3,0613 2,7058 2,8847
v 3 1,3687 1,2982 11,4143 1,1522 0,8781 0,7218
200 I -2 0,6858 0,4965 0,3260 0,3925 0,2796 0,1966
Lo -1 0,5444  0,4237 0,3217 0,3153 0,2436 0,1888
o1 2 0,4138 0,3655 0,3647 1,2022 11,1771 11,1453

12 -0,5 0,7588 0,7411 0,7203 0,3781 0,3623 0,3671
T2 1 0,5536  0,4977 0,4644 0,4322 0,3846 0,3486

A 6 5,6284 5,6147 5,5307 3,6880 3,2324 3,3708

Ao 4 3,9760 3,9528 3,8528 2,6540 2,2555 2,1528
v 3 1,4236 1,3954 11,4517 1,0951 0,8518 0,6917

1000 J -2 0,5152 0,5048 0,5016 0,1250 0,1022 0,0915
Lo -1 0,2667  0,2466 0,2459 0,0871 0,0692 0,0578

o11 2 0,6882 0,6854 0,6859 1,0574 11,0546 1,0510
12 -0.5 0,5934 0,5924 0,5913 0,3975 0,3964 0,3967

O92 2 0,1647 0,1551 0,1532 0,3064 0,2998 0,2942
A1 6 5,6684 5,6577 5,6575 1,3824 11,1333 11,0047

A2 4 3,9214  3,9201 3,9221 0,8267 0,6633 0,5558
v 3 1,7329 11,7320 11,7342 0,6407 0,5320 0,4689

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Figura 4.3 — Cenario 1: Caso 2 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
pardmetros g e A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.4 — Cenario 1: Caso 2 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
pardmetros ¥ e v do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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4.1.3 Cenéario 2: Caso 1

As Tabelas (4.7)-(4.15) mostram as medidas Bias, MB e MSE dos estimadores
de ML e de ML, dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10%, 20% e 30% de
outliers para n = 25, 50, 100, 200 e 1000, no contexto do cenério 2 - caso 1, descrito

anteriormente. Além disso, para facilitar a visualizacao dessas informagoes, apresentamos
as Figuras (4.8)-(4.7).

Analisando as Figuras (4.6) (g) e (h), e (4.7), nota-se que o MSE e o MB dos
estimadores dos parametros o1y, 099, 033, 044 € A4, N0 caso ML, considerando a porcen-
tagem de outlier de 10%, sao menores do que as respectivas medidas desses estimadores
para o caso ML,. Entretanto, com 20% e 30% de observacoes anoémalas, destaca-se um
comportamento diferente, ou seja, observa-se que o MSE e o MB dos estimadores desses
parametros, no caso ML,, para os diversos valores de n adotados, sao menores do que as
respectivas medidas desses estimadores para o caso ML. Em particular, observe que as
estimativas de ML, do A4 s@0 menos volateis para uma mudanca significativa de dados

nas caudas, portanto, um bom exemplo de troca (intercambio) de viés-variancia; veja [56].

Tabela 4.7 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
parametros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers, para n = 25.

ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE  Bias MB MSE, Bias, MB,

25 [ 2 0,8091 0,6155 0,4087  0,9548 0,6622 0,3573
2 1 0,6895 0,5503 04384  0,6278 0,5070 0,4396
3 1 0,6705 05559 0,4922  0,6332 0,5264 0,4515
14 1 0,6418 05471 05113  0,6354 0,5343 0,4764
o 1 0,3205 02576 02104 055239 0,4161 0,3304
o1 0 0,3246 0,2478 0,1806  0,1955 0,1396 0,1104
o 1 0,3884 0,2979 02237 04957 0,3730 0,2658
o13 0 0,3516 0,2649 0,1917  0,1992 0,1394 0,1010
a3 0 0,3545 02732 02124 02022 0,1429 0,1029
o3 1 0,4076 0,3128 02400 04974 0,3733 0,2588
o1 0 0,3677 0,2823 02228  0,2045 0,1423 0,0955
oo 0 0,3608 0,2805 0,2186  0,2053 0,1453 0,1001
o3 0 0,3662 0,2838 02162 02110 0,1501 0,1147
o 1 0,4090 0,3150 02419 04944 0,3674 0,2541
A 6 57527 51166 53008  4,8340 4,646 4,9151
A2 3 34230 28321 25658 25129 2,1329 2,2103
A3 2 2,8230 2,3939 20866 19429 16598 1,7128
Ay 1 2,3032 19457 18630 15119 12744 1,042
v 5 8,5038 3,0204 19492  2,6002 1,9823 1,4569

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.8 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, dos
parametros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers, para n = 50 e 100.

ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
50 I 2 0,7445 0,5594 0,3510 0,7239 0,4862 0,2687
2 1 0,6169 0,4836 0,3810 0,5216 0,4111 0,3252
3 1 0,5869 0,4816 0,4237 0,5291 0,4372 0,3849
m 1 0,5708 0,4880 0,4574 0,5364 0,4483 0,4154
o111 1 0,2408 0,1875 0,1554 0,4355 0,3590 0,3239
12 0 0,2393 0,1716 0,1159 0,1693 0,1243 0,0937
) 1 0,2833 0,2054 0,1402 0,3952 0,3016 0,2382
13 0 0,2569 0,1911 0,1408 0,1827 10,1319 0,0984
093 0 0,2690 0,2041 0,1536 0,1768 0,1280 0,0942
33 1 0,2948 0,2208 0,1609 0,3921 0,2973 0,2385
14 0 0,2761 0,2075 0,1615 0,1845 0,1294 0,0910
o4 0 0,2791 0,2164 0,1699 0,1870 0,1366 0,1002
O34 0 0,2752 0,2124 0,1710 0,1840 10,1322 0,0928
Ou4 1 0,2903 0,2161 0,1605 0,3854 0,2877 0,2204
A1 6 5,6313 5,4473 5,3745 4,8219 4,4964 4,6284
Ao 3 2,9953 2,7674 2,6563 2,5307 2,2002 2,1583
A3 2 2,1729 11,9201 1,7206 1,8562 11,5387 11,3894
A4 1 1,4744 1,1979 1,1406 1,3803 11,1392 1,0000
v 5 2,3416 2,1884 2,3944 1,9588 11,4310 1,0200
100 141 2 0,6682 0,5130 0,3453 0,5491 0,3754 0,2031
I 1 0,5356 0,4166 0,3136 0,4547 0,3517 0,2665
143 1 0,5051 0,4146 0,3653 0,4488 0,3630 0,3123
m 1 0,4908 0,4196 0,3871 0,4431 0,3656 0,3290
o11 1 0,1564 0,1253 0,1076 0,3935 10,3375 0,3168
012 0 0,1507 0,1134 0,0872 0,1307 0,1013 0,0819
O92 1 0,1791 0,1327 0,0991 0,3255 0,2620 0,2257
13 0 0,1649 0,1255 0,0968 0,1259 0,0956 0,0757
093 0 0,1776 0,1399 0,1177 0,1226 0,0909 0,0694
033 1 0,1844 0,1404 0,1090 0,3142 0,2488 0,2126
O14 0 0,1913 0,1521 0,1296 0,1289 0,0953 0,0758
Oo4 0 0,1921 0,1554 0,1368 0,1303 0,0964 0,0730
O34 0 0,1903 0,1530 10,1308 0,1307 0,0966 0,0724
Oua 1 0,1937 0,1471 0,1139 0,3103 0,2451 0,2115
A1 6 5,5702 5,4916 5,3569 4,6264 4,2317 4,4688
Ao 3 2,8601 2,7424 2,6397 2,4919 2,1538 2,0979
A3 2 2,0051 11,8577 11,7588 1,8218 1,5136 1,3059
A4 1 1,2015 11,0089 0,9351 1,3165 1,0700 1,0000
v 5 2,5001 2,4462 2,5413  1,5193 1,1625 0,9022

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.



62

Tabela 4.9 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos parametros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers, para n = 200 e

1000.
ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
200 41 2 0,5911 0,4655 0,2971 0,4102 0,2878 0,1905
o 1 0,4822 0,3752 0,2741 0,3805 0,2841 0,1925
"3 1 0,4663 0,3887 0,3344 0,3770 0,2970 0,2326
1 1 0,4296 0,3806 0,3700 0,3583 0,2920 0,2558
o111 1 0,1271 0,1063 0,0998 0,4045 0,3584 10,3394
012 0 0,1025 0,0800 0,0659 0,1060 0,0835 0,0692
99 1 0,1202 0,0929 0,0719 0,3334 0,2766 0,2472
013 0 0,1209 0,0953 0,0793 0,1033 0,0797 0,0653
093 0 0,1345 0,1117 0,0997 0,0933 0,0700 0,0570
033 1 0,1355 0,1057 0,0885 0,3267 0,2667 0,2334
014 0 0,1396 0,1150 0,1020 0,0986 0,0749 0,0601
Oo4 0 0,1463 0,1230 0,1177 0,0969 0,0720 0,0553
O34 0 0,1472 0,1249 0,1196 0,0945 0,0698 0,0503
044 1 0,1342 0,1065 0,0885 0,3241 0,2653 0,2271
Al 6 5,56409 54945 5,2937 4,3859 13,9947 14,3937
A2 3 28534 2,7792 2,5856 2,3829 2,0474 2,0367
A3 2 1,9885 11,8882 11,7633 1,7561 11,4419 1,2706
A4 1 1,1294 0,9817 10,8913 1,1955 0,9809 0,8916
v 5 2,5793 2,5612 2,5900 1,6383 11,2944 1,0721
1000 I 2 0,5078 0,4188 10,2478 0,2920 0,2105 0,1425
42 1 0,4119 0,3075 0,1439 0,2848 0,2019 0,1217
13 1 0,3863 0,3263 0,2351 0,2783 0,2166 0,1640
m 1 0,3694 0,3422 0,3170 0,2747 0,2290 0,1998
o11 1 0,1159 0,1000 0,0888 0,4226 0,3696 0,3521
12 0 0,0663 0,0567 0,0570 0,0813 0,0658 0,0559
99 1 0,0583 10,0474 0,0413 0,3652 0,2956 0,2136
13 0 0,0809 0,0699 0,0664 0,0736 0,0627 0,0571
093 0 0,0957 0,0837 0,0906 0,0585 0,0493 0,0445
033 1 0,0760 0,0664 0,0646 0,3524 0,2813 0,1935
14 0 0,1028 0,0906 0,0949 0,0675 0,0588 0,0568
Ooy 0 0,1075 0,0962 0,1079 0,0563 0,0460 0,0426
O34 0 0,1105 0,0995 0,1115 0,0558 0,0438 10,0361
Ou4 1 0,0847 0,0750 0,0741 0,3476 0,2774 0,1882
A1 6 5,5005 5,4767 5,2361 4,0764 3,7432 4,1764
Ao 3 2,8225 2,7804 2,4874 2,1838 11,8783 11,9621
A3 2 1,9335 11,8747 1,5855 1,5924 11,2738 11,1588
A4 1 1,0623 0,9573 0,6806 1,0689 0,8401 0,6145
v 5 2,6625 2,6600 2,6681 1,8947 11,5962 1,5104

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.10 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers, para n = 25 e

50.
ML ML,
n  Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 1 2 1,2637 0,9950 0,7817 1,1268 0,8360 0,5080
2 1 1,1501 0,9774 0,9122 0,7324 0,6346 0,6390
3 1 1,1454 0,9808 10,9411 0,7507 0,6532 0,6677
I 1 1,1158 0,9605 0,9441 0,7638 0,6700 0,6998
o11 1 0,8149 0,6749 0,6405 0,6385 0,5379 0,4688
012 0 0,8496 0,7263 0,7067 0,3851 0,2378 0,1238
022 1 0,9060 0,7663 0,7338 0,6428 0,5277 0,4417
013 0 0,8622 0,7485 0,7379 0,3864 0,2427 0,1205
023 0 0,8770 0,7640 0,7585 0,4007 0,2514 0,1145
033 1 0,9083 0,7707 0,7491 0,6337 0,5228 0,4435
014 0 0,8863 00,7742 0,7544 0,3968 0,2473 0,1230
Oo4 0 0,8808 0,7667 0,7417 0,4084 0,2539 0,1269
O34 0 0,8747 0,7592 0,7298 0,3942 0,2484 0,1208
Oa4 1 0,9000 0,7646 0,7442 0,6403 0,5289 0,4391
A1 6 6,0356 5,7896 5,6640 5,1423 4,8936 5,4478
A 3 3,3680 3,0215 3,0817 2,6165 2,3409 2,8022
A3 2 2,5977 2,2284 2,1324 1,9192 1,6743 2,0000
A4 1 1,8929 11,5201 11,4950 1,4073 11,1713 11,0000
v 5 20,2171 7,0366 2,1913 3,0064 2,4190 1,8684
50 1 2 1,1072 0,8703 0,6671 0,8614 0,6076 0,3893
2 1 1,0062 0,8461 0,7729 0,6241 0,5132 0,4463
e 1 0,9790 0,8479 0,8265 0,6258 0,5206 0,4743
m 1 0,9534 0,8353 10,8386 0,6335 0,5352 0,4989
o1 1 0,6341 0,5277 0,4957 0,5473 0,4719 0,4374
o192 0 0,6768 0,5906 0,5672 0,3050 0,1843 0,1008
99 1 0,7312 0,6331 0,6292 0,5146 0,4153 0,3328
o13 0 0,6987 0,6175 0,5821 0,3118 0,1859 0,0942
093 0 0,7100 0,6269 0,5879 0,3153 0,1895 0,0984
33 1 0,7373 0,6414 0,6398 0,5135 0,4092 0,3313
O14 0 0,7212 0,6448 0,6320 0,3188 0,1863 0,0856
Oo4 0 0,7178 0,6396 0,6045 0,3199 0,1895 0,0905
O34 0 0,7035 0,6256 0,5887 0,3105 10,1843 0,0896
T4 1 0,7219 0,6331 10,6288 0,5064 0,4022 0,3160
A1 6 59069 5,8190 5,6074 4,9915 4,6854 5,0328
A 3 3,1383  2,9916 2,9662 2,6504 2,3653 2,4889
A3 2 22410 12,0477 2,0073 1,9628 1,6938 1,8104
A4 1 1,4107 11,1590 1,1906 1,4055 1,1567 1,0000
v 5 2,1546 1,7855 11,7734 22825 1,7178 11,2747

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.11 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers, para n = 100

e 200.
ML ML,

n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
100 11 2 1,0117 0,7865 0,5936 0,5939 0,4140 0,2641
L 1 0,8965 0,7545 0,6864 0,4883 0,3792 0,2992
"3 1 0,8789 0,7559 0,7178 0,4794 0,3813 10,3165
o 1 0,8564 0,7550 0,7380 0,4684 0,3738 0,3216
o11 1 0,5231 0,4489 0,4223 0,4459 0,3959 0,3839
012 0 0,5746 0,5178 0,4901 0,1724 0,1106 0,0801
99 1 0,6195 0,5573 0,5231 0,3798 0,3110 0,2727
013 0 0,6008 0,5436 0,5030 0,1699 0,1025 0,0684
093 0 0,6052 0,5497 0,5129 0,1788 0,1052 0,0676
033 1 0,6350 0,5705 0,5394 0,3696 0,2977 0,2543
014 0 0,6231 0,5712 0,5276 0,1786 0,1032 0,0643
o4 0 0,6100 0,5574 0,5187 0,1783 0,1022 0,0639
O34 0 0,6086 0,5546 0,5111 0,1791 0,1035 0,0622
Oua 1 0,6222 0,5641 0,5302 0,3680 0,2922 0,2479
A1 6 5,8450 5,7968 5,5950 4,6507 4,1603 4,7329
A2 3 3,0266 2,9418 2,8081 2,5470 2,2144 2,2708
A3 2 2,1078 11,9880 1,9024 1,9242 1,6362 1,5756
A4 1 1,2382 11,0473 0,9724 1,4109 1,1618 1,0747
v 5 1,9473 11,7869 11,8802 1,6958 1,2756 0,9690
200 I 2 0,9636 0,7328 0,4753 0,4466 0,3091 0,1869
2 1 0,8438 0,6949 0,6440 0,3891 0,2907 0,1975
3 1 0,8251 0,7153 0,6611 0,3893 0,3009 0,2347
m 1 0,8131 10,7262 0,6701 0,3960 0,3113 0,2500
o1 1 0,4529 0,4046 0,3766 0,4198 10,3814 10,3783
12 0 0,5159 0,4769 0,4482 0,1099 0,0816 0,0697
) 1 0,5541 0,5134 10,4813 0,3424 0,2956 0,2732
013 0 0,5369 0,4998 0,4654 0,1035 0,0736 0,0576
093 0 0,5486 0,5115 0,4720 0,1000 0,0661 0,0499
033 1 0,5658 0,5268 0,5018 0,3296 0,2784 0,2474
14 0 0,5630 0,5270 0,4933 0,1049 10,0719 0,0565
Oo4 0 0,5594 0,5241 0,4940 0,1008 0,0656 0,0469
O34 0 0,5507 0,5155 0,4819 0,1042 0,0692 0,0518
Ou4 1 0,5668 0,5286 0,5019 0,3203 0,2662 0,2300
A1 6 5,8301 5,7956 5,5168 4,3631 3,8631 4,4391
Ao 3 3,0030 2,9408 2,6909 2,4150 2,0675 2,1047
A3 2 2,1186 2,0311 1,9682 1,8206 11,5170 11,4437
M\ 1 1,2426  1,0934 1,2256  1,3679 1,1111 1,0232
v 5 2.0367 1,9511 2,0619 1,4924 11,1264 0,8611

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.12 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos parametros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers, para n = 1000.

ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,

1000 I 2 0,7384 10,5203 10,2473 0,2976 0,2067 0,1359
I 1 0,6565 0,5535 0,4709 0,2825 10,1996 0,1158
13 1 0,6486 0,5824 0,5403 0,2762 0,2079 0,1490
m 1 0,6441 0,6025 0,5810 0,2608 0,2098 0,1778
on 1 0,3498 10,3373 0,3324 0,4154 0,3730 0,3424
012 0 0,4177 0,4039 0,4069 0,0800 0,0647 0,0556
099 1 0,4484 10,4393 0,4329 0,3520 0,3009 0,2228
013 0 0,4468 0,4346 0,4389 0,0734 0,0596 0,0545
093 0 0,4510 10,4392 10,4401 0,0589 00,0468 0,0420
033 1 0,4634 0,4546 00,4488 0,3429 0,2891 0,2176
014 0 0,4730 0,4620 0,4613 0,0665 0,0555 0,0533
094 0 0,4610 10,4496 0,4501 0,0571 10,0433 0,0381
o34 0 0,4617 10,4507 0,4499 0,0560 0,0410 0,0341
o 1 0,4638 0,4550 00,4488 0,3373 0,2824 10,2138
Al 6 57114 5,6918 5,4241 4,0025 3,5475 4,1091
Ao 3 29470 2,9073 2,6381 2,1704 11,8159 11,9289
A3 2 20299 1,9725 1,7067 1,6088 1,2911 1,2150
A 1 1,1308 11,0253 0,7598 1,0565 0,8537 0,7098
v 5 2,1841 2,1702 2,1861 1,7094 1,2734 10,9412

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Tabela 4.13 — Cenério 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers, para n = 25.

ML ML,
n  Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 m 2 17451 14686 13383 12117 09501 0,6997
I3 1 1,6985  1,4849 11,4405 0,8305 0,7304 0,8065
s 1 1,6829 14983 14936  0,8505 0,7537 0,8517
s 1 1,6917 15141 11,5064  0,8849 0,7845 0,9358
on 1 13729 12735 12725  0,7619 0,6689 0,6657
O12 0 1,3879 11,3030 1,3072 0,6211 10,3985 0,1751
022 1 1,4883 1,3858 11,3661  0,7884 10,6809 0,6721
013 0 14113 1.3254 11,3270  0,6300 0,4059 0,1866
o 0 14221 1,3354 1,3305 06404 04114 0,1919
033 1 14837 11,3830 11,3649  0,7864 0,6829 0,6887
o14 0 14376  1,3577 13437  0,6405 0,4163 0,1887
02 0 1,4348 1,3498 11,3488  0,6392 0,4145 0,1885
O34 0 14217 1,3382 11,3331 0,6352 0,4125 0,1932
o 1 14736 13726 11,3548  0,7788 0,6755 0,6783
A 6 59474 58112 56988 52483 5,0728 15,3936
A 3 32213 29771 28152 2,6478 24195 2,8935
A3 2 2,3525  2,0524  2,0175 1,8951 1,6531 2,0000
Ay 1 1,6076  1,2692 11,2610  1,3938 1,1261 1,0000
v 5 34.2620 15.7818 23772  3,1805 12,6290 2,2225

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.14 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos parametros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers, para n = 50 e

100.
ML ML,
n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
50 11 2 1,5539 11,3039 11,1453 0,8988 0,6452 0,4349
L 1 1,4839 11,3044 1,2993 0,6652 0,5518 0,5026
"3 1 1,4556 1,2952 11,3401 0,6791 0,5594 0,4943
o 1 1,4786 1,3252 1,3762 0,7234 0,6089 0,5742
o11 1 1,1579 11,0977 1,1067 0,6159 0,5427 0,4861
012 0 1,1864 11,1312 11,1297 0,4342 0,2529 0,1078
O92 1 1,2663 1,2067 1,2035 0,6064 0,4974 0,4033
o13 0 1,2070 1,1552 11,1541 0,4411 0,2534 0,0968
093 0 1,2054 1,1513 11,1469 0,4426 0,2538 0,0972
033 1 1,2611 1,2047 1,2043 0,6047 0,4974 0,4276
014 0 1,2296 1,1751 1,1766 0,4584 0,2608 0,0903
Ooq 0 1,2285 11,1745 1,1694 0,4546 0,2636 0,1100
O34 0 1,2147 1,1608 11,1527 0,4509 0,2630 0,1045
Ou4 1 1,2609 1,2031 11,1978 0,6020 0,4898 0,3957
A1 6 5,9180 5,8562 5,6415 5,0758 4,8104 5,1214
A2 3 3,0732 29520 2,7292 2,6880 2,4170 2,5719
A3 2 2,1528 11,9890 1,8869 1,9358 1,6608 1,7186
A4 1 1,3430 1,0959 1,2896 1,5131 11,2073 11,0000
v 5 5,2165 2,1715 1,2455 2,4899 11,9564 1,5485
100 I 2 1,4669 1,2365 1,0391 0,6204 0,4410 0,3035
2 1 1,4139 11,2581 11,2651 0,5030 0,3975 0,3278
3 1 1,3912 11,2372 11,2832 0,5138 0,4102 0,3338
fha 1 1,4021 11,2682 1,3575 0,5252 0,4184 0,3501
o1 1 1,0962 1,0632 1,0518 0,5066 0,4517 0,4196
O12 0 1,1167 11,0828 1,0922 0,2841 0,1456 0,0777
) 1 1,1914 11,1602 11,1478 0,4514 0,3662 0,3032
013 0 1,1346 1,1020 1,1092 0,2911 0,1426 0,0696
093 0 1,1358 11,1021 1,1111 0,2855 0,1364 0,0648
033 1 1,1940 1,1621 1,1530 0,4473 0,3530 0,2881
o4 0 1,1695 1,1366 1,1365 0,2975 0,1396 0,0633
Oo4 0 1,1525 11,1180 11,1125 0,2896 0,1397 0,0648
O34 0 1,1410 1,1072 1,1104 0,2864 0,1388 0,0657
O44 1 1,1907 1,1591 11,1438 0,4425 0,3478 0,2817
A1 6 5,8012 5,8464 5,4940 4,7763 4,3669 4,8245
Ao 3 3,0445 29581 2,6668 2,6130 2,3096 2,3592
A3 2 2,0948 11,9685 1,6628 1,9639 1,6986 1,6769
A4 1 1,2386 11,0240 0,8242 1,4477 1,1782 11,0449
v 5 1,8112 1,0956 0,8773 1,8463 1,4263 1,1594

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.



67

Tabela 4.15 — Cenario 2: Caso 1 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers, para n = 200

e 1000.
ML ML,

n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
200 41 2 1,4566 11,2386 1,0492 0,4611 0,3281 0,2217
o 1 1,3855 11,2229 11,2993 0,4000 0,3046 0,2240
"3 1 1,3827 11,2433 11,3395 0,4086 0,3152 0,2510
1 1 1,3856 1,2546 1,3800 0,4004 0,3152 0,2609
o111 1 1,0610 1,0391 1,0456 0,4438 0,4082 0,3924
012 0 1,0798 11,0528 11,0790 0,1557 0,0860 0,0644
099 1 1,1484 11,1281 11,1189 0,3716 0,3209 0,2840
013 0 1,1111 1,0860 1,1061 0,1546 0,0795 0,0560
093 0 1,1058 11,0798 1,1005 0,1514 0,0743 0,0511
033 1 1,1647 11,1447 11,1479 0,3538 0,2955 0,2604
014 0 1,1371 1,1120 1,1268 0,1551 0,0772 0,0517
Oo4 0 1,1149 1,0896 1,1074 0,1503 0,0734 0,0480
O34 0 1,1099 1,0835 1,1091 0,1491 0,0758 0,0507
O44 1 1,1589 11,1387 11,1432 0,3488 0,2900 0,2456
Al 6 5,8642 5,8269 5,4073 4,4855 4,0182 4,6418
A 3 3,0412 2,9692 2,5724 24817 2,1639 2,2085
A3 2 2,0904 11,9847 1,5815 1,8646 1,5768 1,4636
A4 1 1,2041 1,0102 0,6240 1,3161 11,0851 0,9888
v 5 0,9231 0,7621 0,6961 1,5352 11,1599 0,9042
1000 I 2 1,3316 11,1250 0,9620 0,2906 0,2113 0,1446
42 1 1,3118 11,1663 1,2635 0,2898 0,2075 0,1222
13 1 1,3169 1,1942 1,3296 0,2775 0,2093 0,1457
fha 1 1,3145 11,1881 11,3768 0,2650 0,2105 0,1702
o1 1 1,0172 11,0079 1,0201 0,4265 0,3940 0,3725
012 0 1,0357 11,0188 11,0734 0,0743 0,0615 0,0536
99 1 1,1078 11,0995 11,1108 0,3639 0,3222 0,2519
013 0 1,0658 11,0501 1,1030 0,0637 0,0529 0,0489
093 0 1,0657 11,0500 1,1038 0,0497 0,0416 0,0378
033 1 1,1200 1,1120 1,1281 0,3512 0,3070 0,2396
O14 0 1,0862 1,0705 11,1248 0,0607 0,0517 0,0495
Ooy 0 1,0687 1,0530 1,1032 0,0504 0,0416 0,0377
O34 0 1,0631 11,0470 1,1012 0,0496 0,0405 0,0357
O 1 1,1093 1,1012 1,1147 0,3406 0,2965 0,2391
A1 6 5,7725 5,7425 5,3486 4,0754 3,6141 4,2909
Ao 3 2,9870 2,9259 2,4670 22392 11,8825 2,0312
A3 2 2,0589 11,9693 1,5041 1,6334 1,3304 11,2543
A4 1 1,1828 11,0201 0,5495 1,0979 0,8881 0,7549
v 5 0,7152 0,6429 0,6547 1,6364 1,2187 0,9231

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Figura 4.5 — Cenario 2: Caso 1 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, do para-
metro p do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20% (segunda
coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.6 — Cenario 2: Caso 1 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, do para-
metro A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20% (segunda
coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.7 — Cenario 2: Caso 1 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, do para-
metro 3 do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20% (segunda
coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.8 — Cenario 2: Caso 1 - MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML, do para-
metro v do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20% (segunda
coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

4.1.4 Cenéario 2: Caso 2

As Tabelas (4.16)-(4.24) mostram as medidas Bias, MB e MSE dos estimadores
de ML e de ML, dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10%,20% e 30% de
outliers para n = 25, 50, 100, 200 e 1000, no contexto do cenario 2 - caso 2, descrito

anteriormente. Além disso, para facilitar a visualizacao dessas informagoes, apresentamos
as Figuras (4.10)-(4.9).

Analisando as Figuras (4.6) (g) e (h), e (4.7), nota-se que o MSE e o MB dos
estimadores dos parametros i1, 099, 033, 044, A3 € Ag, no caso ML, considerando todas
as porcentagens de outliers adotadas, sao menores do que as respectivas medidas desses
estimadores para o caso ML,. Entretanto, em particular, observe que as estimativas de
ML, dos parametros 011, 022, 033 € 044 S20 menos voldteis para uma mudanca significativa

de dados nas caudas, portanto, um bom exemplo de troca (intercdmbio) de viés-varidncia;
veja [56].



72

Tabela 4.16 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers, para n = 25 e

50.
ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
25 I -2 0,9415 0,7355 0,5364 0,8795 0,6738 0,4991
L2 -1 0,7772 0,6195 0,5229 0,7176 0,5746 0,4890
13 -1 0,8094 0,6594 0,5750 0,7821 0,6496 0,5861
o -1 0,7618 0,6297 0,5800 0,7523 0,6281 0,5730
o11 2 0,7441 0,6760 0,6850 1,0708 10,9994 0,9741
019 -0,5 0,5107 0,4258 0,3701 0,4045 0,3447 0,3297
T2 2 0,5678 0,4925 0,4891 0,9155 0,8098 0,7667
13 -0,5 0,7367 0,6723 0,6414 0,5894 0,5433 0,5174
093 -0,5 0,6548 0,5839 0,5548 0,5255 0,4702 0,4701
033 2 0,5857 0,5094 0,5134 0,9210 0,8154 0,7826
014 -0,5 0,6861 0,6144 0,5607 0,5461 0,4931 0,4944
O24 -0.5 0,6356 0,5614 0,5303 0,5160 0,4626 0,4633
O34 -0,5 0,5596 0,4772 0,4373 0,4529 0,3938 0,3802
Ou4 2 0,5478 0,4695 0,4653 0,8888 0,7753 0,7241
A 6 55732 5,0279 5,0839 4,9881 4,6699 4,8117
A2 3 3,3061 2,7568 2,4743 2,7526 2,3760 2,2198
A3 -2 2,7079 2,1888 11,7587 2,3326 11,9449 1,7396
A4 -1 22782 11,7995 11,5243 1,8338 11,4518 11,1997
v 5 8.7158 2,9245 2,1518 1,9836 11,5313 11,2375
50 J -2 0,8794 0,6980 0,5318 0,7710 0,5982 0,4666
L2 -1 0,6806 0,5535 0,4684 0,6321 0,5140 0,4484
3 -1 0,6726 0,5417 0,4570 0,6571 0,5297 0,4389
o -1 0,6509 0,5398 0,4842 0,6309 0,5185 0,4635
o1 2 0,7822 0,7404 0,7784 1,0644 1,0225 1,0368
19 -0,5 0,4146 0,3576 0,3226 0,3524 0,3014 0,2750
99 2 0,5893 0,5379 0,5581 0,8935 0,8258 0,8335
o13 -0,5 0,6559 0,6166 0,5870 0,5520 0,5162 0,5050
093 -0,5 0,5678 0,5251 0,4913 0,4813 0,4415 0,4282
033 2 0,5939 0,5399 0,5703 0,8862 0,8228 0,8221
O14 -0,5 0,6084 0,5685 0,5387 0,5107 0,4748 0,4677
T4 -0,5 0,5560 0,5161 0,4815 0,4720 0,4345 0,4220
O34 -0,5 0,4757 0,4245 0,3958 0,4091 0,3646 0,3579
O44 2 0,5590 0,5076 0,5383 0,8695 0,7979 0,8048
A1 6 5,5743 5,4093 5,2188 5,0693 4,8018 4,8806
A 3 3,0166 2,7848 2,7103 27760 2,4608 2,3791
A3 -2 1,9933 11,7211 1,5436 2,0367 1,7267 11,4587
A4 -1 1,3692 1,0656 0,8559 1,4891 1,1607 0,9659
v 5 2,5336 12,3848 2.,6271 1,5606 1,2227 0,9989

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.17 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers, para n = 100

e 200.
ML ML,
n Parametro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
100 L1 -2 0,7523 0,5937 0,4272 0,6359 0,4733 0,3235
L2 -1 0,6007 0,4801 0,4061 0,5604 0,4450 0,3719
13 -1 0,5714 0,4526 0,3694 0,5573 10,4448 0,3749
o -1 0,5474 0,4599 0,4230 0,5380 0,4388 0,3895
o11 2 0,8013 0,7822 0,8010 1,0958 1,0661 1,0670
12 -0,5 0,3443 0,3133 0,3082 0,3188 0,2847 0,2882
099 2 0,5914 0,5646 0,5830 0,9382 0,8880 0,8917
o013 -0,5 0,5844 0,5642 0,5661 0,5101 0,4856 0,4835
023 -0,5 0,5076 0,4860 0,4747 0,4508 0,4261 0,4262
033 2 0,6048 0,5805 0,5897 0,9407 0,8926 0,8891
14 -0,5 0,5386 0,5158 0,5015 0,4715 0,4454 0,4390
o4 -0,5 0,4931 0,4707 0,4608 0,4388 0,4138 0,4113
O34 -0,5 0,4120 0,3878 0,3799 0,3794 0,3505 0,3443
Ou4 2 0,5710 0,5446 0,5569 0,9209 0,8679 0,8613
A1 6 5,3961 5.,3164 5,1425 4,7620 4,4944 4,5523
Ao 3 2,8212 2,6938 2,5690 2,6008 2,3211 2,1873
A3 -2 1,8373 11,6865 1,5631 1,8805 11,6247 1,3538
A4 -1 1,1032 0,8715 0,6602 1,3244 11,0208 0,7802
v 5 2,6398 2.,5929 2,7050 1,4624 11,1628 0,9597
200 3 -2 0,6885 0,5609 0,4157 0,5551 0,4187 0,3010
L2 -1 0,5375 0,4236 0,3419 0,4877 0,3784 0,2863
3 -1 0,4906 0,3815 0,2867 0,4783 0,3734 0,3035
o -1 0,4920 0,4164 0,3842 0,4846 0,4022 0,3688
o111 2 0,8165 0,8067 0,8099 1,1337 11,1075 1,1021
O12 -0,5 0,3134 0,2924 0,2956 0,3175 0,2906 0,3000
099 2 0,6051 0,5933 0,6004 0,9985 0,9520 0,9513
13 -0,5 0,5441 0,5309 0,5392 0,4793 0,4594 0,4544
093 -0,5 0,4730 0,4607 0,4639 0,4296 0,4129 0,4149
033 2 0,6114 0,5986 0,6065 0,9902 0,9468 0,9435
14 -0,5 0,4974 0,4851 10,4932 0,4471 0,4290 0,4293
Oo4 -0,5 0,4542 0,4418 0,4424 0,4130 0,3967 0,4019
O34 -0,5 0,3838 0,3684 0,3668 0,3621 0,3425 0,3499
O44 2 0,5813 0,5681 0,5724 0,9755 0,9270 0,9150
A1 6 5,3730 5,3263 5,0990 4,6074 4,3751 4,5291
Ao 3 2,7882 2,7103 2,4793 24607 2,2128 2,1182
A3 -2 1,7128 11,6140 1,4002 1,7727 1,5451 1,2662
A4 -1 0,9753 0,7983 0,5872 1,2385 10,9664 0,7620
v 5 2,7186 2,7036 2,7408 1,4794 11,1599 0,9518

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.18 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos parametros do modelo ST, com o adicional de 10% de outliers, para n = 1000.

ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
1000 I -2 0,4851 10,4041 0,3441 0,3596 0,2837 0,2695
I -1 0,4316 0,2997 0,1164 0,3713 0,2755 0,1752
13 -1 0,3938 0,2831 0,1564 0,3796 0,2735 10,1820
m -1 0,4078 0,3528 10,3174 0,3854 0,3153 0,2542
011 2 0,7972 10,7940 0,7838 1,1980 1,1681 1,0803
012 -0,5 0,2929 0,2815 0,3099 0,3289 0,3070 0,3182
099 2 0,6099 0,6072 0,6067 1,1065 1,0517 0,9785
013 -0,5 0,4806 10,4726 10,4349 0,4288 0,4167 0,4014
093 -0,5 0,4306 10,4239 0,4415 0,3984 0,3876 10,4047
033 2 0,6088 0,6039 0,6010 1,1001 11,0457 0,9307
014 -0,5 0,4448 10,4362 0,4476 0,4071 0,3936 0,3885
094 -0,5 0,4120 0,4059 0,4275 0,3907 0,3802 0,3993
O34 -0,5 0,3658 0,3583 10,3683 0,3661 0,3528 0,3682
o 2 0,5788 0,5751 0,5785 1,0889 11,0308 0,9118
Al 6 5,1315 5,1154 4,9770 4,1410 3,9052 4,4678
Ao 3 2,6536 2,6118 2,3534 2,2253 2,0160 2,0095
A3 -2 1,5707 11,5043 11,2904 1,5875 11,3859 11,1460
A -1 0,8308 0,6857 10,4325 1,1088 10,8303 0,5150
v 5 2,7761 2,7744 2,7786 1,5519 11,1830 10,9523

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Tabela 4.19 — Cenério 2: Caso 2 - Bias, VMD e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers, para n = 25.

ML ML,
n  Pardmetro Valor Real MSE  Bias VMD MSE, Bias, VMD,
25 m 2 1,2072  0,9936 0,7327 10787 0,8303 0,6412
Ha -1 1,1157  0,9366 0,8663 0,8515 0,7166 0,6874
U3 -1 1,1580 10,9593 10,8636  0,9383 0,7901 0,7668
4 -1 1,1067 0,9249 0,8379  0,8962 0,7595 0,7478
on 2 0,5602 04629 04284  1,0624 09127 0,9165
O12 -0,5 1,0197  0,9090 0,8819 0,6624 10,5456 0,5000
T2 2 0,5625 04558 0,4041  0,9538 10,7824 0,7118
o13 -0,5 1,2868 1,1942 1,1739  0,8636 0,7590 0,6352
o2 0,5 1,1677 1,0603 1,0429  0,7816 0,6728 0,5548
033 2 0,5535 0,4493 0,3944  0,9586 10,7853 0,6946
o14 -0,5 1,2224  1,1274 1,0858  0,8164 0,7096 0,5811
o -0,5 1,1667 1,0691 1,0203  0,7789 0,6699 0,5551
034 -0,5 1,0564 0,9477 0,8877 0,7015 10,5916 0,5000
o 2 0,5742 04645 0,4136  0,9555 10,7804 0,6940
A 6 58320 55767 53995 52979 15,0690 5,2079
A2 3 3,2478 29107 2,7178 2,8259 2,5474 2,5491
A3 2 23191 1,9220 1,6121 22888 1,9465 2,0000
A -1 1,7613 1,3783 1,2264  1,7218 1,3525 1,0162
v 5 17.9053 6,0972 22778  2,2904 1,7885 14287

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.20 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, VMD e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos parametros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers, para n = 50 e

100.
ML ML,

n Pardmetro Valor Real MSE Bias VMD MSE, Bias, VMD,
50 [ -2 1,1647 0,8850 0,5993 0,8915 0,6680 0,4770
L2 -1 1,0194 0,8545 0,8083 0,7804 0,6374 0,5697
13 -1 0,9823 0,8028 0,6846 0,7329 0,5868 0,4989
o -1 0,9375 0,8041 0,7637 0,7023 0,5805 0,5262
o11 2 0,4682 0,3915 0,3555 1,0728 0,9881 11,0691
012 -0,5 0,8707 0,7989 0,7579 0,5245 0,4158 0,3311
099 2 0,4059 0,3346 0,3047 0,9275 0,8293 0,8754
o13 -0,5 1,1212 1,0640 1,0252 0,7119 0,6192 0,5115
093 -0,5 1,0339 0,9690 0,9239 0,6487 0,5548 0,4687
033 2 0,3995 0,3280 0,2898 0,9246 0,8278 0,8691
014 -0,5 1,0636 1,0061 0,9701 0,6649 0,5752 0,4904
o4 -0,5 1,0109 0,9499 10,9126 0,6340 0,5429 0,4538
O34 -0,5 0,8983 0,8324 0,7963 0,5641 0,4671 0,3888
O44 2 0,3942 0,3251 0,2994 0,9215 0,8243 0,8637
A1 6 5,7308 5,6385 5,3806 5,0648 4,7518 4,9339
A2 3 3,0800 2,9251 2,8969 2,8285 2,5384 2,5018
A3 -2 1,9212 1,7052 11,4643 2,0199 1,7188 1,5075
A4 -1 1,2052 0,9493 0,7679 1,4514 11,1201 0,8939
v 5 2,5096 11,9427 2,0082 1,6918 1,3123 11,0276
100 o -2 1,0187 0,7568 0,4356 0,6748 0,4997 0,3531
12 -1 0,8656 0,7239 0,6547 0,6096 0,4825 0,3815
3 -1 0,8783 10,7196 0,6458 0,5517 0,4396 0,3681
Iy -1 0,8339 0,7174 0,6719 0,5425 0,4407 0,3783
o11 2 0,4351 0,3752 0,3787 1,1313 11,0973 11,1254
012 -0,5 0,7600 0,7152 0,6748 0,3618 0,3091 0,2808
99 2 0,3227 0,2702 0,2539 0,9892 0,9434 0,9698
13 -0,5 1,0162 0,9768 0,9173 0,5366 0,4965 0,4664
093 -0,5 0,9192 0,8777 0,8245 0,4749 0,4333 0,3996
033 2 0,3399 0,2878 0,2717 0,9960 0,9498 0,9712
14 -0,5 0,9564 0,9165 0,8645 0,4996 0,4557 0,4310
Oo4 -0,5 0,8946 0,8546 0,8098 0,4632 0,4197 0,3906
O34 -0,5 0,7977 0,7534 0,7038 0,4129 0,3671 0,3377
O44 2 0,3114 0,2613 0,2398 0,9658 0,9206 0,9378
A1 6 5,6105 5,5612 5,3041 4,6503 4,2859 14,5472
Ao 3 2,9324 2,8463 2,6920 2.5946 2,3142 22,2614
A3 -2 1,8588 11,7240 11,4985 1,8223 11,5650 11,4047
A4 -1 1,0635 0,8395 0,6043 1,2799 0,9778 0,7467
v 5 2,1647 2,0270 2,2190 1,4284 11,1390 0,9935

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.21 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, VMD e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 20% de outliers, para n = 200

e 1000.
ML ML,
n Parametro Valor Real MSE Bias VMD MSE, Bias, VMD,
200 I -2 0,9588 0,7059 0,3825 0,5447 0,4012 0,2829
L2 -1 0,7802 0,6310 0,5676 0,4770 0,3645 0,2756
13 -1 0,7334 0,5891 0,4871 0,4331 0,3426 0,2780
L4 1 0,7344 0,6424 0,6131 04484 0,3654 0,3166
o11 2 0,4242 0,3849 0,3988 1,1690 11,1468 1,1487
oo 0,5 0,7036  0,6765 0,6456  0,3285 0,3012 0,3008
099 2 0,2778 0,2375 0,2252 1,0371 1,0055 0,9921
o113 -0,5 0,9363 0,9116 0,8800 0,4677 0,4469 0,4380
O3 0,5 0,8565 0,8311 0,7923  0,4283 0,4091 0,3983
033 2 0,2974 0,2553 0,2444 1,0317 1,0002 0,9939
ou 0,5 0,8938 0,8681 0,8407  0,4420 0,4214 0,4134
oo 05 0,8349 0,8100 0,7708  0,4147 0,3956 0,3817
O34 -0,5 0,7425 0,7145 0,6783 0,3720 0,3481 0,3341
O44 2 0,2682 0,2268 0,2180 1,0077 0,9750 0,9571
A 6 5,5802 5,5427 5,2589 4,4820 4,1546 4,4360
Ao 3 2,8888 2,8251 2,5657 24176 2,1414  2.,0920
A3 2 1,7212 1,6205 1,3691  1,6085 1,4043 1,2737
A4 -1 0,9486 0,7535 10,4853 1,1516 0,9015 0,7359
v 5 22757 22113 2,3369  1,3925 1,0576 0,8185
1000 J -2 0,6817 0,4970 0,2876 0,3767 0,2824 0,2204
Lo 1 0,5915 0,4691 0,3089  0,3558 0,2586 0,1684
13 -1 0,5876 0,4408 0,2447 0,3178 0,2464 0,1981
m -1 0,5822 0,5146 0,4133 0,3293 0,2723 0,2457
o11 2 0,4282 0,4169 0,4098 1,1868 1,1659 1,1071
012 -0,5 0,6351 0,6260 0,6455 0,3249 0,3070 0,3174
O 2 0,2435 0,2274 0,2284  1,0871 1,0545 0,9519
o1 0,5 0,8394 0,8309 0,8334 04281 0,4197 0,4138
093 -0,5 0,7696 0,7618 0,7726 0,3987 0,3908 0,3963
033 2 0,2771 0,2603 0,2585 1,0822 1,0504 0,9647
014 -0,5 0,8002 0,7912 0,7958 0,4066 0,3976 0,4015
Ooy -0,5 0,7477 0,7399 0,7453 0,3864 0,3788 0,3841
O 0,5 0,6743 0,6660 0,6805  0,3616 0,3514 0,3501
O44 2 0,2397 0,2211 0,2237 1,0677 1,0343 0,9446
M 6 53838 5,3650 5,1770  4,1721 3,9283 4,3520
Ao 3 27669 2,7267 2,4734 2,1954 11,9813 1,9805
A3 -2 1,6399 1,5682 1,3311 1,5023 11,3589 11,2037
bW 1 0,8494 0,6985 0,4376  0,9790 0,7751 0,5663
v 5 2,3976 2,3898 2,3950 1,5160 1,1578 0,9442

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.22 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, VMD e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers, para n = 25 e

50.
ML ML,

n  Pardmetro Valor Real MSE  Bias  VMD MSE, Bias, VMD,

25 I 2 1,7189  1,3681 11,0090  1,2009 0,9533 0,7583
Lo 1 1,6471  1,4060 1,3442  0,9926 0,8459 0,8772
13 1 1,6612 1,4087 11,3188  1,0664 0,9006 0,9228
L4 1 1,6289  1,4075 1,4061  1,0249 0,8772 0,9500
on 2 0,7732  0,6336 0,5306  1,0951 0,8788 0,7152
oo 0,5 1,5809  1,4966 1,4809 0,908 0,7688 0,6253
O 2 0,9937 08234 0,7328  1,0471 0,8234 0,6700
o3 0,5 1,8388 11,7627 11,7481  1,0836 0,9445 0,8336
O3 0,5 1,7490  1,6701 1,6755  1,0223 0,8822 0,7504
o33 2 0,8927 0,7381 0,6397  1,0395 0,8147 0,6310
o 0,5 1,7895  1,7180 1,7307  1,0566 0,9176 0,7939
O 0,5 1,7493  1,6657 1,6363  1,0240 0,8804 0,7556
o 0,5 1,6012  1,5231 1,5254  0,9302 0,7987 0,6595
O 2 0,9358  0,7753 0,6920  1,0437 0,8158 0,6317
M 6 57803 56370 53820  5,3336 5,1370 5,2853
Ao 3 3,1591 2,898 2,7035  2,8672 2,6101 2,9035
A3 2 2,1887  1,8773 1,6577  2,3283 12,0369 2,0000
M\ 1 1,5053  1,1978 1,2200  1,6666 1,3377 1,0000
v 5 34.0451 15.7331 23300  2,6153 2,0653 1,6506

50 I 2 1,5278  1,2178 0,9441  0,9253 0,6922 0,4846
Lo 1 1,3016  1,1893 1,1608  0,8184 0,6621 0,5604
13 1 14121 1,2116 1,1804  0,8372 0,6723 0,5778
L 1 1,3019  1,2069 11,1832  0,8567 0,6925 0,5969
on 2 0,5115 04135 03491  1,1166 1,0006 1,1242
oo 0,5 1,3718  1,3177 1,3079  0,6615 0,5086 0,3760
oo 2 0,7085  0,5960 0,5420  1,0036 0,8881 0,9269
o1 0,5 1,6392  1,5060 1,5967  0,8464 0,7164 0,5396
O3 05 1,5264 14782 14751  0,7765 0,6399 0,4925
O3 2 0,6350 0,5273 0,4941  1,0087 0,8899 0,9305
o 0,5 1,5792  1,5300 1,5251  0,8033 0,6633 0,5000
oo 0,5 1,5273 14744 14705  0,7800 0,6401 0,5000
O 0,5 1,3073  1,3453 1,3395  0,7071 0,5698 0,4408
O 2 0,6833 0,5719 05133  0,9916 0,8747 0,9138
M 6 57578 56921 53707  5,1031 4,8595 4,9925
Ao 3 3,0118 28854 26961  2,8448 25521 24714
A3 2 1,9926  1,8119 1,5506  2,0841 1,7883 1,6289
bW 1 1,1997  0,9269 0,5995  1,5809 1,2219 1,0000
v 5 56083 2,1670 1,2988  2,0597 1,6196 1,3132

Fonte: Elaborado pela

autora em 2020.
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Tabela 4.23 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, VMD e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos pardmetros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers, para n = 100

e 200.
ML ML,

n Pardmetro Valor Real MSE Bias VMD MSE, Bias, VMD,
100 [ -2 1,4060 1,1082 0,8341 0,6891 0,5144 10,3731
2 -1 1,2871 11,1148 1,0696 0,6414 0,5006 0,4060
3 -1 1,3442 11,1416 1,1059 0,6275 0,4894 0,3977
o -1 1,3110 1,1499 1,1709 0,6231 0,4903 0,4183
o 2 0,4179 0,3436 0,3050  1,1552 1,1122 1,1624
012 -0,5 1,2989 11,2634 1,2589 0,4477 0,3503 0,2934
099 2 0,5976 0,5245 0,5106 1,0219 0,9786 0,9965
o13 -0,5 1,5614 1,5306 1,5212 0,6098 0,5333 0,4755
093 -0,5 1,4487 11,4167 1,4044 0,5508 0,4757 0,4171
033 2 0,5334 0,4559 0,4297 1,0172 0,9717 0,9929
014 -0,5 1,5216 11,4895 11,4940 0,5792 0,5009 0,4441
o4 -0,5 1,4419 1,4087 1,3960 0,5502 0,4704 0,4131
O34 -0,5 1,3171 11,2823 11,2681 0,4923 0,4135 10,3571
044 2 0,5870 0,5115 0,5003 0,9978 0,9505 0,9721
A1 6 5,7070 5,6591 5,2936 4,7848 4,4790 4,7400
Ao 3 29747 2,8857 2,5891 2,6406 2,3697 2,3086
A3 -2 1,9565 1,8182 1,4955 1,8498 1,6031 11,4398
A4 -1 1,1271 0,8836 0,5541 1,3552 11,0540 0,8806
v 5 1,6429 1,1547 1,0067 1,815 1,2564 1,0717
200 o -2 1,3736 1,0701 0,7588 0,5349 0,3995 0,2866
12 -1 1,2333 11,0703 1,0569 0,4976 0,3897 0,3274
3 -1 1,2945 1,1053 11,0891 0,4711 0,3686 0,3031
Iy -1 1,2750 1,1196 11,1547 0,4630 0,3662 0,3145
o11 2 0,3540 0,2954 0,2708 1,1818 11,1617 11,1692
012 -0,5 1,2583 11,2314 1,2366 0,3385 0,3015 0,2876
99 2 0,5281 10,4789 0,4613 1,0558 11,0308 11,0187
13 -0,5 1,5299 1,5081 1,5196 0,4908 10,4632 0,4510
093 -0,5 1,4143 1,3905 1,3868 0,4495 0,4220 10,4071
033 2 0,4785 10,4262 10,4037 1,0480 11,0234 11,0242
14 -0,5 1,4786 11,4555 11,4656 0,4610 0,4326 0,4203
Oo4 -0,5 1,3955 11,3722 11,3608 0,4281 0,4032 0,3906
O34 -0,5 1,2853 11,2596 1,2666 0,3893 0,3606 0,3420
O44 2 0,5283 0,4792 0,4702 1,0292 11,0035 0,9911
A1 6 5,6643 5,6247 5,2450 4,4982 4,1717 4,4988
Ao 3 29518 28770 12,4713 2.5142  2,2349 2,2223
A3 -2 1,8875 11,7665 1,3463 1,6537 11,4333 1,2794
A4 -1 1,0936 0,8701 0,4829 1,1510 0,9159 0,7990
v 5 1,0547 0,8978 0,8531 1,4350 1,1179 0,9394

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Tabela 4.24 — Cenario 2: Caso 2 - Bias, MB e MSE dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
dos parametros do modelo ST, com o adicional de 30% de outliers, para n = 1000.

ML ML,
n Pardmetro Valor Real MSE Bias MB MSE, Bias, MB,
1000 I -2 1,1067 0,8111 0,6048 0,3714 0,2741 0,2102
I -1 1,0804 0,9187 10,9304 0,3490 0,2585 0,1678
13 -1 1,1519 0,9059 0,6635 0,2970 0,2225 0,1649
m -1 1,1347 10,9610 0,9023 0,3138 0,2534 10,2166
011 2 0,2809 0,2532 0,2373 1,2034 11,1870 1,1321
012 -0,5 1,2149 11,1984 11,2217 0,3189 10,3041 0,3068
099 2 0,4674 0,4501 0,4383 1,1107 11,0854 10,9894
013 -0,5 1,4425 11,4259 1,4496 0,4279 10,4220 0,4130
093 -0,5 1,3525 11,3376 11,3582 0,3995 0,3942 0,3952
033 2 0,4002 0,3829 10,3752 1,1063 11,0827 1,0003
o14 -0,5 1,3967 11,3807 1,4069 0,4069 0,4002 0,3982
094 -0,5 1,3329 11,3188 11,3304 0,3853 10,3808 0,3809
o34 -0,5 1,2317 11,2164 11,2442 0,3606 0,3535 0,3473
Ou 2 0,4517 0,4353 0,4267 1,0880 1,0635 0,9848
M 6 5,4588 54304 5,1717 4,1211 3,8436 4,2695
Ao 3 2,8169 2,7530 2,3580 2,2333 2,0135 2,0312
A3 -2 1,7543 11,6438 11,2594 1,4314 11,3068 1,2109
A -1 0,9901 0,7736 0,3398 0,9857 0,7788 0,6164
v 5 0,9482 0,8947 10,9054 1,4307 11,0751 0,8455

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Figura 4.9 — Cenario 2: Caso 2 - MSE e VMD dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
do pardmetro v do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%

(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.10 — Cenario 2: Caso 2 - MSE e VMD dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
do pardmetro g do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.11 — Cenario 2: Caso 2 - MSE e VMD dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
do pardmetro A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura 4.12 — Cenario 2: Caso 2 - MSE e VMD dos estimadores de ML (¢ = 1) e de ML,
do pardmetro ¥ do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira coluna), 20%
(segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.

- --- ML
- — Mg
DA//
u —— o
= ’ -
w
3
e 4
3
T
0200 600 1000
n
©
2 --- ML
— Mg
= 4
o

MSE
1.0
1

MSE

Y
2
R
o
S
T
0 200 600 1000
n
©
21 ML
— Mg
= 4
«

MSE
1.0
1

MSE

b S-- ML
— Mg

MSE
1.0
1

MSE

@ |
S
©
S, -====--
=
S
o
S
T T T T
0 200 600 1000

Fonte: Elaborado pela autora em

16

O11 O11
--- ML - -- ML - S-e ML - Seo ML - .- ML
B — Mg 24 — Mg 24 — Mg 24 — Mg 24 — Mg
| o -] -] ) Ar\ N
w
g | g |o-----o g g
i
|
q o 4 v o o N
S 3 3 3
Semmmm- ‘o L i '
“““““ N~
i 2 | 2 | 2 4 2 4
3 3 3 3
LI T T T LI LI e LI
0200 600 1000 0200 600 1000 0200 600 1000 0200 600 1000 0200 600 1000
n n n n n
(a) (b)
022 022
1 --- ML 2 --- ML 24 --- ML 24 S-- ML 24 --- ML
— Mg — Mg — Mg — Mg — Mg
< <
i o o o o
A// o ‘.\// N - -
w = o " o " o "
2 1 = = =
o @ @
B :l 3 3 S 1
\
4 4 (3 [ 4 i
\ . <, N
== N - -
J t = < 4 I
\ S S
Neo oo \
- == o~ o~ L i ~
S S s S
T T T T T
0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000
n n n n n
() (d)
033 033
1 --- ML 2 ML 24 --- ML 24 S-- ML 2 ML
— Mg — Mg — Mg — Mg — Mg
i < < < <
4 o o ~ o
A‘// o fo—/——m—— ol o] o]
w = o - o - P
4 ' = / = =
b T S 31 S
'
4 E [ 4 4
\ N S R
L e e < < S--oC
T\ 1 S ST 1
—————— .
4 o o o | S o
S S S S
T LI LI LI e T
0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000 50 100 150 200
n n n n n
(e) (f)
Ga4 G44
1 —oo ML 24 ML 2 ML 24 S ML 24 ML
— Mg — Mg — Mg — Mg — Mg
4 < < = =
i o o ~ ~
A\//— o A\_//’ o | o | o
w = = = =]
8 | o o o
1 = o z s / Z e A’ = A!
\ S 3 3
i © < i i
\ =3 AN S].====== \
L e U S - o
R 4 g 4 i
~_ \
4 TTT-==- o | o | L e o |
S S S S
T LI LI LI e LI
0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000 0 200 600 1000

2020.



33

4.2 APLICACOES COM DADOS REAIS

Nesta se¢ao, mostramos a aplicabilidade dos resultados inferenciais desenvolvidos,
neste trabalho, em trés conjuntos de dados reais, sendo eles Stack-Loss, Land rent e AIS,
que serao devidamente apresentados com maiores detalhes abaixo. Como foi dito ante-
riormente, na Sec¢ao 3.4, assumimos o valor de ¢, onde 0 < ¢ < 1, que fornece o modelo
de caudas mais pesadas, ou seja, com menor estimativa de ML, para o parametro grau
de liberdade do modelo ST ajustado. As estimativas de ML e de ML, dos parametros do
modelo ST sdo obtidas via algoritmo EM, descritos nas Secoes 2.4.1.1 e 3.3.1, respectiva-
mente, e seus desvios padroes correspondentes (SE) calculados por meio do procedimento
paramétrico de bootstrap; veja [22] para mais informagoes. Na versao paramétrica do
método bootstrap, considera-se 6 como o valor verdadeiro do parametro a fim de gerar
1000 amostras do modelo ST. Esta estimativa também foi usada como chute inicial do
algoritmo EM para obter cada amostra de bootstrap. Sendo assim, calcula-se o desvio
padrao amostral dessas replicagoes. De acordo com os resultados obtidos na Secao 2.3,
identificamos as observacoes atipicas considerando a distancia de Mahalanobis. Conforme
sugerido por [41], usamos as quantidades TRC (mudanga relativa total) e MRC (méaximo
da mudanga relativa) para revelar o impacto da observagio atipica, possivel observacao

influente, detectada nas estimativas de ML e ML, de 6. Elas sao definidas como

A

0 - 0[@]3
0.

6
| e MRC = max |37H

]_17 7np 0

TRC = Z|

7j=1

| (4.1)

J

onde n, ¢ a dimensao de 8 e o 0[,-] é a estimativa de maxima verossimilhanca de 0 sem a

i-ésima observagcao.

4.2.1 Stack-Loss

O primeiro conjunto de dados que analisamos foi Stack-Loss, que é um conjunto
de dados classico, no contexto de procedimentos robustos e de presenca de outliers, e
foi originalmente apresentado por [15]. Este conjunto esté relacionado a observagao de
um processo quimico no decorrer de 21 dias, com quatro variaveis observadas x1, xo, x3
relacionadas, respectivamente, ao fluxo de ar, temperatura da agua e concentracao de
acido e uma variavel y chamada de stack-loss, conforme apresentado com mais detalhes
por [20] .

Apesar desse conjunto de dados ser comumente usado no contexto de regressao,
nao iremos aborda-lo neste cenario. Consideramos Y um vetor aleatério tridimensional,
seguindo os casos descritos abaixo, pois ao usa-lo como quadrimensional, observamos
que, sob ambos métodos de estimacao, a estimativa de v estava muito alta e assim,
estariamos no contexto do modelo SN, retirando-nos do objetivo principal deste trabalho.

Lembrando que quando v — oo, temos que a distribui¢ao ST tende a distribuicao SN,
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como foi mostrado na Figura 2.2. Entao, por este motivo, dividimos esta aplicacdo em

dois casos:

e Casol: Y, = (ﬂfli,ﬂ?zi,yi)T;

e Caso2:Y,; = (£E1z‘,$3iayz‘)Tv
comi¢=1,...,21.

4.2.1.1 Caso 1

A Tabela 4.25 apresenta as estimativas de méaxima verossimilhanca ML e ML, e
seus respectivos desvios padroes (SD) sob o modelo ST ajustado aos dados Stack-Loss
- caso 1. Na coluna denominada amostra, temos os valores da média amostral, desvio
amostral e a assimetria amostral, como se trata de dados reais nao temos um valor base
para os graus de liberdade. Observa-se que as estimativa de ML e ML, para v foram
7,7840 e 1,0264 (evidenciando caudas mais pesadas), respectivamente. Podemos observar
também que, em relacao ao desvio padrao, os estimadores de ML, mostraram ser mais
precisos em relagdo aos de ML em quase todos os pardmetros, exceto para o parametro

de assimetria .

Tabela 4.25 — Stack-Loss - caso 1: Estimativas de ML (¢ = 1) e ML, (¢ = 0,51) para os

pardmetros do modelo ST ajustado com os correspondentes desvios padroes, SE
e SEy.

Parametro Amostra ML ML, SE SE,

n 60,4286 51,6037 47.7664 1,410 12768
112 21,0052 18.3052 18.1479 1,8951 1,5662
113 17,5238 7,3151  5.8940 1,0616 0,8755
o 84,0571  8.0871  4,6976 0,5866 0,4213
o1 22,6571  1,6983 1,5070 0,4887 0,3116
22 9,9905  2,1315 0,9350 0,6264 0,4326
o1 85,7643  6,7789  4,0277 0,5241 0,3299
a3 28,1476 24719  1,6160 0,5092 0,3026
033 103,4619 9.7723  3,9544 0,6460 0,3927
A 08736 2,2131 27016 1,3521 3,2363
Ao 0,5044  0,8502 0,6555 1,3854 3,3308
A3 1,2442  3.8866 3,2156 12646 2,8689
v — 77840  1,0264 24648 2,3352

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

A Figura 4.13 ilustra a distdncia de Mahalanobis para o modelo ajustado ST sob
o método de estimagdo ML. Note que a observacao 21 aparece como outlier, possivel

observacao influente.
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Figura 4.13 — Stack-Loss - caso 1: Grafico da distdncia de Mahalanobis para o modelo ST ajus-
tado, sob o método de estimagao ML, considerando I7 = 0, 95.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Quando excluimos a observagao 21 do conjunto de dados, observamos que houve
alteracoes nas estimativas de ML e de ML,, com um destaque para a estimativa de ML
do v, uma vez que ao retirar esta observagao atipica, seu valor foi bem préximo de 100,
indicando que nao hé distribuicdo de cauda pesada. Além disso, notamos também que
houve um aumento no valor na estimativa de ML, do v, porém em uma escala bem
menor, obtendo o valor de 3,4608, com ¢ = 0,64, reforcando a robustez desses novos
estimadores em relacdo as observagoes atipicas. Para avaliar o impacto da observagao
atipica detectada nas estimativas de ML e ML,, a Tabela 4.26 apresenta as medidas
TRC e MRC, quando excluimos a observacao 21. Dessa forma, comparando as mudancas
relativas nas estimativas de ML e ML, em termos de TRC e MRC, podemos observar que
o valor de TRC, sob o método de estimacao ML, é mais que o dobro do valor de TRC
no caso ML,. E o valor de MRC no caso ML é quase o séxtuplo do valor atribuido a

quantidade correspondente no contexto de ML,.

Tabela 4.26 — Stack-Loss- caso 1: MCR e TRC para o modelo ST ajustado, sob ambos métodos
de estimacdo, quando a observacao 21 é excluida. Indice ¢ indica que as medidas
foram obtidas sob o método de estimagao ML,.

TRC TRC, MRC MRC,
6 13,1252 53839 11,8468 12,3716

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Proveniente dos algoritmos EM e EM,, os pesos estimados ; e 4, da observagao
t = 21 sao, respectivamente, 0,4216 e 0,0058, corroborando a ideia de que o ML, ¢

um método iterativo de dupla reponderacdo como foi comentado anteriormente. Como
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esperado, os resultados indicam que as estimativas de ML, sao menos sensiveis a presenca

de dados atipicos.

4.2.1.2 Caso 2

A Tabela 4.27 apresenta as estimativas de méaxima verossimilhanca ML e ML, e
seus respectivos desvios padroes (SD) sob o modelo ST ajustado aos dados Stack-Loss
- caso 2, e adicionalmente, estdo as medidas amostrais dos dados reais, utilizadas como
chute inicial dos algoritmos. Observa-se que, para este caso do Stack-Loss, a diferenca
entre as estimativas do v, sob os ambos os métodos de estimacao, ndo é tao grande
como no caso anterior, isto ¢, as estimativas de ML e ML, para v foram 5, 9456 e 4, 6516,
respectivamente. Percebe-se que ocorreu um mudanca de sinal na estimativa do parametro
023, sob os métodos de estimacao considerados. Podemos observar também que, em
relacao ao desvio padrao, os estimadores de ML, mostraram ser mais precisos em relacao
aos de ML em todos os parametros, ressaltando que o desvio padrao do estimador do
parametro v, que pelo caso ML, foi 2,4626 que é mais que o triplo do valor obtido pelo
caso ML,, dado por 0, 8187.

Tabela 4.27 — Stack-Loss - caso 2: Estimativas de ML (¢ = 1) e ML, (¢ = 0,57) para os
pardmetros do modelo ST ajustado com os correspondentes desvios padroes, SE
e SE,.

Pardmetro Amostra ML ML, SE SE,

n 60,4286 52,9072 558773 1,5772 0,8435
1o 86,2857 85,9485 88,1304 1,3756 0,8580
113 17,5238 8,8095 11.6026 0,9726 0,7055
o 84,0571 74974 34798 10,5954 0,8910
o1 24,5714  1,2480 0,3870 0,4767 0,4380
a9 28,7143 4,6922  2,9787 0,5697 0,6486
13 85,7643  6,3844 2,8293 0,5260 0,4313
a3 21,7929  0,8015 -0,1619 0,4788 0,4113
033 103,4619 9,2585  3,8042 0,5878 0,7572
A 0,8736  1,3834 0,5430 1,4568 1,3171
Ao 10,9392 -0,3155 -0,7254 1,3488% 0,6845
A3 1,2442  2,0081 1,6651 1,3358 1,2642
v — 59456 4,6516 2,4626 0,8187

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

A Figura 4.14 ilustra a distdncia de Mahalanobis para o modelo ajustado ST sob
o método de estimacao ML. Note que a observacao 21 novamente aparece como outlier,
possivel observacao influente. Ao notar que ambos casos do Stack-Loss obtiveram a mesma
observagao atipica decidimos averiguar o que esta observacao em relagao as outras possui
de diferencial e percebemos que os seus valores das variaveis x; e x3 se encontram acima

do terceiro quartil das respectivas variaveis, com o adicional de que o seu valor observado
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da varidvel x3 estd muito proximo ao maximo dos dados e ainda que os seus valores das

variaveis xy e y sao iguais as medianas das respectivas variaveis.

Figura 4.14 — Stack-Loss - caso 2: Grafico da distdncia de Mahalanobis para o modelo ST ajus-
tado, sob o método de estimagao ML, considerando I = 0, 95.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Quando excluimos a observagao 21 do conjunto de dados, observamos que houve
alteracoes nas estimativas de ML e de ML,, com um destaque para a estimativa de ML
do v, uma vez que ao retirar esta observagao atipica, seu valor foi bem préximo de 14.
Além disso, notamos também que houve um aumento no valor na estimativa de ML, do v,
porém em uma escala bem menor, obtendo o valor de 5,5416, com ¢ = 0, 59, reforcando
a robustez desses novos estimadores em relacao as observacoes atipicas. Para avaliar o
impacto da observacao atipica detectada nas estimativas de ML e ML,, a Tabela 4.28
apresenta as medidas TRC e MRC, quando excluimos a observagao 21. Dessa forma,
comparando as mudangas relativas nas estimativas de ML e ML, em termos de TRC e

MRC, é interessante notar que as maiores modificagoes ocorrem sob o método de estimagcao
ML.

Tabela 4.28 — Stack-Loss - caso 2: MCR e TRC para o modelo ST ajustado, sob ambos métodos
de estimacio, quando a observacao 21 é excluida. Indice ¢ indica que as medidas
foram obtidas sob o método de estimacao ML,.

TRC TRC, MRC MRC,
0 4,1060 2,2854 1,3377 0,9222

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Proveniente dos algoritmos EM e EM,, os pesos estimados 4; e 4, da observagao

t = 21 sao, respectivamente, 0,3412 e 0,0680, corroborando a ideia de que o ML, ¢é
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um método iterativo de dupla reponderagdo como foi comentado anteriormente. Como
esperado, os resultados indicam que as estimativas de ML, sao menos sensiveis a presenca

de dados atipicos.

4.2.2 Land Rent

[62] relatou o conjunto de dados Land rent, relacionado ao aluguel de terras, que
posteriormente foi analisado por [65] no contexto de modelo de regressao sob a distribuicao
t-Student. Este conjunto de dados inclui as seguintes variaveis: y é a variavel relacionada
a renda média paga pelo aluguel de acre de plantio de alfafa, z; esta relacionada ao
aluguel médio pago por terra cultivavel, z, é a densidade de vacas leiteiras (nimero de
vacas por milha quadrada), x3 é a proporcao de terras agricolas usadas para pasto e x4

como variavel binaria sobre a necessidade do preparo do solo ou nao para o plantio.

Nesta aplicagao, usamos quatro dessas cinco variaveis, desconsiderando a variavel
T4, pois é uma variavel booleana. Apesar desse conjunto de dados ser comumente usado
no contexto de regressao, nao iremos aborda-lo neste cendrio. Seguindo [21], consideramos

Y um vetor aleatério quadrimensional, ou seja, Y; = (ys, 1, Toi, 3;) ', com i = 1,...,67.

A Tabela 4.29 apresenta as estimativas de maxima verossimilhanga ML e MLq e
seus respectivos desvios padroes (SD) sob o modelo ST ajustado aos dados Land rent.
Na coluna denominada amostra, temos os valores da média amostral, desvio amostral e
a assimetria amostral, como se trata de dados reais nao temos um valor base para os
graus de liberdade. Observa-se que as estimativa de ML e ML, para v foram 4,3956 e
2, 6482, respectivamente. Percebe-se que ocorreu um mudanca de sinal na estimativa do
parametro A4, sob os métodos de estimacao considerados. Podemos observar também
que, em relagao ao desvio padrao, os estimadores de ML, mostraram ser mais precisos em

relacdo aos de ML em quase todos os parametros, exceto para o parametro de assimetria
A

A Figura 4.15 ilustra a distancia de Mahalanobis para o modelo ajustado ST sob
o método de estimacao ML. Note que as observacgoes 21 e 42 aparecem como outliers.
Decidimos entao averiguar o que essas duas observagoes possuem para torna-las atipicas,
para a componente y observamos que os valores de ambas observagoes se encontram abaixo
do primeiro quartil, ja para x; a observacao 42 estd abaixo da mediana enquanto que a
observacao 21 esta abaixo do primeiro quartil. Para a componente x5, o valor obtido pela
observagao 21 se encontra entre a mediana e o terceiro quartil e é maior que a média,
enquanto que o valor obtido para a observacao 42 esta acima do terceiro quartil, para
a componente x3 o valor relacionado a observacao 21 é o maximo enquanto que o valor

relacionado a observacao 42 esta acima do terceiro quartil.
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Tabela 4.29 — Land rent: Estimativas de ML (¢ = 1) e ML, (¢ = 0,50) para os pardmetros do

modelo ST ajustado com os correspondentes desvios padroes, SE e SE,.

Parametro Amostra ML ML, SE SE,
TR 42,1661 27,7449 24,2149 1,8057 0,6855
[o 43,6398 33,0639 33,9225 11,9062 0,7959
143 20,5633  8,4320 1,9929 11,2718 10,3772
[b4 0,1697  0,1075  0,0909 0,1240 0,0291
o1 510,1541 19,1219 8,078 0,5745 0,4510
O12 418,3721 12,2971 6,5890 0,5353 0,3533
022 447,3442 17,4646 8,4595 0,5425 0,4725
013 106,8864 5,7408  3,1573 0,5335 0,2014
093 15,8028  1,4430 1,0717 0,5333 0,1625
033 235,1974 15,1266 5.0644 0,5054 0,2971
014 -1,0554  -0,0001 0,0111 0,0623 0,0171
024 -1,5275  -0,0332 -0,0140 0,0602 0,0155
O34 1,1581 0,0819  0.0221 0,0645 0.0184
o4 0,0209 0,0653 0,0149 0,0324 0,0183
A 0,5607  0,6755  1.9885 10,7623 0,7856
Ao 0,1022 0,5721  0,7123 0,8071 0,6009
A3 0,7378 1,0673  4,0984 0,6765 0,9410
V! 1,8078 0,3211  -0,5465 10,6474 0,5276

v — 4,3956  2,6482 1,5717 11,3069

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Figura 4.15 — Land rent: Grafico da distancia de Mahalanobis para o modelo ST ajustado, sob
o método de estimacao ML, considerando I1 = 0.95.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Ao observar os pesos uU; e Uy, que podem ser vistos na tabela 4.30, provenien-

tes dos algoritmos EM e EM,, respectivamente, atribuidos a tais observagoes atipicas,
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notamos que, como esperado, ambos métodos de estimagao, no contexto do modelo ST,
podem atribuir pesos diferentes para cada observagao, sendo ainda menores para o caso
ML,. Consequentemente, o modelo ST controla melhor a influéncia dessas observagoes no

processo de estimacao ML,.

Tabela 4.30 — Land rent: Pesos atribuidos as observagoes atipicas.

Indice i U; Ugi
21 0,1578 0,0061
42 0,2154 0,0080

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Como este conjunto de dados possui apenas 2 observagoes atipicas, realizamos a
exclusao conjunta e individual delas. A comparacgao das medidas TRC e MRC, calculadas
no modelo ST, sob ambos métodos de estimacao estao apresentadas na Tabela 4.31. Os
resultados mostram que as estimativas dos parametros sao menos sensiveis a presenca de
dados atipicos e/ou influentes quando distribuicdo com caudas mais pesadas sdo usadas,

ou seja, no contexto do processo de estimagao de ML,.

Tabela 4.31 — Land rent: MCR e TRC para o modelo ST ajustado, sob ambos métodos de
estimacao, quando observacoes atipicas sdo excluidas. Indice ¢ indica que as
medidas foram obtidas sob o método de estimagao ML,.

Observacoes excluidas TRC  TRC, MRC MRC,

21 2,2606  0.6880 1,5298 0,1342
42 18,4253 0,7738 17,8412 0,1394
21 e 42 12,5354 2,9292 11,2690 0,5197

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

4.2.3 AIS

Em [18] é apresentado o conjunto de dados AIS composto por varidveis biomédicas
de 202 atletas da elite australiana que treinam no AIS (Australian Institute of Sport),
sendo igualmente divididos entre homens e mulheres. Como em [7], consideramos quatro
varidveis deste conjunto de dados, sendo elas { BM1, Bfat,ssf, LBM} que representam
o indice de massa corporal (BM1I), a porcentagem de gordura corporal (B fat), a soma

das dobras cuténeas (ssf) e a massa magra (LBM).

A Tabela 4.32 apresenta as estimativas de maxima verossimilhanca ML e ML,
e seus respectivos desvios padroes (SD) sob o modelo ST ajustado aos dados AIS, e
adicionalmente, estao as medidas amostrais dos dados reais, utilizadas como chute inicial
dos algoritmos. Observa-se que as estimativa de ML e ML, para v foram 12,1074 e

2,4626 (evidenciando caudas mais pesadas), respectivamente. Percebe-se que ocorreu um



91

mudanca de sinal nas estimativas dos parametros oo4 € 034, sob 0os métodos de estimacao
considerados. Podemos observar também que, em relagao ao desvio padrao, os estimadores
de ML, mostraram ser mais precisos em relagao aos de ML em quase todos os parametros,

exceto para o parametro de assimetria .

Tabela 4.32 — AIS: Estimativas de ML (¢ = 1) e ML, (¢ = 0,47) para os pardmetros do modelo
ST ajustado com os correspondentes desvios padroes, SE e SE,.

Pardmetro  Amostra ML ML, SE SE,

[ 22,0559 20,7937 20,7858 0,4793 0,3807
1o 13,5074 9,9519  5,6580 0,5812 0,1253
113 69,0218 49,9101 29,5222 1,8971 0,5934
14 64,8737 61,2288 66,5692 1,6992 1,0633
o 8,2021  1,9398 0,7684 0,0822 0,0997
o1 33249 02787 0,3153 0,104 0,0449
T2 38,3139 24004 0,4138 0,0856 0,0394
o1 290480 15749 12444 02026 0,1425
a3 104,1189  5,9912 2,005 0,2000 0,0752
033 1060,5009 32,9368 12,4912 0,3795 0,3484
o1 26,7213 2,1763  0,2782 0,1780 0,0974
a4 292745 -0,9216 0,2874 0,1947 0,0618
a4 88,4253  -0,4219  2,5499 0,4705 0,2480
14 170,8301 12,7962 3,0054 0,2405 0,2022
A 0,9465  1,0220 1,3026 0,4678 1,4445
Ao 0,7505  0,5852 1,0511 0,5832 1,1229
A3 1,1747  1,1502  6,0762 0,6631 2,2710
A\ 0,3585  0,6275 1,0025 0,7674 1,5905
v — 12,1074 2,6165 3,9704 2,1865

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

A Figura 4.16 ilustra a distancia de Mahalanobis para o modelo ajustado ST sob
o método de estimagao ML. Note que as observagoes 11,43,51, 53,56, 75,133,160, 163 e
178 se destacam como outliers. Do mesmo modo como foi feito para os outros casos
estaremos averiguando o que levou cada observacao a ser atipica. Para a componente
BM1I notamos que as observagoes que obtiveram o valor acima da mediana foram as
observagoes 11 e 43, ja as observagoes 51, 53, 56, 75, 133, 160 e 178 obtiveram valores
acima do terceiro quartil enquanto que a observagao 163 obteve o valor méximo. Para
a componente B fat notamos que as observagoes 11, 43, 51, 53 e 75 obtiveram valores
acima do terceiro quartil, a observacao 53 obteve o valor maximo, as observacoes 133, 163
e 178 possuem valores acima da média e da mediana enquanto que a observacao 160 esta
acima do primeiro quartil. Para a componente ssf temos que os valores relacionados as
observacoes 11, 43, 51, 53, 75 e 178 se encontram acima do terceiro quartil, a observagao
56 obteve valor maximo, as observagoes 133 e 163 receberam valores acima da média e da

mediana enquanto que a observacao 160 obteve um valor abaixo da media porém acima
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do primeiro quartil. Para a ultima componente, L BM , observamos que as observagoes 11
e 75 obtiveram valores maiores que a média e a mediana, ja as observacoes 43, 51, 53 e 75
se encontram abaixo do primeiro quartil, as observagoes 133, 160 e 178 receberam valores

que se encontram acima do terceiro quartil e a observagao 163 recebeu o valor maximo.

Figura 4.16 — AIS: Gréfico da distdncia de Mahalanobis para o modelo ST ajustado, sob o
método de estimacao ML, considerando IT = 0, 95.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Sem perda de generalidade, para ilustrar o impacto das observagoes atipicas de-
tectadas nas estimativas de ML e MLq, a Tabela 4.33 apresenta as medidas TRC e MRC,
quando excluimos todas as observagoes que se destacaram na Figura 4.16 conjuntamente
e a observacao 163 individualmente. Note que as maiores mudancas ocorreram no modelo

ST ajustado sob o método de estimagao ML.

Tabela 4.33 — AIS: MCR e TRC para o modelo ST ajustado, sob ambos métodos de estimacao,
quando observacoes atipicas sdo excluidas. Indice ¢ indica que as medidas foram
obtidas sob o método de estimacao ML.

Observagoes excluidas TRC TRC, MRC MRC,

163 0,8005 0,6676 0,3954 0,1242
11, 43, 51, 53, 56, 75, 133, 160, 163 e 178 9,1757 4,1131 7,2594 1,0954

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.

Na tabela 4.34, temos os pesos atribuidos %; e %, provenientes dos algoritmos EM
e EM,, respectivamente, as observacoes atipicas identificadas na Figura 4.16. Note que os
pesos U, sao os menores, confirmando a flexibilidade das estimativas de ML, do modelo
ST com caudas pesadas contra observacoes atipicas. Note que para o modelo ST, os pesos

U; e Ug, obtidos na etapa E, sao inversamente proporcionais a distancia de Mahalanobis,
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isto é, estes processos de estimacao tendem a atribuir menor peso as observagoes atipicas
de acordo com a distancia de Mahalanobis. Entretanto, o algoritmo EM, proposto, neste
trabalho, fornece estimadores duplamente reponderados para os todos os parametros da
distribuicao ST e assim, este processo de estimacao de @ tende a atribuir pesos menores

ainda para as observacoes andmalas no sentido da distancia de Mahalanobis.

Tabela 4.34 — AIS: Pesos atribuidos as observacgoes atipicas.

Indice i @ Ugi
11 04697 0,0122
43 0,5134 0,0131
51 0,5082 0,0132
53 0,3683 0,0099
56 0,4114 0,0038
75 0,5067 0,0613
133 0,586 0,0706
160 0,5802 0,0093
163 0,5378 10,0254
178 0,4505 0,0059

Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

5.1 CONCLUSOES

Neste trabalho, desenvolvemos o método de estimagao via maxima verossimilhanga
L,, que pode ser considerado uma generalizagao da estimacao de maxima verossimilhanga
usual, para todos os parametros da distribuicao Skew-t. Fornecemos um algoritmo EM
modificado para o calculo dos estimadores ML,, mostrando a robustez do método e um
melhor ajuste do modelo ST as observagoes atipicas, ao se estimar de forma simulta-
nea os graus de liberdade com os demais parametros do modelo de interesse. Para uma
ilustracao do desempenho do método ML, sobre o método ML, foram feitos estudos de
simulagao considerando modelos ST de dimensoes variadas com diferentes configuragoes
para os valores dos parametros, onde pudemos observar que os estimadores ML, mostra
um desempenho superior superior, em termos de viés e EQM, de um modo geral. En-
tretanto, ¢ importante ressaltar que todas as estimativas obtidas pelo ML, sao robustas

contra outilers diferentemente das estimativas obtidas pelo ML.

Observamos também a aplicabilidade do método ao estuda-lo em trés conjuntos de
dados reais, onde observamos que o ML, fornece um menor peso as observacoes atipicas
durante o processo de estimacao via algoritmo EM,, pois os estimadores resultantes sao
duplamente reponderados. Avaliamos também a influéncia dos outiliers sobre o conjunto
de dados comparando as mudancgas relativas nas estimativas de maxima verossimilhanca
em termos das medidas TRC e MRC. Este trabalho generaliza os resultados obtidos em

[21] que estudou o método de méaxima verossimilhanga L, para a distribuicao t-Student.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Para trabalhos futuros, pretendemos estender o método de estimagao ML, via
algoritmo EM, para a classe de distribui¢oes misturas de escala skew-normal, inclusive
no contexto de regressao ao considerar que os erros seguem uma distribuigdo nesta classe
assimétrica. Estudaremos também outras formas de escolha para o parametro de distor¢ao
g e buscaremos um maior conhecimento sobre as propriedades assintoticas do estimador

ML,, tais como, a eficiéncia assintética.
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APENDICE A - RESULTADOS ADICIONAIS DO CAPITULO 4

Figura A.1 — Cenario 1: Caso 1 - Média das medidas MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1)
e de ML, dos parametros p, ¥ e A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira
coluna), 20% (segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Fonte: Elaborado pela autora em 2020.
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Figura A.2 — Cenario 1: Caso 2 - Média das medidas MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1)
e de ML, dos pardmetros p, 3 e A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira
coluna), 20% (segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura A.3 — Cenario 2: Caso 1 - Média das medidas MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1)
e de ML, dos pardmetros p, 3 e A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira
coluna), 20% (segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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Figura A.4 — Cenario 2: Caso 2 - Média das medidas MSE e MB dos estimadores de ML (¢ = 1)
e de ML, dos pardmetros p, 3 e A do modelo ST, com o adicional de 10% (primeira
coluna), 20% (segunda coluna) e 30% (terceira coluna) de outliers.
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