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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo da influéncia dos pardmetros de um algoritmo de
pontos interiores e diregoes viaveis para solucao de problemas de otimizagao nao linear.
Esse algoritmo, denominado FDIPA, tem por objetivo encontrar dentre os pontos de um
conjunto definido por restrigoes de igualdade e/ou desigualdade, aqueles que minimizam
uma funcao diferenciavel. O FDIPA baseia-se na resolucao de dois sistemas de equacgoes
lineares com a mesma matriz de coeficientes, obtidos das condi¢oes necessarias de primeira
ordem de Karush-Kuhn-Tucker. A partir de um ponto inicial no interior do conjunto
viavel, o FDIPA gera uma sequéncia de pontos também interiores ao conjunto. Em cada
iteracao, uma nova direcao de descida é obtida e, em seguida, produz-se uma deflexao da
direcao de descida no sentido do interior do conjunto viavel, de modo a se obter uma nova
direcao que seja de descida e vidvel. Realiza-se entao uma busca linear para obter um novo
ponto interior e garantir a convergéncia global do método. Uma familia de algoritmos
pode ser obtida variando-se as regras de atualizacdo dos parametros do FDIPA. O estudo
apresentado neste trabalho foi feito considerando-se um tnico algoritmo e com restrigoes
de desigualdade somente. Testes numéricos apontaram para uma escolha de parametros

que levou a um nimero menor de iteragoes na resolugao dos problemas teste.

Palavras-chave: Otimizacao néao linear. Método de pontos interiores. Algoritmo de dire¢oes

vidveis.



ABSTRACT

This work presents a study on the influence of the parameters of an interior point and
feasible directions algorithm for solving non-linear problems. The algorithm, named
FDIPA, aims to find among the points of a set defined by equality and/or inequality
constraints, those which minimize a differentiable function. The FDIPA is based on two
linear systems with the same coefficient matrix, obtained from the Karush-Kuhn-Tucker
first order necessary conditions. From a initial point in the interior of the feasible set,
FDIPA generates a sequence of points which are also interior to the set. At each iteration,
FDIPA produces a descent direction which is deflected towards the interior of the feasible
set in order to create a new descent and feasible direction. Then, a linear search is
performed to get a new interior point and assure the global convergence of the method.
A family of algorithms can be obtained varying the rules used to update the parameters
of the FDIPA. The study presented here has been done considering just one particular
algorithm and inequality constraints only. Numerical tests pointed to a certain choice of

parameters which led to a fewer number of iterations when solving some test problems.

Key-words: Non-linear optimization. Interior point methods. Feasible directions algo-

ritms.
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1 INTRODUCAO

Todos nés, de alguma maneira, ja vivenciamos uma situacao de ter que otimizar
algo em nosso dia a dia. Quem nunca precisou encurtar um caminho para ganhar tempo
ou economizar dinheiro para comprar algo? Todas as vezes que procuramos formas otimas

de aplicarmos nossos recursos, estamos trabalhando com um problema de otimizacao.

Para o consumidor que deseja adquirir determinado produto, o preco ideal para
este produto seria o menor possivel, ou seja, seria 0. No entanto, sabemos que na verdade
isso é impossivel, pois a empreza que produz o produto tem gastos com mao de obra,
materia prima, embalagem, etc. Desta forma, existe um preco minimo para esta empreza
colocar este produto em circulacao no mercado. Além deste preco minimo, com certeza
a empresa ird querer ganhar um lucro sobre este produto. O lucro 6timo seria sempre
o maior possivel, e para isso eles deveriam elevar ao méaximo o preco do produto. Mas,
se isto acontecer o produto deixa de ser um bem acessivel ao consumidor. A otimizacao
trata exatamente desta busca pela melhor alocacao de um conjunto limitado de recursos,
escolhendo a alternativa que maximize o lucro, ou minimize o custo, dentre todas aquelas

que satisfazem um conjunto especifico de restri¢oes.

O campo tedrico de otimizagao consiste no estudo de problemas nos quais deseja-se
minimizar ou maximizar fungoes matematicas. Muitas vezes, estas fungoes estao sujeitas
a algumas condigoes as quais chamamos de restrigoes. A otimizacao possui aplicagdes em
diversas areas como economia, estatistica, medicina, biologia, localizacao, transportes e
nas engenharias de uma forma geral. Assim, ela ocupa um lugar de destaque no mundo

cientifico.

Em matematica, o estudo de problemas de minimizag¢ao e maximizagao teve inicio
a cerca de 25 séculos atras. Por um longo periodo, nao se descobriu uma maneira uniforme
de resolver problemas de otimizacao. Os primeiros métodos de carater geral foram
desenvolvidos a cerca de 300 anos, na época do desenvolvimento da andlise matematica.
Desde entao, ficou claro que certos problemas de otimizacdo desempenham um papel
fundamental em ciéncias naturais. Em 1744, o cientista francés Pierre Louis Moreau de
Maupertius propos o seu principio metafisico: a natureza sempre opera com a maior
economia possivel (BOYER, 2003).

A otimizagao é um assunto muito amplo. Neste trabalho, vamos restringir a nossa

atencao principalmente a alguns aspectos da programacao nao-linear (PNL).

Um problema de programacao nao-linear é um problema que consiste em encontrar
pontos de méximo ou de minimo de func¢des nao lineares. Na maioria das aplicagoes, os
fenémenos fisicos ou econdémicos sao melhor representados por modelos nao lineares. As
fungbes de um problema de PNL podem ser diferenciaveis ou nao. Trataremos do caso em

que as funcoes sao diferencidveis.
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Um caso particular do problema de PNL é o problema irrestrito (PI) que consiste
em minimizar uma fungdo sem restri¢coes. O estudo dos métodos que resolvem problemas
irrestritos é de fundamental importancia em otimizagao, porque muitos métodos para
resolver problemas de PNL fazem uso dos métodos que resolvem o PI. Em alguns casos é
possivel enontrar (quando existem) diretamente as solugoes de PI. No entanto, quando o
numero de variaveis ou a complexidade das fungoes aumentam, torna-se complicado até
mesmo encontrar pontos candidatos a solugdo. Assim, é necessario apelar para métodos

numéricos, ou seja, algoritmos.

Um algoritmo, no contexto dos métodos numéricos, ¢ um procedimento iterativo
que, a partir de um ponto inicial z(, define, conforme determinadas regras, um novo ponto
x1; e a partir de x1, um ponto x,, seguindo as mesmas regras. Desta forma, cria-se uma
sequéncia de pontos (zy). Os algoritmos diferenciam entre si justamentes pelas regras
que determinam o novo ponto. Normalmente, a sequéncia (xy) gerada por uma algoritmo

nunca atinge exatamente uma solucao, mas converge para um soluc¢oes do problema.

Neste trabalho, apresentaremos o algoritmo de pontos interiores e dire¢oes viaveis
FDIPA, desenvolvido por José Herskovits [9] e faremos uma andlise numérica da influéncia

dos parametros definidos no algoritmo.

No Capitulo 2 apresentamos algumas definicdes bésicas e alguns resultados de
Anélise e Algebra Linear relevantes para este trabalho. As principais referéncias deste
capitulo sao [13], [14] e [15].

No Capitulo 3 desenvolvemos os conceitos basicos de otimizacao. Comecamos com
algumas situacoes que garantem a existéncia de um minimizador e em seguida discutimos
as condicoes de otimalidade para problemas de minimizagao irrestrita e otimizacao com

restri¢oes. Algumas referéncias para este assunto sao [1], [8], [11], [16], [17] e [18].

No Capitulo 4 descrevemos um modelo geral de algoritmo para minimizar uma
funcao em R™ e apresentamos alguns métodos especificos de minimizacao para otimizacao
irrestrita. Aspectos de convergéncia global e velocidade de convergéncia dos métodos nao

sao abordados neste trabalho. As referéncias para este capitulo sao [3] e [12].

No Capitulo 5 descrevemos o algoritmo FDIPA. Esse algoritmo, tem por objetivo
encontrar dentre os pontos de um conjunto definido por restrigoes de igualdade e/ou
desigualdade, aqueles que minimizam uma funcao diferenciavel. O FDIPA baseia-se na
resolucao de dois sistemas de equagoOes lineares com a mesma matriz de coeficientes, obtidos
das condi¢oes necessarias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker. A partir de um
ponto inicial no interior do conjunto viavel, o FDIPA gera uma sequéncia de pontos também
interiores ao conjunto. Em cada iteracao, uma nova direcdo de descida ¢ obtida e, em
seguida, produz-se uma deflexdo da dire¢do de descida no sentido do interior do conjunto

viavel, de modo a se obter uma nova direcao que seja de descida e vidvel. Realiza-se entao
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uma busca linear para obter um novo ponto interior e garantir a convergéncia global do
método. Uma familia de algoritmos pode ser obtida variando-se as regras de atualizacao

dos pardmetros do FDIPA. Este capitulo estd baseado em [9].

No Capitulo 6 apresentamos um estudo da influéncia dos parametros do FDIPA na
eficiéncia do algoritmo. O estudo apresentado neste capitulo foi feito considerando-se um
unico algoritmo e com restri¢oes de desigualdade somente. Testes numéricos apontaram
para uma escolha de parametros que levaram a um nimero menor de iteragoes na resolucgao

dos problemas teste.

Por fim, o Capitulo 7 destina-se a analisar o estudo realizado e apresentar algumas

possibilidades de trabalhos futuros.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢bes basicas e alguns resultados de

Anélise e Algebra Linear relevantes para este trabalho.
2.1 SEQUENCIAS

Definicao 2.1.1. Uma sequéncia em R™ é uma funcao x : N — R", que associa a cada

numero natural n um ponto xp € R™. Denotaremos uma sequéncia por (xy).

Definigao 2.1.2. Diz-se que um ponto a € R"™ é o limite da sequéncia () quando, para

todo € > 0 dado arbitrariamente, € possivel obter kg € N tal que k > ko = |z — a] < e.

Defini¢ao 2.1.3. Uma sequéncia (x) em R" diz-se convergente quando existe a =

lim x;,.

Definicao 2.1.4. Uma subsequéncia de (x)) é a restrigio desta sequéncia a um sub-
conjunto infinito N' = {k; < --- <k, <---} C N. Utilizaremos a nota¢io (x,,),cy pora

indicar uma subsequéncia .

Teorema 2.1.1 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R™ possui uma

subsequéncia convergente.

2.2 NOCOES DE TOPOLOGIA

Seja n € N. O espago euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano de n fatores iguais

aR: R" =R xR x--- xR. Seus elementos, portanto, sdo as listas de n termos reais
x = (x1, -+ ,x,). Os elementos de R™ sdo chamados pontos e as vezes vetores.
Definig¢ao 2.2.1. Uma norma em R™ é uma fun¢ao real || - || : R — R que satisfaz as

sequintes propriedades:
1. ||z|| = 0, valendo ||x|| = 0 somente quando x = 0;
2. |l =zf| = |af - [|=]l;

3 e+ yll < l=ll +[lyl]-

Ha uma infinidade de normas que podem ser definidas no espaco euclidiano R".

Dentre elas, temos:

o |[z]| = /a1 + - + 22 (Norma Euclidiana);

o ||z]|,; = max {|z1]|,- - ,|z,|} (Norma do Maximo);
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o ||z||g = |x1] + -+ + |2,| (Norma da Soma).

Definicao 2.2.2. Dados o ponto a € R™ e o niumero real r > 0, a bola aberta de centro
a e raio r € o conjunto B(a;r) dos pontos x € R"™ cuja distancia ao ponto a é menor que

r.

Definicao 2.2.3. Um ponto x € R™ ¢é dito ponto de fronteira de um conjunto X C R"
quando qualquer vizinhanca de x contém algum elemento de X e algum elemento do

complementar de X. O conjunto dos pontos fronteira de X é chamado de fronteira de X.
Definicao 2.2.4. Um conjunto X é fechado quando contém sua fronteira.

Definicao 2.2.5. Um conjunto X C R" é limitado quando quando existe k > 0 tal que
|z| <k, para todo x € X.

Definicao 2.2.6. Um conjunto X C R™ chama-se compacto quando é limitado e fechado.

Definicao 2.2.7. Um ponto x € X C R™ é chamado um ponto interior de X quando,
para algum r > 0, tem-se B(a;r) C X.

2.3 FUNCOES DIFERENCIAVEIS

Definicao 2.3.1. Seja f : X — R", definida no conjunto x C R™. Dizemos que f €
continua no ponto a € X quando, para cada € > 0 dado, pode-se obter 6 > 0 tal que
sex € X ez —al| <6, entdo ||f(x) — f(a)|| <e.

Se f: X — R" é continua em todos os pontos do conjunto X dizemos que f é

uma aplicagdo continua.

Observacgao 2.3.1. A continuidade de f no ponto a independe das normas que se utilizem

em R™ e R"™.

Definigao 2.3.2. Seja f : U — R uma funcao definida no aberto U C R™. Para cada
i=1,---,n, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a = (aq,--- ,an)T ceU¢€o

numero

fla+tei) = f(a)

caso este limite exista.

Definicao 2.3.3. Seja f : U — R uma funcao que possui as n derivadas parciais em todos
0s pontos do aberto U C R™. Ficam entdao definidas n fungoes

of  of

—, : R.
8901’ ’8$n U=

Se estas fungoes forem continuas em U, diremos que f é uma funcdo de classe C' e

escrevemos f € CL.
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Definicao 2.3.4. Uma funcio f : U — R que possui, em cada ponto de U, todas as
derivadas parciais de ordem k, as quais sao fungoes continuas em U, chama-se uma

funcdo de classe C*. Escrevemos entio f € C*.

Definicao 2.3.5. Uma funcio f : R* — R, diz-se diferencidvel no ponto a € R"

quando existirem as derivadas parciais %(a), e ,;Tf(a) e, além disso, para todo vetor
= (v1,---,v,)" €R" tivermos
r(v
fla+v)— Z -~y +1(v), comhmﬁ—()

|v]
Teorema 2.3.1 (Férmula de Taylor). Seja f : U — R de classe C? no aberto U C R™.

Fizando a € U, para todo v = (ay, - - - ,an)T e R" tal que a+v € U, escrevemos

n 8 1 2 82
f(a+v)—f(a)zza£-ai+2 > E)x-@fx-'ai%—kr(v)
i ij=1 OTiOT;

i=1
as derivadas sendo calculadas no ponto a. Entao lim,_, T ‘) =0.

Teorema 2.3.2 (Regra da Cadeia). Sejam U C R™, V. C R" abertos e f : U — R",
g :'V — RP diferencidveis no ponto a € U, b= f(a) € V, com f(U) C V. Entdo

(gof) (a) =g () f'(a) : R™ - R”.

Resumidamente: a derivada da aplicacao composta é a composta das derivadas.
2.4 ALGEBRA LINEAR

Definig¢ao 2.4.1. Dizemos que um conjunto de vetores V= {vy,--- ,v,} € linearmente

independente (L.I.) se, e somente, uma igualdade do tipo
a0 + -+ apu, =0
com os o; € R, so for possivel para oy = -+ = o, = 0.

Definigao 2.4.2. Dizemos que um conjunto de vetores V.= {vq,--- ,v,} € linearmente

dependente (L.D.) se, e somente,V ndo é L.1I..
Definicao 2.4.3. Uma matriz A € R™" diz-se simétrica se AT = A.

Definicao 2.4.4. Seja A € R™™ uma matriz simétrica e x € R}. Dizemos que A é:

(a) Definida positiva quando x¥ Ax > 0, Vo € R”.
(b) Semidefinida positiva quando x¥ Az >0, Vo € R™.
(c) Definida negativa quando 27 Az < 0, Vz € R™.
(d) Semidefinida negativa quando x* Az <0, Vo € R™.

(e) Indefinida se existem x ey em R™ tais que x7 Az > 0 e yT Ay < 0.
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2.5 DEFINICOES E RESULTADOS CLASSICOS

Definicao 2.5.1. Considere uma funcio f :R* - R ex € Q C R".

(a) Dizemos que T é um minimo local de f em Q quando existe € > 0, tal que
f@) < f(x) para todo x € Q tal que || z — T ||< e.

(b) Dizemos que T é um minimo global de f em Q2 quando f(T) < f(z), para todo
x € .

(¢c) Dizemos que T é um mdximo local de f em Q quando existe € > 0, tal que
f@) > f(x) para todo x € Q tal que || z — T ||< e.

(d) Dizemos que T é um mdximo global de f em Q) quando f(x) > f(x), para todo
x € (L.

(e) Dizemos que T é um extremo global de f em Q se T é um ponto de mdzximo global

ou um ponto de minimo global de f em Q.

(f) Dizemos que T é um extremo local de f em Q) se T é um ponto de mdaximo local

ou um ponto de minimo local de f em 2.

Teorema 2.5.1 (Weirstrass). Toda fungio f : K C R" — R continua definida no
conjunto compacto K (nao-vazio) possui pelo menos um mdzimo global e pelo menos um

minimo global em K.

max;—+

min; +

ff—— X

{
1 S2 S3

T —

Figura 1 — Ilustracao do Teorema de Weirstrass

O gréfico acima respresenta uma fungdo f : [a,b] — R. Geometricamente podemos
observar que f é continua (nao apresenta "saltos") e estd definida em um conjunto compacto

(limitado e fechado). Logo, pelo Teorema de Weirstrass f possui pelo menos um minimo
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global em [a, b] (que ocorre em &;) e pelo menos um méaximo global em [a, b] (neste caso,

dois méximos globais que ocorrem em &; e £3).
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3 CONDICOES DE OTIMALIDADE

Quando falamos de um problema de otimizacao, nos referimos a um problema que
consiste em encontrar pontos de maximo ou de minimo de uma funcao real sobre um

conjunto €2 C R™.
Neste trabalho nos ocuparemos de problemas da forma
min f(x)
P 3.1
(P { . )

no qual assumiremos que a funcao f : R — R é continuamente diferencidvel.

O conjunto €2 sera chamado conjunto vidvel do problema, os pontos de €2 serdo

chamados pontos vidveis e f sera chamada funcao objetivo.

Em geral, o conjunto 2 é definido por restri¢oes de igualdades e/ou desigualdades,
ou seja

Q={zeR"|h(z)=0,g9(z) <0}

onde h: R* — R™ e g : R — RP sao fungoes continuamente diferenciaveis. O problema

de otimizagao pode entdo ser reescrito como
min f(z)
(P){ s. a h(z) =0, (3.2)
g(z) <0.

Quando © = R™, dizemos que o problema (P) é irrestrito e quando 2 # R™ falamos

de otimizacao com restrigoes.

3.1 CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA PROBLEMAS IRRESTRITOS

Um problema irrestrito ¢ um problema da forma

(P) { min f(z) (3.3)

r e R"™.

Ao considerar tal problema, desejamos determinar, se possivel, se um dado ponto
T € R™ é ou ndo um minimo local ou global da funcao f. Para isso, precisamos caracterizar
um minimizador de um problema irrestrito. A esta caracterizacdo denominamos condigoes

de otimalidade, as quais sao estabelecidas nos teoremas a seguir.

Teorema 3.1.1 (Condigboes Necessarias de Primeira Ordem). Seja f : R" — R,

f €. Sex é um minimizador local de f em R", entdo V f(Z) = 0.
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Defini¢ao 3.1.1. Um ponto T que cumpre o Teorema (3.1.1) é dito ponto critico ou

estaciondrio da funcao f.

O Teorema (3.1.1) afirma que todo extremo local de uma funcao f necessariamente
é um ponto critico de f. Contudo, a reciproca desse Teorema ¢ falsa, isto é, nem todo ponto
critico T € R™ de uma funcao f é um extremo local dessa fun¢do. Para um contra-exemplo,

considere a funcao f : R? — R, tal que
f(x,y) = $2 - y2'

O ponto T = (0,0) é um ponto critico de f, pois Vf(0,0) = (0,0). Mas nao é um
extremo local de f em R?, pois para qualquer bola aberta B(0,r) de centro em (0, 0) e

raio r > 0, a fun¢do f assume valores maiores e menores do que 0 = f(0, 0).

Assim, podemos concluir que o Teorema (3.1.1) funciona como uma espécie de filtro,
nos dizendo que entre todos os pontos no interior do conjunto admissivel, os candidatos a

extremo local da funcado sao os pontos que anulam o gradiente de f.

Teorema 3.1.2 (Condigées Necessarias de Segunda Ordem). Seja f : R" — R,
f € C?% SeT é um minimizador local de f em R", entdo a matriz Hessiana de f no ponto

T ¢ semidefinida positiva, isto é
d'V2f(z)d > 0, (3.4)

para todo d € R™.

As condigbes apresentadas nos teoremas (3.1.1) e (3.1.2) devem ser satisfeitas para
toda solucao 6tima local. No entanto, nao sao suficientes para que um ponto T seja
um minimizador. Por exemplo, a funcao f : R —R, dada por f(x) = 23, satisfaz essas
condigoes no ponto T = 0 mas este ponto nao é minimizador local do problema (3.3).
Logo, precisamos de uma condi¢ao adicional para garantir que um ponto satisfazendo as
condigOes necessarias de primeira e segunda ordem seja um minimizador local do problema.

O teorema a seguir nos da esta condicao.

Teorema 3.1.3 (Condigoes Suficientes de Segunda Ordem). Seja f : R" — R,
feC? SexeR", V(@) =0 e V>f(T) >0, entdo T é um minimizador local estrito de
f em R™.

Exemplo 3.1.1. Descrever os pontos estaciondrios da fun¢io f : R?2 — R dada por
flz,y) = 2% +y* = 3uy.

Para definir os pontos estaciondrios, resolvemos o sequinte sistema de equagoes, obtido a

partir das condicoes necessdarias de primeira ordem.:

fr=382"=3y=0, f,=3y>—3x=0
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As solugoes sao x1 = (0,0) e x5 = (1,1).

Para encontrar os minimizadores locais, usamos as condicoes necessarias de sequnda

ordem. Assim, temos

y B 0 -3 9 B 6 -3
f(xl)_(_?) 0),f(x2)—<_3 6>'

A matriz f"(z1) € indefinida. Logo, pelo Teorema(3.1.2), x1 nao é minimizador. Como a
matriz f"(x9) € definida positiva, pelas condigoes suficientes de sequnda ordem, x4 € (0

unico) minimizador local (estrito).

As defini¢oes e os resultados envolvendo minimizadores, apresentados nesta secao,

podem ser reformulados para maximizadores de forma inteiramente analoga.

3.2 CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA PROBLEMAS COM RESTRICOES DE
IGUALDADE

Consideremos o seguinte problema:

max 5 — (1] — 2)% — 2(xg — 1)?
(P) N
sa. 1 +4x, =3

Se ignorarmos a restri¢do, temos a solugdo r; = 2, ro = 1, que é muito grande para
satisfazer a igualdade. Para que tenhamos a restricao satisfeita, vamos introduzir um fator
A e ajusta-lo de maneira que a restricao se torne tao grande quanto necessitamos. Para

isso utilizaremos a funcao auxiliar
L(.I'l, T, )\) =5-— (l’l — 2)2 — 2(1’2 — 1)2 -+ )\(3 — X1 — 4372)

Essa funcao é chamada de Lagrangiana do problema. A idéia principal é ajustar \ de

modo que possamos obter um valor que satisfaga a restrigao.

e SeA=0,7=(21).

e Sel=1,T= (%, 0), que esta préximo da restrigao.

e Se \= %, T = (g, %), que satisfaz a restrigao.

A partir de agora, exploraremos esta idéia mais formalmente.
Dado o problema de programagao nao-linear (P), com restri¢oes de igualdade:

P) { min f(x)

s.a. h(z) =0, (3:5)



Capitulo 3. CONDICOES DE OTIMALIDADE 21

onde f,he C', f:R* - R, h: R* = R™ e m < n. Como veremos a seguir, uma solucao

do problema (3.5) pode ser encontrada utilizando-se a Lagrangiana:

L(z, \) = f(z) +>_NVh(z).
i=1
Definicao 3.2.1. O plano tangente a uma superficie S C R™, em um ponto T € R", é o
conjunto de vetores de R", que sdo tangentes em T a alguma curva diferencidvel contida

em S e que passa por T.

Definigao 3.2.2. Um ponto T que satisfaz as equagoes h(x) = 0 € reqular em relagao
ds restrigoes se, e somente se o conjunto de vetores {Vhi(T), ..., Vh,(T)} € linearmente

independente.

Teorema 3.2.1. Se T é um ponto reqular da superficie S = {x € R"|h(x) = 0}, entdo o
plano tangente T verifica

T ={y € R"|Jh(Z)y = 0}. (3.6)

Teorema 3.2.2 (Condigoes Necessarias de Primeira Ordem). Seja T um minimi-
zador local de (3.5). Suponhamos que T é um ponto reqular das restrigées. Entdo, existe
A € R™ tal que

V(@) = S AThi() (3.7)

A condicao acima representa um sistema de equagoes em que o nimero de varidveis
nesse sistema ¢ igual ao nimero de equagoes. De forma equivalente, este sistema pode ser

escrito como

onde a derivada é em relacdo a todas as varidveis da Lagrangiana. O vetor A € R™ é
chamado o multiplicador de Lagrange associado as restricoes. Este teorema ¢é também
conhecido como Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, o qual caracteriza pontos

estacionarios de um problema de otimizacao.

No sentido geométrico, o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange nos diz que o
gradiente da fungao objetivo V f(Z) pode ser representado por uma combinagao linear dos

gradientes das restrigoes, isto é, uma combinagao linear de {Vh;(Z), i =1,...,m}.

Vale ressaltar que a condigao de regularidade das restrigoes é crucial neste Teorema:

sem esta condicao as afirmacoes do Teorema nao podem ser garantidas.

Exemplo 3.2.1. Seja f : R*> — R definida por f(z,y) = ax + by, com a* + b* # 0. O
gradiente de f €, em todo ponto (x,y), o vetor constante nio-nulo v = (a,b), ortogonal as
linhas de nivel ax+by = ¢, que sdo retas, duas a duas paralelas. A funcdo f nao tem pontos
criticos. Mas se h: R* — R for dada por h(z,y) = 2* + y*> — 1 entdo Vh(z,y) = (2, 2y),
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1 € ponto reqular de h e a imagem inversa de 1 pela fungdo h € a circunferéncia unitdria
22 +y? = 1. Logo, temos que o conjunto admissivel é compacto, e pelo Teorema de
Weirstrass, f possui pelo menos dois pontos criticos nos quais assume seus valores minimo

e mdximo. Os pontos criticos de f sao as solugoes do sistema
Vf(z,y) = AVh(z,y)

ou seja:
22Nt =a, 20y =0, 2>+ =1

grad f(z,y)
gradﬁ\

Figura 2 — Exemplo 3.2.1

Isto nos dad

( )_< a b ) ( )_< —a —b )
YT \Vare Vere) Y T \Vare Ve

FEsses sdo 0s pontos em que f assume seus valores mdzimos e minimos em S*.

Teorema 3.2.3 (Condigdes Necessarias de Segunda Ordem). Sejam T um ponto
reqular, minimizador local de (3.5) e T como em (3.6). Suponhamos f,h € C*. Entio
existe X € R" tal que

V@) +> AVhi(T) =0 (3.8)
j=1
€
y'VEL(T,\)y > 0,Vy €T, (3.9)
onde

L(z,\) = f(z) + XN'h(z),z € R*, A € R™

¢ a chamada fungdo lagrangeana.

As condigoes de segunda ordem expressam sempre informacoes sobre a curvatura

das fungoes. No caso de restri¢coes lineares, nas condi¢oes de segunda ordem aparecera



Capitulo 3. CONDICOES DE OTIMALIDADE 23

somente a fun¢ao objetivo. Se considerarmos restrigdes nao-lineares, (3.9) significa que
as curvaturas, tanto da fun¢ao objetivo como das restri¢oes, devem ser levadas em conta

para caracterizar um minimizador local.

O teorema a seguir apresenta condigdes suficientes para que um ponto regular seja

minimizador local estrito de f com restrigdes de igualdade.

Teorema 3.2.4 (Condigbes Suficientes de Segunda Ordem). Sejam T um ponto
regular tal que h(T) =0 e T como em (5.6). Se X € R™ € tal que

V() + 30N V(@) = 0 (3.10)

y'VaL(T, Ny >0, Vy € T — {0},

entdo T é um minimizador local estrito de (3.5).

Exemplo 3.2.2. Uma refinaria de petréleo deve enviar barris de combustivel para alguns
tanques de armazenamento. O transporte serd feito a partir de duas plataformas A e
B. O custo do transporte de x unidades partindo de A é ax?; o custo do transporte de y
unidades partindo de B € by?, onde a > 0 e b > 0 sdao dados. Como podemos transportar

q barris com o menor custo?

A solugao para este problema consiste em resolver o sequinte problema de otimizagdo:

min ax? + by?
(P) {
s.a. r+y=¢q

Calculando a Lagrangiana do problema temos:
L(z,y,\) = az® + by? + Mg — 2 —v).

Aplicando as condigoes necessdrias de primeira ordem:

oL« .
%(x,y)\)—%m A=0
oL _ _

— (7. :27— =
ay(ﬂs,y,k) by—A=0
oL~
a(%y,k)—q T—75=0

Das duas primeiras igualdades obtemos T = gy, que ao aplicarmos na terceira igualdade

nos dd

X_2abq
a+b T a+bd

abq?
a+b”

e o custo de
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2a 0
A matriz Hessiana H(z,y) = _— ¢ positiva definida, pois por hipdtese,

a>0eb>0. Logo, pelas condicoes suficientes de sequnda ordem, uma vez que sejam

dados a, b e q, esta solugio minimiza o custo do transporte dos barris de combustivel.

3.3 CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA PROBLEMAS COM RESTRICOES DE
IGUALDADE E DESIGUALDADE

Nosso objetivo nesta secao é apresentar condigoes de otimalidade para o problema:

minf(x
(P){ s.a. h(x)
9(x) <

onde f,h,gcC!, f:R* =R, h:R* -+ R™ comm <n, egqg:R*— RP.

)
0 (3.11)
0

Definicao 3.3.1. Seja T um ponto satisfazendo as restrigoes
h(Z) =0, g(z) =0 (3.12)

e seja J o conjunto de indices j tais que g;(T) = 0. Entdao T é um ponto regular se os

vetores Vh;(T), Vg;(T), 1 <i<m, j € J sdo linearmente independentes.

Teorema 3.3.1 (Condicoes Necessarias de Primeira Ordem de Kuhn-Tucker).
Seja T € S um ponto reqular. Se T é uwm minimizador local de (3.11), entao existem

A€ R™ e p e RP tais que

V@) +NVh(Z)+u'Vg(T) =0 (3.13)
pg(@) =0 (3.14)
§=0 (3.15)

Definicao 3.3.2. Um ponto vidvel T € ) € dito estactondrio quando cumpre as condi¢oes

necessarias do Teorema (3.5.1).

Teorema 3.3.2 (Condigoes Necessarias de Segunda Ordem). Suponhamos f, h, g €
C?. Seja T um minimizador local de (3.11). Suponhamos que T € reqular. Entdo, existem
A €R™, e RP tais que (3.13) e (3.15) se verificam e, além disso, a matriz H(T,\, ),
definida por

HZ, M\ p) = V(= +Z>\Vh +Zujvg] 7),j € J (3.16)

=1 7j=1

é semidefinida positiva no espago tangente T, isto ¢,

y' H(@ N\ py>0,VyeT
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onde
T={yeR"|Vh(z)y=0,eVyg(T)y=0,Vj€ J}

Teorema 3.3.3 (Condigoes Suficientes de Segunda Ordem). Sejam f, h, g € C?.
Seja T € S tal que existam X € R™, u € RY satisfazendo

w=0 (3.17)
W'Vg(@) =0 (3.18)
V(@) + NVh(Z) + p'Vg(@) =0 (3.19)
(3.20)
e a matriz Hessiana
H(T,\, 1) = Vf(T) + N'V?h(T) + 1' V(). (3.21)

¢ positiva definida no subespaco
T'={y|Vi@)y =0, Vg;(T)y = 0, Vj € J},

onde
J={j: g;(@) =0,p; >0}

Entdo, T é um minimizador local estrito de (3.11).
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4 ALGORITMOS DE PROGRAMACAO NAO-LINEAR

Quando temos um problema de otimizagao, dificilmente conseguimos resolver, de
forma direta, o sistema (normalmente nao-linear) de n equagdes e n incégnitas dado
por Vf(x) = 0. Em geral, o que fazemos ¢é tentar encontrar a solugdo 6tima para o
problema por meio da implementacao de um algoritmo iterativo em um software. Uma
das possibilidades para a construcao do algoritmo baseia-se na seguinte idéia de processo
iterativo: considerando-se um ponto inicial xy, obtemos um novo e melhor ponto z; e

repetimos o processo gerando uma sequéncia () C R™ em que a fungdo objetivo decresce.

Uma forma geral de construir um algoritmo consiste em escolher, a partir de cada

ponto obtido, a dire¢cdo para dar o proximo passo no sentido de decrescimento da fungao f.

Definicao 4.0.1. Considere uma funcao f : R™ — R, um ponto T € R™ e uma diregcdo
d € R"\ 0. Dizemos que d é uma direcdo de descida para f, a partir de T, quando
existe 0 > 0 tal que f(T +td) < f(T), para todo t € (0,0).

Uma condigao suficiente para uma direcao ser de descida é apresentada no teorema

abaixo.

Teorema 4.0.1. Se Vf(Z)'d < 0, entdo d é uma direcio de descida para f, a partir de T.

Quando n = 2 ou n = 3, podemos interpretar geometricamente o Teorema 4.0.1,

dizendo que as dire¢oes que formam um angulo obtuso com V f(7) sao de descida.

TF(x)

flyl=gq,
flyl=a,
Figura 3 — Ilustracao do Teorema 4.0.1
O teorema (4.0.1) nos diz que, dado d € R" tal que Vf(T)'d < 0, certamente

podemos encontrar nessa dire¢ao pontos onde o valor da funcao seja estritamente menor

que £(z).
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A existéncia dessas diregoes sugere um modelo geral de algoritmo para minimizar

uma fungao sem restrigoes.

Algoritmo 4.0.1 (Algoritmo Basico). Dado: o € R", k = 0.
Enquanto V f(xy) # 0
Passo 1: Calcule dy, € R™ tal que V f(xy)dy < 0.
Passo 2: (Determinagio do tamanho do passo)
Calcule ty, > 0 tal que f(xy + trdr) < f(z1).
Passo 3:
Faca xy1 = o + trdy.

k=Fk+1.

O algoritmo 4.0.1 ou encontra um ponto estacionario em um ntmero finito de
iteracoes ou gera uma sequéncia ao longo da qual f decresce. Porém, é possivel que o
processo continue indefinidamente sem verificar a condigdo V f(z;) = 0 para nenhum valor
de k. Neste caso, mediante este algoritmo, estd sendo gerada uma sequéncia infinita (zy)
de pontos em R”. Assim, a questdo agora é saber se esta sequéncia tem algum ponto de
acumulagao e, em caso afirmativo, se este ponto ¢ estacionario. O algoritmo 4.0.1 gera
uma sequéncia de pontos (xy) tal que a sequéncia de nimeros reais associada (f (z)) é

mondtona decrescente.

Tomando a funcao de uma varidvel f(z) = 2%, temos que o nico minimizador

desta funcdo é T = 0. A sequéncia definida por
1
xkzl—i-E, para k > 1

pode ser gerada pelo algoritmo porque

1 1\?
f(xk+1):1+(k+1)2<(1+k> = f (k).

No entanto,

lim x;, = 1.
k—o00

Logo, a sequéncia gerada pelo algoritmo pode nao convergir para um ponto estacionario

do problema.

Portanto, se quisermos garantir convergéncia, o método deve ser modificado de
maneira que a escolha da direcao dj e do tamanho do passo tx, no algoritmo 4.0.1, nao

seja arbitraria.

Para resolver este subproblema de encontrar o tamanho do passo t; > 0 tal que

fzp+tpdy) < f(xy), existem varios métodos, denominados métodos de busca unidirecional,
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0s quais garantem que o decrescimo no valor da fungao é proporcional ao tamanho do passo
na direcdo dj, a partir de ;. A seguir, apresentamos dois métodos de busca unidirecional:

a busca exata e a busca de Armijo .

4.1 METODOS DE BUSCA UNIDIRECIONAL

Dada uma func¢ao f : R® — R, um ponto T € R"” e uma dire¢ao de descida d € R",

queremos encontrar ¢ > 0 tal que
f(@+1td) < f(7).

Na verdade, nosso problema agora se resume a balancear o tamanho do passo ¢t com o
decrescimo promovido em f. Veremos duas abordagens para este problema: a busca exata

e a busca de Armijo.
4.1.1 Busca Unidirecional Exata

Dada uma funcao f : R™ — R, um ponto T € R" e uma dire¢ao d € R", o problema

da busca unidirecional exata ao longo de d a partir de T ¢

(P){ min f(T + td)

4.1
s.a.t > 0. ( )

Este problema ¢é em geral dificil de resolver. Entretanto, dependendo do tipo de
funcao considerada, existem métodos eficientes para resolvé-lo. Um exemplo, é o Método
da Secio Aurea que funciona perfeitamente, dentro de uma determinada tolerancia, quando

a funcao f é unimodal.

Um estudo mais detalhado do Método da Secdo Aurea pode ser encontrado em [1],
[12] e [18]. As idéias discutidas nestas referéncias estao resumidas no algoritmo a seguir,

conforme apresentado em Ribeiro e Karas (2015, p. 76).

Algoritmo 4.1.1 (Se¢dao Aurea). Dados: € >0, p > 0, 6 = 3_2\/5, Oy =1—-0;
Passo 1: Obtengao do intervalo [a, b]
a=0,s=peb=2p
REPITA enquanto o(b) < ¢(s)
a=s,s=0beb=2b.
Passo 2: Obtengio det € [a, D]
u=a+60:1(b—a), v=a+60(b—a)
REPITA enquanto (b—a) > €
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SE ¢(u) < p(v)
b=v,v=u,u=a+0:(b—a)
SENAO

a=u,u="0v,v=a+0(b—a)

Defina t = u—l—v'

4.1.2 Busca de Armijo

No Método de Armijo procuramos uma boa reducao da fungao ao longo da direcao d,

sem tentar minimiza-la.

Considerando uma fungao diferenciavel f : R — R, um ponto T € R", uma direcao
de descida d € R" e € (0, 1), basicamente, a regra de Armijo nos garante que existe

0 > 0 tal que

f@+td) < f(@) +ntV f(@)d. (4.2)

para todo t € [0,9).

p(0)=fix)

Six+td)

p(t) \

Figura 4 — Interpretacdo da condi¢do de Armijo

A figura [4] nos d& uma interpretacido geométrica para a busca de Armijo. Consi-
derando a fungao ¢ : [0,00) — R dada por ¢(t) = f(T + td), a aproximagao de primeira
ordem de ¢ em torno de t = 0 é p(t) = p(0) + t¢'(0) = f(T) + tV f(z)"d. Nesta figura a
reta ¢(t) é dada por q(t) = f() + ntV f(T)"d. A condigao de Armijo é satisfeita para os

pontos tais que @ esta abaixo de q.

Tanto do ponto de vista computacional quanto do ponto de vista tedrico, é impor-

tante que o tamanho de passo t, satisfazendo 4.2, nao seja muito pequeno. Uma maneira
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de conseguirmos isto € iniciar com ¢t = 1 e, se necessario, reduzir t até que 4.2 seja satisfeita.

Podemos ver isso de maneira sintetizada no algoritmo abaixo.

Algoritmo 4.1.2 (Busca de Armijo). Sejam T € R", d € R" (direcao de descida),
7, n € (0, 1).
Passo 1: Definat = 1.

Passo 2: Enquanto f(T +td) < f(z) +ntV f(x)Td, faga t = ~t.

Embora nao encontre um ponto préximo a um minimizador unidirecional, o método
de Armijo é muito eficiente para algoritmos bem projetados, pois faz um nimero muito
pequeno de célculo de funcao, sendo portanto muito rapido. Para o algoritmo de que trata
este trabalho, iremos utilizar a Busca de Armijo, uma vez que este também foi o modelo

de busca utilizado em [9].

O sucesso dos algoritmos que resolvem um problema de otimizacao dependem da
escolha adequada da direcao dj e do tamanho do passo t,. A diferenca essencial entre os
métodos esta na escolha da direcao di, pois este exerce uma grande influéncia no processo
iterativo xp, 1 = xp + tgdr. A seguir apresentaremos alguns métodos baseados nestas

escolhas.

4.2 METODO DO GRADIENTE

Um dos métodos mais antigos e mais conhecidos para resolver um problema de
otimizacao irrestrita é o método classico do gradiente, também chamado de método de
Cauchy, devido ao fato de que foi August Louis Cauchy quem demonstrou em 1847, que
o gradiente é a direcdo de méaximo crescimento de uma fungao. Portanto, no algoritmo
de Cauchy, a direcao é definida em cada iteragao como o oposto da fungao objetivo no
ponto corrente, ou seja, este método corresponde a escolher dj na diregdo de —V f(z). A

sequéncia gerada pelo algoritmo tem a forma
Tppr = Ty — .V f(21),

onde t; é o comprimento do passo ao longo da direcao dj, no ponto xy.

No algoritmo apresentado a seguir, a determinacao do tamanho do passo fica
em aberto. Dentre as diversas formas de busca existentes, podemos utlizar a busca
exata (algoritmo da segao durea) ou inexata (busca de Armijo), ambas apresentadas

anteriormente.

Algoritmo 4.2.1 (Método do Gradiente ). Dado: o € R" e k = 0.
Enquanto V f(zy) # 0, REPITA
Passo 1: Defina d, = —V f(xy).



Capitulo 4. ALGORITMOS DE PROGRAMAQAO NAO-LINEAR 31

Passo 2: Obtenha ty > 0 tal que f(xy + tpdy) < f(zg).

Passo 3: Faca xp, + 1 =xp +tpdy ek =k + 1.

k)

Figura 5 — Passos do Método de Maxima Descida

O metodo do gradiente com minimizagdo unidirecional chama-se Metodo de Mdazxima
Descida. Uma propriedade importante do método de maxima descida é que as diregoes
utilizadas nas iteracoes subsequentes, isto ¢, dp e diy1, sd@o ortogonais. E por isso a

trajetéria do método é do tipo "zig-zag'(Figura [5]).
43 METODO DE NEWTON

O método de Newton é uma das ferramentas mais importantes em otimizacao.
Vimos no capitulo anterior que uma condigdo necessaria para que um ponto T € R" seja

solugdo de um problema irrestrito (P) é
V(@) = 0. (4.3)

Neste sentido, para encontrarmos os possiveis pontos candidatos a solu¢ao do problema
(P), devemos resolver o sistema de n equagoes e n incégnitas V f(x) = 0, geralmente nao

linear.

Sabemos que o método de Newton é um método muito eficiente para resolver
sistema de equacoes. Assim, se a funcao f é de classe C?, podemos aplicar o método de
Newton para a fungdo F : R" — R" onde F = Vf(z), f € C'. A sequéncia gerada pelo

método de Newton para resolver o sistema de equagoes F'(z) = 0 é da forma

Typt1 = Tg + di,

onde d, é definida como

dk = —H(.I'k)ilp(l'k).
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A matriz H(x;) é a hessiana da fungao f, isto é, H(zy) = V2f(z;). Entdo, a

sequéncia gerada pelo algoritmo pode ser reescrita em termos da funcao objetivo como
Tppr = xp — (V2 f(21)) 7V f ().

Com base nesta tltima relacdo podemos agora formalizar o método de Newton
para minimizar a funcao f.
Algoritmo 4.3.1 ( Método de Newton ). Dados: g € R" e k = 0.

Enquanto V f(zy) # 0, REPITA

Passo 1: Defina xp1 =z — (V2 f(2x)) "'V f ()

Passo 2: Determine o tamanho do passo ty, > 0.

Passo 3: Faca v = v +ledp e b =k + 1.

Cabe ressaltar que, diferente do que acontece no algoritmo do gradiente, o passo
de Newton pode nao estar bem definido, caso a matriz V2f(zy) seja singular. Além disso,
mesmo que o passo dj seja calculado, esta direcao pode nao ser de descida. Entretanto, se

V2 f(zy) é definida positiva, entao a direcio dj estd bem definida e é de descida.
44 METODOS QUASE-NEWTON

Enquanto no médoto do gradiente escolhemos dp = —V f(x}) e, no método de
Newton, dy = —(V?f(zx)) 'V f(2), nos métodos Quase-Newton definimos a diregdo dj, a

partir de aproximagoes para a Hessiana da funcao objetivo ao longo das iteragoes.
4.4.1 Algoritmo Basico

Os Métodos quase-Newton sao definidos considerando-se as diregoes de busca dadas

por

onde Hj; € R™ " é simétrica e definida positiva. Assim, temos o seguinte algoritmo béasico:

Algoritmo 4.4.1 (Quase-Newton). Dados xo € R", Hy € R**" definida positiva e k =0

Enquanto V f(xy) # 0
Passo 1: Calcule dy, = —HV f(xy,).
Passo 2: Oblenha ty, através de uma busca linear e defina 11 = xx + tidy.

Passo 3: Determine Hy1, simétrica e definida positiva e faca k =k + 1.
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Observe que se Hy, = I, a diregao de busca é a de Cauchy e se Hy = (V2f(x;))™ !,

temos a direcao de Newton.

Os Métodos que podem ser gerados através deste algoritmo basico dependem da
forma de atualizacdo da matriz Hy ao longo das iteracoes. Veremos agora, duas maneiras
classicas de atualizar a matriz H; de modo que ao longo das iteragoes as matrizes obtidas

se aproximem da inversa de V2 f(T).
442 O método DFP

De acordo com Izmailov e Solodov (2007), esta forma de obter a matriz Hyq
foi proposta por Davison, Fletcher e Powell. O método, referenciado como DFP, é
caracterizado pela forma recursiva de atualizar Hy considerando uma correcao simétrica
de posto 2, isto é, a matriz Hy,; é obtida a partir de uma correcao de Hj que consiste em

somar duas matrizes simétricas de posto 1 da forma vvt, onde v € R™.

Assim, a forma para a nova atualizacao é dada por:

T T
Hy(qe)"H,
Hypy = Hy + 2B Hila) Hi (4.5)

(pk)TQk <Qk)THka ’

onde py = Tpy1 — Tp € qp = Vf(l’kﬂ) - Vf(l’k)-

4.4.3 O método BFGS

Outro forma de atualizar as matrizes no algoritmo bésico do método Quase-Newton
é devido a Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (BFGS). Este método é muito popular
devido ao seu bom desempenho numérico e consiste em encontrar uma aproximacao para
a matriz Hessiana, ao invés da sua inversa, utilizando a mesma corre¢ao simétrica de posto
2 que o DFP.

A férmula para a atualizacao de Hy no método BFGS é:

(4.6)

Hyoy = Hy + <1 + ngka) PPk prgi Hy + Hegrpp

at pr prax ai pr

Um estudo mais detalhado destes métodos pode ser encontrado em [1] e [12].
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5 ALGORITMO DE PONTOS INTERIORES E DIRECOES VIAVEIS
PARA OTIMIZACAO NAO-LINEAR

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre o algoritmo de pontos interiores e

diregoes vidveis FDIPA, criado por José Herskovits em [9)].

O algoritmo foi desenvolvido procurando-se solucionar o seguinte problema de
otimizacao nao-linear:
min f(z)
(P){ s. a h(z) =0, (5.1)
g(x) <0.
onde assume-se que f: R" - R, g : R®” - R"” e h: R” — RP sao fungoes diferenciaveis

nao necessariamente convexas.

Neste trabalho apresentaremos duas versoes do algoritmo: uma em que o pro-
blema (P) contem apenas restrigdes de desigualdade e na outra temos um algoritmo mais

generalizado que resolve qualquer um dos possiveis casos de (P).

Este algoritmo é simples para codificar, robusto e eficiente. Nao envolve fungoes
penalidade, barreiras ou subproblemas de programacgao quadratica. Ele apenas requer em
cada iteracao, a solucao de dois sistemas lineares com as mesmas matrizes seguida de uma

busca linear inexata.

Muitos problemas de engenharia podem resolvidos utilizando este método. Ele
pode ser aplicado a problemas de otimizacao estrutural, mecanica de fluidos, aerodinamica

e eletromagnetismo, entre outros. Podemos encontrar algumas destas aplicagdes em [2],

[4] e [6].

5.1 ALGORITMO PARA O PROBLEMA COM RESTRICOES DE DESIGUALDADE

Nesta secao, apresentaremos a versao do algoritmo aplicado ao seguinte problema

de otimizagao nao-linear diferenciavel:

min f(z)
(P) { s.a.gi(x) <0,i=1,2,...,m. (5:2)

onde f, g1, g2, ..., gm sao fungdes continuamente diferenciaveis.

Introduzindo a variavel auxiliar A € R™ (Multiplicador de Lagrange), a fungao

Lagrangeana associada ao problema (P) é

L(x,A) = f(z) + \g(2)
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cuja matriz Hessiana é dada por

H(z,)\) = Vf(x) + i)\iVQQi(:L‘).

i=1

As condigoes de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tuker (KKT)

correspondentes ao problema 5.2 sao expressas como:

Vf(x)+ Vg

onde G(z) € R™*™ é uma matriz diagonal tal que G;;(x) = g;(x) e g(x) = (g1(x), ga(T), ..., gm(x)).

Consideremos o seguinte sistema de equagoes lineares extraido das condigoes de
K.K.T. do problem 5.2:

{ Vf(z)+ Vg(z)A =0 5
G(x)A =0
Tomando
]
obtemos:

() = ( H(z,\) V() )

AVgT(z) G(2)
onde A é uma matriz diagonal tal que A; = A;.

Utilizando uma iteracao de Newton para resolver o sistema de equagoes lineares
®(x,\) = 0, encontramos a partir do ponto (z, A) um novo ponto (z,, A,), solu¢do do

sistema linear:

JO(x, ) [(za, Aa) — (2, A)] = =D(x, N).

Este sistema pode ser reescrito como

B Vg(x) Ta—x | _ Vi(z)+ Vg(xz)\ (5.)
AVgT(z) G(2) Ao — A G(x)\ '

Aqui, B é uma matriz simétrica de ordem n que pode ser a prépria hessiana ou uma
aproximacao dela obtida por alguma técnica quase-Newton. No entanto, B deve ser sempre

definida positiva para que se garanta a convergéncia global do algoritmo.

Definindo d, = =, — x e substituindo no sistema linear (5.8) obtemos

Bd, + Vg(z)\e = =V f(x) (5.9)
AVgT (2)dy + G(2)Ae = 0. (5.10)
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A solugao deste sistema nos fornece uma direcao d, no espago primal e uma nova

estiva A\, para .
Herskovits provou que d, é uma direcao de descida para f. No entanto, d, pode
nao ser uma diregao viavel pois, desenvolvendo (5.10) temos:
ANVl (2)dy + gi(2) A =0, =1, 2, ..., m.
Entao, se g;(z) — 0,
ng<I)daZ — O,

ou seja, quando alguma restricao de aproxima de zero, d, tende a uma direcao tangente

ao conjunto viavel.

Feta Tangente a 0.

Figura 6 — Exemplo do que acontece com d,, quando g;(z) — 0.

Para evitar este problema, define-se o seguinte sistema linear em d e X,
Bd+ Vg(x)A = -V f(x) (5.11)
AVgT (z)d + G(x)X = —pAw (5.12)

obtido adicionando-se um vetor negativo ao lado direito da equagao (5.10). Os fatores

p,w pertencem a R}, e A é uma nova estimativa de . Neste caso, (5.12) é equivalente a

e, consequentemente
Vol (z)d = —pw; < 0

para as restrigoes ativas. Logo, d é uma direcao viavel.
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Quando o termo —pAw ¢é acrescentado em (5.10) produz-se uma deflexao de d,, para
o interior do conjunto viavel. Esta deflexao de d,, relativa a i-ésima iteracao é proporcional

a PwW;.

O problema que surge agora é que, ao contrario de d,, d pode nao ser uma direcao
de descida para f. Entretanto, como a deflexao de d,, é proporcional a p, é possivel garantir

que d também é uma dire¢do de descida se p for escolhido convenientemente.

Definindo
d=d,+ pdg

X:)\a+p)\g

e substituindo no sistema de equagoes formado por (5.11) e (5.12), encontramos

Bd, + Bpdg + Vg(x)\o + Vg(z)pAs = =V f(2)
AV (z)do + AV " (z)pds + G(x) Ao + G(2)pAg = —pAw.

Uma vez que {d,, dg} ¢ L.I., podemos dividir este sistema em dois sistemas, um

em funcao de d, e A\, € 0 outro em funcao de dz e A\g. Assim, obtemos

Bdy + Vg(x)Aa = =V f(2) (5.13)
AV (2)do + G(2)Ao = 0 |

{ Bdg + Vg(z)As =0 (5.14)
AVgT (2)ds + G(x)pAs = —Aw. |

Resolvendo estes sistemas obtemos a direcio d e X. Desta forma, é facil estabelecer

limites para p.

Uma vez que definimos d = d,, + pds, temos:
d"V f(z) = dLV f(z) + pdiV f (). (5.15)
Como ja vimos anteriormente, d, é uma direcdo de descida, ou seja,
dLV f(x) < 0.

Logo, se djV f(z) <0 entdo d"V f(x) <0, Vp € Ry.
Portanto, p deve ser convenientemente escolhido no caso em que dgV f(x) > 0.

Para isto, foi estabelecida a seguinte condigao:
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d'V f(z) < €(da)" V(2), €€ (0, 1).
Substituindo (5.15) na equagao acima obtemos

(da)" Vf(2) + p(ds)" V[f(2) <€ (dp)" V(2)

ou equivalentemente,
(do)" Vf(2)
(ds)" Vf(z)

Em [9] provou-se que se p for escolhido de maneira que satisfaga a desiqualdade

p<(1-¢) (5.16)

(5.16), entao d serd uma diregao de descida para f.

O teste de parada do algoritmo ocorre a cada iteragdo apos o calculo de d, no
sistema (5.13).

Vamos agora, apresentar um algoritmo béasico para o problema envolvendo de-
sigualdades restritas. Basico no sentido de que varios procedimentos do algoritmo sao
definidos de forma ampla, sendo possivel obter diferentes versdes do algoritmo quando

esses procedimentos sao modificados.

Vale lembrar que no caso em que apenas desigualdades sao consideradas, o conjunto
vidvel é dado por Q2 = {x € R" | g(z) < 0}.

FDIPA

Parametros: £ € (0,1),1€(0,1), ¢ >0ev e (0, 1).
Dados Iniciais: x € 02, X € R, B € R™" simétrica e positiva definida e w € R

Passo 1: Célculo da direcdo d e de \.

I. Calcule (d,, A\s) resolvendo o sistema linear:

Bdy, +Vg(z)\a = =V f(2) (5.17)
AV (2)dy + G(2) Ao = 0 '
Se d, = 0, pare.
I1. Calcule (dg, Ag) resolvendo o sistema linear:
Bdg + Vg(x) g =0
AVgT (x)ds + G(z)prs = —Aw

IIL. Se djV f(z) > 0, tome

p=min [l da |3 (€ = 1) dIV f(2)/d5V f(2)]. (5.19)
Caso contrario, tome
p=¢ | dal (5.20)
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IV. Calcule a direcao
d=d, + pdg
e também
A=A+ p)\g

Passo 2: Busca linear.

2

Calcule t o primeiro ntimero da sequéncia {1, v, 2, 13, ...} satisfazendo

flx+td) < f(z) +tnV [T (x)d

gi(z + td) < gi(x), seX; <0. |

Passo 3: Atualizagoes.

I. Defina
r=1x+td

e defina novos valores para w, A € R e B simétrica e definida positiva.

I1. Volte ao passo 1.

O algoritmo inclui no Passo 2 uma busca linear inexata, baseada no procedimento
de Armijo, estudada no capitulo 4. Esta busca garante um descrescimento razoavel da

fungao objetivo, mas sdo as condigoes (5.21) que fazem com que o novo ponto seja interior.

Diferentes algoritmos podem ser obtidos dependo das formas de atualizacao de A,

B e w. A seguir, apresentamos algumas consideragoes importantes sobre A\, B e w.

Proposiciao 5.1.1. Existem mimeros positivos N, \° e G tais que 0 < \; < N\, i =

1,2, ..,m e\ >\ para todo I tal que g;(z) > —7.

Proposigao 5.1.2. Ezistem niimeros positivos o, e oy tais que o1||d||3 < d¥ Bd < os||d||3,
Vd € R".

Proposicao 5.1.3. FExistem niumeros positivos wy e ws tais que wy < w < wsy.

Herskovits provou que toda sequéncia (xj) gerada pelo algoritmo converge para
um ponto K.K.T do problema, para quaisquer regras de atualizacao de A\, B e w que

verifiquem as proposi¢oes anteriores.

A anélise tedrica da convergéncia global do algoritmo, apresentada em [9], inclui
primeiramente uma prova de que o algoritmo nunca falha se a solucao dos sistemas lineares

(5.17) e (5.18) s@o tinicas. Depois um estudo do caso em que o algoritmo para apés um
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numero finito de iteragoes. E finalmente é apresentada a prova da convergéncia global do
algoritmo, ou seja, de que todo ponto de acumulagdo de uma sequéncia (xy) gerada pelo

algoritmo ¢ um ponto K.K.T. do problema.

5.2 INCLUSAO DE RESTRICOES DE IGUALDADE

Apresentaremos agora, uma versao do algoritmo para o problema geral de progra-
magao nao-linear (5.1). A técnica proposta extende o dominio de aplicacdo do algoritmo
anterior a problemas que envolvam também restricoes de igualdade. Este algoritmo requer

um ponto inicial no interior do conjunto
A={zeQ|h(zx) <0}
o qual chamaremos A°, onde 2 foi definfido no capitulo 3.

O algoritmo gera uma sequéncia de pontos interiores (z;) € AY, que converge para
um ponto Karush-Kuhn-Tucker Z do problema. As igualdades estao ativas somente no
limite. Entao, para que elas sejam satisfeitas, pode ser necessario um acréscimo da funcao

objetivo.

O desenvolvimento deste algoritmo segue a mesma linha de idéias do anterior, com

um diferencial de que agora, utilizamos uma funcao auxiliar
p
¢e(@) = f(2) + D_ cilhi(z)], (5.22)
i=1

onde ¢; sao constantes positivas. A funcdo ¢.(x) é utilizada como uma fun¢ao penalidade
para as restricoes de igualdade, de maneira que exite um ¢ > 0 finito tal que o minimo de
¢. sujeito a estas restrigbes ocorrem exatamente na solucao (5.1). Desta forma, o uso de
¢. como uma funcao penalidade é muito vantajoso, uma vez que, nao temos que penalizar
parametros tendendo a infinito. Por outro lado, ¢. nao possui derivadas nos pontos onde
as restrigoes de igualdades estao ativas. Assim, necessitaremos de técnincas de otimizagao

nao diferencidavel para minimizar ¢..

O algoritmo apresentado a seguir utiliza ¢, na busca linear, mas evita os pontos
onde esta func¢ao nao é diferenciavel. Um descricao mais detalhada deste algoritmo pode

ser encontrada em [9].
FDIPA

Parametros: £ € (0, 1), n€ (0, 1), o >0ene€(0,).
Dados: 2 € A% 0 < A € R™, B € R™" simétrica e definida positiva, 0 < w* € R™,
O<weRPel<ceRP.

Passo 1: Cdlculo de uma diregio de descida.
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I. Calcule (dy, Ao, fta) Tesolvendo o sistema linear:

Bd, + Vg(z) o + Vh(z)pa = =V f(2)
AVgT(z)d, + G(z)Ae =0
Vil (z)d, = —h(x)

Se d, = 0, pare.
II. Calcule (dg, Ag, pg) resolvendo o sistema linear:

Bdg + Vg(x) g + Vh(z)us =0
AVgT(z)ds + G(z)Ng = —Aw'
VAT (2)ds = —w®

ITI. Se ¢; < —1,2u,; entao calcule ¢; = —2p4;, i =1, ..., p.

IV. Se d§V¢c(z) > 0, defina

p =min {@||dal3; (£ = 1) dL V() /dsVe(x) } . (5.23)
Caso contrario, defina
p = glldal 2 (5.24)
V. Calcule
d=d,+ pdg,
e também
= )\a + p/\ﬁ. (525)

Passo 2: Busca Linear.

Calcule t, o primeiro niimero da sequéncia {1, v, v, 3, ...} satisfazendo

be (v +td) < ¢e(w) + tﬁdTV¢c($)7
h(x+td) <0,

gi (x+td) <0, seX; > 0,
gi (x +td) < gi(x), se \; < 0.

Passo 3: Atualizacoes

I. Faca x := x + td, e defina novos valores para w® > 0, w® > 0, A > 0 e B simétrica e

positiva definida.

II. Volte ao Passo 1.
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6 ANALISE DA INFLUENCIA DE PARAMETROS NO FDIPA

O algoritmo basico apresentado no capitulo anterior utiliza os parametros &, 1 e
v definidos no intervalo (0, 1) e também o pardmetro ¢ > 0. Sabemos pela prova de
covergéncia global do FDIPA, que qualquer valor estabelecido para estes parametros dentro
destes intervalos, torna possivel a execugao do algoritmo. Diante disto, faz sentido pensar
se ha algum valor especifico para cada um destes parametros, que execute o FDIPA de

maneira mais eficiente.

Nesta perspectiva, implementamos uma versao do algoritmo basico em MatLab e
realizamos uma série de testes numéricos que nos direcionaram a alguns resultados. Este

capitulo tem como objetivo descrever os resultados obtidos com a realizagdo destes testes.

Na versao que implementamos, utilizamos a matriz identidade de ordem n x n,
como sendo a matriz simétrica positiva-definida B, e a condicao de Armijo para a busca
linear, uma vez que os resultados apresentados em [9] também foram obtidos utilizando
esta condicao. Esta versao do FDIPA resolve problemas que contenham apenas restrigoes

de desigualdades.

Para obter os resultados, resolvemos os problemas com restricoes de desigualdades
listados no apéndice A. Estes problemas foram obtidos em [10]. Nao foi feita nenhuma
analise sobre os probelmas testados. Cabe ressalatar apenas que eram problemas hetero-
géneos e de facil implementacao computacional. Tomamos os valores iniciais de x como
em [10], quando esses valores satisfaziam as restrigdes de desigualdade. Caso contrario,
tomavamos um outro ponto interior ao conjunto viavel. Adotamos uma tolerancia de
erro nao maior que 107° uma vez que esta também foi a tolerancia utilizada em [9].
Desta forma, podemos fazer uma comparagao dos nossos resultados com os resultados

apresentados em [9)].

Os testes foram realizados fazendo-se variagoes nos valores dos parametros &, 7, v
e ¢ dentro dos intervalos em que estao definidos. Para cada parametro foram fixados 9
valores (ver Apéndice B) e cada um destes valores foi testado em todos os problemas do
Apéndice A. Os testes seguiam uma ordem para a variagao dos valores dos parametros: a
cada problema, fixavam-se n = 0,5, v = 0,5 e ¢ = 1 e testavam-se os 9 valores fixados
para &. Estes valores eram colocados em uma tabela junto com o niimero de iteragoes
que o algoritmo fazia para solucionar o problema. Em seguida, tomava-se o valor de &
correspondente ao menor nimero de iteracoes e fixava-se este valor para . Realizava-se

entdo o mesmo procedimento com 7, v e ¢, respectivamente.

Houve uma preocupagcao de que a ordem de teste dos parametros pudesse influenciar
no numero de iteragoes que o algoritmo desenvolvia. Por exemplo, ao realizar os testes

com &, o valor de ¢ que apresenta o menor ntimero de iteragoes é £ = 0,85. Quando



Capitulo 6. ANALISE DA INFLUENCIA DE PARAMETROS NO FDIPA 43

fixamos este valor e fazemos o teste com 7, encontramos n = 0,5. No entanto, se primeiro
tivessemos testado o 7, pode ser que o valor tomado para £ fosse diferente de 0,85. Assim,
houve a necessidade da realizacao de alguns testes que nao seguissem a ordem fixada para
a variacao dos parametros. Estes testes foram realizados com os problemas de ntimero 4,
6, 11, 31 e 37 do Apéndice A. Os problemas foram escolhidos de forma aleatéria. Aqui, ao
invés de seguir a ordem fixada para a variacao dos pardmetros (a saber, primeiro £, depois
n, em seguida v e por ultimo @) os testes eram realizados com os pardmetros escolhidos de
forma aleatoria, por exemplo, escolhia-se ¢ para ser o primeiro parametro a ser testado,
depois testava-se &, em seguida n e por tltimo v. Em nenhum caso, houve diferenca entre
os valores aos quais correspondiam o menor numero de iteragdes com os parametros fixados

e com os parametros sem fixar.

A fim de facilitar a descri¢ao dos resultados, a partir de agora, chamaremos de
melhor valor (ou melhores valores), aquele(s) associado(s) ao menor ntiimero de iteragoes
feitas pelo algoritmo e de pior valor (ou piores valores) aquele(s) relacionado(s) ao maior

numero de iteragoes.

O primeiro resultado obtido relaciona-se a matriz B. Os resultados numéricos
apresentados em [9], utilizaram para a atualizagdo de B, uma técnica quase-Newton
baseada na férmula do BFGS. Na versao do algoritmo que implementamos, utilizamos a
matriz identidade de ordem n x n. Em todos os testes numéricos, o niimero de iteragoes
realizadas pelo algoritmo com a matriz identidade foi superior ao nimero de iteragoes que
utilizava o método BFGS. Em alguns casos, a diferenca entre o nimero de iteragoes dos
dois métodos era superior a 3000 iteracoes, como podemos observar no quadro abaixo.
Vale destacar que, tanto o método BFGS quanto a mtriz identidade de ordem n sdo uma
aproximacio para a Hessiana do problema (H (z, \) = V2f(x) + in: i + V2g;(z)),0u seja,
nenhuma delas usa diretamente as derivadas de segunda ordem Zd:e1 f, g e h. No entanto,
fica claro pelos resultados numéricos abaixo que a atualizacao de B feita pelo BFGS é

mais eficiente que I,,.
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Resultados Numéricos
N, | Nu(Bgras) | Ni(Inxn) || Np | Ni(Bpreas) | Ni(Lnxn)
1 36 1015 24 11 26
2 29 934 25 92 643
3 15 3798 27 13 379
4 9 29 7 15
5 10 30 11 16
6 9 31 6 23
7 10 12 33 12 40
10 10 11 35 5 18
11 9 36 12 20
12 10 37 10 17
13 30 31 38 14 3833
15 5 12 43 7 30
16 10 35 44 21 24
17 21 23 45 34 46
18 13 249 65 8 51
19 19 20 66 5 93
20 21 26 76 7 31
21 15 148 100 13 169
22 8 179 113 16 193
23 17

N,: Ntumero do Problema
Ni(Bprgs): Niumero de iteragoes obtidas utilizando o método BFGS

Nit(Ixn): Nimero de iteragoes obtidas utilizano-se a matriz identidade

Nesta tabela, os valores apresentados para Ny (I,x,) correspondem ao menor
nimero de iteragoes obtidos, ou seja, 0 Nii(I,xn) obtido com os melhores valores de cada

parametro.

Apoés a realizagao dos primeiros testes, ja pode-se observar que nao havia um
melhor valor para nenhum dos parametros. No entanto, estes valores estavam sempre
representados em um intervalo bem mais restrito do que o apresentado no algoritmo
base. E ainda, nao s6 havia um intervalo onde os melhores valores estavam definidos, mas
também intervalos nos quais deveria-se evitar tomar os valores dos parametros, pois nestes

intervalos o nimero de iteragoes que o algoritmo realizava era sempre muito maior.

Algumas vezes, a diferenca entre nimero de iteragoes dos melhores valores e dos
piores valores em um determinado problema era bem pequena. No entanto, houve casos

em que esta diferenga foi superior a 5 mil iteragdes. Tomemos como exemplo a variagao
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do parametro & no Problema 2. Conforme podemos observar na tabela abaixo, a diferenca

entre o melhor valor e o pior valor para este parametro ultrapassa 5000 iteracoes.

Problema 2
Parametro | N;; com o melhor valor | /NV;; com o pior valor
19 3757 9383

Assim, podemos perceber a importancia da escolha correta dos valores dos parame-
tros no FDIPA para que tenhamos um algoritmo robusto para solucionar uma classe de

problemas.

Apresentaremos agora quais sdo os intervalos em que obtemos os melhores valores

e os piores valores para cada um dos parametros &, n, v e ¢.

6.1 INTERVALOS PARA ¢

O parametro £ é utilizado no FDIPA para o calculo adequado de p. Este cédlculo
deve ser feito para garantir que d seja uma direcao de descida para f. A escolha de valores
muito pequenos para £ pode provocar uma deflexdo desnecessaria em d, o que implicaria
que o algoritmo teria que realizar um niimero maior de iteragoes para encontrar a solugao

do problema. De fato, esta idéia esta de acordo com o resultado apontado pelos testes.

Para o parametro &, o menor nimero de iteragoes foi obtido pelos valores de
£ > 0,65, sendo que em 60% dos problemas testados, & = 0,85 foi o melhor valor. A
escolha de & < 0,5 representa o intervalo nos quais estao definidos os piores valores, sendo

que 80% dos piores valores para £ ocorreram quando tomamos £ = 0, 1.

Intervalos para &

Melhores Valores | Piores Valores

0,66 <¢<1 0<£<0,5

6.2 INTERVALOS PARA v

Para este pardmetro os melhores valores ocorreram quando v > 0,5. Houve dois
valores de v que se destacaram como melhores: v = 0,9 e v = 0,5. Os piores valores

ocorreram quando v < 0,5 sendo que em 90% dos casos v = 0,1 foi o pior valor.

O parametro v interfere diretamente na busca linear do algoritmo, a qual é feita

utilizando-se o método de Armijo. Como ja vimos anteriormente, a busca de Armijo
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procura uma boa reducao da func¢ao ao longo da dire¢ao, sem no entanto tentar minimiza-la.
Para isto, é necessario calcular adequadamente o tamanho do passo t. O parametro v é

utilizado para encontrar um tamanho de passo que satisfaca a desigualdade de Armijo

flx+td) < f(z) + gV fz)d

Assim, tanto do ponto de vista computacional quanto teérico, é importante que o
tamanho de passo t satisfazendo a equacao acima nao seja muito pequeno a fim de que
possamos garantir um descrescimento razoavel da funcao objetivo. Como t é calculado
em funcao de v, era de se esperar que os melhores valores para v seriam aqueles que nao

fossem muito pequenos.

Intervalos para v

Melhores Valores | Piores Valores

0,o<r<l1 0<v<0,5

6.3 INTERVALOS PARA 7

O parametro 7, assim como o v ¢é utilizado na busca de Armijo. Como mencionado
anteriormente, deve-se evitar que o tamanho do passo t seja muito pequeno. No entanto,
pode ser que tenhamos passos grandes, mas com pouco decréscimo da fungao objetivo.
Desta forma, o parametro eta serve para ajustar o decréscimo da funcao para que este seja
proporcional ao tamanho do passo. Neste caso, valores muito grandes de n nao seriam

apropriados. De fato, os testes realizados corroboram com esta anélise tedrica.

Os melhores valores de 1 ocorreram no intervalo 0,25 < n < 0,65, sendo que em
75% dos casos o melhor valor foi representado por n = 0,5. Os piores casos ocorrem para

valores de n maiores que 0,75. Em 70% dos casos, o pior valor foi n = 0, 9.

Intervalos para 7

Melhores Valores | Piores Valores

0,25 <n<0,65 | 0,75 <n<1

6.4 INTERVALOS PARA ¢

Em nossos testes, variamos ¢ entre valores muito grandes e muito pequenos. Os
valores de ¢ menores que 1 mostraram-se os piores valores. Para os valores de ¢ maiores

que 10, embora nem sempre tenham sido valores ruins, todas as vezes que algum valor
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de ¢ > 10 era um melhor valor, sempre conseguiamos um outro valor de ¢ entre 1 e
10, que desempenhava no algoritmo um ntmero de iteragoes equivalente ao niimero de
iteragdes daquele valor. Desta maneira, o intervalo [1, 10] contém os melhores valores a
serem tomados para ¢. Dentre estes valores, na maioria dos problemas, o melhor valor

para ¢ foi p = 2.

Intervalos para ¢

Melhores Valores | Piores Valores

1<p<10 0<p<l1

6.5 ANALISE DOS PARAMETROS w E \

Também foram testados diferentes valores para w e A, seguindo as mesmas linhas
dos testes realizados para os demais parametros. No entanto, ao contrario do que acontecia
nos outros casos, a ordem com que se variava estes parametros influenciava no nimero de
iteracoes obtidos. Desta forma, os testes de variagao destes parametros foi feita de maneira
independente da variagao dos demais. Fixamos os valores de n = 0,5, v = 0,5, £ = 0,85
e ¢ = 2, conforme os resultados anteriores e testamos diferentes valores para A > 0 e
w > 0. Como w e A sao vetores de R™, consideramos em cada caso todas as componentes
do vetor iguais, pois assim teriamos um forma de anlisar estes parametros que seria mais

bem definida e que demandaria menos tempo na atribui¢do computacional dos valores.

Embora nao tenhamos conseguido obter um padrao bem definido para estes para-
metros, pode-se observar que nao é conveniente tomar valores muito grandes para eles.
Através dos testes realizados, recomendamos tomar os valores destes parametros menores
que 1. Para os testes realizados com os parametros &, 1, v e ¢ utilizamos A = 0,25 e

w = 1.

6.6 CONCLUSOES

Através dos resultados obtidos podemos ver que uma boa escolha de cada um dos
parametros apresentados tem influéncia direta no desempenho computacional do algoritmo.
Analisando os parametros utilizados por Herkovits para obter os resultados apresentados
em [9] vemos que alguns deles foram tomados dentro dos intervalos apresentados em nossos
estudos, a saber £ = 0,7 e n = 0,7. Entretanto, alguns outros nao sao especificados na
referéncia [9]. Pode-se pensar que um estudo de variagao dos pardmetros do FDIPA feita
com a versao geral apresentada em [9] pode diminuir ainda mais o ntimero de iteragoes que

o algoritmo necessita para resolver os problemas, e ainda, tal estudo podera confirmar se
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os resultados obtidos independem ou nao da forma de atualizacdo da matriz B, da busca

linear e das restrigoes do problema.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar um estudo da influéncia dos
parametros de um algoritmo de pontos interiores e dire¢oes viaveis na solugao de problemas
de otimizacao nao linear. O estudo apresentado neste trabalho, foi feito considerando-se
um algoritmo particular do FDIPA que resolve problemas contendo apenas restrigoes de
desigualdade. Através da realizagdo de uma série de testes numéricos, definimos intervalos
que possibilitam uma escolha adequada de parametros que levam a um ntimero menor de

iteragoes na resolucao dos problemas testes.

O FDIPA vem sendo amplamente utilizado em diversas areas, seja para aplicagoes
praticas ou para a criacao de novos algoritmos que utilizam seus sistemas internos. Este
etudo pode contribuir para reduzir o custo computacional do algoritmo tornando-o ainda

mais eficiente para se resolver problemas de grande porte

Como sugestao de estudos futuros, proponho os seguintes tépicos:

e Fazer um estudo da variacao dos parametros utilizando o algoritmo geral apresentado
em [9].

e Estudar possiveis regras de atualizacao da matriz B.
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APENDICE A - Problemas Utilizados Para Realizacio dos Testes

Problema 1
Fungio Objetivo | f(x) =100 (xg — 23)? + (1 — 21)?
Restricao —1,5 <y
Ponto Inicial rg = (-2, 1)
Solugdo = (1,1)e f(z*)=0

Interpretacao Geométrica do Problema 1

Curvas de Mivel da Fungdo f

al (2

52
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Problema 2
Fungao Objetivo f(z) =100 (zo — 22)* + (1 — 21)?
Restricao 1,5 < z9
Ponto Inicial zo= (-2, 1)
Solugdo x* = (1.4118546 cos ( 3 arccos g5 ) + 1.5)
F(z*) = 0,5042619

Interpretacao Geométrica do Problema 2

3
2
Cureas de Mivel da Fungio f
Z
y=15
14
i

" " L g " ; Hiw
z 1 D 1 2 3 4 5

-1 4

Problema 3
Fungio Objetivo | f(x) = xo + 107°(xq — 27)
Restricao 0 < x4
Ponto Inicial zo = (10, 1)

Solugdo z*=1(0,0)e f(z*)=0
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Fungao Objetivo

Restricoes

Problema 4
fl@) =3(x1+1)° + 2
1 <2
0<zy

Ponto Inicial

zo = (1.125, 0.125)

Solucao

r = (L0)e fla") =}

Interpretagao Geométrica do Problema 4

£

Problema 5
Fungao Objetivo | f(z) = sin(zy + x9) + (21 — 22)? — 1,521 + 2,579 + 1
Restricoes —-1,5<r <4
—3<z9<3
Ponto Inicial zo = (0, 0)

Solugio v =(F Ay g oo =%
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Problema 6
Fungio Objetivo flz) = (1 —mz)?
Restrigoes 10(zy — 2%) <0
Ponto Inicial xo=(—1.2,1)
Solugdo = (1,1)e f(z*)=0

Interpretacao Geométrica do Problema 6

Problema 7
Fungdao Objetivo f(z) =In(1+2}) —
Restrigoes (1+23)?+22-4=0
Ponto Inicial xo = (1, 0)

Solugdo z* = (0, v3) e f(z*) = —V/3




APENDICE A. Problemas Utilizados Para Realizacdo dos Testes

Problema 10
Fungio Objetivo f(z) =21 — x9
Restricoes —3£B? + 2x129 — x% +1>0
Ponto Inicial zo = (—10, 10)
Solugao ¥ =(0,1) e f(z*) = -1

Interpretacao Geométrica do Problema 10

s i
—day + 2rae — a5 = —1

Problema 11

Fungao Objetivo flz)=(xy —5)*+23—25
Restricoes —:L'% + 29 >0
Ponto Inicial zro = (—1, 10)

Solucao x* = ((a — %) /\/6, W), onde a = 7.5v/6 + /338.5
Fla*) = —8.4984642
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Problema 12

Fungio Objetivo | f(z) = 0,522 + 23 — 109 — Txy — T2o
Restrigoes 25 —4z2 — 25 >0
Ponto Inicial xo = (0, 0)
Solugao r*=(2,3) e f(z*) =-30

Interpretacao Geométrica do Problema 12

Problema 13
Fungao Objetivo | f(z) = (x1 — 2)? + 23
Restrigoes (1—21)3—22>0
0<umzy
0 <z
Ponto Inicial zo = (0, 0)
Solugao 8 =(1,0)e f(z*)=1

Problema 15
Fungao Objetivo | f(z) =100 (3 — 23)* + (1 — x1)?

Restricoes 129 —12>0
T + x% >0

1 <0,5
Ponto Inicial xo = (0.4, 4)

Solugio x* = (0.5, 2) e f(z*) = 306.5
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Problema 16

Funcgao Objetivo

flx) =100 (29 — 23)? + (1 — 21)?

Restricoes T+ x% >0
x% +x92>0
—-0,5 <2, <0,5
To <1
Ponto Inicial xo = (0, 1)

Solugao

z* = (0.5, 0.25) e f(z*) = 0.25

Problema 17

Fungdao Objetivo

f(x) =100 (23 — 23)* + (1 — 21)?

Restricoes

r3—1,>0
22— 135>0
—0,5< 21 <£0,5
To <1

Ponto Inicial

g = (O, —1)

Solucao

z*=(0,0)e f(z*) =1

Problema 18

Fungio Objetivo f(z) =0,012% + 23
Restricoes T1x9 — 2520
2?4+ 13 —25>0
2 <z <50
0 <z <50
Ponto Inicial xo = (6, 6)
Solugdio r* = (v/250, V2.5) e f(z*) =5

Problema 19

Fungao Objetivo

f(x) = (1 — 10)? + (22 — 20)®

Restricoes

(21— 5)2 + (29 — 5)% — 100 > 0
—(y —5)* — (v, — 6)? +82.81 >0
13 <2 <100
0 <y, <100

Ponto Inicial

Lo = (157 6)

Solugao

o = (14.095, 0.84296079) e f(2*) = —6961.81381
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Problema 20
Fungdao Objetivo f(z) =100 (zo — 22)* + (1 — 21)?

Restricoes T+ x% >0
x% +x92>0

2423 -1>0

-0,5< 2, <0,5
Ponto Inicial rg= (-2, 1)

Solugdo z* = (0.5, 0.5v/3) e f(z*) = 81.5 — 25V/3

Problema 21
Fungio Objetivo | f(x) = 0,012? + 22 — 100

Restricoes 10 — 22— 10> 0
2 <z <50
—50 < 29 <50
Ponto Inicial xo = (3, —4)

Solugio x*=(2,0) e f(z*) = —99.96




APENDICE A. Problemas Utilizados Para Realizacdo dos Testes

60

Problema 22

Fungao Objetivo

f@) = (21— 2)" + (22— 1)°

Restricoes —x1—29+22>20
—CC% + 2220
Ponto Inicial o= (—1,2)

Solugao

= (1,1)e f(z*)=1

Interpretacao Geométrica do Problema 22

Problema 23

Funcao Objetivo

flw) = ot + 23

Restricoes

T1+x0—12>0

?+22-1>0

923+ 123 —-9>0
72— 29 >0
r3—11>0

—50 < 2; <50, 0 = {1, 2}

Ponto Inicial

o — (3, 3)

Solugdo

(1, 1) e f(z7) =2

x*
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Problema 24
Fungao Objetivo | f(x) = ﬁ ((:El —3)*— 9) x5
Restricoes % — 29 >0
z1+ V313 >0
—11 =32 +6 >0
0<a
0 < a,
Ponto Inicial xo = (1, 0.5)
Solugao ¥ =(3,v3) e f(z*) = —1
Problema 26
Fungao Objetivo | f(x) = (v1 — x9)* + (w9 — x3)*
Restricoes (1+23)x; + 23 —3=0
Ponto Inicial o = (—2.6, 2, 2)
Solugdo z*=(1,1,1) e f(z*)=0
Problema 27
Fungio Objetivo | f(x) =0,01(z; — 1)* + (22 — 2?)?
Restrigoes z1+a3+1=0
Ponto Inicial zo = (=5, 2, 2)
Solugao ¥ =(—1,1,0) e f(z*) =0.04
Problema 29
Funcao Objetivo f(z) = —z2923
Restrigoes —? — 223 — 423+ 48 > 0
Ponto Inicial xo= (1,1, 1)
Solucao z* = (a, b, ¢), 2" = (a, =b, —c), 2* = (—a, b, —c) ou z* = (—a, —b, ¢)

ondea=4,b=2v2ec=2.
f(a%) = ~16v2
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Problema 30

Fungdao Objetivo

f(x) =2 + 22+ 23

Restrigoes 2423 —-1>0
1<z <10

—10 <25 <10

—10 <23 <10
Ponto Inicial xo=(1,1,1)

Solugao

¥ =(1,0,0)e f(z*)=1

Problema 31

Fungio Objetivo f(z) =927 + 23 + 923
Restricoes 129 —12>0
—-10< 2, <10
1 <2, <10
—10<23<1
Ponto Inicial xo=(1,1,1)
Solugao ¥ = (1/v/3,v3,0) e f(z*) =6

Problema 33

Fungdo Objetivo

f(x) = (x1 —1)(21 — 2)(x1 — 3) + 3

Restricoes

R A |
2434+ —-4>0
0<umz,y
0 <z
0<23<5H

Ponto Inicial

zo = (0, 0, 3)

Solucao

v* =0, V2, V2) e fa") = V2 -6

Problema 35

Fungio Objetivo | f(x) =9 — 8z — 6wy — 4w + 202 + 202 + 23 + 21129 + 27173

Restricoes

3-[E1-J]2—2[E320
OSZL’“Z:{Lz,S}

Ponto Inicial

2o = (0.5, 0.5, 0.5)

Solucao

v = (4/3,7/9,4/9) ¢ f(z*) = 1/9
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Problema 36

Fungao Objetivo f(z) = —zym023
Restricoes 72 —x1 — 229 — 223 > 0
0<2 <20
0<zy <11
0<ux3<42

Ponto Inicial

o = (10, 10, 10)

Solucao

z* = (20, 11, 15) e f(z*) = —3300

Problema 37

Fungdo Objetivo

f(x) = —z12073

Restricoes

72—1'1—21'2—237320

Ponto Inicial

2o = (10, 10, 10)

Solucao

ot = (24, 12, 12) e f(z*) = —3456

Problema 38

Fungdao Objetivo

f(z) = —=100(xg — 23)? + (1 — 1) + 90(zy —
(1—23)+10,1((za — 1)* + (x4 — 1)*) +19,8(z2 — 1) (24 — 1)

2
3

)+

Restricoes

10 < 2; < 10,i = {1,--- ,4}

Ponto Inicial

Ty = (—3, —1, —3, —1)

Solucao

*=(1,1,1,1)e f(z*)=0

Problema 43

Fungao Objetivo

f(x) = 22 + 22 + 223 + 22 — 5oy — 5ay — 2las + Tay

Restrigoes

8—at—wi—a2—2i—w+ry—a3+74 >0

10 — 22 — 222 — 22 — 222 + 21 + 24 > 0

5—21’%—%%—1’%—2%14‘3324‘%420

Ponto Inicial

zo = (0,0,0,0)

Solugao

x*=(0,1,2, —1)e f(z*) = —44
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Problema 44

Fungio Objetivo | f(x) = x1 — 9 — T3 — X123 + T124 + Tok3z — ToTy

Restricoes

8—x1—219>0
12— 427 — 29 >0
12 —3z1 — 429 >0
8 —2x3—x4 >0
8—x3—2x4, >0
5—x3—x4 >0
0<uaz,i=A{1,---,4}

Ponto Inicial

zo = (0,0, 0,0)

Solucao

*=(0,3,0,4) e f(z*)=—15

Problema 45

Funcao Objetivo

flz)=2-— 510331352933:174335

Restricoes

0<ay <i,i={l,---5}

Ponto Inicial

2o = (05,2, 2, 2, 2)

Solucao

*=(1,2,3,4,5) e f(z*) =1

Problema 65

Fungdo Objetivo

f(x) = (11 — x9)® + 7(“”3_10)2 + (w3 — 5)?

Restricoes

48 — 22 —x3 — 12 >0
4,5 <x; <4,51={1, 2}
—5§3§3§5

Ponto Inicial

o = (=5, 5, 0)

Solucao

r* = (3.6504618, 3.6504618, 4.6204171) e f(x*) = 0.9635289

Problema 66

Funcao Objetivo

f(x) =0,2x3 —0,8x;

Restricoes

xo —exp(zy) > 0
xr3 —exp(zry) >0
0 <z <100
0 <y <100
0<z; <10

Ponto Inicial

2o = (0, 1.05, 2.9)

Solucao

z* = (0.1841265, 1.2021679, 3.3273223) e f(z*) = 0.5181632




APENDICE A. Problemas Utilizados Para Realizacdo dos Testes 65

Problema 76

Fungio Objetivo f(x) =22 +0,5235 + 22 + 0,527 — 2123 + 2374 — 71 — 3T9 + T3 — T4

Restricoes

5—1’1—21'2—1‘3—{13420

4—31’1—1’2—21’3—'—1’420
$2+4l’3—1,520
0<a,i={1,--- 4}

Ponto Inicial

2o = (0.5, 0.5, 0.5, 0.5)

Solucao

o = (0.2727273, 2.090909, —0.26¢~10, 0.5454545) ¢ f(z*) = —4.6818181

Problema 100

Fungao Objetivo

f(@) = (x1 —10)* 4+ 5(xy — 12)% + x5 4 3(x4 — 11)°+
+1028 + 722 + 2% — dxgry — 1006 — 827

Restricoes

127 — 222 — 325 — 23 — 423 — 515 > 0
282 — Tx1 — 39 — 10x§—x4+x5 >0
196 — 23z, — 23 — 622 + 8x7 > 0
—42? — 22 + 31179 — 225 — D6 + 1127 >0

Ponto Inicial

z0=(1,2,0,4,0,1,1)

Solucao

o = (2.330499, 1.951372, —0.4775414, 4.365726,
—0.6244870, 1.038131, 1.594227)
f(z*) = 680.6300573

Problema 113

Fungao Objetivo

f(z) = 2 + 2% + 2129 — 1day — 1625 + (x5 — 10)%+
4y —5)% + (x5 — 3)? + 2(wg — 1)? + 522 + T(xg — 11)*+
2(%9 — 10)2 + (.Tlo — 7)2 -+ 45

Restricoes

105 — 4xqy — dxg 4+ 327 — 928 > 0
—10x1 + 8x9 + 1727 — 225 > 0

8r1 — 2x9 — Bxg + 22190+ 12 >0

3z — 2)% — d(ws — 3)2 — 222 + Ty + 120 > 0
—bx? — 81y — (13— 6)* + 224 +40 > 0
—0,5(z1 —8)? — 2(wy —4)> = 3zZ + 26 +30 >0
—22 — 2(wy — 2)? + 22129 — 1425 + 626 > 0
3z — 629 — 12(x9 — 8)% + Tw19 > 0

Ponto Inicial

2o =(2,3,5,5,1,2, 7, 3,6, 10)

Solugdo

o = (2.171996, 2.363683, 8.773826, 5.095984, 0.9906548,
1.430574, 1.321644, 9.828726, 8.280092, 8.375927)
F(a*) = 24.3062091
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APENDICE B - Valores Atribuidos aos Parametros Para a Realizacio dos

Testes Numéricos

Valores Atribuidos a ¢

09108 ]0,751]065 051035031025 0,1
Valores Atribuidos a n
091081075 ]0,65|05]035|03]025|0,1
Valores Atribuidos a v
091081075 (065|05035]0,3]0,25]0,1
Valores Atribuidos a ¢
051112255 |10]2050] 100
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