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RESUMO

No6s mostramos que existe uma versao manifestamente covariante do Hamiltoniano de
Pauli. Covariancia relativista inevitavelmente nos leva a uma nao comutatividade da
posicdo: colchetes cldssicos das varidveis de posicdo sdo proporcionais ao spin. E essa
nao comutatividade induzida pelo spin que é responsavel por transformar o Hamiltoniano
covariante no Hamiltoniano de Pauli, sem nenhum apelo a formula da precessao de Thomas.
A teoria de Pauli pode ser obtida como uma aproximagao até a ordem 1/c? da teoria
covariante escrita em certas varidveis especiais. Essas observagoes esclarecem a questao de
longa data sobre a discrepancia entre os hamiltonianos covariante e de Pauli. N6s também
discutimos propriedades de transformacao do eixo de spin na passagem do laboratério
para observadores acompanhante e instantaneamente acompanhante, revelando o papel
do vetor de spin de Thomas no modelo covariante; rescrevemos nossa teoria covariante
em termos de novas variaveis para esclarecer outro problema de longa data: obter uma
formulagao hamiltoniana das equagoes, propostas por Bargmann, Michel and Telegli, para
uma particula com spin na presenca de um campo eletromagnético (aqui no caso geral,

campo arbitrario).

Este trabalho foi baseado no artigo: Danilo Machado Tereza, Alexei Deriglazov, Covariant
version of Pauli Hamiltonian, spin-induced non commutativity, Thomas precession and
precession of spin, Phys. Rev. D 100 (2019) 105009; arXiv:1910.11140.

Palavras-chave: Hamiltoniano de Pauli. Particula com spin. Hamiltoniano covariante. Pre-
cessao de Thomas. Observador acompanhante. Observador instantaneo. Transformagoes
de Lorentz. Equagoes BMT.



ABSTRACT

We show that there is a manifestly covariant version of Pauli Hamiltonian. Relativistic
covariance inevitably leads to non commutative positions: classical brackets of the position
variables are proportional to the spin. It is the spin-induced non commutativity that
is responsible for transforming the covariant Hamiltonian into the Pauli Hamiltonian,
without any appeal to the Thomas precession formula. The Pauli theory can be thought
as 1/c?—approximation of the covariant theory written in special variables. These obser-
vations clarify the long standing question on discrepancy between the covariant and Pauli
Hamiltonians. We also discuss the transformational properties of spin axis in the passage
from laboratory to comoving and instantaneous frames, and reveal the role of Thomas
spin-vector in the covariant scheme; we rewrote our covariant theory in terms of new
variables to clarify another long-standing problem: to obtain a Hamiltonian formulation
of the equations proposed by Bargmann, Michel and Telegli, for a particle with spin in

the presence of an electromagnetic field (here in the general case, arbitrary field).

This work was based on the article: Danilo Machado Tereza, Alexei Deriglazov, Covariant

version of Pauli Hamiltonian, spin-induced non commutativity, Thomas precession and
precession of spin, Phys. Rev. D 100 (2019) 105009; arXiv:1910.11140.

Key-words: Pauli Hamiltonian. Spin particle. Covariant Hamiltonian. Thomas precession.

Comoving frame. Instantaneous frames. Lorentz transformations. BMT equations.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho iremos propor uma versao manifestamente covariante da teoria
de Pauli para a descricio de um elétron com spin no formalismo Hamiltoniano. Para
entendermos como os Hamiltonianos covariante e de Pauli estao relacionados sem apelar a
formula da Precessao de Thomas precisaremos entender cada um destes assuntos de maneira
independente, trabalhar seus significados fisicos e suas construgoes matematicas, para
somente entao entender o contexto que foram inseridos. Com este objetivo, subdividimos
este texto em outros trés capitulos, onde o final trard os resultados principais desta

dissertacao.

No primeiro, iremos discutir as transformacoes de Lorentz: Trazer a motivacao
pela qual as estudamos, apresentar alguns exemplos simples com uma breve discussao
geométrica de cada um deles. Bem como analisar o comportamento de determinadas
grandezas sob tais transformagoes, e apresentar sua formulacao geral. Com essas ideias,
estudar a nao comutatividade entre o produto de dois casos especiais e entender como surge
a rotacao de Thomas-Wigner. Encerramos este capitulo trazendo um breve comentario
sobre o formalismo covariante. Aqui, enunciamos o que serda fundamental para os outros

dois subsequentes.

No capitulo seguinte, discutiremos o fenémeno da Precessao de Thomas: Faremos
um breve comentario histérico de como surgiu esta proposta e como ha confusoes a respeito
dela. Tal fenomeno ficara evidente ao construirmos as transformagoes para um observador
acompanhante (geralmente nao inercial) e compararmos grandezas com as mensuradas
por um observador instantaneo. Nosso objetivo é trazer a precessao fora do contexto que
ela fora inicialmente inserida, pois assim ao discutirmos este contexto, ficara evidente o

seu papel (ou a falta de papel) nele.

Por fim, discutiremos a versao covariante do Hamiltoniano de Pauli: Faremos
inicialmente uma breve discussao entre a diferenca deste modelo classico e do formalismo
covariante, apresentando qual foi a solu¢ao dada por Thomas. Depois, faremos nossa
construcao covariante, enunciando uma cole¢ao de colchetes nao-candnicos e entendendo
como esta teoria esta ligada a de Pauli a nivel classico e quantico. Por fim, traremos
sua versao manifestamente covariante e entenderemos o papel do spin de Thomas neste
contexto. Ao final, faremos uma equivaléncia desta teoria para novas variaveis afim de
trazermos também uma formulagao hamiltoniana manifestamente covariante das equa-
¢oes que descrevem uma particula com spin na presenca de campo elétrico e magnético

constantes, propostas por Bargmann, Michel e Telegli.

Neste trabalho adotaremos as notacoes de Einstein para obter uma simplicidade ope-
racional em diversas construgoes apresentadas, tal como grande parte da nossa bibliografia

também adota. Além disso, ressaltamos brevemente que:
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. Os indices quando denotados por «, (3, - - - representardao uma contagem em 0, 1,2, 3;
. Os indices quando denotados por a,b, - -- representarao uma contagem em 1,2, 3;

. 3-vetores serdo denotados v = (v!, v2, v?): Em casos especiais por 7 quando quisermos
) ) )

diferenciar as grandezas v e v;

. Uma matriz 3 x 3 serd denotada por R3y3 ou simplesmente R; A matriz identidade

sera denotada por I.

. Dados os 3-vetores a = (a',a? a®) e b = (b, 0%, 1?), tem-se:

a) Produto interno: (a,b) = a'b;

b) (a@b)ss = a't;

¢) Produto vetorial: [a,b]’ = ¢/*aib¥;

. A notagao [, -] quando tratado com operadores serd considerado o comutador deles:
(A B = AD - DA

. Simplificamos as seguintes operagoes através das notacoes:

a) AlCrBAY) = [AonBBv 4 Ave BrS 4 ABY Bon 4 AvS Bre]

b) ArB" = ArB” — A” B,
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2 TRANSFORMACOES DE LORENTZ

O conceito de relatividade fora idealizado para abranger todos os fen6menos da
natureza e tem o intuito de relacionar dois observadores através do que se entende por
espaco e tempo. Até meados do século XIX, tais transformacoes podiam ser expressadas
por

xX =Rx+vt+d e t'=t+T (2.1)

Onde v representa uma velocidade relativa entre os observadores, d um desloca-
mento, R uma rotacao, e 7 um deslocamento temporal. Estes 10 parametros compoem
o Grupo de Galileo e a invariancia das leis do movimento, propostas por Newton, sobre

essas transformagoes seria chamada de invariancia de Galileo, ou principio da relatividade
de Galileo.

Existia uma compreensao aceitavel de que todas as teorias respeitariam este conceito
de relatividade, até que em meados do século XIX iniciou-se um processo de reformulagao
deste conceito!. A comunidade cientifica se dividia e experimentos como o de Fizeau de
1851 e os de Michelson e Morley ao longo da década de 1880 a respeito da velocidade da

luz indicavam que alguma mudanga deveria ser feita.

Lorentz propés um novo grupo de transformagoes no espaco e tempo, e nao somente
adequou a teoria aos resultados experimentais, como também verificou que as equagoes
de Maxwell permaneceriam invariantes sob este novo grupo (que ficaria conhecido como

transformagoes de Lorentz).

Seguindo uma sugestdao de Poincaré, Einstein propos que todas as leis fisicas
deveriam ser tais que permanecessem inalteradas sob uma transformacao de Lorentz. E em
1905, era proposta por ele, a relatividade restrita que utilizava esse grupo de transformacoes
como base da teoria, resultando em uma nova visao sobre o espago e tempo e como estes
conceitos estao relacionados. Nela, a velocidade da luz seria dada por uma constante c,

nao importasse o referencial.

Essa reformulacao em nogoes fundamentais encontrou certa resisténcia por parte
da comunidade cientifica. Porém tal teoria se consolidou quando, em 1908, Hermann
Minkowski introduziu o conceito de espaco-tempo, que é absoluto, um passo importante
em seu desenvolvimento. Sendo assim, com suas devidas corregoes, poderiamos levar a
mecanica classica a esse novo conceito relativistico e através dele, descrever melhor as
leis da natureza®. Hoje a teoria é consolidada experimentalmente, ver [2], e aceita na

comunidade cientifica.

1 Para mais detalhes sobre as questdes levantadas e os principais experimentos realizados na

época, ver [1-4].
Uma discussdo com mais rigor matemético pode ser encontrada em [1,5].
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Por essa motivacao, somos levados a estudar tal grupo de transformagoes com mais
detalhes, levando-nos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.0.1. Considere O(z" = ct,x) e O'(2/° = ct’,x') sistemas de coordenadas do

espago-tempo. Uma transformagiao de Poincaré é uma transformacao x® — 2'* tal que
' = N*32” + a®, (2.2)

fixado a® € R, e A“s é uma matriz 4 x 4 que satisfaz

-1 0 0 0
100

A anuwN'g =nep onde n= 010 (2.3)
0 0 0 1

A matriz n é conhecida como métrica de Minkowski e no caso particular que a®* = 0, Vo
a transformacao z®* — 2/“ é chamada de transformacio de Lorentz. Por conta disso,
quando estivermos trabalhando no espago de Minkowski 4-dimensional com coordenadas

2t = (2° = ct,2"), usaremos esta métrica 1,,.

Este conceito relativistico nao é tao evidente como o anterior, portanto nos dedica-
remos, ao longo deste capitulo, a entender melhor como tais transformagoes funcionam.
Na secao 2.1, estudaremos alguns casos particulares e suas propriedades geométricas. Na
secao 2.2, vamos apresentar o comportamento de algumas grandezas sob essas transforma-
¢oes. Ao final traremos a velocidade relativa entre trés sistemas inerciais, uma diferenca
substancial da teoria anterior. Na secao 2.3, vamos caracterizar uma transformagcao de
Lorentz como o produto de duas transformacoes especificas, para entao, na secao 2.4,
estudarmos o produto de dois impulsos e assim entendermos como surge a rotacao de
Thomas-Wigner. Ao final, na se¢ao 2.5, faremos um estudo aproximado dos resultados ja

obtidos e na secao 2.6 uma breve apresentacao sobre o formalismo covariante.

2.1 CASOS ESPECIAIS E PROPRIEDADES GEOMETRICAS

Considere O(z" = ct,x) e O' (2" = ct’,x’) observadores inerciais relacionados por

meio da seguinte transformacao de Lorentz:
2" = A%2” onde AFun, Mg = Nas (2.4)

Exemplo 2.1.1. A transformagao (2.4) pode representar uma rotagao R3x3 no espago,

0 _ .0 10 1 OT 0
et onde RTR=1 ou ’ = ’ (2.5)
x' = Rx x/ 0 R X

Neste caso, denotaremos A = Apg.

dada por
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Exemplo 2.1.2. A transformagao (2.4) também pode representar um impulso de veloci-

dade v em relagao ao observador O, dada por

el (2]
x =x+ 7V2 (v,x)v — 7%:50 =~A (Z) X —Y—1T
() s ) () &
(@)=

M) = re 00880 o 4 (¥) = [r- EDEEN) g,

y v2 v2

onde (v ® v)¥ = v'v/. Pode-se verificar que tal transformagiao é de Lorentz apenas

(2.6)

ou na forma matricial

onde

verificando a condicao (2.4). Neste caso, denotaremos A = A, .

Considere a sequéncia de eventos x* = (ct,vt) observados por O. Segundo a
transformacao (2.6), obtemos as coordenadas desta sequéncia no sistema ', e que sao
dadas por 2" = (y~'ct,0). Portanto origem de O" se move com velocidade v segundo O e
passa pela origem de O no instante 2° = ¢t = 0 que condiz com nossa afirmacao inicial

sobre o sistema.

Exemplo 2.1.3. Afirmamos que inversa de transformacao (2.7), é dada por

0\ 1 vT/e x"°
( X ) -7 ( v/c A(v/c) ) ( x' ) (2.10)

De fato, por célculo direto obtemos A,A" = I, = A'Ay, onde A, representa a matriz
da transformagao (2.7) e A’ a matriz da transformacao (2.10). E mais, a sequéncia de
eventos X' = (ct’,-vt’) em O sao transformados por (2.10) em eventos de coordenadas
x = (y712/°,0) em O. Portanto origem de O se move com velocidade v/ = —v segundo O’

e passa pela origem de O’ no instante ' = 0.

Para simplificarmos as notacoes, consideramos
v - L dx ldx v
— =7 entao U=-_5=-—=—. (2.11)
c dx cdt c
Com certo abuso de terminologia, podemos chamar v como sendo a velocidade do sis-

tema O’ em relagao a O. Segundo essa notagao, rescrevemos (2.7) e (2.10) como sendo

Agsz)( L ) A;lsz)(; A”@). (2.12)

respectivamente
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onde podemos considerar A;' = A_z, pois v(¥) = v(—7) e A(¢) = A(—7). Definimos as
projecoes paralela e ortogonal a v como sendo, respectivamente:

vy

Pi(75) = e N'(¥) =6 — P(v) (2.13)

02

com as seguintes propriedades
P?=P, Pi=9 N*=N, Ni=0, NP=PN=0 e [=N+P (214

Com isso, dado um 3-vetor x, podemos decompor como x = Ix = Nx+ Px=x, +x). E

assim, rescrevemos as equagoes de A(7) e sua inversa A~!(¥) como sendo

A(T) = }yN(ﬁ) LP@) e ATND) = 4N(@) + P(@), (2.15)

com as seguintes propriedades:
—\ — — — 1 — —\ — — — —
AW =1, A (V) = ;N +P, A'W)w=v, A'AT'=+ N+ P (2.16)

Usando as projegoes (2.13) na transformacéao (2.12) no instante ¢ = 0, isto ¢, z° = 0,

obtemos o vetor posicao dado por
X = Agx = Ap(x +x))) = yAD) (x1 +x))) =
= (N(¥) + 7 P(0))(x1 +x))) = X1 + 7%,

portanto
X/IXJ_—l—”)/XH. (217)

Por essa construcao, podemos interpretar geometricamente o vetor x": Se o vetor x
representa uma particula observada por O, entdo vetor posicao segundo O’ serd soma de

representante ortogonal x; com o fator vx, ou seja,

A2 A 2
U U
A
/
X]| x|/
x g
X V| 4
/ /
AN / N - /
\\\ // //\/\\ // ,
/,/7/ 1 /// y X /1
////’ // x /// // :E
— // # N // >
/ \\ /
X ~, X

Figura 1 — Vetor sob transformacgao de Lorentz
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Exemplo 2.1.4. Considere a transformagao de Lorentz dada por (2.12), onde v é paralelo
a z! tal que v = 2. No instante ¢ = 0, considere uma haste com extremidade A em (0,0, 0)
e extremidade B em (1,0,0) segundo O. Pela identidade (2.17), apds transformagao de
Lorentz, os extremos A e B desta haste serao respectivamente (0,0,0) e (2,0,0) segundo
O', ou seja, no ponto de vista de O, eixo de O’ na direcao de impulso estard comprimido 2

vezes. Portanto O’ vai achar que a haste é duas vezes maior.

Exemplo 2.1.5. Sob a mesma transformacao do exemplo anterior, considera uma haste
com extremidades A em (0,0,0) e B em (1,1,0). Logo, angulo entre haste e diregao de
impulso serd 45°. Segundo a identidade (2.17), apds transformacao de Lorentz, extremida-
des A e B dessa haste serao respectivamente (0,0,0) e (2,1,0), portanto O’ encontrara

angulo entre haste e direcdo de impulso menor que 45°.

Figura 2 — Angulo sob transformacao de Lorentz

Em particular, esta haste pode ser eixo de um dos observadores em relagao dos

eixos de outro.

Exemplo 2.1.6. Considere a transformagao de Lorentz dada por (2.12), onde @' possui
angulo de 45° com eixo 2! em O, e que v = 2. No instante ¢t = 0, considere x’ sobre eixo
2, e y' sobre eixo 2 no sistema O’. Coordenadas de x’ e y’ no sistema O sao dadas

segundo x = X/, + vx" - Veja construgao na figura a seguir (a direita).

A 2 A 2

v ¥

X

y / /// \\

y /’*\\\ /// \\
v X S YA -

/ i N -

T yj_\ //////,/’ N mll

Figura 3 — Kixos sob transformagao de Lorentz
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Assim O vai observar vetores dos eixos de O’ deformados nas posi¢oes apontadas
pela figura acima (& esquerda). Portanto, no ponto de vista de O, eixos de O’ nao sao

perpendiculares, porém distorcidos na dire¢ao de impulso 7.

2.2 COMPORTAMENTO DE 3-VETORES

No estudo de transformacoes das Lorentz é importante ressaltar como sao as regras
de transformacao de alguns 3-vetores especiais. Nesta secdo, iremos obter tais regras
para 3-vetores que representam velocidade e momento e veremos que eles ndo possuem
um comportamento linear. No caso da velocidade, esta nao possui a mesma regra para
composicao de velocidades da relatividade de Galileo. Para tais calculos utilizamos algumas

propriedades do simbolo de Levi-Civita enunciadas no apéndice A.

Com isso, levantamos a importancia de compreendermos sobre qual grandeza
estamos tratando em um determinado problema, visto que grandezas diferentes possuem

comportamentos diferentes sob essas transformacoes.

Exemplo 2.2.1. Sejam O’ e O relacionados por meio de uma transformagao de Lorentz

A. Suponhamos que O’ esteja observando uma particula que se move com velocidade
dx’
w = o Como w’ se transforma quando a transformacao é dada por A, Ar ou Az?

Pela notagao proposta em (2.11), obtemos

/i dx" Azod.il?o + Azjdl'] o+ j@ Alo + AZ]”LUJ (2 18)
w = _= = == .
dx’0 Aoodl’o + Aokdl‘k 0 0 dl’k AOO + Aokwk
Ao+ ANy~
dz?
Quando A = Ap representa uma rotacao, como vimos em (2.5), obtemos
w = R, (2.19)
ou seja, w tem comportamento Euclidiano.
Quando A = Az representa um impulso, como vimos em (2.12), obtemos
AW)d — v AW + v
W = LJ com inversa W = M, (2.20)
1 — (v, W) 1+ (0, )

onde w sao as coordenadas de vetor @' em relacao de O. Em particular, @/ pode ser
inicio de sistema O”, entao este novo sistema esté ligado com O’ por meio de mais uma
transformacao de Lorentz Az . Neste caso, a segunda identidade de (2.20) representa regra
de soma de velocidades na relatividade especial. Contudo, deixaremos essa discussao para

o final da secao.

Quando ¢ — o0, isto é, quando restringimos ao contexto da fisica classica, a
segunda identidade em (2.20) se reduz a @ = W' 4 v, ou seja, comportamento esperado

para composicao de velocidades (no sentido de composicao de transformagoes de Galileo).
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Observacao 2.2.2. Assumindo (2.20), afirmamos que sistema O tem velocidade —v em
relacao de O’. De fato, vamos supor que uma particula esta se movendo com velocidade —o
em relacao a O'. Pela segunda identidade de (2.20), a velocidade da particula observada
por O seréa:
T e e (R

1+ (U, —0) 1 — (U,7) '

Exemplo 2.2.3. Suponhamos que O’ observou, no instante z’°, uma particula de massa

<y

m = 1 no ponto x’ com velocidade w' e formou o momento angular dela em relacao da

sua origem: [’ =[x/, w']. Como [i’ se transforma quando a transformacao é dada por A,
AR ou Ay?

Quando A ¢é arbitraria, sabemos que 2" = A’,x" e pela identidade (2.18), obtemos
Ajo + Ajnw” o
AO() + Aokw’“ n

[ekiinmxmAjnwn + Ekij(AimxmAjo =+ AliOAann)] =

Iu/k — [X/,W/]k — C[X/, U—}»/]k — Cekljx/lw/_] — CGk”AZVIV (
C

AOO +A0kwk
1

= o 10 4 (A7) TN (" — ™)

portanto

1k a —T\k , s kij A1 0,,n n
/,L = m[det(/\ b)(A ) S/’L +CE ]A ()Ajn(x w —x )} (221)
Quando A = Ag, sabemos det(R) = 1, RTR = I, x' = Rx, e por (2.19), obtemos
W' = Rw. Assim
pw* =[x, w1 =[x, ') = c[Rx, Ri)" = e R™g" RIMw™ =
— CGlijéklRinanjmwm _ CElinerkrRinijxnwm _
= cdet(R)e™™ RM z"w™ = ce™™™ R p" ™ =

= R [x,w]" = (Ri)",

portanto
i = Rji. (2.22)

Quando A = Az sabemos que X’ segue regra de transformacao (2.12) e @' segue
regra (2.20). Assim

M/k = ¢[x/, w/]k — ki i —
= T AT )" = VA e — o) =
1 (¥, ) ey () [A™ (v)2" AT (v)w™ — V' AT (v)w™ — AT (v)a" T + v,
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Facamos separadamente cada parcela, onde

cek”'y(v)v’moA]m(v)wm = —cck (xovle + 77(1})2 xov]vmwmv’> =
v

kzj$0v wj

B , , A —1
—cek”Py(v)Am(v)x"vJ = —cek” <33Z’U] + ,}@32@ v U]> =

= —ce iyl
cekwv(v)Am( B "A]m( w™ = ce < v’v”x”) ) (wj + 7(?22 vmwmvj> =
& —1 S 4 )
I m, g kij(, m_ i . m, i _
”yv 2 —— (" " (W x xw)))
1 -1 o
— )2 v vjek”[x, W]im> =
~ y(v)

ot
16
@(M+” Lo ) -
1
1

'Y
- L M+” [[mm)
7(v)

1 k ry 2 k,n n)
S + = — ™ =
ROLG (u )

1 () 1) Rt N
=) p* S =

1 kn
_ A—l 7
v(v) )

ey (v)v'z®v = cy(v)[v, 1]*2° = 0.

Portanto )
1_(43(¢HMA*@m+dﬁw—iﬂ) (2.23)

Da mesma forma que a velocidade de uma particula, o momento nao tem comportamento

—/

linear na transformacao de Lorentz (impulso).

Na secao 2.6, veremos que tais grandezas podem ser associadas a outras de dimensao
maior: no caso do 3-vetor velocidade, vamos estuda-lo como um 4-vetor; e no caso do
3-vetor de momento, vamos estuda-lo como um 4-tensor. A vantagem em fazer essa
correspondéncia estd na linearidade destas grandezas sob transformacoes de Lorentz,

embora elas nao possuam um significado fisico direto.

Para encerrarmos a se¢ao vamos estudar a velocidade relativa entre trés sistemas
de coordenadas. Para isso, considere observadores inerciais O" e O” transformados a partir

do observador O pelas respectivas transformagoes de Lorentz (impulso):

o oo I oo
r* = A" e M= AG" 2",
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Como sabemos, sistema O’ tem velocidade ¢ em relacao a O, e sistema O” velocidade
w em relagao a O. Como vimos na observagao (2.2.2), sistema O tem velocidade —7 em
relacdo a O’ e —w em relagao a O”.

Resta-nos a velocidade relativa entre os sistemas O" e O”. Considere " a velocidade
do sistema O’ em relacao de O” e W' velocidade de O” em relacao de O, veja esquema

abaixo:

Figura 4 — Velocidades relativas entre trés sistemas

Pelas observacoes no inicio da se¢ao, conhecendo os vetores ¢ e w podemos construir

vetores ¢ e ' através da identidade (2.20). Ou seja

A(0)w —

, W —

= 2.24

1—(0,d) (2:24)
€ A( —»)—» —
— W)U — W

= 2.25

Observagao 2.2.4. Comprimento euclidiano de vetores w' e ¥ coincidem. De fato, pelas

propriedades em (2.16), temos A(v)wv = vw = A(w)vw. Portanto

(A(D))? — 2A(T)@0 + 2 — (A(D)D)? + 2A(0) 0% — 0

(A(D))? — 205 + 2 — (A()5)? + 200 — 2

w? 2 v* 2
— + U QU0 QW+ v — — — W R W R U — W
20 +2() _
(1= (v, u))?
=2 2 1 1
w -2 v =2 =2 -2
— + U — — — w - — — v - —1)
_ A(0) V(W) _ <72(v) ) (’72(11}) _
(1 - (_;7 U_j) 2 (1 - (177 u_j))Q
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Observe que (2.24) e (2.25) implicam que as velocidades @’ e ¥ nao sao opostas,
ou seja, nao possuem o comportamento da observacao 2.2.2. Portanto, sistemas O" e O”
nao estao ligados por meio de uma transformacao de Lorentz do tipo impulso, neste caso

terfamos ainda uma rotagao entre os sistemas.

Assim, mesmo que os sistemas O' e O” estejam ligados a O somente por seus
respectivos impulsos isso induz entre eles, além de um impulso, uma certa rotacdo. Antes
de entendermos mais sobre essa rotagdo e como as velocidades (2.24) e (2.25) estao
relacionadas somos levados a enunciar a decomposicao de uma transformacao de Lorentz
arbitraria, e através dela entender melhor como se da esta composi¢ao de dois impulsos de

Lorentz.

2.3 LORENTZ ARBITRARIA SEGUNDO DECOMPOSICAO POLAR

Considere uma transformacao de Lorentz arbitraria dada por A“g, que relaciona os

sistemas de coordenadas O(z" = ct,x) e O'(2" = ct’,x’) segundo
2" = As2” + a, (2.26)

e que atende a condi¢ao (2.3). Além disso, consideramos também que o observador O’

possui velocidade v = (v%) em relacio a O.

Nosso objetivo nesta secao é apresentar uma decomposicao de A“3 = A que nos
possibilite uma interpretagao de seus parametros e nos ajude a compreender a relacao entre
as velocidades relativas (2.24) e (2.25) na composicao de impulsos. Para isso, fagamos

como apresentado em [6], e escrevemos a seguinte representagao:

¢ m”
A:(k - )’ (2.27)

em que £ = A%; m = (m;)3x; onde m; = A%; k = (k7)34; onde k7 = Ay; e T = (T7;)3x3

onde T7; = AJ,.

Como O estd se movendo com velocidade v em relacao a O, construimos o evento
Y
(ct,vt) em O que representa origem de O, assim como vimos no exemplo 2.1.2. Com isso

obtemos, por (2.27), que

x' =ka' +Tr =0 onde io =Y (2.28)
x c
A partir dessas igualdades construimos a seguinte relacao:
1

0=k’ +T (:I;OZ) = k= —ETV (2.29)



22

Estudamos alguns casos da condigao (2.3) e rescrevemos para as notagoes dessa

secao. Consideramos o = 0 e f =7 , obtemos
noi = Monu N = (Aooﬁou + Ajonjy)Ayi
= A% + KN,
= —lm; + KT,
Como 7 # 0 temos 7y; = 0 para todo ¢, portanto
(m — kT = 0. (2.30)
E quando o = 0 e = 0 obtemos pelo mesmo procedimento
P -k =1 (2.31)
Considerando (2.29) e (2.30) obtemos
Im; = kT = —i (T, T%) = —iQibvb onde Q=T"T,
portanto

m = —%QV. (2.32)

Pela equagao (2.31) obtemos
1 1 1 :
P_1— k= ke — (—T“bvb) (—T“ivi> — —uQ',
c c c
portanto
vQvl =27 —1) (2.33)
Retornando ao estudo de caso da condigao (2.3), quando aw =i e § = j, obtemos
nij = N5 = (A%noy + A" 0 )N
— _AOiAOj T AnlAnJ
= —mimj + TaiTaj
= —mym; + Q7.
Como 7 # 0 # j, sendo [ a matriz identidade 3 x 3, temos

meom-—-Q=—1, (2.34)

onde (m ® m);; = m;m,;. Multiplicando esta equagao por v e aplicando as identidades
(2.32) e (2.33) obtemos:

) 1 . . 1 -
nijvi = (—mimj + jS)'l)i = 7szvbmjvi + jSvi = 7C2<£2 — 1)777,) + Q]ivi =
C C

C . . C 1 ; i 1 i
— Cgm] _ zm] + Q]ivi — _Q]b/Ub _ E <_C€ijvb> m] + jSvi = 672 ]bvb
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portanto,

Qv = 1v. (2.35)

A equagao (2.35) nos permite concluir que v é autovetor da matriz simétrica Q,
cujo autovalor é (2. Pelas equagoes (2.33) e (2.35) podemos relacionar este autovalor com

a velocidade do observador, isto é,
P=(1-®)" onde T=". (2.36)
c

Considerando v = (1 — 9?)7! e £ = £1, obtemos de maneira explicita um dos

parametros da transformacao em termos da velocidade, dado por:

Pelas relagoes (2.32) e (2.35) temos
l
m=—-v, (2.38)
c

que combinada com a identidade (2.34) nos da

TR U

2.2 a
Q=1+~0"P onde P(7)= =

(2.39)

Como vimos, P(¥) é proje¢ao sobre dire¢ao de ¥ e possui as propriedades (2.14).
T

Por fim, definimos I"' = —, a partir dele e das identidades (2.29), (2.37) e (2.38) somos
Y

capazes de reescrever a transformacao A da seguinte forma

_ £ =gt
A=~ ( T ) (2.40)

em que ¢ verificado a igualdade

T = (1 - )1 + 7 P(7). (2.41)

Dessa forma, podemos aplicar o teorema da decomposicao polar, ver [7], na matriz
I', que garante a existéncia de uma matriz ortogonal R e uma matriz positiva simétrica A

que nos permite escrever
'=RA onde RTR=1 e A" = A, (2.42)

de maneira tnica quando I' é ndo singular. Entao podemos ver que a identidade (2.41)

determina a matriz A. De fato,
A? = AA = ATA = ATRTRA = (RA)'(RA) =TT = (1 — ¢*)I + 7*P(v).

Portanto,

A= (VI=@)I+(1-VI=9)P®) (2.43)
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Por construgao, rescrevemos a decomposicao (2.40), da seguinte maneira

0 I
A= ARgAg onde AR§ = f) R (S Ag =7 . j
—v

(2.44)

Como A é arbitraria, obtemos uma boa interpretacao de como é seu comportamento
segundo a decomposicao acima. Observe que decompomos a transformacao de Lorentz
em duas etapas: a primeira diz respeito ao “impulso” empregado na transformacao; e a
segunda diz respeito as rotagoes do espaco e se hd ou nao uma reflexao temporal. Portanto,
¢é suficiente mostrar o comportamento de algum evento ou grandeza estudada somente

nestes casos, contemplando assim, o caso geral.

Embora tenhamos apresentado uma representacao de uma transformacao de Lorentz
arbitraria, a discussao ao longo deste texto nao abordara uma reflexao temporal, somente
transformacoes como as estudadas na se¢ao 2.1, entao podemos assumir que £ = 1, e assim

rescrever (2.44) em

1 0 ;e
AN =Agr/Ay onde Apr= 0 e ANy=1~ o (2.45)
Assim 2" = (Ag/Azz)*. Demos importancia para a notagao R” ao invés de

simplesmente R, pois nao podemos dizer que O’ estd rotacionado por R” em relagao a
O, pois nao temos nocao de rotacao para sistemas em movimento relativo. Entretanto,
podemos construir o sistema auxiliar O” : 2"* = (Ay)* x” que implica em 2" = Apva™.
Cuja interpretacao é conectar os sistemas O’ e O” através de uma rotacao R”, ou seja,
inicios desses sistemas coincidem para todo 2 e estes sistemas diferem somente de uma
rotacao. Desta maneira a rotacao que aparece na decomposicao polar nao representa
rotagdo do sistema inicial O para o final O’, mas sim do sistema auxiliar O” (que foi

impulsionado por Az) para o final.

Por outro lado, também podemos escrever a transformacao de Lorentz A da seguinte

maneira:
1 0 " 1 - 17///T
A= Ag/uAR onde AR = 0 R (S Ag/// =7 _g A (246)

Mas antes de apresentarmos essa construc¢ao, observe que nessa representacao
invertemos a ordem de aplicagdo das transformagoes, logo z'* = (Ag»Agrx)". Neste caso,
temos uma rotagao do sistema O para o sistema auxiliar O" : 2" = (Ag)* 2” e um

impulso deste sistema auxiliar para o final O'.

Para construirmos a decomposicao (2.46) a partir da (2.45), vamos considerar

R'=R e ©=Ri (2.47)
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Como |0"] = |v] (rotagao), temos 7" = . Por fim, observe que a construgao de A depende

do parametro v, ou seja, A(¥), entdo, se fizermos:

1 T 11 ( RT 1\T
RA(5) = RA(R"R) = RA(R™#") = — R (1+ () BITRTT) ) _

,y/// /27///2
1 ,D'///,l_]‘///R 1 ,l—)'///,l—)'///
— A///R
obtemos
RA=A"R (2.48)

Pelas identidades (2.47), (2.48) e 4" =, rescrevemos a decomposigao (2.45) da seguinte

T =y, =\, 1 —R'RJ"T\
N —rw rra) " \—rz Ra )" \—re  ar |~

_m 1 —RT"T _m 1 - (UHIR>T
=7 g A"R =7 g A"R )

Em que essa tltima igualdade representa a decomposi¢ao em (2.46). Por construgao,

forma

temos R e R” coincidindo numericamente, embora representam rotagoes entre sistemas
diferentes. Observe também que depois de fazermos a rotagdo R o vetor ¢ no sistema
O" tem coordenadas RY = ¢", ou seja, impulso Agy» que transforma sistema auxiliar

7/
(%

para final é representado pelo impulso = R, isto é, impulso inicial rotacionado por R.

=111
[

Assumindo " = —¢"""; podemos escrever (2.46) na seguinte forma

1 0 1 o7
A= AgmAR onde AR = ( 0 R ) e Al-;u/ = fy/ ( v ) (249)

v A

onde ¥ representa a velocidade de O em relacao a O'.

2.4 PRODUTO DE IMPULSOS E SUA DECOMPOSICAO

Considere a mesma construcao feita ao final da secao 2.2, isto é, observadores
inerciais O" e O” transformados a partir do observador O pelas respectivas transformagoes
de Lorentz (impulso):

o W e wov
o =A" 2" e M= Ag" 2",

Veja o diagrama abaixo:
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Figura 5 — Velocidades relativas entre trés sistemas

Assim como fizemos em (2.12), as transformagoes Az e Az podem ser representadas

por matrizes na forma

N . IR O B
Ay = ~(V) com inversa Az = y(?) , (2.50)
- A(7) v A(V)
e
1 _ 7T 1 =T
Ag = (W) v com inversa A" = () v . (2.51)
—u A(W) W A(W)

Analisando o diagrama anterior, podemos fazer
.I’//‘u = (AE,QZ)” = (AwA,gJ}/)‘LL = (Aw/\glx’)“.

Pois como vimos na observacao 2.2.2, temos Agl = A_z Ou seja:

(X ) — A (0)1() ( . A‘% ) (1 M) (X ) -

Considerando o . .
—w'v? + Ay, (W) A, (0)
[1 - (Uv U_j)] ’

e as identidades (2.24) e (2.25), que representam as velocidades relativas @' e ¥, obtemos

( i:, ) = (0)y(W)[1 — (v, ¥)] ( 271, _Z/ ) ( i, ) : (2.52)

BY =
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Portanto, na matriz que representa o produto de impulsos de Lorentz, obtemos a
influéncia direta dos valores w’ e ", mas para entendermos o porqué de terem aparecido,
precisamos retornar com nossa contrucao da segao 2.3, em que também podemos escrever
a decomposigao (2.52) de outras duas maneiras.

Como estamos na transformacao Q' — O”, para adequarmos as notacoes da secao
2.3, entendemos que em (2.44) temos ¥ = @', e em (2.49) temos v = . Além disso,
a observagao 2.2.4, implica que (') = v(7") e combinando (2.44), (2.49) com (2.52),
obtemos

(@) =y (@) = (@) (@)1 — (¥, F)]. (2.53)

Com isso, escrevemos AgA; ! nas seguintes formas:

i 1 _U—;/T - , 1 _w/T B 1—}*!/ 1 (1—)'// R/)T
&) ( B ) =) ( ~Ri RA() ) =17 ( & AR ) - (258)

Portanto, obtemos a forma explicita da matriz de rotacao R, dada por

R = [BA™M(@)]7 = ﬂ [Am(@ﬁ)A“k(ﬁ) B Iﬁzﬁk} [5kj B (@) — 1

TG R 29

Além disso, a relacdo que procurdvamos ao final da secao 2.2 entre o’ e ¥, é dada
por

—i" = R’ (2.56)

Da forma manifesta de R, em (2.55), podemos mostrar que R([v",w']) = [0", @], isto é,
eixo de rotagao ¢é ortogonal ao plano que contém velocidades relativas entre os sistemas
O’ e O". Para isso, basta observar que vetores w’ e " sdo combinagoes de w e ¥, donde

plano que contém estes 4 vetores é ortogonal a [0, @]; e pelas propriedades (2.16), temos

— = = [17/7U7/]
A ([0, ') = —.
o) =
Com esta identidade e a relagao (2.53) segue que
I =11\ 7(“7,) [ pia(, =\ pak (= =i~k kj 7(13,)_1 =1k =15 | 1A =g
_ V) Iy A _ g N\W) T & j j
(R[T",w']) — @3 | (W) A (V) wv} [5 ’y(w/)@ﬁ/)zw w | [0, W]
_M'm—» ak (= =ik o -k
1o @) A (W) A (V) wv}[v,w] =
- V(FLU,) ia(, =\ pak (7 = =k
=T g) AT@A@)] 0 =
@) )
(1 = (0, @) v (w)~(0)
— [Q—]ﬂ//’u—jl]z

Portanto, a identidade (2.56) nos diz que dngulo de rotagao produzido por R é menor

angulo entre vetores @' e —v”, lembrando que estes vetores representam, respectivamente,
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a velocidade de O” em relagao de O e o simétrico da velocidade do sistema O’ em relagao

de O".

A matriz na forma (2.55) estd determinada com dependéncia direta aos valores ¢/
e . Entretanto, como foi observado, esta rotacao faz parte da transformacao O — O”,
e com esta dependéncia sua interpretacdao nao se faz muito clara em relacdo a estes
observadores. Seria interessante buscar uma representacao de R com dependéncia direta

de 0" e W'.

Sabendo que a matriz R gira o' em —0" através do eixo [, —¢"]. Pela construgao

do apéndice B, obtemos

RY = |U_j,||?7//| {_(wljﬁw>5;_’_(|w/||1—]*//‘_}_(w’76¥/))[ [U_j} ,[17,,]2 ] —|—€klj[w/’1_)’//]k} (257)

As equagoes (2.55) e (2.57) representam a rotacdo nesta transformacao de Lorentz

e, por construcao, devem coincidir.

2.4.1 Rotacao de Thomas-Wigner

Como haviamos comentado, a matriz R representa uma rotacdo adicional ao
fazermos a composicao de impulsos de Lorentz. Sendo assim, no ponto de vista de O”,
juntamente com um impulso @ observador O’ estd rotacionado por RT e do mesmo modo,
do ponto de vista de O’ juntamente com um impulso @' observador O” estd rotacionado

por R, o que corrobora a relagao (2.56), ver figura abaixo.

A

Figura 6 — Velocidades relativas segundo observador O’

O angulo de tal rotacao foi proposto inicialmente nos trabalhos de L. H. Thomas,
ver [8,9], e que sera discutido com mais detalhes no capitulo 3. Este fendmeno foi enunciado
com o intuito de explicar um problema da Mecanica Quantica, que veremos no capitulo
4, cujo formalismo matematico foi, posteriormente, dado por E. P. Wigner, em [10]. E
conhecido como angulo de rotacao de Wigner, ou rotagao de Thomas, ou também rotagao

de Thomas-Wigner.
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Observagao 2.4.1. Como foi comentado, observadores O’ e O” estao ligados por um
impulso e uma rotagao, descritas na transformagao (2.52). Como vimos na segao 2.3,
podemos escrever a passagem de O’ para O” tanto iniciando pela rotacao e depois aplicando
impulso, quanto que iniciando pelo impulso e depois aplicando rotagao. Entretanto, em
cada um dos casos a rotacao ocorre relativa a um dos observadores, em outras palavras,
se aplicarmos a rotacao primeiro, estamos rotacionando O’ em relacao de um observador
auxiliar O, para entdo transformar este observador a O” pelo impulso. Se optarmos por

fazer o impulso primeiro, entdo a rotagao sera feita entre O e O”. Em suma:

1. Nao dizemos que os observadores O’ e O” estao rotacionados entre si, pois deve-
mos considerar ainda o impulso, que distorce os eixos coordenados na direcao da

velocidade, como ja observamos anteriormente.

2. Como comentamos acima, o efeito rotacional esta associado exclusivamente a essa
passagem, ou seja, entre os observadores O’ e O”; e nao tem relagao observacional

com o laboratério O.

Sob a relatividade de Galileo nao haveria diferenca nos vetores velocidades e assim
nao seria mensurado nenhum tipo de rotacao, porém, na relatividade especial os vetores
formam um angulo relativo, explicado pela construcao acima. Este dngulo pode ser
calculado a partir da relagao (B.3) do apéndice B e faremos uma discussdo mais detalhada

quando assumimos um caso aproximado na segao 2.5.

2.5 APROXIMACOES

Retornaremos a proposta da secao 2.4, entretanto estamos interessados no caso em

que as velocidades sao proximas, isto é, iremos considerar

Woe U=w+ 0w (2.58)
A partir disso, simplificaremos grande parte dos resultados obtidos até agora

considerando suas expansoes até a ordem linear. Nossa primeira aproximagcao sera feita

nas velocidades 4’ e ¥'. Observe:

o, A A+ W)W — (W + 0w) AW+ 0wl — A+ 6w) (W + 6w)
1 — (W, W + dw) 1 — (W, W + dw)
AW+ W) (W — (W 0w) AW+ 0w)ow ~ _A(w)éw
1 — (W, W + dw) 1 — (W, W + o) 1—a?’
e
W= AW) (W + 6w) W — AW — A(w)dw ~ A(w) o
1 — (W, W + o 1 — (W, W + o) 1 —a?
Portanto,
W —y (W) AW 0w =~ (2.59)
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Observagao 2.5.1. Ao trocarmos nossa aproximagao (2.58) por
U e W=7+ 0U, (2.60)

observamos que a féormula aproximada obtida em (2.59) sofre uma alteragao de sinal,

tornando-se

I

L

I
=
g
e
-~
]

Vo = —i". (2.61)

Foi obtido anteriormente duas formas de representar a matriz R que representa
uma rotagao adicional no produto de impulsos de Lorentz, sao elas (2.55) e (2.57). Cada
uma delas tém dependéncia a um grupo de varidveis, a primeira ainda depende de
valores associados ao laboratorio O, enquanto que a segunda depende somente dos valores

associados aos observadores O e O".

Para obtermos tais expressoes aproximadas, precisamos construir algumas outras

expressoes aproximadas auxiliares. Temos:

=
w0
=.
o
&
el
=
@]
a}
o
el
Q2
e}
Q.
©)
I
L
—~
&L
~— —
»n
@D
=
&

- - 7Y —1 S -
A—l AN - 51] o P)/(w> il 51] 2.62
(A7) T = 0, (2:62)

ou seja, matriz identidade na primeira aproximacao. Além disso,

o 1 o (YW +ew) =1, L
AZJ = v ! J =
(0 4 610) RN {5 - (@1 0] (W + 6w)" (w0 + d)
1 o (W + o) = 1)

{5 T @t owp

2

(@ + 60" (@ + 6w)’ ¢ —

((@ + %) — 1)
(i + 01?2

|
=
&

W, 610) {5” + (@ + 60" (0 + 6117)3} + Oy (615) =

2(y(@) = 1) ) (@) (y(@) — 1)}+
~ ()" W
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Portanto a aproximacao linear de A sera

(i 4+-60) = A9 ()~ (@), 60) {57 — 1D iy VD iy s
A +60) 2 %) ~(0),60) {59~ O o b IO s s o
(2.63)

Como vimos y(u') = 1, e pelas igualdades (2.62) e (2.63), podemos obter a primeira

aproximagao para R a partir da férmula (2.55), representada novamente abaixo:

=tk =]

R = [BA- (@))7 = &) [A™(5) AN (5) — o] lakﬂ‘ - W

Assim, temos

AR AM (@ + 6) — i (@ + )
B 1 — (& + 6, &)
AN (@ + ow) |
(@) | w?

RY

I

AN + ) [y | (@) — 1

()

W (@ + 0w — &U)’“] — ' (@ + S

~

1 — (@ + 0, )
A9+ 6i) | (i) 1

. (@ + 6w — AN (@)5w] — & (& + 65

—~

w) w?y (W)

I

>~

1 — (@ + 6, )
A ()
()

Wi 20

V(@) +1 (@) +1

. 1 . . . .
= (B, 60)07 o o (@00 4+ o) -

1 — (w0 + 610, )

(W — o)

12

1
V(W) +1
1 — (W + 0w, W)
_)1 (W " — EUZ&UJ) sy 'yi(w) (wj(swi _ wi5wj) _
(W) + 1 1 — w? y(W) +1
w)

§911 — (W + 6, )] +

12

~

2 —
Lo o W) L
_ T\ s g TNT) sl
[0, W) 7 ﬁ)+1w, W)y

_l_
—_

Portanto a aproximagao até a ordem linear da matriz R ¢ dada por

2 —
i~ sii v (W) kijr,= .= 92 64
RY =4 77(@5)_’_16 [, 0], (2.64)

Observagao 2.5.2. Caso fagcamos novamente a alteragao (2.60), a formula aproximada

obtida em (2.63) nao altera sua estrutura basica, ficando

2/ — —»
A (G + 66) = AU (5) — ~(7) (5, 60) {5”’ - 7(”)1)217"17?} + W(#W + 07

(v(¥) +
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Entretanto, a férmula aproximada obtida para R em (2.64), sofre uma pequena alteracao
devido ao termo —2w*dw? /((w) + 1) presente na quinta linha de sua construgao. Tal fator,
quando consideramos a aproximagao (2.60), torna-se equivalente a —20760"/((v) + 1) e

assim a aproximacao de R fica

2 =
Ve 5 L RIG 5T, 2.
R + EI G [T, 6], (2.66)

Ambas consistentes, pois enquanto que um dos observadores mensura um dado angulo, no

ponto de vista do outro, este mensura seu simétrico.

Seguindo com as aproximagoes, facamos agora para R representada por (2.57) e

novamente escrita abaixo

P S (RN (A0 | L T
R = i {084 (1 4 @) TR g ).

De acordo com (2.59), @’ e ¢" sdo lineares em duj, com isso precisamos considerar
uma ordem acima na expansao em séries em 0w para obtermos uma aproximacao relevante
de R que nos permita comparar com a obtida anteriormente. Fagamos entao algumas

novas observacoes com relacao as aproximacoes de w’ e v,

o 1 1 oo (W 0wW)
0= F.0) [Ww)N(w)(Sw—k = w} . (2.67)
Assim 52
1 w
v = —— l ﬁ+u7,5w21. 2.68
T i war e 00 209
Com isso, e pela identidade (2.63), temos
L AW+ 6w)ow
1—(0,w)
N @)
=T G0 lA(w)dw + Y + 1 ((w, w)ow + § ww) +
3/,
7 (@ 2 , H]
+ - W, 0w ) “w — (W) (W, dw)ow| =
. () E— l(w, 533y ()0 — ¥ — - (. &U)Qw] ,
[y (@) + 11 = (¥, w)] (@) +1
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Além disso, obtemos

(@,60)* = Gad® (@, 00)>y(d)
w2y (@)[1 - (7,@)] @[l - (T

V() (0, 6)* — (5, 615)? + 6% |
w

0, 910}

} [,
[y(@) +1][1 = (¥, w)]?
V(@) [, 1]

donde 0/
@, 7 2=~ ). 270
(@) +1
Por (2.59) temos || = |¢”|, assim na aproximagao de R a partir de (2.57), o

segundo termo serd nulo, e o restante sera dado por
2 —
ij ; VD) i o
R 2§t — — " [, 511 ,. (2.71)
7o) +1

Tal expressao coincide com a obtida em (2.64).

Observagao 2.5.3. Caso fagamos novamente a alteracao (2.60), observe que expressoes
(2.67), (2.68) e (2.69) serao analogas. E devido a isso, expressao (2.70) sofre uma alteracao

de sinal no produto vetorial, levando a equacao de R ser dada por

2(v

RY = §i 4 7*(9)

‘ kij[ 5
= j 7(6)+16 [T, 6], (2.72)

Ou seja, coincidindo com expressao obtida anteriormente em (2.66).

A compreensao deste estudo aproximado, principalmente as identidades que expli-
citam a matriz de rotagao para velocidades proximas, serd fundamental nas discussoes

propostas no capitulo 3.

2.6 FORMALISMO COVARIANTE

Ao longo desta secao, faremos uma breve discussao sobre o formalismo covariante,
ou seja, nas subsegoes seguintes traremos os conceitos das grandezas tridimensionais 3-vetor
de velocidade, 3-vetor de momento que foram iniciadas na sec¢ao 2.2, e que aqui serao
associadas a grandezas como 4-vetor velocidade e 4-tensor de momento. Tais grandezas nos
trazem vantagens ao aplicarmos transformagoes de Lorentz. Na sequéncia, discutiremos a
transformacao de varidveis dindmicas e a parametrizacao por tempo préprio. Assuntos

que serao utilizados nos capitulos 3 e 4.
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2.6.1 4-vetor velocidade

As transformacoes de Lorentz sao lineares
ot =AY (2.73)

quando atuam no espaco de Minkowski de 4 dimensoes. Entretanto, como observamos na

—

dz

se¢ao 2.2, o 3-vetor de velocidade w = 720 nao tem regra linear de transformacao, vide
x

identidade (2.18). No sistema O, vamos associar ao 3-vetor @ o 4-vetor @ da seguinte

forma
1

V1— w2

Por construgao, este vetor equivale a w0, pois possui 3 componentes independentes

—

W = (0°, ) = (y(&), y(W)w) onde ~(w) = (2.74)

que podem ser relacionadas da seguinte maneira:
w' = —. (2.75)
Além disso, obtemos

W1, = —0°0° + "0 (w'w,) = = (W) (1 — i?) = —*(W)y (b)) = —1.  (2.76)

Em um sistema O’, ligado a O através de uma transformacao de Lorentz A, podemos

definir @ por meio da seguinte regra:

W = AP (2.77)

AN A,

Assim, @w" possui a mesma regra de transformacao de 2 em (2.73). E como 0", = —1,
podemos afirmar que " também possui 3 componentes independentes, digamos 10", e

outra dada por
W0 = V1 + @i, (2.78)
Pelas identidades (2.75) e (2.77), obtemos

UA)Ii Ai()UAJO —|— Aijlz]j Aio —|— Aijwj
UAJ/O AOOUA}O + Aokwkz AOO + A()kwk'

Coincidindo com valor de w em (2.18), portanto em todos os sistemas de coordenadas,

incluindo O, componentes de 4-vetor e 3-vetor estao ligadas por meio de

w' = —. (2.79)

Equivalentemente,

(2.80)
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Como uma transformagao de Lorentz arbitraria A pode ser decomposta como A = AgAz
é suficiente mostrar o comportamento para estes casos. Considere A = Ag. Por (2.77),

obtemos @' = R, e por (2.79), temos W' = Rw. Que estd em conformidade com (2.19).

Considere A = Aj. Por (2.77), obtemos
@ = A%a° + A%ji? = y(0)[0° — ] = y(O)y(@)[1 — F] = (@), (2.81)

e assim

1 — gram

(@) — ak)
Y

portanto

kji(\.d _ 3k

1—on

E por (2.79), obtemos (2.20) tal como esperavamos. Combinando (2.81) e (2.82), temos

@ = (@, @) = (1), (@) ). (2383)

Desta maneira, preservamos a estrutura definida em (2.74). O que implica que
4-vetores W” e " construidos por (2.74) e (2.83) sdo equivalentes. E mais, a regra de

transformagao ¢ linear dada por (2.77).

Observacgao 2.6.1. Assim como observamos na notagao (2.11), o vetor v, sob um certo
abuso de terminologia, pode ser considerado como velocidade, porém lembramos que
v/c = U, ou seja, é uma grandeza que nao carrega nenhuma unidade fisica. Também
dizemos que (2.83) ¢é 4-velocidade, porém, do mesmo modo, é uma grandeza que também
nao carrega nenhuma unidade fisica. Para obtermos isso, bastariamos multiplicar pelo

fator c.

Em resumo, calculos em relatividade especial podem ser feitos usando quantidades
4-dimensionais, para entao ser reconstruidas em quantidades 3-dimensionais ao final.
Vantagem deste 4-formalismo é covariancia relativistica explicita, porém a desvantagem é

que tais grandezas nao tem interpretacao fisica direta.

2.6.2 4-tensor momento

Para obtermos a mesma linearidade na transformagao facamos a construgao anterior

para o 3-vetor de momento angular ji estudado no exemplo 2.2.3 da secao 2.2. Para isso,
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vamos expandi-lo para um 4-tensor, grandeza esta que pode ser definida sob a seguinte
regra de transformacao,

AW = AP AT g AP (2.84)

onde o 4-tensor A se transforma no 4-tensor A’ sob a transformacao linear A. Com isso,

definimos o 4-tensor de momento angular como sendo

0 | N* N> N3

—NY| 0 i —,[L2
ANV A AV v,AA
=c(x"w” — ") = N , 2.85

_N3 ﬂZ —ﬂl 0

N =% = (a0 — '), (2.86)

W — 27 = Rk, (2.87)

Considere uma transformacao de Lorentz A arbitraria. Pela regra de transformagao

(2.84) e pelas identidades acima podemos estudar como se comportam as componentes i’
sob A, assim

Nk

[ kij Ialz] :gekz]AzaAjﬂﬂaﬁz

1
2
1
§€kzg[Az A]menmp +AZOA]mAOm +Az AJOAnO +A10A] A00]
1 ) . o
= SN LN P FINGN O =
1
— 5 det(Aab)(A_l)sk€8nm nm;olu + Ekl]AZOAJ Nn
1 N
= 5 det(A%) (A7) 28 + AN, 7 =
= det(A%)(A™D)E a° + FTAGAT, N,

Denotando Al = Ay, e A3 = A", a parte espacial de A*,, temos

i = det(A",)(AT) " i+ [A, AN (2.89)

Considerando o caso em que A = Ap, temos A%y =0, det(R) =1e RTR =1, o que
implica em (RT)™' = R. Portanto (2.89) ficard

i = Rjl (2.90)

Por fim, consideramos o caso em que A = Ajz. Pelas construgoes anteriores, sabemos
que

2 = AT w)a" —v'2?) e @ = (0)[ID° + A ()],
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e substituindo na segunda identidade de (2.88), obtemos

% = ek (0)[ A7 (v)a" — via®)y (v)[~ 0 + AT ()] =

= eIy (0) [~ A™ (V)"0 + AT ()2 AT (0)™ 4 Vi vI R — via® AT (v)d™)].
Resolvemos cada parcela separadamente, considerando que €*7v'v7 = 0, temos

. . . . 1 . -1 . .
—ce®? (v) A" (v) 2" v = —cek””y?(v)—fy(v) (a:’ + 7(”32 v%"az”) vl =

= —ceiny(v)zivI°,

y . . . . 1 . -1 .
—ceb i ()0l AT ()™ = —ce*y? (v)v'a® (uﬁj + 77(1)) vjvmﬁ)m> =

7(v) v
= —ce"iny(v)v'dI 2
ce® i (v)viz i’ = 0,
eIy () A™ (v) 2" AT (0) ™ = et (31:z + V(UZ; v’v"x") (” + ! 3}2_ Ujvmzf)m> =
= ¢k (xzu?j + 7(0)2_ vt 4+ ( )2_ vjvmzfjmxi> =
v v
= ¢k <xlwﬂ + 7(1})2 v (™! — x%ﬂ”)) =
v
o —1
= ki <cxlt@j + 7(2})2 v%”””) —
v
| 1
— Ek‘z] <C:L‘ij _ ,Y(U)Q vz[—" A]J)
v

Assim

k= —cekwv(v)x%ﬂwo + Cekwy(v)zﬂwlxo + €M (cx’w] — LU) V[T, ﬂ]]> —

_ Ekz‘j,y(v)c(xo,lbi _ $iw0)vj + ceF il — 7(7’2}2_161%’3‘@@'[6’ ﬂ]j =
_ Ekij/y(v)Nin + e i — Py(l)z;lekz‘jvim ﬂ]j —

= 3@ 7 + i - X

= = M2 k) — ) + ()6 =

= ()i — 7(122_ 1Uk("<7> i) + () [N, )" =

= y(v) [ " - ”7(2);1 ‘@ m) + ()N, "
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portanto
pl=A" )+ ()N, 7. (2.91)

Para compararmos as equagoes (2.89), (2.90) e (2.91), com as obtidas no exemplo
2.2.3, e assim concluir que 4-tensor representa o 3-vetor de momento angular, precisamos
determinar a relagao entre fi e fi, assim como fizemos para a velocidade em (2.75) e (2.79).

Porém, segundo o observador O, temos

c 1
= |x,w|=c[x,u| = X, W| = ——[i. 2.92
. w] = el 7] =~ ] =~ (2.92)
E segundo O’ temos
c 1
i =[x, w]=cx ] = ~[x, '] = —~fi'. 2.93
] = ] = ] = (2.98)

De acordo com (2.92) e (2.93), momento angular /i multiplicado por fator v(w) é

parte espacial de tensor de 4-momento angular fi. Rescrevendo (2.89) com (2.92) e (2.93),

obtemos

- I 1 a - s AL AT AT

T v(w/)/‘/k AW [det(A%)(A™F)* Py (w) + AN, N =

= 3((5}),)) [det(A") (A™T)F p® + TN GAT e(2"w™ — 2™)],
e como
Y(w) @’ @’ w° B 1
yw) w0 A0 A0 + A0k A0 + A0k’
temos
1 o
[JF = {det(A%) (A p* + TN GAT e — ™)} (2.94)

= A0y + A0,k
Portanto (2.94) condiz com identidade obtida em (2.21). Do mesmo modo, rescrevendo
(2.90) com (2.92) e (2.93), obtemos
7 =i, (2.95)

que condiz com identidade obtida em (2.22). Por fim, rescrevendo (2.91) com (2.81), (2.92)
e (2.93), temos

i = WU,){ iy (w) + () [N, 7]} =
A7 iy(w) + y(v)[e(aD — 70°), 7]
Y(W)v(w)[l — 7d
AT c[(2°% — T), V]
T a1 o
Portanto |
A= {77 () A )i + a5 — 7,7}, (2.96)

que também condiz com identidade obtida em (2.23). Desta forma, 4-momento angular
definido em (2.85), possui regra linear de transformagao dada em (2.84) e, como foi visto,

preserva regras de transformagao do 3-momento angular obtidas no exemplo 2.2.3.
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2.6.3 Transformacoes de varidveis dindmicas
Considere a fungao vetorial x(t), ou seja, aplicacao dada por

x:R — R3
t— Z(t)

que representa trajetéria de uma particula no sistema O. Queremos encontrar expressao
x/'(t") de trajetéria no sistema ', ligado a O por uma transformagao de Lorentz (2.73).
Tal transformacio ¢ dada no espaco de Minkowski M) e gera uma transformacao no

espago de fungoes x(t) — x/(t'). Descreveremos este processo da seguinte maneira:

Associamos a x(t) € R? uma curva dada em M(®) com o seguinte gréfico (ct,x(t)).
Parametrizamos esta curva por o, um parametro arbitriario, obtendo assim a curva

parametrizada z*(o) dada por
(o) = (ct(0),x(t(0))) = (2"(0),x(0)) onde x(t(0)) = x(0) (2.97)

sendo z#(c) um ponto de M3 para todo ¢. Portanto a equacio (2.73) determina a

passagem de coordenadas z# (o) em O para (o) em O, isto é,
A xt(o) = (o) = A¥,2" (o) (2.98)

Assim, dadas as fungoes z# (o), esta férmula determina quatro fungoes x’#(o) em funcao
de 0. Excluindo o pardmetro o destas fungoes, obtemos trés funcgoes x'(2’0) = x™(ct’).
Elas representam a trajetéria da particula no sistema O’, e o vetor tangente da*/do é
chamado de 4-velocidade. Calculando a derivada de (2.98), como A nao depende de o,

obtemos a regra de transformacao da 4-velocidade, a saber

dx'* dx¥
= A", 2.
do do (2.99)

Vetores de velocidade 3-dimensional dx/dt e dx’/dt' podem ser construidos a partir dos
4-vetores dx# /do e dx'™/do. A saber

dx dx/do
o _ 2.1
di ~ * da"/do| (2:100)

De modo equivalente, podemos observar que x(t) ¢ forma explicita e 2#(0) é forma
paramétrica da mesma fungdo R — R*. Portanto (2.100) é férmula conhecida do Calculo

para derivada de uma funcao, dada em forma paramétrica.

2.6.4 Parametrizacao por tempo proprio

Dada a trajetéria x(t), entao v(t) = dx/dt é sua velocidade. Podemos definir o

parametro 7 da seguinte forma

o1 N 1
7(to) :/0 7(17(75))dt onde (V)= Vi \/1—v2/c2 (2.101)
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e utilizd-lo para parametrizar a curva (2.97). Chamaremos 7 de tempo préprio da particula,

onde [7] = segundos.

Observacao 2.6.2. Este conceito foi introduzido por Minkowski, em 1908, e em contraste
com o que entendemos por tempo, o tempo coordenada, é o tempo entre dois eventos
medidos por um observador usando seu préoprio método de atribuicao temporal; enquanto

cdt se comporta como um intervalo no espaco M%)

Calculando a derivada de (2.101), obtemos

= cy(7) (2.102)

onde (¥) esta ligado a passagem do laboratério ao observador inercial que, instanta-
neamente, acompanha o movimento da particula. Aplicando este resultado em (2.100)

obtemos regra formal de passagem de 4-vetor dz*(7)/dr para a velocidade fisica dx/dt,

isto é,
dx(T) . dx(t) . dx(t)
= = — 2.1
i g =0, (2.103)
Assim, por (2.102) e (2.103) o 4-vetor de velocidade da trajetéria (2.97) fica
1% d‘ru g hrd — —\ —
Vit =~ = ((©),7(0)v) = c(1(0),7(0)7) (2.104)

Em contraste com o que foi observado em 2.6.1, esta grandeza de fato carrega a unidade

m/s e estd em conformidade com o formalismo obtido em (2.83).

Observagao 2.6.3. O tempo proprio pode ser definido de varias maneiras. Na forma

como fizemos em (2.101), ou entao

W 2 7,2 2_ 232 drt\? 2
—Ndatdx” = c°dt® — dx” = c°dr” ou — | =-—c
dr
Observagao 2.6.4. A propriedade fundamental que distingue as transformacoes de
Lorentz é manter invariante o tempo préprio. De fato, utilizando a defini¢ao sugerida

acima, por (2.99), obtemos
Adr? = —n,,da’tde” = —n,, A odz® N pda’ = —napda®ds’ = Fdr?

Observagao 2.6.5. (Dilatacdo temporal) A partir de (2.102) temos uma relagao entre
dx° e dr. No observador O, ligado a O por um impulso de velocidade ¥, isto é, AT = ¢ = 0,

pois é a prépria velocidade do observador, donde (') = 1, temos

1 1
dr’’ = ——dz" ou dt' = —

G NG
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Para encerrarmos esta secao sobre formalismo covariante, ressaltamos que estudar
grandezas fisicas sob a perspectiva desta teoria, ou seja, construir modelos 4-dimensionais
que englobam estas grandezas e que nos possibilita calculos mais diretos, pode ser visto em
varias referéncias na literatura. Aqui, fizemos apenas as grandezas que serdao nossos objetos
de estudo. Para mais detalhes, veja [1]. Por fim, vamos apenas enunciar as notagoes
usadas para o campo eletromagnético na observacao abaixo, que sera bastante utilizada

no capitulo 4.

Observacgao 2.6.6. Para o campo eletromagnético com 4-potencial A*, usamos a notacao

presente em [5], dada por

F., = 0,A, — 0,A,, (2.105)
onde definimos Fy;, = —FE;; Fj = €, 8. Assim, obtemos
1 1
Ei = ——8tAi + &Ao (§] Bz = §€ijk}7jk = GijkajAk. (2106)
c

Sob uma transformagcao de Lorentz A arbitraria, o tensor eletromagnético possui a seguinte

regra de transformacao:
Fl, =AM\ Fog. (2.107)

a partir desta poderiamos obter as regras de transformacao para os campos elétrico E
e magnético B embutidas em F),,, assim como fizemos para a velocidade e o momento
angular. Entretanto, deixaremos este estudo para a afirmacgao 4.6.1 no capitulo 4 onde os

resultados, e a construcao, serao mais pertinentes.
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3 PRECESSAO DE THOMAS

3.1 INTRODUCAO

A precessao de Thomas (TP) é um efeito cinemaético relativista, proposto por L.
H. Thomas em 1927 e originou-se da discussao sobre o movimento do elétron, ver [8,9].
O fendémeno descreve que o spin de uma particula elementar (ou o eixo de rotagao de
um giroscépio mecanico, ou o eixo coordenado de um referencial) que se move ao longo
de uma trajetéria curvilinea sofre um efeito rotacional (precessao) em relagao dos eixos

coordenados do laboratorio.

Devido a nao comutatividade das transformagoes de Lorentz, o produto de dois
impulsos de Lorentz, mesmo que estes nao possuam rotagoes relativas a um observador
fixado, resulta em um impulso seguido de uma rotagao adicional entre eles. Sugerida
por Thomas e posteriormente explicada por Wigner, em [10], tal rotacao ficou conhecida
como rotagao de Thomas, ou de Wigner, ou simplesmente rotacao de Thomas-Wigner. A
precessao de Thomas é uma consequéncia da rotacao de Wigner quando consideramos

movimento nao inercial.

A consideragao deste fenomeno, segundo Thomas, garante que os valores calculados
e observados coincidam, entretanto seu objetivo era solucionar o problema no ponto de
vista da mecanica quantica, onde surgiu tal discussao, porém a falta de clareza em seu
texto trouxe inimeros trabalhos divergentes ao longo de quase um século depois de sua

proposta.

No capitulo seguinte, discutiremos mais sobre o problema que Thomas tentou
resolver, entretanto, neste capitulo nosso objetivo é compreender na precessao de Thomas.
O fendmeno, por si s6, ja ¢ um problema que nos exige uma construcao detalhada e que sera
discutida ao longo deste capitulo. Porém, deixamos para o proximo uma abordagem mais
profunda de como este fendmeno pode estar relacionado, ou nao, ao problema resolvido

por Thomas.

O maior problema encontrado na literatura é a falta de clareza na construcao
do fenomeno, o que acarreta em confusoes na solucao final da TP. Em 1952, C. Moller
propds em [11] uma solugdo para a TP ao considerar sucessivas transformacgoes de Lorentz
infinitesimais. Em seu texto, a precessao de Thomas nos eixos de um sistema de coordenadas

descrevendo uma trajetéria curvilinea €, nas notagoes atuais, dada por

Vo
QMéller = —ﬁ[ﬁﬂ_ﬂ (31)

no referencial do laboratoério, onde v é a velocidade do sistema acompanhante em um dado

instante no referencial do laboratério e ¥2 = (1 — )™, Sua solugao, também referenciada

no livro de J. D. Jackson, ver [2], coincide com a de Thomas a menos de um sinal.
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Quando consideramos a velocidade ¥ tendendo a velocidade da luz, isto é, |v] — 1,
obtemos v — 400, e consequentemente a expressiao (3.1) representa uma precessao infinita,

entrando em conflito com o trabalho sugerido por V. I. Ritus em [12].

O primeiro a considerar os resultados de Ritus foi A. Chakrabarti que, em [13],
sugeriu uma nova expressao para a TP. Quase que simultaneamente e de maneira indepen-
dente Ya. A. Smorodinskii, em [14], obteve o mesmo resultado. Ambos afirmaram que a
expressao que representa a precessao de Thomas é dada por

D
QRitus = ——— |0, U 3.2
s = 101 (32)

também no referencial do laboratério. Tal expressao também pode ser derivada dos
resultados no trabalho ja citado de V. I. Ritus ou em diversos trabalhos posteriores, como
os de [15-17]. O que levanta o questionamento de qual expressao esta correta, pois ainda
que ambas divirjam em sinal e magnitude, elas afirmam representar o fenémeno da TP no

ponto de vista do laboratorio.

Além dessas expressoes, inimeras outras surgiram com o desenvolvimento dessa
teoria. O artigo de G. B. Malykin, ver [18], aborda outras 7 expressoes que descreveriam
a precessao de Thomas no referencial do laboratério evidenciando o erro cometido pelos

autores em cada uma delas.

Nossa proposta ¢ discutir o fendmeno da TP com maior rigor matematico e assim
trazer uma solugao cuja construcao seja a mais natural possivel, evitando construgoes
complexas como as encontradas em [12] e [14], mas também evitando saltos tedricos que
poderiam nos levar a um mau entendimento da solugao final, como foi feito em [11]. A
partir dessa construgao, preencheremos a lacuna teédrica que falta na grande maioria dos
textos que abordam este fendmeno, bem como esclarecer o que de fato é a precessao de

Thomas.

3.2 CONSTRUCAO

Considere um giroscépio de trajetéria curvilinea x(t), com velocidade v(t) = dx/dt
e eixo de rotagao descrito por S(t). Estamos interessados na evolugao de S(t) ao longo da
trajetoria, mais precisamente, em sua variagado quando se faz a passagem de tempo t para
t 4 ot.

Imagine que S(t) foi teoricamente calculada, logo sdo conhecidas no laboratério O.
Entretanto, sdo valores sem significado observacional visto a dificuldade em medi-los neste

referencial. Como podemos experimentalmente medir S(¢) em O?

Para fazermos isso devemos considerar o referencial O” que acompanha o movimento
do giroscépio e nao tem rotagao relativa ao laboratorio O. Neste referencial podemos medir

a evolugao do eixo de rotagao do giroscopio, e associar a S”(¢). O problema ¢ que devido
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ao movimento do giroscopio o observador O” é nao inercial, logo nao podemos relacionar

O e O" diretamente por uma transformacao de Lorentz. Como podemos comparar os
valores de S(t) e S"(¢)?

Para isso, considere um observador inercial O, que no instante ¢; passa pelo ponto
x(t1) com velocidade v(#1). A observagao feita por O do eixo de rotagao do giroscopio
serd dada por S™(t), em particular, no instante ¢; serd dada por S* (¢;) coincidindo com
S"(t1) feita por O”. Além disso, O™ é sistema inercial, portanto é possivel relaciona-lo,

instantaneamente, ao laboratorio O através de uma transformagao de Lorentz.

Vamos chamar O™ de observador inercial que instantaneamente (no instante ¢;)
acompanha o giroscépio. Podemos construir tais sistemas para cada instante do giroscopio,

obtendo uma familia uniparamétrica de observadores inerciais acompanhantes.

3.2.1 Observador acompanhante de uma particula (OA)

—

Seja C: ¥ = f(o) a trajetéria de uma particula representada no intervalo de tempo
o = ct € [0,0x] segundo laboratério O, onde N é o ntimero de partigoes deste intervalo,
assim
oo =0,01,09,--- ,0n onde Aoc; =0; —0,_1. (3.3)
. N
Substituimos a curva C : ¥ = f(o) por uma uniao de intervalos U I;, em que a
i=1

cada particao de tempo Ao, associaremos o segmento I; que conecta os pontos f(o;_1) a

— —

f(o;) substituindo o movimento da particula em f(o), com o € [0;_1, 0;] pelo movimento

em [;. Veja figura abaixo:

Figura 7 — Familia de observadores acompanhantes aproximados quando N = 3

Onde a velocidade em cada particao sera dada por

L _ Jlo) = o) _ Jlo) = flows) (3.4)

0; — 0i-1 Ao;
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Considere O o sistema inercial que durante intervalo de tempo z° € [o;_1, ;] se

move ao longo do intervalo I; com velocidade v, ver figura 7. A familia

Ay = {O(i)

i=1- N} (3.5)

sera chamada de familia de observadores acompanhantes aproximados. Nosso interesse é

no limite N — oo.

Para comecarmos esta construcao, considere o sistema inercial O como foi enun-

ciado, isto é, observador ligado ao “laboratorio” deslocado por

—

(2° =03 1,7 = floi1)) (3.6)
através de um impulso de Lorentz A;. Para isso, basta considerarmos o impulso na forma
(2.12) aplicado ao sistema auxiliar (3.6). Logo,

ZE? =% {1’0 —0;—-1 — (Uiuf_ ]?(O'i—l))} )

oW . (3.7)

onde v; = (7). Eventos (2° = 0;_140,% = f(0i_1)+7;0) onde o € [0, Ag;] correspondem
a propagacao aproximada da particula no intervalo I; no sistema O®. De fato, segundo
(3.7), os eventos sao transformados em

2}(0) = ylo — (0, 50)] = — e Fi(0) =0, (3.8)

o
Vi
para todo o € [0, Agy].

Assim, eventos correspondem a origem do sistema O™ no intervalo de tempo
indicado. Em particular, quando o = 0, ou seja 2° = 0;_;, a particula estd no instante
2? =0 e ao final, ou seja, 0 = Ag;, a particula estd no instante Ao;/v;. Portanto, neste
intervalo de tempo, observador O acompanha aproximadamente particula através do

segmento 1.

Para construirmos familia de sistemas acompanhantes aproximados da particula, é
natural pensarmos que os relégios entre os observadores O e OUF1) estejam sincronizados
no evento que representa a interse¢ao dos segmentos I; e I;,1. E por construgao os relégios
ndo estdo, pois no instante 2° = o; os sistemas O e O0+Y se encontram em f(o;), porém

os relégios de O e OUFYD marcam, respectivamente, 20 = Ao, /v; e 2., = 0.

Para ajustarmos os reldgios, vamos corrigir transformacao temporal do observador
0% dado por (3.7), rescrevendo familia Ay a partir desses novos observadores. Comegamos

por O temos
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que nao necessita de ajuste, pois é o primeiro observador aproximadamente acompanhante.
Evento (z° = 01,7 = f(01)) representa encontro dos observadores O ¢ 0@ Como
vimos, neste instante relégio de O marca 0 enquanto que o relégio de O™ marca Aoy /-
Assim, o ajuste de O? pode ser feito na forma

Lz Ao
1§ =7 [2° — 01 = (B, & = [lon))| + —,
gl

Ty = 72 [A(®) (7 — flon)) — Ta(a® — o).

Do mesmo modo, observador O® precisa ser sincronizado com O para que no evento de

0? .

passagem entre eles, seus relégios tenham a mesma marcacao, assim

Lo = Ao Ao
23 =3 [1° — 02 — (75,7 — flow))] + =+ + =

Ty = 7 [A(03)(Z — f(02)) — T(2° — 02)].

Indutivamente, obtemos o termo geral desta familia, que substituird a forma (3.7) por

0¥ .

—

i—1
1) =7 [¢° = 011 = (@, & = flo1)] + X Aow/ .
k=1

T = {A(Ui)(f— f(Uifl)) - 771'(1’0 - 01'71)]

ondei € {1,---, N}. Qual o significado desta familia de observadores acompanhantes apro-

oW . (3.9)

ximados? Considere um evento (2°, #) segundo o laboratério O. E possivel decompormos
2 na forma

1’ =0,1+0 onde o€l0,Acy, (3.10)

entao obtemos observador inercial O® correspondente que melhor se aproxima da particula,

ver figuras 8 e 9.

Figura 8 — Observador acompanhante aproximado, no intervalo Iy

Somente para esse sistema a origem dele fica sobre um ponto da trajetoria I; que,
no instante z° é aproximadamente a trajetéria da particula. Outros sistemas ainda nao

atingiram seus segmentos representantes ou ja ultrapassaram, ver figura 9.
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Figura 9 — Observador acompanhante aproximado, no intervalo I,

Portanto as coordenadas deste evento medidas pela particula sao aproximadamente
as coordenadas medidas pelo observador O, Para encontrarmos as coordenadas exatas

basta considerarmos N — oo em (3.9). Fazendo isso, obtemos

— —

v — (@), floii1) — f(&%), o1 — 2. (3.11)

Portanto, sistema acompanhante sera dado por

o 3= [ V= P 0)do = () (@, 7 - fa)) 52

Ty = Y(Up0) A(Tp0 ) (T — f(2°)),
onde v, = v(z°). Observe que a integral representa o tempo préprio do movimento
da particula quando ela passa de f (0) para f (2°). Para cada evento que ocorre sobre

trajetoria de particula, isto é, (29, f (29)) ele serd transformado, a partir de (3.12), em

m0
0 _ _ 2
O . aza—/o V1 — 2(0)do
7, = 0.

ou seja, evento representa posicao de particula no instante z° na trajetéria curvilinea. No

limite Newtoniano (¢ — o0) a equagdo (3.12) se transforma na passagem esperada:

ow . (3.13)

—

By =@ — f(2).

Por construgao, identidades (3.12) tornam evidente a ideia intuitiva de considerar
uma transformacao de Lorentz que depende do tempo para representar a passagem do

laboratoério para o observador acompanhante.
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3.2.2 Observadores Inerciais e a Precessao de Thomas

Construimos em (3.9) a passagem entre O e O e bastaria um ajuste de indices

para obtermos a passagem entre O e OUtY_ donde

o), J i = s [ =00 = (B, @ = flo)| + 1 (3.14)
Tit1 = Yiy1 {A(6i+1)<f - f("z)) — Uy (2” — Ui)]‘
onde ' = 3% | Aoy./. Assim como fizemos no capitulo anterior para os observadores
0, O’ e 0", facamos 0 mesmo raciocinio em O, O e O+ quando sdo préximos, ou seja,
quando
Uiy1 = U; + 07;. (3.15)
Por construgao O® ¢ O se encontram em f (0;) no instante de tempo o;, assim a

velocidade relativa de O+ em relaciao a O sera dada por

Basta utilizarmos (2.24) a partir de sua aproximagao (2.61) na observacao 2.5.1. Vamos
encontrar férmulas de passagem entre O® e OU+D) até a aproximacao linear em 67;.
Para isso, vamos encontrar a inversa de (3.9), aplicando a inversa do impulso (2.12) no

deslocamento proposto em (3.6), onde 2’0 ~ ¥ — "1 assim

i1
2’ — o = lﬂﬁ? - Z+(17iafi)]

—

OOt -
i — floi1) =7 lA(Uz‘)fi + Ti(2) — Z)] :

(3.17)

—

Como 0; = 0,1+ Aoc; e f(o;) = f(oi_1) + U;Ac; ajustamos (3.14) e assim

—

Ot . iU?H = Yi+1 {350 — 01 — Aoy — (?71‘ + 0, T — f(Uifl) - @Aai)] + Z
Tiv1 = Vi1 [A(T 4 00)(T — floi1) — B:A03) — (T + 65:)(2° — 011 — Acy)].
(3.18)

0

Com isso, podemos combinar (3.17) e (3.18) e eliminar 2" e ¥ para encontrarmos

as formulas de passagem entre O® e O+ Facamos:

- o 7 Ao; S e
ity =0 (o = s = o 60— o) - 25+ 657
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portanto, a aproximagao até a ordem linear de x, ; serd

Tipy = ] — (W, 7). (3.19)

Observagao 3.2.1. Como foi construido, o evento (z° = 0,7 = f (0;)) no laboratério,

representa passagem entre observador O® e O+ "além disso relégios estdo sincronizados.
Assim, este evento se transforma em 2 = 3" =1, e 7; = 0 = Z;;1. Pela formula (3.19),
temos '

(2

x?+1 = x? - (wl76> = x? = 27

portanto continua sincronizado, como é esperado.

Por fim, facamos

Tyt = Yipr [A@W + 65) (% — floin) — 6A0;) — (¥ + 65)(2° — 011 — Aoy)]
= Y1 [A(T: + 05)(F — f(0121)) — A(T; + 05) (T + 07; — 67) Ao —

(@ + 61)(2° — 051 — Aay)| =

= Y1 |A(T + 65)(& — f(o:-1)) = (& + 05) Aoy + A(, + 65355 Ao, —
(@ + 00) (2 — 00) + (3 + 67) Aoy | =

> A(T) 0T A + Y [A(T; + 00)(Z — floit)) — (T + 67:) (2° — 07)] =

= wiAi + Y1 [A(T; + 00;) (& f( D)) = (T 4 07;) (2° — 07)] (3.17)

lA (0; + 01;) ( (i)fi—i-??}(x?—S)) (v + 00;) (& Z+ ]:

e [A B+ 6T A(5)7: — A(T: + 67,)07 (fo _ z) (4 63 (i, x>] _

81

AO’Z

I
&

A o; = . . = = L = = i—1

i

I
&l

A ; i—1 ~ . . . ~ L
(70 — ) + Z) + Yir17i [A(U; + 0G;) A(0;) — (4 + 60;) ® 03] 7 =

=~ (4 30) e 4G+ 3G (7 + 07) @ )
Fagamos separadamente a expansao do termo A(7; + 60;) A(0;) — (U; + d0;) & ;, obtendo

1
A(T; + 00;) A(T;) — (0; + 00;) @ 0 = —A(T; + 00;)+

)

+’y,y,a'2 (A(vi+5v2-)-(vi—l—évi—évi))@vi—(vi—i-évi)@vi:
1Yy
=LA@ om) + | — 1| 5+ 00 @ 7 — —L(A() - 65) @ 5 =
Vi i+1 vi+1
1 U; @V 0U; @G P e o
:—A(z?’i+517;)—v L 9% A 5 (U3, 00;)0; @ 0.

Vi vi +1 i+ 1 (vi+1)
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Retornando a expansao de #;,; a partir da expansao acima e da aproximacao

(2.63), obtemos

. . : A(7; Lo L
Tip1 = —W; (i’? — Z) —|—"yi+1’yi [ g/ ) — (vi,évi)1+ m(vl X 5'1]1' + (SUZ' ®Ui)_

U; ® U; 0, ®U; |
v+ 1 v+ 1

: 1 1

7 Yi

i 2
~ 7 - =0 ’}/’L - — — —\ =
=T —w; | T, — + UZ'®(5UZ'—(SUZ'®’Ui Ty,
(#-57)+ 25 )

portanto, a aproximagao até a ordem linear de ;. serd

7 2
@H:@—QCﬁ—Z>—Jﬁ“mﬁm@y (3.20)

Portanto, férmulas de passagem O — Ot s3o dadas por

0 0 - =
Tiv = T; — (W, Ty)
ot

i

2
Tt = T — @, (f“ = Z) Y 15,861, 7))

_%‘1‘1

(3.21)

—

Observagao 3.2.2. Novamente evento (z° = o;, % = f(0;)) representa passagem en-
tre observadores, pois como vimos relégios de O e O continuam sincronizados e

representam origem dos observadores segundo (3.21).

Férmulas de passagem (3.21) nos diz que observadores O e O+ estao ligados por
um impulso de velocidade w; apds uma sincronizacao, seguido de uma rotagao equivalente
a encontrada em (2.66). Esta rotagao, é a precessao de Thomas que ocorre na passagem do
observador O® para OU*tY e seu entendimento pode ser complementado com a observacio
2.4.1. A partir dessa construcgao fica claro como identificamos a precessao e sob qual

transformacao ela esta relacionada.

3.2.3 Rotagao (precessao) em torno do eixo fixo

Seja uma particula com vetor posigao x(t) e que obedece a equagao

CZ{ =[2,x] onde x(0)=x (3.22)

onde € é um vetor constante dado.

Afirmacao 3.2.3. Particula se move em uma circunferéncia de raio r = |x(0)|sin v (onde

a € o angulo entre os vetores S e x), que fica no plano ortogonal a & com velocidade
dx

angular w = |Q|. Entdo a velocidade da particula serd |—| = v = rw.




o1

Para mostrarmos isso, dado ¢, a equagao (3.22) nos da

(x5 ) = i) =0 = fxx =0 = kI=a

ou seja, movimento da particula é na esfera de raio |x(0)|. Além disso, também obtemos

(9,2’5) = (Q,[2,x]) =0 = jt(ﬂ,x):O — (%) =a

ou seja, |Q|x|cosa = ¢;. Porém, Q é vetor constante dado e como vimos |x| também
¢é constante, entao angulo entre x e 2 é constante também. Combinando os resultados,
movimento da particula serd intersecao de cone com esfera, isto é, meridiano da esfera de

raio |x(0)|sin . Assim

dx

dt

. (%
= [, x]| = [Qlx[[sina| = [Qlr] = — =0 (3.23)

onde r = ¢g| sin a|, mas v/r para movimento sobre circunferéncia é exatamente velocidade

angular, ver observacao 3.2.4 abaixo, portanto

w =9 (3.24)

Figura 10 — Particula com movimento circular

Observacao 3.2.4. Para mostrarmos que rw = v basta considerarmos particula sobre
circunferéncia de raio r que durante tempo At girou um angulo Ay, entdo pela definigao

de arco, tem-se rAp = A/, logo
Ap Al Ay

— mas w=-— — TwWw ="

At T At At

Equacao (3.22) recebe o nome de precessao do vetor x(0). Em particular, derivando

(3.22) em relacao a t, temos

dv
i [Q, V] (3.25)

ou seja, vetor velocidade sofre precessao junto com vetor posicao de particula.
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Eixo de rotacao €2 pode ser relacionado com construcao anterior para a precessao
de Thomas. Em (3.21), podemos identificar

7
v+ 1

representa eixo de rotagao e como vimos em (3.24) sua magnitude é velocidade angular.

[, 07

Que esta bem relacionada com a construcao que fizemos no apéndice B. Grandeza €2 é
calculada com valores do laboratoério, entretanto na forma como vimos, esta associada ao

eixo de rotacio na passagem dos observadores O e QU+,

3.3 APLICACAO

Ao estudarmos o movimento de uma particula podemos: vincular ao seu movimento
um observador acompanhante, geralmente nao inercial cuja matriz que representa a
transformacao depende do instante analisado (visto na se¢do anterior); ou podemos estudar
instantaneamente a particula vinculando um observador inercial que tera origem coincidindo
com particula apenas naquele instante estudado, chamaremos este de observador inercial

instantdneo (OII) e iremos construi-lo a seguir.

A partir dessas duas construgoes podemos comparar as taxas de variacao das
grandezas quando analisadas no OA e no OII. Faremos isso nas segoes seguintes com a

4-velocidade e no capitulo seguinte com o spin de uma particula.

3.3.1 Observador inercial instantdneo (OII)

Vimos na se¢ao 3.2.1 como construir observador acompanhante de particula. Seu
movimento, geralmente, é nao inercial e foi construido a partir do limite N — oo na

familia Ay de observadores inerciais acompanhantes aproximados.

Para cada z° podemos associar instantaneamente a O® um observador inercial e
podemos nos perguntar como sera a transformacao do laboratorio até ele, ndo somente
para o instante que é construido mas ao longo de todo seu movimento. Para isso, fixamos
2% = X e construfmos observador inercial O™ com férmulas de passagem andlogas a (3.9)

no limite que obtemos em (3.12), assim

5 =7y [xo —A— (0,7 — f()\))} +/0)\ 1 —v%(o)do,

o™ . (3.26)
Ty = [A@) (@ — FN) = Ba(2” = )]
A : S df(z°) : 0
onde observador O®W tem velocidade U(\) = 720 . No instante 2 = )\ coorde-
x
0=\

—

nadas ¥ = f(\) serdo transformadas em Z, = 0, ou seja, coincidindo com observador

acompanhante O@ neste instante. Além disso, neste evento relégio de O™ marcard
0——//\ 1 — 9%(o)do, isto &, t i izad o te instant

x \/ v?(0)do, isto é, tempo sincronizado com neste mstante.
A 0 p
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Todos os eventos na forma (z° = A\, ¥) tém mesmas coordenadas tanto no obser-
vador O@ a partir de (3.12), quanto no observador instantaneo O™, a partir de (3.26).
Entretanto, possui coordenadas diferentes para outros valores de x°, portanto quantidades
que dependem nao somente do instante z° = A mas de outros valores, como velocidades,

devem ter comportamentos diferentes em O@ e O™ no “instante” \.

3.3.2 Vetor velocidade segundo OA

Da mesma forma que estudamos uma particula com velocidade sendo transfor-
mada segundo impulso de Lorentz (segao 2.2) podemos estudar comportamento do vetor

velocidade segundo OA. Considere uma particula A com trajetéria Z(z°) e velocidade

=0 0y _ 2(.0
B = Tim Z(z? + Ax®) — Z(2°)

Az0—0 Ax? ’ (3:27)

em relacdo ao laboratério O. Do mesmo modo, considere observador acompanhante de uma
outra particula B, com trajetéria f (2°) e velocidade #(2?), ver figura 11. Este observador
segue regra de transformagao (3.12), construida na segao 3.2.1. Para que o observador
acompanhante compute o valor da velocidade w(2°) em seu sistema, denotando por 1, (x°),

aproveitaremos a construgao feita para se obter a regra de transformacao (3.12) do sistema
OA.

Figura 11 — Trajetorias de OA e particula com velocidade w segundo O

Fixe o evento (2%, z(z")), isto é, trajetéria da particula A. Podemos decompor

2 =0, + 0, onde o € [0, Ag;], ver (3.10). Desta decomposigao, o melhor observador da
familia Ay que aproxima a trajetéria da particula B é O ver figuras 8 e 9. E cuja regra

de transformagao do evento é dada por (3.9). Rescrevemos abaixo
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ondeie {l,--- N}

Agora considere um novo evento dado por (2 + Az®, 7 + AT) = (y°,y), ver figura
11. Perceba que a escolha do observador OU) da familia Ay que melhor aproxima a

trajetéria da particula B para este evento depende do acréscimo Axz®. Basta que

2+ A2’ =0, 1 +0, onde &€ 0,Ao;]

Como queremos estudar o caso em que Az’ — 0 podemos supor que o incremento
Az é escolhido de forma a
ZL’O + AZL’O =01+ 5,

neste caso Az’ = & — 0, ou seja, & = Az® + . Portanto, observador O da familia Ay
é também o que melhor representa a trajetéria da particula B para este evento. Assim,

evento (y°, %) se transforma segundo a regra:

i—1

o0 y = 2%+ A’ — oy — (5,7 + AT — floi))] + ;;1 oS
G =7 [A@) (@ + A% = floi-1)) — Bi(2® + Aa® — 0;1)]
Assim
v — ay = ulAx’ — (5, AD)] _ G AW)AT/AL -G
G — & = y|A(G) AT — §,A2°) ¥ —ap 11— (0, A7/Ax0)

Portanto, velocidade ;(2°) no observador inercial aproximadamente acompanhante O

sera dada por

I i — & A(G)w(a®) —
wi(m):llo 5= s
Az0—0 Y — 2 1 — (03, w(20))
Assim como fizemos para a regra de transformacao do observador acompanhante, quando

N — o0, obtemos (3.11), e assim

ooy A@(®)di(2?) — (%)

a - — = . 3.28
R G FURC D) 52
coincidindo com férmula de passagem esperada em (2.24). Considerando um campo
vetorial 7(f(2°)) ao longo da trajetéria do OA ¢ possivel utilizar (3.28) como regra de

transformacao, dada por

(3.29)

3.3.3 Precessao de Thomas do 3-vetor velocidade

Nesta se¢ao tornaremos evidente a precessao de Thomas ao compararmos a taxa de

variagao do 3-vetor de velocidade computada pelos observadores acompanhante e Inercial
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Instantaneo em um dado instante ¢, do movimento. Considere uma particula que, segundo
o laboratério O, possui trajetéria & = f(t) e velocidade (adimensional, como denotamos)

dada por
1dx

o) = = (3.30)

Além disso, considere um campo vetorial w(t) = 1w(zf) ao longo da trajetéria f(t). Em
um dado instante de tempo ¢, podemos calcular @(ty) no laboratério e computé-lo no
observador acompanhante da particula, denotando por @' (ty); e do mesmo modo, computé-
lo no observador inercial instantaneo, denotando por w”(ty). Assim, no instante t,
podemos comparar as taxas de variagao do vetor velocidade no OA, dada por du'/dt,
com a do OII, dada por dw”/dt. Como vimos na segao 3.3.2, equagao (3.29) indica que

velocidade no OA sera dada por:

i = AP =P (3.31)
1 —pw

onde denotamos p'= 9(t) temporariamente, para distinguirmos a variavel v(¢) do nimero

¥(ty) = ¥. No instante de tempo gy, no OII, a velocidade é dada por:

A(G)dT — F
g = AW Y 3.32
v 1— 5@ (3.32)

Observador inercial instantaneo, no instante ty, coincidira com observador acompanhante,

cuja inversa de (3.32) é dada por:

L A@@ + 7
W= (3.33)

Combinando (3.31) e (3.33), obtemos a relagao de @' e w"”, ou seja,

(ACMW+W_#ﬁ:

1_|_ Al

L (4w

1 — P
1

~ (1 - po) (1 + oa")

{ADA@)T" + A(p)v — p(1 + o) } (3.34)

onde denotaremos X = [(1 — pf)(1 + ") e Y = A(p)A(V)W" + A(p)v — p(1 + v”).

No instante ty, ou seja, quando p = v, obtemos:

1 —vw
- [ AR R | <[5 -
1 —vw y

= ADA@)E" + A@)T — 11+ ") = A0 — (T ® O)i" =

’U®U U®17 o2\ L L URU\ W
:< = —v®v>w":<1—(1—7 + V2P —— = )72:72
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Combinando os termos acima em (3.34), obtemos
117/(750) - U_)w(to) (335)

tal como deveria ser. Calculando a taxa de variagao de (3.34) em ty, temos

4
w

—X

S Y

=0

—

P=0

W =X ‘ﬁ:a Y ]ﬁ:ﬁ +X \

Y=
P=U p=U

Para calcularmos cada uma das derivadas acima e assim obter «/, enunciamos as seguintes

derivadas auxiliares:

A(p) = =Y ()N — 2711@@13 + 711@27@ F+7®p); (3.36)
= 7% (pp); (3.37)
(i) ) (3.38)
LY 200
<p2> -5 (3.39)

onde P e N sdo as projecoes na direcao e ortogonal a velocidade, respectivamente. Com

isso, apds um extenso calculo algébrico!, o primeiro termo seré dado por:

G - G 1 . ~ ] )
—X |, = 74{ o) + —— (00 (") + 1727}
X |, G ) + ) + ()
E o segundo sera:
) 1 . . 1 . 1 . 1 1.
2 2 vy SN =) o\ — — )\ — Sl — i
Y = — W — (VW)W + —— (00" )V — —— (v )V — VU)U — —U

Assim, combinando os termos obtemos

Loy—1
= U_]W + [(’UU) _ (UU)]")/2U)H 4 <’7 (ﬁ‘i‘ 7172 (17’(})?7) ,15”) —»//+
2
i B P oy —1 _
+1+7[v®v—v®17]w 'y(v—l— = (vv)v)
. . 2
= + (,YQA(?E»)U’ —»//) =1/ 2 H—»’ —»]’ —»//] ’YQA(IT)U

Denote @’ = 2 A(7)¥, a aceleracdo do observador acompanhante com relagiao ao instanta-

neo, logo
d =/ d il 2 .
diut] = ;l; — %Hl—)” ?7]7 U_)W] + (C_Lw, u—)»//)u—}»// o C_LW (340)
v

O segundo termo em (3.40) é a precessao de Thomas, o terceiro termo ¢ da ordem 1/c® e o

ultimo termo é um fator extra devido ao carater nao inercial do observador acompanhante.

1 Optamos por omiti-lo por ser préximo aos calculos feitos anteriormente e por sua extensio

demasiada, mas que pode ser obtido através das derivadas auxiliares enunciadas, bem como
as propriedades das projecoes e a identidade (72 — 1) = 7242.
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Aqui, nos é relevante o segundo fator, onde as taxas de variacao dos vetores velocidades

em seus respectivos referenciais, OA e OII, esta acrescida de um torque extra.

No capitulo seguinte, vamos discutir o problema que Thomas tentava solucionar ao
propor este fenémeno, e veremos novamente a precessao de Thomas relacionando as taxas
de variagdo do 3-vetor de Spin (definido neste contexto) no observador acompanhante e

no instantaneamente acompanhante.
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4 VERSAO COVARIANTE DO HAMILTONIANO DE PAULI

4.1 MODELO CLASSICO E O FORMALISMO COVARIANTE

Modelos classicos de spin relativistico representam uma forte ferramenta usada
na descricao do comportamento de particulas elementares e corpos rotativos em campos
eletromagnéticos e gravitacionais. Um ponto obscuro dessa abordagem — que ja foi
levantada em trabalhos pioneiros [9,19-21] e permanece sob debate até hoje — é o chamado

“problema do formalismo covariante”.

O esclarecimento desta questao pode ser de interesse em varias areas, incluindo
experimentos g — 2 de muon, em [22], e elétron, em [23]; influéncia do spin na trajetéria
de corpos rotativos na relatividade geral, em [24-29]; e na fisica do buraco negro préximo
ao horizonte de eventos, em [24,30-32]. Nos livros diddticos tornou-se quase uma tradigao
discutir o problema sem formula-lo de maneira exata!. Pretendemos, ao longo deste

capitulo, quebrar esta tradicao?.

Historicamente, a nogao classica do elétron com spin [9,19-21] foi desenvolvida
na tentativa de explicar os niveis de energia do espectro atomico. Seguindo as ideias de
Uhlenbeck e Goudsmit [19], Thomas assumiu que uma particula com spin pode ser descrita
usando o vetor posicao x(t), e o vetor diregao do eixo de spin Sy(t) atrelado a particula.

O vetor posicao obedece a equacao da forca de Lorentz:

mx = ¢E + "[x,B]. (4.1)
c
Enquanto a taxa de variacao do spin foi, inicialmente, assumida como:
dST € 1
®r__ € B 8- —[[p.E|,S } 1.2
dt me {[ 7l 2mc[[p J,Sr] (42)

onde E = ax/|x|* ¢ um campo elétrico de Coulomb, com « sendo uma constante, e B um
campo magnético constante. A quantidade Sy é chamada vetor de spin de Thomas e a
equagao (4.2) é dita equagio e Thomas. Thomas mostrou [9] que estas equagoes, junto com
a regra de quantizagdo de Bohr do momento angular, possibilita uma descricao satisfatéria

dos niveis de energia atomico.

Um calculo mais sistematico foi alcancado na mecanica quantica que fora construida
com base nessas equagoes. Pauli notou [36] que (4.1) e (4.2) seguem do formalismo
Hamiltoniano

H:l(—%fﬂw—eﬁsm+1@[ED} (4.3)
P om \PT ¢ me 70 ome T P

com os colchetes canonicos

(a0} =&, {27}y = {0} = (&', 57} = (¥, 57} = 0, {S}, 57} = €7"SF (4.4)
L' Ver p. 541 e p. 558 em [2]; p. 563 em [23]; p. 87 em [33]; e p. 6 em [34].
2 Este capitulo, exceto a 1ltima secdo, foi publicado em [35].
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Logo, no formalismo de Pauli é assumido que (4.2) representa a equagdo do movimento
para o spin no sistema do laboratério. A partir desta formulagao Hamiltoniana, Pauli
construiu a mecanica quantica do elétron com spin substituindo as varidveis classicas

24 = (2%, p’, S&) por operadores que devem obedecer a regra de quantizagio de Dirac dada

por
(24, 28] = in{24, 2B L (4.5)
Onde aqui [+, -] representa o comutador dos operadores dados por
i - R R R L
p'=—ihd;, ' =2a', Sp= 5 (4.6)

que agem no espaco de funcgoes de onda de duas componentes: ¥, (¢,x), a = 1,2, onde o

sao as matrizes de Pauili 2 x 2 representadas por

L (01 , [0 —i , (10
U_(1 0)’ U_(z' 0)’ U_(o —1) (4.7)

que formam uma base do espaco vetorial das matrizes Hermitianas 2 X 2 sem traco.
Tais matrizes possuem algumas propriedades algébricas que devemos enunciar para uso

posterior, sao elas
(6 =1, o'o) =ie'Fo" + 6 (4.8)
ool +alot =2 x 8" ool —olot = [0, 07] = 2ieF " (4.9)
para um estudo mais especifico consultar [5].

Substituindo as varidveis classicas de (4.3) pelos operadores, Pauli obteve o Hamil-

toniano quantico

A 1 e S\ 2 . e N 1 ~
H,;,=—|p—-A AOZ—{SB SEA} 4.1
m=5- (P SAG) +ea'G)~ {8 B+ —S[EP)]  (410)
e mostrou que a mecéanica quantica resultante reproduz os niveis de energia atdmico [36].

O Hamiltoniano (4.3) pode ser também obtido da equagdo de Dirac, ver [37,38].

Ressaltamos que, ao substituirmos as variaveis classicas pelos operadores, a iden-
tidade (4.10) deveria ter as parcelas referentes ao potencial como A(%%) e A(2') e nao
como foi colocado. Entretanto, apenas omitimos este passo, pois os operadores em (4.6)

nos dao diretamente que
e , e , : .
——A() = —-A(z") e eA%d") =eA(a"). (4.11)
c c
Embora esta passagem seja trivial na formulagao de Pauli, veremos que sera de extrema
importancia no problema do formalismo covariante, por isso a observacao.

Dificuldades surgiram quando tentaram desenvolver uma generalizacao relativistica
covariante dessa teoria cldssica [9,19,20]. Vdrias tentativas®, levaram a equagoes do spin

3 Veja os trabalhos pioneiros [9,20,21,39,40] e as revisoes [24,41].
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e do hamiltoniano que, na aproximacao 1/c?, diferem da teoria de Pauli. Por exemplo,
assumindo que o spin 3-dimensional ¢ a parte espacial do tensor covariante de spin de

Frenkel 4-dimensional [20,21], a teoria covariante implicaria nas expressoes:

e Bs]+_mps)) (412)
Hy= gy (p-Sa) +ea - Clsms LisEp)) (3

onde chamaremos a quantidade S de vetor de spin de Frenkel. Os dois Hamiltonianos
diferem pelo famoso fator 1/2 no tltimo termo, enquanto que o ultimo fator do spin difere,
além deste fator, em estrutura. Por que o formalismo covariante nao nos da diretamente o
resultado esperado? Essa questao foi levantada em 1926, [9,20,21], e estd sob discussao
até hoje, [24].

Com o intuito de explicar essa discrepancia, Thomas comparou as taxas de variacao
do vetor dire¢ao do eixo de spin num observador acompanhante (OA) e num observador
inercial instantdneo (OII). A relagdo resultante é a famosa férmula da precessao de

Thomas?.

Em particular, é amplamente aceito [2,18,23,33,34] que a precessao de Thomas
é relevante ao problema do formalismo covariante. A respeito disso, ressaltamos que a
formula de Thomas relaciona quantidades em sistemas de coordenadas diferentes, entretanto
equagoes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.12), (4.13) s@o consideradas no mesmo sistema, o laboratério.

O que nos leva a acreditar que esta justificativa nao se aplica neste contexto.

O principal objetivo deste capitulo é esclarecer essa questao. Nos iremos apresentar
a formulagdo manifestamente covariante de uma particula com spin que, na aproximacao
1/c? implicard na mecanica quintica de Pauli, sem nenhum apelo a férmula da precessao
de Thomas. Ao final faremos uma comparacao detalhada dos vetores de spin de Thomas e
de Frenkel, onde entenderemos o papel da precessao de Thomas no esquema do formalismo

covariante.

Para isto, na secao 4.2, vamos comegcar do formalismo covariante para uma particula
sem spin, e assumindo que o spin na teoria relativista pode ser descrito pelo tensor de spin
de Frenkel, discutiremos como introduzi-lo neste formalismo. Obtemos assim a expressao
esperada para os Hamiltonianos manifestamente covariante e fisico de uma particula com

spin.

Na secao 4.3 iremos corrigir os colchetes canonicos para garantir a consisténcia
das equagoes hamiltonianas com a condig¢ao suplementar imposta pelo tensor de spin
de Frenkel. Em particular, mostraremos que as variaveis de posi¢cao acabam nao sendo

comutativas no formalismo covariante.

4 Tal férmula, por si s6, tornou-se objeto de numerosos debates, como discutimos no capitulo 3.
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Em seguida, na se¢ao 4.4, mostraremos como essa nao comutatividade da posicao
induzida pelo spin resolvem o problema do formalismo covariante. Os calculos desta secao

sao vélidos na aproximagao 1/c%.

Na secao 4.5 construiremos os colchetes covariantes e mostraremos que existe
a versao manifestamente covariante da teoria de Pauli. Na secao 4.6, retornaremos a
discussdo da teoria covariante na aproximacio 1/c* e revelaremos o significado do spin de

Thomas neste esquema covariante.

Por fim, na se¢ao 4.7, iremos rescrever nossa versao manifestamente covariante
da teoria de Pauli para novas variaveis, com base no modelo de spin proposto por Pauli-
Lubanski. Assim traremos a resposta para outro problema de longa data que consiste em
obter a formulagao Hamiltoniana para as equagoes propostas por Bargmann, Michel e

Telegli que descrevem uma particula com spin.

4.2 HAMILTONIANOS COVARIANTE E DE TEMPO FISICO

Inicialmente, vamos revisar o formalismo conhecido [5] para a descrigdo covariante
manifesta de uma particula sem spin em um campo eletromagnético com 4-potencial
Ar(z®); e logo ap6s, discutir a maneira mais natural de incluir o spin neste modelo
covariante. Como a teoria central deste capitulo é o formalismo Hamiltoniano, iremos usar

ao longo deste, diversas propriedades que podem ser obtidas com mais detalhes em [5].

Como vimos na segao 2.6.3, descrevemos a trajetéria da particula na seguinte forma

paramétrica
x(t) — xt(7) = (ct(1),x(1) = x(t(7))) (4.14)

como parametro 7 consideramos tempo préprio. Ver secao 2.6.4 para mais propriedades,

em particular uma atengdo maior as identidades (2.102) e (2.103).

Na formulagdo Hamiltoniana, para cada variavel 2#(7) do espago de configuragao
associamos a fungao p,(7) chamada momento conjugado. O formalismo hamiltoniano
covariante de uma particula sem spin na presenca de um campo eletromagnético® com
4-potencial A*(z®) é

H = 271n [( ho_ iA“)Q + (mc)ﬂ (4.15)

acompanhado dos colchetes covariantes de Poisson:
{xﬂapu} = 5#117 {x#7xy} =0 e {pu,pu} = 0.

Definimos o momento canoénico, como sendo

Pr=ph SA“. (4.16)

> Para o campo eletromagnético usamos as notacdes apresentadas ao final da secdo 2.6.4.
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Afirmacao 4.2.1. Os colchetes de Poisson implicam em {P", P"} = Eprv,
c

Demonstrag¢io. De fato, como o potencial A*(z*) depende explicitamente apenas de z* e

o colchete {z#, x"} = 0, assim:

PPy ={p = L = LA = L A A =
e opHt 0A” B 0A"Y Opt n 0A* Op” B op” 0A*
c \0x®* dpy,  0x*0p,  O0x* Opy O Op,
e
c

0AY OAH e 0AY QA+ e
— _ | — 123 v — _ | = — v
( axa5 ot 8xa5 a) c ( oz + 830”) cF

]

A seguir faremos uma série de afirmacoes com o objetivo de chegar nas equacgoes
(4.23), que representam a dindmica descrita pelo Hamiltoniano (4.15) na aproximagao
1/c%. Apos isso, traremos outro Hamiltoniano, (4.24), e iremos obter as mesmas equacoes
(4.23), ou seja, os Hamiltonianos sdo equivalentes. Porém, este segundo Hamiltoniano,
coincide com parte sem spin do Hamiltoniano de Pauli (4.3), tal como desejariamos que

fosse. Portanto, o Hamiltoniano (4.15) é um bom ponto de partida para nossa formulagao.

Afirmacgao 4.2.2. As equagoes Hamiltonianas i = {z", H'}, p* = {p*, H'} podem ser

rescritas na forma
dzt dPH e
— =P+ = —F"p, 417
mn dr Proe dr me P ( )

Demonstragio. De fato, substituindo a definigdio do Hamiltoniano (4.15), levando em
consideracio que o fator constante (mc)? resulta em um colchete nulo, e a regra do produto

para colchetes, obtemos

dxt

- = {2V, H'} = {x“, 2}71 {732 + (mc)ﬂ} =

1 1
" pv ropryp PYLgh P
2m {SU ’ Pl/} 2m<{x ’ } v {17 ’ V})

= ({er = Sadp e Lo - Sa)) =
2m c c

1 1
— MoV V[ ok — pv vSHo)
2m({:v D7 YP, 4+ P, pu}) 2m(n P, + P"6H,)
1

e —PM
m
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e
dPH 1
A T S 0 w pv v Dp _
S = {PUHY = (PN PP+ PP PY)
1
= 5 - ({P"PYP, + PH{PAPY,) =
1 e
_ pv lwé o
2m< PP, + SPree 7>5>
! < Frp, +6F’w‘73>
2m c
— 7FIW’PV
mc

]

Da exigéncia da invariancia de calibre do Hamiltoniano, segue a invariancia do
momento candnico sob transformagoes U(1) de calibre, (em conformidade com sua in-
terpretacao obtida na afirmacgao anterior, no sentido de velocidade, onde observaveis sao

U(1)-calibre invariantes). Assim

P =P,

Entretanto, o momento conjugado nao ¢ invariante sob transformagoes U(1) de calibre,

pois o potencial pode ser dado por
o e
Ay = A, +0,\ o queimplicaem p, = p, + Ea“)\ (4.18)

onde A é uma fungao arbitrria e os potenciais A, e A}, sdo equivalentes. Portanto, assim
como esperavamos, as equacoes Hamiltonianas (4.17) podem ser representadas em termos

da quantidade P,, que é U(1)-calibre invariante.

Afirmacao 4.2.3. Parametrizacao por tempo proprio implica na relacao

P24 (mc)> =0 ou cp’ =c\/(mc)2+P2+eA° (4.19)

cuja aprorimacao é dada por
1 0
cp’ = me* + 5 (p — A) +eA (4.20)

Demonstracao. De fato,

P2+ (mc)? = PY(1)P, (1) + (me)? = —=P7)P°(7) + (P(7))* + (mc)? =
=—-m <dmd£ )> m <d);<7 )> + (me)? = —m*c*y? + m* YT + (me)? =

—(me)?(v? = 1) + (me)*y*0? = —(me)*+** + (me)*+*0* =
=0



64

A segunda identidade em (4.19) resulta direto das relagoes
(P°)? = (me)> +P* e P’ =cp’ —eA’

onde P? é o quadrado da parte espacial. Para esta, obtemos a seguinte expansiao em séries

de 1/c, até a ordem linear®:

0 2 P> 0
cp’ = me 1+W+6A

2
= mc’ <1—|‘732+O4>+€A0%

2m2c
1 2
~mce® + — (p—€A> + eA°
2m c
O]

Desde que z#(7) e p,(T) representam as variaveis fisicas dinamicas x(t) e p(¢) na

forma paramétrica, nés podemos escrever

dj_cdx/dT . @_Cd'P/dT
dt — dx®/dr dt — da®/dr

Usando (4.17) e (4.19), obtemos
dx cP dP e[P, B]

o P Y oem A (4.21)
dt (me)? + P2 dt (me)? + P2
de fato,
dx ’P/m B cP
&t~ “Pm (mc)? 4 P?
pois pela identidade (4.19), temos P° = |/(mc)? + P2. E mais,
de d73j /dt € _..m Fivp,
— c—Fivp " =
dt dl‘o/dT ~ e P po T po
FJOP() + GijPk - _GFJOPO i BF’]k'Pk -
PO B PO PO
i j mBmP j Pu B J
— /0 4 SpmTn Tk o = e+ <P By 55 |
Além disso, expandindo 1/PY em séries de 1/c obtemos
1 1 P?
—_ = O 4.22
Pe \/ (me)? +7’2 ( ot 4> 22

mc

6 Denotamos O, = O(1/c") apenas para reduzir a notagio.
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Substituindo em (4.21), mantendo apenas os termos até a ordem 1/¢ e usando o fato de
que P = p + O; obtemos

mccll}t{:’P e CZ;:eE—l—nic[p,B], (4.23)
que representa a dindmica do Hamiltoniano (4.15) na aproximagao 1/¢. A primeira equagao
nos mostra que o momento canonico P representa a velocidade da particula no formalismo
Hamiltoniano e combinando as férmulas (4.23) obtemos a equagao da for¢a de Lorentz

(4.1).

Enquanto em geral, a teoria de reparametrizacao com restri¢oes de Dirac requer
cuidado [42-48], o resultado final é bastante simples [49]: o Hamiltoniano fisico coincide
com o lado direito da segunda equagao em (4.19) cuja expansao em séries de 1/c, até
a ordem linear, foi vista em (4.20). Tal aproximacao, coincide com parte sem spin do

Hamiltoniano de Pauli, assim como queriamos.

Entretanto, podemos evitar este caminho e simplesmente enunciar o Hamiltoniano
fisico como sendo . )
e
H' ECO%mCQ—i—( —A> +eA° 4.24
ph P m |Y c ( )
onde ~ foi vista em (4.20). Além disso, associado a ele, consideramos os colchetes canonicos.
Deste modo, para garantirmos a equivaléncia entre os hamiltonianos (4.15) e (4.24), basta

mostrarmos a seguinte afirmacao:
Afirmacgao 4.2.4. Hamiltoniano dado em (4.24) determina a mesma dindmica descrita

em (4.23).

Demonstragio. Como H, é apresentado em termos das varidveis fisicas x(¢) e p(t), onde

o parametro é o tempo fisico t temos

dx? : : 1 e \?2
_— = J / = J 2 _ — = 0 =
o {27, H )} {x ,me” + T (p cA> +eA }

= g (7 (PP} = g (PP =
= i{l‘],'])z}lpl = l {l'j,pi — eAl}Pl =
m m C

1 o 2 dx
= — [L‘) 127 i
m{jp}P — = m

e, como P7 pode depender explicitamente do ¢, devido ao potencial, devemos considerar

0; na identidade, ou seja,

dpi : e 0A; . 1 e \2 eDA;
o ypi gy Y Jj 24 - _Z oy -7
dt (P Hynd c Ot {P,mc T om <p cA> +€A} c ot

_ J J Oy _ 2277

=5 APL (PP} {Ped’) - ——

1 o . e 0A;
_ Jj DL ) J Oy _ =277
—m{P,P}PZJr{P,eA} "
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mas
, oPI 0AY DAY oPI 0A° 0Ay
J e A0V — — N b= e
{77, edy e(aww%a i%“@h) 0w = s
portanto
dPi e . - e 0A;
L = __ FIp. J e A0V - 2250
dt  mc Pit {P’,ed} c Ot
e . 04, 0A;
= —["Pite——e—2
mc Pite 815 90
zi[p,B]j—l—eEj — £26E+i[p,B]
mc dt mc

]

A tnica diferenca entre (4.24) e a parte sem spin do Hamiltoniano de Pauli (4.3), é o
fator mc?, mas este fator constante nao influencia na dinamica descrita pelos Hamiltonianos.
Além disso, enquanto o primeiro preserva a covariancia (que procuramos), o segundo pode

ser comparado com o de Pauli (como desejdvamos).
Na tentativa de incluir o spin neste esquema covariante, introduzimos a fungao S(t)
na parametrizagao por tempo proprio, definindo

S(r) = S(t(7)). (4.25)

Seguindo Frenkel [20], identificamos as componentes S* do 3-vetor de spin com a parte

espacial do 4-tensor antissimétrico de spin S*” seguindo a regra
S =267k Gk ou St = Zewksﬂﬂ (4.26)

onde SH = —S"*. A quantidade 3-dimensional S* serd chamada de spin de Frenkel e pode
ser identificado com o eixo de spin no referencial do laboratorio. Assumimos que em cada

instante do movimento S* obedece a condicao suplementar de spin:
SHP, =0. (4.27)

E por essa condicao, temos

. ) - . P, . P,
0= §¥P, = §9Py + 9P, — g0 — 2P goi L 5Py
PO P()

Como Py = —PY pela aproximacio (4.22) e por (4.26) obtemos

. 2 2 . 2 <
0z — igk gk _ oy ) 2 ) 4.
S e S*P; P [P, S] —mc[p, S]' + O(1/¢%) (4.28)

7 No6s poderfamos usar também S*p, = 0, onde p, é o momento conjugado. Como vimos, a

diferenca entre os dois é da ordem de 1/¢, o que ndo contribui nas expressoes subsequentes
na aproximacao 1/c2.
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Por (4.26) e (4.28), somos capazes de escrever o 4-tensor de spin S*. Como consequéncia,
o numero de componentes independentes do spin da teoria relativista e de Pauli é o mesmo.
Além disso, no referencial de repouso da particula, quando P = 0, as componentes extras
sao nulas.

A

Nossas varidveis basicas z* = (z*, p,, S*) se transformam linearmente sob trans-

formagoes de Lorentz, a saber

ot =AY, pt = AR e S = AP A 5SYP

Na tentativa de incluir o spin neste formalismo, precisamos encontrar fungoes
escalares que contenham a interagdo spin-campo. Desta forma, devido ao nosso modelo de
spin, a fungao deve conter pelo menos S*” junto de F),, ou pelo menos o potencial A",

assim podem ser
SuwAtx”, S, AMPY, S, ARAY, S, AT F ST

O fator que contém z* sera descartado, pois nao queremos uma dependéncia com o
sistema de coordenadas; o fator que contém P¥ sera descartado, pois a condicao (4.27) o
torna identicamente nulo; o fator S,, A*A” também sera identicamente nulo, pois S, ¢

antissimétrico e assim podemos fazer
v 1 14 1 14 1 v 1 v
S ArAY = §SI,MA AF + §SWA“A = —iSWA AF 4 iSWA“A =0

onde fizemos, na segunda identidade, uma troca dos indices de soma e depois, na terceira
identidade, utilizamos a propriedade antissimétrica de S,,. Por fim, descartamos a
quarta opgao, pois como pt = P* 4 £ A" e nos dois casos anteriores a fungao escalar era
identicamente nula segue o mesmo resultado para esta. Portanto a tnica func¢ao escalar
contendo a interagao spin-campo desejada serd

_%MF/WSW __Zep {(S, B) + L(S, [E,’P])} (4.29)

C C mc

Noés adicionamos a interacao do spin com o campo eletromagnético através do momento
magnético que corresponde a relagado giromagnética g = 2u. Nas secoes 4.3, 4.4 e 4.6

utilizamos o valor classico p = 1.

Os escalares no lado esquerdo da identidade (4.29) podem ser definidos de forma
arbitraria, fizemos esta escolha para obtermos o escalar do lado direto da identidade, pois
este resultara no mesmo escalar que acompanha o fator de spin no Hamiltoniano de Pauli.
Entretanto, neste fator perceba também que ja obtemos a diferenga 1/2 no segundo termo.

Tal diferenca nao pode ser compensada por um simples escalar, pois o primeiro fator esta
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em correspondéncia. Além disso, para obter a identidade basta fazer:

— o Fu S = = {FooS® + FyS" + FoS® + Fy5™} =

2c
= ;/é {—EjSOj SO]+2€2ktBt zklsl} 428)
ep 4 I pt z}
= S 46 B =
26{ P() [P ]+ ! S
B Ze,u 1 (4.22)
- EPs)+(3.B)| =
2ep (1
~———1—(S,|E B
(8. [EP)+(5,B)

Adicionando este termo em (4.15) obtemos o Hamiltoniano
1 e eu
- (R VAV % 2
H - [(p CA ) 2CF#,,S + (mc) } (4.30)

Afirmacao 4.2.5. Hamiltoniano fisico resultante de (4.30), assumindo p =1, serd dado

por

mc mc

Hyp = me + o (b~ A) vea'— £ {(sB)+ L B.p)) (4.31)

na aproximacdao até a ordem 1/c?.

Para calcularmos a dindmica de (4.30) e de (4.31) e obtermos a equivaléncia entre
os Hamiltonianos (assim como fizemos com a parte sem spin) precisamos completar a
teoria enunciando a colegio de colchetes associados a (4.30), que na aproximagao 1/c? seréd
a colegao de colchetes associados a (4.31). Porém, veremos nas préximas segoes que nao
podemos utilizar os colchetes (4.4), pois a condigao suplementar de spin (4.27) implicara

em algumas alteracoes.

Neste momento poderiamos sugerir qual seria a colegao de colchetes e trabalhar
a partir dela, entretanto a colecao é demasiadamente complexa nao trazendo nenhuma
ideia intuitiva de como obte-la. Por isso, na se¢ao seguinte, vamos construir nossa cole¢ao
adaptando a colecdo previamente assumida de forma a agregarmos certas propriedades aos
nossos colchetes, isto é, veremos que ao exigir uma propriedade para o colchete o mesmo

deverd sofrer uma alteragao.

Na segido 4.3 traremos os colchetes na aproximacgiao 1/c?, assim serd possivel
calcularmos a dindmica de (4.31); e a partir dessa motivacao, na se¢ao 4.5 traremos a
colegao em sua forma covariante, onde iremos calcular a dindmica de (4.30). Somente com

ambas dinamicas enunciadas que seremos capazes de concluir afirmacao 4.2.5.

Observacao 4.2.6. Ainda que tenhamos que adiar a demonstracao ja podemos perceber a
diferenca explicita entre o hamiltoniano da teoria de Pauli e o hamiltoniano fisico resultante

da teoria covariante. Além disso, assumimos p = 1 para fazermos o comparativo com a
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teoria de Pauli, pois nos experimentos da época era-se utilizado tal valor. Entretanto,
experimentos posteriores indicariam que p ~ 1, portanto quando formularmos a teoria

completa covariante vamos assumir como sendo .

4.3 COLCHETES NAO-CANONICOS

A condigao (4.27) deve ser consistente com as equagoes do movimento resultante,
isso nos leva a uma observagao crucial para a explicagdo do fator 1/2: Formalismo
covariante inevitavelmente leva & corregoes da ordem 1/¢* nos colchetes candnicos (4.4).

A condicao suplementar de spin implica

d
v —
—(5"P,) = 0.

No formalismo Hamiltoniano, a taxa de variacdo de uma fun¢ao no espaco de fase é igual

ao colchete dessa fun¢ao com o Hamiltoniano, entao

d OH
= —(S"™P)) = {SwP = {Swp, AV
0 dT<S y) ={S"P,,H} ={S"P,, = }8zA' (4.32)

A dltima igualdade de (4.32) s6 sera igual a zero, validando a primeira identidade, se

considerarmos

{z4, S"P,} = 0. (4.33)

E essa equacao que acarretara na primeira alteracao dos colchetes candnicos. Vamos

assumir que o colchete
(%, Ps} = {2 ps} = {a",07)0, 45
permanece inalterado até a ordem 1/c¢?. Assim, obtemos
{2%, P} = 8% + 03 = {at,p,} =", = {a',p;} =0, (4.34)

Além disso, essa identidade nos indica que o colchete {z% 2} deverd ser de ordem

quadratica. Assumimos também que o seguinte colchete permanece inalterado até a ordem
1/c?:
{pi,pi} =0+ 03 =0. (4.35)

Com isso, obtemos
. . e . e . . e
{0, P} ={p"pj} — E{Pl, Ty yORA; = E5Zk5kAj = {p"\Pj} = EaiAj- (4.36)

Condicao (4.33), quando z# = 2%, implica em

0= {2% 8"P,} = {2, 5"}, + 5 {2, P, }.
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Essa tltima igualdade sera valida, ou seja, identicamente nula, se considerarmos

prgvs — prgus

{z%, ") = - (2%, Ps}. (4.37)
De fato,
nQvB _ pvQub
{x*, S"}yP, + S* {2, P,} = P PQP {2, Ps}P, + S {x%, P, } 420
2Qupf .c
:_P S 7{32' 773[3} _'_S;LZ/{:L,O(,PV}:O7

tal como querfamos. Além disso, assumir (4.37), implica em

(mc)?

{xi> Sj} =

(4.38)

na aproximagao 1/c¢%. De fato,

nqQmpB
{x S]} _ 6]nm{517 Snm} ]nm (P S

1

T ap?
1

47>2

prgns

7 ) {z',Ps} =

—(mmprsms ej”umS”[g){xi,PB} =

5 (27" PremIh Gk — gemmpmentk k) (ol Py} =

2732 (0750, — 674 8"3)P"S™ + (67 36™ 1 — 670" g) P S*{a, P} =
732 (5] (P.S) — Sjpﬁ){xi> Ps} =

 SIPB— 59,4(P,S)

N (mc)?

LS5 =d(p,S)

2

(me)

Assumimos que o seguinte colchete permaneca inalterado na aproximacao 1/c?:
(S p,} =0+05 = {S",p;} =0, (4.39)
assim
{5, P} = {5 p} - g{saﬁ, 2}0,4, = {S*. P,} =0+ Os. (4.40)
Condicao (4.33), quando z# = S implica em
0={5°,5"P,} = {5, S"}P, + S*{S* P,} = {5, S"}P, + Os.

Essa tltima igualdade serd valida, ou seja, identicamente nula, se considerarmos

(S8, §m} = oN(engh) = o(Nerghr _ Nev gin _ NBrgev | N gany (4.41)
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onde N é a projecao no plano ortogonal a P#, isto é,

P

N = v =

— NP, =0

Para verificarmos a validade basta observar que o colchete estda sendo multiplicado por P,
e assim utilizar a identidade (4.27) e a definigdo da projegao no plano ortogonal N. Para

as componentes espaciais obtemos

{Sz’ SJ} — {4€zlkslk7 4€jnmsnm} — EEZlkEJnm{Slk, Snm} _ gezlkejnmN(lnSkm)'

Facamos apenas o calculo da primeira parcela de N@"S*¥™) na identidade acima, pois os

outros trés fatores de (4.41) serdo iguais a este. Temos
leilkejnlenskm — leilkejnlen2€kmt8t —
8 8
— _Zedk((;]k(;nt o 5]t5nk)Nln5«t —

— _leileltst 4 }Eilklesj _

4 4
R TN T PPN Lo P'P* j
=4 (77 P S~|—46 n P S =
Lk (qx  PH(P.S)
(3 P2
Assim, o termo se repetira quatro vezes resultando na identidade
i Qj ij Pk(Pa S) ij pk(Pa S)
{S,S‘]}:Ejk (Sk_ 7 ) — ¢k (Sk+(7716)2 + Os. (442)

A

Resta-nos apenas o caso z” = p, na condi¢ao (4.33). Mas assim como fizemos

anteriormente precisamos garantir
{pa; SMV}PV + {pom PV}SMV = Oa

porém nas aproximacoes que assumimos nao vamos conseguir atender a identidade apenas
com os fatores de ordem 1/¢* ou menor. Retornaremos a este caso quando trabalharmos
com a formulacao completa da teoria, na se¢ao 4.5, e veremos que devido ao produto por
P, um fator de ordem superior a quadratica contido no colchete {p,, S*'} se reduzirad a
ordem linear compensando assim os termos do fator {p,, P, }S*”. Por fim, para o colchete

{z', 27}, podemos seguir dois caminhos:

o Construir sua corre¢do nos mantendo apenas na teoria classica, para isso vamos

exigir a identidade de Jacobi em nossa colecao de colchetes; ou

o Estudar o comportamento dos comutadores, na teoria quantica.
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Para mantermos nossa construcao fechada na teoria classica vamos seguir pelo primeiro
caminho, porém na segdo seguinte vamos apresentar o outro (e assim mostrar que uma
nao contradiz a outra) para compararmos as teorias covariante e de Pauli a niveis classico

e quantico.

A seguir vamos testar a identidade de Jacobi
{AAB.C}} +{B.{C, A}} + {C.{A,B}} =0

para todo trio {A,B,C} de varidveis que podemos escrever com {z*, p/, S¥}. Vamos comecar

desenvolvendo (na aproximacao 1/c?) para:
{a* {2’ S} + {a' {97, 2"} + {87 {a",a'}} =

- (nfi;‘ﬁp’s>}+{”’“’zil>é ) -
St

15i
J —{xk,Sl}p(sj 4

(mC)2 (me)?

—{",p'}

= {z"p'}

S7
(mo)? }<>

gk ) ' k

o Slgk. o . ‘
+{a' pf 5! ' p + {7, {",2"}} =
() e S — s Vo 87 et )
PR A L T L LT LR L y
" e e T mop e IO
5ijsk 51: Sz
=_ + {87, {a* z
mE T (moye {87 {a",2"}}.
Para que a identidade acima seja igual a zero devemos assumir
S 1 -
v ijk Qk 4.4
O T (1.43)
assim
5kj8i_6ijsk i Ekitst 5kjsz'_5ij8k Ekit it ol
T\ | = S 01

— ((5k-6i — ok 5l)i =
3o 173 (mc)? a

_ 5kjsz _ 5z]5k
(me)?

=0,

tal como queriamos.

Porém, para usarmos este argumento (e assim completar nossa lista de colchetes)
precisamos mostrar a identidade de Jacobi para o restante dos trios. Os casos em que
{A, B,C'} é da forma

{0 0y, {20 ") {ph ) ST o et (ST S, {2, ST

sao facilmente verificados devido a trivialidade dos colchetes. O caso {z%, 27, 2"} também
serd nulo, pois o colchete {z’, 27} ja é da ordem 1/c? e como {z*,57} também ¢ desta

ordem todos os trés fatores serao de ordem superior.
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Restam apenas dois casos, {z¢,{S7,S%}} e {S?,{S7, S¥}}, onde para este tltimo

vamos utilizar a seguinte identidade:

Assim:

ijlezlt + €kzl€]lt + Ez]leklt =0

{xi’{sjv Sk}} + {Sj7 {Sk7xl}} + {Sk’ {l‘i7 SJ}} =

I
.O —

{xi,ejkzsl + Ejklpl(p’s)} + {SJ, d'x(p. S) _pisk} + {Skpisj — (P, S)} —

(me)? (me)? (me)?
6jlclpz'Sl 6jklplsi 5ikpt€jtlsl B piejktst piekjtst B 5ijpt6ktlsl B
(me)? (mc)? (me)? (me)?— (me)? (me)?
Ejkl(pz‘sl +plsi> N (5ik[p, S]] B (Sij[p7 S]k B 2pz‘6jklsl _
(me)? (me)? (me)? (me)?
Ejkl(plsi _ pisl) N 5ik[p7 S]g _ 5ij[p, S]k _
(me)? (me)?
(e (e o SI'+ e[, S — 0. 8)) =
1 ) j i i j )
mc)2 <_(5 k[p7 S]] +9 j[p7 S]k +9 k[pv S}J —0 j[p7 S]k> =

E para o dltimo caso, temos

{Si’ {Sjv Sk}} + {Sjv {Ska SZ}} + {Skv {SZ’ SJ}} =

o G | el (= | S Sy

o . -~ t(p. S L . . -
— <Ejklezlt + Ekzlejlt + 61]l6k1t> (St + p (p> )) + ( p (ijll:p7 S]z + EkZl[p, S]j + 62jl[p7 S]k) —

.CD/-\

(

P

N

—~

P

—~

pl

mc)
I

mc)

mc)
P
mc)
I
mce)
1
me)

(me)?

7(5jn6nkl [p7 S]Z + 5in€knl [pa SP + Eijl [pv S]k) =

2

(enk;l((sjn[p7 S]Z - 5Zn[p7 S]]) + Eijl [pa S}k) =

V]

(enk:lEjimentm[p7 S]t + Eijl [p’ S]k) —

V]

((6%:8,, — 6%t )™ p, S]" + €/'[p, S]¥) =

2

(¢"[p,8]* — ¢*[p,8]' + ¢”'[p, S]") =

[\V]

ijk 1l _
;€7 [p, S|'p =
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Assim, nossos colchetes atendem a identidade de Jacobi, portanto nossa colegao de colchetes

nao candnicos na aproximacao 1/c? serd

(i} = & (4.44)
Wy} =0 (4.45)
PERITTL o
(S} =0 (4.47)
(57,57} = €k (Sk + W) (4.48)
(2,27} = (’ITLlC)QEiijk (4.49)

bem como os colchetes com o momento canonico
. . . e . . . e ..
{«",P;} =¢";, {p'.P;}= EaiAj, {8, P;} =0, {P,P}= EF” (4.50)
Motivados por essa lista de colchetes, quando estudarmos os colchetes da teoria covariante,
na secao 4.5, precisaremos obter nesta na aproximagao os listados acima. Além disso, na

aproximagao 1/c nossa cole¢ao de colchetes coincide com a canonica (4.4). Com nossa

colecao completa de colchetes podemos enunciar:

Afirmacao 4.3.1. O Hamiltoniano (4.31) com os colchetes acima implicam nas equagoes
de Frenkel (4.12) e (4.23) para a dindmica da particula.

Demonstracao.

ciixt” = {2, Hp} = {xi,mc2 + 2717% (p - iA)2 +eA® — % {(S,B) + rrlzc(s’ [E,p])}} =
- {xz,Pk}Z - mic{xa SKYBF 4 0y = {9»51,73’“}7;1 + 0y =
= {xi,pk}zg—l—OQ = 7::4—02 — mcf; =7P.

dzi ={P" Hy} + a;j = {P 27171732 +eA" — % {(S,B) + Wlw(s, [E,pD}} - iaéf =
- {Pi,Pj}Zj + e{Pi,xj}g‘j — %{Pi, SEBFY — egj; + 0,y =
= %FUPJ' — eaij%;lj — egf; — %{pi, SEB*} + 0, =%
e (M 08) o,

C Bl +eE 0, — — [p,B] + ¢E,

mc
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onde em (x) utilizamos que o campo magnético é constante, ver se¢ao 4.1. Por fim,

dS"

(s Hy = {5 P ea’ - S 8B+ (s [Bp])} )| =
— {5, 73’“}7;: +e{St, xf}%;l: - %{sﬁ SEBRY — (mec)fnmk{si, EmpmSt) =
_ —i{si,Ak}Zk —efd, si}gf - {81,548 - “nmk(zf;amsl + 0y =
s T (5 - 530.8) S — o - (B
= o (Ep)S" = E(p.8)) = = (B8] + - (1B.pL.S] ) + 0, =
= e ([P [S I [, [B,pl)) = (B, S+ 0y =
=~ B [P = (B, S) + 0 =
- Bsi+ o ERSI} = P=-{Bs+ Eps]}
onde em (%) utilizamos a identidade de Jacobi. O

Perceba que esta afirmagao é a primeira parte da demonstracao da afirmacao 4.2.5,
onde veremos a segunda parte somente na secao 4.5, quando tivermos a colecao completa

de colchetes covariantes.

4.4 EQUIVALENCIA CLASSICA E QUANTICA

Pauli, com sua formulagdo Hamiltoniana (4.3) e (4.4) construiu a mecénica quantica
(4.10) substituindo as variaveis classicas pelos operadores (4.6) que devem obedecer a regra
de quantiza¢ao de Dirac. Como vimos, Hamiltoniano (4.31) e colchetes (4.46), (4.48) e
(4.49) diferem da teoria de Pauli, mesmo assim veremos que ambas teorias produzem a
mesma mecanica quantica.

Para substituirmos as varidveis classicas 24 = (2, p?, S¥) por operadores que

respeitam a regra de quantizacao de Dirac (4.5), as varidveis devem ser obtidas dos

operadores Hermitianos

P = —ihd;, (451)
PO h ¢tk pi gk (452)
4(mc)? :
e f (p,o) P’ | _h
s M| i ppo po’ |\ A, 1 . A
o 2 { 2(mc)? * Q(mc)Q} 92 {U + 2(mc)? [P, [G',p]]} (4.53)

onde o' sdo as matrizes de Pauili 2 x 2. Os operadores agem no espaco de funcoes de onda

de duas componentes: ¥,(t,x), a = 1,2.
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Afirmacao 4.4.1. A partir da regra de quantiza¢io de Dirac (4.5), os comutadores dos

operadores definidos em (4.51)-(4.53) estao em correspondéncia com os colchetes nao

canonicos: (4.44)-(4.49).

Demonstracio. Primeiro, como o operador p' tem comportamento de derivada parcial, e

o comutador age sobre uma fungao 1, obtemos a seguinte propriedade:

[, A = (p' AT — Ay = ' (ATg) — AV (p'
(P

) =
= (p' ATy + AT (p'y) — A (') = (P A7)

portanto, considerando A’ = p/, 27, S7 e a regra de quantizacao de Dirac, temos

P]=0 = {pp'}=0 (4.54)
[, 27] = —ihd'; = {a'p} =6 (4.55)
7,5]=0 = {p’,5}=0 (4.56)

em conformidade com o obtido anteriormente. Facamos

R A — r R _
T ] — (3 Jl T A A J . mmiAn __m J —
[#,8) = 3’ ol) = o {la' P (B o)) = [0, 8071} — s e [p0™ o) + O
_ h PN AN NI i 91 g
=~ e (& P1B,0) + la’, 0] - [a', p2lo'}
_ h? emmﬁn[am Uj]+04:
8(mc)? ’
_ _ih%ij ~ h i k) k h i ok Ak j
- 4(mc)2 (paa)_mp][x7p ]U +4(mc) {[ T,p ]p +p [ 7p ]}O’ -
2
- 8(h )zemmﬁnZZem]k k+O
me
ih25ij(f), 0') 2h2ﬁj($k10'k ih25kiﬁk0j ZFLQ L
[ _ . 62 577, _ 51 577, AT —
4(mc)? 4(mc)? - 2(mc)? 4(mc)? 2 g $075)p"0 + O
ih*0';(p, o)  ih*plo?

T 2(mc)? * 2(mc)? 04 =

ih [ ok X
= (277 =95 (b 37) f+ 00

15 3 5

VY YR
_ P 1S9 —6(p,S)
(me)?

onde em (%) adicionamos termos de ordem 1/c*, assim

o 5SI — 85 (H. S iSi _— 8. (p.S
[@Z,SJ]IZHPS J£p7 ) pS J(pa )

— {257} = . (4.57)

(mc) (mc)



77

Além disso,

2(mc)?

m
2 B etk gl pi ik 2 kjl ~lnink 2k 5k f A2
2i€”k0'k— pjp 1€ o' p'p " 1€9%0"p L0, =
2(m Q(mc) (mc)?

h2 zyk + ZhQ (
4(mc)?

in h?wk i
:< 2( ) o))+ Os

p'p.of =, o)) + 01 =

) — {SZ,SJ}:e”’“<S’“+

hejnm [ i m] heinm
4(mc)? e 4(mc)?
_hejnm[ z’ﬁn] B he mm[p ]
4(mc)? 4(mc)?
Z’h2€jnm5in0.m ’LFLQ Einménj oM
— +
4(mc)? 4(mc)?
ihQEijkO'k

N 2(mc)? +0i=

[, &) = [a",27] - s["0™, 2] + Oy =

+ 04 =
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assim b .
. . ) RN . . ..
P 3) = ——kSF —= {2 27} = ——€UFSE 4.59
R oy = s (159)
Portanto todos os comutadores, segundo a regra de quantizacao de Dirac, estao em

conformidade com os colchetes obtidos anteriormente. ]

Observagao 4.4.2. Caso nao tivéssemos feito a construcdo do colchete {z', 27} pela
identidade de Jacobi, veriamos a necessidade de defini-lo da mesma forma como fizemos
em (4.49) ao estudarmos seu comutador [2%, 2], em (4.59), pois somente assim obterfamos

a validade da quantizacao de Dirac.

Como haviamos comentado na secao 4.1, a estrutura final do Hamiltoniano quantico
da teoria de Pauli, dado por (4.10), foi devido também a relacao trivial (4.11). Entretanto,
a proxima afirmagao mostrara que, devido a nao trivialidade do operador posigao (4.52), na
teoria covariante, a expansao do potencial sera diferente. Este fator extra que contribuird

para a equivaléncia das teorias, a nivel quantico.

Afirmagao 4.4.3. Substituindo os operadores (4.51), (4.52) e (4.53) em A*(2") e expan-
dindo a expressio resultante em séries até a ordem 1/c?, obtemos
Carniy € i 0/ri\ _ A0/ € & P oA
—EA(.T} )= —EA(x ) e eA’(%') =eA’(2") + W(S, [E, p]) (4.60)
Demonstragio. Fagamos a expansio em séries de A(2%) até a ordem 1/c?. Perceba que na

identidade que queremos, tal fator ja é acompanhado de 1/c¢, denotamos

‘ B 1
) = jnman m.
§ = 4(mc)2€ plo 2
assim
_C igaiy — _C pigd _siy - & iy L(OAT | OA _
CA(.?Z) CA(;I: ) C{A(aj) 2(83;3'5 +(5(9xf + O3
=A@+ 05 = ——A@F) = —CA()

Agora, pelas condic¢des iniciais que impomos nos campos elétrico e magnético, o potencial

A nao depende explicitamente de 2° portanto dyA* = 0, assim —FE; = 9;4y. Temos

0 0
A3 = A’ — 5) = Ax) — 2 (M 5+ 51‘8’4,) + 0y =

2 \ ox ozt

A 1 [0A° th A 0A°

A0y i Y —(®)
A%(z") 2((%2.5 +2(mc)2(s’r0tE)+8ﬂ5>+O3
2(mc)2 7 2 2(mc)2 ) ) 3

) 1 N . . e A

_ AO A E A~ AU AN AO 7 E ~
(z") + 2(mc)2( [P.S)+05 = eA(%)=eA(2) + 2<mc)2(s’ [E. p])

onde em (%) utilizamos o fato do campo elétrico ser central. O
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E segunda equacio de (4.60) que resultara no fator 1/2 desejado: Substituindo as
variaveis cldssicas do hamiltoniano (4.31) pelos operadores Hermitianos (4.51), (4.52) e

(4.53), o Hamiltoniano quantico da teoria covariante serd

Ao = mé + ;n ( - iA(ﬂ))Q ed(ah) - = {(S, B)+ (S, [E. f)])} (4.61)

Coincidindo com o Hamiltoniano quéntico (4.10) da teoria de Pauli. Portanto, a nivel

quantico, as teorias sao equivalentes.

Também podemos nos perguntar qual a relagao entre as formulagoes de Pauli e a co-
variante como teorias classicas. Partindo da formulacao covariante, procuramos pelo espaco
de fase das varidveis que obedecem aos colchetes candnicos, isto é, queremos {z’, p, Si}
que obedecem aos colchetes (4.4) e que estdo ligados a {z*, p', S’} da teoria covariante por

algum conjunto de transformagodes. Definimos este conjunto de transformagoes como:

pl=7p (4.62)
T gt = gk k

="+ 2(mc)2€ PSS (4.63)
i _ Qi ?'(p,S) _ p*S’ _ i 1 i

or =50t 2(mc)?  2(me)? o 2(mc)2[p’ [P, S]] (4.64)

Afirmagao 4.4.4. Transformagoes (4.62), (4.63) e (4.64) caracterizam {z',p., St} com

colchetes canonicos.

Demonstragao. Utilizando a lista de colchetes nao-canodnicos (4.44), (4.45), (4.46), (4.47),
(4.48) e (4.49), temos

{p.,pl} ={p', P’} =0
(o} = { "

2(mc)2€ p"S ,p]}=5j
i o, P(P,S)  pry
7 J — Q ] — g
{pcv ST} {p ) S + 2(mc)2 2(m0)2 O

o ) 1 ) ) )

i — i mmn Qm . Jlt lst —
{t e {x + 2(mc)2E Pt a 2(mc)26 b }
glt Einm

€ i, Lot nqQm ,.J _
2(mc)2{$ DS+ 2(mc)2{p S™ o xl} + Oy

Eiijk 6jlt - . Lo i ot inm
_ Ezijk N 6jlt (5ilSt B ginm

(me)?  2(mce)? 2(mc)?

=0,

= {miv xj} +

({p", 27} 8™ +p"{S™ '}) + 04 =

5", =
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. - 1 . P(p,S) p*y
7 ] — 2 mm, n Qm ] . —
{2, St} {x * 2(mc)2E PR ST 2(mc)?  2(mc)?

({x P]pksk} {z' apkpksj}) + 2(mc)?

= {2", 57} + {p"S™ SI} + Oy =

ST
= 8} g (S () -

1 inm

({a", p"}p"S7 + p*{a?, p*}57) +

pn{Sm’S]} +O4 —

B 2(mc)? 2(mc)?
P 5mS) GnS) | PSPy dmpeis
~ (me)? (mc)? * 2(mc)? * 2(me)?  (mc)? * 2(mc)? +0:=

s[p, [p, S]], 57 +

1 g\
2(mc)2 [p7 [p> SH } -
( BE ;({S" [p, [P, S]} + {[p. [P, 8]", 8}) + Os =
'ijpk<p7 ) Ezklpjpksl B EijkPQSk kjl zpksl ijkp2sk

0
(sh5ih = {5+ 5
(s

SJ}+

=St (me)? 2(mc)? 2(mc)? 2(mc)? 2(mc)? 04 =
= ¢Sy + 2(67:;)2 (r"(p.S) — p*S") + 2me)? ¢*[p, S, p]* + 04 =
= SE = e PSP+ e lp. 8]l =
= €Ik gk.
[l

Afirmacao 4.4.5. O Hamiltoniano fisico da teoria covariante, (4.31), escrito em termos

destas varidveis {x, p., Sk} transforma-se no Hamiltoniano de Pauli.

Demonstracdo. Assim como fizemos na passagem classica — quantica, precisamos expandir

o potencial segundo (4.63), ou seja,

Af(xl) = A¥(2* —¢') onde §' = —WG p"S™ ~ Os.
com isso, temos
) = S A — ) = | ) 4 50+ Oy =
c c c
— S Ay N AN
CA (') 4+ 03 = CA(xc) CA(x )
e
0
A%(2') = A%(2' — &%) = A%(a") + 861452 + 03 =
Eieinmanm
= A%(2") 2(mo)? + 04
4 1 . . 1
_AOz_iE AOz:AOz_ E
0) = S B S0 = Al = A6 — g (S, [B,p)
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Levando em conta que Sy = S + O,, obtemos

Hy = 5 (b= SAGD) +edd) — < L(S0.8) 4 5 (Sr.B.p)} =

2m
— g (P SAWY) 4 A - (S B~ o {(8B) 4 (S [BpD) ) -
= o (p=aw) + 6 - S s+ s mp)) -
= H,y, — (mc)?

]

Logo, a nivel classico, as formula¢oes covariante e de Pauli estao relacionadas pelas
transformagoes nao canonicas (4.62), (4.63) e (4.64) do espaco de fase (na aproximacao

até a ordem 1/c?). Portanto, descrevem a mesma teoria cldssica.

Como consequéncia, o vetor Sr, definido em (4.64), obedece a equagao de Thomas
(4.2). Devido a isso, podemos chama-lo também de spin de Thomas. Para mostrarmos

este fato, primeiro observe que S =S + Os e

dp dP edA e edA dp
Assim obtemos
dSt d

o {5+ g 8] -

= nar L 09 7 o

S
© Z[g
w
| I
| E—
+
| ——
T
| — |
T
o
| &
| I—
| E—
——
=
[ RN

= el B8] = (o B P81+ 5 (B S]]+ [ B8]} + 0 =
= = 1elBS) = 5 e B .S+ [, S, ElJ} + 0 =
- {B.8)+ 5 -[Epl.SI} +0: -
=== {B.s1) - 5 (P ELS:I | + O,
portanto
R S R | S

Situagao similar ocorre para um corpo rotacionando na relatividade geral. Aqui, equagoes
da dinamica para o spin podem ser deduzidas a partir da analise das equagoes de Einstein
no formalismo multipolar [50], ou no cenario geométrico, assumindo o transporte de
Fermi-Walker do vetor de spin [51]. Os dois spins acabam sendo diferentes e relacionados
pela analogia gravitacional da equacao (4.64), comparar equacao (103) da referéncia [52]
com a obtida em (4.66).
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4.5 VERSAO COVARIANTE MANIFESTA DA TEORIA DE PAULI

Como vimos anteriormente, na aproximacao 1/c¢?, a expressao (4.30) do Hamiltoni-
ano covariante nos conduz a teoria de Pauli, portanto podemos considera-lo como sendo o
Hamiltoniano de sua versao explicitamente covariante. Entretanto, tal Hamiltoniano deve
ser acompanhando da generalizagao dos colchetes (4.44), (4.45), (4.46), (4.47), (4.48) e

(4.49) de forma a serem Poincaré-invariantes.

Além disso, os colchetes devem nos levar a equagoes U (1)—invariantes do movimento,
entao eles precisam ser invariantes sob transfomacgoes de calibre (locais); bem como, na
aproximagao 1/ 2, coincidir com os propostos na versao aproximada e reproduzir a mesma
dindmica descrita nas equagoes de Frenkel (4.12) e (4.23) para a dindmica da particula.
Neste momento encerraremos a discussao iniciada na afirmacao 4.2.5. Pelas identidades
(4.18), obtemos

Fu = 0,4, — 0,4, = 0,4, + 0,0\ — 0,A!, — 9,0, = 9,A, — 0,A,, = F',  (4.67)

e como S* depende explicitamente de PH* segue que S"* = S*. Obtemos assim, por
calculo direto, a invaridncia local do Hamiltoniano (4.30). A seguir, faremos a construcao
dos colchetes explicitamente covariantes, onde a cada proposta de colchetes iremos mostrar a
U(1)—invariancia e sua equivaléncia com os propostos na aproximacio 1/c*. Ja de antemao,
percebemos que os colchetes {2, p,}, {p,,p,} € {pu, S*} ndo sdo U(1)—invariantes,

portanto devem ser modificados. Primeiro, generalizamos

v 1 v
{QZ’H,LE } = —277)25'” y (468)
(0% 12 1 124[0%
{z%, S" = ﬁp[ﬂs] . (4.69)
Na aproximacao 1/c?:
o 1 .. 2ukgk 1 ..
(A Y o ¥ — ijk ok
{27} 27725 2(mc)? (mc)QE o
e
(', 87} = e { e PlS ) = g ot - e =
B —((5’55% — (5%5%)7”5’“ — ((5ij5mk — 5jk5mi)73m5k B
B 2(mc)? B
_ P —55(P,S) _ p'S —d%(p,S)
(me)? (mc)?

em conformidade com os propostos em (4.46) e (4.49). Além disso, sao U(1)—invariantes,

pois dependem explicitamente de S* e PH.

Substituindo as transformagoes locais no colchete {z*, p, } = 6", definido em (4.34),

obtemos
e

R vV
(2% 0} v e

S 00D\
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ao invés de {z#,p/} = §*,. Precisamos compensar o fator extra alterando o colchete

original para

H Y a— L MO
{x ’p’/} (5 v 2(:7325 804141/. (470)
Na aproximacao 1/c*:
i ( € TQ i i
{x>pj}:6j+26<mc)28 aaAj:5j+03:5j

em conformidade com o proposto em (4.44). Substituindo as transformagoes locais neste

colchete, obtemos

e} ={2"p} + 5 PQSWa I\ =
(&
g K J—
o 207325 2 73
= o po /
o, 207325 On A,

ou seja, ¢ U(1)—invariante.
Pelo mesmo processo em {p,, p,} = 0, seguindo a formulagao antiga, obtemos
., e e e
{p,uvpy} = _E{pu’ aVA} - E{au)‘7pV} + g{aMAv aV)\} -

2
e e e N
= —E{py, 27 }0,0,\ — anau/\{ﬂ,py} + C—zﬁvﬁﬂ/\{x“’, 1°}0,0,\ =

2

= 5577 197(0aA,) (0,0,0) = §7(0:A,)(D,0,0) + 5(9,0,0) (0. N)] =
= —257)2 [S7(Da(Ay = 0uN))(050,0) = S7(0aAy) (050, 0)] =
— 227)2 (5700 A}) (0,0,)) — S7(0aAy)(050,0)]

ao invés de {pu, p,,} = 0. Para compensarmos o fator extra, alteramos o colchete para

{pup} = 2P2Sa DA, 05A,. (4.71)

Na aproximacio 1/c¢?:
02

2¢2(me)?

em conformidade com o proposto em (4.45). Substituindo as transformagoes locais,

{pi,pj} = S48 W Ai0gA; =04, =0

obtemos
o2

0L} =~ [S7(0aA)(954,) = 5°%(0aA,) 050,0)] -

2
e o o
— gapa |5 (054)(0.0,0) + 5% (a0, 0) (050,0)| =
e? o2
- 202P2S "0aA w054, + 2022
2
=5 27)250/38 Al 95 A,

ou seja, ¢ U(1)—invariante.

S (0,0, \) D5 AL =
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Observacao 4.5.1. A partir dos colchetes enunciados, para o momento canénico P,

obtemos
e
{P..P,} =-F,, {2"P}=0,., {p.P}= EauA,,. (4.72)
De fato,

2
e e e
{Pm PI/} = {pmpu} - *{pu, x“}@aA,, — EaaAu{xa,p,,} + —0 Au{ﬁa :1:5}85/1,/ -

o e e
— 27325 P(0aA,)(054,) + EGMAV — Ea,,AM +
6

= £(0,4, — 0 A) = “F,

RS OsA)0uA,) =

(&
SHY0,A,
2cP? + 2cP?

SFO,A, =

2 2

S 0D A + ST, = o S0 A A, =
= 29,4,
Cau

PP} =

Repetindo a construgdo para {p,, S**} = 0, obtemos

/ « €
{p),, 5%} = P

ao invés de {p/,, S*’} = 0. Para compensarmos o fator extra, alteramos o colchete para

{pa, 5"} =

(8,0, \)PlsAh,

—3 L pligrig, Ay (4.73)

Na aproximacio 1/c?:

{plvs } -

]nmpnsm]BaAB_ ’])[nsmﬁaAﬂ_Og_O

e

em conformidade com o proposto em (4.47). Substituindo as transformagoes locais,

4c(mc)

obtemos

{pLaSa’ﬁ} = PQPO‘SB 79,A, — %(aﬁaﬂ)\)p[asﬂh

= @P[asm'@,ﬁl;,

ou seja, é U(1)—invariante.

Observacao 4.5.2. Novamente, para o momento canonico, obtemos

{Sm P} = ﬁp S g, (4.74)

De fato,
ju% 7) € 7) wQvp € 7) wQulp
{S y a}__ —672 [ S] 30145—1—? [ S] (95140 —

__° v
= ﬁp[ug} Fa
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Para determinarmos o tltimo colchete, o de {S*?, S#}, as transformacdes locais
nao exigem nenhuma alteragdo se adotarmos a definicio dada em (4.41). Entretanto,
nossa colecao de colchetes covariantes deve preservar a identidade (4.33). Veremos a seguir
que para as variaveis ® e pg a condicao ¢ satisfeita a partir dos colchetes ja enunciados,
mas serd védlida para S somente se fizermos uma alteracio no colchete {57 SH'}.

Confirmamos entao para as duas primeiras variaveis:
1
{z, S"P,} = SH{x*, P, } + {a*, S }P, = S*§%, + HP[“S”]QPV =

0} 1 ro v (6% (67 67
= 5" 4 5 PIS"P, - EPS“P — gHe _ gre—

62

v - _
{Pa, S"P,} 523

+ %P[ﬂsylﬂa AP, =

S A,0A, + S5 (ma - a) 0, A, +
C

2cP?

- 27325#”575(@14)(@314) 2732

G A = ppugqrp A _ _— praqup A =
+ S0, A, + PSP, — PSP,

S*“’SW(%A )(0,A,)+

=0
orém, para a ultima variavel (considerando a definicdo (4.41)) obtemos
p P ¢
@ v e vplo av Qpv
{58 smp,Y = CTDQSM pl Sﬁ]vo 4+ oNlrgsIp

€ v (&7
= CTDZSM Pl Sﬁth

Para compensarmos este fator, redefinimos o colchete para

{87, 5m} = aNtengh)  —— _plo(gFS)Alprl (4.75)

(7’2)

Na aproximacao 1/c*:

{Si, Sj} — 1166mm6jab [QN(naSmb) 4 C(;2>2 (SFS)m}[a/Pb]] _
— (lik kE_ AT oY) _ ijk o, P AP,D)
e R

em conformidade com o proposto em (4.48). Por defini¢do, ndo precisamos testar a
U(1)—invariancia. E finalmente, a condigao (4.33) é satisfeita para essa nova defini¢ao do

colchete, de fato

{897, 8" P} = — 5Pl R, + aN P, 4 Pl (SFS)pip, =

(7)2)2

- —@PQ(SFS)W C; PP (SFS)O‘“Jr

Pl(SFS)mp? +

P [« g VFWS"”P“PV =

(7’2) (7’2)

= Pplygps)flr  —_plegpg)ile — .
CPP( )+P7’( )’
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Portanto a colecao de colchetes sera

(o, 2"} = —Q—PQSW (4.76)
(%, 5} = P[#svla (4.77)
{a", py} =5ﬂy — 5 P25ﬂaa WAy, (4.78)
{pu: v} = 2;25"‘58 A,034,, (4.79)
{Pa: 5"} = 5 - plgiy, A,g, (4.80)

(S8 g} = gNlergh) 4 Pl (SFS) kp] (4.81)

(7’2)
onde sao todos U(1)—invariantes, explicitamente covariantes, atendem a condicao (4.33) e,
na aproximagao 1/c?, retornam a cole¢ao de colchetes obtida na se¢io 4.3. Além disso, os

colchetes com o momento candnico sao

{a", P} =", A{pu, P} = %@Ay (4.82)

{’]DM,’]DV} - ZFWJ? {SHV”]DQ} - %'P[“Sl’]ﬁ}?ﬁa (483)

Afirmacéo 4.5.3. Computando :* = {24, H}, a dindmica descrita pelo Hamiltoniano

covariante (4.30) serd

so E B eu a eu aB "
YT 2mep? (SEP)* + 8mc7325 (OpFuw) S, (4.84)
po = £ poip, e 5 - O (psip): (4.85)
mc 4m H 2mc2 P2 :
Saﬁ _ €/L F[a S,B]u ( )P[Q(SFP)B]—|—
Z,LLL e e’ (4.86)
_ " plaghly w P pla Bl
t imaprh S Oy ) S — o ( PQ)QP (SFSFP)

e na aproximagio 1/c* obtemos (4.12) e (4.23) para a dindmica da particula.

Demonstracao.
.a_{aH}_L{apr}_ei'u{aF SHY =
WL I T W VI dme T a
Pa Eu fe v @ v
= = {2 2 HOs Fu) S + Fuda®, 5] =
fpoz el o v eu va v Quo
- 7)25 ’8(05FW)SM 7)2F (’P“S — prsH ) =
Pa en « v e,u ve ver
m T 8mc7325 6<86Fw)5u 4mcP? (FHVPNS - F,PrS )=
7)0( ep ' v ep av
5 (O3S = S B P =
P (SFP)” + —" Saﬁ (05 Fpu)S™,

SmcP?

T 2mep?
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tal como querfamos. E na aproximagao 1/c¢? é direto que

X = i’P.
m
Para o momento candnico obtemos
= {P* H} = 7Faﬁ7> — R[ {27, P} (0, F,)S" + E,.{P* S"}] =

_ poB o g ¢’ H BQUY L @
mcF 73+4 (0 W)S 27)2F wPHSTTE,

Foz,B o . (172 6 H FSFP)®
" me P +4m (0% Fyw)S 2m62732( SEP)

tal como querfamos. E na aproximacio 1/c? também é direto que
. e
mc
Por fim, para o spin obtemos

. 1 e
af _ ~ fgap B ap 2% af qur] —
S m{S ,Pu}P 4mc[{S  FL pSH + FL {8, SH Y

:L [ g8y w7 cp [ @By my
— e PSP — PQP S8, F,,) S+
= +F, | 2N“5) 4 e (sFs)Alp
(VRS P (PSP
elLL (0% v (0%
= 4ch2P[ S (0, F,,)S" +WP[ (SFP)7—
2
_ O Nlnp gy CH [ Bllu ) ®
5 NV FLS (P pl(sFs) Ik E,, P
1—p)
F[a Blv 4 e o g P~
——F,S ey CL M
2
_ P plaghly wo_ cCH [a B8]
+ 4mcp279 S8, F,,)S 2mc2(P2)2P (SFSFP)?),

onde na passagem (x) fizemos para o pentltimo termo (consideramos uma permutagao

ciclica dos indices na defini¢ao (4.41)):
F,,N©rngh) — p [Nongh _ Novghn o Nuigre _ NvBgre| —
= F,N**S" — F, N**S? 4+ F,,,N°"S"* — F,,,N** §"* —
= QFMV(NOWSBV + NPrgve) = 2F,, (N NHaghv _ NuB gy — QFWNM[aSﬁ]V =

[ a wpB
—2|F, (nua PPP ) S _F, (nuﬁ _P'P ) Sw] .

P2
pogbr pru PBGav pru
P2 o P2 -

=2 |F*,S" — FP, 5% +

=2 |Flo, g0 4

Pl (SFS)P
'p2



88

e para o ultimo termo na passagem (x), fizemos:

Pl(sFs)nE, P = Pl(SFS)HE,, PY — Pl(SFS)VE,, P =
— PY(SFS)F, P’ — PY(SFS)*"F,, P’ — P(SFS)E, P’ =
— P*(SFSFP)’ — PA(SFSFP)* + P(SFS)MF,, P’ =
— 2Pl (SFSFP).

—~ —~

Na aproximacio 1/c¢?, obtemos (assumindo g = 1 a fim de comparagao):

Sk = Zeljkslj — _Zinc [FlOSJO + F’LtSjt o F][)SZO _ F]tslt] _

T {EQ[p’ S EReSE €M pBr2tst ejt"B”QEiuSl} =

dme me me
(& L e N 4 '
= ot € I[P, SI) = 5 e (@0 — 0007 [BYST - BIST] =
1

= _© {[]37 S]k + 7[E, [p’ S”k}

mc mc

]

Junto com as equagoes algébricas S*P, = 0 e H = 0 elas formam a versao
explicitamente Poincaré-invariante da teoria de Pauli para um valor arbitrario de momento
magnético p. Os colchetes (4.76)-(4.81) obedecem a condigao (4.33) entao a condigao
suplementar de spin (4.27) é consistente com a dinamica (4.84)-(4.86). A condicao H =0

é consistente por construcao, H = {H, H} = 0.

O Hamiltoniano (4.30), mesmo sendo fungao linear do spin e do campo eletromag-
nético, nos da equagdes nao-lineares do movimento. Isso acontece devido ao fato de que

uma parte essencial da interagao acaba por ser codificada nos colchetes nao-canonicos
(4.76)-(4.81).

Como vimos também, na aproximacao 1/c?, nossas equagoes da dindmica (4.84)-
(4.86) se reduzem as equagoes de Frenkel (4.12) e (4.23), enquanto que colchetes (4.76)-(4.81)
se reduzem aos (4.44)-(4.49). Mostrando que (4.31) é o Hamiltoniano de tempo fisico da

teoria covariante (4.30), na aproximacao 1/c%.
Observagao 4.5.4. Equacao (4.84), na aproximacio 1/c®, implica na seguinte expressao
para o momento canonico:

ep
2me3

L\ elu (0% 7
(SFi)® + e F(0sF,,)S", (4.87)

isso pode ser usado para excluir P das equagoes (4.85) e (4.86), novamente, na aproximagao

P =ma® —

1/¢3. Além disso, mantendo apenas a ordem linear nos termos F** (aproximagao estudada

por Frenkel [20]), as equagoes resultantes coincidem com as de Frenkel, a saber:

Q 17 € L\ € (63 v
T3S B(05F,,)S" | = E(ng:) + m(a F,,)S" (4.88)

d e e
. e - F =\
- ma 3 (SFi)* +
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. 1
GaB _ € Flo g8lv 4 W’f[asﬂh(&ypﬂy)sw e SMi =) (4.89)

mc
portanto as equacgoes de Frenkel aproximadamente covariantes podem ser transformadas

em covariantes ao adicionarmos termos que nao sao mais do que quadraticos no spin e no

campo.

4.6 O PAPEL DO SPIN DE THOMAS NO FORMALISMO COVARIANTE

Nesta se¢io, retornamos a andlise da teoria covariante na aproximagiao 1/c?. Como
vimos, equagoes (4.84)-(4.86), na aproximagao 1/c? reduzem as equagoes de Frenkel (4.12)
e (4.23). Assim como vimos na sec¢ao 4.4, elas resultam na mecanica quantica de Pauli
sem nenhum apelo ao vetor de Thomas ou a férmula da precessdo de Thomas. Para
entendermos o papel do vetor de Thomas no formalismo covariante vamos examinar as
propriedades de transformagao do spin de Frenkel na passagem do laboratério para os

observadores: acompanhante (OA) e instantaneamente acompanhante (OII).

Observador acompanhante é um sistema nao inercial em que a particula esta sempre
centrada na origem. Para 4—vetores e 4—tensores (campos ao longo da trajetéria da
particula) as transformagoes do laboratério ao observador acompanhante sao determinadas
pela matriz de transformacao de impulso (2.7) ou (2.12), onde a velocidade v depende do

parametro, rescrevemos:

Ay (v(7)) =v( e A /c ) ) , (490)

onde

. 1 ) —1) . .

Al (v/e)=— [6Zj + (72)022}3] , (4.91)
vy v

ressaltando que v e A; passam a ser grandezas que dependem do parametro, pois dependem

dx .

dt lg(r)’

precisamos manter explicitamente o fator 1/¢ para sabermos onde aproximar. Por (4.17) é

explicitamente de v = v(7) = e nao vamos utilizar a notacao do capitulo 2, pois

conveniente escrever a velocidade em relacao ao momento candnico

v C;’O _p(7)

Usando a regra de transformagao do tensor de spin de Frenkel

+ 0. (4.92)

SI(7) = Mo A”5S5°% (7)

e equagao (4.28) obtemos a seguinte regra de transformagdo para as componentes espaciais

do tensor de spin:

S/ = €k lsk + ( ( 7]0)2 - (Z,’;)Ql )> P, [’P,S]]k} . (4.93)
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De fato, facamos separadamente os termos abaixo

. . ) —1) . gnm
AN (S = — (5% + wvlvn> v g P =
2V ik ok j 29(y—1) i
- = m T a2/ 10\ 2 ’ 7S I =
(730)26 S P P (P)Q(Po)z (P [P ])P P
2 ) )
=o' P S

o o 2 ) .
NoAT 8" = — NN 5™ = ¢ PZ)QPZ[P, S}/

i AJ ' (=1, j (v =1 k ok
ln ]m nm ’Ln 3 n ]m J m nm
NN S —(6 + (P PP 07 + (PP PIP™ ) 2e"MES" =

2(v—1) k
oy [Po1P.S]

= 2¢k Gk _

Combinando as trés parcelas obtemos a identidade (4.93).

Noés assumimos que as fungdes Si = 1™ S™™ descrevem a dire¢io do eixo de spin

no sistema acompanhante. Na aproximagao 1/c?, equacao (4.93) implica na seguinte regra

de transformacao:
1

S'' =8 S||. 4.94
o =S+ S [p. [p. S]] (4.94)
De fato, como na aproximagao 1/ c? temos
1 1 P2 v?2
= — @) =14+ — 4 Oy,
(P92 (me)?  (me)? T e 7 * 2c2 O
entao o termo
vy 1 v—1 1

= e =

(PO)2 (mc)? (P)2 2(me)?
nos levando diretamente a identidade (4.94).

Comparando (4.94) com a defini¢do do spin de Thomas (4.64) o vetor de Thomas

representa a direcdo do eizo de spin no sistema acompanhante, isto é
Sy =8, (4.95)

isso nos indica o significado do spin de Thomas na teoria covariante: Usando os valores do
laboratério S e p, o laboratério consegue computar o vetor Sy de acordo com a equacao
(4.64), obtendo assim a magnitude e a diregao do eixo de spin, como se fosse medido pelo

observador acompanhante.
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Pela identidade (4.95) esperamos que a equacao de Thomas (4.2) descreva a evolugao
do eixo de spin no observador acompanhante. Isso serd confirmado através do cdlculo que

faremos abaixo.

Derivando a equacao (4.94) obtemos a taxa de variagao do vetor que representa o

eixo de spin no observador acompanhante através de quantidades medidas no laboratério,

I = 4L N

onde usamos a regra do produto para derivadas e a identidade de Jacobi para o produto

tal como segue:

interno. Além disso, utilizamos o fator de conversao

d d L0, = d
dr ~ Tdt TP T dt
para obtermos a taxa de variagdo com relacao ao tempo do laboratorio. Como trabalha-
mos na aproximacao 1/c¢?, quase todas as equagoes desta segdo permanecem vdlidas se
simplesmente substituirmos d/dr por d/dt seguindo a relagao acima. Usando equagoes
(4.12) e (4.23) obtemos a seguinte identidade:
ds! e 1
¢=—-——1¢[B,S| - — ,E,S}. 4.97
{B.S)- 5 [p. B8 (497)

dr me

De fato, como os fatores de (4.96), exceto o primeiro, sdo da ordem 1/c? obtemos direto
de (4.23) que

s, e 1 1 1 _
= e BB S] - ([ B S . [ S]] =
- _i {[B, S| + n}w ([E, [p.S]] + [[p. E], S| — [p, [E, S]]) — ;mc[[p,E], S]} =
- s s

se as dindmicas das quantidades do laboratério p(7) e S(7) sao conhecidas, equagao
(4.97) adquire a forma dS! /dr = (7). Resolvendo esta equagao, o laboratdrio ird obter a
dindmica do eixo de spin segundo o que ¢ visto pelo observador acompanhante. Equacao
(4.94) indica que S/, = S + O, entdo substituindo no lado direito da equacao (4.97),
mantendo a aproximacao 1/c¢?, obtemos diretamente

P By

dr mec @

v B8] (1.98)

B 2me

se as equagdes do laboratério E, B e p(7) sao conhecidas, o laboratério pode resolvé-la

para S

A equagao (4.98) apenas coincide com equac¢ao de Thomas (4.2), isso explica o

motivo da equacao de Thomas na teoria covariante: Resolvendo equagdo (4.2) com o
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uso de quantidades do laboratério, o mesmo ira obter as fungdes S*(7), que descrevem
a evolucao no eixo de spin na perspectiva do observador acompanhante. Enfatizamos

novamente que essa interpretacao ¢é valida apenas porque trabalhamos na aproximacao
1/

Afirmacao 4.6.1. Para o campo eletromagnético centrado no sistema acompanhante

obtemos as sequintes regras de transformagdao (tal como proposto em [2]):
1 1
E=E - —[pB]+0, ¢ B=B,+—[p,E]+ 0, (4.99)
me me

Demonstracao. Para mostrarmos este fato, construimos a regra de transformacao quando
consideramos um sistema inercial, isto é, um impulso de Lorentz de velocidade v, apos
isso, utilizando a relagao (4.92) obtemos a regra de transformagao quando a velocidade

depende do parametro 7, isto é, no observador acompanhante. Facamos

F' = (NN — NN ) FO 4 NN P = (KA, — NIGAT,) BAAT A yet BE =

_ i g i (v =1) Hina i Y =D) i b\ abe pe _
CvE +CUE+<5Q+ P) PP 0y + (’P)QPP €"“B+ O3
Y ije c ijc nc (’7_]‘) ipa _ajc npc (/y_l) j ibc pc
:_EEJ[V,E] + €9 B¢ + ) PP e B + P PIPPeBe 4 O3 =
ijc c Y c (7_1) ijc c
_ i {B ~ v, B }— Py P[P B+ 0, =
= ¢l° {BC — %[v, ]C} + O

Como B" = %e”‘mF’"m, obtemos

1
B, = B — E[V,E] +OQ

E como
2
i i Y e ipa i ’7_]‘ ipa a Y a i ’Y—]‘ i abc pe
E/ :F/O :—;U v'E +7<5a+(('P)2)PP>E —EU <6b+((P)2)PPb>€bB =
zyEi—le“icv“Bc%—Og:7Ei+l[v,B]i+Og
C C

obtemos .
E =E+ —[v,B] + Os.
c

Considerando o caso do observador acompanhante, isto é, estamos transformando

E — E/ e B — B, combinando o resultado anterior com a identidade (4.92) temos

1 1
Bg:B_i[p7E] € EZLIE—F*[paB]
mc mc

e como B, =B+ O; e E| = E + O; obtemos diretamente as equagoes (4.99). O
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Usando as equacoes (4.23), (4.98) e (4.99) obtemos a expressao que pode ser
considerada como a equacao da dinamica do vetor que representa o eixo de spin no

observador acompanhante, dada por

s, e

_ rQl /
dr - me [B 7Sa] + [wTa Sa] (4100)
onde p
1 P
= - — 4.101
wr 2(mc)? lp, dt] (4.101)

¢ o vetor velocidade angular da precessao de Thomas. Para obtermos (4.100), basta

fazermos:

(L AR % AR 9 o o | RO

dr me 2me

e 1
= —— B/ ! —_—— E ! -
B, S]] + [ 2(mc)? [p,e ],Sa] + Os

me
e 1 dp

- B/ S/ - o S/
mc[ Sl + [ 2(mc)? lp, dt] ’ “] +0s

Observador acompanhante detectarda um torque no spin exercido pelo campo magnético
B’ e um torque extra segundo o eixo dado pelo vetor wy devido ao cardter nao inercial do
observador acompanhante (tal como discutimos na sec¢ao 3.3). Se E = 0 no laboratério,
pela equacao (4.23) temos dp/dt = Oy e assim (4.100) reduz a equagao da precessao de
spin no campo magnético

s, e

-—1[B,S! 4.102
dT mC[ 7Sa] ( 0 )

Para completarmos a analise, vamos discutir sobre o vetor de Frenkel no observador
instantaneo, no instante 5. Como foi discutido, este observador esta relacionado com o
laboratério pela transformacao (4.90) onde v* representam as componentes da velocidade
da particula no instante 7y fixado. Usando a regra de transformagao do tensor-spin de
Frenkel

S (1) = Ao N 5. S¥P (1)

inst

e equagao (4.28) obtemos a seguinte regra de transformagdo para as componentes espaciais

do tensor de spin:

Sind, = 26 {S’“ ~ 2 pst - e, SH’“} (4.103)

e cPo \&

De fato, o célculo é andlogo ao que fizemos para obter a equagao (4.93), apenas ressaltando

que aqui o impulso é exato. Assim
S = (A", Ny — N, AY)S™ + AL A, 8™ =
2y . . -1 . :
= 2L P, S] vk + (5@ 42 m”) (&m i

CP() v?2

= 2¢'F {Sk - c;éo[v’ P, S]]k} + W‘IZDQEijk[[V, S|, v]¥

U]Um> 2¢mmk gk —
V2
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Afirmagao 4.6.2. Na aprozimagio 1/c* a identidade (4.103) implica nas leis de trans-

formagdo para os vetores de spin de Frenkel e Thomas. Sao elas respectivamente:

1

" 1
Sznst - S + [ [p7 S]] - 2762[‘/7 [V7 S]] (4104)
’ 1
S%inst - 277162 [[Va p]? ST] (4105)

onde v ¢ velocidade da particula no instante 1y enquanto que p € o momento da particula

no instante de observacao.

Demonstracao.
Stha = qemmstzy = Jememe Lt - st - O Vi sy -

— Sy i <1+222+04> (Wlw +03) v, [P.S]) — <;+O4> Vl[ [v,S]J =

=54 v .S - v, S|J + 04

sl

Para calcularmos a lei de transformacao do spin de Thomas facamos primeiro a transfor-

magcao de p:

i o i, =1
Pinge = Nap™ = Evpoﬂ) . 2 )U(v,p)Z
) 1 )
— 2o (me+ S+ 5 (PP = LELS™)) 45+ 0s =
c c 2mc 2c
=p' —muv' + Os,

logo
Pingt =P —mv + Oy (4.106)

Devido a isso, escrevemos o spin de Thomas no observador inercial instantaneo:
1
S’/II1 inst — S//nst + W[pgnstu [p;/nst’ S;/nst]] -
1
2702 [V7 [V7 S”+
D) [p—mv—i—Og,[p—mv—l-Og,S—i-Og]] =

=S+ v, [p.S] -

=S4 o b bS] gl (bS] - o (v, 8]+ (v (o S]]

=S+ 5 plp. S| [v,pl, S] =

2mc?

=Sr+ W[[VapLST + O] =

[V p).S1]

onde em (%) utilizamos a identidade de Jacobi para o termo [p, [v, S]]. O
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Computando a derivada das expressoes (4.104) e (4.105), ou seja,

dsé/"”—@—l—i v d—pS + v a5 —iv a5
dr dr  mc? “ldr’ | P dr 2c2 T dt

s 1 [ [d
S IR

dr  mc dr

ds%,inst o dST + 1 dp S [V ] dSJ _
dr  dr 2mc? d r Pl dr N

_ @8, 1 H dp] ST]+03

dr 2mc? "d

obtemos a taxa de variacao no observador inercial instantaneo através de quantidades do

laboratério. Assim

dsl, dS 1 dp
i S d  me [V’ [dt SH (4.107)
2 = —1,S 4.1
dr dr i ome2 ||Vt |07 (4.108)

Afirmacgao 4.6.3. Tanto a equagio de Thomas (4.2) como a de Frenkel (4.12) preservam
sua forma sob essas transformagoes e portanto podem ser usadas como as equagoes do

movimento para essas quantidades, por quaisquer observadores inerciais.

Demonstragio. Assumimos que a equagao de Thomas (4.2) seja valida em um observador
inercial de velocidade v em relagao ao laboratério. Para mostrarmos a validade da
equagao de Thomas no laboratério, vamos utilizar as regras de transformagao do campo
eletromagnético calculadas na afirmacao 4.6.1 (no caso do observador inercial), a regra de

transformagao do momento (4.106) e o fato de que

dp dP
Assim, pela validade de
dS{Z/” inst €
T = m [B;/nst? S%,inst] + WH insts E;,nst] S%,inst} =
(& (&
=——|B,S —|Iv,E|,S ——||p,E|, S E|, S
mc[ ) T] + me2 [[V7 L T] + 2(mc)2 [[p7 ]7 T] I o 9 [[V ] T] + 05 =
€ € €
- —— B E E
mc[ aST] + 2 [[Vv ]a ST] + 2(mc)2 Hp7 ]7 ST] + O3
pelas equagoes (4.108) e (4.109) obtemos
dSt 1 e e
E|,S;] =—-——B,S E|, S E|. S
dT t o3 22 HV7€ ] ) T] mc[ ) T] + [[V7 ]7 T] 2<TTLC) [[pv ]7 T]
ds e e
— = _7[Ba ST] + [[pv EL ST}

dr me 2(me)
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Logo a covariancia da equacdo de Thomas ¢é valida, ou seja, a equacao preserva sua forma

em qualquer observador inercial e assim pode ser usada como equagao do movimento.
Para a covariancia da equacgao de Frenkel, facamos a mesma construgao

dS;

ins € ¢
Tt = _mc [B’/L'/ﬂ,st? glnst] - W{E;/nsw [pglnsm SletH =
e e € €
= _%[B7 S] + @H‘h E]v S] - W[Eu [pa S]] + me2 [E’ [V’ S]] + 03

pelas equagoes (4.107) e (4.109) obtemos

iﬁzqimﬂ—m;mmnﬂ+JQEWSWH&mﬂ+WﬁEM=
= —%[B,S] - W[Ea [p, S]]
tal como queriamos. O

No instante 7y a particula estd instantaneamente em repouso, entdao 2 = v e assim
(4.104) se reduz a

S = S+ g b 9.5 (4110)

coincidindo com (4.94) como esperado. Do mesmo modo, equagao (4.105) neste instante
sera:
%,inst(TO) = ST<TO> (4111)

como esperado também.

Considere a diferenga entre (4.96) e (4.107) no instante 7y e substituindo na

expressao resultante o fato de S = S, + Oy (direto da equacdo (4.104)) obtemos a relacio
entre a taxa de variacao do vetor de eixo de spin no observador acompanhante com a do
observador inercial instantaneo. Obtendo assim a precessao de Thomas do spin de Frenkel:
as! ds!
@ — st — Tr, SY 4.112
dT dT [ T 'mst] ( )

A diferenca, no instante 7y, ¢ uma rotacao do eixo de spin S’ elo vetor wr, com
) ) st )

velocidade angular igual ao seu médulo.;

Thomas explicou esse efeito cinematico analisando o produto de impulsos de Lorentz,
assim como fizemos no capitulo 2, ver também [9]. Formalmente, enfatizamos que as

equacoes similares obtidas ao longo dessa construgao, tais como

1

Sr =85S+ 2(me)?

[p7 [pa SH + 03,

1

2(mc)

S, =S+

" 1
2 [pa [pa S]] + 037 Sinst =S + W[p7 [p7 S]] + 03
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representam, fora da aproximacao 1/c?, diferentes equacoes e assim adquirem significados

totalmente diferentes.

As imprecisoes (incluindo imprecisao na notagao) feita por diferentes autores na
derivagao e na analise dessas equagoes representam a fonte de inumerosas confusoes da
literatura. Através deste capitulo elucidamos o significado destas equagoes no ponto de
vista da teoria covariante (4.84)-(4.86).

4.7 UMA SEGUNDA FORMULACAO

Nesta se¢ao resolveremos um problema de longa duracao, que consiste em obter a
formulacao Hamiltoniana e assim construir a mecanica quantica para as equacoes de V.
Bargmann, Louis Michel e V. L. Telegli, propostas em [40], que descrevem uma particula

com spin.

Anteriormente, nds apresentamos a versao covariante do Hamiltoniano de Pauli
para a descri¢ao de um elétron com spin pautando o formalismo no modelo S*”: um tensor
4-dimensional antissimétrico que esta relacionado ao 3-vetor de spin de Frenkel S° através

das identidades:

St = 1e”"’“&”k S = 9¢k gk o S0 = iSijP'

4 ’ ’ Py’
Visto que nés assumimos que o spin de Frenkel pode ser identificado como o eixo de spin
no referencial do laboratério e em cada instante de tempo do movimento S*” obedece a

condicao suplementar de spin dada por:

S"P, = 0.

Agora, iremos reescrever o modelo covariante para o spin de Frenkel em forma

equivalente, substituindo S*” pelo vetor 4-dimensional J#* através da seguinte igualdade
mc

Ju = {py€masP’ S (4.113)
onde €05 ¢ 0 sfmbolo de Levi-Civita 4-dimensional, para mais identidades ver apéndice
A. Na teoria das representagoes de campos de Poincaré o 4-vetor J, é conhecido como

vetor de Pauli-Lubanski. Como €,,,3 ¢ antissimétrico J# obedece a identidade:

(P.J)
E consequentemente, obtemos a férmula inversa de (4.113):
2
St = el ] Py (4.115)

me
E a partir das identificagoes (4.113) e (4.115) vamos fazer uma correspondéncia entre ambas

as teorias, o que se espera é sua equivaléncia. Para isso, vamos utilizar com frequéncia as

identidades (na aproximagao 1/c?) ja obtidas anteriormente:

1 1 P2 0 P?
(1—)2+O4> e P —mc<1+2(mc)2+04> (4.116)

PO me 2(me
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Observacgao 4.7.1. Embora a proposta de identificagdo dada em (4.113) possa parecer
artificial, apenas omitimos sua construgao que poderia ser feita, resumidamente, da seguinte

forma:

1. Vamos assumir a existéncia de um 4-vetor J, que atende, em cada instante do
movimento, a condi¢ao suplementar (4.114). Em seguida, fagamos como na teoria
anterior e procuremos a funcao escalar contendo a interacao desejada entre o spin e

o campo eletromagnético.
2. Dentre as primeiras possibilidades de funcao, temos
JHIYE,,  Jtx"F,,, J'p"F,,, JVAYF,,, J'p,, J'A,, J'P,, JMPYEF,,

Descartando todas as identicamente nulas ou inviaveis, resta-nos somente a tultima
opgao J*#P"F,,. Multiplicando pelo fator eu/(mc)? e expandindo até a ordem 1/¢?,

obtemos

el mu € ([ L
(mC)QJ PiEw = me < (J, ) + mc(J’ [B,p]))

3. Portanto seria este o nosso candidato a adicionar ao Hamiltoniano covariante desta
teoria. Porém, ao compararmos com o Hamiltoniano construido anteriormente,
identidade (4.30), obtemos a seguinte relagdo S* = J*P" e assim pela condigao

suplementar de S* teriamos J* = 0.

4. Desta forma precisariamos continuar na procura de uma fungao escalar, porém a
aproximacao feita no item 2, estd muito préxima da estrutura pretendida (4.29).
Para isso, introduzimos o simbolo de Levi-Civita e assim obtemos a fungao escalar
"B J P, Fop.

5. Multiplicando esta fungao pelo escalar eu/2(mc)? e expandindo até a ordem 1/¢?

obtemos

1 1
e, Py Fug = = {(J,B) +—(LE, p])} 0, (4117)

2m mc? me

ou seja, este sera nosso candidato a ser adicionado ao Hamiltoniano covariante desta

teoria.

6. Por fim, bastaria comparar os Hamiltonianos para obtermos a identidade (4.115),
que combinada com (4.114) resultaria em (4.113). Por isso, faz sentido iniciar com a
identificagao (4.113).

Pela identidade (4.113) a parte espacial de J, é dada por

1 1
Ji =S + Wpi(p’ S) — WPQSm (4.118)
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ou seja, J =S 4 Oy, que combinado a identidade (4.117), implica em

1 eu ol e 1
o PRy = mc{(s B) + C(S,[E,p])} (4.119)

tal como querfamos que fosse (em correspondéncia com (4.29)). Desta forma, o Hamiltoni-

ano covariante desta teoria sera dado por

- <pu _ eA“>2 — B wraB 1P Fos + (me)? (4.120)
T om, c mc? prviaf ’ )

Tal como vimos na primeira teoria e pela equagao (4.119), a expressao esperada para o

Hamiltoniano fisico na aproximacio 1/c* serd dada por

1 e 1
Hj,n =mc* ( —A) AO—{JB J,[E } 4.121
J,ph mc +2m p c +e me ( ) C( 7[ 7p]) ( )
e assim Hj,, = Hp, + Oq, onde H,y, é dado por (4.31). Vamos confirmar a validade desta

expressao mais adiante. A condigao (4.114) implica em (P”J ) = 0. Isso implica, como
vimos no formalismo Hamiltoniano, em
d
dr

Onde a ultima igualdade certamente sera nula se considerarmos

OH
(PMJM) = {HJ7,PNJM} = {ZAaPMJu}TAI

{4, PrJ,} =0 (4.122)

Entao precisamos verificar a validade desta identidade para a colegao de colchetes que
acompanhara o Hamiltoniano (4.120). Agora, vamos identificar esta colegdo de colchetes
Poincaré-covariantes e U(1)—invariantes, tais que, seguindo nossa motivagdo do hamilto-
niano fisico, resultard, na aproximacio 1/c?, na colegao ja enunciada de colchetes. Para
fazermos isso, vamos utilizar as correspondéncias (4.113) e (4.115) para transformar o

conjunto de colchetes do formalismo S* no subsequente apresentado:

{at, 2"} = — P ] Py (4.123)
(a#,p,} = o", — mcj 53¢ TiPoda s (4.124)
{pu:pv} = —‘fweaﬁva(aaAu)(aﬁAy)mg (4.125)
(27, J,)} = —ﬁﬁp (4.126)
{py, Ju} = —%PaJﬁé‘yAg (4.127)
(J J} = 7;‘5 CuwasP* T = 7?2) Fo8 1, PyP,J, (4.128)

Para o momento canonico P = p# — €AH, eles implicam em

e
{P;MP } - = uua {1’“773V} - 5“1/7 {plmpu} - EauAVa {va Ja} = ﬁpoﬁjﬂFﬁv
(4.129)
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Observacao 4.7.2. Para este formalismo nao iremos desenvolver com detalhes os passos
algébricos executados, pois os mesmos se assemelham aos da construcao anterior, entretanto

basta levar em conta que:

1. J, é uma grandeza U(1)—invariante, direto por (4.113).

2. Os colchetes {z#, 2"}, {z*,p,} e {p,, p,} decorrem diretamente da identidade (4.115)
e dos colchetes (4.76), (4.78) e (4.79). Sao covariantes, U(1)—invariantes e na
aproximacao resultam, respectivamente, nos colchetes (4.49), (4.44) e (4.45). Com

isso, é possivel obter os trés primeiros colchetes para o momento candnico, em (4.129).

3. Pela mesma construgdo, obtemos o seguinte resultado: {27, J,}P? = A7,5P”, onde
Ao = A73,. Desta forma, podemos definir A7, = —%J”Pap/g, o que atende a
propriedade imposta e resulta em (4.126). Tal colchete é covariante, U(1)—invariante

e na aproximacao resultar (4.46), por consequéncia de (4.118) e

1

(mc)

{.T’L,Jk} = Qlek+O4

4. Da mesma forma, obtemos {p,, Jo}P? = BoP?, onde B.sq = Byqr. Desta forma,
definimos Byyo = — 55 #(0,A5)P,P, que atende a propriedade imposta e resulta
em (4.127). Tal colchete é covariante, U(1)—invariante e na aproximagao resultar
(4.47), por consequéncia de (4.118) e {p;, Jx} = 0+ O3. Com isso é possivel obter a

ultima identidade de (4.129) para o momento canonico.

5. Com estes colchetes definidos, é possivel obter a condicdo (4.122), quando z* é 27,
pY, ou P7.

6. Por fim, resta-nos o colchete {J,, J, } que requer um extenso célculo algébrico. Apds
isso, fora necessario um ajuste em sua proposta final para que 24 = J7 atendesse &
condigao (4.122). Além de ser covariante, U(1)—invariante e na aproximagao resultar

em (4.48), por consequéncia de (4.118) e
{Ji7 Jk:} — Eikmjm + 03

Os colchetes desta teoria, na aproximacio 1/c?, junto com o Hamiltoniano enunciado

em (4.121), implicam nas equagoes de Frenkel®

d d
m—X:P, —P:eE+i[p,B] e
dt me

= {Bs+ —E bS]} @130

assim como haviamos visto.

8 As duas primeiras equacdes apenas com termos de ordem 1/¢, assim como fizemos na primeira

formulacao, ver (4.23).
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Por fim, computando 24 = {24, H;} obtemos as equacoes Hamiltonianas para a

teoria explicitamente covariante, isto é:

1 e 1
Y — PV " ’YMaﬁj |:Fa - aa Fyo’ VO'O)\J :| 4.131
v mP + 2(mc)26 w|fost chQP 5(Fuo)e 0P ( )
'vzipva L wap [p "F _EF’)’F ] 4.132
P me ch+ 2(mc)26 J,u l/a af c viap ( 13 )
Jo= PR g S (= 1P, Fap PP~
T ome mcP? a 75 eb

GMPWEMVaﬁJN { o € o € (e }

T T a7 N9 VO'FQ 7Fl/o’ Fa T N9 yFaF o 4:.1
2<mc>27)2 P, ( ﬁ)‘] + c J B CPQIP B JoP, ( 33)

Junto com as equagoes algébricas P*J, = 0 e H; = 0 elas também formam a versao
explicitamente Poincaré-invariante da teoria de Pauli para um valor arbitrario de momento
magnético p. Os colchetes (4.123)-(4.129) obedecem a condicao (4.122), entéo a condi¢ao
suplementar (4.114) é consistente com a dindmica (4.131)-(4.133).

Na aproximacao até 1/c em (4.131) e (4.132), e assumindo p = 1 nossas equagoes
coincidem com as primeiras duas equagoes de (4.130). E para a tltima, (4.133), na
aproximacao 1/c* obtemos

(me)?

.. ) e )
J' = E'(P,J)+ —|J,B] 4.134
(P.3)+-[3.B] (4134)
A dltima equacao em (4.130) segue desta acima e da relagdo (4.118). Assim como
vimos anteriormente, as equagoes (4.130) representam as equagdes do movimento para o
Hamiltoniano (4.121). Portanto isso mostra que o Hamiltoniano de tempo fisico da teoria

covariante (4.120) na aproximagao 1/c¢* é de fato (4.121).

Para encerrarmos, vamos discutir os resultados obtidos desta secao. A nossa teoria
anterior para uma particula relativista com spin (4.84)-(4.86) pode ser reescrita em termos
das variaveis x#, P¥ e J°, ao invés de x#, P” e S resultando nas equacoes (4.131)-
(4.133). Para compararmos tais equagoes com existentes na literatura, observamos que
elas implicam em

d?at G

dr2 mcFuyiy + Oy, J“j:u =0 (4‘135)

e

7 Eu (e o
Jy = %Fw“] + mcP? (= 1)PyFopd P? + O, (4.136)

Para esta ultima, pela relacao g = 2u e assumindo ¢ = 1, podemos também escrevé-la
como sendo
j, =< [QF WJo - <g - 1) i J“Faga':ﬁ] (4.137)
Tom 277 2 K
Equagoes (4.135) e (4.137) coincidem com as equagoes propostas por V. Bargmann,
Louis Michel e V. L. Telegli (BMT) para descrever uma particula com spin na presenca

dos campos elétrico e magnético constantes, ver [40]. Portanto (4.131)-(4.133) podem ser
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consideradas como formulagdo Hamiltoniana das equagoes BMT, generalizadas no caso de

campo eletromagnético arbitrario.

Os autores B.M.T. sugeriram que spin de elétron pode ser identificado com J no
lugar de S. Para comparar as duas sugestoes (de Frenkel e de BMT), poderiamos considerar
(4.120) e (4.123)-(4.129) na aproximagdo 1/c*. A partir disso construir a mecanica quantica
das equagoes (4.135) e (4.137) de B.M.T.. De acordo com os paragrafos anteriores isso nos
leva a mecanica quantica de Pauli, com certos operadores para a descricao do momento

P, posicao 2% e spin J', dados da seguinte maneira:

o' (4.138)

p'(b,o) -

Pp=1p, Ip=1' e JZ:Sl+2(mC)2

onde p, &' e S% sdo dados em (4.51)-(4.53). A diferenca entre as trés teorias é que posicao

e spin de particula nestas teorias descrevem operadores diferentes:

Teoria Operador posicao Operador de Spin
Pauli 2 =1 A% = gcri
Frenkel | 2/ = 2 h__ ity gk S P . )
ren =" — € o = S0+ ——
4(mc)? 2 2(mc)? P, 17> P
: : P 7 1 )
BMT P, = i Ji = &t 5B _ £2
Tp x + 2(mc)2p (p,O') 4(mc)2p 9

Na primeira aproximacao (desprezando os termos de ordem 1/c¢? ou superior) as
teorias sao indistinguiveis. Entretanto, experimentos de boa precisao sao capazes de
capturar as corregoes relativistas das ordens superiores, e poderiam dar uma resposta a

pergunta: o elétron da natureza é elétron de Pauli, de Frenkel, ou de B.M.T.?
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar a versao manifestamente co-
variante da teoria de Pauli para a descricao de um elétron com spin no formalismo
Hamiltoniano. Os colchetes covariantes da teoria foram obtidos a partir da exigéncia de
consisténcia das equagoes Hamiltonianas com a condigao suplementar de spin (4.27). Isso
implica em uma deformacao nao trivial dos colchetes canonicos. Em particular, o colchete

{z" 2"} que obtemos em (4.76) afirma que as varidveis de posigdo nao sao comutativas.

Portanto, a descricao manifestamente covariante do spin inevitavelmente leva a
teoria dotada de uma geometria nao comutativa. Como mostramos, esse é o fundamento
que é responsavel por transformar o hamiltoniano covariante no hamiltoniano de Pauli. A
esse respeito, destacamos que as particulas com spin representam um exemplo excepcional
da teoria invariante intrinsecamente nao comutativa e relativista, com a nao comutati-
vidade induzida pelo spin que ja se manifesta na escala Compton. Os efeitos devidos a
geometria nao comutativa estao sob consideravel interesse na literatura atual [53-61] e
certamente merecem um estudo detalhado no contexto da invariancia relativista e da nao

comutatividade induzida por spin.

Na aproximacao 1/c¢?, tanto o hamiltoniano (4.31) da teoria covariante quanto os
colchetes (4.44)-(4.49) associados a ele diferem da teoria de Pauli. No entanto, eles levam
a mesma mecéanica quantica, sem nenhum apelo a férmula da precessdo de Thomas (4.112).
A férmula (4.52) nos mostra que a posigao da particula, na mecénica quantica, é dada pelo
operador Pryce (d) em [62]. A nivel classico, a teoria de Pauli pode ser interpretada como
uma aproximagao 1/¢* da teoria covariante escrita com varidveis especiais (4.62)-(4.64).
Essa observagao explica a discrepancia entre os hamiltonianos covariante (4.31) de Pauli
(4.3).

Acidentalmente, a relagdo (4.64) entre os vetores de spin de Frenkel e Thomas
no referencial do laboratério coincide com a regra de transformacgao do vetor de spin de
Frenkel na passagem do laboratério para o observador acompanhante, ver (4.94). Isso
esclarece o significado do spin de Thomas e da equagdo de Thomas no esquema covariante:
resolvendo equagao (4.2), com o uso de quantidades do laboratério, o laboratério obtera
as fungoes S-(7) que descrevem a evolugao do eixo de spin no referencial do observador

acompanhante.

A partir do formalismo covariante do modelo S*”, construimos outro equivalente
com base no modelo J# e obtemos o esperado: na aproximacio 1/c?, obtemos os mesmos
resultados da teoria S*”. Este modelo, entretanto, nos possibilitou a formluacdo hamil-
toniana manifestamente covariante das equacoes B.M.T., generalizadas no caso de uma

particula com spin na presenca de campos elétrico e magnético arbitrarios.



[10]

[11]
[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

104
REFERENCIAS

S. WEINBERG, Gravitation and cosmology: Principles and applications of the general
theory of relativity, Wiley-VCH (1972).

J. D. JACKSON, Classical Electrodynamics, John Willey and Sons, (1975).

B. LESCHE, Teoria da relatividade, 1 ed. Livraria da Fisica, Sao Paulo (2005),
pp-11-17.

R. P. FEYNMAN, Fisica em 12 licoes: ficeis e ndo tao faceis, 2 ed, Nova Fronteira,
Rio de Janeiro (2017), 212-215.

A. DERIGLAZOV, Classical Mechanics: Hamiltonian and Lagrangian Formalism, 2.
ed, Springer (2017).

D. M. GITMAN, I. V. TYUTIN, J. L. ASSIRATI, M. G. DA COSTA, Structure of
the Lorentz transformation of general form, Gravitation and Cosmology, Vol 4 (1998),
pp- 163-166.

P. D. LAX, Linear Algebra and its applications, 2. ed, Wiley, (2007), pp. 169.
L. H. THOMAS, Motion of the Spinning Electron, Nature 117, (1926), pp. 514.

L. H. THOMAS, The Kinematics of an Electron with an Axis, Philosophical Magazine
and Journal od Science 3 S.7, No.13 (1927) 1.

E. P. WIGNER, On unitary representations of the inhomogeneous Lorentz group,
Annals of Mathematics, vol 40, no 1, (1939), pp. 149-204.

C. MOLLER, The Theory of Relativity, Clarendon, Oxford, (1952).

V. 1. RITUS, Transformations of the inhomogeneous lorentz group and the relativistic
kinematics of polarized states, Soviet Physics Jetp, vol 13, no 1, (1961), pp. 240-248.

A. CHAKRABARTI, Applications of the Lorentz Transformation Properties of Cano-
nical Spin Tensors, Journal of Mathematical Physics, 5, 1747, (1964).

Ya. A. SMORODINSKII, Lobachevskian kinematics and geometry, Atomnaya Energiya,
vol 14, no 1, (1963), pp. 110-121.

V. I. RITUS, On the difference between Wigner’s and Moller’s approaches to des-
cription of the Thomas precession, Uspekhi Fizicheskikh Nauk, 177 (1), (2007),
105.

S. S. STEPANOV, Thomas Precession for Spin and for a Rod, Physics of Particles
and Nuclei, 43, (2012), 128.

K. O’'DONNELL, M. VISSER, Elementary analysis of the special relativistic combi-
nation of velocities, Wigner rotation, and Thomas precession; School of Mathematics
Statistics and Operations Research Victoria University of Wellington, New Zealand,
(2018).

G. B. MALYKIN, Thomas Precession: Correct and Incorrect Solutions, Uspekhi
Fizicheskikh Nauk 176 (8), (2006), 865.



[19]

[20]
[21]
[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

31]

32]

33]

[34]

105

G. E. UHLENBECK, G. E. GOUDSMIT, Spinning electrons and structure of spectra,
Nature, 117 (1926) 264.

J. FRENKEL, Die elektrodynamik des rotierenden elektrons, Z. Phys, 37 (1926) 243.
J. FRENKEL, Spinning Electrons, Nature, 117 (1926) 653.

J. P. MILLER, E. DE RAFAEL, B. L. ROBERTS, Muon (g —2): experiment and
theory, Reports on Progress in Physics, 70(5) (2007) 795; Preprint CPT-P07-2007.

J. H. FIELD, E. PICASSO, F. COMBLEY, Tests of fundamental physical theories
from measurements of free charged leptons, Sov. Phys. Uspekhi, 22 (1979) 199.

A. A. POMERANSKY, R. A. SENKOV, I. B. KHRIPLOVICH Spinning relativistic
particles in external fields, Phys. Usp, 170 (2000) 1055; [Usp. Fiz Nauk 43 (2000)
1129).

M. A. OANCEA, C. F. PAGANINI, J. JOUDIOUX, L. ANDERSSON An overview
of the gravitational spin Hall effect, arXiv: 1904.09963.

V. WITZANY, J. STEINHOFF, G. LUKES-GERAKOPOULOS, Hamiltonians and
canonical coordinates for spinning particles in curved space-time, Class. Quantum
Grav. 36 (2019) 075003; arXiv: 1808.06582.

PASQUALE BOSSO, SAURYA DAS, Lorentz invariant mass and lenght scales, Int.
J. Mod. Phys, D 28 (2019) 1950068; arXiv: 1812.05595.

L. MARSOT, How does the photon’s spin affect Gravitational Wave measurements?,
arXiv: 1904.09260.

SALMAN ABARGHOUEI NEJAD, MEHDI DEHGHANI, MAJID MONEMZA-
DEH, Spinning Toroidal Brane Cosmology; A Classical and Quantum Survey, arXiv:
1901.03292.

A. NAGAR, S. BERMUZZI, W. DEL POZZO, G. RIEMENSCHNEIDER, S. AKCAY,
G. CARULLO, P. FLEIG, S. BABAK, K. W. TSANG, M. COLLEONI, F. MESSINA,
G. PRATTEN, D. RADICE, P. RETTEGNO, M. AGATHOS, E. FAUCHON-JONES,
M. HANNAM, S. HUSA, T. DIETRICH, P. CERDA-DURAN, J. A. FONT, F. PAN-
NARALE, P. SCHMIDT, T. DAMOUR, Time-domain effective-one-body gravitational
waveforms for coalescing compact binaries with nonprecessing spins, tides and self-spin
effects, Phys. Rev. D 98 (2018) 104052; arXiv: 1806.01772.

KAYE JIALE LI, KINWAH WU, DINESH SINGH, Spin dynamics of a millisecond
pulsar orbiting closely around a massive black hole, arXiv: 1902.03146.

VASIL TODORINOV, PASQUALE BOSSO, SAURYA DAS, Relativistic Generalized
Uncertainty Principle, arXiv:1810.11761.

J. J. SAKURAI, Advanced quantum mechanics, Addison-Wesley Publishing Company,
(1967).

S. WEINBERG, The Quantum Theory of Fields, vol 1, Cambridge University Press,
Cambridge, (1995).



[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

106

D. TEREZA, A. DERIGLAZOV, Covariant version of Pauli Hamiltonian, spin-
induced non commutativity, Thomas precession and precession of spin, Phys. Rev. D
100 (2019) 105009.

W. PAULI, On the quantum mechanics of magnetic electrons, Zeit. f. Phys, 43 (1927)
600.

P. A. M. DIRAC, The physical interpretation of the quantum dynamics, Proc. Roy.
Soc. (A) 113 (1927) 621.

L. L. FOLDY, S. A. WOUTHUYSEN, On the Dirac theory of spin 1/2 particles and
its non-relativistic limit, Phys. Rev. 78 29 (1950).

H. A. KRAMERS, On the classical theory of the spinning electron, Physica 1 (1934)
825.

V. BARGMANN, L. MICHEL, V. L. TELEGLI, Precession of the polarized particles
moving in a homogeneous electromagnetic field, Phys. Rev. Lett 2 (1959) 435.

H. C. CORBEN, Classical and Quantum Theories of Spinning Particles, Holden-Day,
San Francisco (1968).

J. ASSIRATI, D. M. GITMAN, Covariant quantizations in plane and curved spaces,
Eur. Phys. J. C 77 (2017) 476; arXiv: 1705.09960.

V. G. GUEORGUIEV, Reparametrization-Invariance and Some of the Key Properties
of Physical Systems, arXiv: 1903.02483.

TAKAYUKI HORI, Another counter-exemple to Dirac’s conjecture, arXiv: 1902.09296.

C. OTTINGER, Hamiltonian formulation of a class of constrained fourth-order
differential equations in the Ostrogradsky framework, Phys. Commum 2 (2018) 125006,
1-10; arXiv: 1810.02193.

MATEJ PAVSIC, On the direct quantization of gravity coupled to matter and the
emergence of time, arXiv: 1906.03987.

R.BREBAN, The Four Dimensional Dirac Equation in Five Dimensions, Annalen
der Physik 530 (2018) arXiv:1801.06054.

G. DARVAS, Algebra of hypersymmetry (extended version) applied to state trans-
formation in strongly relativistic interactions illustrated on an extended form of the
Dirac equation, arXiv: 1809.05396.

A. DERIGLAZOV, A. P. MAKSIMOV, Relativistic corrections to the algebra of
position variables and spin-orbital interaction, Phys. Lett B 761 (2016) 207.

W. G. DIXOR, A covariant Multipole Formalism for Extended Test Bodies in General
Relativity, Nuovo Cimento 34 (1964) 317.

J. L. SYNGE, Relativity: the general theory, Series in Physics, North-Holland, Ams-
terdam (1964).

S. M. KOPEIKIN, Covariant Equations of Motion of Fxtended Bodies with Arbitrary
Mass and Spin Multipoles, Phys. Rev. D 99 (2019) 084008; arXiv: 1810.11713.



[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

107

M. Chaichian, M. M. Sheikh-Jabbari e A. Tureanu, Hydrogen atom spectrum and the
lamb shift in noncommutative QED, Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 2716.

Tiberiu Harko, Shi-Dong Liang, Energy-dependent noncommutative quantum mecha-
nics, arXiv:1903.06776.

Kai Ma, Ya-Jie Ren, Ya-Hui Wang, Probing Noncommutativities of Phase Space by
Using Persistent Charged Current and Its Asymmetry, Phys. Rev. D 97 (2018) 117011,
arXiv:1703.10923.

Kai Ma, Chiral Spin Noncommutative Space and Anomalous Dipole Moments, ar-
Xiv:1903.11439.

Kai Ma, Jian-Hua Wang, Huan-Xiong Yang, Time-dependent Aharonov-Bohm effect
on the noncommutative space, Phys. Lett. B 759 (2016) 306; arXiv:1604.02110.

Ya-Jie Ren, Kai Ma, Influences of the coordinate dependent noncommutative space on
charged and spin currents, Int. J. Mod. Phys. A 33, (2018) 1850093; arXiv:1802.10452.

M. Daszkiewicz, Generalized twist deformations of Poincaré and Galilei quantum
groups, Mod. Phys. Lett. A 30, 1550034 (2015).

M. Daszkiewicz, Photoelectric effect for twist-deformed space-time, Acta Phys.Polon
B 47 1293 (2016).

C. A. Stechhahn, Aharonov-Bohm scattering for relativistic particles in (3 + 1)-
dimensional noncommutative space with spin dependence, arXiv:1905.12538.

M. H. L. Pryce, The mass-centre in the restricted theory of relativity and its connexion
with the quantum theory of elementary particles, Proceedings of the Royal Society of
London. Series A. Mathematical and Physical Sciences 195 (1948) 62.



108
APENDICE A - Tensor de Levi-Civita

Reservaremos para este apéndice as principais identidades relacionadas aos simbolos
de Levi-Civita, muito tuteis em diversos desenvolvimentos algébricos feitos no decorrer

deste texto. Em especial, discutiremos os casos trés e quatro dimensionais.

Definicao A.0.1. O simbolo de Levi-Civita n-dimensional ¢ definido por

ara 0, se ao menos dois indices sao iguais,
€ "=

sinal(ay, -+ ,a,), caso contrario.

com a; € {1,---,n} para todo k € {1,--- ,n}. Além disso, se ay,--- ,a, forem todos
distintos, dizemos que sinal(aq, - - ,a,) vale 1 caso a n—1upla (ay,- - ,a,) possa ser levada
an—upla (1,---,n) por um nimero par de permutacoes e —1 se for por um ntiimero impar

de permutagoes.

A seguir, uma propriedade fundamental que relaciona o determinante de uma

matriz A € M(C,n) com o simbolo de Levi-Civita:

det(A) = e Ay, -+ Apa,, (A.1)
Podemos também expressi-los de outra maneira: defina A(ay,--- ,a,) a matriz
n x n cujo elemento ij é dado por A(ay,- -, ay,); = (5iaj. A partir desta identificacao

podemos provar varias relagoes uteis, como por exemplo:

5b1a1 ! a
€a1--an€by-by = det e (A2)
ot ot

1 n

Se a; = b; temos 0*,, = 1, por propriedade do determinante obtemos

b
62, oo 5b2an
n
Z €araz--an€arby--by = det - (A3)
a1=1 b b
0% 4, 0% g,
Portanto, podemos generalizar:
bT' 1 b7' 1
n n 6 * QAr4-1 5 * an
Z T Z 6a’l"'a'ra'r+1"'C’fn6(3’41"'a'rb'r~|»l"'bn = T' det . . <A4>
a1=1 ar=1 b b
TR L

Com isso, podemos retornar aos nossos casos de interesse enunciando as principais

identidades usadas neste texto:
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Propriedade A.0.2. Para o caso n = 3, temos:
e e e i
1. €7 = =" = "™ = —€";

ijk Imn __ SlLSsmSn m Sn Sl n Sl

oy — 5{”%52 — 55(5?5,2” — 5?5;”52,;
3. €keimn — 070 — 07 0%
4. eiikelin = ¢m
5. €Ikelik = 6.
Propriedade A.0.3. Para o caso n = 4, temos:
1. Yk = ik onde 4,7,k € {1,2,3};

2. €uvonar€P? = 2det[(5ﬂiaj]gx2;

3. ElualaQ%EHﬂleBs = det[éﬁi%]gjx?,;

Por fim, podemos também relacionar o simbolo de Levi-Civita com o produto

vetorial: Sejam os 3-vetores a e b, obtemos
[a,b]" = €TFaIb. (A.5)
Rescrevendo o produto vetorial como um tensor dado por
[a,b]? = a'b — a'V, (A.6)
Podemos relacionar as formulas (A.5) e (A.6) nas seguintes identidades:

la,b]" = i[a,b]jke”k e la,blpm = [a,b]'e™™ (A.7)



110

APENDICE B - Matriz de rotacdo dados vetores e eixo

A construgao neste apéndice tem o intuito de auxiliar na interpretacdo da matriz
R, obtida na se¢ao (2.4), segundo vetores @' e —0"”, dados pelas identidades (2.24) e (2.25).
Assim, vamos construir matriz R que gira @' em —¢" através do eixo [, —9""]. Definimos

0s seguintes vetores:

& —77' a+h b-a
T PTEr O T Rre) @ Tl ¢ mTRM B

onde a e b sdo unitarios, e; e e, sao ortonormais e podem representados espacialmente da

seguinte maneira:

Figura 12 — Disposicao de vetores definidos

Dado vetor 7, podemos decompor R7 na forma:
R7 =7 + G7 ., (B.2)

onde G representa uma rotacao por {2 no plano ej;e; em torno de m. Para isso, basta
observarmos que parte de 7 paralela a eixo de rotacao m é invariante a R. E rotagdo R se

da efetivamente na parcela ortogonal a m, isto é, sobre plano eje;. Ou seja:

R7
m 7T
A
|
/ |
/ |
. / |
)| A o
/ |
/ I
/ —
|
/l ’ Gﬂ- .,
/7
// 7 T
I
62 /////
W

Figura 13 — (A) Disposigao espacial; (B) Disposi¢ao no plano eje;
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Onde €] e €/, sdo dados por

/

e] = cos(Q)e; +sen(N)ey e e, = —sen(Q)e; + cos(Q)ey (B.3)
Podemos rescrever (B.2) utilizando operadores de proje¢ao ortogonal e paralela a

m, donde 7)) = P(m)7 e @, = N(m)7. Além disso, como a e b sdo unitarios, temos
cos(2) = (a,b) e sen(2) = |[a,b]| = |m] (B.4)

Considerando 7, = x1€1 + x9€y = (71, €1)e; + (71, €3)es, podemos encontrar G7, , basta

fazermos

G, = 2\€] + 15e, = 1€ + 1€, =
= x1[cos(Q2)e; + sen(2)es] + xa[—sen(2)e; + cos(2)es] =

= [r1€] + T2€2]cos(Q2) — [x2€1 — T1€3]5en(Q2) =

Jeo
=7,c08(Q) — [(TL,ex)er — (71, er)ex]sen()) =
=7 cos()) — [TL [61, eo)]sen(Q2) =
=T,c08(Q) + [[e1, es], T ]sen(Q).

Entretanto, [e1, e;] é vetor unitario na diregdo de m e pela segunda identidade em
(B.5), temos

donde

Portanto

RY = (a,b)d! + (1 — (a, b))



