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RESUMO

Neste trabalho, o qual é baseado no artigo de S. C. Coutinho e L. Menasche
Schechter [7], descreveremos em detalhes como verificar se uma dada derivagao do plano

complexo nao tem curvas algébricas invariantes.

Palavras-chave: Campos Vetoriais. Curva Invariante. Folheacdo Algébrica. Singularidade.






ABSTRACT

In this work, which is based on the article by S. C. Coutinho e L. Menasche
Schechter [7], we describe in detail how to check if a given derivation of the complex plane

does not have invariant algebraic curves.

Keywords: Vector Fields. Invariant Curve. Algebraic Foliations. Singularity.
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1 INTRODUCAO

Em 1878, Darboux mostrou que curvas algébricas invariantes por um campo vetorial
polinomial podem ser usadas para determinar uma integral primeira da equacao diferencial

de primeira ordem correspondente ao campo.

O problema de encontrar curvas algébricas invariantes por campos vetoriais polino-
miais foi retomado recentemente. Podemos citar por exemplo, o trabalho de [21] M. J.
Prelle e M. F. Singer, da década de 80.

O objetivo deste trabalho é estudar condi¢Ges sobre um campo vetorial no plano
projetivo que garantam a nao existéncia de curvas algébricas invariantes. A referéncia
principal para este estudo foi o artigo "Algebraic Solutions of plane Vector Fields,"de
autoria de S.C. Coutinho e L. Menasché Schechter (ver [7]). Os artigos [26] e [27] de
Sebastian Walcher, assim como o livro de James E. Humphreys, [12], também foram muito

importantes para a elaboracao deste trabalho.
Este texto serd apresentado na ordem seguinte.

No Capitulo 2 sao apresentados conceitos basicos de variedades afins, projetivas e

matriz resultante.

Apresentamos os conceitos de derivagao, diferenciais e 1-formas diferenciais no
plano projetivo ao longo do Capitulo 3. Para isso precisamos também estudar espacos

tangentes.

No Capitulo 4 estudamos campos vetoriais em P?, que por sua vez definirao
folheacdes em P2. Além disso, definimos curvas algébricas projetivas invariantes por uma

folheagdo no plano projetivo.

Apresentamos no Capitulo 5 alguns conceitos de algebras de Lie, como por exemplo
a derivacao de Lie com relagdo a um campo vetorial, fun¢des invariantes e semi-invariantes.
O principal resultado deste Capitulo, o Teorema 5.5, relaciona a existéncia de expoentes
racionais com curvas semi-invariantes e é de suma importancia para o estudo apresentado

no Capitulo 6.

No Capitulo 6 apresentamos as condi¢oes para que um dado campo vetorial D,

em P? ndo possua curvas algébricas invariantes.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo vamos definir e enunciar resultados classicos da Geometria Algébrica
que serao usados ao longo deste trabalho. Mais detalhes e as demonstracoes omitidas

podem ser encontradas em [22] e em [10].

2.1 VARIEDADES ALGEBRICAS

Denota-se por A"(k) ou simplesmente por A™ o espaco afim n dimensional sobre
um corpo k algebricamente fechado cujos os pontos sao da forma p = (Xy,...,X,) com
X, € k,paratodoi=1,...,n.

Defini¢ao 2.1. Seja F' € k[Xq,...,X,]. Um ponto p € A" é dito um zero de F se
F(p) =0.

Definicao 2.2. Um subconjunto fechado de A™ é um subconjunto V' formado pelos zeros

de um conjunto de polindémios de k[ X1, ..., X,]. Denotado por

Z(S)={p € A" F(p) =0,YF € S} .

Os subconjuntos fechados de A" formam uma topologia chamada topologia de Zarisksi.

Os abertos desta topologia sao os complementares dos subconjuntos fechados.

Definigao 2.3. Um subconjunto V' de A" é dito um conjunto algébrico (afim) se V' = Z(5),
para algum subconjunto S C k[Xy,..., X,].

Lema 2.1. Os conjuntos algébricos satisfazem as seguintes propriedades:
1. Z({0}) = A" e Z(k[Xy,..., X,]) = @.
2. Se 51,5 C k[Xq,...,X,] e S; C Sy, entdo Z(S,) C Z(S1).
3. Dada uma colegao {S\} C k[X1,..., X,], tem-se N\Z (S)) = Z (UyS)).
4. Se S1,8, Ck[Xy,...,X,] e S1.5 :={F.Fy: F; € S;,i = 1,2}, entdo
Z(51.5) = Z(51) U Z(95,).
Demonstracao. Segue direto das defini¢oes. H

Exemplo 1. Se F(X,Y) =Y? — X?Y € k[Y,Y], entdo o conjunto algébrico Z(F) ¢ dado

por
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Z(F) ={(X,Y) e A%Y (Y - X?) =0}
={(X,Y) e A%Y =0} U{(X,Y) € A% (Y - X?) =0}
=Z(V)UZ(Y - X?).

Definicao 2.4. Um conjunto algébrico V' C A" é dito redutivel se V = V; U V5, onde

Vi, V5 sdo conjuntos algébricos nao vazios em A" e V; C V', para i = 1,2. Caso contrério,

=

V é chamado irredutivel.

Definicao 2.5. Seja V' C A™ um subconjunto. Definimos o ideal de V', denotado por

Z(V), como sendo o ideal
Z(V)=AF € k[Xy,...,X,]; F(p) =0,Vp e V'}.

Proposigao 2.1. Seja V' C A™ um conjunto algébrico. Entao V' é irredutivel, se e somente
se, Z(V') ¢ ideal primo em k[X,..., X,].

Demonstragao. Ver [10], Cap.1, Prop 1. ]

Teorema 2.2. (Teorema dos Zeros de Hilbert) Sejam k um corpo algebricamente fechado
e J um ideal em k[X1,...,X,]. Entao,

Z(Z(J)) =V J.

Demonstragao. Ver [10], Cap.1, Segao 7. O]

Exemplo 2. Se F' € k[Xy,...,X,] é um polinémio irredutivel, entdo (F) é um ideal

primo e portanto V' = Z(F) C A" é irredutivel.

Defini¢ao 2.6. Dado um polindémio F' € k[X7, ..., X,], chamamos o conjunto algébrico
Z(F) .= Z({F}) C A™ de hipersuperficie. No caso n = 2, a hipersuperficie Z(F') é

chamada de curva plana afim.

Definicao 2.7. Um conjunto V algébrico e irredutivel de A" é chamado uma variedade

afim.

2.2 FUNCOES RACIONAIS

Se V C A" é uma variedade. O anel de coordenadas de V', definido por

kX1, X

K[V]:= )

é um dominio de integridade, pois, pela Proposi¢ao 2.1, Z(V') é um ideal primo.
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Definicao 2.8. Seja V uma variedade em A™. O corpo de fragoes do anel de coordenadas

de V' é chamado corpo das fungoes racionais em V' e sera denotado por K(V'), ou seja,

K(V) = {‘;;f?geK[V],g;éo}.

Defini¢ao 2.9. Uma funcao ¢ € K (V) é dita regular em um ponto p € V' se puder ser
escrita na forma ¢ = i, com f,g € K[V]eg(p) #0.
9

2.3 VARIEDADES PROJETIVAS

Definicao 2.10. O espacgo projetivo de dimensao n sobre um corpo k é o conjunto
An-ﬁ-l 0
oy — AT}
onde a relagao de equivaléncia ~ em A"\ {0} ¢ dada por:

(Po,Pl,,Pn)N(Qo,Ql,,Qn)@aAGk\{O},leAPl,VZZO,,n

Um ponto P € P"(k), que é a classe de equivaléncia do ponto (Xg, Xi,...,X,)

de A"\ {0}, serd denotado por (Xy : X; : ... : X,,). Se um ponto P € P*(k) é a
classe de equivaléncia de (Xo, X1,...,X,) € A"\ {0}, dizemos que Xy, X1, ..., X, sdo
as coordenadas homogéneas do ponto (Xg: Xy :---: X,,). Assim,

P (k) = {(Xo -+ Xp); (Xo, X1,.., X)) € A"\ {0} }.

Quando o corpo k estiver fixado, denotaremos P™(k) por P".

Para cada i € {0,1,...,n}, definimos o conjunto de U; C P" por:

U={(Xo::X;:--:X,) € P X; #0}.

E facil ver que as funcoes

X0 Xio1 Xipa Xn)
X X’LXn v ’ ) ) )
o Il G s i ¢
(S
b A" — U,
(XQ,...,Xi_l,XZ‘+1"',Xn)f—>(X01...IXZ‘_1ilZXH_lI...ZXn)

sao bije¢oes, uma inversa da outra. Por isso, escrevemos U; = AT ~ A" e chamamos os

ponto de U; de pontos finitos. Os pontos pertencentes ao conjunto

Lo ={(Xo: Xy: - :X,) eP" X, =0}
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sao chamados pontos no infinito do aberto U;.

Podemos entao escrever, para cada ¢ = 0,...,n, o espago projetivo de dimensao n

como a uniao disjunta de dois conjuntos, ou seja,

P" = U; ULy,
ou ainda,
P"=J U
i=1
Defini¢ao 2.11. Seja F' € k[Xg, X1,...,X,]. Dizemos que p=(Xo: X;:---: X)) € P"

é zero do polindmio F, e escrevemos por F'(p) = 0, se F' se anula em qualquer escolha de

coordenadas homogéneas de p, isto é, se
F(AXo,A\X1,...,AX,,) =0, VA € k\{0}.

Defini¢ao 2.12. Um polinémio F € k[Xy, X, ..., X,] ndo nulo é chamado um polinémio

homogéneo de grau d, se
F(A X0, AX1, ..., AX,) = ME (X, X1,...,X,),¥ A€ k\ {0}. (2.1)
Observacgao 1. Todo polindémio F' € k[Xo, X, ..., X, ] de grau r se escreve na forma
F=F"4+F'4+...4F",

onde cada F" ¢ a soma de todos os monomios de grau i de F, para todo i = 0,1,...,7r.

Os polindémios F°, F, ..., F" sao chamados componentes homogéneas de F. Além disso,
FOAXo, AX1,...,AX,) = FO(Xo, X1, ..., X)) AAFY (X, Xq,y oo, X))+ AN FT (X, X1, .., X,),
para todo A € £\ {0}.

Para um corpo k infinito, temos F(AXy, AX1,...,AX,,) = 0, para todo A € k\ {0},
se e somente se, F'(Xo, X1,...,X,) = 0, para todo i = 0,1,...,r. Nesse caso, se um
polinémio F' se anula em um ponto p € P"(k), entao todas as suas componentes homogéneas

se anulam nesse ponto.

Definigao 2.13. Seja S C k[Xo, Xy, ..., X,] um subconjunto. O conjunto de zeros de S,

denotado por Z(S), é definido como sendo
Z(S)={peP" F(p)=0,VF € S}.

Defini¢ao 2.14. Um subconjunto V' C P™ é chamado um conjunto algébrico (projetivo)
se V. = Z(9) para algum subconjunto S C k[Xy, X1, ..., X,] formado por polindémios

homogéneos.

Definicao 2.15. Os conjuntos algébricos projetivos sao também chamados fechados

projetivos e os complementares dos fechados projetivos sao chamados de abertos projetivos.
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Definigao 2.16. Os fechados projetivos definem em P"(k) uma topologia chamada Topo-
logia de Zariski.

Defini¢ao 2.17. Seja F' € k[Xy, X1,...,X,] um polindmio homogéneo. O conjunto
Z(F) : = Z({F}) é um fechado projetivo de P", chamado de hipersuperficie. No caso

n = 2, a hipersuperficie Z(F') é chamada de curva.

Se F' é um polindmio sem componentes multiplas, dizemos que C' é uma curva

reduzida.
Exemplo 3. Seja F € k[Xy, X1,...,X,] um polinémio homogéneo. O conjunto
Up:=P"— Z(F)
é um aberto de P", chamado um aberto principal.
Exemplo 4. Os conjuntos
U={(Xo: X1::X,) e P X; #£0},
para cada i = 0,1, ..., n sdo abertos principais de P", ja que U; = P" — Z(X;).

Definicao 2.18. Um subconjunto de P" que é a interse¢ao de um aberto com um fechado

projetivo é chamado quasiprojetivo.

Observacao 2. Para qualquer fechado projetivo X C P”, o conjunto X; := X NA} é

quasiprojetivo e é aberto em X (na topologia induzida).

Dado um fechado V' C A™ ~ Uy, seja V a intersecio de todos os fechados de P"
contendo V. Entdao, V é um fechado de P", chamado fecho projetivo de V. Nao ¢é dificil
ver que V = Z(S), onde

S — { deg(s) py (i((; L ))?;) F(X1,. ., X)) € I(V)} .
Exemplo 5. Todo conjunto algébrico afim V' C A™ é um conjunto quasiprojetivo ja que
V =V NUy, onde V é o fecho projetivo de V.

Definicao 2.19. Sejam X C P" e Y C P™ dois conjuntos quasiprojetivos. Uma funcgao

¢ : X — Y é um morfismo se, para cada x € X, existirem polinémios Fy, Fi, ..., F,, em
k[Xo, X1, ..., X,], homogéneos de mesmo grau, tais que
¢(z) = (Fo(x) : Fi(x) -2 F()).

Um morfismo bijetor cuja inversa é também um morfismo é chamado um isomorfismo.

Definicao 2.20. Um conjunto quasiprojetivo que ¢ isomorfo a um fechado afim é chamado

variedade afim.

Exemplo 6. Os conjuntos U; = {(Xo:X;:---:X,) € P"; X, #0}, para cada i =

0,1,...,n, sdo variedades afins.
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2.4 ANEL LOCAL

Definicao 2.21. Sejam V' C A" uma variedade afim e p € V. Definimos o anel local de
V' no ponto p por

Op(V) = {g € K(V);9(p) # 0}-

Logo, O,(V) é o subanel de K (V') das funcbes que sao regulares em p. Além disso, O,(V)
¢ subanel de K (V') contendo K[V], ou seja,

kcC K[V]CO,(V)cC K(V).
Definigao 2.22. Sejam A um anel comutativo, P um ideal primo e
Ax(A=P)={(f.9);f.ge Aeg¢ P}
Definimos a localizacao de A em P como o anel
Ap = {Ax (A= P)}/ ~.

onde (f,g) ~ (f',¢') se existir h € A — P, tal que h(fg — f'g) = 0.

Segue da definigao de localizagao que o anel local de V' em um ponto p € V', O,(V),
¢ a localizagao de K[V] no ideal maximal m, = {f € K[V]; f(p) = 0}, ou seja,

2.5 MATRIZ RESULTANTE

Nesta secao definimos a matriz resultante de dois polinomios usada para a deter-
minagao dos seus zeros comuns. Mais especificamente, dados dois polinémios f(X,Y) e
g9(X.,Y), considerados como polinémios na varidvel Y e coeficientes no anel k[X], tenta-
mos encontrar os valores x de X para os quais f(z,Y) e g(z,Y) admitem raiz comum.
Geometricamente, queremos encontrar as projecoes, no eixo x, dos pontos de f N g. Este
processo, tipico da chamada teoria da eliminacgao, é baseado no estudo da resultante de

dois polinémios.
Defini¢ao 2.23. Sejam A um anel comutativo (por exemplo, A = k[X1,..., X,]) e
f=aY'+--+ay e g=0bY 4 ---+bycA[Y], comd,e>1.

A resultante de f, g é definida por
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ad ad*l DR o .. ao
&d ad—l PN al ao
R:Rf,g:det ad oo .« e ao s
be o+ ee o eee by
be - by

ou seja, R é o determinante da matriz (d + e) x (d + e), com e linhas de d’s e d linhas de

b's, cujos espacos em branco sao preenchidos com zero.

Na defini¢ao, os polindmios f e g sao considerados formalmente de graus d e e,
respectivamente, embora ag4, b, possam ser nulos. Quando nao explicitados, convencionamos

atribuir aos polindomios o grau efetivo, isto €, o maior grau em que Y ocorre efetivamente.

Exemplo 7. Sejam f =Y? + X2 —4e g= XY — 1. Entdo,

1 0 X?—4
RX)=|X -1 0 = X* —4X? + 1.
0 X -1

Observe que se resolvermos o sistema

X2+Y?2=4
XY =1

substituindo Y = 1/X na primeira equagao, terfamos
X' —4X*+1=0.

Ou seja, os pontos de intersecao da circunferéncia com a hipérbole tem como abscisas as

solugoes dessa ultima equacgao obtida pela resultante.

Lema 2.2. Sejam f(Y) = a;Y¢+ - +ag e g(Y) = b.Y® + -+ + by polindmios com
coeficientes em um dominio de fatoracao unica A. Entao Ry, = 0 se, e somente se,

ag =b. =0 ou f e g admitem um fator comum nao constante.

Demonstracdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ay # 0. Vamos mostrar que
f, g admitem fator comum h, ndo constante, se e somente se existirem p,q € A[Y] nao

ambos nulos, tais que deg(p) < d—1, deg(q) <e—1e

qaf = py. (2.2)

Com efeito, se f = ph e g = qh, com p,q € A[Y] ndo ambos nulos, deg(p) < d —1 e

deg(q) < e—1, segue a relagao (2.2). Reciprocamente, usando que A[Y] também ¢ fatorial,
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a relagao (2.2) implica que existe um fator irredutivel de f que também é um fator de g,

pois deg(f) > deg(p). Escrevendo
p(Y) = U()Yd_l + -+ ug_1 e q(Y) = one—l + o Ve,

a equagao (2.2) é equivalente ao sistema linear, obtido comparando coeficientes, dado por:
e—1 d—1
Z Ag—i—jVj = Z be_i_pup, 1 =0,...,d+e—1,
j=0 h=0

onde convencionamos que a,, = b, =0, se m,n <0, ou m < d ou n > e. Como se trata
de um sistema linear homogéneo nas variaveis ug, . . ., ug_1, Vo, - - - , Ve_1, €Xiste solucao nao
trivial se, e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes, que ¢ igual a Ry, ¢

nulo. ]

Proposigao 2.3. Sejam
f=adX)Y'+ - +ay(X) e g=>b(X)y"+ -+ bo(X),

onde a;, b; sdo polinémios nas varidveis Xy, Xo, ..., X,. Entao, para cada x = (z1,...,x,),
temos R(x) = 0 se e somente se aq(z) = be(r) = 0 ou f(x,Y), g(z,Y) admitem raiz

comuim.

Demonstra¢io. Para cada x, a resultante de f(z,Y) e g(x,Y) é R(z). Por outro lado,
f(z,y) e g(z,y) admitem uma raiz y em comum se e somente se admitirem um fator nao

constante Y — y. Portanto, o resultado segue do Lema 2.2. O

Quanto ao problema da intersecao de duas curvas f e g, observemos que Ry, é
identicamente nulo se e somente se f e g admitirem componentes em comum, caso em
que f Mg nao é finito. Quando a interse¢ao ¢ finita, podemos estimar o nimero de pontos
contando o niimero de abscissas, que é limitado pelo grau da resultante R(z), mas essa cota

nao é muito boa, pois podem ocorrer varios pontos de interse¢do com a mesma abscissa.
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3 DERIVACOES E ESPACO TANGENTE

Neste capitulo apresentaremos a relacao entre derivagoes e vetores tangentes a
uma variedade algébrica afim. As defini¢bes e os resultados apresentados aqui podem ser

encontrados em [22] e [23].

3.1 DERIVACOES

Definicao 3.1. Sejam R um anel comutativo, A uma R-dlgebra comutativa e M um
A-médulo. Uma R-derivagao de A em M é uma aplicagdo R-linear D : A — M tal que
D(ab) = aD(b) + bD(a), para quaisquer a,b € A.

Propriedades das R-derivagoes:
(P1) D(1) = 0. De fato, temos
D(1)=D(1.1) =1D(1)+1D(1) = D(1) + D(1) = D(1) = 0.
(P2) D(r) = 0 para todo r € R. Com efeito,
D(r)=D(l.r)=rD(1) =r.0 =0.

Exemplo 8. Um exemplo canonico de k-derivacao é a derivagao parcial. Considere

o anel de polindémios em n varidveis, k[Xi,..., X,], como k-algebra via inclusdo k —
k[X1,...,X,]. A derivada parcial em relagao a qualquer varidvel X; é uma k-derivacao,
geralmente denotada por X Ox, ou 0;.

O conjunto das R-derivagoes de A em M, denotado por Derg(A, M), ou seja,
Derg(A,M)={D: A— M;D é R-derivagao},
tem estrutura de A—moddulo se definirmos, para todo b€ A e D, D" € Derg(A, M):
D+D:A—M
a+— D(a)+ D'(a)
bD : A — M
a— bD(a).

Lema 3.1. Sejam ¢ : A — B um homomorfismo de R-dlgebras e D € Derg(B, N), entao
Doy € Derg(A, N).
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Demonstragcio. Dados r € R e a,b € A temos

(Dog)(ra+b) = D(p(ra+b)) = D(re(a) + (b)) = rD(p(a)) + D(p(b)) =
=r(Dop)(a)+ (Do p)b).

Logo D o ¢ é R- linear. Além disso,

Do p(ab) = D(p(ab)) = D(p(a)e(b)) = (a)D(p(b) + ¢(b)D(p(a)) =
=a(Doy)(b)+b(Doy)a).
[

Proposicao 3.1. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de R-algebras e N um B-mddulo
(portanto, um A-médulo também). A aplicagao ¢ : Derg(B, N) — Derg(A, N), definida

por ¢(D) = D o ¢, ¢ um homomorfismo de A-médulos cujo niicleo é Ders(B, N).
Demonstragio. Para D, D" € Dergr(B,N) e a € A, temos:
¢(D+D)=(D+D)op=Dop+Dop=0¢D)+¢(D),

¢(aD) = (aD) o = a(D o) = ap(D).
Logo, ¢ é homomorfismo de A-médulos.

Seja D € ker(¢). Entao, ¢(D)(a) = D(¢(a)) =0, Va € A. Desta forma, para cada
be Beac A, como ab:= p(a)b, temos

D(ab) = D(p(a)b) = ¢(a)D(b) + bD(p(a)) = p(a)D(b) = aD(b).

Portanto, D € Ders(B, N) e ker(¢) C Ders(B, N). Por outro lado, se D € Dery(B, N)
temos D(p(a)) = D(a.lg) = aD(1p) = 0, para todo a € A, isto é, p(D) = Doy =0¢
D € ker(¢). O

3.2 ESPACO TANGENTE

Sejam V' C A" = A™(k) um conjunto algébrico afim, Z = Z(V') o ideal de V e
p € V. Como pode ser visto em [10], Secao 1.4, k[X1,...,X,] é um anel Noetheriano ,
entdo Z(V') é finitamente gerado. Suponhamos Z = Z(V) = (Fy, Iy, ..., F). Seja £ C A"
uma reta passando por p com vetor diretor v = (vq,...,v,), isto é, £ = {p+tv; t € k}.
Entao,
NV ={_p+tv; Fi(p+tv)=0,Vi=1,...,s}.

Seja 0; 1 k[X4,..., X, — k[Xi,...,X,] a derivagao parcial em relacao a X;. A

expansao em série de Taylor de Fj em p,j =1,...,s, ¢

Fi(p+tv) = +ZaF Jtvi + 5 Z P) vy + -

8X 8Xk
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Como Fj(p) =0, temos

n

Fi(p+tv) =t>_ 0;F;(p)vi + 7( D

i=1 ik=1

8X an (Puive) + -
Quando ¢ = 0 for uma raiz multipla das equacoes Fj(p+tv) =0, para j € {1,...,s},

isto é, quando

> OiFi(pui =0,V ji=1,....s, (3.1)

=1

dizemos que ¢ é tangente a V' em p e que v é um vetor tangente a V' em p.

Definicao 3.2. Seja V' um conjunto algébrico afim em A”. O espaco tangente a V' em

um ponto p, denotado por T,V é o espaco vetorial definido por

T,V :={v e A"\ {0}| v é vetor tangente & V em p} U {0}.

Veremos a seguir que o espago tangente a IV em p esta em bijecdo com os pontos
de uma variedade algébrica em A". Para isto, seja T)V a colegao dos pontos ¢ € A" que

pertencem a alguma reta tangente a V em p = (p1,...,p,), Ou seja,

i=1
Dado g € TV, sejam v; = q; — p;, para j = 1,...,n, e v = (v1,...,v,). Entao,
P J j i — Pj J
v = ¢ — p satisfaz o sistema de equagoes (3.1), ou seja, v € T,V

Reciprocamente, dado um vetor w € T,V seja ¢ = p +w. Entao, ¢ pertence a uma

reta tangente a V em p, isto é, ¢ € T];V.

Logo, a fungao T;V — T,V definida por ¢ — v = ¢ — p é uma bijecdo e usando-a,

vamos identificar 7 I;V com T,V.

Exemplo 9. Seja k um corpo infinito. Como Z(A™) = (0), o espago tangente a A" em

qualquer ponto p é o proprio A™.

Exemplo 10. O espaco tangente a curva plana Y (Y — X?) = 0 em (0,0) ¢ todo A?, mas
as suas componentes irredutiveis Z(Y) e Z(Y — X?) tem a mesma tangente Y = 0 em

(0,0).

No que segue, vamos estabelecer uma relagao entre espago tangente e derivagoes.

Lema 3.2. Dado v = (vy,...,v,) € A" a aplicacao D, : k[X1,..., X,] = k[X1,..., X,],

dada por D, = Z v;0; € uma k-derivacao.
i=1
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Demonstragio. Sejam a € ke F,G € k[X;,...,X,]. Temos que

n

D,(aF + G) ZUZ (aF + G) = [ avd;(F) 4+ v;:0;(G)] =

=

— a3 00(F) + 3 0dh(@) = aDu(F) + Du(G).

Z &
Portanto, D, é k-linear. Além disso,
DUFG) =3 0,0i(FG) = " v, [FOAG) +Goy(F)] =
=1 =1
= 3" Fud(G) + Y. Cud(F) = FDL(G) + GD,(F).

Logo, D, ¢ k-derivacdo. 0

Fixado um ponto p em um conjunto algébrico afim V', definiremos em k& uma

estrutura de k[V]-médulo. Para isso, observamos que

K[X1,..., X,]
(V)

k[V] =

= kl[zq,..., 2],

onde x; é a classe de X; em k[V], para todo i = 1,...,n. Dado f(x1,...,x,) € k[V], isto

¢,

flzy,...,x,) = F(Xy,...,X,) onde F € k[Xq,...,X,],

e a €k, defina f(zq,...2,).a := F(p)a. Esta operacao estd bem definida pois, f = g em
E[V] implica f — g € Z(V) e, portanto, f(p) — g(p) = 0. O corpo k com esta estrutura de
k[V]-mé6dulo sera denotado por k.

Proposicao 3.2. Sejam v um vetor tangente a V em p e D, = Y v,;0; como defi-
nido no Lema 3.2. A aplicacdo D : k[V] — k, definida por D(f) = D,(F)(p), onde
f = F(Xy,...,X,) com F € k[Xy,...,X,], é¢ uma k-derivacao.

Demonstragio. Vejamos que D estd bem definida. Se f = I, g = G, entdao F' — G € Z(V).
Como v é um vetor tangente a V' em p, > v;0;(F — G)(p) = 0, donde concluimos que
> v;0;(F)(p) = > v;0;(G)(p). Além disso, D é claramente k-linear e
D(fg) = D,(FG)(p) = [FD,(G)] (p) + [GD,(F)] (p) =

= F(p)D,(G)(p) + G(p)Du(F)(p) = fD(g) + gD(f),

o que mostra que D ¢é k-derivacao. O

Para mostrarmos que toda k-derivagao de k[V] em k, pode ser dada como na

Proposicao 3.2, vamos precisar do resultado seguinte.
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Lema 3.3. Seja B um k[Xy,...,X,]-médulo. Se D : k[X;,...,X,] - B é uma k-

n

derivacdo, entdao D(F) =Y D(X;)0;(F).
i=1

Demonstragio. Sendo F(X1,...,X,) =Y ao X' ... X", temos D(F) =Y ao,D(X{ ... X)),

Usando indugdo em n, conseguimos
DX . X)) = D(X{)X$2 . X0 4+ X2 X" D(XSm).

Como D(X{) = o, X' D(X;),

D(F) = ZaaD (X X)) = Zaaainal XM XD (X)) = Z@(F)D (X;).

i i=1

]

A proposigao seguinte mostra que todo elemento de Dery(k[V], k,) pode ser obtido

a partir de um vetor tangente a V' em p.

Proposigao 3.3. Seja D € Derg(k[V], k,). Existe um vetor tangente v € T,V tal que
D(f) = Dy(f)(p), para todo f € k[V].

Demonstra¢io. Consideremos a k-derivacdo D = Do 7 : k[Xi,...,X,] — k,, onde
o homomorfismo 7 : k[X;,..., X,] — k[V] é a projegao canodnica 7(F) = F. Sejam

v; = D(X;) e v = (v1,...,v,). Para toda F € Z(V) C k[X1, ..., X,], temos

D(F)=D(F)=D(0)=0=

D(F) = ZD (X,) 0(F)(p) = iluz-axm(p) _o,

onde a primeira igualdade da ultima equagao segue do Lema 3.3. Portanto, v é tangente a
V em p. Além disso, para toda F' € k[X7,..., X,], usando novamente o Lema 3.3, temos

n n

DU(F)(p) = Z%@'(F)(P) = ZD (Xi) 0i(F)(p) = D(F) = D(F).

i=1 =1

]

As Proposicoes 3.2 e 3.3 implicam que existe uma bije¢do entre o conjunto de

vetores tangentes a V' em p e o conjunto das k-derivagoes Dery(k[V], k,), a saber,

Y T,V — Dery, (k[V], k)

(3.2)
vi— D,

onde ¢ (v) := D; ¢ (v)(f) = Dy(f)(p). Mais ainda, para quaisquer a € k e v,w € T,V vale

que
n

Doy = Z (av; + w;) 0; = aZvi@- + Zwi@- =aD,+ D,.
i=1

=1 i= =1
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Portanto, ¥ (av + w) = Dyyyw = aDy + Dy = atp(v) + (w) e 1 é um isomorfismo
entre os espagos vetoriais T,V e Dery(k[V], k,). Esse isomorfismo 1) nos da a seguinte

definicao alternativa de espago tangente:

Definicao 3.3. Sejam V' um conjunto algébrico afim e p € V. Definimos 7,V o espaco

tangente a V' em p,como sendo k-espaco vetorial dado por
T,V = Dery(k[V], k).

Exemplo 11. Para todo p € A", o espaco vetorial 7,,A" tem como base o conjunto

8= 0 0
) oXy | 0X, ’
p p
of - -
onde E3% (f):= E3% (p). De fato, pela Proposicao 3.3, temos que para toda derivacao

D e Derk(/z[Xl, oy Xy, kp) existe um vetor v = (vy,...,v,) € T,V tal que
D(f) = Du(f)(p) = ;via—Xi(p)-

"0
Logo B gera T,A". Além disso, se existirem ay,...,a, € k tais que Z aia){,(p) = 0 para
i=1 (
0X;

0X;

toda f € k[Xq,...,X,], entdo Zai (p) = a; =0, para todo j = 1,...,n. Logo, 3 é
i=1

LI.

Definicao 3.4. Seja ® : V — W um morfismo entre variedades algébricas afins e
p € V. Existem um correspondente homomorfismo de anéis entre ®* : k[W] — k[V]
e um homomorfismo induzido d,® : Dery(k[V], k,) — Dery(k[W], ko)), que é uma k-

transformagao linear, dado por d,®(D) = D o ®*. Chamamos d,® de diferencial de & em

p-

Note que dp(® o V) = dyy® o d,¥ e que d,¥ é um isomorfismo se ¥ o for.

Proposicao 3.4. Sejam V um conjunto algébrico em A", F' € k[X,..., X, ] e Vr 0 aberto
de V definido por Vp := {x € V|F(z) # 0}. O conjunto Vp é uma variedade afim e 7,V é

isomorfo a T,,(V).
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Demonstragao. Consideremos Fy(Xy,...,X,,T) =1-TF(Xy,..., X,) € k[Xy,...,X,,,T]
e W :={(x,t) €V x k, Fi(x,t) = 0} C A", Entdo,

SV — W
x+— (x,1/F(x))

é um isomorfismo e

K[Ve] 2 kloy, .. 2 ]/ (1 — tF (1, . .., ) = k[V][1/F].

Para todo elemento D € T,V = Dery(k[V], k,), a aplicagao

D' k[Vi] = K[V][1/F] — k,

a_ Fr(p)D(a)(p) —mE™ " (p) D(E)(p)a(p)
e (F™)* (p)

é uma k-derivagao e a aplicagao
YT,V — T,(Vr)
D+— D

¢ um isomorfismo de k-espacos vetoriais. O

Corolario 3.5. Se U for um aberto afim de V' contendo p, entao T, U ~ T,V .

O Corolério 3.5 expressa o carater local da definicao de espaco tangente de uma

variedade afim. Podemos entao fazer a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.5. Seja V uma variedade afim ou projetiva. Definimos o espaco tangente
a V em p € V denotado por T,,V, como sendo 7,U onde U é qualquer aberto afim de V'

contendo p.

3.3 1-FORMAS DIFERENCIAIS REGULARES

Sejam V' C A" um conjunto algébrico e p € V. Se v = (vq,...,v,) é um vetor

tangente a V em p e F' € I(V), vimos que

n

> v;0i(F)(p) = 0.

i=1

Entdo, para F' = G em k[V], temos F —G € I(V) e

imwxp) _ ivia@(a)(p).

Logo, podemos fazer a seguinte definicao.
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Definigao 3.6. Dado f = F € k[V], o funcional linear d, f : T,V — k definido por

v) = Z ;0 F (p)
i=1
é chamado de diferencial de f em p.

Fixado f € k[V], definimos a funcao ¢y : V. — U (1,V)" por ¢r(p) = d,f.
peV
Denotaremos esta funcao por df.

Seja z; = X; € k[V]. Observemos que, para todo pontop € Vetodoi € {1,...,n},
a aplicacao dyz; : T,V — k é dada por d,x;(v Za X;(p)v; = v;. Logo, para toda

f=F¢cklV]etodov€T,V,
ZaF ZaF (v).

Portanto, podemos escrever d,f = Z 0;F(p)dyz; e df = Z 0;Fdx;.

=1 i=1
Consideremos o conjunto ®[V]| consistindo de todas as fungoes que associam cada

ponto p € V' a um elemento em (7,V)*. Entao, df € ®[V].

Com a operacao usual de soma de fungoes, ®[V] é um grupo abeliano. Além
disso, definindo (f¢)(p) = F(p)¢(p), para cada f = [ € k[V] e ¢ € ®[V], ®[V] é um
k[V]-médulo.

Lema 3.4. A aplicagao d : k[V] — ®[V], dada por d(f) = df é uma k-derivacao.

Demonstragio. Sejam f = F, g =G € k[V] e a € k. Entdo,

n

dlaf +g) =>_ 0i(aF + G)dx; = azn:&-Fdxi + zn:@Gd:ci =ad(f)+d(g).

i=1 i=1 i=1
Logo, d é uma funcao k-linear. Além disso, d é uma k-derivacao pois

n

d(fg) = 0/(FG)dw; = i(G@-F + FO,G)dz; =

i=1 i=1

= Gzn:é?iFdxi + an:(?idei = gd(f) + fd(g).

i=1 i=1

]

Defini¢ao 3.7. Um elemento ¢ € ®[V] é chamado uma forma diferencial regular em V'
se cada ponto p € V' tem uma vizinhanga afim U tal que a restricao de ¢ a U pertence ao
k[U]-submédulo de ®[V] gerado pelos elementos df com f € k[U].
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Assim, ¢ é uma forma diferencial regular em V se, e somente se, para cadap € V' a
m

restricao de ¢ a uma vizinhanca afim de p puder ser escrita na forma Z fidg;, com f!s, gls
fungoes regulares nessas vizinhangas. =

O conjunto das formas diferenciais regulares sobre V' é um k[V]-mdédulo, que
denotaremos por Q[V].

n

Exemplo 12. Seja k um corpo de caracteristica zero. Entao, Q[A"] = @) k[A"]dx;.
i=1

o } base de T,A". Como

0X1

0 1, sei=
d,x; =& =
p’(aX@-p) ! {0,sei7éj,

segue que dpz1,...,d,r, ¢ base para (T,A")" sobre k. Dada ¢ € ®[A"], temos que

. . 9
Para ver isso, sejam p € A" e { IRREES m‘p

o(p) € (T,A™)*, ou seja, ¢(p) = Y _ a;dyz; com a; € k. Portanto, podemos escrever de
i=1
maneira tnica ¢ = » _ ¢;dz;, onde ¢; : V — k é uma funcio definida por ¢;(p) = a;.
i=1
!
Se ¢ € Q[A"], entdo ¢ =) g;dh; em uma vizinhanga U de p, onde g;, h; € k[U].
j=1
Para cada j € {1,...,l}, existem polinémios P; e @); tais que @; nao se anula em U e

h; = P;/Q;. Pela regra de derivagdo do quociente, obtemos

" (1 0P, P;oQ,
dh; = ( I -2 J) dX;. (3.3)
! ; Q; 0X; Q?0X;

n
Substituindo (3.3) na expressao de ¢, podemos escrever ¢ = > f;dz; onde as f;
i=1
sao fungoes regulares em p. Pela unicidade da expressao de ¢ conseguimos v; = f;, isto é,

as 1; sdo regulares em p, para todo p € A" ou seja, ¥; € k[A"] = k[Xq,..., X,].

Definicao 3.8. Chamaremos uma forma diferencial regular em A"™ de uma 1-forma

polinomial em A”. Pelo exemplo anterior, uma 1-forma polinomial em A™ é dada por
w = aidry + -+ apdx,

onde ay,...,a, € k[X;,...,X,]. Quando a4, ...,a,, ndo nulos, sdo todos homogéneos de

mesmo grau s, dizemos que w é uma 1-forma homogénea de grau s.

Definigao 3.9. Diremos que um ponto p € A" é uma singularidade de w quando a;(p) =0
para todo i € {1,...,n}.

Observacao 3. Por definigdo, um vetor v é tangente a V = Z(F') no ponto p € V se
e somente se Y 9iF(p)v; = 0, ou seja, se e somente se d,F(v) = 0. Dali, segue que

i=1

T,V = ker(d,F).
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3.4 O PRODUTO EXTERIOR DE 1-FORMAS

Sejam Tp, Ty : A" — k dois funcionais lineares. O produto exterior de T e T,

denotado por T} A Ty, é a aplicacao bilinear dada por

Ti(u) To(uw)

L) Ty | - RO T,

(Ty NT3) (u,v) = det [

Decorrem imediatamente das propriedades de determinantes que:

(1) T1 A (GTQ + T3) = CL(Tl N Tg) + (Tl VAN Tg)
(2) T2 A T1 = —T1 N TQ.
(3) T, NT; =0, para i = 1,2.

Proposicao 3.6. Sejam 77 : A" — k e T; : A™ — k funcionais lineares nao nulos. Sao

equivalentes:
(1) ker(7Ty) = ker(T3).
(2) Ty e Ty sdo multiplos, isto é, existe A € k\{0}, tal que T} = A\T5.
(3) Ty ATy, = 0.

Demonstragio. (1) = (2) Seja {v1,...,v,_1} uma base para ker(77) = ker(T3) e v,, ¢ ker(T;).
Entao, {vy, - ,v,_1,v,} é base de A". Dado w € A", temos w = ajv; + -+ + a, vy,
Ti(w) = a,T;(vy,) e

Logo, T} = ATy, onde A = T (v,)/T2(vy,).

(2) = (3) Obvio.
(3) = (1) Sejam u € ker(71) e v ¢ ker(7}). Sendo (T} A Ty)(u,v) = 0, temos que
Ty (u)Ty(v) — Th(v)Ta(u) = 0, o que implica em T3 (v)T5(u) = 0. Como T3 (v) # 0 segue que
Ty(u) = 0. Logo, ker(71) C ker(73). De forma anédloga, mostramos a inclusdo contraria e,

portanto, a igualdade. O

Definicao 3.10. Dadas duas 1-formas w,ws em P?, o produto exterior de w; com ws,

chamado uma 2-forma em P2, é a aplicacdo bilinear w; A wy definida por

(w1 Awy)(p) = wi(p) A wa(p), para todo p € TP
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4 FOLHEACOES EM P?

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢des de folheagoes algébricas e campos de

vetores, bem como a relacao entre elas. Ambas sao os objetos principais deste trabalho.

4.1 CAMPOS VETORIAIS EM P?

Considere P?, o plano projetivo sobre & = C, com coordenadas homogéneas
(X :Y :Z) e, para todo ponto p = (X : Y : Z) € Uy, sejam (y, z) € C? as coordenadas
locais de p em Uy, isto é, y =Y /X e z = Z/X. Denotaremos por (z, z) as coordenadas
locais de pontos p em Uy, onde x = X/Y e 2 = Z/Y, e por (z,y) as coordenadas locais

em Uy, onde v = X/Z ey=Y/Z se p € Us.

Ao longo deste capitulo, denotaremos por p um ponto em U; e também por p suas
coordenadas locais. Assim, diremos que se p € U; anula um polinémio homogéneo F' nas
variaveis X,Y, Z, entdao "p anula f', onde f é a desomogeneizacao de F' com respeito a X,
Y ou Z.

Definigao 4.1. Um campo de vetores em uma variedade V' é uma fungao X'(p) que associa

cada ponto p € V' a um vetor tangente X (p) € T,V
O exemplo a seguir descreve o espaco tangente a P? em um ponto p.

2

Exemplo 13. O espaco projetivo P? é coberto pelos abertos afins P" = U U;, onde
i=0

Uy={(X:Y:Z2); X#0}, U ={(X:Y:2);Y#0}eUy={(X:Y:2); Z#0}. Se

p € Uy, entdao T,P? = T,U, ~ T,C* ~ C? e, como vimos no capitulo anterior,

)

onde y = Y/X e z = Z/X. A igualdade acima continua valida se p € U; ou p € Us,

9
dy

9
"0z

p

TpIP)2 = Dery, (kly, 2], kp) = <

fazendo-se as alteracgOes necessarias em y e z.

Segue do Exemplo 13 que um campo de vetores X em P? é dado localmente por
um par de fungoes a e b nas coordenadas locais (y, 2), isto é,
0 0
+

X(p) = a(p)afy b(p)@

p
Se a e b sao polindmios, dizemos que X é um campo de vetores polinomial.

Os campos trabalhados daqui em diante serdo polinomiais e escritos como

0 0



34

Note que a expressao (4.1) nos da uma descrigdo do campo apenas em um dos
abertos U;, para i € {0,1,2}. E natural entdo perguntarmos se é possivel dar uma descricao

global do campo X'. A resposta é sim e é o que faremos a seguir.

O plano projetivo P? é construido identificando pontos de C3\ {0} que estao na
mesma reta passando pela origem. Veremos entao como certos campos em C? definem

campos em P2,

No que segue, é importante ter em mente que vetores tangentes a uma variedade
V' sao identificados, como mostramos no Capitulo 2, com derivagoes no anel k[V] de
coordenadas de V. Entao, para relacionarmos vetores tangentes a C* em um ponto p =
(X,Y,Z) # (0,0,0) com vetores tangentes a P> no ponto correspondente p = (X : Y : Z)
é preciso explicitar a relacao entre o anel de coordenadas k[X,Y, Z| de C?® e k[U,], o anel

de coordenadas de U; C P2, uma vizinhanca afim de p € P2.

Comecemos considerando o aberto U = C3\Z(X) = {(X,Y,Z) € C* X £ 0},

o U — c?
(X.Y,2) — (%.%) =2

XX

(4.2)

e ¢* o isomorfismo induzido por ¢, definido por
¢* : k[C’] = Cly, z] — k[U] = C[X, Y, Z][1/X]
Y Z
fly,z) — f(X’X)'
Entao, para cada p € U, existe a transformacao linear
dpo : T,C° 2 T,U — Ty()C? = Ty Up = TP
D+—— Doo".

Vale a pena destacar que a aplicacao dp¢ definida acima ¢ a maneira natural de

associar um vetor D € T,C* a um vetor D o ¢* € Ty, P?.

dp¢ : Tp(C3 — T¢(p)]P)2
Dv+—— Dog".

Observagao 4. Dado um polinémio g € kly, z| de grau m, seja
Y Z

AXY, Z)=X"g | =, =

(XY, 2)=x"g (5. %)
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a homogeneizacao de g. Entao, as derivagoes parciais 9/9Y e 0/0Z aplicadas a A(X,Y, Z)

estao relacionadas com as derivadas parciais de g(y, z) € kly, z| da seguinte maneira:

04 Lol 04 09
Ny Wl(x.2) 92 x vz 9|z 2)
a 1— 1
De fato, se g = Z a;;y i, entao Zawzy

irj
dg (Y Z YN 2N S .
-1YJ (2 “Z\ _ mel l () <> _ i'.Xm,lijfolZ] 4.3
By (X’X) %.:W X X ZZJ;W o (43)
como A(X,Y,Z) =%, a;iX™ "Y' Z1 | segue que

0A

X, Y, 7) aiiX™ Iy T 70,
oy !

Z‘?j
De maneira analoga, prova-se a segunda igualdade.

Exemplo 14. Neste exemplo veremos como um campo em C? define um campo em U.

Para isso, vamos descrever d,¢ explicitamente usando coordenadas nos espagos tangentes.

Denotemos por dx = 0/0x, Oy = 0/0y e 0z = 0/0z. Dado um vetor tangente
D = agOx|, + a10y|, + a20z7], € T,C% ag, a1, a9 € k,

seja g(y, z) € kly, z] de grau m. Entao,

76 =9(35) = AXY.2)/X7,

onde A(X,Y, Z) é a homogeneizagao de g e
dpd(D)(g) := Do ¢"(g9) = D(A(X,Y, Z)/X™).

Calculando D(A(X,Y, Z)/X™) temos:

4o(D)s) = DAY, 2)/X7) = oy (537 ) + i (5o ) + 0202 (50)] ) =
(0 o (8] (3] -
B :ao (-Yay;m;zazA> L <§amy+‘f> +ay (f{fﬁ)] (») =

_<X0J1 — Yao) ayA -+ (XCLQ — Z(lo) azA .
X m+1 (p) -

1 Y 1 1 Z 1
= | (e = ) v+ (o = ) 0o
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Da segunda para a terceira linha, usamos a férmula de Euler mA = X0yA+ Y01 A+ Z0, A,

ja que A é homogéneo. Usando as igualdades dadas na Observagao 4, podemos escrever

4o(D)(9) = [(5pa1 — yaa0) g + (g2 — a0 D0 9) (1.4

ou também,

Xdyp(D)(g9) = (a1 — yao)dyg(p) + (az — za0)0.9(p), Vg € kly, 2].

Assim, a menos de multiplicacao por X, que é sempre nao nula em Uj, temos
dy$(D) = (a1 — yao)(p)dyl, + (a2 — 2a0)(p)0:|, € T P>,

Mais geralmente, dados Fy, F, F5 polindmios homogéneos de mesmo grau, considere
o campo vetorial X em C? definido por X = Fydx + F10y + F»0; tal que, em cada ponto
peC? X, :=X(p) = Fo(p)Ox|, + Fi(p)dy|, + F2(p)dz|,. Pelo Exemplo (14), mostramos

que a menos de multiplicagao por uma constante nao nula,

dp¢(D)(Xp> =(fi— yfo)(p)ay|p + (fz - ZfO)(p)az|pv (4'5)

onde f; = F;(1,y, z) para cada i € {0,1,2}.

Isso motiva a proxima definigao.

Definigao 4.2. Uma forma global de um campo vetorial X em P2, de grau d, é uma

expressao da forma

0 0 0

onde Fy, Fy, Fy € k[X,Y, Z], quando nao nulos, sdo homogéneos de grau d.

Pelo Exemplo 14, o campo vetorial X dado em (4.6) tem a expressao local em Uy:

Xy, = (f1 _ny)c;z;+(f2 _ZfO)ai’ (4.7)

Y Z

onde y = % e z = ¢ sdo coordenadas locais em Uy e fi(y,z) = Fi(1,y, 2).

Trocando Uy por U; ou U no Exemplo 14, temos expressoes locais para o campo

X nos abertos U; e Uy. A saber, no aberto U; a expressao de X é

0 0
Xy, = (fo—ﬁfl)%+(f2—2f1)$7 (4.8)
onde = 3 e z = £ sdo coordenadas locais em U e fi(z,2) = Fy(z,1,2). J4 no aberto
U,, a expressao de X é
K, = (o= 2f2) o+ (o~ y) o (1.9
v2 = (Jo 2) 5 1= Yf2 By’ :
onde x = 2 e y = + sdo coordenadas locais em Us e fi(z,y) = Fi(z,y,1).
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Exemplo 15. O campo vetorial R = Xa% + Ya% + Za% em P? tem expressoes locais

Xy, nulas, para i = 0,1,2, isto é, R é o campo nulo em P2. De fato,

0 0
Ru, :(y—y)a—y—l—(z—z)azo (4.10)

Analogamente, mostra-se que Ry, =0 e Ry, = 0.

Definicao 4.3. Chamamos o campo R = X a% + Yaiy +7 6% em P? de campo radial ou

campo de Euler.

Um campo vetorial em P? ndo possui uma tnica forma global. De fato, se um

campo X tem uma forma global

0 0 0
X = F087X + Flan + F2(97’

onde os polinémios F}s nao nulos sao homogéneos de grau d, entao para qualquer polinémio
homogéneo G de grau d — 1 temos que X' = X + GR é uma forma global de X', uma
vez que R é o campo nulo. Nesse caso, dizemos que X e X’ diferem por um multiplo do
campo radial e que X e X’ sdo representantes do mesmo campo vetorial.

Também é verdade que se X = Fy0x + F10y + Fy07 e X' = Goox + G10y + G204
sao campos vetoriais de grau d em C? que representam o mesmo campo vetorial em P2,

entdo X — X’ é multiplo do campo radial.

De fato, as formas locais em Uy de X' e X’ sao respectivamente

Y Z Y Y 7 0 Y 7 Z Y Z 0
= (A1 x) xR (e 5) 5 (B0 ex) - R 0x %) 5

;o YZ>_Y (YZ»a( (YZ>_Z (YZ»@
XU°_<G1<1’X’X O\l xx oy elyx) x%\bxx)) o

e, sendo 0 mesmo campo vetorial em P2, temos as igualdades

Y 7 Y Y 7 Y 7 Y Y 7
Flyx) x00rs)=(@0es) xo(rs) 6w

Y 7 A Y 7 Y 7 A Y 7
(B(yx)-¥00ry)=(@0es) 50(rs) 6w

Multiplicando ambos os membros da igualdade (4.11) por X?*! obtemos a igualdade
XF, —YFy, = XG; — YG)p, ou ainda X(F; — Gy) = Y (Fy — Go). Dai, X|(Fy — Go),
isto é, existe um polindmio homogéneo H de grau d — 1 tal que Fy — Gy = X H. Logo,
X(F) — Gy) = XYH, ou seja, F} — Gy =Y H. Finalmente, utilizando a igualdade (4.12)
temos Fy — Gy = ZH, de donde segue que X = X' + HR.

Nosso objetivo agora ¢ definir singularidades de um campo de vetores X em P2,

mas para isso vamos precisar do lema a seguir.
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Lema 4.1. Considere um ponto p = (X : Y : Z) € U; N U; e o campo vetorial de grau d

0 0 0
X=FIh—+F—+ Fh—.
"ax oy T ez
Se p anula a expressao local do campo X em U; ele também anula a expressao local de X

em Uj.

Demonstragcao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que p € Uy N U; e que p anula a

expressao local de X em Uy, isto é,

{ F1<17y72)_yF0(17y7Z>:O

(4.13)
FQ(LZ/,Z) _ZFO<1ay7Z) :Oa

onde y =Y/X e z=Z/X. Vejamos que p anula a expressao local de X em Uj.

Multiplicando a primeira e a segunda equacdo de (4.13) por X491 /Y 4+l temos

{ %Fl (galvg) _FO (évlaé) =0 (414)
n(318) - 43R (5.18) o
Isolando Fj na primeira equagao de (4.1) e substituindo na segunda temos

SR (50.2) - 255R (50,2) =0 -
B(512) - 2R (¥ 1.2) - |
De (4.1) e (4.15) temos as expressoes
() -gng g
B(EE) - 2R (E1E) =0
que mostram que p anula a expressao local (4.8) de X em Uj. O

Definicao 4.4. Um ponto p € U; é dito uma singularidade do campo X quando p anula

a expressao local de X em U;.

Exemplo 16. Considere o campo de vetores em P? dado globalmente por

0 0 0

X=XY—+YZP— + X =
ox Ty T oz

cujas expressoes locais sao

0 0

Xy, = (yz2 — y*) = 1-— —
vo = (yz y)ay+( y2) g

0 0

Xy, = (2% — xz2)% + (2® — 2

Em Uy, temos trés singularidades (1:1:1),(1:&:&%) e (1:&%€), onde € é a raiz
cubica primitiva da unidade. Estas singularidades sao também singularidade em U; e Us,.
Olhando para a expressao de X em U; encontramos a singularidade (0:1:0) e em U, a

singularidade (0: 0 : 1). Desta forma, o campo X apresenta cinco singularidades.
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4.2 1-FORMAS EM P?

Nesta secao apresentaremos um estudo das 1-formas diferenciais P? como fizemos
para os campos vetoriais na secdo anterior. Mostraremos a rela¢ao entre campos e 1-formas
em P? e usaremos esta relacdo para obtermos a expressao global de um campo a partir de

uma expressao local.

Definic¢ao 4.5. Uma 1-forma em P? ¢ uma aplicacdo w que associa cada ponto p € P?

um funcional linear em T,P?, w(p) : T,P? — k.

Segue da definicio que uma 1-forma w em P? é dada localmente em Uy por um par

de funcgoes aq(y, 2), as(y, 2), isto é,
w = ady + asdz, (4.16)

onde y =Y/X e z = Z/X sdo coordenadas locais e em cada p, {d,y,d,z} é a base dual
de {0,lp, 0:1p}, ou seja, dpy(0,,) =1, dpz(0:[,) =1 e dpy(0.[,) = dp2(9y,) = 0.

Se a; e ay sao polindmios, dizemos que a 1-forma é polinomial.

As 1-formas consideradas neste trabalho serdo sempre polinomiais.

E natural perguntarmos se é possivel, assim como fizemos para os campos vetoriais,
dar uma descricao global, em algum sentido, da 1-forma w. A resposta é sim como veremos

a seguir.

Consideremos novamente a fungdo dada em (4.2) do aberto U de C* no aberto
Uy de P2, Dela obtemos o diagrama abaixo que associa a cada funcional linear Ao f -
TyP? — k, onde f € k[y, z], um funcional linear dy(,) f o dp¢ : T,C* — k.

dpo
TPCS — T¢(p)P2

\ \deﬂp)f

k

Com o objetivo de descrever em coordenadas o funcional dg, f o d,, para uma

f € k[x,y] qualquer, analisemos primeiramente os casos em que f(x,y) =z ou f(z,y) = y.

Observagao 5. Nas mesmas hipéteses de (4.2), sejamy = Y/X e 2 = Z/ X as coordenadas
locais em Up. Afirmamos que os funcionais dy)y o dp¢, dsz o dp¢ € (T,C?)* sao dados

por:
Y 1 Z
— ﬁde € d¢(p)Z @) dp¢ = deZ — ﬁ

De fato, sejam Ox = 0/0x, Oy = 0/0y e 07 = 0/07 as derivagoes que, quando

1
d¢(p)y o dp¢ = Xdpy de

calculadas em p € U, formam uma base para T,C?. Segue da expressdo (4.4) que

Y A

dp¢(8X) = 8X [¢] (b* = —78

X2 Yy ﬁaw
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|
dp¢<aY) = 8Y o ¢ - iay
. 1
dp¢(az) = aZ o ¢ = Y
Logo,
. Y Z Y
do(p)y(Ox © @) = dy(p)y (—XQGy - X28Z> -7

. 1 1
)y(aY o) = d¢>(p)y (Xay> = X’

. 1
dyp)y(9z © ¢*) = dy(p)y (Xaz) = 0.
Entao, para um vetor D = aoaxlp + alay]p + agaz]p eT,C*2T,U,

. Y 1 Y
(doy © dpd)(D) = dypy(D 0 ¢7) = —to~7 + a1 = ( Y — <5d, X> (D),

ja que d,X (D) = ag, d,Y(D)=ay, ed,Z(D) = ay. Logo,

y
(doyy 0 dy) = (Xd V-, X)

De maneira analoga conseguimos a segunda igualdade.

Exemplo 17. Seja w uma 1-forma polinomial em P2, dada localmente por w = a;dy+asdz,
onde d = max {grau(a;)|i = 1,2}. Dado um ponto p = (X,Y, 7) tal que X # 0, temos
pela Observacao 5 que

w(@(p)) odpp = ay (%, %) dp)y © dpd + ay (% %) dp(p)z © dpp =

Logo,
Ao(p) Ai(p) As(p)
w(p(p)) odyp = Xd+2d X + iz d,Y + iz d,Z (4.17)
onde Ag, Aq, As s@o os polindmios homogéneos de grau d + 1 dados por
Y Z Y Z
Ao = ( Yo <X X) 7 <X’ X>) ’
Y Z
A :Xd+1 < )
1 aq X> X
Y Z
A= XM (3. %)

Um célculo direto mostra que XAy + Y A; + ZA, = 0.
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Observe ainda que se aiq(y, 2) e agq(y, z) sdo componentes homogéneas de grau
d de a1(y, z) e as(y, z), quando yaiy + zasqy = 0 teremos que X é um fator comum de

Ap, A1, As. Neste caso, simplificando a expressao (4.17) teremos

By By
(o) o dyo = 2oL g, x4 D) gy LD)

d,Z,

onde By, By, Bs sao os polindomios homogéneos de grau d dados por

Y 7 Y 7
By = (van () - 2 (- 5)
0 ay XX a2 X' X )

Y Z
By = X%, < )
e ainda teremos X By + Y B; + ZB; = 0.
Exemplo 18. Como no exemplo anterior, podemos mostrar que se a w for dada localmente

em U; por w = aydx + asdz, d = max {grau(a;)|i = 1,2} e p = (X, Y, Z) for um ponto tal
que Y # 0, entao

w(d(p)) o dpp = Yd(+2) d,X + éld@ d,Y + ’;Qd@ d,Z (4.18)

onde Ay, Ay, As s@o os polindmios homogéneos de grau d + 1 dados por

X Z
Ay=Y"la, (3.7)
X 7 X Z
A, =Y¢ X 7 — —
! ( ‘“(Y Y) aQ(Y’Y))’
X 7
Ay =Y"ay (3. 7).

Para w dada localmente em Us por w = adx + asdy, d = max { grau(a;)|i = 1,2}
= (X,Y, Z) um ponto tal que Z # 0, teremos

Al A2
wlo(p) o dyo = 24, x 4 1By vy 2200)

d,Z (4.19)

onde Ag, Ay, Ay sdo os polindémios homogéneos de grau d + 1 dados por

XY
Ay =20, (. )

XY
A=z (5. ).

Xy Xy
d .
A2 =2 < Xal(z Z) Ya2<Z’Z>)’

Os Exemplos 17 e 18 mostram que podemos, a partir de uma 1-forma dada

localmente em P2, definir uma 1-forma em C?, o que motiva as duas préximas definicoes.
) M
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Definigao 4.6. Seja w uma 1-forma polinomial em P? dada localmente em U, por
w = a1dy + agdz
e seja d = max {grau(a;)|i = 1,2}. O grau da 1-forma ¢é dado por

) d, se  yaig + zasy # 0
d—1, se yayg+ zasqg =0

onde a4 € asg sao as componentes homogeéneas de grau d de a; e as, respectivamente.

Definicao 4.7. Uma forma global de w em P? é uma expressao

Q= AgdX + AydY + AydZ, (4.20)

onde Ay, Ay, Ay sao os polindomios homogéneos de grau s + 1 dados por

e (v (5 2) -2 (5.2)

X'X X' X
Y Z
A = X a, (X, X) , (4.21)
Y Z
A= X0 (5 %)

Observagao 6. As defini¢oes semelhantes a Defini¢ao 4.7 podem ser feitas a partir da

expressoes locais de 1-forma em P? nos abertos U; e Us.
Observacao 7. Dada a expressao global de uma 1-forma em P2,
Q = AodX + AldY + AQdZ,

com XAg+ YA+ ZA, =0, as suas expressoes locais nos abertos Uy, Uy, Uy sao, respecti-

vamente,

QUO = aldy + GQdZ,

onde a1 = A1(1,y,2) e ag = As(1,y, 2),

Op, = bodz + bodz,
onde by = Ap(z,1,2) e by = Ay(x, 1, 2),

Qu, = codx + c1dy,

onde ¢y = Ap(z,y,1) e c1 = Ay(x,y,1).
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Exemplo 19. Consideremos a 1-forma dada em U, por w = 22dy + ydz. Como s = 2

temos que

2
Ay = X? (—Y (i) — Z)i) = -YZ?* - XYZ,

2
A, = X3 (}Z() _ X2

Y
Ay = X?? = X?%Y.

Logo a expressao global da 1-forma é

Q= (-YZ* - XYZ)dX + XZ*dY + X*YdZ.

No processo de voltar para a expressio local de € em Uy, temos a,(y, z) = Ai1(1,y,2) = 22

e as(y,z) = As(l,y, z) =y, ou seja, Qy, = w. Em U, temos
bo(w,2) = Ag(z,1,2) = —2% — 12
e bo(x,2) = As(x,1,2) = 2%, donde segue que
Qu, = (=2 — 22)dzr + 2°dz.
Em Us, temos cy(z,y) = Ao(z,y,1) = —y — 2y, c1(z,y) = Ai(z,y,1) = x e obtendo
Qu, = (—y — zy)dz + xdy.

Observagao 8. Seja w uma 1-forma em P? definida em U por w = ady + bdz. Para
cada p € Uy, w(p) : T,P* — k ¢ um funcional linear cujo ntcleo ¢ gerado por X, =
—ba%|p~|—a%|p € T,P?, isto é, ker(w(p)) = {\X,; A € k}. Podemos entédo dizer que w define

em Uy um campo de vetores escrito localmente como X = (—ba% + a%) .

Defini¢ao 4.8. Uma folheacao de grau d em P? é, a menos de multiplicacdo por escalar,
uma expressao da forma

O = AgdX + A dY + AsdZ,

onde Ay, Ay, Ay sao polindmios, quando nao nulos, homogéneos de grau d + 1, satisfazendo
a condigao
XAO -+ YAl + ZAQ - O

Diremos que uma folheacao em P? é induzida pela 1-forma € e por um campo de vetores

X de grau d quando o ntcleo de €2 conter o campo X.

Observacao 9. O termo folheacao esta relacionado com a decomposicao de uma variedade,
por exemplo o plano complexo, em uma uniao disjunta de subvariedades que se comportam
(pelo menos localmente) como solugdes de uma equagao diferencial. Como equagdes
diferenciais estao relacionadas com campos vetoriais que por sua vez se relacionam com

1-formas diferenciais, os trés conceitos serao usados de forma equivalente.
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Definigao 4.9. Um ponto p € P? ¢é dito uma singularidade da folheacdo induzida pela
I-forma Q = AgdX + A1dY + AdZ quando Ay(p) = A1(p) = A2(p) = 0. Denotaremos o
conjunto de todas as singularidades de €2 por Sing(€2). Quando Sing({2) for um conjunto

finito, diremos que a folheacao é saturada.

Observacao 10. Se w = a;dy+ asdz é a forma local de Q2 = Agd X + A1dY + AsdZ em U,
nao podemos garantir que Sing(w) e Sing(2) sejam iguais. Os dois conjuntos coincidem se,
e somente se, Sing()) ndo intercepta a reta no infinito L., = Z(Z). De fato, se nenhuma

das singularidades de ) pertence a L, uma dada singularidade p = (1 : z : y) de w é tal
que A;(p) =0e Ay(p) =0. Como X =1e

Y Z

A= (5 5).
Y Z

Ay = X1 ( >

2 5] X7X )

segue que a1(p) = 0 e ay(p) = 0. Por outro lado, se p = (1 :y: z) é tal que a;(p) =0 e
as(p) = 0, entdo das relagoes acima temos A;(p) = 0 e Ay(p) = 0. Como vale a relagao
XAy+ YA +ZAy=0¢e p¢ Ly, temos Ag(p) = 0. Assim, p € Sing(2).

4.3 RELACAO ENTRE CAMPOS DE VETORES E 1-FORMAS

Nesta secao apresentaremos a relacao entre campos de vetores e 1-formas em P?

que induzem a mesma folheacao de P2.
Considere um campo de vetores em P? dado globalmente por

0 0 0
X =hgg +hay+ gy,

onde os F!s, quando nao nulos, homogéneos de grau d. Por (4.7), a expressao local de X

em Uy, é dada por
0 0
X=(fi— yfo)@ + (fo — Zfo)a‘

Pela Observacao 8, a expressao local de uma 1-forma em Uy, que induz a mesma folheacao
que X, é
w=—(f2 — 2fo)dy + (fr — yfo)dz.

A expressao global da 1-forma acima é
Q= AgdX + A1 dY + AxdZ,
onde, pelas equagoes (4.21), Ay, A, Ay sdo dados por

Ay =YF,— ZF,
Al - —XF2 -+ ZFO,
Ay =XF =Y.
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Ou seja, a expressao global de ) que define a mesma folheagdo que o campo X é

Uma maneira simplificada de determinar a 1-forma €2 associada ao campo de vetores

X = Fy0y + F101 + F505 € ver que ela dada pelo determinante da matriz

dX dY dz
Q= X Y Z
E FF

Reciprocamente, dada uma 1-forma Q = AqdX + A1dY + AsxdZ, podemos reverter

0 processo e encontrar polinémios homogéneos de mesmo grau, Fy, F, Fb, tais que o campo

0 0
X = Foa—X + Fla—y + Fzﬁ e 2 induzem a mesma folheacdo de P2. Isto serd possivel

pelo resultado dado a seguir.
Proposicao 4.1. Se Ay, Ay, Ay € k[X,Y, Z] sao polindmios homogéneos de grau d + 1
satisfazendo X Ay + Y A; + ZA, = 0, entao existem polinémios Fy, Fy, F» homogéneos de
grau d tais que

Ag=YFy, — ZF,

Ay =Z7ZFy)— XFy,

Ay = XF| — Y.

Demonstracao.
XAg=-YA — ZA, (4.22)

e os Als possuem grau d + 1, X4*! nao divide nenhum mondmio de A, caso contrario
X Ay teria um mondmio divisivel por X%+2. Logo, todos os mondmios de A, possuem fator
Y ou Z e podemos entao escrever Ay = Y Fy, — F}Z, para algum par de polindémios F}, Fy,

ambos homogéneos de grau d. Substituindo Ay em (4.22), temos

X(YF,— F\Z) = —A)Y — Ay 2. (4.23)
Agrupando os termos em Y e Z na equagao (4.23),

Y(XFy+ A) = Z(XF, — Ay). (4.24)

Portanto, Y|(X F; — Ay) e Z|(XF, + Ay), isto é, existem polindmios G5 e G4, ambos de

grau d, tais que

{XF1 — Ay =YGs, (4.25)

XFy+ A = ZG,.
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Substituindo as equagoes (4.25) em (4.24), obtemos Y ZG4 = ZY G5 e, consequentemente,

G3 = Gy4. Escrevendo G3 = G4 = Fy, surge as relagoes

AQ = XFl - YF[),
Ay =ZF) - XF.

Substituindo (4.26) em XAy = —Y A; — Z A concluimos que

Ay=YF, — ZF.

Exemplo 20. Consideremos o campo de vetores

9] 0 0
X:Ya—X+(X+Y)a—Y+(X+Y+Z)a—Z.

A expressao local de X em U, é dada por

) 0
XUO=(1+y+y2)gy+(1+y+z—y2)$

e a 1- forma associada a Ay, ¢ dada por
w=(yz—y—2z—Ddy+ (1 +y—y°)dz.

Usando as relagoes (4.21), temos que a expressao global da 1-forma é

(4.26)

Q= (XY —XZ+YHdX + (YZ - XY — XZ — XH)dY + (X* + XY —Y?)dZ.

Exemplo 21. Tomemos a 1-forma dada globalmente por
OW=2YZdX — XZdY — XYdZ.

Vamos obter polindbmios homogéneos Fy, F} Fy de grau 1 tais que

AO - YF2 - ZFl,
A =7ZF, — XFy,
Ay = XF —-YF.

A Proposicao 4.1, além de garantir a existéncia de tais polinémios, fornece um método

para encontra-los. Seguindo a sua demonstracao, podemos deduzir que
Ay =(22)Y —0.Z,
ou seja, F1 =0e Fy, =27. O polinomio Fj ¢é tal que

XFl - AQ - YF07
XF,+ A =7F,.
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Substituindo F; e F5 no sistema acima, obtemos

XY =Yy,
2X7Z — X7 =ZF,.
Donde concluimos que Fy = X. Assim, um representante do campo vetorial que induz a
0
mesma folheagdo que a 1-forma 2 ¢é X = X E3% + 27 27

Poderfamos também escrever

isto é, tomar F; = =Y e Fy, = Z. Neste caso, Fy = 0. Obterfamos assim, um outro

0
campo representado por X' = —Ya—y +Z 27 Apesar de representacoes diferentes, X e

X’ representam o mesmo campo de vetores em P? j4 que X = X’ + R, onde R é o campo

radial.

Sejam Q = AgdX 4+ A1dY + AxdZ e X = FyOx + F10y + F307 induzindo a mesma
folheacao de P2. Seja p uma singularidade de €. Por simplicidade, suponhamos que

p € Uy. Entao p anula a expressao local de €2 em Uy, que é w = a;dy + asdz, onde

9
0z

singularidade de X. Reciprocamente, se p € U, é singularidade do campo X, entao p

a; = Aj(1,y,2). Como a forma local de X' é Xy, = _a2a% + a1 4, segue que p é uma

anula sua expressao local em Uy e também anula w = a;dy + axdz, a forma local de €2 em
Up. Como A;(p) =0 = As(p), X(p) #0e AgX + A1Y + Ay Z = 0, conseguimos Ay(p) = 0.

Estas consideragoes mostram que as singularidades de X' e de €2 sdo as mesmas.

Lembrando as relagoes

AO - YF2 - ZFl,
A =ZFy— XF, (4.27)
Ay = XF, — YF,,

temos que as singularidades da folheacao sao dadas pelos zeros comuns dos menores 2 X 2

XY Z
Fy, F, F |

da matriz

4.4 CURVAS INVARIANTES

Definigao 4.10. Sejam C' = Z(F') uma curva irredutivel em P? ¢ X um campo vetorial
de P? de grau d. Dizemos que C ¢é invariante por X, ou ainda que C' ¢ solucao de X, se
X(p) € T,,C para todo p € C'\(Sing(C') U Sing(X')).

Se C' for redutivel, diremos que C' ¢ invariante por X se cada componente irredutivel

de C' for invariante por X.
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Definicao 4.11. Uma curva C' invariante por um campo de vetores X é também chamada

curva invariante da folheacao F induzida por X ou uma folha da folheagao F .

Proposicao 4.2. Uma curva projetiva plana reduzida C' = Z(F') de grau m é invariante
por uma folheacao F induzida pelo campo de vetores X de P? e de grau d se, e somente
se, X(F) = HF para algum polinémio homogéneo H de grau d — 1.
8(2( + Flﬁ(zf + FgaaZ onde Fy, I, Fy
sao polinémios homogéneos de grau d. Se X (F') = HF para algum polinémio H, temos
para p € C\(Sing(C) U Sing(&X')) que

Demonstrag¢io. Suponhamos X dado por X = Fj

X(F)p) = Fop) o (9) + Fi(0) o0 (o) + Fap) o0 (6) = H(p)F(p) = 0
Logo, (Fo(p) : Fi(p) : F»(p)) € T,C e portanto C' ¢é invariante por X'. Reciprocamente,
suponha C' invariante por X, entdo X (p) € T,,C para todo p € C'\(Sing(C') U Sing(&X')),
isto é, X'(F)(p) = 0, para todo p € C'\(Sing(C') U Sing(X')). Portanto, o polinémio X (F)
se anula em C. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema 2.2), segue que X (F) €
(F)y = (F) pois F é reduzido. Assim, existe um polinémio H tal que X(F) = HF.
Como X (F') e F sao polindmios homogéneos, H também é homogéneo. Comparando os

graus na igualdade X'(F') = HF', obtemos que o grau de H é d — 1. O

Exemplo 22. A folheacao de P? de grau zero induzida pelo campo vetorial

0 0

0
X =M= oY +)\QaZ

X + M=

é tal que toda reta de P? passando por (Ao : A; : Ag) é invariante. De fato, se uma reta
¢ passa por (Ao : A1 @ A\g), entao ¢ é dada por F(X,Y,Z) = apX + a1Y + axZ = 0, onde
agAo + a1 A1 + asAe = 0. Como X (F) = agAg + a1 A1 + aghe = 0 = 0.F, segue a afirmacao.

Temos ainda que se uma reta de P? nao passa por (Ao : A : A2), ela ndo pode ser

invariante pela folheacao.

3

Exemplo 23. A curva plana projetiva C definida por XZ? = Y? ¢ invariante pela

folheacao definida pelo campo de vetores

) ) 0
X = —2XZoo =3V

De fato, X(F) = —2X Z(—3Y?) — 3Y%(2X Z) = 0.

Exemplo 24. Para que a reta no infinito L, := Z(X) seja invariante por uma folheagao

0 0

de grau d definida por X = FOE)X +F— 5y + Fh— 57 devemos ter X' (X) = Fy = HX para
algum H homogéneo de grau d — 1. Logo, para construirmos campos de vetores cuja reta
X =0 é invariante devemos escolher polindmios homogéneos H, de grau d — 1, e I}, F5,

ambos de grau d.
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Vamos estender a nocao de curva invariante para 1-formas em P2

Definicao 4.12. Sejam 2 uma 1-forma em P? e C uma curva plana projetiva. Dizemos
que C' ¢é invariante por Q quando C' for invariante por um campo vetorial X de P? que

induz a mesma folheacao em que (2.

Proposicao 4.3. Uma curva C' C P? definida pelo polindmio homogéneo reduzido F é
invariante por uma folheacao de P?, definida pela 1-forma €2, se e somente se existe uma
2-forma 7 tal que

QANdF = Fn.

Demonstragio. A curva C' = Z(F') é invariante pela folheacao se para todo p € C\ (Sing(C)U
Sing(Q?)), X (p) € T,C. Mas X (p) € ker(€2(p)), para todo p. De acordo com a Observagao
3 temos T,C' = ker(d,F'). Assim, como os espagos vetoriais ker(2(p)) e ker(d,F’) tem
dimensao um, entao ker(§2(p)) = ker(d,F'), para todo p € C. Pela Proposicao 3.6, temos
Q(p) Nd,F =0. Se

QANdF = BpndX NdY + ByedX AN dZ + BypdY A dZ,

temos B;j(p) = 0,0 < i < j <2, para todo p € C. Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert
(22), Bij = CZJF e

QANdF = F(Co1(dX NdY) + Coo(dX NdZ) + Cro(dY NdZ)).

]

Observagao 11. Se o campo X e a 1-forma (2 induzem a mesma folhecao em P?, entdo
uma curva C', definida por um polinémio livre de quadrados F', é invariante por X se e
somente se é invariante por €2, ou seja, X'(F') = HF para algum polindmio homogéneo H,

se e somente () A dF' = F'n, para alguma 2-forma 7.

0 0 0 :
De fato, X = F087 + Flaiy + F287 e ) = AodX + AldY -+ AQdZ induzem a

mesma folheacao em P? se e somente se

Ay =YF,—ZF
Al - —XF2+ZFO
Ay =XF =Y.

Além disso,

oF oF oF oF oF oF
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— mF(FydX AdY — Fy dX NdZ + FydY AdZ)— Z F08F+F16F B2 ax nav+
ox Ty T ez
OF _OF _OF
iX ndZ - X (F, R LR
) ( “ax Ty T ez

or oF oF
Na tltima igualdad 6 la de Eul F=X—+Y— ¢
igu e usamos a formula de Euler m 8X 9y + Z(?Z onde m é

oF oF oF
X + 0w+ Fo—

By 57 )dY/\dZ.

v (F

o grau de F'. Logo,

aF 8F 8F
=FH

OF _OF _ OF
X(F) = Fyrst ==+,

Reciprocamente,

FIX (Foge + Figy + Fagy) OF OF OF
QAdF = Fn = F|Y(F0 + RO 4 R0 ) ;»F‘(FOWJrFlaYJrFQaZ).
F|Z (Foa—x +R2E F28—2)
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5 NOCOES SOBRE ALGEBRAS DE LIE

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados de algebras de Lie que serao

utilizados no proximo capitulo.

5.1 DERIVADAS DE LIE

Seja U um subconjunto aberto e nao vazio de C2. Considere uma funcio f : U — C?

e a equagao diferencial & = f(x).

Ao longo deste capitulo identificaremos a equacao diferencial & = f(z) com o

campo vetorial

onde e z1, x5 as coordenadas em C? e a,b sdo as coordenadas de f. Em alguns momentos,

por um abuso de linguagem, diremos que este é o campo f.

Dada uma fungdo ¢ : U — C, seja L;(¢) a derivada de Lie de ¢ em relagao ao
campo Xy definida por

L(0)(0) = X0)(0) = ) 20+ v() 2 = Do) ).

Uma conta simples mostra que Ly é uma C-derivacao nos conjunto das fungoes definidas

em U, ou seja, se 1, ¢ sao funcgdes complexas definidas em U e k € C entao:

(a) Ly(o+ k)= Le(¢) + kLy(v),
(b) Li(g) = Li(@)¢ + Ly ()9

Definig¢ao 5.1. Uma fungao ¢ é chamada integral primeira de @ = f(z) se

Ly(y) = 0.

Definigao 5.2. Uma funcgao 1 é dita semi-invariante por & = f(z) se existe uma funcao

analitica p em U tal que

Ly(¥) = .

O conjunto de zeros de uma fungao semi-invariante, bem como qualquer curva de

nivel de uma integral primeira, é uma curva invariante por © = f(x).

Sejam f e g sao duas funcoes definidas em U. O comutador de Ly e L, definido
por
[Ly Lg] = LyLg — Ly Ly,

¢ também uma derivacgao.
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Observacgao 12. O comutador de duas derivagoes Ly e L, ¢ igual a Lis g, onde [f,g] ¢ a

funcao definida por

L[ 91(z) = Dy(z) f(z) — Df(x)g(x).
Definicao 5.3. Um campo vetorial definido pela funcao f é dito livre de divergéncia se

0 b
div(f) :=trDf = 0xal+8xg = 0.

Observacao 13. Se ¢ é uma funcao definida em U, entao

div(yf) = Lp(¥) + div(f).

Logo, ¢ f é livre de divergéncia se e somente se L (1)) +div(f) = 0, ou seja, se e somente

se 1 é semi-invariante por & = f(x).

Definigao 5.4. Uma fungao ¢ # 0 definida em U é dita um fator integrante de & = f(z)
se Ly(w) + div( ) = 0.

Proposigao 5.1. Seja g um campo vetorial definido em U tal que [g, f] = Af, para
alguma fungao escalar A, entao 1/det(g, f) é um fator de integrante para f, desde que o

denominador nao seja identicamente nulo.
Demonstragio. Veja [28] ou o Teorema 2.48 em [19]. O

Neste capitulo vamos considerar f polinomial.

Teorema 5.2. Considere a equagao diferencial & = f(x), onde f é uma fung¢do polinomial

em C2.

(i) Se existir uma integral primeira elementar sobre C(x1,x9), entao a equagao admite

um fator integrante algébrico.

(ii) Se a equagao admite um fator integrante algébrico, entao ela também admite um

fator integrante da forma

(AN

onde 0s p; sao polinomios irredutiveis (e semi-invariantes) e d; sao nimeros racionais.

(Incluindo a possibilidade de r = 0, com fator integrante 1.)

Demonstragio. Veja [21]. O
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5.2 CONJUNTOS INVARIANTES E FATORES DE INTEGRACAO

Nesta secao, investigaremos conjuntos invariantes e fatores integrantes da equacao
diferencial analitica & = f(z) na vizinhanga de um ponto em C?  que consideraremos

sendo a origem 0 = (0,0).

Observacgao 14. As fungoes (germes de) analiticas em 0 formam uma algebra isomorfa a
algebra C[[z1, x5]]. das séries de poténcias em duas varidveis com dominio de convergéncia

em um aberto nao vazio.

Os elementos invertiveis em C[[xy, z2]]. sdo as séries com termo constante diferente

de zero.

Denotaremos o corpo quociente de C[[z1, z3]]. por C((z1,22)). ¢ nos referiremos a

seus elementos como fun¢oes localmente meromorfas.
Vamos introduzir a nocao de funcao semi-invariante neste contexto.

Definig¢ao 5.5. Uma funcdo nao invertivel ¢ € C[[z1, x9]]. é dita semi-invariante por f se
Ls(¢) = \g, para algum \ € C[[zy, x3]]..

A mesma defini¢ao acima é valida para a algebra das séries formais.

Observagao 15. Se ¢ é um semi-invariante por f, com L¢(¢) = A¢, o mesmo acontece

com ¢exp(u) (p arbitrario). De fato,

Ly(¢pexp(p)) = Ly(¢) exp(p) + Ly(exp(p))¢
= ¢ exp(p) + exp(u) Ly(p)
= (A + Lg(p))pexp(p).

Antes de darmos continuidade, precisamos estabelecer algumas defini¢oes e provar

um resultado que sera muito util no que segue.

Definicao 5.6. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F' algebri-
caente fechado e T" um operador linear sobre V. Dizemos que T é semi-simples se as raizes

de seu polindmio caracteristico sobre F' sao todas distintas.

Definicao 5.7. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F e T
um operador linear sobre V. Dizemos que 1" é nilpotente se existe m € Z, m > 0, tal que
" = 0.

Proposicao 5.3. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo F

algebricamente fechado e T' € End(V). Valem as seguintes afirmagoes:

a) existe um unico par (7s,7,) € End(V) x End(V), tal que T' = T, + T,,, T é

semi-simples, 7T,, é nilpotente e T,T,, = T,,T.
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b) existem polinémios p(t) e ¢(t) em uma varidvel, sem termo constante, tais que
Ts =p(T) e T, =q(T). Logo, T,, e Ty comutam com qualquer endomorfismo que

comuta com 7.

c) se Wy C W, sdo subespagos de V e a imagem de Wy por T estd contida em Wi,

entao a imagem de Wy por Ty e T}, também esta contida em Wj.

Demonstracdo. Sejam Aq, g, ..., A\, 0s autovalores distintos de T' e mq,ma, ..., m; suas
multiplicidades. Entao o polinémio caracteristico de T' é

pr(t) =] —x)™.

Sejam V; = ker(T' — N 1)™, entao V=V, &V, @ --- @& Vi e T(V;) CV,;, para todo i.
O polinémio caracteristico de T'|y, é (t — \;I)™ e, pelo Teorema Chinés dos restos,

existe polinomio p(t) satisfazendo

)\1 mod (t — /\1)m1
p(t) = A mod (t — Ag)™2

o]

—
~~

N—

p(t) = X mod (t — Ag)™*
p(t) = 0 modt.

Seja q(t) =t — p(t), entdo como p(t) = 0 (mod t), segue que p(t) e ¢(t) ndao tem termo

constante.

Seja Ts = p(T') e T,, = q(T), temos que Ty e T,, comutam, pois eles sdo polindémios

em 7. Além disso, eles comutam com todos os automorfismos que comutam com 7.

Todo subespaco invariante por 7' seré invariante também por 7;, e T. Logo, V; ¢é

invariante por 7, e 7.

Das equagoes do sistema acima obtemos que existem polinémios s;(t) tais que

p(t) — N = s;(t)(t — A\;)™. Portanto, para cada i obtemos que

(T~ AD)lv, = si(T)(T — AI)™

v, = 0.

Logo, T, ¢ diagonalizavel em V;, com autovalor ;.

Seja m = max {my,ma,...,my}. Como T,, =T — T, = (T — NI) — (Ts — \iI)

obtemos, para cada i, que
T v, = (T = Xid) = (T = M) |v, = 0.

Portanto, 7" = 0. Como p(t) e ¢(t) nao tem termo constante, ¢ facil ver que p(T")|w, € W,
e ¢(T)|w, € Wi.
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Agora vamos provar a unicidade. Seja T'= S + N uma outra decomposicao de
T. Entao T, + 1, =S+ N, ou ainda, T, — S = N —T,,. Como T,, e N sao nilpotentes,
segue que T,, — N é nilpotente. Da mesma forma, Ty — S é semi-simples. Portanto,
(Ty — S)™ = 0, para algum m > 0. Logo, zero é o tnico autovalor de Ty — S, ou seja,

T, = S e, consequentemente, T,, = N. n

Observagao 16. Seja 7' um operador linear sobre um espago vetorial (sobre um corpo
algebricamente fechado) V de dimensao finita. Suponha que "= D + N, onde D é um
operador semi-simples e /N um operador nilpotente. Entao Ly = Ly+ Lp é a decomposicao

de Ly como soma de operador semi-simples e um nilpotente.

Voltemos ao estudo da equagao & = f(z). Suponhamos que f(0) = 0 e defina
B := Df(0). Sejam B = B;+ B,, a decomposi¢ao de B em partes semi-simples e nilpotente

e aq, an os autovalores de B.

Para a prova do Teorema a seguir veja [1], [2] e [26].

Teorema 5.4. Suponha que By = diag(ay, as), com aq e ag ndao ambos nulos. Entdo
existe uma série de poténcias formal ¥ =id + --- que preserva as solugoes de & = f(x)

para T = f(x), com f = B+ --- sendo uma série de poténcias formal e satisfazendo a

relagdo [Bs, f] = 0.

Suponha que B # 0, ou seja, um dos autovalores de B deve ser nao nulo.

Lema 5.1. Seja B; = diag(ay,az), com ag # 0. Seja f a forma normal de f, isto ¢,

[Bs, f] = 0. Se ay/a; nao é um nimero racional, entao f=B=B,.

Demonstragio. Veja [2]. O

Lema 5.2. Seja B a transformacao linear em C?, com decomposicio B = B, + B,, em
parte semi-simples e nilpotente. Seja f) um campo vetorial polinomial em C¢ que é

homogéneo de grau j (j > 2) e suponha que o campo vetorial f =B+ Y _ f () esteja na
J
forma normal, ou seja, [Bs, f] = 0.

Se ¢ =Y ¢, (com ¢, #0) e A =)\ satisfazem Ly(¢) = A¢, entdo existe uma

jzr 120
série formal invertivel 3 tal que ¢* = ¢ = Y ¢ satisfaz Ly(¢*) = A\*¢*, com Lp, (X*) = 0.
jzr

Além disso, Lp, (¢*) = \go*.

Demonstragio. Iniciamos observando que do fato de [Bs, f] = 0, segue que [B,, fU)] = 0,
para todo j > 2. Portanto, [Lp,, Lyi| = Lp,Ly — LyLp, = [Lp,,L¢] = Lip, sy = Ljo) = 0,
ou seja, Lp L) = Ly Lp,, para todo 5 > 2.

Além disso, como BB, = BB, segue que [B,B,] = 0 e, consequentemente,
LBLBS = LBSLB-
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Por ultimo, usaremos também que Lg = Lp, + Lp, é a decomposicao de Lp em

parte semi-simples e nilpotente.

Da semi-invaridncia de ¢, isto ¢, da igualdade L(¢) = A¢ obtemos

ZLB(¢]') + Z ZLf(i>(¢j) = )‘Z¢j'

jzr Jzr i22 jzr

Comparando os dois lados desta igualdade concluimos que

Lp(frij) + Ly (Prij1) + -+ Lpgen(dr) = Xo@ryj + M@ryjor + -+ Xy, (5.1)

para todo j > 0 e Lg(¢,) = Aoy
Note que Lg, (Ag) = 0. Agora assuma que Lp (\;) = 0 para todo j < k. Defina

do == (14 )¢, onde 3 é um polindmio homogéneo de grau k. Entio,

G0 =+ + Grak1 + (rik + Brdr) + (Drinrs + Brtraa) + - -

Li(¢o) = dLs(1+B) + (1 + Be) Li(¢) = ¢ L(Br) + (1 + Br) Ao =
¢ - 1
T+ Bka(Bk> + Ao = ¢o (H@Lf(ﬂk) + /\> :

Como (1+ B¢)"! =1— B+ termos de grau maior que k, segue que

— 6 Ly(B) + Ao =

Li(¢o) = do A+ (1= B+ )Ls(Br)) = qoA+Ly(B) =L (Be) Bt - ) = do(A+Lp(Br)+- -

Logo, se
A=A L(B) = Ao+ Mt + (e + Lp(B) + -

entdao L(do) = A do.
Afirmamos que podemos escolher [ de modo que Ly (A + Lp(5k)) = 0.

De fato, seja £} o conjunto de todas as fung¢oes polinomiais homogéneas de grau k.
Uma conta simples mostra que as fun¢oes definidas por monémios homogéneos de grau k

sdo autovetores de Lp |, . Portanto, .2 = ker(Lp, |y, ) @ im(Lp,

2,). Além disso, Lp|4
restrito & imagem é invertivel (ver Observacio 17). Logo, existem \, € % e A € ker(Lg,)
tais que A\ = Lp, () + AL, Além disso, existe —f € % para o qual Lg(—fB) = Lp. ().
Portanto, A\, + Lg(5k) € Ker(Lpg,).

Continuando este processo, suponha que temos definido

Gy =1+ B81) ... (14 Ber)o,

tal que Ly(dn 1) = A_1(dn1), A1 = Mo+ + Nst + Meszs + -+, Ly, (Nj) = 0, para
todo j =0,...,k+1e Lp,(Agsir1) # 0. Dai, procedendo da mesma forma que fizemos



57

anteriormente, podemos escolher Sy 11 € Zhy1 tal que, para bn = (1+ Bk+l+1)¢~5n_1,
Lf(¢n> - )‘n(ém

A =X+ + X + (/\k+l+1 + LB(BkH-H)) +e

e Lp,(Mkti+1 + L(Brqi41)) = 0.

Para mostrarmos a segunda afirmacao do Lema, isto é, que Lp_ (¢*) = A\g¢*, assuma
que Lp (¢7,;) = Aoy, para todo j < k. Por (5.1), usando ¢* ao invés de ¢ e A* ao invés

de A, temos

Lp(¢rip) — Mbriy = —(Lp (Dryp1) + -+ Lpaen (07) + AN @rip g+ + A =20

Vamos ver que Lg, (1)) = A\tp. De fato,
Lp, () = L (=(Lye (¢rip-1) + -+ Lyoen (97)) + N0 pq + -+ Ap9)) =

= —(Lye L (¢rip1) + -+ Lpwsn L, (7)) + L, (M @r 1) + -+ L, (\e9)) =
= = (L@ (Modrg1) + -+ Lo (Mody)) + L, (A1) by 41+
+Lp (b1 o)A+ -+ L (M) + L, (07) A =
= —(Ly (M) by i1 + Ly (drip-1) Ao+ + Lyosn (o) dr+
+ Lot (@) A0) + Aobry 1Al + -+ + Aodr AL =
= Mo[=(Lye (@rip—1) -+ Lo (67) + Mgy + -+ Apdr] = Aot
Da relagao,
LBS(LB(Qb:Jrk) - )\0¢:+k) = /\O(LB(QS:H@) - AO¢:+I¢)7
obtemos que
Lp(Lp,(9741) = Ao@pir) = Ao(Li, (07 11) — Aodyix)

donde segue que Lp, (X ;) — Xo¢r,; ¢ um autovetor de Lp associado ao autovalor Ao.

Portanto, Lp, (¢}, ;) — Ao¢r, ) € também um autovetor de Lp, associado ao autovalor Ay.

Como Lp, |, ¢ diagonalizavel podemos escrever .2, = W), &W,, &---&W, , onde

W), € o autoespaco de Lp, |, associado ao autovalor \;. Escrevendo ¢y, = ug+u;+- - -+uy,

com u; € Wy, teremos
Ly (é714) — Xobryr = L, (uo) + -+ + L, (w) — Agug — -+ - — Aowg =

= (LBS<U1) — )\oul) +---+ (LBS(UZ) — )\oul) € W)\l D---D W)\l.

Logo,
LBS(¢:+k) - )‘OQS:—i—k S V\V)\o N (WM S D WM) = {0}7

ou seja, LBS(¢:+1<) = A0¢:+k' L
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Teorema 5.5. Seja By = diag(ay, as), com ay # 0. Suponha que f = B + Zf(j) é um
J
campo de vetores de uma série de poténcias formal na forma normal.

Qo . - - T
Se — nao é um numero racional, entdo xr1 e xy sao, exceto pela multiplicacio por
Q7
séries de poténcias invertiveis, as unicas fungoes irredutiveis que sao semi-invariantes por

f em Cl[xq, z2]].

Demonstragdo. Seja ¢ uma fungao semi-invariante por f. Pelo Lema 5.2, podemos assumir
que Lp (¢) = Ao ¢, para algum Ay € C. Como By é semi-simples, isto é, B, é diagonalizével,
exceto por uma mudanga de base em C?] se necessario, podemos supor que B,(x;) = a;x;,
com 7 = 1,2. Dal,
Lp (29 22) = i el m; + i0a2 2 anwy = (100 + daan) 2l 2.
Escrevendo ¢ na forma ¢ = Z a;; x§ xh, com a;; € C, teremos
ihj
_ ; ; i,0
L (¢) =D ayiocn + jas) i 2 = Ao ¢.
,L‘?j
Portanto, A\g = i a; + j ap para todos os pares (7, ) tais que a;; # 0. Suponha que existam

pelo menos dois pares (i, j) # (k,[) tais que

iOzl +j062 = kozl + lOéQ = /\0.

« 11—k
Sem perda de generalidade, podemos supor [ # j. Entao teremos que =2 = - é
q —J
racional. O que um absurdo. Logo, ¢ deve ser um monomio. Portanto, as tnicas fung¢oes

irredutiveis semi-invariantes por f em C[[z1, z5]] sdo x1 e xs. O

Observagao 17. Seja .Z}, o conjunto de todas as fung¢oes polinomiais homogéneas de grau
k. Considere a decomposicao B = Bs + B,, e a restricao do operador Lg,  a .Z;. Uma

conta simples mostra que as fung¢oes definidas por monoémios homogéneos de grau k sao

autovetores de Lp, |4, .

Denotemos por W o espago vetorial gerado pelos autovetores de Lg, | ¢, associados
aos autovalores nao nulos e Wy o espaco vetorial gerado pelos autovetores de Lp, |4,
associados ao autovalor zero. Como Lp, | ¢é um operador semi-simples, segue que W é a

imagem de Lp,|g,. Portanto, % = im(Lg,|¢, ) ® ker(Lp,|«,)-

Queremos provar que Lg|w ¢ invertivel. Seja ¢ € W\ {0} tal que Lg(p) = 0.
Entao ¢ é um autovetor de Lp associado ao autovalor 0. Como ¢ € % e Lg, = p(Lg),
onde p(t) é polindmio sem termo constante (veja Proposigao 5.3), segue ¢ € Wy. O que é
um absurdo, pois Wo MW = {0}. Logo, Lg|w ¢é injetiva. Como estamos em um espaco de

dimensao finita segue que Lglw é invertivel.

Também temos que Lp |w é invertivel. Basta ver que se ¢ € W e Lp () = 0,
entao p € WNW, = {0}. Logo, Lpg,

que Lp, |w é sobrejetiva.

w ¢ injetiva. Como W tem dimensao finita, segue
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6 SOLUCOES DE CAMPOS DE VETORES

Este capitulo contém um estudo do algoritmo apresentado por S. C. Coutinho e L.
Menasché Schechter em [7] que nos permite testar se um dado campo vetorial plano (com

coeficientes racionais) tem ou nao curvas algébricas invariantes.

6.1 HIPOTESES E RESULTADOS

Vamos iniciar com um campo em P? dado localmente em U, por

0 0
Da,b = aail‘ + baiy,

onde x = X/Z e y = Y/Z sdo as coordenadas locais em U; e a,b sao polinémios que

satisfazem as seguintes condigoes:

(H1) a,b € Qlz,y].

(H2) deg(a) = deg(b) =n > 2.

(H3) O polinémio ya, — xb, é ndo nulo e irredutivel sobre Q, onde a,, e b, denotam as
componentes homogéneas de grau n dos polindmios a e b, respectivamente.

Como consequéncia das hipdteses acima obtemos as seguintes afirmacoes:

(H4) z nao divide a,,.

Caso contrario teriamos que a, = zd, e, portanto, ya, — xb, poderia ser reescrito

como yza, — xb, = x(ya, — b,) o que contradiz o hipdtese (H3) acima.
(H5) deQ[x7y](an, bn) =1.
Suponha que mdc(a,b) # 1, isto é, existe h(z,y) € Q[z,y] tal que

Wz, y)la(z,y) e h(z,y)[b(z,y) com deg(h) >1

dai, a(z,y) = h(z,y)p(x,y) e b(z,y) = h(z,y)q(z,y) com p(z,y),q(x,y) € Qlz,y| e
s = deg(h(z,y)) tal que 1 < s < n, assim

ya(z,y) — xb(z,y) = h(z,y)yp(z,y) — vq(x,y)]

Consequentemente ya,(z,y) — xb,(z,y) = hs(2,y)|[ypn—s(,y) — 2gn—s(x, y)], mas
como ya,(x,y) — xb(x,y) é irredutivel e s > 1 temos que yp,_s(z,y) — £q,_s(z,y)
é invertivel em Q[z,y|. Portanto yp,—s(x,y) — xqn_s(x,y) = do € Q; dy # 0 0 que
seria uma contradigao pois o polinémio yp,_s(x,y) — v¢,—s(x,y) = dy é homogéneo

de graun — s + 1 > 1. Entao, mdcgy(a,b) = 1.
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Observacgao 18. Se mdcgy,y(a,b) = 1 entdao mdcepyy(a,b) = 1.

Vimos no Capitulo 4, Observacao 8, que o campo D, e a 1-forma w,;, = bdx — ady
definem localmente a mesma folheacdo F,;, em P2 Usando as relagoes dadas no Exemplo

(18) temos que a forma global de w,p é

oy = ZBdX — ZAdY + (YA — XB)dZ (6.1)

onde

A(X,Y.Z) = 2" (X Y) ,

z'Z
XY)
Z77z)

Observacao 19. De agora em diante, vamos omitir os subscritos a menos que precisemos

B(X,Y,Z) = —Z"a (

chamar atencao para a dependéncia de D, ) ou F nos coeficientes a e b.

Observamos ainda que, sob as hipéteses acima, o grau da folheagao F é n.

Lembremos que pela Definicao 4.9 um ponto P = (X : Yy : Zy) € P? é uma
singularidade de F se P é um zero comum dos polindémios que definem 2. Por (6.1) isto

quer dizer que
CI’('IOJyO) :b($07y0) =0 ou ZO :%A(X07%7Z0) _XO B<X07}/E)7ZO) = 07

onde zo = X¢/Zy e yo = Yo/Zy. Entretanto, como

XY XY
—_— n n_]‘ _— DY —_— n
AXY,Z)= 2"+ Z al(Z,Z>Z+ +an(Z,Z)Z

¢ XY XY
__ 7n n—1 . _ n
B(X,Y,Z)=Z"by+ Z bl(Z,Z>Z+ +bn(Z,Z)Z

vemos que as singularidades satisfazem
a(ro, yo) = b(zo,0) =0 ou  Zy = Yy an(Xo, Yo) — Xobn(Xo, Yo) =0,
onde Ty = Xo/Z() € Yo = YE)/ZO

Em particular, como mdc(a, b) = 1, pelo Teorema de Bézout, temos que F tem um

numero finito de singularidades.

Denotaremos o conjunto de todas as singularidades de F por Sing(F). Além disso,
denotamos por Sing(D) = Sing(F) N Us.

Seja C' uma curva reduzida em P?, isto é, C' é o conjunto de zeros de um polindémio
homogéneo F(X,Y, Z) € C[X,Y, Z] livre de quadrados.

Pela Proposicao 4.3 dizemos que C é invariante por F se existe uma 2-forma

polinomial © tal que

QA dF = FO (6.2)
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Defini¢do 6.1. Uma curva irredutivel C' invariante por F é chamada uma solucao algébrica

de F.

Exemplo 25. A reta L., definida por Z = 0 é invariante pela folheacao F definida por
QN =7BdX — ZAdY + (YA - XB)dZ.

De fato, basta observar que
ONdZ =[ZBdX — ZAdY + (YA - XB)dZ|NdZ = Z(BdX NdZ — AdY NdZ).

Lema 6.1. Se F'# Z, e f(z,y) = F(z,y,1) é a desomogeneizagao de F' em relagao a 7,

entao a condigao (6.2) é equivalente a

D(f) =g/ (6.3)
para algum polindomio g € C[z, y].

Demonstragio. Segue da Observacao 11 que Q A dF = F'O é equivalente a X (F) = FH
para algum polinémio H € C[X,Y, Z]. Mas X(F) = FH implica

oF oF oF
FO(:L‘7ya 1)@7(1‘7:% 1) + Fl(l'ay7 1)87}/(‘@7?% 1) + F2<x7y7 1)87<m7y7 1) = f(l',y)h(l‘7y),

onde h(z,y) = H(z,y,1). Como, 5%(z,y,1) = 8L(z,y), SE(x,y,1) = G(z,y) e, pela

formula de Euler,

0 0
é(xa Ys 1) = mF(x,y, 1) - l‘a)F((:L', Y, 1) - y;(l’,y, 1)
temos
0 0
(Fo(e,,1) = 23, 1)) (05 1) + (Frls 1) = yFa( 1)) (1) =
= f(x7y)(mF2(x,y, 1) - h(‘T?y)) = D(f) = f(x,y)g(x,y),
onde g(z,y) = mFy(x,y,1) — h(z,y). O

Uma reciproca do Lema anterior é valida, isto ¢, se um polinémio livre de quadrados
f € C[z,y] satisfaz (6.3), entdao sua homogeneizacio F/(X,Y,Z) = 29 {(X/Z,Y|7Z)
com respeito a variavel Z é uma curva algébrica invariante de (2. Neste caso, também

dizemos que [ é invariante sob €.

Portanto, uma curva C' do plano afim C? é invariante por D se e somente se sua

projetivizacdo C' C P? é invariante sob Q.

A seguinte Proposicao afirma que se uma 1-forma com coeficientes racionais tem
uma curva algébrica invariante (com coeficientes complexos) entao ela tem uma curva

algébrica invariante (ndo necessariamente a mesma) com coeficientes racionais.
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Proposigao 6.1. Se () tem uma curva algébrica invariante além da reta no infinito L,
entdo existe F' € Q[z,vy, 2], F # z, tal que C' = Z(F) é também uma curva algébrica

invariante por 2.
Demonstrag¢io. Ver [6] ou [17]. O

Assim, para provar que uma 1-forma {2, com coeficientes racionais, ndo possui
curvas algébricas invariantes em P?\ L., basta considerar o caso especial em que as solugoes
sdo definidas por um polinémio de Q[X, Y, Z]. Portanto, vamos assumir no restante deste

capitulo que todas as curvas sdo definidas sobre Q.

Lema 6.2. Se C' é uma curva algébrica projetiva reduzida invariante por F, que nio tem

L., como uma de seus componentes irredutiveis, entao
0 #CN Ly = Sing(F) N Ly
¢ um conjunto de n + 1 elementos.

Demonstracio. Pelo Teorema de Bézout, temos que C' N Lo # 0,

Além disso, como L., nao é uma componente de C', segue que elas podem se

interceptar apenas em pontos singulares de F.

Agora suponha que C' = Z(F), onde F é um polinémio homogéneo com coeficientes
racionais. Como L., ndo é uma componente de C, segue que F(X,Y,0) é um polinémio
nao nulo. Sabemos também que as singularidades de F em L, satisfazem Ya, — X0, = 0.

Logo,

CN Ly =Z(F(X,Y,0)) CSing(F)N Lo = Z(Ya, — Xb,) (6.4)

e, consequentemente,

(Ya, — Xb,) = I(Z2(Ya, — Xb,)) € T(Z(F(X,Y,0))) = J(F(X,Y,0).  (6.5)

Donde obtemos que existe s € Z, s > 0 , tal que

F(X,Y,0)|(Ya, — Xb,)*, em C[X,Y]. (6.6)

Como CNLwNF # B, concluimos que mde(F (X,Y,0),Ya,—Xb,) # 1. Entretanto,
como, por hipétese, Ya, — Xb, é irredutivel sobre Q e F'(X,Y,0) tem coeficientes racionais,
segue que

Ya, — Xb,|F(X,Y,0). (6.7)

Usando as relagoes (6.6) e (6.7) obtemos que Ya, — Xb, e F'(X,Y,0) tem as mesmas

componentes irredutiveis. Logo, vale a igualdade em (6.5) e, consequentemente, em (6.4).
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Além disso, como Ya, — Xb, tem grau n+ 1 e é separavel em Q[x, y], ou seja, ndo
tem raizes multiplas, segue que o conjunto Sing(F) N L, tem exatamente n + 1 pontos
distintos. O]

O jacobiano de F em um ponto p € Sing(D) é a matriz

| Oa/dx Da/dy
)= [ab/ax ob/dy }

Dizemos que F ¢ nao-degenerado em p se det(J(p)) # 0. Neste caso, os autovalores A
e Ay de J(p) sdo ambos diferentes de zero, e os quocientes A /Ay, A2/ A1 s@o ditos expoentes

caracteristicos de F em p.

Observagao 20. Seja S C Sing(F). O conjunto de todos os niimeros complexos que sao

expoentes caracteristicos de F nos pontos de S sera denotado por Exp(.5).

Um resultado muito importante neste trabalho é o seguinte:

Proposicao 6.2. Seja C' # L., uma curva algébrica reduzida projetiva que é invariante
por F. Se

Exp £(Sing(F) N Ly) NQ = ()

entdo C é nio singular em todos seus pontos no infinito e deg(C) = n + 1.

Demonstragio. Suponha que C' = Z(F), onde F' € Q[X,Y, Z] é um polinémio homogéneo
livre de quadrados. Como F' # Z, o polindmio ZF' define uma curva algébrica invariante

por F.

Pela hipdtese, para cada ponto p € Sing(F) N L., 0 expoente caracteristico
A1/A2 nao é um numero racional. Logo, pelo Teorema 5.5, localmente, as tinicas curvas

semiinvariantes irredutiveis da folheacao sao z e .
Como Z fF e F é livre de quadrados segue que, localmente, F =z e Z =y (ou
F=yeZ=uz). Logo, L e C sdo transversais, ou seja, a multiplicidade de intersecao de

C e L., em cada ponto de sua intersecio é 1.

Usando o Teorema de Bézout e o Lema 6.2 temos que

deg(C) = deg(C)deg(Loc) = D my(p) =n+1.

peCNLoo

]

Uma aplicacao importante dos expoentes caracteristicos de F diz respeito ao indice

de Camacho-Sad do um campo de vetores.
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Seja p uma singularidade nao degenerada de F e sejam A; e Ay 0os autovalores do
jacobiano de F em p. Assuma que A\;/Ay ¢ Q. Se C' é o germe da curva holomorfa, suave

em p e invariante por F, entao o indice de Camacho-Sad (ou C'S) de C' em p é

A
CS#(C,p) = 7; (6.8)

onde o vetor tangente a C' em p é um autovetor de Ao em relagao ao jacobiano de F em p.

Teorema 6.3. (Camacho-Sad) Seja C' uma curva algébrica suave de P? invariante por F.

A soma dos CS-indices de C' sobre todas as singularidades de F contidas em C ¢ igual ao

deg(C)?.

Demonstragao. Ver [3], Capitulo V, paginas 151-156. O

Lema 6.3. (Lema de Darboux). Sejam A, A", B,B',C e C’ polindbmios homogéneos
nas variaveis X,Y e Z de graus [,I',m,m',n e n’ respectivamente, tais que as curvas
A=0,B=0,C=0eascurvas A =0,B =0,C" =0 nao tem componente em comum
duas a duas. Entao

Imn + U'm'n’

S I(P,ANBNC)+> I(PANBNC) > 3 :
P

P
onde A\ =1+1"=m+m' =n+n'. Além disso, se as curvas acima nao tem solucao em

comum, a desigualdade se torna uma igualdade.

Demonstragio. A prova deste resultado pode ser encontrada em [5]. O

Proposigao 6.4. (Proposigao de Darboux). Seja X' = FO% + Flaizl + FQ% um campo
de vetores em P? grau m. O ntimero de pontos singulares de X, contando multiplicidades

é dado por

YT I(P, (2oF; — 21F5) N (20F2 — 22Fp) N (21Fp — 20F1)) = m® + m + 1.
P

Além disso, se as m? + m + 1 singularidades sdo distintas entdo elas sdo todas nio-

degeneradas.

Demonstra¢io. Observemos que X(ZF, — Y F)+Y(XF, — ZFy) + Z(YFy— XFy) = 0.
Logo, se tomarmos A = ZF, —YF, B=XF, — ZF,,C =YFy— XF;,A =X,B' =Y e
C'" = Z teremos que as curvas homogéneas A, B, C' de graus m + 1 e as curvas A, B', ('
de graus 1 satisfazem as hipdteses do Lema 6.3. Além disso, as curvas A’, B’ e C' nao tem
pontos em comum, isto é,

S(P(ANB'NC) =0.

P
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Portanto,
ZI(P,AQBOC)+Z](P,A’HB’OC’):M
P P m+ 2
_ (m+2)[(m+1)>—m—141)]
m—+ 2
=m?>+m+ L.

[]

Definicao 6.2. Um ponto P € P? é chamado um ponto de inflexao de uma curva C
definida por um polinémio homogéneo F(X,Y,Z) € C[X,Y,Z] se as duas condi¢oes

seguintes sao satisfeitas:

(a) P é um ponto nao singular de C'.

(b) se G é a tangente & C' em P e up(F,G) é o indice de interesecao de F' e G em P,
entdao up(F,G) > 2.

Para determinarmos condi¢oes sobre as quais um ponto P é um ponto de inflexao

usaremos Hp, o determinante da matriz hessiana de F'. E possivel mostrar que

FXX FYX FZX n(n— 1)F (n— 1)FY (TL— 1)FZ
HF = det FXY Fyy FZY = X2 det (n — 1)Fy Fyy Fyz
Fxz Fyz Fzz (n—1)Fy Fyz Fzz

Lema 6.4. Seja C' uma curva projetiva plana reduzida definida pelo polindmio homogéneo
F(X,Y,Z) € C[X,Y, Z] de grau n > 3. Entao, F divide Hr se e somente se F' é uma

uniao de retas.

Demonstracio. Sejam P um ponto ndo singular de C, G a tangente a C em P e
f(z,y) = F(1,2,y) o polindémio que define a curva afim C associada a C. Sem perda de
generalidade podemos supor P = (1:0:0) e G = Z. Sendo assim Hp(P) = A(0,0) onde

nn=1)f (n-1f (n=1)f,
Az,y) = det | (n—1)f, Joa Jay =
(n—=1)f, Jay fuy
=n(n— 1) f(faufyy — f2y) — (0 = D2 (2 fyy + 3 fox — 2fufyfuy)-
Suponha que Z [ F. Entéo,

F(X,Y,Z) = an(X,Y) + a0 1(X,Y)Z + ano(X,Y) 2> + -+ ag(X, V) 2",

com a;(X,Y) € C[X, Y] sendo polinémio homogéneo de grau i, para todo i € {0,1,--- ,n},
e a,(X,Y) # 0. Escrevendo a,(X,Y) = a0 X" + ap X" Y + -+ + a,,Y" e usando que

F(1,0,0) = 0 concluimos que a,o = 0. Além disso, temos

f(x,y) - an(lwf) + an—l(lwf)y + an_g(l,x)yQ + o+ ao(l, I)yn



66

Como Z é a tangente a C' em P concluimos que y é o termo de grau 1 de f(x,y), ou seja,
an-1(X,Y) = ap-10X" + ap-n X" 'Y + -+ aponaY",
com G (p—1)0 # 0 e a,, = 0. Logo, podemos escrever

flz,y) =2"o(x) + yv(z,y) (6.9)

onde p € N, > 2, ¢(x) € Clx] é tal que ¢(0) # 0 e (x,y) € Clz,y] é tal que (0,0) # 0.
De fato, ##6(2) = au(L,2) © y2b(x, 4) = a1 (L, 2)y + an_a(L )y + -~ + as(L, )y
Usando (6.9), obtemos

fo = pa" = + 2t + y i, (6.10)

fow = p(p — D" 20 + 2uah ¢ + 2#¢" + y1bey (6.11)
fy=v+yiy (6.12)

Jyy = 20y +ybyy (6.13)

fey = Va + Y uy (6.14)

Queremos determinar a imagem de A no anel local de F em P, ou seja, em

Opp = Clz,ylmy/(f). Observe que ¢ e 9 sdo invertiveis em Op p e que, por (6.9),
yw(x7y) = xﬂ(b(x) c OF,P = C[$7y](z,y>/<f>
¢(x)
U(z,y)

concluimos que f; fux tem grau menor que f2f,, e que f,f,fs,. Portanto,

Logo, substituindo y = z* nas equagoes (6.10), (6.11), (6.12), (6.13) e (6.14)

= —(n—1)2(*u(p — 1)¢z*=2 + termos de grau maior) # 0

em Opp = Cl2, Y| (2y) /(f)-

Até agora temos que se existir um ponto nao singular P de C' tal que a reta tangente
nao divide F' entao Hp # 0 mod (F).

Veremos a seguir que este é o caso de curvas que nao sao uniao de retas, ou
seja, veremos que se C' nao for uma uniao de retas, entdao existe um ponto nao singular
P € C tal que a reta tangente neste ponto nao divide F. Para isto, suponha que
F=FF,. .  F. eClX,)Y Z] com Fy,..., F, irredutiveis e F; de grau maior que 1. Seja
P € C' um ponto nao singular de C tal que Fi(P) = 0. Afirmamos que G, a reta tangente
a C' em P, que é também a reta tangente a curva definida por F} = 0 em P, nao divide
F. De fato, como P é um ponto nao singular de C' e Fy(P) = 0 entao F;(P) # 0, para
todo j = 2,...,r. Logo, G|F implicaria G|F}, mas F} é irredutivel e de grau maior que 1.

Com isto, podemos concluir que se Hr = 0 mod (F'), entdo F' é unido de retas.
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Por outro lado, suponha que F' = F1F; ... F,. € C[X,Y, Z] com Fi, ..., F, polino-
mios irredutiveis e F; de grau 1, para todo i € {1,2,...,r}. Sem perda de generalidade
podemos supor F; = X e F'= XH,onde H = F; ... F,.. Entao,

nin—1)F (n—1)F (n—-1)Fy
Hp=X?det | (n—1)Fy Fyy Fyy =
(n—1)Fy Fyz Fzz
(1+n—-1)F Fy Fy
= X?%(n —1) det (n—1)Fy Fyy Fyy | =
(n—=1)Fz Fyz Fzz
(n—1)F Fy Fy
=X?*n—1)F(FyyFzz —F}y)+ X*(n—1)det | (n—1)Fy Fyy Fyy | =
(n - 1)FZ Fyz Fzz

F kK Fy
:XQ(TL—1)F(Fnyzz—F)2/Z>+X2(n—1)2 det Fy Fyy FYZ ==
Fz Fyz Fzz

XH XHy XHyz
:X2(77,— 1)F(Fnyzz—F§Z>+X2(TL—1)2 det XHY XHYY XHYZ -
XH; XHyy; XHyzy

= X2(n — 1)F(FYYFZZ — F§2’Z) +

X5 (n — 1)2 _
+ (n — 2)2 det (TL — 2)Hy Hyy HYZ =
(n—2)Hy Hy 4 Hyzy
n— 1)
=X?*(n— V)F(FyyFzz — F}y) — XSEn_Q;QH(Hyyﬂzz — H{y) +
(n— 1) (n—1)(n—2)H (n—2)Hy (n—2)Hy
+ X° (n_2)2 det (n—Q)Hy Hyy Hy 4 =
(n—2)Hy Hyz Hzz
(n—1) (n—1)?
= X?(n—1)F(FyyFzz—F¢,)—X* (n = 2>2F(HYYHZZ_H12/Z)+X5 (n— 2)2HH =
n—1)? n—1)?
= F[X?*(n—1)(FyyFzz—F¢,) - X* En - 2;2 (HyyHzz —Hy 7))+ X° En — 2§2HH-

Por indugao, podemos assumir que Hy = 0 mod (H), e portanto, Hr = 0 mod (F).

Seja C' uma curva algébrica de C? definida por um polinémio irredutivel nao
constante f € C[z,y]. Um ponto suave p de C' é um ponto de inflexdo se a multiplicidade

de intersecao de C' com a reta tangente a C' em p for maior que 2. Um calculo feito
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na prova do Lema 6.4 mostra que essa condigdo é equivalente ao anulamento em p do
polindémio

hf - f;ngg - Qfxfyfzy + f;?fyy'

Definigao 6.3. A curva estdtica correspondente a derivagio D, é a curva de C? definida
pelo polinémio

Eap =bD(a) — aD(D).

Proposicao 6.5. Seja C' uma curva algébrica invariante de D, definida por um polinémio

nao constante f € Clz,y]. Se f é um fator de &, entdo C' é a unido de retas.

Demonstragio. Ja que todo fator de f é invariante por D = D, e divide &,, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que f é um polinémio irredutivel em Clz,y]. Seja p
um ponto suave de C' que nao seja um ponto singular de D. Desde que f ¢é invariante por

D, segue que

De fato, como D(f) = Af, entao D(f)(p) = Ap)f(p), e

D*(f)(p) = D(Af)(p) = f(p)D(N)(p) + Ap)D(f)(p) = 0.
Portanto, temos que

0= D7) = (a5 +05 ) ) = et ) + 501, (6.15

D*(f)(p) =D (( ai 85) (p)>

— g (a5l 1055 ) v g (o5 4050 ) 6 =

da 0 0? 0b 0?
— D)5 o () + 05 5 0) + D)5 5 )+ alp)ble) 5 )+
Da O f 2f obof o*f

U)o () ) 5 () + ) () + ) () =

0
~ (e 05 L )+ (gb +bay> w >§£ )+

va) (g g0 ) )+ ( +051) ) =
)

= (D(a)fo + D()fy) (p) + (aD(fo) + bD(fy)) (p )
As hipéteses em p implicam que a(p) # 0 ou b(p) # 0. Vamos assumir, sem perda de

generalidade, que a(p) # 0.
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Temos que

Eap(p) fy(p) = b(p)D(a)(p) fy(p) — al(p)D(b)(p)fy(p)- (6.16)

—b(p) f,(p)

Agora, por (6.15), temos f,.(p) = )

m (6.16) obtemos

. Logo, substituindo esta igualdade

—5a,bfy|p = a(p)(D(a)fx + D(b)fy”p’

que por sua vez ¢ zero porque f divide &,;. Portanto,

0= D2(f)|p = (aD(fz) +bD(f,))lp-

Usando a defini¢ao de hy e (6.15) obtemos

a(p)*hy(p) = a(p)® foa () f4(p)* = 2a(p)* () f3(P) fay (P) + a(p)* f2 (D) fyy (P)

= a(p) Fur (P) () + 20(p) 2 >(fy)<p> (8 o) + o222 (f@;( p)?

= a(p)® fou(p) [, (0)? + 2a(p)b(p) fy(P)? fuy (D) + b(D)* [, (1)? fy (D)

= 0 (00925500 + o) S0+ ool 5 L)+ 00078,

— 5,02 (@) (a) 2L ) + 000 2L + 80) (a0) 2L ) + 50 2L 1)
Ox Oxdy dyox Jy

= fu(p)* (a(p)D(£2)(p) + b(p) D(£,)(p))
= f4(p)* (aD(fz) +bD(f,)) |-

Donde segue que hy(p) = 0. Em particular, f e hy se anulam em todos os pontos suaves

fou(P)

de C', que nao sao pontos singulares de D. Como esses pontos sao um numero infinito, o
Teorema de Bézout garante que f e hy tem uma componente comum. No entanto, f ¢é

irredutivel e, portanto, deve dividir hy. Assim, por (6.4), f é uma reta.

]

6.2 SINGULARIDADES NO INFINITO

Comecamos com um estudo das singularidades da folheacao F no infinito, ou seja,

em Z(Z). Relembramos que tais singularidades satisfazem a relagao Ya, — Xb, = 0.

Seja P = (Xp : Yy : 0) uma singularidade de F. Se Xy =0, entao P = (0:1:0) e

a,(0,1) = 0. Se escrevemos
an<X7 Y) = anOYn + anlxynil + -+ anana

entao a condigao a,(0,1) = 0 implicaria que X|a,, e consequentemente X |Ya, — Xb,. O

que contradiz a hipétese (H3) sobre D.
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Logo, as singularidades de F no infinito sao da forma (1 : Y : 0). Usando novamente
a hipdtese (H3) sobre D, concluimos que existem n + 1 singularidades distintas de F no

infinito.

Para estudarmos a folheagio em P? \ Us, precisamos da sua expressao em Uy e (ou

em Uy). Pela Observagao 7, no conjunto aberto Uy, a 1-forma € é dada por

Qu, = —za(y, z)dy + (ya — b)dz, (6.17)

comy =Y z=

% ea=A(l,y,2) e EzB(l,y,z).

Z
X

Pela Observacao 8, a folheagao F é também gerada pelo campo de vetores

-0 B
Xy = (ya — b)a—y + 2l (6.18)

Observe que,
a(y,z) = 2"ag + 2" tar(1,y) + 2" 2ag(1,y) + - + zan_1(1,9) +an(1,y) e

b(y, z) = 2"bo + 2" 'by (1, y) + 2" 2ba(1,y) + - - + 2bu_1 (1, y) + ba(1,y).

Logo,
@ _ n—laal(Ly) n—28a2(17y) aanfl(Ly) aa’n(Ly)
o (y,2) =z oy +z oy z Dy + oy
. B da ~ day(1,y)
(l(y70) — an(17y> S @(yvO) - ay :
Da mesma forma, obtemos
Portanto,
d(ya — b) . da b
dan(1,y)  9bu(1,y)
= Un 17 - ’
an(1,y) +y 9 9
enquanto
J(za) B J(za) . B
ay (y70) - 0 € az (y70) - a(y,O) - an(17y)

Destas relagoes obtemos que o jacobiano de 2y, em (0,y) é

D0 2= 0)

J(za)

(y,0)
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Logo, seus autovalores sao iguais a

A(ya — b) day, b,
_ ey — a,(1 Ty gy — 2 — a,(1,7).
)\1 83] (yao) an( 7y) +y 83/ ( 7?/) ay ( 7y) € )‘2 an( 7y)
. - do
Definindo a fungao ¢(y) = ya,(1,y) — b,(1,y) obtemos que A\; = d—(y)
Y

Considere também a funcao

A
Se para alguma singularidade (1 : y : 0) de Q no infinito o quociente )\—1, estd definido,
2

A
entao ¢ | v, )\—1 = 0. Portanto, os zeros comuns de ¢(y) e ¥ (y,t) em C* determinam as
2
singularidades de €2 no infinito e um de seus expoentes caracteristicos, quando Ay # 0.

Baseado nisso, passamos a considerar a resultante

p1(t) = Ry p(t)

que é um polinomio de grau n + 1 na variavel ¢ .

Denotaremos por (—1)g, o quociente entre o coeficiente de grau n e o coeficiente

lider de p;. Sendo assim, g, é a soma das raizes de p; (ver Relagdes de Girard em [9]).

Proposicao 6.6. Seja C' # L., C P? uma curva algébrica invariante por F. Se p; nio

tem raizes racionais e Sing(F) N C C Lq, entdo g, = (n + 1)2.

Demonstra¢io. Como mdc(ay,,b,) =1, se (1:y:0) é uma singularidade de F no infinito,
entao a,(1,y) # 0. Agora, como p nao tem raizes racionais segue, da Proposigdo 6.2, que
C' é nao singular em todos seus pontos no infinito e tem grau n + 1. Entdo, pela férmula

(6.8) obtemos

CSF(C.(1:90:0)) = %

para todas as raizes yy de ¢(y). Aplicando o Teorema 6.3 concluimos que

¢’ (y - -
> <(1>> — Y CSHC, (1 0)) = deg(C)? = (n+1)2
{yo:(yo)=0} T\ HO) pyo:6(y0)=0}
Mas o lado esquerdo corresponde a soma das raizes de p;, que ¢ igual a ¢,. Portanto,
¢ = (n+1)% O

O corolario a seguir é uma consequéncia imediata da proposicao.

Corolario 6.7. Seja C # Lo, C P? uma curva algébrica invariante por F. Se py nio tem
raizes racionais e q, # (n+1)?, entdo Sing(F)NC N Uy # ().
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6.3 SINGULARIDADES FINITAS

Nesta secao, vamos estudar as singularidades de F que pertencem ao conjunto
aberto Us.

Consideremos agora o polindémio
p2(@) = Rap(x) € Qla].

Como mdc(a,b) = 1 temos que py(x) tem grau n?.

Se pa(x) for irredutivel em Q, segue do Teorema 3.7.25, pagina 257 de [14], que o
ideal (a,b) de Q[z,y| pode ser gerado por ps(x) e por um polinémio da forma y — g(x),
onde g(z) € Q[z]. Como Sing(D) = Z(a,b), segue as singularidades de D podem ser

escritas na forma (g, g(xg)), com xy sendo uma raiz de ps(x).

Defini¢ao 6.4. Sejam L o corpo de fatoragao de ps(x) sobre Q e G o grupo de Galois de

L sobre Q, isto é, G' é formado por todos os automorfismos de L que fixam Q.

Sejam x e z; duas raizes distintas de po(z). Se pa(x) é irredutivel, segue da
Proposigao 11.4, pagina 126, de [24], que existe um elemento de G que leva zy em x4, ou

seja, G age transitivamente sobre as raizes de pa(x).

Para cada automorfismo o € GG e para cada raiz xy de ps(x), temos que (xg, g(xq))

¢ uma singularidade de D. Defina

a((x0, 9(w0))) = (a(20), g(a(0))).

Entéo, como os coeficientes de ps(x) sdo racionais, segue que o(xy) também é uma raiz de
p2(x). Logo, o(xg, g(r)) também é uma singularidade de D. Portanto, temos definido
uma agao de G' no conjunto das singularidades de D. Além disso, esta acao também é

transitiva.

A préxima proposicao relaciona as singularidades de D e das curvas algébricas

invariantes por F com coeficientes racionais.

Proposicao 6.8. Seja C' = Z(f) uma curva algébrica invariante por D, onde f(z,y) €
Q[z,y]. Suponha que:

(1) p1(t) ndo possui raizes racionais;

(2) gn # (n+1)%

(3) pa(w) é irredutivel de grau n? sobre Q.

Entdo C' é uma curva singular de C* e Sing(D) = Sing(C).
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Demonstracdo. Denotaremos por C' a curva plana projetiva definida pelo polindmio
F(X,Y,Z) = Zdeg(f)f(%, 2). Suponha, em primeiro lugar, que C seja uma curva
nao singular. Pela hipétese (H1) e pela Proposigao 6.2, obtemos que a curva C' é nao
singular no infinito e tem grau n + 1.

Agora, por (1), (2) e Coroldrio 6.7, existe um ponto p € P?\L, tal que p é
uma singularidade de D e f(p) = 0. Como f(x,y) tem coeficientes racionais, segue que
f(o(p)) = 0 para todo o € G. Além disso, usando o fato de que G age transitivamente em
Sing(D), concluimos que todas as singularidade de D sao zeros de f, ou seja, Sing(D) C C.

Portanto, C' ¢ uma curva nao singular de P? que contém Sing(F).

Segue da Proposigao 4.1, pagina 126, de [13], que existe um polindémio homogéneo
H e uma 1-forma O tais que
Q= HdF + FO. (6.19)

Levando em conta que F' e € possuem grau n + 1, vemos que
n+1=deg(H) + deg(F') = deg(H) + n.

Logo, H é um polindmio de grau 1. Como Sing(F) C C, entdo usando a equagao (6.19),
segue que a 1-forma HdF se anula em toda singularidade de Q. Usando que C é uma
curva nao singular, ou seja, dF(p) # 0 em todo p € C, concluimos que H(p) = 0 para
todo p € Sing(€2).

No entanto, por defini¢ao, todas as singularidades de F também sao zeros de zA.

Como A tem o grau n, segue do Teorema de Bézout e da Proposicao 6.4 que
n® +n+1<deg(zA)deg(H) = deg(A) +1=n+1,

o que é uma contradigdo. Portanto, C' deve ser singular em algum ponto p de Sing(F), ou
seja, V f(p) = 0, para algum p € Sing(F).
Como f tem coeficientes racionais, segue que as suas derivadas parciais também

tem coeficientes racionais e, portanto,

7100 = (5. 50 ) = (o (S o (Sw) ) =0

para todo o € GG. Como G age transitivamente no conjunto Sing(D), segue que C' é singular

em todas as singularidades de D. O]

A apresentamos agora o principal resultado desta segao.

Teorema 6.9. Seja F uma folheagio dada localmente por um campo vetorial D, que

satisfaz as condicoes iniciais. Suponha que

(1) p1(t) ndo possui raizes racionais;
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(2) an # (n+1)%

(3) pa(z) é irredutivel de grau n® sobre Q.

Se C'= Z(f) é uma curva algébrica invariante por D, onde f(x,y) € Q[x,y], entdo f €

um polinomio de grau n + 1 que divide
Eap =bD(a) — aD(D).

Demonstragio. Como po(x) é irredutivel de grau n?, segue que #Z(a) N Z(b) = n?, ou
seja, as curvas Z(a) e Z(b) interceptam-se transversalmente em n? pontos distintos. Além
disso, da Proposicao 6.8, segue que todos esses pontos pertencem a C'. Como isso vale para
qualquer curva algébrica, com coeficientes racionais, invariante por D, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que f(z,y) é irredutivel sobre Q. Portanto, pelo Teorema de
Noether (veja o Capitulo 5, Se¢ao 5, Prop.1 em [10]), segue que existem polindémios Gy e
G5 tais que
F =G A+ GyB,

onde F' é a homogeneizacao de f em relacao a variavel Z.

Entretanto, segue da Proposicao 6.2 que deg(F) = n + 1. Logo, G; e G5 sao

polindémios de grau 1. Considere que
Gr=a X +®Y +a3Z e Gy = 31X + BoY + [3Z.

Usando o fato que a e b tem grau n, a hipétese (1) desta Proposigdao, o Lema 6.2 e a

Proposicao 6.2, concluimos que
m = #(Sing(F)U L) =n+12> 3.

Denotando por p; = (1 :y; : 0), para 1 < j < m, os m pontos de F N Ly, temos, pelo
Lema 6.2, que

0= F(p;) = (a1 + o2y;) A(L, 95, 0) + (81 + Bay;) B(1, 55, 0).
Donde segue que

(a1 4+ agyj)an(1,y;) + (81 + P2y )ba(1,y;) = 0. (6.20)

Como p; ¢ uma singularidade no infinito de F, segue que

bn(1, ;) — yjan(1,y;) =0 (6.21)

Portanto, a relagao (6.20) pode ser reescrita como

an(1,y5)[en + (a2 + B1)y; + Bayf] = 0.
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No entanto, a,(1,y;) # 0 por (6.21) e pelo fato de mdc(a,, b,) = 1. Consequentemente,

a1+ (og + Br)y; + Bayi =0,

para 1 < j < m. Este é um sistema de equagoes lineares nas variaveis ay, (ag + 1) e fa.

Visto que m > 3, a matriz deste sistema contém um menor 3 x 3 que podemos supor ser

da forma
Loy o
Ly y%
1 ys u3

Como o determinante deste menor é

(Y3 — y1)(y3 — v2)(y2 — y1) # 0,

pois y; # y;, segue que
a=ag+ 1 =P =0

F = (OZQY —+ O[gZ)A + (—O./QX + BgZ)B (622)

No entanto, F' nao pode ser divisivel por Z, o que implica que as # 0. Dividindo f por
@, podemos assumir que ay = 1 e desomogeneizando (6.22) em relagao a Z, encontramos
que

f=W+as)at (—z+ Bs)b (6.23)

é uma solu¢ao de D. Ja que f,a e b tem coeficientes racionais e mdc(a,b) = 1, segue
que as, f3 € Q. De fato, usando a equagao (6.23) e o fato de f, a e b terem coeficientes
racionais, concluimos que aza+ fB3b tem coeficientes racionais. Logo, aza, + (53b, € Q[z, y],

onde a,, e b, sdo os termos homogéneos de grau n de a e b, respectivamente. Se

-1
ap = Apo” + am@™ Y + -+ appy”
e
n n—1 n
onde a,; e b,; sdo nimeros racionais para todo i € {0,1,...,n}, entdao
Q3an; + B3bni = i,
onde v; € Q, com ¢ € {0,1,...,n}. Estas equagoes formam um sistema linear nas variaveis

az e f3. Observemos que nao pode ocorrer de todos os menores de ordem 2 da matriz
do sistema ter determinante 0, pois neste caso a, e b, nao seriam primos entre si. Logo,
existe um menor de ordem 2 cujo determinante ¢ diferente de zero. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que

Ay bn'L

anj nj

d:det[ ]7&0_
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Entdo az = d™ (by;vi — bpiyj) € Q e Bs = d  (anvi — aniyy) € Q.
Logo,

D(f) = D((y + az)a + (—x + (3)b)
=aD(y+ a3)+ (y+ az)D(a) + bD(—x + 53) + (—x + 53)D(b)
=ba+ (y+ az)D(a) —ab+ (—x + [3)D(b)
= (y+ az)D(a) + (—x + p3)D(b).

Multiplicando a relagdo acima por a e usando (6.23), obtemos

aD(f) = (f + (x = B3)b) D(a) — (z — f5)aD(b).

Como D(f) é um multiplo de f, concluimos que

fl(z = B3)(bD(a) — aD(b)).

No entanto, f ¢é irredutivel sobre Q e de grau n+1 > 1. Em particular, f nao pode dividir
x — [3. Portanto, f|bD(a) — aD(b). O

O teorema a seguir nos da uma condigao (um algoritmo) para a nao existéncia de

curvas invariantes pelo campo Dy .

Teorema 6.10. Seja F uma folheagio dada localmente por um campo vetorial Doy que

satisfaz as condigoes iniciais. Suponha que

(1) p1(t) ndo possui raizes racionais;

(2) qn # (n+1)%;

(3) palx) € irredutivel de grau n® sobre Q.
Entdo D ndo possui curvas algébricas reduzidas invariantes em C2.

Demonstragio. Seja C' = Z(f), onde f € Q[z,y], uma curva algébrica reduzida invariante
por D. Segue do Teorema 6.9 que f tem grau n + 1 e divide &, ;. Assim, pela Proposicao
6.5, f é um produto de n+ 1 polinémios lineares distintos. Vamos denotar por A o conjunto

formado pelos n + 1 fatores distintos de f.

Pela Proposicao 6.2, em coordenadas locais, dois elementos distintos de A nao
podem se interceptar no infinito. Portanto, quaisquer duas retas de A devem ter uma

intersecao em C2.

Seja G o grupo formado por todos os automorfismos do fecho algébrico de Q que
fixam Q. Pela Proposicao 8.11, pagina 487 de [18], temos que todo automorfismo de G é a

restricao a L de um elemento de GG. Portanto, assim como no caso do grupo G, temos que
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G age transitivamente em Sing(D), ou seja, dadas duas singularidades de D existe um

elemento de G que leva uma tal singularidade na outra. Além disso, se o € G, entdo

[[r=r=r =1

AEA AEA
Desta forma, podemos supor que ¢ também age em A.

J& que os elementos de A sdo curvas algébricas invariantes por D, segue que a

intersecao de quaisquer dois deles deve ocorrer em uma singularidade de D.

Suponha que algum p € Sing(D) esteja na interse¢ao de exatamente k, com k > 2,

retas de A, ou seja,
{p}=MN..NA.

Consequentemente,
{o(P)} =X NN,

para todo o € G. Como a acio de G em Sing(D) é transitiva, segue-se que o niimero
de retas em A que se cruzam em uma singularidade de D é exatamente k para todos os
p € Sing(D).

Fixe uma reta A € A. Cada reta \" € A\ {\} intersecta A em exatamente um ponto
singular de D. Entao podemos contar os n elementos de A\ {A} em termos dos pontos
de AN Sing(D). De fato, se £ é o ntimero de singularidades de D que pertencem a \, e
levando em conta que exatamente k retas (incluindo A) passam por cada singularidade,
conseguimos mostrar que n = (k — 1)¢. Em particular, isso implica que cada reta em A

contém o mesmo nimero de singularidades de D, a saber /.

Por outro lado, cada singularidade de D pertence a exatamente k retas de A. Entao,
multiplicando o nimero ¢ de singularidades por reta pelo nimero n + 1 de retas, estamos

contando cada uma das n? singularidades k vezes. Logo,
kn* = {(n +1). (6.24)

Substituindo n = (k — 1)¢ na equagao (6.24), obtemos k(k —1)%¢ = n+ 1. Donde segue que
k — 1 divide n+ 1 e n. Logo, k — 1jmdc(n,n+ 1) = 1 e k = 2. Com o mesmo argumento
prova-se que £ = 1.

Logo,n = (k — 1)¢ = 1, o que contradiz a hipé6tese de que o grau de D é maior que
2. O
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