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RESUMO

A utilizacao de métodos numéricos, como o método dos elementos finitos, permite
o desenvolvimento de modelos capazes de simular o comportamento mecanico do concreto
levando-se em conta seu comportamento fisicamente nao linear, permitindo anélises mais
realistas acerca do material. Um dos principais fenomenos responsaveis pela nao linearidade
fisica do concreto ¢é a fissuragao, que ocorre mesmo em baixos niveis de carregamento,
devido a sua baixa resisténcia a tracao quando comparada a compressao. Nesse contexto,
o presente trabalho tem como objetivo apresentar e avaliar dois modelos computacionais
para simular o comportamento estatico de estruturas de concreto durante o processo de
fissuracao e realizar uma comparacao entre eles. O primeiro modelo analisado considera
a fissuracao distribuida e é baseado no monitoramento da deterioragdo das propriedades
fisicas do material. O processo de fissuragao é descrito pela degradacao das tensoes com o
aumento das deformagdes, por meio de diferentes relacoes tensao-deformacao extraidas da
literatura que representam o comportamento geral do concreto em tragdo ou compressao.
A formulacao do modelo é baseada na inversao da flexibilidade com o emprego de uma
matriz constitutiva secante local que leva em conta o modulo de elasticidade do material
sem dano e danificado. O segundo modelo avaliado considera a fissuragao descrita de
forma discreta e baseia-se no emprego de elementos de interface inseridos na malha quando
o nivel de tensoes nos elementos continuos atinge um limite preestabelecido. Ambos
os modelos analisados foram implementados usando-se elementos isoparamétricos para
elasticidade plana e uma subrotina incremental-iterativa com métodos de controle de
carga e deslocamentos. Os modelos de fissuracao implementados foram validados através
da comparacao dos resultados calculados com aqueles obtidos por outros modelos da

literatura, mostrando boa concordancia.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos. Modelo de fissuracao distribuida. Modelo

de fissuracao discreta.



ABSTRACT

The use of numerical methods, such as the finite element method, allows the
development of models capable of simulating the mechanical behavior of concrete taking
into account its physically non-linear behavior, allowing for more realistic analyzes of the
material. One of the main phenomena responsible for the physical nonlinearity of concrete
is cracking, which occurs even at low loading levels, due to its low tensile strength when
compared to the compressive one. In this context, the present work aims to to present and
evaluate two computational models to simulate the static behavior of concrete structures
during the cracking process and to make a comparison between them. The first model
analyzed considers smeared cracking and it is based on monitoring the deterioration of
the material’s physical properties. The cracking process is described by the decay of
stresses with increased strains, through different stress-strain relationships extracted from
the literature that represents the overall behavior of concrete in tension or compression.
The model formulation is based on the inversion of flexibility with the use of a local
secant constitutive matrix, which takes into account the damaged and the undamaged
secant Young’s modulus of the material. The second model evaluated considers the crack
described discretely and it is based on the use of interface elements inserted in the mesh
when the stress level in the continuous elements reaches a pre-established limit. Both
models analyzed were implemented using an isoparametric element for plane elasticity
and an incremental-iterative subroutine with load and displacement control methods. The
implemented cracking models were validated by comparing the calculated results with the

ones obtained by other models from literature, showing good agreement.

Keywords: Finite element method. Smeared crack model. Discrete crack model.
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1 INTRODUCAO

O concreto é um material composto que consiste em um meio continuo aglomerante
onde estao inseridas particulas de agregados. O aglomerante comumente empregado no
Brasil é o cimento Portland, enquanto que os agregados podem ser divididos em dois grupos:
os agregados graudos, como a brita, e os agregados miudos, como a areia. Dependendo
da finalidade do concreto ainda é possivel adicionar a mistura aditivos que tém como
funcao melhorar as caracteristicas do material, podendo trazer beneficios relacionados a

trabalhabilidade, resisténcia e durabilidade.

Mehta e Monteiro (2008) apontam que o uso extensivo do concreto na construgao
civil se deve a trés razoes principais: a alta resisténcia do concreto a agua, ao contrario de
materiais como madeira e ago, o que permite seu emprego em estruturas para controlar,
armazenar ou transportar agua; sua facilidade em ser moldado no estado fresco, o que
permite a fabricacdo de pecgas de concreto em diversos formatos e tamanhos; e o custo
dos seus componentes, que ¢ relativamente baixo, além de serem ainda disponiveis em
grande parte do mundo. Tais vantagens fazem do concreto o material construtuivo mais
consumido no mundo, o que justifica o interesse de pesquisadores na busca de modelos

constitutivos que descrevam de maneira adequada o seu comportamento.

De uma maneira geral, as estruturas de concreto exigem modelos constitutivos
elaborados para seu estudo. De fato, por se tratar de um material heterogéneo, com
comportamento fisicamente nao linear, modelos analiticos para o concreto se tornam, muitas
vezes, de dificil formulagao e solugdo. Nesse contexto, o emprego de métodos numéricos,
como o método dos elementos finitos, possibilitam uma modelagem do comportamento

mecanico do concreto de forma mais realista, ampliando as possibilidades de estudo.

De acordo com Alvares (1993), o processo de deterioracdo em estruturas de concreto
se inicia com o surgimento de microfissuras que modificam a distribuicao dos esforgos
internos, trazendo efeitos no comportamento mecanico macroscopico da estrutura, sendo
os mais relevantes a queda na resisténcia e a alteragdo das propriedades do material, como
seu moédulo de elasticidade. Sendo assim, o estudo do processo de fissuragao é importante

para a analise da seguranca estrutural dos elementos de concreto.

Avancos no estudo da microestrutura do concreto apontam que a zona de transicao
na interface, localizada proxima dos agregados gratudos, esta suscetivel a fissuracao antes
mesmo do carregamento da pega estrutural. Tal fenomeno é devido a ocorréncia de tensoes
de trag@o na secagem e resfriamento do concreto apds sua hidratacao, e pode ser agravado
com a presenca de cargas de impacto ou de alta intensidade e retracao por secagem. Baixos
niveis de tensao sdo necessarios para a evolucao dessas microfissuras, enquanto a fissuracao
na matriz cimenticia s6 se inicia quando as tensoes atingem cerca de 70 % da resisténcia

ultima do concreto. Com a evolugao do carregamento, estas fissuras unem-se as primarias
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até formarem um sistema continuo, culminando no rompimento do material (Mehta e

Monteiro (2008)).

Em geral, os estudos do processo de fissuracao seguem duas correntes: a mecanica
da fratura ou a mecénica do dano. De acordo com Medina (2014), a mecénica da fratura
trata de fissuras macroscopicas e da resisténcia do material a propagacao destas, sendo
o meio ao seu redor assumido como intacto. A mecéanica da fratura apresenta uma
classificagdo dos modos béasicos de carregamento envolvendo diferentes deslocamentos da
superficie de fissura conforme apresentado na Figura 1. O modo 1 é um modo de tragao
ou de abertura e a fissura se desenvolve em um plano perpendicular ao de carregamento.
O modo 2 é um modo de deslizamento ou de cisalhamento no plano, consistindo no
escorregamento tangencial entre as superficies da fissura. O modo 3 é um modo de
rasgamento e o escorregamento entre as superficies da fissura ocorre devido a um esforco

cisalhante perpendicular a direcdo da fissura.

Figura 1 - Modos de abertura das fissuras

y Y

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Fonte: Adaptada de Hertzberg et al. (2013).

A mecéanica do dano busca descrever macroscopicamente o efeito do surgimento
e desenvolvimento da microfissura¢ado nos materiais e tem como trabalho pioneiro o de
Kachanov (1958) que introduz o conceito de dano para estudar ruptura fragil associada a
deformacao lenta em metais. Os modelos de dano podem ser divididos em duas vertentes:
modelos de dano isotropico e anisotropico. O primeiro considera que a degradacao do
material nao acarreta na mudanca da condigao inicial de isotropia, permitindo que a
variavel dano seja representada por um escalar. Enquanto que o segundo admite que a
danificacao leve a uma anisotropia do material, devendo a varidvel dano ser representada

por um tensor.

O concreto tem como propriedade mais marcante para definicdo do seu comporta-
mente estrutural, a sua baixa resisténcia a tracao quando comparada a sua resisténcia a

compressao, o que faz com que as fissuras sejam notadas ainda para baixos niveis de carga.
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De acordo com Menin et al. (2009), na simulagdo numérica de estruturas de concreto
fissuradas pelo método dos elementos finitos, trés modelos sao utilizados para representar

as fissuras: discreta, distribuida e incorporada.

Nos modelos de fissuracao discreta a estrutura é considerada integra, sendo neces-
saria redefinicdo da malha quando ocorre a formacao de fissuras. As fissuras sao inseridas
ao longo das arestas dos elementos da malha original, gerando descontinuidades no campo
de deslocamentos. Os principais aspectos negativos desses modelos estao relacionados a
necessidade de redefinicao da malha a cada surgimento de nova fissura ou evolucao de
uma fissura ja existente, e a limitacdo da dire¢do de propagacao da fissuracao nas arestas
dos elementos. Devido a tais deficiéncias, a aplicacdo desses modelos fica normalmente

restrita aos casos de progressao de poucas fissuras.

Quando as fissuras estao dispersas ao longo da estrutura, os modelos de fissuracao
distribuida sdo, em principio, mais adequados. Nessa vertente, o material fissurado é tratado
como continuo e o processo de fissuracao provoca mudancgas nas relagoes constitutivas dos
elementos da malha. Um defeito que pode ser destacado nesses modelos ¢é a sua dificuldade
em representar casos de fissuragao localizada que ocorre, principalmente, em estruturas
de concreto simples. Além disso, os modelos de fissura distribuida apresentam resultados

sensiveis & malha de elementos finitos utilizada.

Recentemente, surgiram os modelos de fissuragao incorporada. Eles sao empregados
na simula¢do numérica da fissuracdo em estruturas de concreto simples e armado e se
baseiam na insercao de descontinuidades no elemento finito padrao. Esses modelos
surgiram como uma alternativa para a eliminagao dos principais problemas dos dois
modelos anteriores e podem ser divididos em trés grupos: os que utilizam elementos
hibridos, os que os elementos possuem descontinuidades no campo de deformacgoes e os

que os elementos possuem descontinuidades no campo de deslocamentos.

Existem diversos trabalhos na literatura que abordam cada uma das trés classes
de modelos de fissuracao ja citadas. Entretanto, observa-se que, de uma maneira geral, a
grande maioria desses trabalhos tem como foco um tipo especifico de modelo, o que pode
dificultar comparacoes diretas para a determinacao objetiva da estratégia mais adequada
em um dado problema. Nesse sentido, o presente trabalho visa contribuir para a analise e a
avaliagdo de modelos de fissuracao aplicados a estruturas de concreto, comparando-se, para
cada caso estudado, os resultados obtidos através de estratégias de modelagem discreta e
distribuida. Observa-se que os modelos de fissuracao apresentados nesse trabalho, apesar
de serem baseados em modelos conhecidos da literatura, possuem contribuigoes originais

que serao detalhadas no capitulo 4.
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1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal desta dissertagdo é apresentar e analisar dois modelos compu-
tacionais, um de fissura discreta e outro de fissura distribuida, baseados no método dos
elementos finitos que simulam o comportamento estatico de estruturas de concreto durante
o processo de fissuracao. Foram implementados dois modelos distintos com a finalidade de
fazer uma analise comparativa dos aspectos positivos e negativos de cada um deles, bem

como uma comparacao de seus resultados.

O modelo de fissuracao distribuida adotado depende diretamente de leis tensao-
deformacao representativas do comportamento do concreto, capazes de computar a degra-
dacao das propriedades fisicas do material. Foram usadas as relagdes propostas por Boone
e Ingraffea (1987), Carreira e Chu (1985), Carreira e Chu (1986) e Kaklauskas (1998) que
captam a integridade do médulo de elasticidade secante e uma matriz constitutiva secante

local, onde os eixos locais sao determinados pelas diregoes principais de deformacao.

O modelo de fissuracao discreta proposto é baseado no emprego do elemento de
interface com cinco molas proposto por Coutinho et al. (2003) para representacao das
descontinuidades geométricas geradas pelas fissuras, sempre que a tensao em um dado

elemento supera um limite preestabelecido.

Também foi implementada uma subrotina incremental-iterativa para solucdo do
sistema de equacgoes nao lineares, necessaria para obtencao da curva de equilibrio das
estruturas estudadas. Foram empregados os métodos classicos de controle de carga, de

controle direto de deslocamento e de controle de deslocamentos generalizados.

1.2 ORGANIZACAO DO TEXTO

Esta dissertacao é organizada em 6 capitulos, inclusive o presente, onde foi realizada
uma breve introducao do tema abordado e a relevancia de seu estudo. Apresentou-se,

também, o objetivo que se busca alcancar com o desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo serd apresentada uma revisao bibliografica com modelos
contitutivos para o concreto propostos por diversos autores, englobando modelos que se

enquadram nas classificacoes de fissuragao distribuida, discreta e incorporada.

No terceiro capitulo é discutida a analise fisicamente nao linear de estruturas de

concreto pelo método dos elementos finitos.

No capitulo 4 ¢é apresentada a metodologia empregada. Neste capitulo é apresentado
o elemento de interface adotado no modelo de fissuracao discreta, a formulagdo do modelo
de fissuracao distribuida, bem como as relagoes tensao-deformacao nele empregadas, e

uma descri¢ao dos métodos de controle usados na analise nao linear.

O capitulo 5 trata da implementacao computacional. Nele é mostrada a estrutura do
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cddigo de elementos finitos implementado no trabalho, com uma descrigdo mais detalhada
dos algoritmos relacionados ao método incremental-iterativo, aos métodos de controle e

redefinicdo da malha necessaria no modelo de fissura discreta.

No sexto capitulo sao realizadas simulagoes numéricas de problemas fisicamente
nao lineares. Os resultados entre os dois modelos sdo comparados entre si e também

validados com resultados obtidos por outros autores presentes na literatura.

A andlise dos resultados encontrados permite a apresentacao das consideragoes
finais do trabalho apresentado no capitulo 7. Nesse momento também sao apontadas

sugestoes para trabalhos futuros.
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2 MODELOS CONSTITUTIVOS PARA O CONCRETO

Um modelo constitutivo pode ser definido como uma lei que simula matematica-
mente o comportamento fisico de um material. Em geral, as leis consitutivas sao elaboradas
buscando representar caracteristicas ou fenomenos especificos do material, sendo prati-
camente inviavel a elaboragao de uma unica lei que descreva seu comportamento para

qualquer tipo de solicitagao.

O concreto é um material com comportamento mecanico complexo marcado pela
ocorréncia de fenomenos como fissuracao, esmagamento, fluéncia e retracao que dificultam
o desenvolvimento de um modelo analitico para seu estudo. Nesse contexto, a evolugao
dos métodos numéricos e computacionais permitiu um avango das pesquisas na area com o
objetivo de propor modelos cada vez mais realistas para o concreto. Na literatura existem
diversos trabalhos relacionados ao estudo e propostas de modelos constitutivos para o
concreto e alguns deles serdao mencionados a seguir, com énfase nos modelos de elementos

finitos existentes para representar a fissuragdo no material.

Um dos primeiros trabalhos na drea, foi o de Ngo e Scordelis (1967) que apresenta-
ram um modelo discreto para concreto armado onde as fissuras eram inseridas na malha de
acordo com padroes empiricos e era admitido um escorregamente da armadura em relacao
ao concreto. As fissuras eram representadas a partir da duplicacao dos nés dos elementos
entre os quais elas estao localizadas, permitindo que eles se separem. Os materiais eram

modelados com relagoes tensao-deformacao elastico-lineares.

O trabalho de Nilson (1968) também trouxe um estudo da propagagao de fissuras
discretas em vigas de concreto armado, entretanto ja considera o comportamento nao
linear do material. O modelo considera um carregamento incremental que se interrompe
sempre que o critério adotado para inicio da fissuracao é atingido. Nesse momento é
realizada uma redefinicio manual da malha com a duplicagdo dos nés no local de insercao
da fissura. A estrutura fissurada é novamente carregada até que o critério de fissuragao

seja novamente atingido e uma nova malha precise ser definida.

Rashid (1968) apresentou um modelo simplificado que ja aplica caracteristicas dos
modelos atuais de fissuracao distribuida como a alteracao das propriedades mecanicas
do material em regioes degradadas. O autor estuda estruturas de concreto protendido e
propoe relagoes tensao-deformagao para os elementos fissurados na malha que se baseiam

em eliminar a rigidez desses elementos na dire¢ao normal a superficie de fissuragao.

Até este momento, os trabalhos consideravam que a ruptura do concreto acontecia
de forma fragil. Posteriormente percebeu-se que os resultados se aproximavam melhor do
comportamento real do concreto quando se adotava uma perda de rigidez do material apds
atingida sua tensao limite. Um exemplo é o modelo apresentado por Suidan e Schnobrich

(1973) que mantém uma rigidez residual transversal minorando o médulo de elasticidade
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transversal inicial através de um fator de retencao ao cisalhamento em contraponto a
modelos anteriores que assumiam uma incapacidade do material fissurado em transmitir
esforgos. Nessa época, parametros da mecanica da fratura também comecaram a ser
usados na modelagem do concreto, como é o caso do trabalho de Hillerborg et al. (1976).
Neste, as zonas de fissuracao sao descritas por curvas nao lineares "tensao x abertura de

fissura'"que dependem da energia de fratura do material.

Bazant (1976) estudou a perda de estabilidade da estrutura quando seu comporta-
mento passa a ser definido pelo ramo descendente da curva tensao-deformacao, ou seja,
quando o médulo de elasticidade tangente do material se torna negativo. O autor aponta
que a falha na estrutura ocorre por uma localizagao instavel de deformacao em que a
energia de deformagdo acumulada é transferida para uma pequena regiao, onde o material

sofre a reducao de rigidez.

Darwin e Pecknold (1977) desenvolveram uma lei tensao-deformagao para concreto
simples submetido a cargas biaxiais e a incorporaram em um programa de elementos finitos
para analise de painéis de concreto onde sao aplicadas carregamentos ciclicos. A relacao
constitutiva empregada considera as alteragoes de resisténcia e ductilidade do material
devido as tensoes biaxiais e também a degradacao da sua rigidez causada por esforcos de

tracao e compressao.

Cedolin e Dei Poli (1977) também apresentaram um modelo com representacao
biaxial nao linear para o concreto baseado em resultados de testes biaxiais. No estudo
de vigas de concreto armado os autores levam em consideragao o processo de fissuracao
impedindo que os elementos suportem tensoes perpendiculares a fissura, mas sdo capazes de
transmitir esforgos paralelos & esta. Posteriormente, Bazant e Gambarova (1980) estudaram
um modelo de fissuragdo com superficie rugosa considerando o efeito do intertravamento

dos agregados nos deslocamentos da abertura e deslizamento entre elementos.

Grootenboer et al. (1981) desenvolveram um modelo numérico de fissura incorporada
para andlise de estruturas de concreto armado em estado plano de tensdao. O trabalho é
baseado em um tipo especial de elemento que permite a ocorréncia de fissuras discretas em
seu interior em qualquer direcao, o que pode ser interessante no estudo de ruptura fragil,
quando poucas fissuras determinam o comportamento da estrutura. E considerada apenas
a nao linearidade fisica do concreto através de uma lei tensao-deformacao nao linear, nao
sendo aplicado para problemas com nao linearidade geométrica. Além disso é adotado um

critério de fissuragdo e um de esmagamento por compressao para o concreto.

Bazant e Oh (1983) consagraram um modelo de fissuragao distribuida com o
surgimento de bandas de fissuracao e o emprego de relagoes tensao-deformagcao triaxiais
que admitem um amolecimento gradual do material devido ao processo de microfissuracao.
Os autores empregaram conceitos da mecanica da fratura, considerando apenas o modo

1 de carregamento ou modo de abertura, e as propriedades do material fissurado sao
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determinadas por trés parametros, sendo eles: energia de fratura, resisténcia limite

uniaxial e largura da banda de fissuracao.

Com a popularizagao dos modelos de fissuracao distribuida muitos autores se
dedicaram ao estudo e comparacao dos modelos de fissuracao fixa e rotacional e suas
aplicagoes. Nesse contexto, destacam-se os trabalhos de Milford e Schnobrich (1985), de
Borst e Nauta (1985), Rots et al. (1985) e Rots e de Borst (1987). Milford e Schnobrich
(1985) apontaram que no modelo de fissura fixa a dire¢do das fissuras ¢ mantida constante
durante toda a analise, sendo determinada pela orientacao da fissura primaria, o que nem
sempre coincide com o observado experimentalmente. No modelo de fissura rotacional
é assumido que a direcao média das fissuras é sempre normal a direcao principal de

deformacgao atual.

No ambito dos modelos de fissura discreta, Ingraffea et al. (1984) utilizaram a
mecanica da fratura para propor um novo método de andlise nao linear do processo de
fissuracao em estruturas de concreto armado. Os autores focam no efeito das fissuras
secundarias radiais na ligagdo entre ago e concreto e empregam elementos de interface que

sao inseridos nas extremidades das fissuras ficticias.

Ortiz et al. (1987) apresentaram uma metodologia que se enquadra nos modelos
incorporados e pode ser aplicada para problemas bi e tridimensionais envolvendo a
localizagao do processo de falha. O campo de deslocamentos é modificado de forma a
representar descontinuidades fracas, o que é feito através da adicao de fungoes de forma
que reproduzem os padroes de deformagao localizados. Esse modelo foi aprimorado por
Belytschko et al. (1988) que sugeriram a inser¢ao das zonas de localizacdo de deformagoes
nos elementos quadrilaterais estudados. Nesse caso, o modelo nao pode ser empregado
quando as larguras das bandas de fissuragao extrapolam as dimensoes dos elementos da

malha.

Rots e Blaaunwendraad (1989) fizeram um andlise comparativa entre modelos de
fissura discreta e distribuida, com o objetivo de apontar os principais pontos positivos
e negativos de cada modelo. O trabalho ressalta ainda as possibilidades do modelo
distribuido, que apresenta as classes de fissuras fixas, rotacionais e multi-direcionais. O
modelo de fissuragao fixa distribuida multi-direcional pode ser considerado uma opcao
intermediaria entre os demais possibilitando a abertura de varias fissuras em um mesmo
ponto. Através da andlise de exemplos, os autores chegam a conclusao que, da maneira
como foi implementado, o modelo de fissura distribuida fixa traz resultados mais rigidos
que o esperado devido a uma rotagao excessiva das tensoes apos a fissuragao, o que nao
ocorre no modelo de fissura rotacional. Uma deficiéncia notada para todos os modelos de
fissura distribuida foi o travamento de forga cortante (do inglés shear locking) o que nao

foi percebido no modelo de fissura discreta.

No mesmo ano, Oliver (1989) propds o célculo da largura da banda de fissuragao
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para modelos de fissuracao distribuida. Esse pardmetro é denominado largura caracteristica
e é definido pela razao entre energia de fratura e energia especifica de um ponto. O objetivo
do autor é assegurar a correta dissipagao energética, garantindo a convergéncia do método

com o refinamento da malha.

O modelo proposto por Dahlblom e Ottosen (1990) tem como base os principais
conceitos do modelo de fissura ficticia de Hillerborg et al. (1976) combinados ao modelo
de banda de fissuragao de Bazant e Oh (1983). As equagoes constitutivas apresentadas
levam em consideracao a largura caracteristica, que fornece medidas das regioes onde os
deslocamentos das fissuras estao distribuidos, obtendo objetividade em relagao a malha
para carregamento normais e tangenciais em relagao ao plano da fissura. Além disso, o
modelo admite a possibilidade de ocorrer fechamento e posterior reabertura das fissuras

em um cenario de descarregamento e recarregamento da estrutura.

Um estudo numérico comparativo para cinco modelos diferentes de dilatacao da
fissura foi feito por Feenstra et al. (1991). Foi empregado um modelo de fissura discreta
com elementos de interface que possuem relagdes constitutivas que englobam o estado pré
fissuragao, de comportamento elastico linear, estado pés fissuragao, com o desenvolvimento
gradual da fissura e o amolecimento do material, e estado final com a fissura aberta. E
constatada a necessidade de aplicagao de passos de carregamento muito pequenos para
que nao ocorram problemas de estabilidade no modelo, devido & ocorréncia de autovalores

negativos na matriz de rigidez tangencial.

Ainda nos modelos de fissura discreta, Gerstle e Xie (1992) utilizaram uma extensao
do modelo de fissura ficticia de Hillerborg et al. (1976) combinado com elementos de
interface. Na proposta, a ponta da fissura ficticia se propaga perpendicularmente a direcao
da tensao principal de tragao quando a resisténcia de tragdo do material é ultrapassada.
Tal fissura é representada por elementos de interface com deslocamentos que variam

linearmente, porém as forcas de superficie possuem variagoes de ordem superior.

Feenstra e de Borst (1995) apresentaram um modelo constitutivo para concreto
armado baseado na ideia de que as tensoes em cada elemento de concreto armado podem
ser decompostas nas contribui¢oes individuais do concreto simples, armadura e a interacao
entre esses materiais. O comportamento do concreto é governado pela energia de fratura,
o da armadura é definido por um modelo elasto-plastico e as interac¢oes devido a ligagao
entre eles é regida por uma lei trilinear proposta pelos autores. A aplicacdo do modelo
trouxe bons resultados na simulagao do comportamento de falha do concreto armado para

os exemplos estudados.

Concomitantemente ao estudo dos modelos de fissuracao descritos, diversos pesqui-
sadores também estudavam a modelagem de materiais a partir de conceitos da mecanica
do dano. Lemaitre e Dufailly (1987) estudaram diversos métodos de medi¢ao do dano

e suas possiveis aplicagoes em problemas da mecanica dos solidos envolvendo tensoes,
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deformacdes e o processo de falha do material. Os autores concluem que nenhum dos
métodos produz os melhores resultados para todo tipo de problema, devendo ser analisada

a definicao adequada de dano e a sua escala.

Na linha de estudo da mecéanica do dano foram desenvolvidos muitos modelos de
dano. Dentre eles destaca-se o modelo de Mazars (1984), um modelo simples e eficiente
para descrever o fendmeno de microfissuragao, onde o dano é considerado uma variavel
escalar calculada a partir das deformacgoes principais positivas e assume valores entre 0
e 1, sendo que sua evolugao sé se inicia quando atingido um valor limite de deformagao
que é parametro do modelo. Posteriormente, o modelo de Brekelmans et al. (1992) para
materiais frageis utiliza um critério de dano para descrever diferentes comportamentos
em tragdo e em compressao, o que é possivel gracas a uma formulagao apropriada para a
deformacao equivalente de dano que depende das resisténcias do material a esforcos de
tragao e compressao. Pituba (2003) apresentou um modelo constitutivo para o concreto
assumindo a equivaléncia de energia entre o meio danificado real e o meio continuo
equivalente. Inicialmente o material é considerado um meio elastico isotrépico passando a

ter um comportamente anisotréopico devido a evolugao do dano.

A anisotropia do concreto também havia sido estudada por Bazant e Oh (1985)
através de um modelo de microplanos no qual as propriedades constitutivas do material
sao caracterizadas por uma relagao tensao-deformacao atuando em um plano de qualquer
orientacao dentro do material. As deformagcoes nos microplanos correspondem a aplicacao
de restrigoes cinematicas ou estaticas ao tensor macroscopico de deformacoes e as tensoes
normais nos microplanos irao depender apenas das deformagoes normais no respectivo

microplano.

Um grupo a parte sao os modelos seguindo a teoria da plasticidade, onde sao
adotados critérios de resisténcia dos materiais permitindo uma boa representacao da fase
antes e depois do pico de tensdao. Um trabalho classico a respeito do assunto é o de Chen
(1982) que discute a plasticidade do concreto com aplicagoes na andalise de elementos
finitos para estruturas de concreto simples e armado. A teoria da plasticidade também foi
tema central do trabalho de Pramono e Willam (1989). Os autores desenvolveram um
modelo para estudo do comportamento triaxial do concreto simples empregando a teoria
da plasticidade com endurecimento no regime pré-pico e com amolecimento baseado na
energia da fratura no regime pés-pico. As relacoes constitutivas do modelo elasto-plastico
proposto se mostraram eficientes na reproducao do comportamento nao linear do concreto
bem como do processo de fissuragdo no material. Einsfeld (1997) também utilizou um
modelo plastico em sua pesquisa que envolve a proposta de um modelo que combina
fissuras distribuidas e discretas. A transicdo de um modelo para o outro se da com a
concentragao das fissuras distribuidas em uma certa regiao da estrutura, o que permite a

simulacao de fissuras discretas em tal regiao.
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Dentro dos modelos de fissura incorporada, Dvorkin et al. (1990) propuseram a
formulagao de um elemento finito com forte descontinuidade para problemas envolvendo a
localizagao de deformacoes. Quando constatadas descontinuidades no campo de desloca-
mentos, sao incorporadas linhas de localizacao que separam o elemento em subdominios,
sendo usadas, nessas regioes, relagoes constitutivas tensao-deslocamento locais que garan-
tem, no caso de fissuras, uma correta dissipacao de energia. Posteriormente, Jirasek e
Zimmermman (2001) descreveram um elemento triangular com uma descontinuidade de
deslocamentos incorporada que representa as fissuras. O modelo constitutivo é formulado
baseado nos principios da teoria do dano, levando em conta a recuperacao da rigidez

devido ao fechamento da fissura e o atrito nas faces delas.

Ao longo dos anos, diversos outros trabalhos foram publicados propondo melhorias
nos modelos, diferentes formulac¢oes para problemas especificos e a comparagao entre os

modelos ja consagrados. Podem ser citados:

o d’Avila (2003) que apresenta um estudo sobre dois modelos de fissuragao, um
distribuido com o uso de um diagrama tensao-deformacgao multilinear, e outro

incorporado com descontinuidades no campo de deslocamento do elemento finito.

o Menin et al. (2009) que comparam diferentes estratégias de implementagao com-
putacional de modelos de fissuracao distribuida através dos programas DIANA e
VecTor2.

o Penna (2011) que propoe uma formulagao tedrica e computacional capaz de contem-
plar diversos modelos constitutivos para tratar problemas de degradacao elastica,

além de propor um novo modelo de dano com multiplas fun¢des de carregamento.

e Manzoli (2011) que apresenta um estudo a respeito da qualidade e objetividade das
solucoes obtidas com diferentes formulagoes de elementos com forte descontinuidade
incorporadas. O autor também analisa um modelo continuo elasto-plastico para

representacao da formagdo de descontinuidades em sélidos.

« Wolenski et al. (2014) que implementam um modelo de microplanos com deforma-
¢ao equivalente e analisam os resultados para diferentes medidas de deformacao

equivalente combinadas com distintas leis de evolugao de dano.

o Manzoli et al. (2016) que apresentam uma técnica de fragmentacao de malha e
introducao de elementos de interface sélidos com alta razao de aspecto entre os
elementos regulares da malha. Uma descricao da formulagao de tal elemento de

interface também faz parte do trabalho.

« Malekan et al. (2018) que empregam o método dos elementos finitos generali-

zado/extendido para simular nucleacdo e propagacao de fissuras em materiais com
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comportamento linear e nao linear e estudam diferentes fun¢des de enriquecimento
do espaco da solugao polinomial para uma melhor modelagem das descontinuidades
decorrentes da fissuracao e para obtenc¢ao de um caminho de propagacgao da trinca

mais preciso.

« Monteiro (2019) que propde uma estratégia baseada na abordagem global-local do
método dos elementos finitos generalizado para descrever o processo de deterioracao
de meios parcialmente frageis, como é o caso do concreto, no contexto da mecanica
do dano continuo. A técnica global-local é empregada no trabalho de forma a simular
a evolucao de fendomenos de deterioracao material e sua influéncia no comportamento

global das estruturas.

o Wolff et al. (2020) que formulam um modelo de propagagao de fissuras baseado
no método dos elementos finitos generalizado/extendido que emprega o método de
correlagao de deslocamento para extracao dos fatores de intensidade de tensoes,
que sao parametros comumente utilizados na previsao da direcdo de propagacao
da fissura. O modelo proposto apresentou resultados satisfatérios de trajetéria de

fissuras mesmo com o uso de malhas pouco refinadas.

« Faron e Rombach (2020) que faz emprego do método dos elementos finitos extendido
para executar analises nao lineares de propagacao de fissuras por flexao e cisalhamento

em vigas de concreto armado.

Cabe ressaltar que no ambito do Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Civil
(PEC-UFJF) a modelagem de estruturas de concreto ja foi foco de estudo de dois outros
trabalhos: Assis (2019) que simula o comportamento termomecénico do concreto quando
submetido a altos gradientes de temperatura; e Freitas (2019) que propde um modelo capaz
de simular o comportamento estatico e dinamico de lajes de concreto armado fissuradas.

Ambos os trabalhos utilizam o modelo de dano escalar de Mazars (1984).

Face a grande variedade de modelos constitutivos para o concreto disponiveis na
literatura, cada um com seus aspectos positivos e negativos, foram observados diversos
fatores para a escolha dos modelos a serem analisados no presente trabalho, com foco
para o comportamento mecanico do concreto fissurado, dentre eles: recomendagoes de
autores recentes; bons resultados obtidos com o modelo; facilidade para implementagao
computacional; aplicacdo do modelo em diferentes problemas. Assim, optou-se pelo estudo
e implementagao de dois modelos de fissuracao: um discreto e outro distribuido. O modelo
de fissuracao discreta é baseado na insercao, na malha de elementos finitos, de elementos
de interface denominados IE5 e propostos por Coutinho et al. (2003), que permitem a
separacao de elementos adjacentes e reproduzem a queda de rigidez da regiao fissurada. Foi
proposta uma modificacao na maneira de calcular a abertura desse elemento de interface e

também um padrao de insercao para quando as tensoes principais nos elementos continuos



24

superassem um determinado valor. O modelo de fissuracao distribuida é baseado na
inversao da flexibilidade com o emprego de uma matriz constitutiva secante local conforme
dedugao exposta no trabalho de Penna (2011). Nesse modelo é fundamental a utilizacao
de relacoes tensao-deformacao que representem o comportamento do concreto no regime

pré e pos critico, para esforgos de tragao e compressao.

Por motivos didaticos e tendo em vista a necessidade de se compreender conceitos
fundamentais relativos a analise nao linear de estruturas para um melhor entendimento
dessa dissertacao, faz-se a seguir um resumo sobre esses conceitos, que serdao importantes

independentemente do modelo de fissuracao adotado.
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3 ANALISE NAO LINEAR FiSICA DE ESTRUTURAS

Uma analise linear via elementos finitos s6 estara adequada para o estudo de um
problema da Mecanica dos Sélidos ou Mecanica das Estruturas se forem atendidas as

seguintes premissas:

 sao verificados pequenos deslocamentos, deformagoes e rotagoes dos elementos finitos
se comparados com as dimensoes originais do problema, permitindo que as condigoes
de equilibrio possam ser estabelecidas com base na configuracao indeformada da

estrutura;
e 0 material deve ter comportamento elastico linear;

e as condi¢oes de contorno devem permanecer as mesmas durante a aplicacao do

carregamento.

Nesse caso, as equagoes de equilibrio para uma analise estética podem ser escritas,

de forma matricial, de acordo com a Equacao (3.1).

[KI{U} = {P}, (3.1)

onde [K] é a matriz de rigidez da estrutura, {U} é o vetor de deslocamentos e {P} o vetor
de cargas externas. Pode-se perceber que o vetor de deslocamentos {U} ¢é diretamente
proporcional ao vetor de cargas externas {P}, ou seja, caso o carregamento seja alterado
para A{P}, onde A\ é uma constante, os deslocamentos correspondentes serao dados pelo
vetor A{U}. Quando essa relacao nao for verdadeira, serd necessario realizar uma andlise

nao linear.

Em mecanica estrutural, um problema é dito nao linear se a rigidez depende dos
deslocamentos da estrutura. O comportamento nao linear das estruturas geralmente é
classificado como geometricamente nao linear ou fisicamente nao linear. Uma andlise
geometricamente nao linear ocorre quando a rigidez do problema ¢ afetada por um estado
excessivo de deformagao, de modo que as equagoes de equilibrio com base na geometria
inicial se tornam inadequadas, devendo ser formuladas novas equagoes de equilibrio para a
configuracao deformada da estrutura. Uma andlise fisicamente nao linear ocorre quando
a reposta do material depende do estado de deformacao a que ele estd submetido e essa
resposta é regida por uma lei ndo linear, como é o caso das relagoes tensao-deformagao do
concreto. No presente trabalho, serao estudados problemas fisicamente nao lineares, nao

sendo abordada a nao linearidade geométrica.
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O método dos elementos finitos ¢ uma ferramenta essencial na modelagem de
problemas nao lineares, tanto fisicos quando geométricos, permitindo a resolucao do sistema
de equagoes nao lineares através de métodos de obtencao das trajetorias de equilibrio. Um

exemplo de trajetoria de equilibrio de um problema nao linear é apresentado na Figura 2.

Figura 2 - Caracteristicas gerais de uma trajetéria de equilibrio

<
)
=
S OA, DE - incremento de carga
3 Ponto AD - decréscimo de carga
5 limite
Pontos de
"snap-back"
B
E
C
D \
\ Enrigecimento
Ponto
limite Deslocamento
O
1 | |
' Estavel ' Instavel ' Estavel

Fonte: Penna (2011).

Na figura 2 pode-se notar a presenca de trechos com diminuig¢ao e outros com
aumento da rigidez durante o processo de carregamento. Os pontos A e D sdo chamados
de pontos limites de carga, enquanto os pontos B e C sao chamados de pontos limites de
deslocamentos e definem uma regiao com ocorréncia do fenémeno de snap-back, onde sao
registrados decréscimos de deslocamentos com decréscimo do fator de carga. Os trechos
OA e DE apresentam incrementos no fator de carga e sao regioes estaveis. Ja o trecho AD

¢ marcado por um decréscimo do fator de carga, sendo uma regiao de instabilidade.

Fuina (2004) aponta que existem diversos procedimentos propostos na literatura
para obtencao da solucao de um problemas nao lineares que atenda aos requisitos impostos
pelas relagoes cinematicas, as condi¢oes de equilibrio e o modelo do material. Tais
procedimentos permitem a construgdo da curva de equilibrio dos graus de liberdade
de interesse e, de modo geral, envolvem um processo incremental-iterativo que permite

controlar uma variavel ou um grupo de variaveis do problema.

Yang e Shieh (1990) destaca, ainda, que os métodos de solugdo de problemas nao
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lineares devem ser capazes de atender a trés critérios basicos: mudar, de forma automatica,
o sinal do incremento de carga quando verificados pontos limites; manter a estabilidade
numérica em todas as regioes, inclusive aquelas préoximas aos pontos criticos; ajustar
adequadamente o tamanho do passo incremental de forma a refletir o enrijecimento ou

amolecimento da estrutura.

Nesse contexto, existem diferentes métodos incrementais-iterativos para a resolucao
do problema de anéalise nao linear de estruturas, sendo de responsabilidade do analista
escolher o mais adequado a situacao estudada. Neste trabalho foram implementados
os métodos de controle de carga, de controle direto de deslocamento e de controle de
deslocamento generalizado, de forma que todos os problemas estudados puderam ser
avaliados por pelo menos um deles sem a ocorréncia de instabilidades numéricas. A
seguir serao apresentados os conceitos fundamentais e formulacao dos métodos de controle

estudados com base no exposto no trabalho de Fuina (2004).

3.1 METODOS INCREMENTAIS-ITERATIVOS

Na analise nao linear com métodos de controle, o sistema de equagoes a ser resolvido
conta com (n+1) equagoes, dadas pelas n equagoes de equilibrio e 1 equagao de restrigao do
método de controle adotado, e (n + 1) incognitas, sendo elas n deslocamentos incrementais
e 1 incremento no fator de carga. Para obter a solu¢ao de tal sistema faz-se necessaria
a utilizagdo de um método incremental-iterativo. Nesse caso, a expressao de equilibrio

incremental correspondente & iteracao j do passo i é dada pela Equacao (3.2).

K5 1{0U}; = X {P} +{Q}; . (3.2)

onde [K];@l é a matriz de rigidez tangente na iteragdo j — 1 do passo i, funcdo do campo
de deslocamentos {U}}; {dU}} é o vetor de deslocamentos incrementais na iteragao j
do passo i; 6A% ¢ o incremento do fator de cargas na iteracdo j do passo i calculado a
partir da equagao de restrigao do método de controle adotado; {P} é o vetor de cargas de

referéncia; e {Q};_l é o vetor de forcas residuais da iteragao 7 — 1 do passo .

Definido o método de controle, determina-se um valor para 5)@-, necessario para o
calculo de {JU}é que pode ser decomposto nas parcelas associadas a carga de referéncia
{6U"} e a carga residual {6U?}i. As Equacdes (3.3), (3.4) e (3.5) trazem os detalhes

dessa decomposicao.

{6U}, = 6A{6UTY: + {6U}, (3.3)
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KJ5_1{0U"}; = {P}, e (3.4)

[K]§—1{5UQ}§' = {Q};—l (3-5)

A atualizacao das variaveis referentes ao fator de carga A; e ao vetor de desloca-

mentos {U}’ ¢ feita através das expressoes apresentadas nas Equagoes (3.6) e (3.7).
A= +0X, e (3.6)

{U} ={U},_, +{oU}.. (3.7)

Calculados os deslocamentos e, consequentemente, as deformagoes e tensoes no
interior dos elementos da malha, é possivel determinar o vetor de forcas internas {F}}

montado a partir das contribui¢oes de cada elemento finito conforme a Equagao (3.8).

() = [ B"{o}av. (338)

onde V, é o volume do elemento, [B] é a matriz dada pelas derivadas parciais das fungoes

de forma dos elementos e {o} é o vetor de tensoes.

A integral da Equagao (3.8) é calculada numericamente utilizando-se a integragao
numérica de Gauss. Com o vetor de forcas internas, determina-se o vetor de cargas

residuais da iteracao j do passo i, dado pela Equagao (3.9).

{Q}; = X{P} — {F};. (3.9)

Cabe ressaltar, que na primeira iteracdo de cada passo incremental, o vetor de

cargas residuais {Q}:_; ¢é nulo.

Ao final de cada iteragao, verifica-se a convergéncia por meio da magnitude do
vetor de forgas residuais {Q};, conforme Equagao (3.10), ou por meio da magnitude do

vetor de deslocamentos incrementais {§U}?, conforme Equagdo (3.11).



29

Q)] .
———J— < tolerancia, ou (3.10)
X {PH
[{oU}5ll .
=7 < tolerancia. (3.11)
I{U3l]

O procedimento iterativo continua até que o critério de convergéncia seja satisfeito,

passando-se para o proximo passo incremental.

A formulagao acima descrita se aplica para diversos métodos de controle sendo
necessario apenas que se obedeca a equacgao de restricdo do método para o calculo do
incremento do fator de carga 5)x§-. Uma forma geral para a equagao de restrigdo é

apresentada na Equagao (3.12).

{C}Y'{8U}, + kX, = H, (3.12)

onde {C} e k s@o constantes da equagao de restricao e H ; é o parametro incremental de
controle da iteracao j do passo i. A escolha dessas constantes e parametro sao fundamentais
para a confiabilidade e eficiéncia do esquema de solucao nao linear. A seguir serdao descritos

os métodos de controle empregados nesse trabalho.

3.1.1 Controle de Carga

No método de controle de carga as iteragoes sao executadas a uma carga constante.
Para tal, a carga externa ¢é incrementada de um valor constante somente na primeira
iteragao de cada passo (7 = 1). Nas demais iteragoes (7 > 1), o incremento de carga é
igual a zero. Essas condigbes sao equivalentes a atribuir na Equagao (3.12) os seguintes
valores: {C} = {0}, k =1 e Hj é o incremento de carga prescrito, sendo H} = 0 quando
7> 1

De maneira geral, o valor de 5)\3'» pode ser definido pela Equagao (3.13).

(3.13)

S { incremento de carga prescrito, para j =1
j p—

0, para 7 > 1

Fuina (2004) traz um esquema do processo incremental-iterativo com controle
de carga que é apresentado na Figura 3. Nela pode-se perceber que, apds atingida a

carga maxima representada pelo ponto B, a trajetoria de iteracao nao mais cruzaréd a
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trajetoria de equilibrio. Como o carregamento externo ¢ mantido constante, este método
nao permite uma troca do sinal do fator de carga. Ou seja, a partir do ponto limite de
carga, ele nao serd mais eficiente na obtencao da trajetoria de equilibrio do problema. O
método de controle de carga, portanto, nao é adequado para aplicagdo em problemas com
pontos limites, devido a ocorréncia de instabilidades numéricas em regides préximas a

estes, quando a matriz tangente se aproximara da singularidade.

Figura 3 - Processo incremental-iterativo com controle de carga
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Fonte: Fuina (2004).

3.1.2 Controle Direto de Deslocamento

O método de controle de deslocamento foi proposto por Batoz e Dhatt (1979) como
uma alternativa para resolucao dos problemas que nao eram possiveis de serem estudados
com o método de controle de carga. Nele as iteracoes sao executadas a um deslocamento
constante. Uma componente de deslocamento (c), localizada na c-ésima posi¢ao do vetor
de deslocamentos, é adotada como pardmetro de controle. As variaveis da Equacao
(3.12) assumem os valores: {C}7 = {0 ... 01 0 ...0}", onde todas as componentes do
vetor {C} sdo nulas, exceto a sua c-ésima componente, k = 0 e Hj é o incremento de
deslocamento prescrito, sendo HJ’: = 0 quando 57 > 1. O incremento de deslocamento

{6U"} dessa componente ¢ é dado pela Equagdo (3.14).
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(3.14)

SUe { incremento de deslocamento prescrito, para j =1
j p—

0, para j > 1

Tomando como base a equagao (3.3) e substituindo o vetor de deslocamentos
incrementais por sua componenete ¢, obtém-se que o incremento do fator de carga 5/\§

deve atender & Equagao (3.15).

c Q°
5y _ OUs = oU;

J

Como na primeira iteragao de cada passo incremental, o vetor de cargas residuais

{Q};@l é nulo, os deslocamentos associados a ele também serao nulos, o que significa que
C ~ ~

(5U1Q = 0. E, para as demais iteragoes oU; = 0, conforme mostrado na Equagao (3.14).

Sendo assim, o fator de incremento de carga serd dado pela Equagao (3.16).

(5Uj )
| Wil para j =1
5)\;- = —5JUJQC (3.16)
—F para 5 > 1
507

Como o método exige a determinagao de um grau de liberdade para o controle
do seu deslocamento, é necessario um estudo prévio do problema a ser analisado para
uma escolha adequada. Além disso, a experiéncia do usudrio serd importante nesse
momento. Fuina (2004) traz um esquema do processo incremental-iterativo com controle

de deslocamentos que é apresentado na Figura 4.

Ao contrario do método de controle de carga, o controle de deslocamento funciona
bem nas proximidades dos pontos limites de carga. No entanto, ao se aproximar de pontos
limites de deslocamento, UT* tender4 a zero, fazendo com que ) tenda ao infinito, o que
pode ser notado pela Equagao (3.16). Sendo assim, instabilidades numéricas irdo ocorrer

com o uso do método de controle de deslocamento proximo a pontos de snap-back.

3.1.3 Controle de Deslocamento Generalizado

Tendo em vista os problemas apontados dos métodos de controle de carga e
deslocamento nas proximidades dos pontos criticos da curva de equilibrio, Yang e Shieh
(1990) propos o método de controle de deslocamento generalizado, que se mostrou eficaz
até mesmo em problemas com diversos pontos limites e pontos de snap-back. O seu

objetivo é automatizar o ajuste do tamanho do passo incremental, o que é feito a partir
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Figura 4 - Processo incremental-iterativo com controle de deslo-
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Fonte: Fuina (2004).

do acompanhamento da variagao da rigidez e da troca de sinal do incremento de carga
quando verificados pontos criticos.

A proposta do método é relacionar deslocamentos incrementais em dois passos
sucessivos, adotando como pardmetros da equacao de restrigao (3.12) os valores: k =
0, {C} = SN {6U"} " ¢ H} é um deslocamento generalizado que assume um valor
preestabelecido na primeira iteragdo (j = 1) e é nulo nas demais (j > 1). Assim, obtém-se

a expressao mostrada na Equagao (3.17) para o incremento do fator de carga.

H - M {sUT) T (suCy
T MU T{aU ),

i

(3.17)

9

onde {6UT}i7! é o incremento de deslocamento resultante da primeira iteracao do tltimo
passo incremental.
Uma vez que {§U% }5 = {0} para j = 1, o incremento do fator de carga na primeira

iteracao assume a forma da Equacgdo (3.18).
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. 0.5
D ( Hi )
b \({eurysuty

E, para as demais iteragoes, como H} = 0 para (j > 1), tal incremento pode ser

(3.18)

calculado pela Equacao (3.19).

. —{eunyt{sueys
J {6UP}1171 {JUP};

para j > 1. (3.19)
Para i = 1 serd adotado que {6U"}? = {§UF}l. Assim, da Equacio (3.18)

obtém-se a Equacao (3.20).

H} = (6\)*{6U"}] {§U"}, (3.20)

que pode ser subtituido novamente na Equagao (3.18) levando a Equagao (3.21).

{oUP"{sU"H
{6U"} {8UT)

0.5
SN, = 6\ ( ) ,  paraj=1. (3.21)

Agora, atribuindo ao termo entre parénteses na Equacao (3.21) o nome de para-
metro de rigidez generalizado ou GSP (do inglés, generalized stiffness parameter), seré
possivel definir o incremento do fator de carga, para a primeira iteracao de qualquer passo

incremental, da forma mostrada na Equacdo (3.22).

S\ = £6)] ||GSP||>?, (3.22)

onde o sinal de §\¢ deve ser o mesmo do GSP.

Da maneira como foi definido, o numerador do G\SP representa os deslocamentos
no primeiro passo incremental e o seu denominador representa, aproximadamente, os
deslocamentos no passo atual, fazendo com que tal parametro seja representativo da
variacao da rigidez da estrutura. Além disso, ele é capaz de fornecer a mudanca no sinal
do incremento de carga, por assumir valores negativos somente préximo aos pontos limites,

o que pode ser notado no esquema da Figura 5.
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Figura 5 - Caracteristica do GSP

Carga

Deslocamento

Fonte: Adaptada de Yang e Shieh (1990).
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4 MODELOS COMPUTACIONAIS PARA ANALISE DE ESTRUTU-
RAS DE CONCRETO

No presente capitulo serao descritos os modelos computacionais adotados para a
analise das estruturas de concreto. O trabalho é baseado no desenvolvimento de dois
modelos, um de fissuragao discreta e outro de fissuracao distribuida como sera detalhado

a seguir.

4.1 MODELO DE FISSURACAO DISCRETA

Os modelos de fissuracao discreta consideram uma estrutura integra até atingida a
resisténcia ultima do material que determina a formacao e propagacao das fissuras. Em
um modelo de elementos finitos, a representacao das trincas ¢ feita a partir da associagao
de elementos continuos com elementos de ligacao ou elementos de interface, sendo preciso
redefinir a malha para acompanhar a formacao e evolucao das fissuras. Geralmente sao
apontados como pontos negativos desse modelo a necessidade de reestruturacao da malha,
0 que gera um custo computacional a anélise, e o fato de que as fissuras ficam restritas as

arestas dos elementos, limitando sua direcao de propagacao.

O modelo discreto adotado neste trabalho é baseado em malhas que, inicialmente,
sao formadas apenas por elementos isoparamétricos triangulares continuos. A cada
iteracao sao verificados os valores das tensoes principais em cada um desses elementos e, se
constatadas tensdes superiores a resisténcia a tragado do material, sdo inseridas interfaces
nas faces desses elementos localizadas perpendicularmente (ou a face mais proxima a

perpendicularidade) & dire¢ao de tais tensoes.

4.1.1 Elemento de interface

Elementos de interface sao empregados com o objetivo de permitir o deslocamento
relativo entre superficies em contato ou separadas por uma fina camada e simular o
comportamento dessa regiao. Diferentes tipos de elementos de interface podem ser
formulados para sua adequagao a natureza do problema estudado. As relagoes constitutivas
podem incluir escorregamento ou nao entre elementos, sua separacao e possivel reconexao.
Para representar o processo de fissuracado em estruturas, o elemento de interface deve
ser capaz de permitir a separacao de elementos adjacentes da malha de acordo com as

propriedades do material e os esforcos atuantes na regiao.

O primeiro trabalho que registra a insercao de elementos de interface na malha de
elementos finitos é o de Goodman et al. (1968). Neste, os autores percebem como tais
elementos influenciam na distribuicao de tensoes, deslocamentos e padroes de falha a partir
de um estudo em blocos de rochas. Hoje em dia, os elementos de interface sdo importantes

ferramentas na representacao de descontinuidades geométricas e problemas de contato.
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As aplicagoes sao amplas, abrangendo processo de fissuragao, interagao solo-estrutura,
evolucao de dano em estruturas e pavimentos, previsao do comportamento de dois corpos

em contato, entre outras.

O elemento de interface adotado no presente trabalho foi o IE5 (do inglés, Interface
FElement with five springs), proposto por Coutinho et al. (2003), que é obtido a partir da
adicao de uma mola vertical no centro do elemento de interface apresentado por Herrmann
(1978), aqui denominado LRH. A escolha do IE5 foi devido ao fato se tratar de um
elemento de facil implementacao, com a matriz de rigidez determinada diretamente, sem
a necessidade de integragao numérica, o que reduz o custo computacional. Além disso,
o trabalho original apresenta resultados cinematicamente consistentes com o uso de tal
elemento de maneira isolada e sua aplicagdo com sucesso em um problema em que ele é
inserido entre barras e um meio continuo para simular o comportamento de aderéncia da
barra em um ensaio de pull-out. Porém, salvo melhor juizo, até o momento o IE5 nao foi
usado em problemas de fissuracao de estruturas de concreto, o que acarreta uma série de

ajustes que serao aqui detalhados.

Um esquema da composicao do elemento IE5 pode ser visualizado na Figura 6. Na
imagem, o elemento central ¢ o LRH que possui quatro molas conectando suas faces superior
e inferior. Ele é combinado a um elemento com apenas uma mola central, chamado de [E1
(do inglés, Interface Element with one spring), originando o elemento IE5, representado

na esquerda da imagem.

Figura 6 - Composicao do elemento IE5

y' y' y'

1 L | L |
V4I_:j \;z u3 » VJ‘_U;; u;
%‘ :i x'
Vi L Vz
Elemento IES Elemento IE4 (LRH) Elemento IE1

Fonte: Adaptada de Coutinho et al. (2003).

Na Figura 6, as variaveis u,, e v,, com n = 1,2, 3, 4, referem-se aos deslocamentos
dos nés 1,2, 3 e 4 nas diregoes =’ e 1/, respectivamente; C1, C2 e C4 sdo os coeficientes
de rigidez das molas que compoem o elemento; L; é a distancia entre os nés 1 e 2; e Lo
¢é a distancia entre os nés 3 e 4. O vetor de deslocamentos do elemento de interface fica

definido pela Equagao (4.1).
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Uy
U1
U2

V2

(U} = (4.1)

us
U3

Uyq

V4

Os comprimentos das faces inferior e superior do elemento, L; e Ly respectivamente,

sdo obtidos com a aplicagdo das Equagoes (4.2) e (4.3).

L, = \/(9U2 — 1)+ (y2 —11)?, e (4.2)

Ly = /(4 — 3)2 + (44 — 3)? (4.3)

A matriz de rigidez do elemento IE5 resulta da soma direta das matrizes de rigidez
dos dois elementos com os quais ele é formado e é dada em termos dos coeficientes de
rigidez das molas nele presentes. Ela é definida conforme apresentado na Equagao (4.4),

para os eixos locais 'y’ mostrados na Figura 6.

c1 0 0 0 0 0 —C1 0
0  C24C4/4 0 C4/4 0 —C4/4 0 —(C2+C4/4)
0 0 c1 0 —C1 0 0 0

= | © C4/4 0 C24+C4/4 0 —(C2+4C4/4) 0 —C4/4 (4.4)

0 0 —C1 0 C1 0 0 0
0 —C4/4 0 —(C2+C4/4) 0  C2+4C4/4 0 C4/4

—C1 0 0 0 0 0 C1 0
0 —(C2+C4/4) 0 —C4/4 0 Cc4/4 0 C2+4C4/4

Deve-se considerar a possibilidade de rotagao do elemento de interface, o que é
comum na simulagao das fissuras. Essa rotacao pode ocorrer ja no momento da insercao
da interface na malha e, nesse caso, ambas as faces do elemento terdo a mesma inclinagao,
ou a rotagao pode ocorrer devido a deslocamentos diferenciais dos nds, fazendo com que as

faces do elemento possuam inclinagoes diferentes, como ¢é o caso apresentado na Figura 7.

Na Figura 7, x4 e yg representam os eixos coordenados globais, x; e y; sdo os eixos

locais da face 1 da interface formada pelo segmento que conecta o né 1 ao nd 2, x5 e yo
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Figura 7 - Rotagao do elemento IE5

Yo
4 40 >

0, XG

\W . X
pY

Yo
\
\ 3 g
0 X

Fonte: Elaborada pela autora.

sao os eixos locais da face 2 da interface formada pelo segmento que liga os nés 4 e 3, e 6,
e 6y sao os angulos formados entre as faces 1 e 2 do elemento de interface com os eixos

globais, respectivamente.

O célculo da matriz de rotagao do elemento é realizado conforme a Equagao (4.5).

[ cos(0y)  sen(6y) 0 0 0 0 0 0
—sen(6y) cos(6y) 0 0 0 0 0 0
0 0 cos()  sen(6:) 0 0 0 0
0 0 —sen(6h) cos(by) 0 0 0 0
[R] = 0 0 0 0 cos(f2)  sen(6s) 0 0 - (45)
0 0 0 0 —sen(fz) cos(fs) 0 0
0 0 0 0 0 0 cos(fy)  sen(fs)
0 0 0 0 0 0 —sen(f) cos(0) |

onde os valores de senos e cossenos podem ser calculados diretamente a partir das coorde-

nadas dos nés do elemento como apresentado nas Equacoes (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9).

To — X1

Ly 7’

cos(by) =

sen(6)) = 22 - n (4.7)
1
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XT3 — T4

Ly

cos(ly) = , e (4.8)

sen(fy) = ygg Ly (4.9)
2

E a matriz de rigidez no referencial global serd dada pela Equagao (4.10).

Ko = [R]"[KL][R]. (4.10)
Para garantir consisténcia dos deslocamentos obtidos com o elemento IE5 e os

elementos IE1 e LRH ¢é necessario que os coeficientes C'1, C2 e C'4 atendam as relacoes
exibidas nas Equagoes (4.11), (4.12) e (4.13).

o Dy Lmédio

1 411
C 5 (4.11)
2= D”[g”éd“’, e (4.12)

C1 =402, (4.13)

onde L4 refere-se a média aritmética simples entre as medidas L; e Lo mostrados na
Figura 6 e D1 e Doy sao valores da matriz constitutiva do elemento de interface que é

apresentada na Equagao (4.14).

G/h 0

D] = 0 B/ | (4.14)

onde G ¢ o modulo de elasticidade transversal do material, E' é o seu médulo de elasticidade,
ou médulo de Young e h é a espessura do elemento alterada por uma penalizacao.No
presente trabalho, propoe-se que o calculo do valor de h seja realizado da forma mostrada

na Equagao (4.15).
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= Lmedio (4.15)

o
onde « é um fator de penalidade que deve variar de acordo com a tensao no elemento
de interface. Percebe-se que, para valores elevados de «, tem-se valores baixos de h e,
consequentemente, os termos da matriz constitutiva [D] e da matriz de rigidez [K] do
elemento sao elevados. O oposto ocorre quando sdo considerados valores baixos para o
parametro «. Dessa forma, o pardmetro de penalidade funciona de maneira a simular a

degradagao no material sob o efeitos de esforcos de tracao.

Diante do exposto, adotou-se um padrao empirico de variacdo de a de acordo com
valores médios e caracteristicos de resisténcia a tracao para concretos de classe até C50,
dados pela norma brasileira ABNT NBR 6118 (2014). Tais valores podem ser calculados
utilizando-se as Equagoes (4.16), (4.17) e (4.18).

fem = 0315, (4.16)
fctk,inf = O~7fct,m’ € (417)
fctk,sup = 1-3fct,m> (418)

onde fe ., ¢ o valor médio da resisténcia a tragao direta do concreto, f € a resisténcia
caracteristica a compressao do concreto, furns ¢ a resisténcia caracteristica inferior do

concreto a tracao e feu sup € a resisténcia caracteristica superior do concreto a tracao.

Através da comparagao da tensao normal no elemento de interface com estes valores
¢ definido o valor apropriado para «, conforme definido na Tabela 1. Todos os elementos
de interface sao inicializados com o maior «, simulando uma estrutura integra. Com os
incrementos de carga e consequentemente o desenvolvimento das tensoes, ¢ avaliado em
que intervalo estas tensoes se enquadram e atribuido o respectivo valor ao parametro de

penalidade.

Cabe ressaltar que as tensoes no interior do elemento de interface sao calculadas
em funcao dos deslocamentos nodais (uq, v1, ug, va, us, v3, ug, v4), conforme deduzido por
Coutinho et al. (2003) e exposto nas Equagoes (4.19) e (4.20). O eixo z'y’ refere-se ao
eixo local apresentado na Figura 6. A componente de tensao normal o,/ é considerada

nula e as tensoes sao assumidas constantes ao longo do elemento.
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Tabela 1 — Padrao proposto para a variagao do parametro o

Tensao normal o, no elemento de interface (MPa) Valor de «

<0 10°

>0e < foring 109
> fctk,inf € S fct,m 104
> fetm € < feth,sup 102
> fctk,sup 1

Fonte: Elaborada pela autora.

1 C4
O'y/ = 7 <02 + > (U3 + Vg — V1 — U?)a € (419>
Lmédlo 4
1
ch’y’ == ﬁc:[(ug + U4 - u1 - U/Q)- (420)

4.1.2 Esquema de insercao dos elementos de interface

No modelo de fissuracao discreta a malha empregada no inicio da simulagao é
formada apenas por elementos triangulares isoparamétricos, sendo os elementos de interface
inseridos ao longo das iteracoes quando verificados niveis de tensao superiores a resisténcia
a tracao do concreto. Os elementos continuos triangulares foram escolhidos para que fosse
possivel a representacao de fissuras inclinadas e nao apenas de fissuras horizontais ou
verticais, o que aconteceria caso os elementos da malha fossem retangulares ou quadrados,

por exemplo.

Foi adotado como critério para redefinicao da malha de elementos finitos e insercao
das interface o critério da maxima tensao principal. Ou seja, quando a tensao principal
maxima no elemento atinge a tensao normal maxima que o material pode suportar é
adicionado um elemento de interface para permitir um deslocamento relativo entre esse

elemento e seu adjacente.

A cada iteragdo do método incremental-iterativo adotado na andlise nao linear
sao calculadas as tensoes normais e tangenciais correntes nos elementos da malha. Cada
elemento triangular estd associado a um campo de tensoes no ponto de Gauss empregado
no momento da integracao numérica. A partir de cada tensor de tensoes sdo obtidas
as tensoes principais atuantes no elemento e suas respectivas dire¢oes. No momento
em que é verificada, em algum elemento triangular, uma tensao principal superior ao
valor predefinido de resisténcia do concreto a tracao, o cédigo de andlise nao linear é

interrompido para que seja feita uma redefinicao da malha de elementos finitos.

A incorporacao da interface na malha baseia-se na premissa de que as fissuras

surgirao em uma dire¢ao normal a direcdo da tensao que superou a resisténcia do material.
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Sendo assim, o primeiro passo ¢ determinar em qual ou em quais arestas do elemento
triangular se dara a duplicacao de nés para receber o elemento de interface. Para tal, é
calculado o vetor diretor de cada uma das trés arestas do elemento e o angulo formado
entre eles e a dire¢ao da tensao principal. Aqui foi adotada uma tolerancia de +15°, ou seja,
qualquer aresta que forme um angulo de 75° a 105° com a direc¢ao principal serd selecionada.
No caso de nenhuma aresta ser selecionada por este critério, é automaticamente selecionada
a aresta com angulo mais proximo de 90° com a dire¢ao principal, independente do seu

valor.

Para cada aresta que foi selecionada, ¢é feita uma verificacao se ja existe elemento
de interface nela. Essa verificacdo é necessaria ja que uma mesma aresta pode pertencer a
mais de um elemento e, também, pode ser que determinada aresta de um dado elemento

seja selecionada mais de uma vez em diferentes iteragoes.

Nao sendo verificada a existéncia de interface na aresta selecionada, é possivel
passar para o proximo passo que ¢ a insercao do elemento de interface propriamente dito.
Como o elemento de interface IE5 adotado no trabalho possui quatro noés, sendo que,
inicialmente, eles estdo sobreposto dois a dois, é necessario que os dois nds que compoem a
aresta sejam duplicados. Os dois novos nés recebem as coordenadas desses nés da malha
original, apenas com numeracao diferente. E a conectividade do elemento de interface
¢é definida com os dois nés da aresta do elemento triangular e os dois nés recém-criados

organizados em sentido anti-horario, conforme esquema mostrado na Figura 6.

Como os noés devem ser duplicados sempre que houver acréscimo de interface na
malha, para que se possibilite a separacao de elementos continuos, e como cada né da
malha pertence a pelo menos dois elementos distintos, é possivel ter, apds a redefinicao
da malha, diversos nés de mesma coordenada. A Figura 8 apresenta a forma como foi
pensada a inclusao dos elementos IE5 na malha entre elementos vizinhos. Cabe ressaltar
que a separagao dos lados da interface na imagem é apenas para facilitar a visualizacao do
elemento que, inicialmente pode ser considerado unidimensional, com espessura tendendo

a Zero.

Na Figura 8, os elementos continuos estao representados pelas notagoes @,@,
@ e @; as siglas I, I, I3 e I, representam os elementos de interfaces; e A, B, C, D e
E sao os nés da malha original e os nés que se originaram destes foram nomeados com a
mesma letra do né primério sobrescrita de um sinal /, ” ou " marcando o seu ntimero de
duplicagoes.

O padrao adotado é de que a interface é inserida no exterior do elemento triangular
em que foi identificada a tensao que supera a resisténcia limite do material, sendo assim,
as conectividades deste elemento se mantém as mesmas. Porém, os elementos localizados
acima ou abaixo dele, e que compartilham os nés da aresta original que foram duplicados,

apoOs a insercao da interface estarao conectados a malha através dos novos nos, para
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Figura 8 - Esquema de inser¢ao do elemento de interface

A D'
A q oD A oD
@
E
@ @ ——
B @ O ¢ B C

Malha original Malha redefinida

Fonte: Elaborada pela autora.

permitir a separacao entre os elementos e a abertura da fissura. A Figura 9 mostra um
trecho da malha original e como ficara a sua configuragdo apds a insercao de interfaces na

mesma aresta, devido ao elevado valor da tensao em dois elementos distintos.

Apos a redefinicao da malha sao calculados os seus niimeros totais de nés, elementos
e graus de liberdade para fins de calculo. Entao, os nés criados recebem as mesmas
coordenadas dos nés bases da malha original, bem como seus deslocamentos acumulados
{U}, suas condigbes de contorno e cargas residuais {Q}. Adotou-se uma restri¢ao a
insercao de elementos de interfaces em locais com carga externas aplicadas. Assim a carga
de referéncia {P} nos graus de liberdade dos novos nés sempre recebera valores nulos. Nao
h4 alteragao no vetor de forgas internas {F} devido a interface, porque foi considerado
que as forgas internas atuantes na mesma sao nulas. Como {F} é calculado de forma
independente a cada iteragao, na proxima iteracao ele serda montado de acordo com as
tensoes no elementos continuos triangulares, que abrangem todos os graus de liberdade do

problema, sendo desprezada qualquer contribui¢ao dos elementos de interface.

Assim, definidos os deslocamentos para todos os nés que compoem o elemento de
interface inserido e inicializando o seu parametro de penalidade a em seu maior valor, é
possivel calcular as tensoes iniciais atuando na interface. De acordo com o nivel de tensoes
obtido pode ja ser necessaria uma atualizacao do valor de a de acordo com a variagao

proposta na Tabela 1.

Com todas as alteracgoes feitas, retorna-se ao coédigo de andlise nao linear que
segue as iteracoes e passos incrementais até que seja verificada novamente alguma tensao
superior a resistida pelo material e o programa recaia no cédigo de inser¢ao dos elementos

de interface para nova redefinicio da malha de elementos finitos.



Figura 9 - Elementos afetados pela insercao da interface

Situacio 1

Malha original

Malha redefinida

Situacio 2

Malha original

A’

Malha redefinida

Malha original/inalterada

3y

Legenda:

Elemento da nova malha com conectividade alterada
Aresta selecionada para receber o elemento de interface

T Elemento de interface IES

Elemento da malha original onde foi registrada tensdo acima da resistida pelo material

Elemento da malha original que sofrera alteragéo na conectividade

Fonte: Elaborada pela autora.

4.2 MODELO DE FISSURACAO DISTRIBUIDA
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Os modelos de fissuracao distribuida consideram que a descontinuidade do campo

de deslocamentos causada pela fissura é distribuida ao longo do elemento. Para tanto,

eles se baseiam em relagoes tensao-deformacdo que consideram a queda de rigidez do

material a partir de determinado nivel de deformagao, o que impacta diretamente nas

suas propriedades fisicas e, portanto, em sua rigidez. Uma deficiéncia desse modelo é sua

dificuldade em representar problemas de fissuras localizadas.
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O modelo distribuido adotado neste trabalho baseia-se em uma matriz constitu-
tiva secante local obtida a partir da inversao da matriz de flexibilidade simétrica para
problemas em estado plano de tensao. Além disso, o modelo depende da adog¢ao de leis
tensao-deformagao representativas do comportamento do material, capazes de computar a
degradacao das suas propriedades fisicas. Para tal, foram usadas as relagoes propostas
por Boone e Ingraffea (1987), Carreira e Chu (1985), Carreira e Chu (1986) e Kaklauskas
(1998).

4.2.1 Modelo de fissuracao

O modelo de fissuragao distribuida empregado depende da utilizacao de uma matriz
constitutiva secante local que leva em conta o modulo de elasticidade inicial do material,
seu modulo de elasticidade em cada uma das diregoes principais no estado de deformacao
corrente, o valor do coeficiente de Poisson que é mantido constante durante toda a analise
e seu modulo de elasticidade transversal que é escrito em funcao das demais propriedades
citadas. O desenvolvimento dessa matriz serd descrito a seguir, tomando como base o

exposto no trabalho de Penna (2011).

Primeiramente deve-se considerar a relacao apresentada na Equagao (4.21) que
associa as tensoes {0} e deformacoes {€;} em um sistema de coordenadas local, aqui

orientado nas diregoes principais de deformagao, em termos da matriz de flexibilidade [C;].

{e} = [C7{o1} (4.21)

A direcao da deformacao principal €; foi denominada 1 e a direcao da deformacao
principal €5 foi denominada 2 e o dngulo formado entre o sistema de coordenadas local 12

e o de coordenadas global xy é o 6., conforme esquema da Figura 10.

Figura 10 - Sistemas
de coordenadas global
e local

N y

0c

X

Fonte: Elaborada pela
autora.
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Considerando o material ortotrépico, ou seja, suas propriedades mecanicas depen-
dem das dire¢oes em que sdao observadas, a matriz de flexibilidade [C;] para um problema

em estado plano de tensao ¢ dada pela Equacgao (4.22).

_ i i . _
Ey 1Ez
Va1
Cl=| —— — 0 . 4.22
G5 & (4.22)
0 0 —
L Gz |

Invertendo essa matriz [C;], tem-se o tensor constitutivo secante local [D;] mostrado

na Equagao (4.23).

] By vipEy 0
[D7] = 1= oot val, B 0 : (4.23)
— Vial91
0 0 (]_ - V12V21)G12

Como os modulos de elasticidade nas direcoes locais F; e E5 sao calculados de
forma independente e de acordo com o estado de deformacao corrente, o modelo mostrado

permite considerar a danificagdo do material devido a esforcos de tracao e compressao.

Pode ser constatado que a matriz apresentada na Equagao (4.23) é assimétrica,
devendo ser aplicado a ela um processo de simetrizagao. Tal processo consiste na consi-
deragao de um coeficiente de Poisson tinico v para todas as dire¢oes do material que se

relaciona com os coeficientes vy5 € 19 da forma mostrada na Equagao (4.24).

Va1 V12 v
— === 4.24
Ey E, Ey (4.24)
onde Ey é o médulo de elasticidade do material sem dano.

A adogao dessa relagao faz com que a matriz de flexibilidade [C]] seja escrita da

forma mostrada na Equacao (4.25).

B Fo !
14
Sl—| ——  — 0 |. 4.2
[Cl] EO E2 1 ( 5)
0 0o —
L Gz |
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Invertendo a matriz de flexibilidade tem-se a matriz constitutiva secante local [Dj]

apresentada na Equacao (4.26), que considera uma rigidez transversal residual devido a

rugosidade entre as faces da fissura.
i El I/E1 E2
BB
1 vy g
8 — - E
[D;] L BB, P E, 2
E§ 0 0 (1

_Eb ,
Eg

) Gia

, (4.26)

onde G152 é o médulo de elasticidade transversal que, de acordo com a hipétese de

simetrizacao, tem seu valor calculado pela expressao da Equacao (4.27).

_ EyEr By
" EyE, + EyFEs + 2vE By’

Gy (4.27)

e seu valor minimo é obtido em func¢ao do médulo de elasticidade transversal original G|

conforme Equagao (4.28).

G2 = BGo, (4.28)
onde # é um valor entre 0 e 1 e Gy é calculado pela Equacao (4.29).
Ey
= —. 4.2
Go= 5030 (429)

A matriz constitutiva da Equacdo (4.26) precisa ser rotacionada para o sistema
de coordenadas globais o que é feito através da sua multiplicagdo pela matriz de rotacao
[R¢] conforme Equagao (4.30). A matriz constitutiva [D;] ¢ usada para a determinagao

da matriz de rigidez da estrutura [K].

(4.30)

onde [R,] é dada pela Equagao (4.31).
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cos?(0,) sen?(0.) cos(0.)sen(6.)
R = sen?(0,) cos*(6,) —cos(0.)sen(6.) |, (4.31)
—2cos(0.)sen(0.) 2cos(6.)sen(6.) cos®(6.) — sen?(6,)

onde o angulo 6, esta representado na Figura 10.

Os modulos de elasticidade secantes nas direcoes principais E; e Ey sao calculados

de acordo com a Equagao (4.32).

E,=—, para n = [1,2], (4.32)

onde €; e €5 520 os autovalores do tensor de deformacoes nos pontos de Gauss da malha e
01 € 09 sao as tensoes correntes obtidas a partir da aplicagado dos valores de €; e €5 em
relagoes tensdo-deformagao propostas na literatura e que consideram o comportamento nao

linear do concreto. As relagoes adotadas no presente trabalho serao discutidas a seguir.

4.2.2 Relagoes tensao-deformacao

Com o desenvolvimento e evolucao dos modelos de fissuracao distribuida na segunda
metade do século XX e sua ampla utilizagdo para problemas envolvendo a modelagem
de estruturas de concreto, muitos trabalhos também foram publicados com propostas de
relagoes tensao-deformagao que descrevem o comportamento do material. Essas relagoes
sao propostas a partir de aproximacoes de equagoes matematicas a resultados obtidos

experimentalmente e sao fundamentais para aplicagdo dos modelos distribuidos.

No presente trabalho foram empregadas as leis tensao-deformacao para o concreto
propostas por Carreira e Chu (1986) e Boone e Ingraffea (1987) para esforgos de tragao e
Carreira e Chu (1985) e Kaklauskas (1998) para esforgos de compressao.

4.2.2.1 Relagao tensao-deformagao proposta por Carreira e Chu (1985) e Carreira e Chu
(1986)

Carreira e Chu (1985) apresentaram uma equagao polinomial para representar o
comportamento tensao-deformacao do concreto simples submetido a esfor¢os de compressao.
A lei é definida por parametros fisicamente significativos como os limites de tensao e
deformacao do material e tanto o ramo ascendente quanto o descendente se adequam a

dados obtidos a partir de diferentes condi¢gbes experimentais.

Posteriormente, Carreira e Chu (1986) propuseram o emprego da mesma equagao
polinomial para representar o concreto armado tracionado. Os autores destacam que

experimentos mostram a existéncia de um diagrama nao linear completo relacionando
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tensao e deformagao em concreto simples e armado sob tracao e nao apenas um diagrama
linear com ruptura fragil do material. Sendo assim, a equac¢ao proposta também sera

empregada no presente trabalho para simular o comportamento do concreto sem armadura.

A relacao proposta, aplicada tanto para tragdo quanto para compressao, é dada

pela Equagao (4.33).

H() !

7 com kzif, e i=t,c (4.33)
e () e
* €; (QE@)

onde as variaveis sao definidas na Tabela 2.

o= fi

Tabela 2 — Definigdo das varidveis do modelo de Carreira e Chu (1985) e
Carreira e Chu (1986)

of) tensao principal de tragdo ou compressao
fi tensao relativa ao limite de resisténcia a tracao ou compressao
€ deformacao relativa ao limite elastico na tracao ou compressao

1=t esforcos de tracao

1=c esforcos de compressao
E, moédulo de elasticidade referente no dominio elastico
€ deformacao principal corrente

Fonte: Elaborada pela autora.

Cabe ressaltar que o pardmetro k da Equagao (4.33) admite a seguinte relagao:

€ > -, (4.34)

A Equagao (4.33) apresenta os limites de um material perfeitamente eldstico quando
o pardmetro k — 0o, ou seja, Ey & f;/€;, e de um material perfeitamente plastico quando
k = 1. Assim, quando o pardmetro k obedece a Equagao (4.34), a Equagao (4.33)
proporciona uma transicao nao linear entre os dois casos extremos, representando materiais

de comportamento elastoplastico.

A Figura 11 traz representagdes da curva tensao-deformacao para esforcos de
compressao. As curvas da esquerda consideram diversos valores de tensdo méxima na
compressao, mantendo-se constante as demais variaveis: Ey = 20000 M Pa e ¢, = 0.002. As
curvas da direita consideram diversos valores de deformacao relativa ao limite elastico na

compressao, mantendo-se constante as demais variaveis: Ey = 20000 M Pa e f. = 20 M Pa.
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Figura 11 - Lei de Carreira e Chu (1985) para compressao
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Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 12 traz representagoes da curva tensao-deformacao para esforcos de
tragdo. As curvas da esquerda consideram diversos valores de tensdao méaxima na tracao,
mantendo-se constante as demais variaveis: Ey = 20000 M Pa e ¢, = 0.0002. As curvas
da direita consideram diversos valores de deformacao relativa ao limite elastico na tracao,

mantendo-se constante as demais variaveis: Ey = 20000 M Pa e f; = 2 M Pa.

Figura 12 - Lei de Carreira e Chu (1986) para tragao
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Fonte: Elaborada pela autora.
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4.2.2.2  Relagao tensao-deformagdio proposta por Boone e Ingraffea (1987)

Boone e Ingraffea (1987) propuseram uma lei tensdo-deformagao representativa
do comportamento do concreto apenas para esforcos de tracdo. A férmula, baseada na

energia de fratura e nos limites de tensao e deformacao é dada pela Equagao (4.35).

hcft
Gy’

oy = fre ke, com k= (4.35)

onde as varidveis estdo definidas na Tabela 3.

Tabela 3 — Definicao das varidveis do modelo de Boone e
Ingraffea (1987)

o tensao principal de tragao
fr  tensao relativa ao limite de resisténcia a tracao
¢, deformacao relativa ao limite elastico na tracao

he comprimento caracteristico
Gy  energia de fratura por comprimento de trinca
€ deformacao principal corrente

Fonte: Elaborada pela autora.
A férmula apresentada na Equacao (4.35) é vélida na descricao do ramo descendente

da curva tensdo-deformacao do material, sendo a parte ascendente considerada linear,

conforme pode ser visto na Figura 13.

Figura 13 - Lei de Boone e Ingraffea (1987) para tracgao
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Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 13 mostra com detalhe a parte ascendente e descendente da curva tensao-

deformagao de acordo com a relagdo proposta por Boone e Ingraffea (1987). O primeiro
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grafico traz ainda o efeito da variagdo da resisténcia a tragdo do material, sendo mantida
constante a deformacao relativa ao limite elastico ¢, = 0.0001, e também os parametros:
Gy =100 N/m e h. = 0.05 m. O grafico da direita mostra o efeito da diminuigao da
varidvel Gy que representa a energia de fratura por comprimento de trinca, sendo as demais
variaveis definidas por: f; =2 M Pa, ¢, = 0.0001 e h. = 0.05 m.

Como a relagao apresentada por Boone e Ingraffea (1987) é védlida apenas para
concreto tracionado, ela serd usada em conjunto com leis para o material comprimido,

como Carreira e Chu (1985) e Kaklauskas (1998) que sera descrita agora.

4.2.2.3  Relagio tensao-deformagao proposta por Kaklauskas (1998)

Kaklauskas (1998) apresenta uma relagdo para concretos sujeitos a esforgos de
compressao baseada em ensaios realizados em vigas e lajes. Tal relacao é apresentada na
Equagao (4.36).

e = f, [2:0 — (€>21 , com €. = 2Efc, (4.36)

€C C

onde as varidveis sao definidas na Tabela 4.

Tabela 4 — Definicao das variaveis do modelo de Kaklauskas

(1998)
O tensao principal de compressao
fe tensao maxima de compressao
€ deformacao principal corrente de compressao
€. deformacao referente a tensdo maxima de compressao
E. modulo de elasticidade do material

Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 14 mostra diferentes curvas produzidas a partir da aplicacdo da Equacao
(4.36) variando-se os valores de entrada. Os graficos da esquerda e da direita possuem
valor fixo de E,. = 20000 MPa.

Como a relagao apresentada por Kaklauskas (1998) é valida apenas para esforgos
de compressao, ela sera usada em conjunto com leis que simulam o comportamento do

concreto tracionado, como Carreira e Chu (1986) e Boone e Ingraffea (1987).



Figura 14 - Lei de Kaklauskas (1998) para
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5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O codigo utilizado no presente trabalho para simulacdo do comportamento nao
linear de estruturas de concreto foi desenvolvido na plataforma MatLab, que possui
linguagem prépria derivada do C/C++ e é voltado para o cdlculo numérico. As malhas de
elementos finitos foram geradas no software GMSH. A seguir serao apresentados resumos

dos algoritmos usados em cada um dos modelos de fissuracao propostos.

O modelo de fissuragao distribuida baseia-se no emprego da matriz constitutiva
secante local apresentada na Equagao (4.26) e de relagoes tensao-deformagao representativas
do comportamento do concreto. Este modelo foi implementado juntamente a um algoritmo

incremental-iterativo para resolucao do sistema de equacoes nao lineares.

Um resumo dos principais passos executados no modelo de fissuragao distribuida
é apresentado no Algoritmo 1, que depende do Algoritmo 2 que trata do calculo do
incremento do fator de cargas 5/\§ de acordo com o método de controle escolhido, e do
Algoritmo 3 que mostra como sao empregadas as rela¢oes tensao-deformacao e o calculo

da matriz constitutiva secante necessaria para a determinacao da rigidez da estrutura.

O modelo de fissuragao discreta emprega malhas onde elementos de interface IE5
sao inseridos de acordo com a constatacao de tensdes principais maiores que uma tensao
limite preestabelecida. Este modelo também deve ser implementado juntamente a um
algoritmo incremental-iterativo para resolucao do sistema de equagoes nao lineares. Um
esboco dos principais passos executados é apresentado no Algoritmo 4, que depende do
Algoritmo 2 que trata do calculo do incremento do fator de cargas (5)@ de acordo com o
método de controle escolhido, e do Algoritmo 5 que executa a redefinicdo da malha de

elementos finitos com a inser¢ao das interfaces.

Os Algoritmos 1, 2 e 4, no que se referem aos passos incrementais-iterativos e
métodos de controle, foram baseados em um diagrama de atividades de algoritmo genérico
para métodos de controle apresentado por Fuina (2004), sendo inseridas modificacoes

relacionadas aos modelos de fissuracao propostos neste trabalho.

Para o modelo de fissuracao distribuida utiliza-se o Algoritmo 3, que foi elaborado
tendo-se em vista os passos necessarios para a determinacao da matriz constitutiva secante
local e global com a aplicagao das relagoes tensao-deformagao estudadas. Para o modelo
de fissura discreta, com o emprego dos elementos de interface IE5, foi implementado o
Algoritmo 5 que apresenta as principais atividades a serem realizadas para a redefini¢ao

da malha de elementos finitos, conforme proposto no item 4.1.2 deste trabalho.



Algoritmo 1: Método incremental-iterativo no modelo de fissuracao distri-
buida

1 Montagem do vetor de cargas de referéncia {P}

2 Inicializagao do contador de iteragoes j = 0

3 Inicializacdo da carga residual nula para primeira iteracao {Qj} = {0}

a Célculo da matriz constitutiva secante inicial [Dj] usando apenas o médulo de
elasticidade do material sem danos Ej

5 para i = 1 até i =numero mdzrimo de incrementos faga

6 enquanto tolerancia nao for atingida faca
7 j=j+1 .
8 Célculo da matriz de rigidez [K]%_; com matriz [D}] atualizada do
Algoritmo 3
9 Célculo dos deslocamentos incrementais associados a carga de referéncia
{oU"};
10 Caélculo dos deslocamentos incrementais associados a carga residual
{oU%y;
11 Determinacao do incremento do fator de cargas (5)@- (Algoritmo 2)
12 Célculo do vetor de deslocamentos incrementais {dU};
13 Atualizagao do fator de cargas A
14 Atualizagao do vetor de deslocamentos {U}
15 Calculo do vetor de deformacoes em cada ponto de Gauss
16 Calculo do vetor de tensoes para cada ponto de Gauss (Algoritmo 3)
17 Célculo do vetor de forgas internas {F;}
18 Célculo do vetor de forgas residuais {Q}
19 fim
20 Salvar vetor de deslocamentos {U%} e vetor de forgas externas X:{P} do
passo incremental

21 fim
22 Plotagem da curva de equilibrio de interesse




Algoritmo 2: Métodos de controle

Resultado: Incremento do fator de cargas

1 se método de controle de carga entao
2 se j = I entao
3 ‘ d\! = incremento de carga prescrito
4 senao
5 | dAi=0
6 fim
7 fim
8 se método de controle de deslocamento entao
9 se j = 1 entao
. o
10 N = g
11 senao
o
12 5)\;- = ;U({,f;
J
13 fim
14 fim
15 se método de controle de deslocamento generalizado entao
16 se j = 1 entao
17 Célculo do parametro GSP
18 SN = 0N ||GSP||*®
19 senao
) _duPvi—-1T  SuQi
% o = {{5UP}?1T{%UP}?
21 fim
22 fim

Algoritmo 3: Célculo das tensoes de acordo com leis tensao-deformacao

Dados: Deformagoes nos pontos de Gauss, médulo de elasticidade inicial,
coeficiente de Poisson, parametros da lei tensao-deformacao
Resultado: Tensoes nos pontos de Gauss e matriz constitutiva secante global

(D]
1 para n =1 até n = numero de elementos faga
2 para z = 1 até x = pontos de Gauss por elemento faga
3 Determinacao das deformacoes e dire¢oes principais
4 Calculo das tensoes correntes aplicando as deformacoes principais nas
relagoes tensao-deformacao

5 Célculo dos médulos de elasticidade secantes locais Ey e Ey
6 Determinagdo da matriz constitutiva secante local [Dj]
7 Determinagao da matriz de rotagdo [R.]
8 Determinacdo da matriz constitutiva secante global [D7]
9 Determinacao das tensoes no referencial global
10 fim

11 fim
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Algoritmo 4: Método incremental-iterativo no modelo de fissuracao discreta

1 Montagem do vetor de cargas de referéncia {P}

2 Inicializagao do contador de iteracoes j = 0

3 Inicializacdo da carga residual nula para primeira iteracao {Q}} = {0}
4 para i =1 até i =numero mdximo de incrementos faga

5 enquanto tolerancia nao for atingida faga
6 j=j+1
7 se numero de elementos de interface >0 entao
8 ‘ Calculo da matriz de rigidez das interfaces
9 fim
10 Célculo da matriz de rigidez global da malha [KJ}_,
11 Célculo dos deslocamentos incrementais associados a carga de referéncia
{oU"};
12 Calculo dos deslocamentos incrementais associados a carga residual
{oUY};
13 Determinagao do incremento do fator de cargas o\’ (Algoritmo 2)
14 Célculo do vetor de deslocamentos incrementais {6U}§
15 Atualizacao do fator de cargas )\3
16 Atualizagio do vetor de deslocamentos {U%}
17 Célculo do vetor de deformacgoes em cada ponto de Gauss dos elementos
continuos
18 Calculo do vetor de tensoes para cada ponto de Gauss dos elementos
continuos
19 se numero de elementos de interface >0 entao
20 Célculo das tensoes nos elementos de interface
21 Atualizacao do pardmetro de penalidade o dos elementos de
interface
22 fim
23 Calculo do vetor de forgas internas {F;}
24 Célculo do vetor de forcas residuais {Qﬁ}
25 Calculo das tensoes principais para cada ponto de Gauss dos elementos
continuos
26 se tensao principal > tensao mdxima do limite eldstico entao
27 Inser¢ao dos elementos de interface (Algoritmo 5)
28 Célculo das tensoes nos elementos de interface inseridos
29 Atualizacao do pardmetro de penalidade o dos elementos de
interface
30 fim
31 fim
32 Salvar vetor de deslocamentos {U}} e vetor de forgas externas X:{P} do
passo incremental
33 fim

34 Plotagem da curva de equilibrio de interesse
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Algoritmo 5: Redefinicdo da malha de elementos finitos

[uny

10
11
12

13
14

15
16
17
18
19
20
21

Resultado: Dados da nova malha de elementos finitos

para y = 1 até y = pontos de Gauss com tensbdes superiores ao limite faga

Célculo do vetor diretor de cada aresta do elemento a que pertence o ponto
de Gauss

Determinagao dos angulos entre os vetores diretores das arestas e a diregao
principal

Selecao da(s) aresta(s) com angulo entre 75° e 105° com a diregao principal

se nenhuma aresta selecionada entao

Selecao da aresta com angulo mais proximo de 90° com a dire¢ao
principal

fim

para a = 1 até a = numero de arestas selecionadas faga

se ja existe elemento de interface na aresta selecionada entao
‘ Passar para proxima aresta

fim

Criagao de dois novos nés na malha a partir da duplicagdo dos nés da
aresta selecionada

Definicao das conectividades do elemento de interface

Ajuste nas conectividades dos elementos afetados pela duplicacao dos
nos

fim

Atualizagdo do niimero de nés e elementos da malha
fim

Atualizacdo do vetor de deslocamentos {U’}
Atualizagao do vetor de cargas residuais {Qj}
Atualizacao do vetor de carga de referéncia {Pj}
Atualizacao do vetor de forcas internas {F’}
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6 EXEMPLOS DE APLICACAO DOS MODELOS DE FISSURACAO

Neste capitulo serao apresentados dois exemplos de aplicagao dos modelos imple-
mentados de fissuragao discreta e distribuida em estruturas de concreto simples. Tratam-se
de exemplos comuns na engenharia civil, e que possibilitam ilustrar cada modelo e ressaltar

suas caracteristicas individuais, bem como compara-los.

6.1 PAINEL EM “L” SUBMETIDO A CARREGAMENTO DISTRIBUIDO

O primeiro exemplo a ser analisado trata de um painel de concreto em forma de “L”
engastado em sua base. A estrutura é submetida a um carregamento distribuido vertical
q ao longo de sua extremidade esquerda. Detalhes da geometria do painel podem ser

visualizados na Figura 15.

Figura 15 - Geometria do painel em “L”

0.5
[al \

T .

i ponto de medigao
w1 do deslocamento
S vertical

I

I

|1
espessura (t) = 0.1
Q q = 28000N/m
< dimensdes em m

0.25
Fonte: Adaptada de Penna (2011).

Tanto no modelo de fissuragao distribuida quanto no de fissuragao discreta, as
seguintes propriedades foram consideradas: modulo de elasticidade inicial Ey = 25850 MPa
e coeficiente de Poisson v = 0.18. A carga de referéncia é ¢ = 28 N/mm e a tolerdncia para
a convergéncia do método iterativo é de 10~*. Para cada lei tensao-deformacao aplicada
no modelo de fissura distribuida foram usadas as propriedades apresentadas na Tabela 5.
Cabe ressaltar que os parametros ¢; usados nas leis de Carreira e Chu (1986) e Boone e

Ingraffea (1987) sao diferentes para manter o mesmo moédulo de elasticidade integro Ej
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definido anteriormente, ja que a proposta de Carreira e Chu (1986) admite a relacao da

Equacao (4.34), o que nao é verdade para a proposta de Boone e Ingraffea (1987).

Tabela 5 — Parametros das leis tensao-
deformacao para painel em “L”

Proposta de Carreira e Chu (1985)

fe 31 MPa
e. 0.0022

Proposta de Carreira e Chu (1986)
ft 2.7 MPa

e, 0.0001925
Proposta de Boone e Ingraffea (1987)

fi 2.7 MPa
€ 0.00010445
h. 28 mm

Gy 0.065 N/mm
Proposta de Kaklauskas (1998)
fe 31 MPa
c.  0.0022
Fonte: Elaborada pela autora.

Para o modelo de fissuragao distribuida foi realizada uma analise a respeito da
adocao de uma malha de elementos quadrilateros ou elementos triangulares. Uma malha,
denominada de malha 1, é formada por 300 elementos quadrilateros de quatro nos e
dimensao inicial igual a (0.025 x 0.025) m. Uma segunda malha, chamada de malha 2, é
formada por 1200 elementos triangulares resultantes da divisao de cada quadrilatero da
malha anterior em quatro tridngulos. Os resultados encontrados para ambas as malha
empregando a lei tensao-deformagao propostas por Carreira e Chu (1985) para compressao

e Carreira e Chu (1986) para tragao sao apresentados na Figura 16.

E notével que a curva de equilibrio para a malha de elementos quadrildteros
possui o trecho descendente mais suave do que quando utilizada a malha de elementos
triangulares. Além disso, percebeu-se que o tempo de analise computacional para a malha
1 foi relativamente menor que para a malha 2. Assim, a malha 1 serd empregada nas
analises do modelo de fissuracao distribuida e a malha 2 serd empregada nas andlises do
modelo de fissuracao discreta, uma vez que os elementos triangulares permitem a insercao
de elementos de interfaces em um maior niimero de dire¢ées, o que proporciona uma

melhor representacao das fissuras. As malhas 1 e 2 estdao mostradas na Figura 17.

Para a escolha do método de controle, realizou-se analises com o modelo de
fissuracao distribuida aplicando as leis tensao-deformagao de Carreira e Chu (1985) e
Carreira e Chu (1986), com controle de carga, controle direto de deslocamento e controle
de deslocamentos generalizado. As curvas de equilibrio encontradas para os métodos de

controle de deslocamentos estao exibidas na Figura 18. Conforme esperado, o método de
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Figura 16 - Modelo de fissuragao distribuida em duas malhas
distintas

Malha 1
Malha 2 | 4
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w
T
1

Carga (kN)

0 : 1 : 1 : 1 ‘ l I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 17 - Malhas empregadas na andlise do painel em “L”
Malha 1 Malha 2

Fonte: Elaborada pela autora.

controle de carga nao foi adequado para a analise nao linear realizada, por nao se mostrar

eficiente na passagem por pontos limites. Desta forma, visando nao poluir visualmente as
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respostas apresentadas na Figura 18, os resultados obtidos para o controle de carga foram
omitidos, uma vez que eles sao praticamente coincidentes aos demais ja apresentados para
o trecho ascendente da curva, e somente convergem para valores de carga até o ponto 1
assinalado na figura. Ambos os métodos de controle de deslocamento, direto e generalizado,
apresentaram resultados muito similares, representando com sucesso o comportamento da
estrutura. Diante dos resultados apresentados, foi escolhido como método de controle das
simulacoes seguintes o método de controle de deslocamento generalizado por nao exigir
do analista conhecimento prévio na determinagao do grau de liberdade de controle e nao

apresentar problemas na passagem por pontos limites de carga nem de deslocamento.

Figura 18 - Comparacao dos métodos de controle
7 T T T T T

Ponto | ——

Controle de Deslocamento Generalizado

6 +  Controle Direto de Deslocamento

a

Carga (kN)

(O8]

0 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.

Em relagao ao modelo de fissuracao distribuida foram consideradas as seguintes
curvas tensao-deformacao nas andlises: Carreira e Chu (1985) para compressao e Carreira
e Chu (1986) para tracao; Carreira e Chu (1985) para compressao e Boone e Ingraffea
(1987) para tracao; Kaklauskas (1998) para compressao e Carreira e Chu (1986) para
tracao; e Kaklauskas (1998) para compressao e Boone e Ingraffea (1987) para tracao. Os
parametros adotados para cada relagao estao elencados na Tabela 5. Os resultados de
deslocamento vertical do ponto sinalizado na Figura 15 em relacao a carga aplicada na

estrutura estao apresentados na Figura 19.

Através da Figura 19 é possivel perceber um comportamento das curvas de equilibrio

conforme esperado, com a parte ascendente quase linear e uma parte descendente depois
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de atingida a carga maxima suportada pela estrutura. As curvas obtidas para cada uma
das relagoes tensao-deformacgao adotadas sao bem similares com diferengas mais visiveis no
regime poés-critico do material. Pode-se notar que as duas curvas em que sao empregadas
a lei de Boone e Ingraffea (1987) para tragao estao praticamente sobrepostas e um pouco
afastadas das duas demais curvas em que essa lei nao é utilizada. Tal diferenca pode
ser justificada pelo fato de que a relagao proposta por Boone e Ingraffea (1987) além de
considerar os limites de tensao e deformagao do material, como as demais leis adotadas
nesse trabalho, considera também a energia de fratura por comprimento de trinca G . Esse
parametro torna dificil fazer uma correspondéncia exata da relacao tensao-deformacao de
Boone e Ingraffea (1987) com a de Carreira e Chu (1986).

Figura 19 - Curvas de equilibrio do modelo de fissuracao distri-
buida

7 T T T I T

Carreira e Chu (tragéo e compressdo)

Carreira e Chu (compressao) e
Boone e Ingraffea (tragdo)
Kaklauskas (compressdo) e
Carreira e Chu (tragdo)
Kaklaukas (compresséo) e
Boone e Ingraffea (tragdo)
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i

w

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.

Para o modelo de fissuragao discreta foram feitos diversos testes com diferentes
valores de tensao para o inicio da insercao dos elementos de interface IE5 na malha. Os
resultados obtidos estao plotados na Figura 20 juntamente com um resultado do modelo de
fissuragao distribuida com o emprego da lei tensao-deformagao de Carreira e Chu (1985) e
Carreira e Chu (1986). Percebe-se que o comportamento pés-critico do modelo de fissuragao
discreta nao ¢é suave como o do modelo distribuido, apresentando um comportamento
serrilhado com descontinuidades nas regidoes onde a malha é redefinida e sao inseridas

as interfaces. Como os elementos de interface possuem rigidez inicial superior a rigidez
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dos demais elementos da malha, sua insercao provoca uma brusca alteracao da rigidez
global da estrutura nos graus de liberdade afetados pela interface, o que justifica os saltos
percebidos nas curvas de equilibrio obtidas com esse modelo. Além disso, é preciso elevar
a tensao de insercao das interfaces para valores superiores ao da resisténcia a tracao do
concreto adotada para o problema para que sejam atingidas cargas similares a obtida para
o modelo de fissuragao distribuida. O modelo de fissura discreta apresenta um ruptura
mais fragil e parece precisar de um modelo de plasticidade associado para representar

melhor o regime pos-critico da estrutura.

Figura 20 - Comparacao dos modelos de fissuracao

7 T T T T T
Fiss. Distribuida - Carreira e Chu (tragdo e compressao)
Fiss. Discreta - Interface a partir de 2.7 MPa
6 Fiss. Discreta - Interface a partir de 3.5 MPa ‘
Fiss. Discreta - Interface a partir de 4.2 MPa
Fiss. Discreta - Interface a partir de 5.0 MPa
5T 4
Z 4T i
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2r 4
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 21 mostra, através das pontos destacados na curva de equilibrio, os
momentos de inclusdo das interfaces na malha de elementos finitos para o modelo de
fissuragao discreta considerando uma insercao para tensoes superiores a 5.0 MPa. Também
¢é pontuado o nimero de elementos de interfaces total em cada momento em que o cédigo

de andlise é interrompido para redefinicdo da malha.

Esta estrutura de concreto com o formato de “L” também foi estudada por Winkler
et al. (2004) que realizaram ensaios experimentais e também simulagbes numéricas com
base em um modelo de fissuragao distribuida no &mbito da teoria da plasticidade. Andlises

numéricas da estrutura também foram realizadas por Penna (2011) de acordo com sua
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Figura 21 - Inclusao das interfaces no modelo discreto
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Fonte: Elaborada pela autora.

proposta de estrutura teodrica unificada, empregando modelos de fissuragao distribuidas
com leis tensao-deformacao propostas por Carreira e Chu (1985) e Carreira e Chu (1986),
e Boone e Ingraffea (1987) combinado com o comportamento a compressao de Carreira
e Chu (1985). Os resultados encontrados por esses autores foram comparados com os

obtidos a partir dos modelos propostos no trabalho conforme mostrado na Figura 22.

Observa-se que o formato das curvas encontradas com o modelo de fissuragao
distribuida proposto é muito parecido com os formatos obtidos experimentalmente e
numericamente por outros autores. Tanto o modelo de fissura¢ao distribuida quando o
modelo de fissuracao discreta foram capazes de representar o comportamento do painel,
apesar de apresentarem diferencas se comparados com resultados presentes na literatura,
principalmente no regime pés-critico. Além disso, as diferencas encontradas sao maiores
no modelo de fissura distribuida quando comparado com os demais resultados analisados,

principalmente no que diz respeito a suavidade da curva de equilibio.

As Tabelas 6 e 7 apresentam um resumo com os parametros empregados e as
caracteristicas das analises computacionais executadas para o modelo de fissuragao dis-
tribuida considerando quatro variagoes de curvas tensao-deformacao. A Tabela 8 mostra
tais valores para o modelo de fissuragao discreta quando as interfaces sao inseridas para
tensbes principais maiores que 5.0 MPa, que é quando sao verificados resultados mais

é
proximos ao encontrado com o outro modelo. E possivel notar que, para esse exemplo, o
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Figura 22 - Validagao dos resultados obtidos
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Fonte: Elaborada pela autora.

tempo de processamento do modelo discreto é um pouco menor que no modelo distribuido,
mesmo sendo necessaria a redefinicdo da malha. Além disso, o nimero de iteracoes e os
valores minimos de mddulo de elasticidade para as duas diregoes principais (E; e Fs) nas
duas simulagoes em que sao usadas a lei de Boone e Ingraffea (1987) para tragao sao bem
proximos entre si, sendo diferentes dos valores desses parametros observados nas analises

em que o comportamento a tragdo do concreto é modelado pela lei de Carreira e Chu
(1986).

Tabela 6 — Caracteristicas do modelo de
fissuragao distribuida (Painel em “L”)

Ey 25850 MPa
v 0.18
tolerancia 10~4
passos incrementais 200

n° de elementos 300

n° de nods 341

Fonte: Elaborada pela autora.

Por fim, na Figura 23 sao apresentadas as malhas deformadas no final da andlise

para cada um dos modelos. A imagem da esquerda mostra o resultado do modelo de
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Tabela 7 — Caracteristicas do modelo de fissuracao distribuida para diferentes leis tensao-
deformacao (Painel em “L”)

Parimetro Carreira e Chu Carreira- Kaklauskas- Kaklauskas-

Ingraffea  Carreira Ingraffea
tempo de processamento (s) 1105 1009 1099 981
n® maximo de iteracoes 155 73 136 72
n°® médio de iteracoes 29.970 26.465 29.625 26.315
E; minimo (MPa) 5.511 0.002318  5.4833 0.002255
E5 minimo (MPa) 24960 25735 24963 25850

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 8 — Caracteristicas do modelo de fis-
suracao discreta (Painel em “L”)

Ey 25850 MPa
v 0.18
tolerancia 1074
passos incrementais 200

tempo de processamento (s) 901

n° de elementos continuos 1200

n°® de elementos de interface 14

n° de nos (inicio da analise) 641
n° de nos (final da andlise) 669
n° maximo de iteragoes 193
n°® médio de iteragoes 18.065
Fonte: Elaborada pela autora.

fissura distribuida com aplicagao da lei tensao-deformagao de Carreira e Chu (1985) e
Carreira e Chu (1986). A imagem da direita traz o resultado do modelo de fissura discreta

com interfaces sendo inseridas para valores de tensao principais superiores a 5.0 MPa.

Percebe-se uma similaridade dos resultados obtidos, em termos de localizacao da
fissura e sua dire¢do de propagacgao, quando comparados com o padrao de fissuragao
observado experimentalmente por Winkler et al. (2004) e com a distribuigdo do dano por

tensao calculada numericamente pelos mesmos autores, ambos exibidos na Figura 24.

6.2 VIGA DE CONCRETO SUBMETIDA A FLEXAO EM 3 PONTOS

O segundo exemplo estudado trata de uma viga de concreto biapoiada submetida a
uma carregamento concentrado P em seu eixo de simetria vertical, onde esta possui uma
descontinuidade geométrica da base até metade de sua altura. Nesta regiao é esperada
uma concentracao de tensoes e deformagoes. Um esquema da geometria da viga, bem

como suas medidas, é apresentado na Figura 25.

Tanto no modelo de fissuragao distribuida quanto no de fissuragao discreta, as
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Figura 23 - Deformagao do painel (deslocamentos ampliados em 100x)

19

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 24 - Resultados encontrados por Winkler et al. (2004)

T Propagag@o da fissura T Padréo de evolugdo do dano
(experimental) (numérico)

Fonte: Adaptada de Winkler et al. (2004).

seguintes propriedades foram consideradas: moédulo de elasticidade inicial Ey = 30000
MPa e coeficiente de Poisson v = 0.2. A carga de referéncia é P = 800 N e a tolerancia
para a convergéncia do método iterativo é de 10~%. Para cada lei tensdo-deformacio
aplicada no modelo de fissura distribuida foram usadas as propriedades apresentadas na
Tabela 9. Novamente, os pardmetros €; usados nas leis de Carreira e Chu (1986) e Boone
e Ingraffea (1987) sdo diferentes para manter o mesmo maédulo de elasticidade inicial Ej

definido anteriormente.
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Figura 25 - Geometria da viga submetida a flexdo em trés pontos

P e
l t=0.05 7 ~

H=021 R i 01 %

L=20 dimensdes em m

Fonte: Adaptada de Penna (2011).

Tabela 9 — Parametros das leis tensdo-
deformagao para viga

Proposta de Carreira e Chu (1985)

f. 333 MPa
e. 0.002
Proposta de Carreira e Chu (1986)
£, 3.3 MPa
e 0.00022
Proposta de Boone e Ingraffea (1987)
fi 3.3 MPa
e 0.00011
h. 40 mm

Gy 0.124 N/mm
Proposta de Kaklauskas (1998)
fe  33.3 MPa
e. 0.002
Fonte: Elaborada pela autora.

Da mesma maneira como foram realizadas as analises para o painel em formato
de “L”, o método de controle utilizado nas simulagoes da viga sob flexao foi o controle de
deslocamento generalizado. Também foi empregada uma malha de elementos quadrilateros,
Malha 1, quando da aplicagao do modelo de fissuragao distribuida e uma malha de
elementos triangulares, Malha 2, quando da aplicacao do modelo de fissuragdo discreta. A
Malha 1 é formada por elementos quadrilateros de dimensao inicial igual a (0.01 x 0.01)
m e sua representacao esta exibida na Figura 26. A Malha 2 resulta da divisao de cada
quadrilatero da Malha 1 em quatro triangulos e, devido a sua grande discretizagao, nao
ficaria bem representada se exibida na estrutura inteira, sendo adotada a apresentacao

apenas da parte central da geometria, conforme pode ser visto na Figura 27.

Em relacao ao modelo de fissuracao distribuida foram consideradas as mesmas
combinagoes de curvas tensao-deformagao do exemplo anterior, sendo elas: Carreira e Chu

(1985) para compressao e Carreira e Chu (1986) para tragao; Carreira e Chu (1985) para
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Figura 26 - Malha 1 empregada na andlise da viga

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 27 - Detalhe da Malha 2 empregada na andlise da viga

Fonte: Elaborada pela autora.

compressao e Boone e Ingraffea (1987) para tracao; Kaklauskas (1998) para compressao
e Carreira e Chu (1986) para tracao; e Kaklauskas (1998) para compressao e Boone e
Ingraffea (1987) para tragdo. Os pardmetros adotados para cada relagao estdo elencados
na Tabela 5. Os resultados de deslocamento vertical do ponto de aplicagdo da carga
concentrada em relacao ao valor da carga aplicada na estrutura estao apresentados na
Figura 28. Novamente percebe-se um agrupamento das curvas em que o comportamento a
tracao é simulado pela relacdo proposta por Boone e Ingraffea (1987) e das curvas em que
tal comportamento é governado pela lei de Carreira e Chu (1986), o que reforca a ideia de
que as diferencas notadas no regime pés-critico sao devidas a diferenca dos parametros

empregados em cada uma das relacoes.

No modelo de fissuracao discreta, assim como no estudo do painel de concreto,
estabelecendo como limite de tensdo para insercao das interfaces o valor de f; = 3.3 M Pa,
nao é atingido o nivel de carregamento esperado para a estrutura. Uma comparacao dos
resultados encontrados no modelo discreto quando as interfaces sao inseridas para valores
de tensoes acima de 3.3 MPa, 4.5 MPa e 6.0 MPa, com o modelo distribuido aplicando-se

duas combinagoes para as leis tensao-deformacao, é mostrada na Figura 29.



Figura 28 - Curvas de equilibrio do modelo de fissuracao distri-

buida
700 T T T T T T
Carreira e Chu (tragao e
compressao)
600 Carreira e Chu (compressao) e
Boone e Ingraffea (tragdo)
500 Kaklauskas (compressdo) e
Carreira e Chu (tragao)
Kaklauskas (compressao) e
2 400 Boone e Ingraffea (tragao)
=
5
S 300
200
100

0 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 29 - Comparacao dos modelos de fissuracao discreta e

distribuida
700 T T T T

Fiss. Distr. Carreira e Chu
Fiss. Distr. Carreira-Ingraffea

600 Fiss. Disc. - Interface a partir
de 3.3 MPa
500 Fiss. Disc. - Interface a partir
de 4.5 MPa
Fiss. Disc. - Interface a partir
Z 400 de 6.0 MPa
z
S 300 .

200 -
100 AN 1
— |
0 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07

Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.
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Uma andlise da Figura 29 permite observar que o resultado obtido para o modelo
de fissuracao discreta, com interfaces inseridas quando a tensao principal ultrapassa 6.0
MPa, se aproxima mais da curva do modelo de fissura distribuida com emprego da lei de
Boone e Ingraffea (1987) para tracdo no regime pos-critico, enquanto a curva em que foi
utilizada a lei de Carreira e Chu (1986) para tragao apresenta valores superiores de carga
para o mesmo nivel de deslocamentos. Para esse caso, o valor empregado para a energia
de fratura G¢, que é um parametro de entrada da relacao proposta por Boone e Ingraffea

(1987), parece provocar uma correspondéncia entre os modelos discreto e distribuido.

A Figura 30 mostra, através dos pontos destacados na curva de equilibrio, os
momentos de inclusdo das interfaces na malha de elementos finitos para o modelo de
fissuragao discreta considerando uma insercao para tensoes superiores a 6.0 MPa. Também
é pontuado o nimero de elementos de interfaces total em cada momento em que o cédigo

de analise é interrompido para redefinicao da malha.

Figura 30 - Inclusao das interfaces no modelo discreto

700 ; : - , ' '

+ 2 interfaces

Total: 4
600 + 2 interfaces + 1 interface |
500 / |
400 1

+ 2 interfaces
Total: 6

Carga (N)
(O8]
S
S

+ 1 interface )
Total: 12

[\

[l

(=}
T

+ 4 interfaces
Total: 11

100 -

+ 3 interfaces
Total: 17
1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Deslocamento vertical (mm)

+ 2 interfaces
Total: 14

Fonte: Elaborada pela autora.

Esta viga de concreto submetida a flexao em trés pontos foi estudada experimen-
talmente por Petersson (1981). Analises numéricas da estrutura também foram realizadas
por Penna (2011) de acordo com sua proposta de estrutura teérica unificada, empregando
modelos de fissuracao distribuidas com leis tensao-deformacao propostas por Carreira
e Chu (1985) e Carreira e Chu (1986), ¢ Boone e Ingraffea (1987) combinado com o
comportamento a compressao de Carreira e Chu (1985), além de uma proposta de lei

bilinear. Os resultados encontrados por esses autores foram comparados com os obtidos a
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partir dos modelos propostos no trabalho conforme mostrado na Figura 31.

Figura 31 - Validacao dos resultados obtidos

900 T T T T
800
700
Legenda:
600 Fiss. Dist. Carreira ¢ Chu
Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea
[ L Fiss. Dist. Kaklauskas-C i
é 500 o ?ss 1's aklauskas-Carreira
= Fiss. Dist. Kaklaukas-Ingraffea
&b 400 F = — = Fiss. Disc. - Interface a partir de 6.0 MPa
8 Resultado experimental - Petersson(1981)
—2x—Fiss. Dist. Carreira-Carreira- Penna(2011)
300 —>—Fiss. Dist. Bilinear - Penna(2011)
—O—Fiss. Dist. Carreira-Ingraffea - Penna(2011)
200
100
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Deslocamento vertical (mm)

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura 31 sdo visiveis diferencas nos niveis de carga encontrados nos resultados
extraidos da literatura e nos obtidos a partir dos modelos implementados neste trabalho,
principalmente no regime poés-critico, onde os modelos dos outros autores atingem valores
mais elevados de carregamento. Pode-se notar, também, que as duas curvas onde sao
empregadas a lei de Boone e Ingraffea (1987) para tracao trazem resultados mais préximos
dos obtidos com o modelo discreto, para o ramo descendente da curva de equilibrio, do

que quando adotada a lei de Carreira e Chu (1986) para tragao.

As Tabelas 10 e 11 apresentam um resumo com os parametros empregados e
as caracteristicas das andlises computacionais executadas para o modelo de fissuragao
distribuida considerando quatro variacoes de curvas tensao-deformacao. A Tabela 12
mostra tais valores para o modelo de fissuracao discreta quando as interfaces sdo inseridas
para tensoes principais maiores que 6.0 MPa. Para esse exemplo, o tempo de processamento
do modelo de fissuragao discreta é consideravelmente superior ao do modelo distribuido,

independente da relacao tensao-deformacao adotada.

Por fim, na Figura 32 é apresentada a malha deformada no final da analise para
cada um do modelo de fissura distribuida com aplicagao da lei tensdo-deformacao de
Carreira e Chu (1985) e Carreira e Chu (1986). Na Figura 33 tem-se a imagem da malha
deformada obtida com a aplicagdo do modelo de fissuracao discreta e insercao de interfaces

para valores de tensao principais superiores a 6.0 MPa.

Para a estrutura da viga notou-se diferencas nas fissuras encontradas para o modelo
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Tabela 10 — Caracteristicas do mo-
delo de fissuragao distribuida (Viga)

Ey 30000 MPa
v 0.2
tolerancia 10~4
passos incrementais 100

n° de elementos 3980

n° de nos 4211

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 11 — Caracteristicas do modelo de fissuracao distribuida para diferentes leis tensao-

deformagao (Viga)

. . Carreira- Kaklauskas- Kaklauskas-
Parametro Carreira e Chu .
Ingraffea  Carreira Ingraffea
tempo de processamento (s) 9935 9614 10429 9521
n° maximo de iteracoes 166 144 179 133
n° médio de iteragoes 30.15 29.25 30.04 28.44
FE; minimo (MPa) 14.966 0.002726  14.562 0.002515
E5 minimo (MPa) 27723 20818 27984 30000

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 12 — Caracteristicas do modelo de
fissuragao discreta (Viga)

Ey

v

tolerancia

passos incrementais

tempo de processamento (s)
n° de elementos continuos
n° de elementos de interface
n° de nés (inicio da andlise)
n° de nos (final da andlise)
n® maximo de iteracoes

n° médio de iteracoes

30000 MPa
0.2
1074
100
23013
15920
17
8191
8225
182
13.37

Fonte: Elaborada pela autora.

discreto quando as interfaces sao inseridas para valores mais baixos ou mais altos de

tensoes principais. A Figura 34 traz os detalhes da regiao central da viga para cada valor

de tensao estudado. Nela é possivel ver com clareza o caminho percorrido pela fissura em

cada caso.
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Figura 32 - Deformacao da viga no modelo distribuido (deslocamentos ampliados em
100x)

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 33 - Deformagéao da viga no modelo discreto (deslocamentos ampliados em
100x)

Fonte: Elaborada pela autora.



Figura 34 - Detalhe da fissura (deslocamentos ampliados em 100x)

Interface a partir de 3.3 MPa Interface a partir de 4.5 MPa

Interface a partir de 6.0 MPa

Fonte: Elaborada pela autora.
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7
7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou dois modelos computacionais para anélise de estruturas
de concreto, um de fissuracao discreta e outro de fissuragao distribuida. O modelo de
fissuracao distribuida depende de relagoes tensao-deformacao extraidas da literatura que
captam a degradacao das propriedades do material, que sao aplicadas a uma matriz
constitutiva secante local. O modelo de fissuracao discreta é baseado na redefinicao da
malha de elementos finitos através da insercao de elementos de interface quando verificados
altos niveis de tensao de tragdo. Nesse momento foi proposta uma adaptacao na formulacao
do elemento de interface IE5, proposto por Coutinho et al. (2003), através da defini¢ao da
sua abertura nao pela diferenca das coordenadas, mas pela penalizagao da sua largura

através de um parametro que varia de acordo com a tensao no interior do mesmo.

Considerando os resultados obtidos pode-se afirmar que o modelo de fissuragao
distribuida proposto é capaz de simular de maneira bastante correta o comportamento
de estruturas de concreto. Comparando-se tais resultados com os obtidos por outros
autores, tanto através de analises numéricas quanto através de ensaios experimentais,
verifica-se boa concordancia. A principal diferenca notada refere-se ao valor da carga
maxima, que é relativamente menor no modelo proposto do que a carga observada pelos
demais autores. No entanto, o comportamento da curva de equilibrio é similar as demais e
a forma da estrutura deformada se apresenta conforme esperado. As diferengas podem
ser justificadas pela simplicidade do modelo proposto que nao estd associado a nenhum
modelo de plasticidade, que poderia representar melhor o comportamento pos-critico do

madterial.

O modelo de fissuracao discreta apresentou resultados mais frageis, com sua curva
de equilibrio formada por diversos trechos retos ao invés de uma curva suave. Além
disso, a regiao descendente ¢ marcada por trechos serrilhados que ocorrem quando sao
inseridos novos elementos de interface na malha, o que afeta sua rigidez naquele instante,
produzindo oscilagées no grafico. Percebeu-se que, da maneira como esta formulado o
modelo, a redefinicdo da malha deve ser feita para valores de tensao superiores ao da
resisténcia a tracao do concreto, para que sejam atingidas cargas similares ao do modelo
distribuido proposto no trabalho e dos modelos de outros autores. Este fato pode ser devido
a adogao de um critério simples para determinar a insercao das interfaces, considerando

apenas o valor das tensoes principais, sem considerar critérios classicos de falha ou ruptura.

Apesar dos resultados para o modelo de fissuragao distribuida terem ficado mais
préximos do esperado, com um ajuste da tensao limite para insercao das interfaces, foi

possivel encontrar resultados satisfatorios também para o modelo de fissuracao discreta.

Finalmente, cabe ressaltar que a representacao da fissura na malha de elementos

finitos ¢é feita de maneira mais expressiva e caracteristica no modelo de fissuracao discreta,
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onde ¢é possivel visualizar a abertura da fissura propriamente dita, seu formato e direcao
de propagacao. Esta representacao marcante ocorre principalmente devido a forma dos
problemas estudados, que possuem quinas ou descontinuidades no campo das derivadas das
fungoes que definem a geometria do problema, onde sao esperadas concentragao de tensoes
e deformagobes e, consequentemente, a abertura de fissuras discretas ou uma concentracao

maior de fissuras em regioes especificas da malha.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

Como trabalhos futuros, sugere-se:

o Implementacao de um modelo de plasticidade que reproduza de maneira mais precisa

os resultados esperados para o regime pos-critico do concreto.
o Ajuste do parametro de insercao das interfaces para o modelo de fissuracao discreta.

o Estudo do parametro de penalidade o proposto, sua variacao e possivel calibragao

através de dados experimentais.

o Implementacao de um modelo de fissuracao incorporada para compara¢ao com os
modelos discreto e distribuido, permitindo ressaltar os aspectos positivos e negativos

de cada um, bem como as melhores aplicagoes de cada modelo.
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