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RESUMO

Neste trabalho propomos um modelo mateméatico de crescimento tumoral, o qual
retrata os efeitos da interagao entre as células cancerosas, imunes e normais com o
tratamento combinando a quimioterapia e a dieta cetogénica. Usamos a teoria de controle
otimo apresentada, para minimizar o nimero de células tumorais e os efeitos colaterais

provenientes dos tratamentos.

Palavras-chave: Sistema Imune. Modelagem Matematica. Cancer. Teoria de Controle

Otimo. Biomatematica.






ABSTRACT

In this work we propose a mathematical model of tumor growth, which depicts the
effects of the interaction between cancer, immune and normal cells with the treatment
combining chemotherapy and the ketogenic diet. We use the theory of optimal control

presented, to minimize the number of tumor cells and side effects resulting from treatments.

Keywords: Immune System. Mathematical Modeling. Cancer. Optimal Control Theory.
Biomathematics.
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1 INTRODUGAO

A matemadtica é uma grande aliada no estudo e na busca do controle de doencas.
Data-se do século 18 uma das suas primeiras contribui¢des, com o médico, fisico e mate-
mético Daniel Bernoulli (1700-1782) para a erradicagao da variola na Europa (SANTOS,
2016). Através de modelos matematicos que tentam descrever o comportamento, a evo-
lucdo e a disseminacao de determinadas doencgas podemos estudar e fazer experimentos

computacionais sem afetar diretamente animais e pessoas.

Segundo o Instituto Nacional de Cancer "Jos¢ de Alencar Gomes da Silva"(INCA)
"[...] o cancer é o principal problema de saide ptublica no mundo e ja estd entre as quatro
principais causas de morte prematura (antes dos 70 anos de idade) na maioria dos paises
[...]". As formas de diagnéstico e tratamento sdo muitas, como também as pesquisas para

melhorar-los e garantir uma sobrevida aos pacientes.

Entre as pesquisas em andamento podemos incluir os modelos matematicos de
cancer, criados para descrever a dinamica tumoral. Na literatura existem variados exemplos
de modelos, seja de um tipo de cancer especifico ou nao, considerando algum tratamento,

combinando tratamentos, ou até mesmo sem tratamento.

Neste trabalho, estudamos a modelagem matematica do cancer juntamente com
alguns de seus tratamentos, propondo um modelo matematico de crescimento tumoral
com a interacao das populagoes de células cancerosas, imunologicas e normais, a agao da
quimioterapia ¢ da dicta cetogénica, atuando como tratamentos principal e adjuvante (ndo

farmacolégico), respectivamente.

A partir da acdo dos tratamentos estudados, temos como principal objetivo otimiza-
los, de modo que seja possivel reduzir ou eliminar a quantidade de células tumorais e

minimizar os possiveis efeitos colaterais provenientes dos tratamentos.

O trabalho ¢é dividido em cinco capitulos trazendo algumas nocoes basicas nos dois
primeiros. No Capitulo 2 temos um resumo com os principais termos biolégicos usados no
decorrer do trabalho, entre eles uma definicao de cancer e alguns tratamentos, com foco
na quimioterapia e suas formas de administracao. Além disso, trazemos também a dieta

cetogénica, sua defini¢do e qual sua contribuicdo em um tratamento anticancer.

No Capitulo 3 apresentamos a teoria matematica utilizada na dissertacao, dividindo
o capitulo em duas secoes. Na primeira abordamos alguns resultados das equacoes
diferenciais ordinarias (EDO) como sistemas lineares e nao-lineares, ponto de equilibrio,
estabilidade e teoremas como, o Hartman-Grobmann. A segunda secao refere-se a teoria
de controle 6timo, mostramos como montar um problema de controle 6timo e resolve-lo,

as condig¢oes necessarias, e suficientes, e o teorema do Principio do Maximo de Pontryagin.

No Capitulo 4 apresentamos o modelo de crescimento tumoral que sera analisado,

tendo como variaveis as células tumorais, imunes e normais, quimioterapia como tratamento
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principal e a dieta cetogénica como adjuvante. Analisamos o comportamento das solugoes
do sistema, achamos os pontos de equilibrio e as condi¢oes para estabilidade. Em seguida
montamos um problema de controle 6timo quadratico, apresentando o funcional a ser
otimizado, e usando a teoria do Capitulo 3 encontramos os controles 6timos que otimizam
o problema proposto, desde que o nosso principal interesse é minimizar a populacao
de células tumorais, a administracao dos medicamentos e consequentemente os efeitos

colaterais do tratamento.

Dando prosseguimento ao trabalho, no Capitulo 5 apresentamos as solugoes numé-
ricas do modelo. Em um primeiro cenéario, usamos o método numérico Runge-Kutta de
4% ordem para resolver numericamente o modelo em torno de seus pontos de equilibrio.
Posteriormente, utilizamos o método iterativo Forward-Backward Sweep Method para
encontrar a solucao do problema de controle 6timo. Simulamos ainda, o modelo sem
tratamento, com o proposito de comparar com os resultados apresentados anteriormente.
Por fim, no Capitulo 6 apresentamos as observacoes finais dos resultados obtidos durante

a pesquisa, incluindo algumas implica¢oes biolégicas do nosso trabalho.
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2 ASPECTOS BIOLOGICOS

Ha algum tempo atras ser diagnosticado com cancer era considerado uma sentenca
de morte, a doeng¢a nao era muito discutida e existia até receio em pronunciar seu nome.
No entanto, isto tem mudado bastante, gracas aos estudos que vém sendo desenvolvidos,
melhorando as formas de diagnodsticos e as terapias. Porém, a cada ano a quantidade
de pacientes diagnosticados com cancer vem aumentando, tornando-o um dos maiores
problemas de satude ptblica no mundo (OMS, 2020). No Brasil, para cada ano do triénio
2020 — 2022 estima-se 625 mil novos casos de cancer (INCA, 2020).

O nosso corpo é composto de muitos tipos de células que se reproduzem a todo
momento de maneira controlada. No entanto, nesse processo o nosso material genético
(DNA) pode sofrer alteracoes, causando o crescimento celular desordenado, levando a
formacao dos chamados tumores, o que caracteriza a classe de doengas conhecidas como
cancer. Segundo Rodrigues, Mancera e Pinho (2011) "[...] sua causa é essencialmente
genética, hereditaria ou nao, e pode ser potencializada por agentes externos ao organismo
hospedeiro, tais como radiagao ionizante, substancias cacerigenas e agentes virais."A seguir,

temos uma ilustragao da formagao de um tumor:

Figura 2.1 — Formagao de um tumor.

99
o

Agente
{' ~ Orgéo _ cancerigeno
feee)\) : Tecido ootle
&) L infiltrado 0%%)
NN = .
Célula normal Celula cancerosa ——
. ,
(INCA

Fonte: Pégina do Instituto Nacional do Cancer (INCA , 2020).

Nem todo tumor é cancer. Existem varios tipos de classificacoes, as mais utilizadas
levam em consideracdo dois aspectos bdsicos: o comportamento biolégico e a histogénese?,
denominando-os como benignos e malignos representados na Figura 2.2. Os tumores
benignos sao caracterizados pelo crescimeto anormal das células maduras, costumam
apresentar limites bem definidos, e quando removidos nao voltam a crescer, tais como o
lipoma e o mioma. Ja os malignos podem destruir os tecidos saudaveis, invadir os vizinhos

e desenvolverem metéstases (propagagao do cdncer de uma parte para outra).

L A histogénese é o nome dado ao desenvolvimento dos tecidos embriondrios em um organismo.
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Figura 2.2 — Comparacao entre o formato de um tumor benigno e de um tumor maligno.

(a) Tumor Benigno (b) Tumor Maligno

Fonte: Pagina Mundo Educacao (Mundo Educagao , 2020).

O cancer pode ser tratado com cirurgia, quimioterapia, radioterapia, imunoterapia,
terapia com anticorpos monoclonais, drogas antiangiogénicas, dieta cetogénca, virotera-
pia, entre outros tratamentos. Essas terapias sao empregadas com o objetivo de cura,
prolongamento da vida ttil e melhora da qualidade de vida do paciente, como visto em
(INCA, 2019). E importante observar que a escolha da terapia depende do tipo de cancer,

localizacao, idade e estado do paciente.

Em grande parte dos pacientes o tratamento é realizado combinando as terapias,
podendo assim classifica-las como principal e adjuvante. Neste trabalho buscamos combinar

a quimioterapia (principal) com a dieta cetogénica (adjuvante).

2.1 QUIMIOTERAPIA

A quimioterapia é um dos tratamentos anticancer mais conhecidos. Ela associa
um ou mais agentes quimioterapicos (firmacos) em uma administragdo padronizada para
combater o cancer. Esses farmacos sao levados pela corrente sanguinea a todas as partes
do corpo, destruindo as células cancerosas e impedindo-as, de se espalharem. Conforme o
(INCA, 2020) ela pode ser administrada:

e Via oral

Sao comprimidos, capsulas e liquidos, que podem ser tomados em casa.

e Intravenosa

A medicagao é aplicada na veia ou por meio de cateter (tubo colocado na veia), na

forma de injegoes ou dentro do soro.
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Intramuscular

A medicacao é aplicada por meio de inje¢oes no musculo.

Subcutinea

A medicacao é aplicada por meio de injecao no tecido gorduroso acima do musculo.

Intratecal (pela espinha dorsal)

E pouco comum, sendo aplicada no liquor (liquido da espinha), administrada pelo

médico, em uma sala propria ou no centro cirurgico.

Tépica (sobre a pele)

O medicamento, que pode ser liquido ou pomada, é aplicado na pele.

Sendo a rapida divisao celular uma das principais caracteristicas das células tumo-
rais, esses quimioterapicos sao desenvolvidos com o principal objetivo de destruir as células
que se reproduzem rapidamente, em geral, interferindo na sintese de moléculas necessarias
para replicacdo do DNA. No entanto, eles nao agem de maneira seletiva, atingindo também
o grupo de células normais de rapida reproducao como as células do trato digestivo, da
medula 6ssea e os foliculos pilosos, causando os efeitos colaterais da quimioterapia, perda
de cabelo, prisao de ventre, diarreia, enjoos ¢ vomitos, imunossupressao (baixa taxa de

glébulos brancos), inflamagao do revestimento do tubo digestivo, entre outros.

2.2 DIETA CETOGENICA

Muitos componentes e suplementos alimentares tém sido avaliados como agentes
de prevencao para o cancer, no entanto, poucos estudos estavam sendo realizados com
uma dieta como possivel tratamento adjuvante. Segundo Weber et al. (2020) "[...] nas
células cancerosas a maior parte da energia vem da glicose, mesmo que o oxigénio esteja

presente [...]".

Varios estudos mostram que ao contrario do que ocorre com as células normais
uma das principais caracteristicas observadas nas células tumorais, é o chamado Efeito
de Warburg, ou seja, as células preferem produzir energia pela glicolise anaerdobia ao
invés da fosforilacdo oxidativa mitocondrial, isto é, producao a partir do oxigénio. Com
isso, é sustentada a hipdtese de que as células cancerosas sao altamente dependentes do
consumo de glicose para sobreviver. Essa diferenga com o metabolismo celular normal
desperta o interesse em usia-la para sensibilizar as células tumorais nas terapias. Dessa
forma, o consumo de baixo carboidrato e alto teor de gordura podem apresentar um
tratamento eficaz, barato e relativamente mais facil de implementar em comparacao com

outras terapias.
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A dieta cetogénica é uma dieta rica em gorduras, pobre em carboidratos simples
e com quantidades adequadas de proteinas. Foi desenvolvida no inicio do século 20, em
decorréncia de relatos de que altos niveis de corpos cetonicos diminuiam a carga compulsiva
durante a epilepsia (DHAMIJA, ECKERT e WIRRELL (2013) ; XAVIER (2020)), sendo
gradualmente adotada como um tratamento nao farmacolégico. Geralmente, a dieta
cetogénica classica (DCC) segue a formulagao 4:1 de gordura para carbiodrato+proteina
fornecendo 90% de gorduras (lipidios), 6-8% de proteinas e 2-4% de carboidratos. Com o
proposito de melhorar a aceitacao dos pacientes, foram surgindo, com o passar dos anos,
dietas cetogénicas alternativas: a dieta cetogénica a base de triglicerideos de cadeia média?
(DC-TCM), a dicta de Atkins modificada (DAM) ¢ a dicta de baixo indice glicémico

(DBIG). A tabela abaixo compara as composi¢oes das dietas cetogénicas citadas.

Tabela 2.1 — Composicao das Dietas Cetogénicas.

Dietas Gordura % | Proteina % | Carbidrato % | Relagao Cetogénica
DCC 90 6-8 2-4 4:1

DC-TCM | 71 10 19 1,2:1

DAM 60-70 20-30 6 1:1

DBIG 60 30 10 0,6:1

Fonte: XAVIER (2020).

A DCC é tradicionalmente a mais utilizada. A DC-TCM possui resultados parecidos
com a DCC e costuma ser mais aceita pelos pacientes por permitir mais escolhas alimentares
e por¢oes maiores de frutas e hortaligas (SCHWARTZ et al. (1989); LIU et al. (2013) e
SAMPAIO (2016)). Entretanto, apresentou efeitos colaterais como: perda de peso, diarréia,
colicas abdominais, nduseas, litfase renal (pedra nos rins), odor corporal e alteragoes de
humor (MAK (1999)).

Menos restritas que as anteriores, sao as DAM e DBIG. A DAM permite o consumo
didrio de cerca de 6% de carboidratos (20-30g) aumentando progressivamente conforme
a tolerancia (KOSSOFF e DORWARD (2008) e LUAT et al. (2016)), nao hé contencao
protéica, calérica ou lipidica e geralmente possui menos efeitos colaterais que a DCC. A
DBIG fornece 60% de gorduras, 30% de proteina e 10% de carboidratos (até 60g/dia)
com baixo indice glicémico, apresenta menos efeitos colaterais e é de facil implementacao
(MEIRA (2019)).

Conforme Dhamija, Eckert e Wirrel (2013) "Apesar de tudo, os diferentes tipos de

"

dietas cetogénicas parecem ter eficacia semelhante |...|

2 Os triglicerideos de cadeia média (TCM) sdo gorduras encontradas em alimentos como 6leo

de coco e laticinios. S&o de rapida absor¢do o que os torna fonte de energia e menos dispostos
ao acimulo de gordura.
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Recentemente, um grande nimero de estudos pré-clinicos tem sido realizados com
a dieta cetogénica como tratamento adjuvante para o cancer em animais. Em humanos
ainda sao poucos, tornando dificil encontrar dados sobre os tipos de cinceres que melhor
respondem a dieta. Na maioria desses estudos esta sendo observada a reducao da massa do
tumor, o aumento da sobrevida em canceres animais de prostata, colon, gastrico e glioma
maligno (BECK e TISDALE (1989); SEYFRIED et al. (2003); FREEDLAND et al. (2008);
OTTO et al. (2008); MAVROPOULOS et al. (2009); MASKO et al. (2010); STAFFORD
et al. (2010) e MAURER et al. (2011)), como também, o atraso na formagcao de novos
tumores, e a diminui¢do da caquexia ® induzida pelo cancer (TISDALE, BRENNAN e
FEARON (1987) e BECK e TISDALE (1989)). Além disso, a dieta cetogénica levanta
evidéncias como potencial sensibilizadora das células cancerosas para as terapias, por
exemplo, potencializar os efeitos da radioterapia e da quimioterapia, reacao observada em
diferentes tipos de canceres em camundongos como, mama, bexiga, pancreatico, leucemia
mieldide aguda, glioma maligno e alguns tipos de canceres de pulmao, citados em (ALLEN
et al. (2014) e WEBER et al. (2020)). A dieta pode ainda melhorar os efeitos colaterais
dos tratamentos acima (ALLEN et al. (2014)).

Segundo Zuccoli et al. (2010) "[...] uma paciente de 65 anos tratada com a dieta
cetogénica restrita em calorias padrao mostrou uma melhora consideravel no tratamento
de um glioblastoma multiforme [...]". No entanto, como todo tratamento de cincer e
devido ao alto consumo de gorduras, estudos indicam que a dieta pode causar efeitos
colaterais principalmente nas criancgas, tais como nauseas, vomitos, letargia, hipoglicemia
(devido a baixa ingestao de glicose) e danos renais (DHAMIJA, ECKERT e WIRRELL
(2013)). J& os adultos, podem manifestar desconforto gastrointestinal, aumento dos niveis
de colesterol, deficiéncias de minerais, e assim como as criangas, danos renais, pois, ha
eliminagao de residuos nitrogenados. Entretanto, nas referéncias estudadas nao foi relatado

nenhum dano renal absoluto.

3 A caquexia relacionada ao cdncer é uma sindrome multifatorial que ocorre entre 50 a 80%

dos pacientes com cancer avancado. Caracteriza-se por perda de tecido adiposo e muscular,
associado a processo inflamatério sistémico e consequente reducdo de massa corporea. Essas
alteragoes metabodlicas levam a perda da funcionalidade e diminuicdo da qualidade de vida
(RIO, 2020).
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3 ASPECTOS MATEMATICOS

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos das teorias de Equagoes Diferenciais
Ordinarias e de Controle Otimo que serao usados ao longo trabalho. As demonstracoes

dos resultados fogem do escopo desta dissertacao, desse modo iremos refencia-las.

3.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Uma das principais ferramentas da teoria das Equagoes Diferenciais Ordinarias
que usamos em nosso trabalho sao os sistemas de equagoes diferenciais, neste contexto,
também conhecidos como modelos, geralmente, eles descrevem a dindmica de determinadas

espécies e fendomenos.
Definicao 3.1.1. Sejam U C R™ um aberto e uma funcio g : U — R . Um sistema de

EDO ¢é uma colegio de n equagoes diferenciais ordindrias da forma:

yll = gl(t7y1ay27"' ayn)a
é: g2(t>ylay2>"' 7yn)7

Y= (LY, 92, Yn).

Notacgao: Para simplificar a escrita do sistema, usaremos a notacao abaixo.

W gty), (3.1)
onde
yi(t) it yns - Un)
y(t) = yQ.(t) e g(t,y) = gQ(t’yl’.m )
Yn(t) It yr, - Yn)

Definicao 3.1.2. Seja I C R. Uma fungio y : I — R", € dita solug¢io do sistema (3.1)

d
sempre que para todo t € I, d—i = g(t,y). Além disso, dado yo € R", y(t) € solugio de um

problema de valor inicial

(Z = g(tay)7 (32)
y(to) = Yo,

no intervalo I sety € I, y(to) = yo e y(t) € a solugao do sistema (3.1).
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Definicao 3.1.3. Um sistema de equagoes diferenciais é chamado de autonomo quando
as fungoes g;, i = 1,...,n nao dependem explicitamente da varidvel t, isto é:

dy _

o = 9W), (3.3)

Observagao 3.1.4. Em nossos estudos, trabalharemos apenas com fungoes g autonomas.

A seguir, enuciaremos um importante resultado para a existéncia e unicidade de
equacoes diferenciais. Sua demonstracao encontra-se em HIRSCH, SMALE e DEVANEY
(2012).

Teorema 3.1.5. Seja g : R” — R"™ uma funcdo de classe C'. Entdo existe € > 0 tal que o

problema de valor inicial (3.2) tem uma unica solugao y(t) no intervalo [—e,¢].

Definicao 3.1.6. Um ponto § = (yy,...,y,) tal que g(y) = 0 é chamado de ponto de

equilibrio, ou critico ou estaciondrio do sistema (3.3) e corresponde a uma solugdo constante
y(t) =7 de (3.3).

Definicao 3.1.7. Seja ¥ um ponto estacionario para o problema de valor inicial (3.2).

Dizemos que i é

i. estdvel, se dado € > 0, existe 6 > 0, tal que, para todo t > 0, ||y(t) —y|| < €, sempre
que ||yo — Yl < d;

1. assintoticamente estdvel, se Yy € estavel e existe n > 0 tal que:
i [y(t) — 31| = 0
sempre que ||y — Y|l < n;

111. instdvel, se y nao ¢ estdvel.

Figura 3.1 — Ponto critico estavel, assintoticamente estavel e instavel.

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

@

e
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3.1.1 Sistemas Lineares

O modelo a ser trabalhado nesta dissertagao ¢ um sistema de equacgoes diferenciais
nao-linear, no entanto, primeiro é preciso entender a dindmica linear. Considere o sistema

tal que

9(y) = Ay, (3.4)

em que A é uma matriz constante n x n. Em Bessa (2011) vemos que as solugoes de um

sistema linear da forma

dy
— A 3.5
di Y, (3.5)
sao do tipo
y(t) = vet,

sendo A um autovalor de A e v seu autovetor associado. Recordemos que os autovalores
sao as raizes do polinémio caracteristico p(A) = det(A — AI) e os autovetores associados

sao encontrados resolvendo (A — Al)v = 0.

Exemplo 3.1.8. Considere o sistema

Yy = —2y1 — 2y,
Yy = —2y1 — 5ya.
A matriz A desse sistema é
-2 =2
A= )
-2 =5

Assim,
(—=2—=X)(=5—=A)—4=0,

€ a equacdao caracteristica do sistema. Logo, suas raizes sao

)\1:—16)\2:—6,

(2] e[

Dessa forma, a solucio geral do sistema é dada por

e 0s autovetores associados,

2

_q et + ¢y

y(t) = {

com c; e ¢y constantes arbitrdrias.
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Podemos observar que, independente das constantes ¢y e ¢z, a solugio y(t) — 0

quando t — oo.

Figura 3.2 — Solugao do exemplo (3.1.8) em relacdo ao tempo, com constantes ¢; = 2 e

Cy — 0,5

1.5

y(t}

0.5

Tm = = = =T

-
-
A"

¥,
- = =y,

- -
-

05 L

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Exemplo 3.1.9. Considere o sistema

A matriz A € dada por

com equacao caracteritica,

=
Ya =
Yz =
1
A=11
1

(1= N)(2 = A)(~1- ) =0,

e entao os autovalores sao dados por,

Y,
y1 + 2yo,
Y1 — Ys.

)\1:1,)\2:2 6)\3:—1,

e os autovetores associados por,



2 0 0
v=| -2 |,v=|1 e vg =
1 0

et 0 0 C1
y(t) = et —et e Co
set—et)y 0 et 3

com ¢, Co € c3 constantes arbitrdrias.
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Figura 3.3 — Solu¢do do exemplo (3.1.9) em relacao ao tempo, com constantes ¢; = 1,

02:—166321.

x10*

2.5 T T T T T T T

151

y(t)

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

O teorema a seguir, nos apresenta uma forma de classificar os pontos de equilibrio

de acordo com autovalores das equacoes caracteristicas. Sua demonstracao consta em

BESSA (2011).

Teorema 3.1.10. O ponto critico y do sistema linear (3.5) é:

1. assintoticamente estavel se os autovalores \;, ¢ = 1,...,n sao reais e negativos ou

tém a parte real negativa,

1. estdvel, mas nao assintoticamente estdvel se \;, 1 = 1,....,n sdo imagindrios puros;

11, instdvel se \;, 1 = 1,...,n sdo reais e pelo menos um deles € positivo ou se possuem

parte real positiva.
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Voltemos ao sistema do exemplo (3.1.8). E claro que 3 = [0,0]” é ponto critico do
sistema, ¢ sendo Ay = —1 ¢ Ay = —6 scus autovalores, vemos pelo teorema (3.1.10) que 7
é assintoticamente estdvel. Para o sistema do exemplo (3.1.9), temos y = [0,0,0]” como

ponto critico e seus autovalores sao A\ = 1, A\ =2 e A3 = —1, logo 7 é instavel.

3.1.2 Sistemas Nao-Lineares

O modelo proposto neste trabalho é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
nao-linear, e como grande parte dos problemas nao-lineares nao é possivel classificar
o ponto de equilibrio com base nas solu¢oes explicitas. Desse modo, precisaremos dos
resultados abaixo, para associar os sistemas nao-lineares com um sistema linear. No que

segue, ¢(y) é ndo-linear.

Definigao 3.1.11. Seja U um aberto de R™ e g € C'. Para yg € U, seja ¢(t,yo) a solugio

do problema de valor inicial

dy
E = g(Q)? (36)
y(to) = ¥o.

Entao, para t € 1, o conjunto de mapas ¢, definido por ¢,(yo) = ¢(t,y0) é chamado de
d
fluro da equacdo diferencial d—?z = g(y) ou de fluro definido pela equacao diferencial.

Definicao 3.1.12. Um campo de vetores Y num subconjunto U C R™ é uma aplicagdo
Y : U — R". Tal campo define uma EDO autonoma

dy _

Y (y).
i d )
o~ o dy _ . :
Definicao 3.1.13. Sejam o g(y) ey seu ponto de equilibrio. A matriz
991 Og 99
oy dya Oy
Jy)=1| ;
oy dya Oy

¢ dita matriz Jacobiana de g no ponto y. Ademais, o sistema linear de equagoes diferenciais

dz
— = J(y 3.7
= = I, (37)
é conhecido como o sistema linear associado a
dy
a 9(y) (3.8)

no ponto y.



36

Definicao 3.1.14. O sistema (3.7) de equagodes diferenciais se diz hiperbdlico, se todos os
autovalores de J(y) tém parte real nao nula. Nesse caso, y é chamado ponto de equilibrio

hiperbolico.

Observacgao 3.1.15. Um equilibrio hiperbolico é:

a. atrator, se a parte real dos autovalores é negativa;
b. retrator, se a parte real dos autovalores é positiva;

c. sela, se a parte real dos autovalores possuem sinais distintos.

Exemplo 3.1.16. Classifique os pontos de equilibrio do sistema nao-linear (3.8), em que
2 _ .2
yr—yz — 1
mw:{ L l
2y;
Solucgdo.

Fazendo g(y) = 0 encontramos os pontos de equilibrio do sistema. Sdo eles,
R I T I
e e = .
Y 0 Y2 0

J(7) = 2y1 =20 ) .

A jacobiana de g(y) é

0 2

Entao, as matrizes jacobiana aplicadas nos pontos de equilibrio sao

J(y‘1>=[§ 2] eJ(y&){f 2]

Logo, pela observacao acima, temos que o equilibrio vy, € retrator e o 1 € sela, jda que os

autovalores de J(y1) e J(ya) sdo A\ =2 = Ay e A\; = —2, Ay = 2 respectivamente.

Definicao 3.1.17. Seja U um conjunto aberto de R™ e sejam g € C* e ¢y : U — U o fluzo
da equagao (3.8) definido para todo t € R. Entao, o conjunto S C U € chamado invariante
com respeito ao fluro ¢, se ¢,(S) C S, Vt € R. Além disso, S é chamado positivamente
(ou negativamente) invariante com respeito ao fluzo ¢ se ¢(S) C S, ¥Vt < 0( out > 0).

Exemplo 3.1.18. Seja

dy
y(to) = Yo,
um problema de valor inicial tal que
g = ", ew=1]"
Yo + yi C2
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Mostraremos que o conjunto

y2
S= {y e Ry, = —31}

¢ invariante com respeito ao fluxo ¢, do problema.
Solucgao:
De fato, a solugdo desse problema de valor inicial é dada por
—t
cie
o(t, y0) = ¢ :
(t:40) coel + g(et —e )

Sendo &(t,yo) = ¢¢(yo) consequentemente, temos o fluro do problema. Seja x € S, entdo
2

x
Ty = —31. Aplicando o fluro em x € S temos
riet
Pu(z) = x?
xoel + gl(et —e %)

Portanto, S € invariante pelo fluzo ¢;.

Definicao 3.1.19. Sejam

W ytw) (39)
W _ i) (3.10)

sistemas de equagoes. Os sistemas (3.9) e (3.10) sdo ditos conjugados, se existe uma

bijecio h : R™ — R" chamada conjugagdo, tal que Vit € R ey € R™ tem -se

h(¢(t,y)) = (L, h(y)), (3.11)

em que ¢ € o fluro de (3.9) e o fluzo de (3.10). Ainda, se

e 1 é um isomorfismo linear, diz-se (3.9) e (3.10) sao linearmente conjugados;

e 1 é um difeomorfismo de classe C", diz-se (3.9) e (3.10) sao C"-diferenciavelmente

conjugados;
e 1 é um homeomorfismo, diz-se (3.9) e (3.10) sao topologicamente conjugados.

O sistema linear associado é de grande importancia e utilidade para classificar
os sistemas nao lineares, pois os dois sistemas apresentam solugoes qualitativamente
equivalentes em uma vizinhanga do ponto de equilibrio hiperbdlico. Vemos isso no

resultado abaixo, o qual sua demonstragao consta em VIDARTE (2010).
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Teorema 3.1.20 (Teorema de Hartman-Grobmann). Seja V' C R" um aberto e Y :
V. — R™ um campo de classe Ck(k < 1) e yo um ponto de equilibrio hiperbélico de Y .
Seja L a matriz Jacobiana de Y no ponto yo. Entao, Y € localmente conjugado (via um

homeomorfismo h) a L, em uma vizinhanga de yy e zero.

Exemplo 3.1.21. Considere o sistema

(3.12)

Y1 = 2y — 31y,
Yy = 3Y2 — Yl

Primeiro, devemos encontrar os pontos criticos, resolvendo

21 — 3y =0,
3ys —yoyn = 0.

Assim, encontramos p; = (0,0) e py = (6, %) Aplicando o ponto p; mna matriz jacobiana

J(pl):[2 0],

do sistema temos

0 3

logo o sistema linear associado ao sistema (3.12) ¢é

y/1: 2y17
{yé: o (3.13)

donde obtemos os autovalores \y = —2 e Ay = —=3. Como A\ e Ay sGo numeros reais
negativos, pelo Teorema (3.1.10) concluimos que py € um equilibrio linearmente assintoti-
camente estdvel. De modo andlogo, aplicando o ponto ps na matriz jacobiana encontramos

o sequinte sistema linear associado

/ — _3 ,
i v (3.14)
Y = —Y1-
Dai, seus autovalores sdo \y = —\/3 e Ao = /3. Sendo A um nimero real negativo e A,

um real positivo, pelo Teorema (3.1.10) concluimos que o ponto py é um ponto sela.
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Figura 3.4 — Solugao do exemplo (3.12) em relagao ao tempo, com condigoes iniciais y;9 = 1
e Yoo = 0,3.

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Portanto, pelo Teorema de Hartaman-Grobmann temos que os equilibrios p; e py

sio respectivamente equilibrio estdvel e ponto de sela do sistema (3.12).

3.2 TEORIA DE CONTROLE OTIMO

Para familiarizar-nos com os conceitos e terminologias basicas iniciaremos definindo
de maneira a classe de problemas a qual queremos estudar. Um dos elementos basicos para
o problema de controle 6timo é o sistema de controle, o qual para os resultados que serao
apresentados a posteriori serd descrito por um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias

da forma:

3.15
x(ty) = Xo, ( )

{x’(t)= ft,x(t), ult)),

em que x € R" é a varidavel de estado associada ao controle u € U C R™, sendo U o

conjunto dos controles admissiveis.

Outro elemento béasico é o funcional custo (ou objetivo), denotado por J e definido
por:

I = [ YL 2(t), u(t)) dt, (3.16)

to

sendo L o custo da operacao, também conhecido como lagrangeano do problema. Assim,
devemos encontrar o controle u e o estado associado = que maximize (ou minimize) o
funcional (3.16) sujeito a (3.15).
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Definicao 3.2.1. Seja I C R wm intervalo (finito ou infinito). Dizemos que f: I — R é
uma funcao continua por partes se ela € continua em cada t € I, exceto em um niumero

finito de pontos de I, e se f € igual ao seu limite a esquerda ou a direita, para cada t € I.

Definicao 3.2.2. Seja f : I — R uma funcio continua em I e diferencidvel exceto em
um numero finito de pontos de I. Se f’ é continua onde estd definida, dizemos que f é

diferencidvel por partes.

Definigao 3.2.3. Seja f : I — R. Dizemos que f é continuamente diferenciavel se f'

existe e ¢ continua em I.

Definicao 3.2.4. Seja f : [a,b] - R, se V0 < a <1 e para algum a < ti,ty < b tem-se

af(t) + (1= a)f(tz) < flaty + (1 - a)ty),

entao [ € dita concava. Se

af(t) + (1= a)f(tz) = flaty + (1 - a)ta),

entao f € dita convexa.

3.2.1 Condicoes Necessarias e Suficientes para Otimalidade

A principal técnica para encontrar solugoes de um problema de controle 6timo é
resolver um conjunto de condi¢Ges necessarias, as quais o controle 6timo e seu respectivo

estado 6timo devem satisfazer.

Teorema 3.2.5. (Condi¢ao Necessaria) Considere
¢
Tlw) = [ £t 2(0),ult)) dt
to

sujeito a
(1) = f(t, (1), u(t)),
l’(to) = Xy.

Suponha L(t,z(t),u(t)) e f(t,z(t),u(t)) fungoes continuamente diferencidveis e concavas
em z e u. Se existe o controle dtimo u* (continuo por partes) e seu correspondente estado

otimo x*, entdo u* e x* satisfazem:

gﬁ(t,x*(t),u*(t))+>\(t)§£(t,:c*(t),u*(t)) = 0, (3.17)
gﬁ(t,x*(t),u*(t))+/\(t)g‘£(t7m*(t),u*(t)) = =\N(t), (3.18)

Aty) = 0. (3.19)
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Essas condigoes podem ser generalizadas a partir do hamiltoniano H, definido por:

H(t,z,u, A) = (A2, f(t, z,u)) + L(¢, 2, u), (3.20)

em que A(t) é uma fungao diferenciavel por partes conhecida por fun¢ao adjunta. Entéo,

temos as equacoes canonicas do hamiltoniano que sao dadas por:

?;;l =2’ (equagao de estado), (3.21)

9,

;{ = —\ ( equagao adjunta), (3.22)
x

OH . _— o

e 0, em u = u*(condi¢ao de otimalidade). (3.23)
u

donde, podemos reescrever as condi¢oes de necessarias.

Observacgao 3.2.6. Para distinguir se x*, u* maximiza ou minimiza o problema, basta

analisar a concavidade de H, ou seja, se

O*H
ou?

<0, emu=u",

entdo x*, u* mazximiza o problema. Se

0?H .
— >0, emu=1u",

ou?

entao x*, u* minimiza o problema.

Exemplo 3.2.7. Encontre o controle otimo para o funcional

T = "2t + ut) dt, (3.24)
sujeito a
2'(t) =1 —u(t)? (3.25)
z(0) =

Primeiramente devemos encontrar o hamiltoniano H assim,

H(t,z,u,\) = M) (1 —u(t)?) +2(t) + u(t).

Das equacgoes canonicas de H temos,
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Como A(1) = 0 encontramos A(t) =1 —t. Da condi¢io de otimalidade de H temos,

OH :
S = L =2 t)u(t) =0=u(t) = 2A(t)

Analisando a concavidade de H com respeito ao controle u temos que u maximiza o

problema, pois
0*H
Ju? u

uma vez que N(t) > 0. Agora, calculemos o estado dtimo,

P =1 —u(t)?=1— <2;(t)>2 S () =1 (4(11_t>2> .

Sendo x(0) = 1, o par de controle étimo é dado por:

1 ) 1

x*(t):t—m+1 eu*(t):m.

Na Figura 3.5 temos exibido o comportamento da solucao do exemplo.

Figura 3.5 — Comportamento da solugao 6tima do exemplo (3.2.7). O primeiro grafico
representa o estado 6timo x* e o segundo seu controle 6timo u*.

Controle 6timo para o exemplo (3.2.7)

Estado 6timo para o exemplo (3.2.7)

5 T T 50
45
D - -
40T
35
Ar U
30 i
» -10} i "3 25] i
20 1
151
151 1
10} 1
201
5 - .
_25 i i i i D 1 i i i
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 0.8 1
t t

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Uma versao estendida das condi¢oes necessarias para a otimalidade ¢ dada pelo

Principio do Mdximo de Pontryagin. Na literatura exitem diferentes versoes para o
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principio, a versao aqui apresentada, ¢ a empregada em nossos estudos e pode ser encontrada
em LENHART ¢ WORKMAN (2007).

Teorema 3.2.8. (Principio do Mdximo de Pontryagin) Se u*(t) e x*(t) sdo as solugoes
otimas do problema (3.16)-(3.15) com L(z,u) e f(x,u) continuamente diferencidveis e

concavas em u, entao existe a fungao adjunta \(t) diferencidavel por partes tal que
H(@™ (1), u(t), Mt)) < H(x" (), u" (1), AT)),
para todo controle u em cada instante de tempo t, em que o hamiltoniano H é

H<$7u>/\) = <)‘a f(x7u)> =+ £($,u),

¥ = LT OL D)
A(ty) = 0.

Observacgao 3.2.9. A demonstracio e as outras versoes desse teorema podem ser encon-
tradas em PONTRYAGIN et al. (1986); LENHART ¢ WORKMAN (2007) e LIBERZON
(2011).

Este resultado nos garante que u* e x* se existem sao as solugoes que maximizam
H e consequentemente o funcional (3.16). No entanto, se estivermos trabalhando com um
problema de minimizagao, as fungoes £ ¢ f devem ser convexas em u. Além disso, se nao
é possivel garantir a concavidade ou a convexidade das fung¢oes £ e f, podemos aplicar o

Principio do Méximo juntamente com a observagao (3.2.6).

Exemplo 3.2.10. Considere o problema

T(u) = ; / C3a(t)? + u(t)? dt, (3.26)
sujeito a
2'(t) = z(t) + u(t), (3.27)
z(0) =1

Solugdo: Devemos encontrar u* e x* tal que J(u*) = min J(u) usando o Principio do

Mazimo de Pontryagin. Formando o hamiltoniano H,

1
H = Mz+u)+ 5(39[:2 + u?)

3 1
= §$2+§+)\$+)\u.
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A partir da condicio de otimalidade temos

OH
T
= u+ A\ emu=u"
ut = =\
Sendo
OH
N o= ——
Ox
= =3z — A\, com A(1)=0.
Como u*(t) = —A(t) podemos substitui-lo em x'(t) e formar o sistema

cuja solugdo é dada por

3o

com ¢y e co constantes arbitrarias. Como z(0) =1 e A(1) = 0, obtemos a sequinte solug¢io

-2
Co€ t,

] 016% +

otima para o problema.

3e 4 3
* t _ 2t —2t
W) =51 T3 ®
e
3e* 2t 1 o
* t — —_
G R v L v

Na Figura 3.6 temos exibido o comportamento da solu¢ao do exemplo.
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Figura 3.6 — Comportamento da solugao 6tima do exemplo (3.2.10). O primeiro grafico
representa o estado 6timo x* e o segundo seu controle 6timo u*.

Estadc-l otimo plara 0 e;-l:emplo |{|3.2.1D} 5 Gontrolsla otimo rI:-ara o elxemplolia.z.m}
0.9F . 05¢ .
08 A AL |
% 07F { *= -5t i
0.6 . ot i
0.5 g 251 .

0.4 : : : : -3 : ' : '
0 02 0.4 0.6 0.8 1 o 02 0.4 0.6 0.8 1

t t

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.
Agora, enuciaremos o teorema que fornece as condicoes suficientes para garantir a
otimalidade do problema (3.16)-(3.15).

Teorema 3.2.11. (Condicao Suficiente) Considere

sujeito a
l’/(t) = f(t7x(t)7u(t)>v
x(to) = xo.

Suponha L(t,z(t),u(t)) e f(t,x(t),u(t)) fungoes continuamente diferencidveis e concavas
em x e u. Suponha que u* seja um controle, com o estado associado x* e X uma funcao

diferencidvel por partes, de modo que, u*, x* e X satisfazem em to <t < ty:
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Lo+ M, =0, (3.28)

N = —[Lo+ M, (3.20)
A(t) =0 (3.30)

() > 0. (3.31)

Entao, para todo controle u temos:

T (") = T (u).

3.2.2 Condicoes de Estado no Tempo Final

No problema (3.16)-(3.15) temos a condigao inicial fixa, no entanto podemos
trabalhar em problemas em que o estado fixo ¢ o final, ou até mesmo com os dois estados

fixos, como os problemas abaixo:

max 7 (u) /ttf C(t,2(t), u(t)) dt, (3.32)
sujeito a
2'(t) = f(t,x(t),u(t)), (3.33)
x(to) livre,
x(ty) = g
max J(u) = /ttf Lt 2(8), ult) dt. (3.34)
sujeito a
2'(t) = f(t, x(t), u(t)), (3.35)
xXr t()) = 2o,
w(ty) =z

Para encontrar a solu¢ao de problemas na forma (3.34) — (3.35) devemos fazer algumas

alteragoes nas condicOes necessarias, para isso, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.12. Se u* e x* sao dtimos do problema (3.34) — (3.35) entao, existe uma

varidvel adjunta \(t) diferencidvel por partes e uma constante Ay igual a 0 ou 1, tal que
H(t,x" u, A) < H(t, ™, u", N), (3.36)
Yu € U, em que o hamiltoniano H é:

H = NL(t, (), u(t)) + MNE) f(t, 2(t), u(t)), (3.37)

OH(t, x*, u*)

N(t) = - ox

(3.38)
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Exemplo 3.2.13.

sujeito a

Solucgao:

Como Xy s6 pode assumir os valores 1 ou 0, primeiramente vamos supor \g = 1.

Entao,
H = u+u?)\,
OH
N=———=0
ox '
A=c,
. S o oH
para alguma constante c. Da condi¢ao de otimalidade do hamiltoniano 0 0, emu=u*
U
temos,
OH
— =14 2uA
ou +aud,
-1
() = —.
u'(t) = 5,
Dai
L
4e?’
1
t) = —t.
z(t) 4c2
No entanto, essa solugio nao satisfaz a condigio de fronteira x(1) = 0. Portanto, A\g = 0.
Agora,
H = u ),
9]
vo P,
ox
A=c,

para alguma constante c. Note que ¢ # 0, pois se ¢ = 0 a igualdade 0 = 1 + 2u*c da

condi¢do de otimalidade nao seria satisfeita. Assim,

0

= 2u'c,

" u

resultando em
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Observacgao 3.2.14. Em problemas oriundos de aplicagoes, funcionais objetivos como
0 acima nao sao escolhidos. Dessa forma, apresentaremos o problema abaizo, tomando
Ao = 1, assemelhando o teorema (3.2.12) as condigoes necessdrias de otimalidade, diferindo-

o apenas nas condicoes de fronteira.

Exemplo 3.2.15.
4
min 7 (u) :/ u(t)? + x(t) dt,

sujeito a

Solugao: Formando o hamiltoniano do problema temos,

H=u?+x+ I,
oH _

N(t)=— -1
(=-2"=-1,
At) =k —1t,
Vk constante. Da condicio de otimalidade,
OH
0=—=2u+A\
9 U+ A,
. A
ut=—=
2 )
., t—k
ut=—.
2
Entao,
o= t—k
=
.t kt
T = 37 o ~+ ¢, para alguma constante c.
Usando as condicoes de fronteira obtemos,
z(0) =0=c=0,
3
z(d)=1=k=—.
2
Logo,
2t — 3 t? — 3t
ut(t) = ex*(t) = .

4 4

Na Figura 3.7 temos exibido o comportamento da solucao do exemplo.
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Figura 3.7 — Comportamento da solugao 6tima do exemplo (3.2.15). O primeiro grafico
representa o estado 6timo x* e o segundo seu controle 6timo u*.

Estado otimo para o exemplo (3.2.15) Controle 6timo para o exemplo (3.2.15)
T T T T 1.6 T T

t

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Podemos ainda trabalhar com problemas em que o funcional objetivo depende da

condicao final ou inicial, como exibido a seguir. Seja

max J (1) = / YLt 2(t), u(t)) dt + o(x(to)), (3.39)

to

sujeito a

2'(t) = f(t,z(t),u(t)), (3.40)

que pode ser resolvido de forma similar ao problema anterior. Escolhendo as fung¢oes adjun-
tas de maneira apropriada podemos mostrar que as condigoes necessarias de otimalidade

sao as mesmas, mas alterando a condigdo de transversalidade, ou seja,
Ato) = o(x(to)). (3.41)

A seguir, vamos exemplificar alguns problemas com controle limitado e com véarias

variaveis, tanto de controle, como de estado.
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Exemplo 3.2.16. (Controle Limitado) Maximize o funcional

T = | Sox(t) — 8a(t) — u(t)2dt, (3.42)
sujeito a
2'(t) = z(t) + u(t), (3.43)
x(0) =5,
0<u(t) <2

Solugcao: O hamiltoniano do problema é dado por
H =2z — 3u —u® + A+ u

A fungdo adjunta € dada por

OH
/
e _—— = —2 —
N(t) 5 A
At) = —2+ce
sendo M\(2) = 0, temos c; = 2¢%, e entdo
A(t) = 2e*7F — 2.

Agora, devemos encontrar u*, para isso consideraremos o sinal de %. Observe que

oH
—=-3-2 A
9 3—2u+ A,
e, das limitacoes do controle u temos que
9] 5
0 > ;{:>u(t)—0:>0>—3+)\——3+2(62t—l):>t>2—ln(2>,
U
OH 2-1 9
0 < %:mb(t):2:>0<—7+>\:—7+2(e —1):>t<2—ln<2),
oH 1 1 9 5
= =—(\— <-A=-3)<2=2-In(=-)<t<2—-In(=].
0 = T sut)=5(0-3)=0< (A -3 <2 n(2>_t_ n<2>

Logo, o controle dotimo é:

2 se ()gtﬁQ—ln(%),
w(t)=17" =5 se 2-In(3) <t<2-In(3),
0 se 2—1n<%)§t§2'

Consequentemente, encontramos o estado o6timo substituindo os valores de u* na equacao

diferencial de x e usando a condi¢io inicial x(0) = 5. Portanto,
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Tet — 2 se 0§t§2—1n(%),
g'(t) =3 (7T—Fe?)el —1e> ' +3 se 2—1In (%) <t<2-1In (%) ,
7el(1 —e2) se 2 —1In (g) <t <2

Na Figura 3.8 temos exibido o comportamento da solu¢ao do exemplo

Figura 3.8 — Comportamento da solugao 6tima do exemplo (3.2.16). O primeiro grafico
representa o estado 6timo x* e o segundo seu controle 6timo limitado u*.

Estado dtimo para o exemplo (3.2.16) Controle 6timo para o exemplo (3.2.16)

45 2
a0k I 18 b
16 b
asr ]
14 b
30r i
121 b
"% 251 1 'z 1f 1
20t 1l 0.8 b
06 7
151 E
0.4 b
107 =
0.2 b
5 i i D i |
0 0.5 1 15 2 0 0.5 9 15 5
t t

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Exemplo 3.2.17. (Virias Varidveis de Estado) Encontre u* e x* € R? que minimizam o

funcional
g = Coa(t) 4+ ult) dt, (3.44)
sujeito a
T (t) = xo(2), (3.45)
z(t) = u(t),
21(0) =0,
xi(1) =1,

x2(0) = 0.
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Solucdo: Observe que v € R?, entdo a funcgdo adjunta X também deve pertencer a R?,

assim
Ho o= L+ (A, A2), (2], 25))
= To+u?+ A\mo + Aou.
Sendo
N = -5 o
N0 = —g =1

e a condigao de transversalidade A\5(1) = 0, temos as equagoes adjuntas

M (t) =k, Y k constante
Xo(t)=—(k+1)(t—1).

Da condicao de otimalidade,

0 = aﬂZQU—f—)\Q,
ou
N k41
S S ()
U 5 5 (t )

Agora, encontraremos as equacoes de estado otimo

k+1 (¢
xh, = u:>x2(t):2(2

k+1 (8 2
Ty = x2:>x1(t)——2'—<6—2> com z1(0) = 0.

Como z1(1) = 1, entao k = —7. Portanto, a solu¢ao dtima que minimiza o problema é

3 1 3
w'(t) =3 =3, 2(t) = 5° = 51", 43(t) = 3t - 51"

Na Figura 3.9 temos exibido o comportamento da solu¢ao do exemplo
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Figura 3.9 — Comportamento da solugao 6tima do exemplo (3.2.17). O primeiro grafico

Estado 6timo para o exemplo (3.2.17)

mostra o estado 6timo em que x] e z3 sao representados respectivamente
pelas linhas continua e tracejada, ja o segundo grafico tras o controle 6timo

*

u- .

Controle 6timo para o exemplo (3.2.17)

1.5 T 3 T T T T
/f
-"’
s
s
r 28T 7
/
/
’
r ,.rj 2r |
'
/
! *
» ! 3 156 b
/
/
!
05 Y 7 15 7
!
f
!
/ 05 1
/
!
/
D 1 1 1 1 D 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
Fonte: Elaborada pela autora em 2020.
Exemplo 3.2.18. (Virias Varidveis de Controle)
Mazximize o funcional
! 1 2 1 2
J(u) = /0 o(t) — <y (8)? — Sua(t)2 dt, (3.46)
sujeito a
2 (t) = uy(t) + ua(t), (3.47)
z(0) =0,

Solugao: O hamiltoniano é dado por
Lo 1,
H =T gu —§u2+)\u1+)\u2.

A equagao adjunta é dada por

OH
Nit)=——=-1
(=-S"=-1,
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e a partir da condi¢io de transversalidade A(1) = 0 temos A\(t) = 1 —t. Observe que o

primeiro controle uf é limitado, desse modo devemos encontrd-lo como no exemplo (3.2.16).

Como

M _
(9U1 N

das suas limitacoes temos que,

(751

4

OH 1 3
0 > —=wuw{l)=1=0>1-t<-=t>-
g, ) 1 4
OH 1 1
0 < —=2wl)=2=1-1t>-=t<=
gy ) 2 2
OH 1 3
0 = —=ujt) =4 =>1<4—-4t<2=-<t<-.
g, ) = =ST ==
Como uy nao € limitado temos,
OH
0= = —us + A,
aUQ 2
resultando
us(t)=A=1-—t.
Logo, os controles otimos do problema sdo:
2, se 0<t<y,
uy(t) =4 —4t, se %gtg%,
1, se 2<t<1,
e
uy(t) =1—t.

Substituindo os controles 6timos na equagdio de estado,

encontramos o estado otimo

3t— 4%,  se 0<t<g3,
¥ (t) = 5t—gt2—%, se %gts%,
20— 2+ 32 se 3<t<1

Na Figura 3.10 temos exibido o comportamento da solugao do exemplo
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Figura 3.10 — Comportamento da solucao 6tima do exemplo (3.2.18). O primeiro gréfico
representa o estado 6timo z* e o segundo seu controle 6timo, onde uj ¢é a
linha continua e uj a linha tracejada.

Estado dtimo do exemplo (3.2.18) Controle atimo do exemplo (3.2.18)

25 e
18}
2r 1 16}
14}
1.5 1 12}

* 1
= = N
S
1 g 0.8 Mg :
Ty
™
0.6 o -
T,
o
05 . 04t S .
Sy
S,
0zt S .
T
b
D i i i i D 1 i I 1
0 0z 0.4 06 08 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1
t t

Fonte: Elaborada pela autora em 2020.
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4 MODELO MATEMATICO DE CRESCIMENTO TUMORAL

Neste capitulo expomos 0 nosso modelo matematico para o crescimento tumoral.
Baseado no trabalho de DE PILLIS e RADUNSKAYA (2001),0 modelo proposto é formado
por células tumorais, imunologicas e normais e com o tratamento quimioterapico, e como
proposto por OKE, MATADI e XULU (2018) ha também a dieta cetogénica como um
tratamento adjuvante. Como foi mencionado no capitulo 2, as células tumorais sao
altamente dependentes do consumo de glicose para sobreviver e a dieta cetogénica ¢ uma

dieta de baixo consumo de carboidrato.

Iniciamos analizando a existéncia e estabilidade nos pontos de equilibrio do modelo.
Dando prosseguimento ao estudo do modelo, montamos um problema de controle 6timo,
com o objetivo de minimizar a quantidade de células tumorais, para isso consideramos os

tratamentos aqui propostos como agoes de controle para atingir o objetivo.

4.1 MODELO

Representando as populagoes de células tumorais, imunes e normais por 7'(t),
I(t) e N(t) respectivamente, analisaremos o comportamento dindmico dessas populagoes,
juntamente com a administracao do agente quimioterapico D(t), na presenca da dieta
cetogéncia. O modelo é descrito por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. A

equacao que descreve a dindmica do quimioterapico é dada por

dD
— =u(t) —vD. 4.1
= u(t) — (11)
O termo u(t) representa a dose do quimioterdpico e v o decaimento da droga na corrente
sanguinea ao longo do tempo. Assumimos que o medicamento atua nos trés tipos de

células que estamos trabalhando, sendo representada nos trés casos pela funcao

f(D) = q(1—e?),

que indica a fragdo celular morta para a quantidade de medicamento D na regiao tumoral.
O que difere a fun¢ao f(D) entre as populagoes celulares sdo os coeficientes de resposta a

droga quimioterapica ¢;, i = 1,2,3. O comportamento das células tumorais é descrito por

drT
dt
O primeiro termo é o crescimento logistico, que depende da constante d; relacionada a

=T (dy =1 T) — ayTT — ayTN — dyT — qi(1 — e P)T. (4.2)

dieta cetogénica, com r; como taxa de crescimento intrinseco e ;% a capacidade de suporte.
A interacao entre as populacoes celulares ¢ representada pelos termos —aT1 ¢ —aTN
que podem resultar na inativacao das células imunes e, na morte de células tumorais e

normais, respectivamente. O pardmetro ds ¢ a taxa de mortalidade das células tumorais
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devido a dieta, j& o termo —q;(1 — e P)T como mencionado anteriomente é a agdo do

quimioterapico nesse caso, nas células tumorais.

Nem todo tumor é detectavel pelo sistema imune, no entanto nao podemos assumir
que o tumor escape completamente sem danos causados pela presenca imune, ou seja,
quando é dectado, muitas vezes o sistema imunoldgico sozinho nao consegue combaté-lo.

A equacao a seguir descreve o seu comportamento.

L _ . pl*l
a ST

Para as células imunes, consideramos a presenca de uma quantidade constante

—a3TI — pl — qo(1 — e P)I. (4.3)

no sistema, representada pela taxa de influxo s. Assumimos que a presenca das células
tumorais estimulam a resposta imune, retratado pelo termo de crescimento positivo e

nao-linear para as células imunes

pT?1

h+1T?
em que p é a taxa maxima de recrutamento de células imunes por células tumorais e h é o
limiar de células imunes. Temos ainda a interacao entre as células imunes e tumorais com
uma taxa ag, a mortalidade natural das células imunes representada pelo termo —ul e a

morte relacionada ao quimioterdpico —ga(1 —e=P)1.
Finalmente, consideramos o comportamento das células normais caracterizado por

dN
T roN (1 — poN) — ayTN — g3(1 — e P)N. (4.4)

Semelhante as células tumorais, o crescimento das células normais é logistico, sendo ry
. . 1 . -
sua taxa de crescimento intrinseca e — sua capacidade de suporte. A competicao com as
P2
células cancerosas se da uma taxa a4 e a morte pela agao do medicamento a uma taxa gs.

Portanto, nosso modelo matematico é dado por

T
‘fﬁ — T (di - piT) — aiTT — aoTN — doT — qu(1 — e~ P)T,
dl oT21 i
E = S+m—@3TI—/J[—QQ(1—€ )I,
dN -D
o = roN (1 — poN) — ayT'N — g3(1 —e™7)N, (4.5)
dD
= wt)—+D

com condigoes iniciais,

T(0) > 0,N(0) > 0,1(0) > 0, D(0) = 0, (4.6)
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e parametros todos nao-negativos.

As células cancerosas adiam a morte celular programada, entdao o tumor cresce
mais rapido que os tecidos normais, por isso, consideramos no modelo r; > ry. Além disso,
consideramos a taxa de mortalidade das células tumorais relacionada a quimioterapia g;
maior que as taxas ¢o € ¢q3 das células imunes e normais, respectivamente. Vale ressaltar

que os agentes quimioterapicos sao criados com esse objetivo.

4.1.1 Comportamento das Solugoes do Sistema

Agora, mostraremos a existéncia e unicidade das solugdes do modelo (4.5)-(4.6)
e por se tratar de populagoes de células verificaremos que as solugoes sao nao-negativas.

Além disso, pelo contexto biologico estudaremos o sistema na regiao

Q:{(T,LN,D)eRi}.

Consideraremos a dose do quimioterapico constante, ou seja, u(t) = u = constante.

Teorema 4.1.1. Para cada condig¢do inicial (4.6) existe unica solugao do sistema (4.5)

definida no intervalo [0, 00).

Demonstragio. Devemos mostrar que o lado direito do sistema (4.5) é de classe C!. De
fato, sejam Y = (T, I, N, D) e G(Y) = (q1(Y), ..., g4(Y")), sendo

a(Y) = nT(dy—pT) =TI — ayTN — dyT — qi(1 — e P)T,
pT*1 -D

%(Y) = 5+m—a3TI—MI—QQ(1_€ ),

g3(Y) = roN (1 —poN) —ayTN — g3(1 — e P)N,

91(Y) = u—~D.

G ¢ continua e diferenciavel, pois sua matriz Jacobiana existe ¢ ¢ dada por:

991 991 991 Oq

oT oI ON oD
092 0Og2 Jg2  Ogo

_ oT oI ON oD
J(p) - 993 O9gs O9gs O9gs |’ (4'7)

8T 8 ON oD
094 Ogs Ogs Oga

8T 8 ON oD

em que
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0 _
aitg_ly =T (dl — 2p1T> — 041[ — OéQN — dg — Q1<1 — € D),
)

o1 — T

0

7891 = —OéQN,

) _

op = e T

dga  2pTIh
or  (h+12)?
092 _ pT?
ol h+T?
29, _
ON
dgs
oD
995 _
or
g5
ol
g5
ON
Dgs
oD
g
or
g4
ol
g1
ON
g4
oD
sendo cada elemento da matriz jacobiana continuo. Logo, G € C'. Pelo teorema (3.1.5),
para cada condigao inicial (4.6) existe tnica solu¢ao do modelo (4.5) definida no intervalo

[0,00).
]

Teorema 4.1.2. A regiao €2 C Ri ¢ positivamente invariante com respeito ao sistema

(4.5) e existe uma solugio nao-negativa para todo t € (0,00).

. . ) d
Demonstragao. Seja 2. C €, tal que €2, = {(T,],N, D) eRY:;T < p—i,] <3N < p% eD < %},
com A a ser determinado. Devemos mostrar que as solugdes pertencem a €).. Com efeito,
da primeira equagao de (4.5) temos,
dT

— = T (dy — piT) — o TI — TN — doT — g1 (1 — e )T



61

Assim,

T dT t D
7dt:/ Tl(dl—plT)_alj_&QN_d2_q1(]‘_e )dt’
o Tdt 0

e, consequentemente,

T(t) = T(0) [exp ( /0 "1 (dy — T () — anI(w) — asN(w) — dy — gy (1 — e~P)) dwﬂ .

Logo, T'(t) > 0, Vt > 0. Podemos ainda observar que

ar

— = T (dy — piT) — o TI — TN — doT — 1 (1 — e )T

< nT(di —mT).

Assim, prosseguindo de forma similar a anterior, temos

T(O)edlhtdl
— 1+ T(0)pehmt
dy

e—lelt + D1

T(t)

VAN

7(0)
Logo,

d
T(t) < =%, para t — .
b1

De modo analogo, mostramos que 0 < N(t) < piz,Vt > 0.
A quarta equagao de (4.5),
dD
- D= 4.8

¢ uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem com fator integrante ¢”*, de modo

que multiplicando a equacao por este e integrando, obtemos

t
D(t)e" — D(0) = u/ e’ dw,
0

donde
u u
D)= —+ |D(0)——| e
=" [ ) ,y]
::(1—6_7t>+D(0)6 >0 (4.9)
Note que,

D(t) = <1 — e_vt) + D(0)e™"

< —, para t — o0.

22|
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Agora, para a equagao das células imunes vemos que,

dl T2 _
Ch:s—k[(hirfz—agT—u—qg(l—eD)). (4.10)

Multiplicando o fator integrante

PO =exp | [ ({2050~ aaT(w) = =t = ) ) ]

pela expressao (4.10) concluimos que

dI pT? b
Portanto,
IOT2 —D(w
I(t [ p/ <h+T2 — agT(w) — pp — qo(1 — e ))> dw] (4.11)

pT?(w) 1 —Dw)
[/oxp/ <h+T2 azT(w) —pu—q(l—e )dwdf|

e entao, I(t) > 0, Vt > 0.

Sob algumas condigoes entre os parametros e os limites de T'(t), N(t) e D(t), Vt > 0,
podemos mostrar que I(t) é limitada. De fato, considerando sup 7'(t) = T, sup N(t) = N,
sup D(t) = Dy, inf T'(t) = T;, inf N(t) = N; e inf D(t) = D;, temos que

,OTz(’LU> pTSQ s
b+ T2 (w) — a3T(w) —p— D(w) < pore - himr-all-e Di
< -4,

aqui assumimos A uma constante positiva. Assim,

1() = 1(0) {exp /O - dw} v [s /0 t [ / " exp (—A) dw} d@}

t
= I(0)e " + S/ e~ 409 g
0

t
= I(0)e " + se~ A {eM}

Ay
= I(0)e~A" + % (1-e).
Portanto, )
I(t) < 4

para todo t > 0. []
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4.1.2 Equilibrio e Estabilidade

Agora, estudaremos a estabilidade do sistema (4.5) em seus pontos de equilibrio.
Com esse propoésito precisaremos impor condigdes sob os pardmetros do modelo. Para
analisar a estabilidade, usaremos o Teorema de Hartman-Grobmann, o qual estabelece
que um sistema dindmico nao-linear é localmente (topologicamente) conjugado (via um
homeomorfismo) ao sistema linearizado correspondente. Sabemos que os pontos criticos
de um sistema sao encontrados quando igualamos seu lado direito a zero. Assim, para o

sistema (4.5) temos,
dr dI  dN dD
dca s a—aw=" (4.12)
isto é,

T (dy — i T) — o TI — ayTN — doT — (1 —e )T = 0,

21 _
5+ hp+T2 —a3TI—pl — (1 —e )T = 0,
roN (1 —poN) — TN — gz(1 —e )N = 0, (4.13)

u—vyD = 0.

Manipulando algebricamente (4.13) encontramos um equilibrio livre de tumores,

um de coexisténcia e dois equilibrios morte, denotados por:

Equilibrio Morte Tipo 1
Py = (0,]1,071)1);

Equilibrio Livre de Tumores

Pl - (07I17N17D1);

Equilibrio Morte Tipo 2
P2 = (T17 I?; 07 D1)7

Equilibrio em Coexisténcia

P3 = (T17[27N27D1)'

Vemos que os pontos Py e P» nao sao biologicamente aceitéveis, pois o niimero de
células normais é zero. Como o0 nosso objetivo é minimizar o nimero de células tumorais a

partir do tratamento, seguiremos analisando os pontos P, e Pj.
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Teorema 4.1.3. O ponto Equilibrio Livre de Tumores Py do sistema (4.5) é localmente

assintoticamente estdavel se

dy—only —dy — (1 —e >
N1>T1 1 — nly 2 C]1( € 7)'
Qg

Demonstracdo. Primeiramente, observemos que esse ponto indica a cura do paciente na
presenca do tratamento sendo representado por
[1 = ° u
ptga(l—e™)
re — q3(1 — 6_%)
T2P2 7

N, =
Dl - E
v

A matriz jacobiana do modelo aplicada no ponto P; é dada por:

ridy — a1y — asNy —da — q1(1 —e_%) 0 —aia Ny 0
J(P) = —azl (1 —e7) 0 —(J2€__jf1
—asNy 0 —ropaN1  —qsze 7Ny

0 0 0 —y

Por simplificacao trabalharemos com a matriz jacobiana em P; na forma

A1 0 Ay O

As Ay 0 As

Ag 0 A7 Ag
0 0 0 A

J(P) =

Devemos encontrar a equagdo caracteristica de J(P;), para isso basta resolver |J(P;) — AI| =0,

ou seja,
A — A 0 Ay 0

As Ag— A 0 A5 | 0

Ag 0  Ar—X  Ag |

0 0 0 Ag — A
Logo,

(A1 — \)(Ag — N) [A4A7 AN — A — A2] — 0,

tal que

M =A1=rd —a1l1 —aaNy —dy — q1(1 — ‘37%);
No=Ag=—p—qgl—e ),

A3 = A7 = —rapa Ny,

Ay = Ay = —,
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sao seus autovalores. Logo, pela ndo negatividade dos parametros temos

Ao <0, A3 <0, \q <O. (4.14)

Portanto, para que P; seja um ponto de equilibrio assintoticamente estavel devemos ter

A1 < 0, ou seja,

ridy — aply —agNy —do — g1 (1 — 6_%) <0,
ridi —oqly — do — q1(1 — 67%) < QQNl,
ridy — oy —dy —qi(l—e 7)

Nl > .
Q2

O

Teorema 4.1.4. O ponto de Equilibrio em Coezisténcia Ps do sistema (4.5) € localmente
assintoticamente estdvel se

. oIl (% - &3) — a2y N3 +r1p1irapa Ty Ny + 7 (ripi Ty + rapaNa) > 0,

ii. ¢ (rirapipeTiNo — aaauN3) + arraps TiNaly (% - @3) > 0.

Demonstracdo. O ponto Ps, conhecido como FEquilibrio em Coexisténcia, representa a
sobrevivéncia das massas celulares na presenca do tratamento. As coordenadas 77 > 0,
Is > 0 e Ny > 0, desde que as populacoes de células sdo reais e nao negativas. Temos que

P5 é dado por

Tldl - 041[2 — CEQNQ — dg — ql(l — 67%)

Tl - 5
™pP1
I s(h+T¢)
2 = —u )
(h+T?)(asTh + p+ go(1 — e 7)) — pT7
N2 _ ro — Oé4T1 — Q3(1 — 6_;);
T2P2
D, =2
Y

De modo similar a analise de estabilidade do ponto P;, aplicamos o ponto P; na

matriz jacobiana do modelo (4.5), obtendo:

—ripily —anTy —aaNy —Q1€_%T1

2,0th[2 S _u
Bl S B 0 —qe il

Jpy) = |1 L Be
—ay Ny 0 —1ropaNo  —qze” 7 Ny

0 0 0 —
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Associando os coeficientes de J(P;) aos coeficientes da matriz representada por

A Ay A Ay

B = As Ag 0 A
VT A 0 Ay Ayl
0 0 0 Ay

encontramos a equagao caracteristica

(A = A) (Ao = \)(A1dg — 1A — AgAs — Agh+ A?) + AgAs(A — Ag)) = 0

e observamos que um de seus autovalores é A;; = —v e 0s outros sao as raizes de
N+ BiIA? + By + By =0, (4.15)
em que:
By = —(Ai+ A+ Ay)
S
= rip1T1 + rapaNo + 7
2
By = —(AgAs+ AgAsz — AgA; — Ag(Ag + A1)
2phT1 2 S
= o111 <(h+T12)2 - Oé3> — gy Ny + 11p17rapeTi Ny + E(TlplTl + 7’2]72N2)>

Bs = Ag(AgAs — AgA;) + AgAsAs

S 2phT}y
= —(rr Ty Ny — a0y N2) + arrops Ty Nody | ——5—= — a3 | .
12(121711721 2 200 2) 12p241 22<(h+T12)2 3
Para que Pj seja localmente assintoticamente estavel, as raizes do polindémio (4.15)
devem ser negativas. O coeficente B; é positivo, ja que todos os parametros o sdo, desse
modo usando a Regra de Sinais de Descartes' em (4.15) devemos ter By ¢ Bs positivos
para garantir a negatividade da parte real das raizes. Assim, By e B3 > 0 temos,
2phT1

By = a1l ((h—l—T2)2
1

S
- 043) - 042044]\722 + r1p1rep2Ti Ny + T(TlplTl + 79paNy) > 0
2

€
2phT1

s
B; = = TyN, — N2 ropaTy Noly | ——ne — > 0.
3 I (7”17“2]91]92 14Vo — (ia0yy 2) + ayropal1Nolo ((h+T12)2 a3>

Com tais condigoes, P3 é localmente assintoticamente estavel.

]

L Sep(x) = apx® + a1z’ + -+ + a,2P, um polindmio com coeficientes reais nio nulos cujos
expoentes satisfazem by < by < --- < b,. Entao o ntimero de raizes positivas de p(z) é menor
ou igual a quantidade de mudancas de sinais na sequéncia de coeficientes ag, a1, -+ , a,. Além
disso, a quantidade de mudangas de sinais e a quantidade de raizes positivas de p(z) é um
nimero par.
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4.2 MODELO DE CRESCIMENTO TUMORAL COM CONTROLE

Nesta se¢ao montamos um problema de controle 6timo para o modelo (4.5), pois no
cenario da modelagem matematica do cancer com seus tratamentos, vemos que ¢ relevante
a formulacao de tal problema. Considerando a droga quimioterapica e a dieta cetogéncia
como agdes de controle para minimizar a carga de células cancerosas, assumiremos que a
influéncia da dieta cetogénica no crescimento das células tumorais depende do tempo, ou
seja, di = wuy(t), assim como também a dose do quimioterapico, isto é, u = us(t).

O principal objetivo dos tratamentos anticAncer é a reducao/eliminagao do tumor
através da administragao de medicamentos, mas esse procedimento resulta em diversos
efeitos colaterais aos pacientes, ja que os quimioterapicos também matam as células sadias,
e por isso buscamos, além de minimizar a quantidade de células tumorais, otimizar a dose
dos medicamentos para reduzir os efeitos colaterias. Dessa forma, propomos o seguinte

funcional a ser minimizado
t
J(ur(t), us(t)) = /0 "OT() + Coud(1) + Cui(t)dt, (4.16)

sujeito ao sistema

ar
i T (uy(t) — piT) — T — TN — doT — q1(1 — e )T,
dl pT?1 D
= s+ LT —a3TT — pl — qp(1 — e V)1,
il rolN (1 — poN) — ayT'N — g3(1 —e™7)N, (4.17)
dD
P uz(t) — D,
satisfazendo,
T(0)=Ty>0,N(0)= Ny >0,1(0)=1y>0,D(0) =Dy > 0. (4.18)

No funcional (4.16), C;, Cs, e (5 sd@o constantes positivas usadas para manter o
equilibrio no tamanho dos termos. Além disso, trabalhamos com o quadrado das varia-
veis de controle u; e uy, pois como referido em SHARMA e SAMANTA (2013) e (2016)
refletem a gravidade dos efeitos colaterais dos tratamentos. Em SWAN (1990); KIRSCH-
NER, LENHART e SERBIN (1997); DE PILLIS et al. (2007) e (2008) e RATAJCZYK
LEDZEWICZ ¢ SCHATTLER (2018) foi estabelecido que outro beneficio do controle
quadrético, ¢ manter o tumor sob controle, seja ele grande ou pequeno. Desse modo,

devemos encontrar os controles uj e u; tal que

J(uy, u3) = min {J (w1, uz); ur, ug € U}, (4.19)
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em que
U = {u1, ug;u; é mensuravel, 0 <wu; <letel0,ty], comi=12}

é o conjunto de controles admissiveis.

Primeiramente, devemos garantir a existéncia dos controles 6timos. Para isso
abordaremos como em DE PILLIS et al. (2007); DI LIDDO (2016) e RATAJCZYK,
LEDZEWICZ e SCHATTLER (2018) que, de posse dos limites superiores das solucoes
(super-solugbes) de (4.17) mostram que o sistema ¢ limitado, dai estabelecem a existéncia
dos controles 6timos usando os resultados de FLEMING e RISHEL (2012).

Observacao 4.2.1. Conforme OKE, MATADI e XULU, (2018) as super-solugies T, I,
N, D de

dT dI pT?I

= T — = - 4.2
T T (4.20)
AN dD
dt ’VNV?E’_ —b;

sdo limitadas em um intervalo de tempo finito, e as sub-solucées iquais a zero, temos que
0 nosso sistema € limitado. Assim, o sequinte teorema baseado em FLEMING e RISHEL

(2012) garante a existéncia dos étimos uj e uj.
Teorema 4.2.2. Dado o funcional
ty
J(ur(8), us(t)) = /0 OVT(1) + Coud(t) + Cyud(1)dt,

sujeito ao sistema (4.17) e satisfazendo as condigoes iniciais (4.18). Se as sequintes

condigoes sao satisfeitas

~

. O conjunto de solugéoes do sistema (4.17) € nao vazio;
2. O conjunto dos controles admissiveis U € fechado e convexo;
3. O lado direito do sistema (4.17) € limitado;

4. O integrando do funcional (4.16) é convexo em U e existe uma constante ¢y > 0 tal
que
ClT + Cgu% + Cgug Z CQU% + Cgug — Cq.

Entao, existem os controles 6timos ui e u3 tal que

J(uj,uy) = min {J(uy, us); uy, us € U}.

Para a demonstracao do tcorema, seguiremos como em OKE, MATADI ¢ XULU,
(2018).
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Demonstragao. Para verificar a primeira condigao, usamos o resultado de LUKES (1982)
ja que o sistema (4.17) possui coceficientes limitados. Por defini¢do o conjunto U é convexo
e fechado, o que nos da a segunda condic¢ao. Para a terceira condi¢ao, tome (¢, X)) como

o lado direito do sistema, exceto os termos dependentes de u; e uq, ou seja,

—rpiT? — oy TI — TN — doT — 1 (1 — e P)T

T
pT?1 b
. ol — (1 — I
5t X) = 5+ T asTI — pul — qo(1 —e 7)1 com X — 7
roN (1 — poN) — ayTN — q3(1 — e P)N N
—~D D
e
UlTlT
_ 0
u =
0
U2
Assim,
g(t, X, u) =0(t,X) + .
Usando as limitagoes das solugoes (4.2.1), temos
w0 0 0 T uyr T’
0 p 0 O 1 S -
t, X, u)| < + < C(|X|+|ul), (4.21
O [ NI . (11 + fal) . (@21
0 0 0 —v D Us

em que C depende dos coeficientes do sistema. Agora, para a quarta condi¢ao precisamos

mostrar que

F(1 =c)uy + cvr, (1 = c)ug + cvg) < (1 —¢) f(ug, uz) + cf (v1, v2),
com f(ug,ug) = C1T + Cou? + Csu3, ui, v1 € ug, vy elementos distintos de U, 0 < ¢ < 1.
Logo,

J((L = cJur + cvr, (1 = cJuz + cvg) = [(1 =€) f (ur, uz) + cf (v1, v2)]

= CiT + Co((1 — c)uy + cv1)? + C3((1 = c)ug + cvg)?

- (1—c¢) (C1T + Cou? + Czu3) — ¢ (CLT + Cov? + C303)

— 20— (1-d) — 1) + 31— ) (- ) — 1)

+ 020y (c — 1) +v3C5¢(c — 1) + 2(1 — ¢)c (Cauqvy + Cauguy)

= (A —¢)[ulCy — 2Cou vy + v3Cy + u3C3 — 2C3u5v9 + v3Cs]

= (? —¢) [Co(uy — v1)? + Cs(ug — v9)?].

Como c € [0, 1], temos que (¢ —¢) <0, (u; —v1)? ¢ (ug — v2)?* sao positivos ¢, entao,

(* —¢) [Cg(ul —v1)* + Cy(ug — /UQ)Q] <0,
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implicando f(uy,us) = C1T 4+ Coui + Csu3 convexa em U. Finalmente,
C1T + Cyul + Caui > Cou? + Caui > Cou? + Csul — ¢

assim, Cou? + C3ui — ¢y é um limite inferior de J(uy, uy). Portanto, existem os controles

6timos uj e us tal que

J(uy,uy) = min{J(uy,ug); uq, ug € U}.

4.2.1 Caracterizacao do Controle Otimo

Depois de garantirmos a existéncia dos controles u} e u3, queremos explicita-los.
Para isso, usaremos o Principio do Méaximo de Pontryagin (3.2.8), desse modo, precisaremos
do hamiltoniano H do modelo, o qual é dado por

dI' dI dN dD

H= <()\1, A2, Az, As), <dt, T dt) > + (CLT(t) + Coud(t) + Csua(t)),  (4.22)

em que A : [0,t7] — R* s@o as funcoes adjuntas e 7', I, N, D as variaveis de estado. Assim,

H = )\1 {TlT (Ul(t) - p1T> - OélTI - CYQTN — dQT — ql(l — G_D)T}
T2
+ Ao [5+If_|_712—oz3TI—uI—q2(1—eD)I}
+ A3 {TQN (1 —poN) — ayTN — g3(1 — e_D)N}

+ A [UQ(t) - ’YD] + T + Cgu% + C’gug.

Logo, devemos minimizar #H ¢ por conseguinte o funcional (4.16). Com essc propoésito,

temos o seguinte resultado que caracateriza os controles 6timos uj e u3.

Teorema 4.2.3. Existem os controles otimos u; e uj e as solugoes T, I*, N*, D*
correspondentes que minimizam o funcional (4.16) sobre U. Além disso o controle étimo
explicito é ligado a existéncia das fungoes adjuntas continuas \(t), i = 1,2,3,4 que

satisfazem o sequinte sistema:

d\
ditl = )\1 {7“1 (2p1T — ul) + Oélf + CYQN -+ dg + QI<1 — e*D)}
2pT1Th

+ )\2 lQSI - (hﬁ-j_,2>2:| + )\30[4N - Cl;
d\ T2
ditQ = N1l + N\ {agT—i-,u—i-qz(l—eD)— hlji—TQ} ,
dAs D
ﬁ = )\10[2T + )\3 [Oé4T + Q3(1 — € ) — 7’2(1 — ZPQN)} s (423)
Ay

e MNqre PT + Nogoe PT + Nygze PN + Ay,
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satisfazendo as condicoes de transversalidade

Ai(ty) = Aa(ty) = As(ty) = Ma(ty) = 0.

Além disso, os controles otimos sao dados por:

\ . Air |
u*(t) = min {max{o,—21021T} : 1} (4.24)

uj(t) = min {max{o,—;cfg}J} (4.25)

Demonstracao. De fato, sejam uj e u3 os controles 6timos e T, I*, N*, D* solugoes dtimas
do problema (4.16)-(4.17). Pelo Principio do Méximo de Pontryagin existem as variaveis

adjuntas \;(t), i = 1,2, 3,4 que satisfazem as equagoes

A\ OH dX; OH d)s OH d\y oOH

G TeT At T ol d T aN' d oD (4.26)
ou seja,
Cg‘tl — _g’;[ =\ [7"1 21T — ) +oql + asN +dy + i (1 — efD)}
+ X lagl - (hZiTY{S)J + AsauN — (Y,
djj - _?;‘ = Mgl + X la3T+ p+ gl —e ) - h’f’;} ,
dd)f = —g;[] = MoaoT + )3 [a4T +q3(1 —e™P) —ry(1 — 2p2N)} : (4.27)
dd):l B _gg = ige PT + dogoe T + Aggze” "N + Ay,

satisfazendo as condi¢oes de transversalidade
Mi(ty) = Aaty) = As(ty) = Aalty) =0,

em que H é o hamiltoniano do problema. Da condicao de otimalidade do hamiltoniano

temos
0
77_[ =0= \irT +2Cu; = 0,
8u1
ATt
=T
o
¢ oM
—_— :O:>>\4+2C'3u2:0,
c’)u2

M
20s

*_
u2_
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o )\1 T1 . >\4
2C5 2C3

Vejamos agora que uj e uj de fato minimizam H, ja que

. sao os candidatos a controles 6timos.

Assim, vemos que uj = T eu;=

827‘[ 202 0 * K
= , no ponto (uj,u3).

ou? 0 2C

o2 7z . . . . . .
?91?2[ é positiva definida, consequentemente u] e uj minimizam

Como Cs, C3 > 0, temos que
o hamiltoniano H e por conseguinte o funcional J(uf,u}). Lembremos que uf e u} devem

pertencer a U, entao

0, sc ——A;CT;TSO
* PSS! . A
u; = TCQT’ se 0 < —202T§1
1, se — ST > 1
e
0, se —ﬁgo
*_ ) A _ M
Uy = 505 se 0 < 203§1
1, se —2’\—4321

Logo, concluimos (4.24) e (4.25). O
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5 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo discutiremos as solu¢oes numéricas dos resultados obtidos no capitulo
anterior, uma vez que essas simulagoes sao de grande importancia do ponto de vista pratico.
Para a solugao do modelo (4.5), empregamos o método numérico Runge-Kutta de 4* ordem
e simulamos os pontos Equilibrio Livre de Tumores e Equilibrio em Coexisténcia, com
os parametros presentes nas Tabelas 5.1 e 5.2, os quais foram baseados nos trabalhos de
DE PILLIS e RADUNSKAYA (2001); MARTIN, CRUZ-PACHECO e MANCERA (2015);
SHARMA e SAMANTA (2016) e OKE, MATADI e XULU, (2018). J& a solu¢ao com o
controle 6timo é obtida através da solucao do sistema 6timo que é composto pelo sistema

das equagoes de estado (4.17) e o sistema (4.23) das varidveis adjuntas, ou seja,

dT
- = mnT (v} —pT) — a T1 — auTN — doT — g1 (1 — e P)T,
dl pT?1 _D
= 3+h+T2—a3TI—,uI—q2(1—e ),
dN D
i roN (1 —poN) — asTN —g3(1 —e )N,
dD .
i vD, (5.1)
dA .
== A @nT —u) +al +aoN +dy (1 - e )]
2pTTh
+ A [043[ - (hﬁ—TQ)Q] + Azay N — O,
A T
ditQ = )\1a1T+)\2 [a3T+M+C]Z(1 —efD) — hﬁ— T2:| 5
Cl)\g -D
i Ao + A3 {014T+CI3(1—€ ) —7“2(1—2172]\[)] :
dA
d—; = Mqie T + dagoe PT + Asgze PN + My,
satisfazendo,

T(0) = Ty, N(0) = No, I(0) = Iy, D(0) =0,
Ai(ty) = 0, parai=1,2,3,4.

O sistema acima é denominado problema de wvalor de fronteira de dois pontos
com condicoes de fronteira separadas nos tempos t = 0 et = ty. Para encontrar sua
solucao usamos o método iterativo de varredura para frente e para tras conhecido como
Forward-Backward Sweep Method (LENHART e WORKMAN (2007)), o qual de posse das
condigoes iniciais para as varidveis de estado consiste em resolver scu sistema avangando

no tempo e depois a partir das condigoes de transversalidade (condigoes finais) do sistema
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das varidaveis adjuntas resolve-o regredindo no tempo. As constantes C7, Cy, C3 assumem
os valores 20, 15 e 50 respectivamente, os parametros estao na Tabela 5.1, e tomamos o

tempo final das simulagoes ty = 100.

Tabela 5.1 — Parametros usados na construcao dos graficos das Figuras 5.1 e 5.3.

Parametro Simbolo ~ Valor Unid.
Taxa de crescimento per capita das células tumorais I 0,0431 dia™"
Taxa de crescimento per capita das células normais T 0,00245 dia™
Capacidade de suporte das células tumorais n 1,02x 107 célula
Capacidade de suporte das células normais P 107" célula
Taxa de competicao entre as células tumorais e imunes o 6,41 x 107 célula/dia
Taxa de competicao entre as células tumorais e normais g 9x 1078 célula/dia
Taxa de competicao entre as células imunes e tumorais as 342x 107 cblula/dia
Taxa de competicao entre as células normais e tumorais 9x 1071 ctlula/dia
Resposta da droga quimioterapica nas células tumorais ¢ 0,008 dia™
Resposta da droga quimioterapica nas células imunes ¢ 2x107° dia™
Resposta da droga quimioterapica nas células normais 0 2x107° dia™
Taxa inicial de células imunes $ 108 clula/dia
Resposta imune as células tumorais p 0,125 dia™
Limiar das células imunes h 2,02 x 107 célula
Taxa de mortalidade natural das células imunes i 0,204 dia™
Taxa de decaimento da droga quimioterdpica ¥ 4,16 dia™"
Taxa constante da dieta cetogénica d; 0,4 dia™!
Taxa de mortalidade pela dieta cetogcnica dy 0,0336 dia™!

Fonte — Elaborada pela autora em 2020 com base nos trabalhos de DE PILLIS e RADUNSKAYA,
2001; MARTIN, CRUZ-PACHECO e MANCERA, 2015; SHARMA e SAMANTA, 2016
e OKE, MATADI e XULU, 2018.

Considerando o caso do equilibrio livre de tumores, com os parametros da Tabela
5.1 e as condicoes iniciais Ty = 108, Iy = 107, Ny = 10°, Dy = 0, trazemos a dindmica do
modelo na Figura 5.1. A figura mostra as populacoes celulares estudadas, onde a populacao
de células cancerosas esta decaindo a zero, com isso, vemos que o sistema se aproxima do
equilibrio livre de tumores, com o ponto P, = (0, 1,05 x 10%, 1,0567 x 10, 1,7308 x 10?).
Podemos ainda observar o aumento da populacao de células imunes, indicando a importante
atuacao do sistema imunolégico neste cenario. Além disso, apesar queda inicial na
quantidade de células normais, tanto pela acao do tumor como do tratamento, o qual age
sobre todas as populagoes celulares, vemos que enquanto o niimero de células tumorais

esta indo a zero, o das células normais tendem a sua capacidade de suporte.

Analisando a condic¢ao de estabilidade do ponto conforme o Teorema 4.1.3, temos

que

di—onl —do—qi(l—e >
10567 x 1010 = N > Tl = dmall—em) g6 qou
%)
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concluindo que P; ¢ localmente assintoticamente estavel. Biologicamente, temos a cura do

paciente na presenca dos tratamentos.

Figura 5.1 — Simulagao numérica do modelo (4.5) com o tratamento quimioterapico e a
dieta cetogénica em torno do ponto de equilibrio livre de tumores.
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Fonte: Elaborada pela autora em 2020.
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Tabela 5.2 — Parametros usados na construcao do grafico da Figura 5.2.

Pardmetro Simbolo  Valor Unid.
Taxa de crescimento per capita das células tumorais I 0,431 dia™"
Taxa de crescimento per capita das células normais T 0,0245 dia™!
Capacidade de suporte das células tumorais n 1,02x10™  célula
Capacidade de suporte das células normais Do 1071 célula
Taxa de competicio entre as células tumorais e imunes oy 6,41 x 107 célula/dia
Taxa de competicdo entre as células tumorais e normais s 9x 107" célula/dia
Taxa de competicao entre as células imunes e tumorais a3 342x 107 cblula/dia
Taxa de competicao entre as células normais e tumorais 9x 107 ctlula/dia
Resposta da droga quimioterapica nas células tumorais ¢ 0,008 dia™
Resposta da droga quimioterapica nas células imunes P 2x 107 dia™
Resposta da droga quimioterapica nas células normais 03 2% 107 dia™
Taxa inicial de células imunes s 10° célula/dia
Resposta imune as células tumorais p 0,0125 dia™
Limiar das células imunes h 2,02 x 107 célula
Taxa de mortalidade natural das células imunes i 0,204 dia™*
Taxa de decaimento da droga quimioterapica ol 5 dia™
Taxa constante da dieta cetogénica d 0,6 dia™
Taxa de mortalidade pela dieta cetogénica dy 0,02 dia™!

Fonte — Elaborada pela autora em 2020 com base nos trabalhos de DE PILLIS e RADUNSKAYA,
2001; MARTIN, CRUZ-PACHECO ¢ MANCERA, 2015; SHARMA ¢ SAMANTA, 2016
e OKE, MATADI e XULU, 2018.

Para o equilibrio em coexisténcia, com os graficos das solugdes apresentados
na Figura 5.2 usamos os parametros da Tabela 5.2 e as seguintes condig¢bes iniciais
Ty = 108, Iy = 10°, Ny = 10, Dy = 0. Estas figuras mostram as populacoes de células
tumorais, imunes e normais coexistindo na presenc¢a do tratamento com o ponto de
equilibrio dado por Py = (5,562 x 108, 105, 2,854 x 108, 1,44 x 10%). Vimos no Teorema

(4.1.4) que uma das condigoes para o ponto Pj ser assintoticamente estével é

2phT
p)2—043> >07

S
F (TszplpzTN — 042044N2) + O(ﬂ“gpzTN] ((/’L T T2

e com os parametros da Tabela 5.2 temos,
—4.8881 x 107° < 0.

Logo, o ponto de coexisténcia Pj ¢é instavel.
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Figura 5.2 — Simulagao numérica do modelo (4.5) com o tratamento quimioterapico e a
dieta cetogénica em torno do ponto de equilibrio em coexisténcia.
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Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Ainda na Figura 5.2, podemos observar que o tumor cresce tendendo a sua capaci-
dade de suporte, enquanto as células imunes e normais estao decrescendo como esperado
neste cenario. Biologicamente, o sistema imunolégico do paciente esta comegando a falhar,
desse modo se a populacao de células cancerosas nao comegar a decrescer, a populacao de

células imunes nao suportara.

Na Figura 5.3 temos os graficos da solugao 6tima do modelo (4.5), os quais foram
obtidos a partir dos resultados do sistema (5.1) com as condicdes iniciais Ty = 10%, Iy = 107,
Ny =10, Dy = 0 e os parametros da Tabela 5.1.

De modo similar a Figura 5.1, na Figura 5.3 o nimero de células cancerosas
decrescem a zero e como esperado em um intervalo de tempo menor se comparado com
os resultados apresentados na Figura 5.1. Observamos também uma maior variacao das
células do sistema imunologico neste cenario. Ja as células normais, apesar de apresentarem

um decaimento no inicio voltam a crescer.
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Figura 5.3 — Simulagdo numérica do modelo (5.1). Solugdo 6tima para o problema (4.16)
sujeito a (4.17).
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Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Na Figura 5.4, apresentamos os fraficos das populagoes de células estudadas sem
efeito de nenhum tratamento, foram usados os parametros da Tabela 5.3 e as condigoes
iniciais da simulagao anterior. Podemos observar que durante o periodo simulado (cem
dias), a populagao de células tumorais continuam a crescer e tanto as células imunes como
as normais estao decrescendo. A partir dos graficos, e considerando as condigoes e os
parametros das simulagoes, entendemos que se o paciente nao iniciar um tratamento o

quanto antes, dificilmente ele sobrevivera em decorréncia ao tamanho do tumor.
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Tabela 5.3 — Parametros usados na construcao do grafico da Figura 5.4.

Parametro Simbolo  Valor Unid.
Taxa de crescimento per capita das células tumorais T 0,0431 dia™
Taxa de crescimento per capita das células normais T3 0,00245 dia™!
Capacidade de suporte das células tumorais P 1,02x 1072 célula
Capacidade de suporte das células normais D2 10712 célula
Taxa de competicao entre as células tumorais e imunes o 6,41 x 10711 célula/dia
Taxa de competicao entre as células tumorais ¢ normais Qy 9x 1071 cblula/dia
Taxa de competicao entre as células imunes e tumorais o3 342x 107 célula/dia
Taxa de competicao entre as células normais e tumorais oy 9x 1071 cblula/dia
Taxa inicial de células imunes 5 108 célula/dia
Resposta imune as células tumorais P 0,125 dia™!
Limiar das células imunes h 2,02 x 107 célula
Taxa de mortalidade natural das células imunes I 0,204 dia ™!

Fonte — Elaborada pela autora em 2020 com base nos trabalhos de DE PILLIS e RADUNSKAYA,

2001; MARTIN, CRUZ-PACHECO e MANCERA, 2015; SHARMA e SAMANTA, 2016
e OKE, MATADI e XULU, 2018.

Figura 5.4 — Simula¢do numérica do modelo (4.5) sem tratamentos.
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Fonte: Elaborada pela autora em 2020.

Por fim, para melhor observarmos os resultados deste trabalho apresentamos a
Figura 5.5, onde juntamos os graficos 5.1, 5.3 e 5.4, comparando as solugoes sem o controle
6timo (linha tracejada), com o controle 6timo (linha continua) e sem o tratamento (linha
pontilhada). Como mencionado previamente, o nimero de células tumorais vai a zero mais
rapido quando acrescentamos o controle 6timo ao modelo, diferentemente de um cenério

sem tratamento onde, no intervalo de tempo estudado, temos apenas crescimento.

100
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A partir dos graficos apresentados, temos com o acréssimo dos controles 6tmios,

além do rapido deacaimento no nimero de células tumorais, um aumento significativo

no nimero de células imunolégicas e normais, em comparagao com os outros cenarios.

Consequentemente, acrescentar o controle 6timo ao tratamento faz com que o nimero de

células cancerosas decresca rapidamente, e isto pode ser interpretado em termos clinicos

como uma 'cura'.

Figura 5.5 — Comparacao entre as simulagdes numéricas dos modelos (4.5) (linha tra-
cejada), (5.1) (linha continua) com o tratamento quimioterdpico e a dieta

cetogénica, ¢ sem tratamento (linha pontilhada).
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, propusemos um modelo matemaéatico para estudar o comporta-
mento das populagoes de células tumorais, imunes e normais na presenca do tratamento

quimioterapico e da dieta cetogénica.

Foi realizada a analise do comportamento das solu¢des do modelo e da estabalidade
em torno dos pontos de equlibrio Livre de Tumor e Coexisténcia, obtendo condigoes sob
os parametros do modelo para determinar a estabilidade local assintotica dos pontos de

equilibrio.

Em fungao de atingir o principal objetivo do trabalho, ou seja, otimizar o tratamento,
de forma a minimizar ou eliminar o nimero de células tumorais ¢ os efcitos colaterais
provenientes do tratamento, montamos o problema de controle 6timo associado ao modelo,
dado em (4.16)-(4.18). Consideramos a dieta cetogénica e a administragdo da droga
quimioterapica como os controles a serem usados para mitigar a dissipagao das células
cancerosas. A este respeito, as fungoes de controle uy(t) e uy(t) foram idealizadas de modo

a minimizar o funcional objetivo (4.16).

A fim de apresentar a dindmica das células tumorais, imunes e normais na presenca
do tratamento trouxemos a verificacdo numérica dos resultados obtidos no decorrer do
trabalho. Para as condigOes iniciais e diferentes conjuntos de parametros citados no
texto, exibimos o grafico com a variacao das populacoes celulares estudadas em torno dos
pontos de equilibrio. Representamos graficamente a solu¢do do modelo com o controle
otimo e, pudemos observar que com os parametros e condigoes iniciais utilizados, no
intervalo de tempo simulado a carga tumoral decai a zero mais rapido, como esperado e
as populagoes de células imunes e normais mostraram um aumento significativo em seus

numéros celulares, em comparacao com os outros resultados simulados.

Ainda, com o interesse em comparar os resultados, apresentamos o grafico das
populagoes celulares estudadas, sem o efeito de nenhum tratamento e observamos que
com as condicOes iniciais e os pardmetros utilizados no periodo de tempo analisado, se o
paciente nao iniciar um tratamento o quanto antes, ele provavelmente nao sobrevivera em

decorréncia do ntumero elevado de células cancerosas.

O modelo proposto foi fundamentado nas interacoes e efeitos entre as populagoes de
células tumorais, imunes e normais, com a dieta cetogénica e o tratamento quimioterapico
no paciente. Consideramos também o modelo 6timo, onde atribuimos varidveis de controle
aos termos relacionados a dieta cetogénica e a quimioterapia. Com as simulacoes numeéricas,

vimos a necessidade de aplicar o controle 6timo ao modelo.

Sabemos que um modelo mateméatico é uma interpretacao simplificada da realidade,
como todo modelo matematico, este também o é, desse modo devemos utilizé-lo com

ponderacao tanto pelas atribuigoes e suposicoes feitas ao modelo, como também, pela
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dificuldade em encontrar valores para os parametros, ja que eles dependem de diversos

fatores.

Cada vez mais, vemos a evolugao das pesquisas sobre os variados tipos de canceres
e seus tratamentos, assim como também, os modelos mateméaticos em cancer. Na tentativa
de melhor aproximar o nosso modelo da realidade e da atualidade, cogitamos em uma
proposta de trabalhos futuros buscar os tipos de cinceres mais adequados ao modelo.
Além disso, repetir as simulagoes considerando o tratamento quimioterapico administrado

em ciclos, sua forma mais comum de administracao.
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