UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUuiz DE Fora — UFJF
INsTITUTO DE CIENCIAS ExaTAas — ICE

DEPARTAMENTO DE Fisica — DF

ey

UNIVERSIDADE
FEDERAL DE
JUIZ DE FORA |

Tese de doutoramento

Teorias de campo efetivas

no espac¢o tempo curvo

Tiago Garcia Ribeiro

3 DE AGOSTO DE 2021

Juiz DE FORA-MG, BRASIL



UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUuiz DE Fora — UFJF
INsTITUTO DE CIENCIAS ExaTAas — ICE

DEPARTAMENTO DE Fisica — DF

Tese de doutoramento

Teorias de campo efetivas

no espaco tempo curvo

Autor: Tiago Garcia Ribeiro

Orientador: Ilya Lvovich Shapiro

Tese de doutoramento submetida ao Programa de Pds-
Graduacao em Fisica da Universidade Federal de Juiz
de Fora—UFJF como parte dos requisitos necessdrios

para a obtengao do grau de Doutor em Fisica.

3 DE AGOSTO DE 2021

Juiz bDE FORA-MG, BRASIL



Ficha catalogréafica elaborada através do programa de geracao
automatica da Biblioteca Universitaria da UFJF,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Ribeiro, Tiago Garcia.

Teorias de campo efetivas no espaco tempo curvo /Tiago Garcia
Ribeiro. -- 2021.

90f.

Orientador: Prof Dr Illya Lvovich Shapiro
Tese (doutorado) - Universidade Federal de Juiz de Fora, Instituto
de Ciéncias Exatas. Programa de Pos-Graduacao em Fisica, 2021.

1. Teorias efetivas. 2. fatores de forma. 3. gravitacao
semiclassica. 4. grupo de renormalizacdo. 5. desacoplamento. I.
Shapiro, Prof Dr llya Lvovich, orient IlI. Titulo.




Tiago Garcia Ribeiro

"Teorias de campo efetivas no espaco tempo curvo''.

Tese apresentada ao Programa de Pos-
graduacdo em Fisica, da Universidade
Federal de Juiz de Fora como requisito
parcial a obten¢@o do grau de Doutor em
Fisica. Area de Concentracio: Fisica.

Aprovada em 03 de agosto de 2021.

BANCA EXAMINADORA

A

Prof. Dr. Ilya Lvovich Shapiro - Orientador
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Gastao Inacio Krein
Instituto de Fisica Teorica - Universidade Estadual Paulista

Prof. Dr. Tibério de Paula Netto
SUSTech - China

Prof. Dr. Gil de Oliveira Neto
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Everton Murilo Carvalho de Abreu
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro




Dedicatéria

ii

Dedicado a minha familia:
meus pais, Joao e Nilda,

e meu irmao, Filipe.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente ao meu orientador, Prof. Dr. Ilya Lvovich Shapiro, por todos
os ensinamentos, experiéncias e ideias compartilhadas. Em especial, gostaria de agradecer
ao Ilya pela paciéncia que teve comigo nos periodos finais do meu doutorado, nos quais
tive que conciliar a pesquisa e o trabalho.

Agradeco aos meus pais, Joao e Nilda, e ao meu irmao Filipe por todo o incentivo que
me deram para prosseguir nos estudos. Meus pais souberam cativar em mim a importancia
dos estudos e a valorizar o privilégio de poder frequentar as instituicoes de ensino que
frequentei.

Agradeco a minha esposa Clarice que me acompanhou durante grande parte do dou-
torado. Agradeco pela paciéncia, o amor, o carinho, a fé que sempre teve em mim nos
momentos que eu mesmo pretendia fraquejar. Concluir esse doutorado seria quase im-
possivel sem vocé ao meu lado.

Agradeco de forma geral a todos os meus familiares e, em especial, a minha prima
Elisa. Muito mais do que uma inspiracao para mim, ela foi a pessoa que me falou pela
primeira vez sobre vestibular, universidade, instituto federal, bolsa de pesquisa e muito
mais. Isso para um adolescente na zona rural sem acesso a internet e a livros, é muito
mais que valioso. E transformador.

Agradeco aos membros da minha banca Prof. Dr. Gastao Inacio Krein, Prof. Dr.
Tibério de Paula Netto, Prof. Dr. Gil de Oliveira Neto, Prof. Dr. Everton Murilo

Carvalho de Abreu pelas contribuicoes feitas ao meu trabalho. E também ao Prof. Dr.

iii



v

Antonio Duarte Pereira Junior, que mesmo como suplente fez questao de contribuir com
o meu trabalho.

Agradeco ao Prof. Dr. Omar Zanusso, pela colaboracao com meu trabalho durante o
doutorado.

Agradeco a todos os professores do Programa de Pés-Graduacao em Fisica pelos ensi-
namentos, aulas e discussoes.

Agradeco a todos os funcionarios da UFJF, que dia apds dia trabalham para man-
ter essa grande instituicao em funcionamento. Em especial, agradeco ao Sr. Domingos,
secretario do Programa de Poés-Graduacao em Fisica, pela sua eficiéncia, atencao e boa
vontade em atender os alunos.

Agradeco a todos os colegas e companheiros de caminhada, que sempre estiveram
comigo nos momentos bons e ruins. Em especial, ao Mateus, a Laysa, ao Juan e ao
Eduardo.

Agradeco também a todos os amigos que fiz durante o mestrado na UNIFEI e que sem-
pre me acompanharam durante o doutorado compartilhando experiéncias e informagoes.

Agradeco ao meu orientador de mestrado, Prof. Dr. Edisom de Souza Moreira Junior.
O Edisom é um pai académico para mim. Ele me acolheu quando o procurei no inicio
do mestrado em Itajuba. Reconheceu minhas dificuldades, mas acreditou em mim e me
incentivou a progredir cada vez mais.

Agradeco também a todos os meus companheiros de trabalho da Fundacao CAEd-
UFJF. Em especial, ao meus amigos da equipe de Ciéncias da Natureza: Alex, Cecilia,
Dayana, Juliana, Mariana, Priscila e Vinicius. Vocés tiveram um papel fundamental na
minha caminhada.

E por dltimo, mas nao menos importante, agradeco a todas as agéncias de fomento a
pesquisa, CAPES, FAPEMIG, CNPQ e outras mais, por todo o incentivo estudantil que
recebi. E triste perceber que cada dia mais as agéncias de fomento, as universidades e a
educacao de modo geral sao tratadas apenas como despesas. E que a cada dia o direito a
educacao volta a ser um privilégio de poucos. O Brasil precisa perceber que sé serd um
pais de igualdades quando a educacao for levada a sério. A educacao é a tnica revolucao
verdadeira! Viva a educacao! Viva a universidade publica! Viva a pesquisa!l Viva a

ciéncial



This is one of the great social functions of science - to free people from superstition.

Steven Weinberg



Resumo

Nesta tese aplicamos a abordagem efetiva a fim de derivar as contribuicoes quanticas
para a gravitagao induzidas pela quantizagao dos campos de matéria. Apresentamos um
estudo dos fatores de forma em um modelo simplificado de gravitacao em 2D para os cam-
pos escalar, espinorial e vetorial massivo por meio da solugao da heat kernel apresentada
por Codello & Zanusso. Nesse estudo, a simplicidade do modelo nos permite explorar com
clareza o regime ultravioleta (UV) dos resultados, que nos levam & usual agao de Polyakov
no caso conforme, ao mesmo tempo em que generalizamos a forma dessa agao para o caso
de um campo escalar ndo minimo. O limite infravermelho (IR) também é explorado, o que
nos leva ao teorema do desacoplamento tanto a partir dos fatores de forma, assim como
pelas funcoes beta. Por fim, estudamos em detalhes a construcao de uma teoria efetiva de
baixas energias para um modelo de campos escalares leves acoplados a um campo escalar
de massa muito maior. Nosso principal interesse é mostrar que mesmo no espago tempo
curvo o campo pesado desacopla no IR, e os resultados para os diagramas com linhas in-
ternas mistas podem ser descritos por uma teoria efetiva que leva em consideracao apenas

0s campos leves.

Palavras chaves: Teorias efetivas, fatores de forma, gravitacao semiclédssica, grupo de

renormalizacao, desacoplamento.
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Abstract

In this thesis we apply the effective approach in order to derive the quantum contri-
butions to gravitation induced by the quantization of the fields of matter. We present a
study of the form factors in a simplified gravity model in 2D for the scalar, spinor and
massive vector fields using the heat kernel solution presented by Codello & Zanusso. In
this study, the simplicity of the model allows us to clearly explore the ultraviolet (UV)
regime of the results that lead us to the usual action of Polyakov in the conformal case,
while generalizing the form of this action in the case of a non-minimal scalar field. The
infrared (IR) limit is also explored, which leads us to the decoupling theorem both from
form factors and beta functions. Finally, we explored in detail the construction of an
effective theory of low energies for a model of light scalar fields coupled to a scalar field
of much larger mass. Our main interest is to show that even in the curved space-time the
heavy field decouples in the IR, and the results for the diagrams with mixed internal lines

can be described by an effective theory that takes into account only the light fields.

Keywords : Effective theories, form factors, semi-classical gravitation, renormalization

group, decoupling.
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CAPITULO 1

Introducao

Na fisica a ideia de uma teoria efetiva esta relacionada a uma descricao dos fenomenos que
é restrita a alguma escala de energia. Isso significa que a teoria efetiva possui menos graus
de liberdade que uma teoria mais fundamental, levando em conta apenas os parametros
que sao relevantes na escala de energia sob consideracao. Na fisica classica esse tipo de
abordagem passa muitas das vezes por despercebido. Tomemos como exemplo a mecanica
newtoniana e relatividade especial de Einstein para o movimento dos corpos. Se estamos
tratando com o movimento de corpos em um regime de velocidades muito menores que a
velocidade da luz, a descrigao newtoniana é suficiente para nos fornecer o entendimento dos
mais diversos problemas, sem levar em consideracao nenhuma correcao ou interpretacao
oriunda da teoria da relatividade especial de Einstein. Porém, quando a velocidade dos
corpos é comparavel a da luz, a visao newtoniana nao é mais aplicavel e a descrigao
satisfatoria para os fenomenos nesse regime de velocidades é feita via relatividade de
Einstein. Nesse sentido, a descricao newtoniana pode ser vista como uma teoria efetiva do
movimento dos corpos no regime de baixas velocidades. Vale notar o quao diferente essas
teorias sao em suas interpretacoes.

O uso de teorias efetivas nao se resume a fisica classica, tendo lugar inclusive na des-
crigao quantica do mundo microscépico. Dentro da teoria quantica de campos um longo

caminho foi percorrido desde a eletrodinamica quantica (QED, na sigla em inglés)[1], pro-



posta por Dirac no final dos anos vinte, até a primeira aparicao formal de uma teoria
de campo efetiva nos trabalhos de Weinberg no fim da década de setenta [2]. Todo esse
caminho foi necessario para que se desenvolvessem métodos como a renormalizacao e o
grupo de renormalizagao (para uma revisao histérica, veja [3]). Esses métodos somados
ao teorema do desacoplamento [4] levariam a interpretagao de que, assim como na fisica
classica a descrigao newtoniana no regime de baixas velocidades nao é afetada pela rela-
tividade einsteiniana, na fisica quantica a descricao dos fenomenos nas baixas energias é
blindada dos processos que se desenrolam nas altas energias. Isso impoe o desafio de que
qualquer teoria quantica de campos que tenha resultados satisfatérios em uma certa escala
de energia pode nao ser suficiente para a descricao dos fendmenos quando energias cada
vez maiores sao levadas em conta. Dessa maneira ela é vista como uma teoria de campo
efetiva, restrita a uma escala finita de energia. Por outro lado, a validade da abordagem
efetiva no mundo quantico, permite que em cada escala de energia os fenomenos fisicos
possam ser estudados por meio de modelos com seus parametros e simetrias relevantes,
sem que para isso seja necessario conhecer a teoria mais fundamental possivel, valida em
qualquer escala de energia (para referéncias introdutérias ao assunto, veja [5, 6, 7]).
Atualmente as teorias de campo efetivas tém grande aplicacao em teorias quanticas de
campo, assim como em outras areas da fisica, tais como fisica nuclear e do estado sélido.
A consolidagao da abordagem efetiva possibilitou a compreensao de que teorias mais fun-
damentais podem ser alcancadas através da construcao de modelos mais simplificados, que
a partir de avancos tedricos e experimentais vao sendo modificados para incorporar cada
vez mais informagoes da fisica em altas energias, até que uma teoria mais fundamental
seja conhecida. E essa perspectiva que levou a construcao do Modelo Padrao da Fisica
de Particulas, que incorpora as interacoes eletromagnética, forte e fraca. Mas mesmo essa
teoria mais fundamental é considerada uma teoria de campo efetiva. E é essa mesma
perspectiva que norteia a tentativa de uma descricao consistente da Relatividade Geral
de Einstein dentro do formalismo da fisica quantica. O ponto de partida é considerar a
teoria de Einstein como uma teoria efetiva que descreve o espago tempo no qual os campos
de matéria sao quantizados. A ideia é que a presenca desses campos adicione termos a
teoria inicial de Einstein, que correspondem as correcoes quanticas provenientes da fisica

em altas energias.



Embora o desenvolvimento formal das teorias de campo efetivas tenha ocorrido a par-
tir dos trabalhos de Weinberg, a ideia dessa abordagem ja havia aparecido em outros
trabalhos. Em 1936 Euler e Heisenberg aplicaram a eletrodinamica quantica desenvolvida
por Dirac para calcular o espalhamento féton-féton [8]. Esse espalhamento é um pro-
cesso previsto pela eletrodinamica quantica onde dois fétons se espalham e criam um par
elétron-pdsitron, que em seguida faz a transi¢ao inversa dando origem, novamente, a dois
fotons, respeitando a conservacao de momento e energia.

Como pode ser notado o espalhamento de dois fétons é um processo puramente quantico.
Na fisica classica as equacoes de Maxwell sao lineares e o principio da superposicao é
valido. Contudo, se na eletrodinamica quantica os fétons interagem entre si, isso deve
levar a adicao de termos nao linerares nas equacoes classicas do eletromagnetismo. O
método utilizado no trabalho de Euler e Heisenberg levou as primeiras corregoes para as
equagoes de Maxwell, vindas a partir da quantizacao dos elétrons e pésitrons. Para isso
eles consideraram apenas fétons com energias menores que a massa do elétron. Nesse re-
gime de energias a criacao de pares elétron-positron nao é esperada, de forma que os graus
de liberdade associados a esses pares de particulas virtuais nao apareceriam explicitamente
nos resultados.

Aplicando essa ideia, e levando em conta as simetrias relevantes, Euler e Heisenberg

obtiveram a seguinte lagrangiana efetiva (para mais detalhe, considere [7, 9])

1 a b
Legp= =77 P + g(lﬁ””ﬂy)2 + —F"F,,FF,, +O(F°/m?), (1.1)

4
e me

onde m, ¢ a massa do elétron e F'*” é o tensor do campo eletromagnético, enquanto a e b
sao proporcionais a constante de estrutura fina ag = 1/137,
o 703
[ e = —.
36 90

Como pode ser visto L.y depende apenas dos graus de liberdade associados aos fétons.

a =

(1.2)

O primeiro termo nessa lagrangiana representa o eletromagnetismo classico, com fotons
livres se propagando. Os demais termos caracterizam uma expansao em ordens de 1/m,
que adiciona corregoes quanticas as equagoes de Maxwell. Em especial, a nao linearidade
desses termos evidencia a violagao do principio da superposicao.

As informacoes relevantes no regime de energia considerado por Euler e Heisenberg

estao nas constantes a e b, as quais podem ser calculadas a partir da comparacao entre



os resultados obtidos pela QED e pela lagrangiana efetiva, para um caso especial. Na
linguagem atual dos diagrams de Feynman, que nao era conhecida em 1936, o que Euler e
Heisenberg fizeram pode ser representado conforme Fig. (1.1). Enquanto que os resultados
obtidos por eles podem ser alcancados pela integracao funcional dos graus de liberdade

fermionicos [7]
¢iTerslA) / DYDY ¢t dokarnlabil, (1.3)

Nessa expressao fica claro que a integracao funcional leva em conta apenas os campos
fermionicos dando origem a uma acao efetiva I'.;f[A,] que depende apenas dos fétons.
De fato, essa expressao computa os efeitos da quantizacao dos férmions sobre um campo

eletromagnético de fundo.

Figura 1.1: O diagrama de Feynman a esquerda representa o loop para o espalhamento
foton-foton que deve ser computado a partir da QFED. Enquanto isso, o que estd a direita,
¢ um diagrama em nivel de drvore computado pela teoria efetiva de bairas energias de

FEuler e Heisenbery.

Atualmente, o resultado de Euler e Heisenberg é uma parte importante do conheci-
mento e entendimento que se tem acerca de QED e de QFT, de modo geral. A época, a
lagrangiana efetiva obtida por eles apontava no sentido de melhorar o entendimento das
consequécias da QED. Além disso, a simplicidade matematica da lagrangiana efetiva, em
comparacao com a teoria completa, fez dela uma base para futuras aplicagoes em areas
como, por exemplo, a éptica quantica [10].

Outro exemplo da abordagem efetiva é a teoria proposta por Fermi em 1934 para
explicar o decaimento beta [11]. Nessa teoria Fermi procura descrever o processo de
decaimento de um neutron em um préton, um elétron e um anti-neutrino do elétron a

partir de uma interagao pontual, cuja lagrangiana ¢ dada por um produto de operadores



que representam as particulas relevantes e uma constante de acoplamento. A proposta de
Fermi permitiu explicar varios fenomenos a época. Atualmente, com o desenvolvimento
da teoria eletrofraca, sabe-se que a interacao entre os férmions é mediada pelo béson W, e
a teoria de Fermi é vista como uma teoria de campo efetiva para energias muito menores
que massa desse bdson [7].

A eletrodinamica quantica apresentada por Dirac no final da década de vinte é uma
teoria que combina os principios da Relatividade Especial e da Mecanica Quantica para
dar uma consistente formulacao da interacao entre o campo eletromagnético quantico,
cuja particula associada é o foton, e o campo quantico de Dirac, associado as particulas
portadoras de carga elétrica, elétrons e pésitrons. Nessa teoria a interagao entre duas
cargas elétricas nao se da mais pela forca coulombiana descrita por um potencial. Em vez
disso, a interacao corresponde a troca de fétons virtuais que se propagam pelo espaco com
possiveis transigoes para pares de elétron-pésitron [3].

Esses processos permitidos pela QED levam a corregoes que dao origem a uma série
de termos que caracterizam uma expansao perturbativa. O problema encontrado pelos
primeiros fisicos que tentaram fazer predicoes a partir da QED ainda na década de trinta,
é que muitos dos termos dessa série sao infinitos. Essas divergéncias sao um problema visto
que nessa teoria as corregoes podem ser expressas como uma série de poténcias na constante
ap = 1/137. E dessa forma pensava-se que um pequeno nimero de termos era suficiente
para determinar a matriz de espalhamento com boa precisao. No entanto, no espalhamento
Compton, por exemplo, a primeira aproximagao leva a resultados finitos, contudo, na
segunda ordem, a polarizagao do vacuo produz uma contribuicao infinita, caracterizada
pela integral sobre os possiveis valores do momento para as particulas virtuais [3].

Embora as divergéncias apontassem para a necessidade de uma reformulacao das ba-
ses da teoria, o problema dos infinitos na QED foi resolvido no final dos anos quarenta
(veja, por exemplo, [3, 12]). O que os fisicos dessa época conseguiram mostrar é que as
divergéencias podem ser agrupadas em um nimero finito de termos, dois no caso da QED,
cuja estrutura é a mesma dos termos da lagrangiana original para a massa e constante
de acoplamento. Os efeitos desses termos adicionais podem, entao, ser incluidos na teoria
original através de uma redefinicao de seus parametros, por um processo que ficou conhe-

cido como renormalizacao da massa e constante de acoplamento. Na QED, em especial,



um numero finito de contratermos remove as divergéncias em todas as ordens na expansao
perturbativa e a teoria é dita ser renormalizavel (para detalhes, veja [9]).

O processo de renormalizacao permite a definicao dos parametros renormalizados da
teoria, cujos valores sao associados aqueles medidos experimentalmente, em termos dos
quais as quantidades fisicas de interesse sao calculadas. Essas expressoes fisicas sao finitas
e independentes da massa e constante de acoplamento nuas. Com o adequado processo
de renormalizacao construido para a QED, a teoria levou a resultados que estavam em
completo acordo com os valores experimentais, como sao os casos do momento magnético
anomalo do elétron e o desvio Lamb [3, 5].

O sucesso da QED fez da renormalizabilidade um critério para a construcao de novas
teorias quanticas de campo. Esse critério invalidou em grande parte a aceitacao de teo-
rias como as de Fuler-Heisenberg e Fermi apresentadas anteriormente. Isso porque essas
teorias acrescentam em cada ordem na teoria de perturbagao novas estruturas a lagran-
giana, fazendo delas teorias nao renormalizaveis. Este cenario s6 veio a mudar com o
desenvolvimento do grupo de renormalizacao e o teorema do desacoplamento.

A remocao das divergéncias na QED pelo processo de renormalizacao é feita a partir
da redefinicao dos seus parametros de massa e constante de acoplamento. Isso pode ser
exemplificado da seguinte maneira. Se as integrais divergentes na QED sao inicialmente
calculadas até um fator de corte Ay, com Ay — oo no fim, como a teoria inicial pode
ser modificada para levar a uma nova, cujo fator de corte seja A < Ag? A resposta para
isso € que essa modificagao exige simplesmente uma redefinicao dos parametros da teoria,
que é livre, uma vez que o fator de corte é arbitrario. Isso é consistente, desde que os
parametros nus nao sao vistos como observaveis. O fato importante que se segue disso ¢é
que as expressoes para as quantidades fisicas mensuraveis permanecem invariantes frente
a essa arbitrariedade dos parametros. E essa invariancia que levou ao desenvolvimento da
técnica do grupo de renormaliza¢ao nos anos cinquenta [3].

Nesse novo cendrio o fator de corte A deixa de ser um truque para a renormalizacao
da teoria, e torna-se parte de uma interpretacao real como sendo a escala de energia.
Dessa maneira uma mudanca na escala de energia é compensada por uma mudanga nos
parametros da teoria, os quais obedecem as equacoes do grupo de renormalizagdo. A

solucao dessas equagoes permite mostrar como é a dependéncia desses parametros com



a escala de energia em que a teoria é considerada [5]. Foi essa construgao que permitiu
Bogoliubov e Shirkov chegarem em 1956 & expressao para a carga efetiva do elétron [13].
Isso explica, por exemplo, porque a constante de estrutura fina, obtida através da carga
do elétron medida na escala da massa do béson Z, é 1/128, 9, em vez do usual valor obtido
por Milikan, ou seja, 1/137.

A interpretagao fisica do fator de corte como escala de energia leva a uma conclusao
inevitavel. Se o limite A — oo é tomado, nao ha razao pela qual esperar que a QED
deva ser renormalizavel. Isso porque nesse regime outras particulas se acoplariam aos
elétrons e fotons. Assim, apenas uma teoria final, deveria ser finita. Por outro lado, nao
ha justificativa para considerar teorias com um fator de corte finito como teorias inferiores.
Esse fator reflete apenas o regime de energia em que a teoria é aplicavel, a partir do qual
novas particulas devem ser levadas em conta. Essa interpretacao reabilita a construcao
das teorias de campo efetivas e, em especial, a técnica do grupo de renormalizacao pode
ser estendida para essas teorias, mesmo que elas sejam nao renormalizaveis. Inclusive para
aplicagdo no regime em que novas particulas aparecem [5].

Além da técnica do grupo de renormalizacao, outra descoberta foi de grande im-
portancia para a consolidacao das teorias de campo efetivas; o teorema do desacoplamento
apresentado por Appelquist e Carazzone em 1975 [4]. Segundo esse teorema, dada uma
teoria renormalizével com particulas leves e pesadas, digamos my > my, os efeitos da fisica
em escala mo podem ser sempre incluidos de maneira efetiva na fisica em escala mq através
de um processo de renormalizacao, que modifica os parametros da teoria ou por meio de
corregoes proporcionais a poténcia negativa de my [7]. Dessa maneira a fisica nas baixas
energias se desacopla da fisica em altas energias e o teorema possibilita a existéncia de
uma teoria de campo efetiva em escala mq, valida até que a escala de energia se aproxime
de my. As conclusoes desse teorema sao exemplificadas pela teoria de Euler-Heisenberg
apresentada anteriormente. Nela o que se tem é o desacoplamento da fisica na escala
de energia da massa do elétron, quando apenas fétons com energia Fysion << M. Sa0
considerados.

Outra consequéncia do teorema do desacoplamento é que ele possibilita uma contun-
dente interpretacao das teorias nao renormalizaveis. Novamente tomando como exemplo a

teoria de Euler-Heisenberg é possivel notar que os termos adicionais que tornam a teoria de



campo efetiva de baixas energias nao renormalizavel, sao na verdade contribuicoes advin-
das da fisica em altas energias. Essas contribuigdes apontam para o fato de que as escalas
de energia podem ser consideradas como regimes quase autonomos, cada um descrito por
uma teoria de campo efetiva que leva em conta as particulas, interagoes e simetrias que
sao relevantes para a escala que esta sob consideragao.

Todo o desenvolvimento apresentado até aqui fez com que as teorias de campo efetivas
se tornassem comum na fisica de particulas, principalmente com os trabalhos de Weinberg
no final dos anos setenta. A partir dai o sucesso das teorias quanticas de campo se
tornou cada vez maior, levando a descricoes extremamente precisas dos fenomenos nao
gravitacionais. De outro lado a Relatividade Geral de Einstein produz resultados notaveis a
respeito da descricao dos fenomenos e é atualmente aceita como a descricao mais completa
da interacao gravitacional. As dificuldades aparecem quando se busca uma quantizacao
da gravidade para acomodar em uma mesma descricao essas teorias de sucesso.

E essa dificuldade de formular uma teoria quantica da gravitagao que leva a consi-
deracao da abordagem efetiva dentro desse contexto. Se nao conhecemos a teoria mais fun-
damental, talvez possamos pelo menos estimar as pequenas correcoes que a fisica quantica
incorporara na gravidade. Nesse sentido a Relatividade Geral de Einstein passa a ser
vista como uma teoria efetiva da gravidade em baixas energias, a qual novos termos que
respeitam as simetrias relevantes devem ser adicionados para levar em conta os efeitos da
fisica em altas energias [14, 15, 16, 17].

Aqui deve-se deixar claro que as abordagens aplicadas para derivar corregoes quanticas
a Relatividade Geral podem diferir entre si. Em especial, na abordagem semicléssica, como
apresentada neste trabalho, apenas os campos de matéria sao quantizados e a gravitacao é
considerada como um campo classico “de fundo”. Por outro lado, ha também a abordagem
efetiva de gravitacao quantica na qual a métrica é quantizada, mas de tal forma que os
graus de liberdade massivos sao ignorados assumindo o desacoplamento [17](veja também
[18] para uma discuss@o critica desta abordagem). As duas abordagens sdo complemen-
tares, especialmente porque a escala de energia onde os modos massivos da gravitacao
tornam-se relevantes correspondem a escala de Planck, que é muito maior que as massas
de todas as particulas elementares e, inclusive, maior do que a escala de teorias de grande

unificagao (GUT’s). O que do ponto de vista padrao significa dizer que os efeitos da gra-



vitacdo quantica devem ser importantes apenas na escala de Planck. A razao para isso é
que sem os modos massivos esses efeitos sdo muito fracos [17, 18]. Vale a pena mencionar
que uma parte das consideragoes apresentadas nesta tese [19], é motivada pelo interesse de
estudar em detalhes o desacoplamento de modos massivos em gravitacao quantica efetiva.

De maneira geral a ideia que se aplica a Relatividade Geral é muito similar aquela
usada por Euler e Heisenberg em 1936 para adicionar corregoes quanticas as equacoes de
Maxwell. Para eles o campo eletromagnético era um fundo classico e a quantizacao das
particulas carregadas levaria, nas baixas energias, a correcoes nas equagoes que descrevem
esse fundo. Na gravitacao, o fundo classico é descrito pela Relatividade Geral de Einstein
na qual o inico grau de liberdade relevante ¢ a prépria métrica g,, do espaco. Porém
acoplado a esse espaco classico estao os campos quanticos de matéria. Entao o primeiro
passo ¢ realizar uma quantizagao desses campos no espago tempo curvo, levando em conta
a covariancia geral. Uma vez feito isso, o préximo passo é procurar as corregoes para as
equacoes de Einstein, que representam como os campos de matérias quanticos afetam o
fundo classico.

A tentativa de derivar as corregoes quanticas para as equacoes classicas da gravidade
a partir das consideragoes anteriores é conhecida como abordagem semiclassica [14, 15].
Nessa abordagem o termo de fonte nas equagoes de Einstein deixa de ser o usual tensor
energia momento e passa a ser o valor esperado desse tensor para os campos de matéria

quantizados em um espago tempo curvo, na forma
G =81 (T),). (1.4)

Lembrando que o valor esperado desse tensor levard em conta um esquema de renorma-
lizagao.
Em termos técnicos o objetivo central da abordagem semicldssica é construir um acao

efetiva do vacuo definida através da integral funcional
elow] — /D@eis[(b’g“”}. (1.5)

Vale a pena notar a semelhanga dessa definigdo com a equagao (1.3). Inclusive ressaltar
que a agao efetiva é um funcional apenas da métrica. Como deve ser esperado, I'[g,,] é

expressa como uma soma, na forma [14]

F[g;w] - Svac + Fvac; (16)
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onde Sy ¢ a acdo classica do vacuo e 'y, sdo as contribuicoes quanticas vindas da
integragao sobre os campos de matéria.

Como nao se espera que a gravidade afete de forma significativa a dinamica dos campos
em experimentos laboratoriais, a acao efetiva se torna o principal objeto de interesse na
abordagem semicléassica, contendo as contribuigoes quanticas para a dinamica da propria
gravidade. A expectativa é que essas contribuicoes quanticas para a acao gravitacional
classica desempenhe um importante papel em areas como a cosmologia e a fisica de buracos
negros [14, 15].

Desde os trabalhos iniciais (para referéncias, veja [20]) grandes avangos foram al-
cancados a partir da abordagem efetiva, o que se deve em grande parte ao desenvolvimento
do método da heat kernel por Barvinsky e Vilkovisky [21] e Avramidi [22]. Como resul-
tado desses trabalhos as expressoes gerais para as nao localidades no espago curvo foram
derivadas, e permitiu o calculo dos fatores de forma nao locais a 1-loop para diferentes
campos [23, 24, 25, 26] e modelos [27].

Os avancos anteriores possibilitaram, inclusive, a confirmagao do teorema do desaco-
plamento para a gravitagao semicldssica até ordem quadrética na curvatura [23, 24]. Em
ordens superiores o que se espera é que o teorema permaneca valido e os graus de liberda-
des associados ao campos pesados se desacoplem no limite infravermelho (IR). Contudo, a
generalizacao do teorema nessa situagao nao ¢ algo simples, uma vez que existem diagra-
mas com campos pesados e leves em suas linhas internas, e o teorema do desacoplamento
na sua versao original nao funciona nesses casos. A pergunta que se faz, entao, é: o que
acontece com a parte finita desses diagramas quando a energia dos campos nas linhas
externas do loop é muito menor que a massa do campo pesado no propagador interno? E
na busca de uma resposta para essa pergunta que nesta tese refazemos uma parte do ca-
minho seguido pela gravitagao semicldssica até aqui [28], incorporando contribuigoes nesse
tratamento a partir de um modelo simplificado de gravitacdo em duas dimensoes [29]. E
por fim aplicamos o método das coordenadas normais para trabalhar com loops mistos no
espago tempo curvo [19].

Esta tese é organizada da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos uma revisao
geral sobre QFT. Iniciamos a partir da abordagem funcional para definirmos a agao efe-

tiva (fungao vértice). Em seguida descrevemos os detalhes do método da regularizacao
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dimensional, aplicando-o a fatores de formas nao locais.

Ja no capitulo 3, construimos a acao efetiva no espaco tempo curvo e apresentamos
sua solucao a partir da heat kernel até ordem quadratica na curvatura, para o caso de um
campo escalar acoplado ao fundo gravitacional. As expressoes derivadas dessa solugao sao
tratadas via regularizacao dimensional com uma grande riqueza de detalhes, levando expli-
citamente aos fatores de formas nao locais, que aparecem na segunda ordem da expansao
nas curvaturas. Esses fatores nos permitem estudar o comportamento das expressoes nos
regimes UV e IR, inclusive, neste tltimo, verificar o teorema do desacoplamento.

No capitulo 4, consideramos um modelo recente da expansao nao local da heat kernel ,
no qual os fatores de formas nao locais ja aparecem em primeira ordem na curvatura [25].
Para testar as possibilidades advindas desse modelo consideramos por simplicidade o caso
de um espaco 2-dimensional, no qual o resultado para o limite conforme ja é conhecido
ser a agao de Polyakov. Isso nos permite incorporar novos termos a essa acao através
dos fatores nao locais. O modelo também nos dé a possibilidade de derivar as fungoes
beta para o grupo de renormalizacao através dos fatores de forma na primeira ordem da
expansao. Fungoes essas que sao exploradas nos regimes de energia UV e IR. A abordagem
desse capitulo nao se restringe apenas ao campo escalar, sendo aplicada também para o
campos espinorial e vetoriais com e sem massa.

Por fim, no capitulo 5, apresentamos um modelo de N campos escalares leves acoplados
a um campo escalar pesado e derivamos via técnica de Schwinger De-Witt as divergéncias
e as respectivas fungoes beta para o modelo. Em seguida mostramos inicialmente que
em nivel dos diagramas de arvore o modelo em questao ¢ similar nas baixas energias a
uma teoria de N campos escalares com interagao quartica, o que é valido inclusive no
espaco curvo. A nivel de 1-loop no espaco plano os diagramas mistos sao derivados e a
correspondéncia entre a teoria fundamental, contendo os campos leves e pesados, e a teoria
efetiva de baixas energias é obtida. Resultado este que pode ser encontrado na literatura
[30]. Contudo, generalizamos esse resultado para o espago curvo, considerando os campos
acoplados a gravidade e realizando a expansao dos propagadores via coordenadas normais.
Com essa abordagem conseguimos verificar o desacoplamento desses campos para um

campo gravitacional fraco.



CAPITULO 2

Visdo geral sobre Teoria Quantica de Campos

2.1 Funcional gerador das funcoes de Green

Em teoria de campos um instrumento fundamental é o funcional gerador das funcgoes de

Green Z[J], definido como [9, 31, 32]

onde S[y| é a acao cldssica da teoria. Inicialmente estamos considerando h = 1. A partir
desse funcional as fungoes de Green de n-pontos sao dadas como derivadas com respeito a
fonte J(z), da forma [32]

1 AN
[J] 6iJ (x1)...00 ] (z,) lo=0"

G (2, ..., x,) = ~ (2.2)

Uma desvantagem de trabalhar com o funcional Z[.J] é que para n > 2 algumas fungoes
de Green geradas por ele podem ser escritas como combinacoes de fungoes de ordem
inferior. Uma solugao para eliminar essas contribuigoes triviais ¢ introduzir um novo
funcional definido a partir de Z[J], conhecido como funcional gerador das fungoes de

Green conectadas, cuja definicao é

Z[J] = W, (2.3)
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O funcional W[J] d4 origem as fungdes conectadas de Green, Gt (21, ..., ), definidas

CO1mo

_ §"WJ]
~ 0iJ(21)...60 (z) l7=0"

Como um exemplo do quao vantajoso é a construcao do funcional W[J|, pode-se con-

G (xy, ..., ) (2.4)

siderar a funcdo 4-pontos de uma teoria tipo A¢*. A funcao 4-pontos gerada a partir da

defini¢ao (2.2) pode ser escrita como

G(4)($1,$279€3,$4) = G£4)($1,$2,9€3,$4)+G(2)($1,$2)G(2)($379€4)+ (2.5)

+ GD(xy,25)GP (29, 24) + G (21, 24) P (29, 23).  (2.6)

Como pode ser notado na equagao anterior, no lado direito da igualdade a tnica funcao
4-pontos relevante é a funcao conectada, que pode ser gerada diretamente a partir da

definigao (2.4), enquanto as demais sdo combinagdes triviais da fun¢ao 2-pontos.

2.2 Acao efetiva

Apesar das vantagens de se trabalhar com o funcional gerador definido em (2.4), as fungoes
conectadas podem ainda ser divididas em dois conjuntos de diagramas conectados. O pri-
meiro ¢ constituido por aqueles diagramas que podem ser separados em duas partes pelo
“corte”de uma tunica linha interna; chamados diagramas redutiveis. J4 o segundo con-
junto, é constituido por aqueles diagramas que nao podem ser divididos pela interrupcao
de uma linha interna. Esse tltimo conjunto de diagrams é conhecido como one-particle
irreducible (1PT). Os 1PI desempenham um papel importante na construcao de uma teoria
de perturbacao, uma vez que todos os graficos de ordem superior podem ser construidos
a partir dos 1PI e do propagador livre.

Nesse sentido torna-se necessario a busca por um novo funcional gerador, a partir do
qual a fungoes de n-pontos, constituidas da soma desses 1PI, possam ser obtidas. Para
este fim, vamos primeiramente tomar a derivada do funcional W[.J] com respeito a fonte

e definir uma nova varidavel ®(x), da forma

oWI[Jl 1 6Z[J] [ Dyexpli [ d*z'(L+ Jo)|e(x) (sl ]) = Bz
6J(x) — Z[J)6iJ(x)  [Dpexpli [d*a'(L+ Jp)] O(z|J) = O(x). (2.7)

A variavel ®(x) é comumente chamada campo médio. Como podemos notar em (2.7), ela

é uma funcao de x e um funcional da fonte J.
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Vamos assumir que a relagao entre J e ®(x) possa ser invertida, de tal forma que J
possa ser expresso como um funcional do campo médio, J = J(z|®). Entao, por uma
transformacao de Legendre, podemos inserir ®(x) como variavel independente no lugar de

J e definir o novo funcional gerador [9, 31, 32]
r[®] = W[J] — / 42 (2)D(x). (2.8)

Esse funcional tem uma dependéncia implicita de J, de forma que 6T'[®]/dJ(x) = 0.
Para chegar a algumas conclusoes a respeito desse funcional, vamos primeiramente

tomar sua derivada com respeito ao campo médio

or(2] 1 SWI[J]6J(y) L 5()
00 (x) /d YSI(y) 00(x) /d V(o) 2W) — (@), (2.9)

Usando (2.7) no primeiro termo do lado direito da igualdade nessa tltima equagao, che-

gamos em

ST[®]
() @)

(2.10)

Esse resultado permite uma importante conexao com o caso de uma acao classica da forma

Stels = Slel + [ dtapla)I(a). (211)
Para que as equacoes de movimento sejam satisfeitas por essa teoria, deve-se ter

05els _ o, 95kl _ (). (2.12)

o () o ()

Desde que S[p] é a acdo para alguma teoria escalar, a comparacao entre (2.12) e (2.10)

permite concluir que em uma teoria quantica campos I'[®] desempenha o mesmo papel
que S[p] em uma teoria classica. Por esse motivo nos referimos ao funcional I'[®] como
acao efetiva.

Podemos também retirar outra conclusao acerca desse funcional a partir de

4 o 0P(wy) 4 0P(zy) 0J(x)
Olm—m) = e~ / T 5T@) 30(m) (2.13)
L PW[] (9]
- / S T w)0(2) 50(2)0% (22 (2.14)

Tomando J = ® = 0 nesse resultado e usando (2.4), podemos escrever

- /d4x ng)(xl,x)%k:o = 0z — 29), (2.15)
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o que nos leva a

5°T[®)]

e, = [G? -1 2.16
50(2)60 (z3) la—o — (e (72 2)] (2.16)
Vamos agora definir uma nova funcao de n-pontos chamada funcao vértice, da forma

B o"T[®]
C0D(xy)... 0P (2 lo=0"

IO (zy, ..., x,) (2.17)

Para compreender melhor a relacao dessas novas fung¢oes com as fungoes conectadas, vamos
avaliar I'®) (21, 29, 23). Isso pode ser feito tomando a derivada funcional de (2.14) com

respeito a J. Depois de algumas manipulacoes matematicas isso nos levara a

Gg3)($1,l’2,$3) = (218)

= /d4x'1d4x'2d4ng(2)(x1,x'l)G(Q)(xz,x’Q)G(g)(wg,:Eg) x TO (2], 2h, 25)  (2.19)

Esse tltimo resultado mostra que a funcao a® (21, 22, x3) é construida fixando-se pro-

pagadores a funcao vértice. Em termos dos diagramas isso pode ser representado por

G£3)(a:1,x2,x3) =

Figura 2.1: Representacao em termos dos diagramas de Feynman da funcao de Green de

trés pontos, obtida pela fixacao de trés propagadores na fun¢ao vértice.

Essa representagao deixa claro que na situacao inversa, a fungao vértice pode ser obtida
“cortando” os propagadores externos na funcao conectada. Por esse motivo I'™ é também
conhecida como funcao de Green amputada. Notemos que essa funcao amputada nao
contém a informacao de como os campos evoluem de um ponto para outro da interacao, o
que dever ser feito fixando os propagadores. Esses propagadores levam em conta corregoes
da auto-interagao, mas nao contém efeitos da interacao com outras particulas. Entao,
a fisica de interesse em um processo de espalhamento esta contida na funcao vértice de
n-pontos.

Vamos procurar por uma expansao em [oop desse formalismo funcional. A partir da
definigao do funcional gerador da funcoes de Green conectadas (2.3) e da defini¢ao de Z[J]

em (2.1), podemos escrever

AW _ / Dip e+ Sl dtae(@) I @) (2.20)
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onde a constante de Planck ¢é reintroduzida.
O lado esquerdo da igualdade em (2.20) pode ser reescrito invertendo-se a transformada

de Legendre em (2.8), para obter
W1J] =T[®] +/d4x<1>(:c)J(x). (2.21)

Lembrando que J(z) e ®(x) estao relacionados por

ST[®]

= —J(x). 2.22

o~ @ (222)
Introduzindo (2.21) em (2.20), chegamos em

A T[O) [ diad(e) T(@)} _ / Dip eh{Slel+] dizp(@) /@) (2.23)

Notemos que no lado esquerdo dessa igualdade aparece o campo médio ¢, enquanto que
no lado direito a integral funcional é tomada sobre o campo . Vamos entao efetuar uma
mudanca na varidvel de integracdo, ¢ = ® + Vi, e escrever a seguinte equacio para a

acao efetiva

e%r[(b] _ /DSO e%{S[@Jr\/ﬁLP]*\/ﬁf‘#w‘p(x) ggg])} (224)

onde usamos (2.22).
O funcional S[® + vAp| na equacio anterior, pode ser expandido em uma série da

forma
S[® + Vhe] = S[@] + > g / A2y d 2, Sy (21, o | P) o (1) (), (2.25)

onde S, (x1, ..., z,|®) é um funcional do campo médio dado por

5 S[@]

D) = . 2.2
Snl@1, - 2al®) = G ) (2.26)
Vamos introduzir notagoes simplificadas
/d4x1...d4xn5n(x1, ey T | P (1) p() = Sp[P]", (2.27)
O [P] 4 L[ P]
=I4[® = pl'1[D]. 2.2
S —Dlel e [du@is = o (2.28)

Usando essas notagoes em (2.24), chegamos ao resultado

i{re)-sie} iq 5, .x=h2! 1
en :/Dgo exp{582ap —l—zz o Snwn—zh_iﬁp(Fl[gzﬁ]—Sl[(b])}.(2.29)

n=3
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Notemos nesse resultado que a acio efetiva aparece na combinagao I'[®] — S[®] = T[®].

Esse novo funcional pode ser escrito como uma expansao em série em termos de A,
L[@] =Y rT®[9)], (2.30)
k=1

e contém todas as corregoes quanticas para a acgao classica S[®].

Inserindo (2.30) em (2.29), obtemos
iSO hk—lfw[q)] 7 2 . - h%_l n . - k-1 (k)
e’ k=1 = Dgpexp{ngtp +2275ngp —zZﬁ 2l [CID]} (2.31)
2 n=3 nl k=1

Este resultado permite a construcao de uma teoria perturbativa em ordens de h. De
forma abreviada os termos dentro da exponencial no lado direito de (2.31) podem ser
interpretados como segue. O primeiro, %S 202, define o propagador da teoria em termos
do campo médio; o segundo descreve a interacao entre campos; enquanto o terceiro se
encarrega de cancelar os diagramas redutiveis, de tal maneira que o resultado (2.31) contém
apenas diagrama 1PI.

A expansao em poténcias de i (2.31) é conhecida como expansao em loops da agao
efetiva. Na verdade, cada termo dessa expansao contém os diagramas de Feynman com
um numero especifico de loops .

Vamos considerar o caso de 1-loop no qual (2.31) nos da

D[

T 1e] = / Dpe3%2l®9” = [Det(S,[®])] 2. (2.32)
Isso nos leva a
FO[g] = élog Det(S5[®]) = ;Trlog(Sg[CI)]). (2.33)
Assim, a acao efetiva na aproximacao de 1-loop , pode ser escrita como
Y] = S[@] + %Tr log(S2[®]). (2.34)

Em geral So[®] aparecendo nas expressoes anteriores é o nucleo de algum operador
diferencial dependente do campo médio. Nesses casos, calcular a agao efetiva a 1-loop se

reduz ao problema matematico de calcular o determinante de um operador diferencial.
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2.3 Regularizacao dimensional e fatores de forma

As funcgoes de Green e a acao efetiva apresentadas nas secoes anteriores sao avaliadas
mediante o uso de teoria perturbativa. Nesse processo nos deparamos com a avaliacao dos
diagramas de Feynman, que resultam em integrais sobre o momento interno do diagrama.
Em varios casos de interesse, a poténcia do momento aparecendo no denominador dessas
integrais é menor que aquela no numerador. Nesses casos quando valores grandes de
momento sao considerados, conhecidos como limite UV, as poténcias do momento no
numerador dominam e as integrais divergem.

Essa divergencia das integrais no limite UV é algo comum quando se avalia as con-
tribuicoes relevantes nos diagramas de Feynman para a expansao perturbativa de uma
teoria. Tal comportamento reflete uma fragilidade na definicao mateméatica das fungoes
de Green e nos leva a seguinte pergunta: € possivel extrair informacao valida a partir
dessas integrais divergentes? A resposta é sim. E isso pode ser feito em dois passos. O
primeiro ¢ implementar um processo de regularizacao que separa as contribuigoes finitas e
infinitas vindas dessas integrais. O segundo é um processo de renormalizacao, que consiste
na insercao de termos adicionais na lagrangiana da teoria, conhecidos como contra-termos,
que removem as divergéncias da teoria original e tornam finitas as contribuicoes da nova
lagrangiana renormalizada. Aqui vamos tratar em mais detalhes o primeiro desses passos.

O processo de regularizacao pode ser realizado através de diferentes esquemas como, por
exemplo, regularizacao dimensional, regularizacao “cut-off”, Paulli-Villars, regularizagao-
zeta, entre outros. Em especial, neste trabalho, vamos utilizar a regularizagao dimensional
devido a sua grande utilizagao e a preservagao da simetria de calibre, que ¢ uma de suas

vantagens [33].

2.3.1 A ideia geral da regularizagcao dimensional

A motivacao para o processo de regularizagao dimensional esta em perceber que a poténcia
do momento no numerador das integrais depende da dimensao do espaco. Assim, uma
integral que ¢ divergente no limite UV em quatro dimensoes, pode ser finita se considerada
em um espago de duas dimensoes, por exemplo. Portanto, a ideia geral desse esquema
de regularizagao consiste em calcular as integrais provenientes dos diagramas de Feynman

em um espago n-dimensional e por fim tomar o limite n — 4 [28].
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Os resultados obtidos por esse processo sao constituidos por uma parte divergente,
representada por polos da forma (nlj, ligados a divergencia UV. E outra parte finita,
na qual estd presente um parametro sem significado fisico, conhecido como parametro
de regularizacao, que deve ser removido posteriormente para que os observaveis sejam
independentes do mesmo. Esse parametro nao fisico ¢ comum em um processo de regula-
rizagao, e no caso da regularizacao dimensional ele é caracterizado pelo desvio a partir do
valor inicial da dimensao do espaco.

Como dito anteriormente a ideia central da regularizacao dimensional consiste na ava-
liacao das integrais em um espago n-dimensional. Nesse contexto torna-se necessario um

estudo da dimensao dos termos na lagrangiana. Vamos tomar como exemplo uma teoria

escalar, cuja lagrangiana em n dimensoes é dada por

A

L= (a“wﬁugo — m2<p2) — acp‘l. (2.35)

1
2
Levando-se em conta a forma da acao em n dimensoes e que para h = c =1 a acao S é

adimensional, temos que
S = /Ed”x — [L] =1, (2.36)

onde [ é comprimento. A dimensao de £ expressa em (2.36) vale para todos os termos na
lagrangiana. Desde que [8”] = [!, somos levados a dimensio do campo, [gp] =13,

Termos na lagrangiana da forma g¢* levam a

[9¢"] = [g][¢e] " = [g)0C %) =17, (2.37)

onde a igualdade final é feita a partir da dimensao da lagrangiana. A partir de (2.37)

chegamos a
[g] — [nk(=3) (2.38)

Tomando k = 2 em (2.38) temos [g] = [72. Nesse caso particular g representa o termo
de massa m?¢?, e é possivel notar que a dimensao da massa é [m} = [~! para qualquer

= ["* = m* ", Isso nos

dimensao. Para o termo de interacao, k = 4, e temos que [g]
mostra que em quatro dimensoes a constante de acoplamento da teoria A¢* é adimensional.
A dimensao da constante de acoplamento e a renormalizabilidade de uma teoria estao

intimamente ligadas. Se a dimensao de A é uma poténcia positiva ou nula de massa a teoria
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¢ renormalizavel, possuindo um numero finito de divergéncias. Dessa maneira torna-se
interessante manter a dimensao da constante de acoplamento quando se considera a teoria
em um espaco de n dimensoes. Para essa finalidade introduzimos um parametro arbitrario

com dimensao de massa, 4, e fazemos a seguinte substituicio, no caso da teoria \p*,
A= At (2.39)

Como pode ser notado, essa substituicao mantém A com a mesma dimensao do caso
quadridimensional. Mais adiante ficard claro que a massa arbitraria introduzida aqui, u, € o
parametro de regularizacao. Por agora vamos introduzir algumas ferramentas matematicas

necessarias.

2.3.2 Ferramentas matematicas

1. Continuagao analitica.

Considere duas regices D; e Dy no plano complexo. O teorema da continuagao analitica
nos diz que, em alguns casos, pode-se estender a funcao analitica de algum conjunto de
pontos para uma regiao maior, unicamente.

Considere as duas fungoes Fi(z) e Fy(z), definidas e analiticas em D e Ds, corres-
pondentemente. Suponha que Dy N Dy = D. Além disso, assumimos que Fi(z) = Fy(2)
em um conjunto que pertence a D e tem pelo menos um ponto de acumulacao. Entao,
Fi(z) = F5(2) no total D.

Nossa estratégia serd definir tal continuagdo para as integrais mal definidas (em assi-
natura euclidiana) como, por exemplo,

I, = / d'p ! . (2.40)
2m)* (p* +m?)[(p — k)? + m?]

Assumimos que essa integral seja definida no espaco quadridimensional euclidiano, mas

nosso proposito é fazer uma continuacao da dimensao quatro para uma dimensao complexa
2w, Iy — I, de modo que I, é analitica no plano complexo, exceto no maximo nuimero

contavel de pontos. Entao, nas proximidades do ponto w = 2, temos

1
L, = (divergente ~ e termo do polo) + termos finitos + termos ~ O(2 —w) .
w

Nosso primeiro propésito sera estabelecer o primeiro termo divergente, com o polo em

w = 2.
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2. Integral gaussiana.

Esta integral em 2w dimensoes é da forma

Pk _apom L myw »2
/(27T>2we = o (;> e . (2.41)

Para um natural 2w = 1,2,3,4,..., essa integral pode ser facilmente derivada. Para
valores complexos de w, a Eq. (2.41) deve ser vista como uma definigdo ou como uma
continuagao analitica. Pode-se ver a revisao padrao [33] para uma explicagao detalhada
do procedimento de continuacao 4 — n — 2w.
Um exemplo de aplicacdo de (2.41) esta relacionado a representagao
o /OO doy e=o*+m?), (2.42)
k2 +m? 0

Considere a continuacao da integral (2.40) para a dimensao n = 2w,

d*k
b = / (2m)% (k2 + m?) [(k — p)? + m?]

L " o o1 (b 4m?)—asl(k-p)?+m?)
= — doy dog e\ M) mallETR L (2.43)
(2m)* Jo 0

Efetuando uma mudanca na ordem de integracao, notamos que a integral sobre k é da

forma (2.41), e chegamos em

o o d*k e _ 202
L, = doy dovs e E? (a1 +a2)+2a2kp—(a1+az)m? —azp
0 0 (2m)2

o0 o0 1 s w 0‘31’2 _ 2 2\_ 2
- d d ( ) arte 2P 9.44
/o ‘“/o ® G \ay vay) ¢ (2.44)

Essa representacao é muito usual nos casos de interesse.

3. Propriedades da fungao gamma.

A fungao gama ¢ definida como segue

o0
I(z) = / dt t*~te ", (2.45)
0
As principais propriedades que nos interessam sao

I'(z4+1)=2I'z) = TI'(n+1)=n!,
1>:1.3.5...

1
r(§>=\/% — F<n+§ SV
n! n?

L) = nlgEo 2(z+ 1) (z+n) (2.46)
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Da tltima representacao segue diretamente que I'(z) tem polos simples no zero e nos

inteiros negativos, z = 0, —1,—2, ..., e em nenhum outro lugar. Outra representagao, na

qual esse fato pode ser visto explicitamente, é a expansao da fracao parcial de Weirstrass

I'(z) = [h(z) = Zer/loodt et

Esté claro que I'(z) é analitica em todo lugar exceto em z =0, —1,—-2,....

Uma maneira de representar I'(1 — w) pode ser obtida a partir de
re—w)=01-wl(l —w),

e da equagao (2.46)

2—w

nl'n
T2 -w) = li d - .
2-w) = lm o, onde L = G E T a0

A expressao sob o limite pode ser transformada como

n! e(27w) Inn

BT pmo im0t 2—w) 2 —w)

Obviamente, a parte divergente de J,, no limite w — 2, é

@ 2-w)-1-2--:n 2—w’

A parte finita pode ser avaliada por meio das seguintes transformacoes

(2.47)

(2.48)

(2.49)

1 2-w)Inn 1 2
1
1 B 1 1 1 1 <1 2—w n >
k—w  k—2402-w) k-2 14+2 k-2 k—2 '
Portanto,
J, ! +1 (1+1+ +1)+O(2 ) (2.50)
w = —— + Inn— — 44— —w). :
2—w 2 n
A soma dos termos finitos é
: 1 1
v = lim(14+=4-+——1Inn), (2.51)
n—o00 2 n
cujo resultado é v = 0,57721 ... (constante de Euler-Mascheroni, ou simplesmente cons-

tante de Euler).
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Apesar de que devemos manté-la, a contribui¢do finita nao tem muita importancia,

porque é suprimida por um termo infinito 2. A notacao convencional é

1 1
g:m, n—4 = -2(2—-w).

Finalmente, a partir de (2.48) e (2.49) segue

r(z—w):/owit_f:2_1w—7+0(2—w>, (2.52)
P —w) = ”12__:’) _ _ff(; f)w) _ —QEW 14402 —w),  (2.33)
Mw) =t 12T 00 w. (2.54)

4. Volume da esfera.

Por fim vamos calcular o raio da esfera m-dimensional, cujo raio é
R=(af+a5+ - +a2)"/2
A partir de argumentos dimensionais o volume dessa esfera pode se escrito como
Vin = CnR™, (2.55)

sendo (), o coeficiente que precisamos calcular. Para essa finalidade consideremos a inte-

gral Gaussiana

I = /dh/dfﬂg"'/dz’m e—alaitad+tal,) {/ dx e—ax2:| _ (Z)? (2.56)
o a

—00

Por outro lado temos que dV,, = mC,, R" 'dR, e podemos escrever a integral na forma

0
1 = / e_“RQmCm R™ Y dR.
o0
Efetuando a seguinte mudanca de varidvel z = aR?, temos

1
dR:—(
2a

1 m—1
a\ 2 Z 2
m—1
—) dz, R™1==
z a

assim

I = mC, /000 e_z<§>m21 : %(g)édz = T;Ci;n /000 e 2% My = 77215:? F(%) (2.57)

Desde que (2.56) e (2.57) s@o a mesma integral, concluimos que

T T T
3T(3) T(Z+1) r(3+1)

Este resultado é vélido para m natural e também pode ser continuado para dimensoes

complexas 2w.
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2.3.3 Caso mais simples da integral de loop

Vamos agora realizar a regularizacao de algumas integrais de loop . Para isso vamos efetuar

a seguinte continuacao

2w
L = Ly, — /(dix (2.59)

27T)2w
de forma que I, é definida em todo o plano complexo, exceto em alguns pontos, dentre

eles w = 2. Em geral temos
Iy, = (polo em w = 2) + termos finitos.

Vamos considerar a teoria escalar dada pela agao

1 m? A
s = [d={5007 - S - 26t} 2.60
Essa acao pode ser escrita no espaco euclidiano através da mudanca de varidvel z° = —iz?.
De tal forma que
d*z = APz = —id*dPz = —idtzp
e (9p)° = (op)? — (9p)® = —(0¢)%- (2.61)

Assim, a acao euclidiana tem a forma
1 m? A
= i [d{ - 00k - Tt - et} 2.62
S Z/ 2 00— T e (2.62)

Vamos considerar como primeiro exemplo a correcao para a funcao 2-pontos dessa

teoria dada pelo diagrama

1 1 N[ dp 1
1 _ 2.
2 g 190 2/(27r) P Am? (2.63)

A titulo de comparacao, vamos considerar primeiramente uma regularizacao cut-off

desse diagrama, na forma
1[ _ 7 /Q 4p3dp _ A /Q p2dp2
279 2 167r2 p? +m? 3272 Jo p*+ m?

A p?dp? A 0?
= — dp® — m? = — 02 —m?ln— 2.64
3272 { /0 p—m /0 p? + m? 3972 mein m2 [’ (2.64)

onde os termos proporcionais a O(Q_l) sao considerados irrelevantes.
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A regularizacao dimensional desse diagrama nao exibe a mesma simplicidade. Iniciemos

com

(2.65)

d*p 1 20 - T < p2=ldp
[ — [w — . — .
! ? / (2m)% p2+m?  (2m)*T(w+1) /0 p* +m?

Vamos lembrar que I'(w + 1) = wI'(w), assim podemos escrever

2w 1 0 p2w71dp
L, = : . 2.66
v = o TG, P (266)

A 1ltima integral pode ser avaliada via funcao Beta, lancando mao do seguinte resul-

tado

B(z,y) = m:/owdtt“(ut)w. (2.67)

Para ver como isso pode se feito vamos tomar p? = tm? em (2.66), tal que

1
P> dp = §m2wt‘“_1dt, p® +m?=m?(1 +1).

O que nos leva a

o0 1 (m2>w 1
Iy, dtt 1+ = -B(w,1—
’ 47T2 /0 7 = G ey Pelw
i D =) (i
= = (1 — 2.68
@ T@rm ame T 0%
onde temos identificado  — 1 =w — 1 e —z —y = —1, como os argumentos de (2.67).

Fazendo uso da equacao (2.53) podemos reescrever o resultado (2.68) como segue

o = %73; <_ 2—1w +7_1>
) () e

Nesse resultado, p é o parametro de renormaliza¢ao com dimensao de massa , [u| = [m],

mencionado no inicio desta se¢ao. Somado a isso consideramos também

2 2

( m )w_Q = o 2 (25 u2) :1+(2—w)ln(4m; )+---, (2.70)

47 ? m

e finalmente chegamos em

e = (it ()
20, 2yw-2[2 1 1 4
= m() [E * (4’;)2 C (4m)?2 (4nm)? ln( mILQL )]’ (271)
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onde temos definido ¢ = (47)%(n — 4). Esse resultado nos leva a

%Igo = —Am () E * Q(Zw)z - 2(417r)2 - 2(417r)2 n (4;5 )] (2.72)

O comparagao entre (2.72) e (2.64) mostra que as divergéncias quadréticas O(92?) da
regularizagao cut-off nao aparecem na regularizacao dimensional. Contudo, observa-se
uma relacao direta entre o termo logaritmico In % e o termo é Tal relacao é dada por

2 un74
mﬁ — - (2.73)

a qual permanece valida para todos os diagramas com divergéncia logaritmica. KEsse é
apenas um caso particular de uma regra geral. Os termos logaritmicos que sao relevantes
serao os mesmos em todos os esquemas de regularizagao [34].

E importante ressaltar que o resultado (2.72) nao depende do momento externo, e
portanto nao contribui para a parte nao local. No que segue vamos considerar um caso

onde essa dependéncia existe.

2.3.4 Divergéncias UV e fator de forma nao local

Vamos considerar a correcao a funcao 4-pontos dada pelo diagrama
p—k
A2 d*p 1

> | G EreEmie =iy 2T

k =

Primeiramente vamos considerar as divergéncias de (2.74) a partir de uma regularizagao

cut-off. Vamos iniciar com a seguinte transformacao

B d*p 1
= / (2m)* (p* +m?)[(p — k)? + m?]

d* 1 d* 1 1 1
- / p4 2 22+/ p4 2 2[ 2 2] 2]' (2.75)
(2m)* (p* +m?) @m)t p2+m?® Lp—Fk)>+m?] p+m
Em quatro dimensodes d*p = 7%p?dp? e pode ser notado que a primeira integral diverge de

forma logaritmica, enquanto a segunda ¢ finita. Dai somos levados a

Q 9 1 9 ,
' p-dp 1 0 |
e - In—5 +(t finitos).
! /0 (471')2(]92 + m2) (47’(’)2 n m2 + ( ermos Iini Os)



27

Como a outra parte ¢ finita, (2.74) resulta em
A2 02
Wln@ + (termos finitos). (2.76)
Vamos agora proceder com a regularizagao dimensional do diagrama considerado. Para
isso temos que definir

2 1
I, = / b . (2.77)

(2m)%  (p*+m?)[(p — k)* + m?

Esta claro que para w = 2 a integral I, coincide com I,. Além disso, I, é analitica sobre
um plano complexo na vizinhanca de w = 2, onde ela possui um polo.

Podemos usar a féormula de Feynman,

1 ! da
b /0 aa 1 b1 —a)]®’ (2.78)

para escrever (2.77) na forma

d*p 1
2.
/ / 2m)w — ak)? + a?)?’ (2.79)

onde a? = m? + a(1 — a)k>.

Agora, vamos realizar a seguinte mudanca de varidveis, p, — p, — ak,. Isso nos da

/ /;lj:m (2 +a2) : (2.80)

Como pode ser visto a integral (2.80) nao depende do angulo. Isso nos permite usar os

como resultado,

mesmos passos que nos levaram de (2.65) a (2.66). Apdés efetuarmos a mudancga de varidvel

p? = a’t, chegamos em

L, = /1 da/L dpp*™ 1 (p* 4+ a*) 2
2“ 0 (2m)2T (w)
= /1 dov /Oodt a® e (1) 72 (2.81)
0 o (dm)“I'(w)
Comparando este resultado com (2.67), identificamos z = w e y = 2 — w. Logo,

_ 1 ! aF(w)F(Q—w) q2o—4
o = <47r)w/o W) |

Vamos relembrar que I'(2) = 1 e a*> = m? + a(1 — a)k

%, enquanto I'(2 —w) = 72— — 7.

Isso nos da

1 1

ho = (m—7> /Olda [m? + a(l — a)k?]” (2.82)
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2 .
Vamos denotar 7 = % e considerar

[m? + a(1 — a)k?)* " = (m2)e2 el [1a0-ay]
= mM)*?[1-2-w)h{l+al-a)r} + Ow—2)%]. (2.83)

Substituindo essa expressao em (2.82), temos que

1

L, = ! (L — 7) (m?)“ 2 [1 —(2- w)/o daln[l + a(l — 04)7']:|

(Am)» \2 —w
_ (7&2;2 [2 i — == /O da In {1+ a(l - a)T}]. (2.84)

Nessa ultima férmula o primeiro termo é a divergéncia e a integral sobre « representa

o fator de forma nao local, que é o resultado fisico esperado. Temos também que

(O R et 27 el (222)
pr— = —F €
(4m)« (4m)? \dmp? (47)?
(12)2 Ar 2 ,
= 1+ @—w)n ( g )+0@-w?]. (2.85)
A integral em (2.84) pode ser realizada para obtermos
1
/ do n{l+a(l —a)r} = =2Y, (2.86)
0
onde
4t 4k? 1 2+a
T+4 k24 4m? ¢ a2 "a (287)
Substituindo (2.85) e (2.86) em (2.84), chegamos em
(12)~2 Ay
Ly = [ -v+1 2| 2.88
2 (4r)? 12 —w v n<m2>+ (2.:88)

= - i - (41)2 * (471r)2 = (4;52> * (Z:)z]'

Por fim, vamos explorar o fator de forma Y em seus dois extremos, que sao os limites

de altas e baixas energias, dados por

1) UV, k*>m? queimplica 7> 1,
2) IR, k*<m? queimplica 7 < 1. (2.89)

2

1) Vamos considerar o limite UV, no qual k? > m? e 7> 1. Isso nos leva a

SR dm? 14 A

2 2
) Ak 4 :4<1_4ﬁ+...>,

a 12
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talquea%Q—‘%Q. Temos assim, 2+a%4—4]%2e2—az4kl22,detalformaque
1 k2
Y 2 1-:m (W> (2.90)

Nesse caso , I, em (2.88) é dada pela combinagao

b = UL () o (B)]

(4m)? 12 —w 2 m?
o (2)e? [ 9 (MQ) ]
= @y - + In 12 + constante|. (2.91)

A importancia do resultado anterior reside em nos permitir chegar a duas conclusoes.
Em primeiro lugar, podemos notar que o limite de k% muito grande significa também >
muito grande, e vice-versa. Isso evidencia que para conhecer o comportamento do sistema
quantico em altas energias, dado pelo limie UV, é suficiente estabelecer o limite de u muito
grande via um esquema de renormaliza¢ao por subtragbes minimas (M S). Vale lembrar
que a maneira de explorar esse limite via grupo de renormalizacao é conhecida, inclusive
no espago tempo curvo [32, 35, 36].

Em segundo lugar (2.91) nos mostra que é possivel restaurar o limite de x? muito grande
a partir do coeficiente do termo divergente com o fator % Por outro lado também hé uma
correspondéncia com o limite de Q2 muito grande em (2.76). Em suma, podemos dizer
que o limite de UV é muito bem controlado pelas principais divergéncias logaritmicas,
que podem ser derivadas facilmente pelo método da heat kernel, mesmo sem o uso de
diagramas de Feynman.

2) J4 no limite IR, temos que k? < m* e 7 < 1. Dessa forma
2
2

k
a N—2<<].,
m

e assim a ~ % Como uma consequéncia disso,

2+a 2+ & k k
] A~ I m o] (1 ) o
Yo HQ—% A m
de forma que
1 2 k
Y = 1——111‘ Tl L (2.92)
a —a k m

Como pode ser visto, em ordem zero o fator de forma nao local desaparece no limite IR.

. . ~ . ~ . 2 . ~ .
Isso significa que nao existe correspondéncia entre ln<%) e a divergéncia %, ou InQ. As
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préximas ordens na expansao sao

B 1 k2 1 <k2)2

= —— 4+ 2.
12 m? 120 (2.93)

m?

O primeiro termo ¢é a evidéncia de que o desacoplamento é quadratico nesse caso. No
geral, essa dependéncia quadratica ocorre em todos os casos que se pode checar. Como
pode ser notado, no limite IR as divergéncias e a dependéncia do momento nao estao
correlacionadas. Esse comportamento é conhecido como desacoplamento e foi descoberto
na QED em 1975 por Appelquist e Corrazzone [4].

Por fim, como pode ser visto, no diagrama em (2.72) nao ha fator de forma nao
local. Neste caso podemos pensar que a divergéncia no limite UV é artificial, o que nao é
exatamente correto, porque no geral o fator de forma logaritmico corresponde a uma soma
sobre todas as contribuicoes divergentes, inclusive aquelas vindas de diagramas como o
que estd em (2.72). Esse tipo de argumento é necessério para o calculo correto no espago
tempo curvo [23], desde que apenas levando em conta esse tipo de contribuigao é possivel
estabelecer a relacao correta entre os logaritmos do momento no limite UV e a dependéncia
de . Isso pode ser melhor entendido olhando para o resultado (2.72) e notando que a

dependéncia em g aparece junta, e nao separada, do termo divergente.



CAPITULO 3

Acao efetiva a 1-loop e fatores de forma n3o locais no espaco curvo

3.1 Acao efetiva no espago tempo curvo

Como vimos na secao 2.1 o funcional gerador das funcoes de Green é o objeto central
da construcao de uma teoria quantica de campos. E ele que vai nos permitir explorar a
teoria de perturbagao para campos interagentes. Para o caso de uma teoria semicldssica
no espago tempo curvo vamos iniciar a construcao desse funcional a partir da versao mais

completa da teoria dada pela acao [37]

que descreve os campos de matéria ® acoplados ao campo gravitacional quantico. O
primeiro termo no lado direito da igualdade em (3.1) é a agao que descreve apenas o
campo gravitacional, enquanto S,,[®,¢g] é a agao para os campos de matéria no espago
tempo curvo com métrica g,,. Mesmo para os casos em que a teoria descrita pela acao
(3.1) apresente simetria de calibre, a quantizacao pode ser realizada e o funcional gerador

das fungoes de Green é dado por,

Z[J, 1] = %/Dg D ei(sg[9]+Sm[@>g]+Ig+J¢). (3.2)

31
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Nesse funcional, I ¢ a fonte para a métrica quantica g,, e J ¢é a fonte para o campo

quantico ®. Assumimos também a notacao,

. — / /=50 (2) ] (), (3.3)

que leva em conta a soma sobre todos os indices e a integragao covariante sobre a variaveis
continuas do espaco tempo. Os elementos de integracao funcional Dg e D® levam em
conta os campos de calibre e os campos fantasmas. E a constante de normalizagao é dada

por
N = / Dy DP ¢ (Solol+5nl2al). (3.4)
Vamos reescrever o funcional gerador em (3.2) na forma
210.0) = . [ Do e 217, 5,), (3.5)
na qual é possivel perceber que
217, 9] = j\lfo /D(I) o (Suaclgl+Sml@.gl+27) (3.6)

Nesse tltimo funcional temos renomeado S;[g] como Sy.[g] e também é possivel notar que

N = /\Mfo’ sendo que a constante de normalizacao para Z|[.J, g, ] é dada por

No = / DO 5[] (3.7)

Juv="uv
O funcional em (3.6) ¢ o funcional gerador das fungoes de Green para os campos de matéria
no espaco tempo curvo, que nao leva em conta a integragao funcional sobre a métrica. Ele
representa o objeto central para o desenvolvimento de uma gravidade semiclassica.

Como pode ser notado, o funcional em (3.6) depende da fonte J para os campos de
matéria e da métrica g,,, que entra como um parametro externo. A agdo que aparece

nesse funcional é composta por duas partes
S[®, 9] = Svaclg] + Su[®, 9], (3.8)

onde S,.[g] é a agdo para o vicuo cldssico, dependente apenas da métrica. Enquanto
S|P, g] é acdo para os campos de matéria, que supostamente desaparece quando os mes-
mos nao estao presentes. Essa divisao da acao em duas partes nos permite retirar a parte

do vacuo de dentro da integral funcional, e reescrever (3.6) na forma

1, , ,
Z[J, 9] = A giSvacld / D P gul+i® ], (3.9)
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A partir daqui seguimos da mesma maneira que fizemos no espago plano. Primeira-
mente definimos o funcional gerador para as funcoes de Green conectadas na presenca de

um campo gravitacional externo,
el = Z(7, g,0). (3.10)

Lembrando que tanto as funcoes de Green G™(zy,...,x,), como as funcdes de Green
conectadas ng) (x1,...,x,), sdo definidas da mesma maneira que no caso do espago plano;

através das derivadas

(571
(n) —
G, s ) i0J(xy)...i0J () 217, gy J=0 (8:11)
e
GO (1, ) = o WJ, gl (3.12)
¢ T8 ()00 (2,) T =

Esta claro que essas funcoes dependem da métrica, que entra na integral funcional como
um parametro externo e nao como uma quantidade quantizada.
Da mesma maneira que fizemos na secao 2.2, vamos construir uma acao efetiva no

espaco tempo curvo iniciando com a definicao do campo médio,

S 1 SWIJ, guw)

(3.13)

Em seguida temos que assumir que essa relagao possa ser invertida para encontrarmos
J = J(®, gu). Por fim introduzimos a acao efetiva como um funcional do campo médio e

da métrica,
L@, g, = W], 9] — J. (3.14)

Lembrando que apesar das relacoes apresentadas na secao 2.2 serem preservadas, as
operagoes aqui devem ser covariantes do ponto de vista do espago tempo curvo.

As semelhancas com o caso do espaco plano permanecem para a expansao em [0ops e,
em particular, podemos escrever a acao efetiva como uma soma da acao classica e a

expansao em loops ,

I'=S+T, L=> nrt. (3.15)
n=1
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Em especial, a correcao a 1-loop no espago tempo curvo é dada por
T[] = i% log Det.S,[®] = j:%Tr log So[®], (3.16)

onde S5[®] é a forma bilinear da agao cldssica tomada em ® = ®, e os sinais + e —
correspondem aos casos de bosons e férmions, respectivamente.

Um fato importante a respeito da agao efetiva definida em (3.14), é que essa agao possui
uma parte que depende apenas da métrica externa g,,, conhecida como acao efetiva do
vacuo. Essa ac¢ao nao leva em conta os campos de matéria e para modelos mais simples
(sem quebra espontanea de simetria ou parte induzida) pode ser construida como parte

de (3.14), ou pela eliminagao da fonte para os campos de matéria em (3.6) como segue,

Zvac[g,uy] — eiruac[gpu] — ieiSvac[gW] D e’iSm[@,g,u.u]' (317)
0

Nesta expressao 'yec[gum] € a ac@o efetiva do vacuo.

A partir de (3.17) é possivel justificar a condigao g,, = 7, na definicao do fator de
normalizagdo em (3.7). Sem essa condicao a agao efetiva do vacuo seria cancelada. O que
significa em tltima analise, que as corre¢oes quanticas para a acao classica da gravidade
seriam perdidas.

A expressao (3.17) nos permite escrever I'y,.[g,,] como uma soma da agao classica e

as correcoes quanticas

Fvac[glw] - Svac + Fvaca (318)

onde I, vem da integracio sobre os campos de matéria ®. Vamos notar que a importancia
de I' . reside no fato de que as demais correcoes quanticas estao relacionadas aos efeitos da
gravidade sobre a dinamica e a interacao dos campos de matéria. No entanto, nao espera-
se que esses efeitos sejam importantes para experimentos laboratoriais em aceleradores,
por exemplo. Dessa forma a agao efetiva do vacuo I'y,. é 0 objeto de estudo de nosso

interesse contendo as contribuicoes quanticas para a dinamica da propria gravidade.

3.2 Solucao da heat kernel

O principal método para calcular as corregoes de loop quantico em Teoria Quantica de
Campos, é baseado na integracao dos diagramas de Feynman na representacao dos mo-

mentos. Ao mesmo tempo, para trabalhar no espago curvo (espago tempo), é preciso ir
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além dessa técnica, pois a transformacao global de Fourier no espaco curvo é impossivel.
Como solucao para isso existem trés abordagens principais diferentes para célculos no
espaco curvo. A primeira é baseada na expansao da métrica externa sobre um espaco
de fundo plano ¢, = 7, + hy, e realizagao dos calculos no espaco plano, tratando hy,
como um campo externo no espaco plano. A covariancia e a localidade das divergéncias
tornam tal abordagem possivel e, em muitos casos, 1til [38, 39]. O que também se aplica
a derivagao da parte nao local finita dos diagramas [23, 25].

Outra abordagem para os calculos no espago curvo é baseada no uso de coordenadas
normais e representagao local do momento [40]. Uma das vantagens desse método é uma
covariancia explicita. Em alguns casos ele fornece beneficios técnicos valiosos, por exemplo,
para derivar o potencial efetivo nos esquemas de renormalizacao dependentes de massa
[41, 42]. Ao mesmo tempo, uma vez que a representagao local do momento é essencialmente
baseada na expansao na vizinhanca de um tnico ponto do espago tempo, esse método nao
¢ adequado para as contribuicoes nao locais.

Finalmente, a técnica de Schwinger-De Witt [43, 44] é a maneira mais eficiente de deri-
var as divergéncias de 1-loop em um espaco de fundo curvo. Cerca de 25 anos atras, houve
um progresso significativo no desenvolvimento dos métodos da heat kernel por Avramidi
[22], Barvinsky e Vilkovisky [21]. Como resultado, as expressoes gerais para as nao locali-
dades no espaco curvo foram derivadas, e isso abriu o caminho para o cédlculo dos fatores
de forma nao locais a 1-loop para diferentes campos [23, 24, 25, 26] e modelos (ver, por
exemplo, [27]).

Do ponto de vista das aplicacoes fisicas, as semelhancas e principais diferencas entre a
técnica padrao de Schwinger-De Witt e os novos métodos da heat kernel sao as seguintes.
Em ambos os casos, trata-se dos primeiros termos na expansao da acao efetiva covariante
em “curvaturas”. No caso da gravidade, devido a covariancia, essa expansao tem a forma
de uma série de poténcias no tensor de curvatura e suas contracoes (curvaturas). Além

disso, para o operador da forma padrao,

H = 10 + 2h°V, + 11, (3.19)

as expressoes tais como,

R — Vah® — hoh® (3.20)
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Sas = [V, Vol + Vha — Vahs + hsha — hohg, (3.21)
também sao incluidas na lista de curvaturas.

Muitas aplicacoes fisicas sao baseadas em termos que sao quadraticos e no maximo
cubicos em curvaturas. A principal diferenca é que a técnica padrao de Schwinger-De
Witt lida com o limite de altas energias (ou seja, esta relacionado ao limite s — 0 na
representagao do tempo préprio). Os termos correspondentes sao divergentes no regime
UV e, portanto, locais. Como resultado, eles geralmente sao irrelevantes no limite IR.
Claro, para campos sem massa, ha uma certa dualidade entre UV e IR. Portanto, pode-se
sempre restaurar a parte mais importante dos termos nao locais, relevantes no regime IR,
por exemplo, integrando a anomalia conforme [23]. Porém, no caso do campo massivo
tal integracao nao pode ser utilizada ou possui um sentido fisico muito restrito [45, 46],
devido ao desacoplamento IR na gravidade. Em geral, o desacoplamento é importante,
pois permite separar os graus de liberdade relevantes e irrelevantes em baixas energias
(no IR) e, portanto, representa um dos principais ingredientes da abordagem de teoria de
campo efetiva.

Pelo menos um dos primeiros trabalhos sobre o desacoplamento gravitacional foi [39],
onde mostrou-se que nos limites k* < m? e |R_| < m?, a expressao para (T,,) renor-
malizado de um campo escalar massivo no espaco tempo curvo torna-se local. Os termos

correspondentes tém dependéncia de massa ~ m 2

e nenhuma dependéncia de p, uma vez
que nao ha relagao direta com as divergéncias UV. As expressoes explicitas para os fatores
de forma nao locais permitem explorar os detalhes do limite IR para os campos massivos
e, portanto, pode-se observar e explorar um fenomeno como o desacoplamento nas baixas
energias.

A seguir, apresentamos os detalhes da derivacao dos fatores de forma gravitacionais, que
levam ao analogo gravitacional do teorema do desacoplamento de Appelquist e Carazzone
[4]. Para esse fim, consideramos em detalhes a derivagao dos fatores de forma usando a
solugao da heat kernel dada em [21].

A contribuicao a 1-loop para a agao efetiva euclidiana de um campo massivo é definida

como o trago do limite de coincidéncia do logaritmo do determinante da forma bilinear da
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acao. Ou, equivalentemente, como uma integral da heat kernel sobre o tempo préprio s,

_ 1 A 5 1 1 [~d
' — -T (—i0+m*-P+-R| = —/ S TK(s).  (322)
2 6 2J)o s

Esta féormula é valida para campos de bdsons no espaco tempo euclidiano, enquanto que
para férmions o sinal geral da equagao (3.22) é modificado. K(s) é a heat kernel da forma

bilinear da acdo classica da teoria, [ = V2 ¢ a forma covariante do laplaciano, e

2\2—w
TrK(s) = %/d‘lx g e tr {i + sP + 32[1 R, fr(T)R™  (3.23)
ms)¥
+ 1Rfo(T)R + Pfs(r)R + Pfu(7)P + Ry f5(T)R™] }.
Nessa expressio 7 = —s[] e usamos a notacio R,, = [V,,V,] de [44]. Vamos notar

que usamos [0 = ¢"'V,V, mesmo no espago euclidiano. Na equagdo (3.23) os termos
entre chaves sdo matrizes nos espacgo dos campos (escalar, vetor ou férmion). O termo de
ordem zero, proporcional a tr1, corresponde as divergéncias qudrticas, ou ao coeficiente
ap na expansao de Schwinger-DeWitt [28]. O termo com s tr P corresponde as divergéncias
quadraticas, ou ao coeficiente aq, e todo o restante corresponde a divergéncias logaritmicas
e esta relacionado ao coeficiente ay, mais termos finitos. Os termos de terceira ordem e de
ordens superiores nas curvaturas sao omitidos nessa férmula.

Como ja mencionamos ao tratar da abordagem baseada em diagramas, os termos ag e
a; podem ser eliminados pela escolha do esquema de regularizacao. Na verdade, existem
termos de superficie finitos e nao locais relacionados a a; que sao independentes do esquema
de regularizacao. Termos desse tipo vao aparecer na expansao da heat kernel que usaremos
no Cap. 4 e também nos trabalhos [25, 26]. Por enquanto nosso foco principal esta sobre

a parte correspondente a as e termos relacionados. As fungoes fi 5 tém a forma [21]

PN (B £ Y 1 B S W U B €S}
=10 IO M0 = D
onde .
f(r) = / da emo=o7 e 1T=-—s0. (3.25)

A diante vamos descrever a derivacao da integral (3.22) para o caso particular de um

campo escalar massivo.
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3.3 Fatores de forma para o campo escalar massivo

A acao para uma teoria escalar, acoplada de forma nao minima ao escalar de curvatura, ¢é

S = /d4x\/_ { g0, O, + ;(m2 + {R)«pQ} : (3.26)

De onde temos que
~ 1 A
P = - (£ — 6) R e Rap =0. (3.27)

No caso sob consideracdo 1 = 1 e vale notar que m? nio estd incluido em P como acontece
com P em (3.20).
Em acordo com (3.22) e (3.23), a parte bilinear na curvatura da agao efetiva pode ser

dada por meio da integral do tempo préprio da heat kernel , da forma

B 1 % g 2(2—w) A
0

+ Rfo(=sV?)R+ Pfs(—sV?)R+ Pfi(—sV )P + Ry, f5(—sV2)RM ] } (3.28)

A seguir vamos computar essas integrais do tempo préprio na Eq. (3.28).

3.3.1 Termo de ordem zero

Comegando pelo caso mais simples, consideremos em (3.28) o termo que corresponde ao
coeficiente ag na expressao para as divergéncias,

3 dS M2(2 w) )
i = = / / d* —sm? 3.29
0 2 )y s (dms)® vae (3:29)

Aqui é usual introduzirmos uma mudanca de variaveis como segue,

t dt ds dt m*
S = W 5 ds — W ) Sl+w - t1+w . (330)

Dessa maneira a integral torna-se

B 2(2—w) ot
w _ L[ p 2 t
w—2
1 3
2L 02—
(47T,u) [(2—w)+2+ (2-w)

4

- W/ erdl e n (524 e
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Para chegarmos ao resultado anterior usamos as relacoes (2.54) e (2.70) apresentadas

no capitulo 2. Por questoes praticas vamos introduzir aqui a notacao

1 1 1 A p?
Lol Ly 3
Ewp 2(4mr)? [w —o - U2 (3:32)

Assim, a contribuigao a 1-loop para o termo da constante cosmolégica (3.31), torna-se

M = /d4x\/§[— 61 + 4(;)2] m; (3.33)

w,p

Podemos observar que essa expressao consiste da divergéncia UV, devido ao termo Ing
contido em 1/e,,,, e do termo constante, o qual é irrelevante, visto que ele pode ser
absorvido em 1/¢,,, por uma mudanca do parametro p. Podemos notar também, que na
expressao (3.33) nao existe fator de forma nao local. Isso é um resultado natural desde

que o fator de forma é construido a partir de [, que d4 zero quando atua sobre m?.

3.3.2 Termo de primeira ordem

Na primeira ordem em s o termo correspondente ¢é

_ 1 ® s 2(2—w) o, .
Fgl) = 5/0 _/(477'8)"" /d4x g e ™ tr(sP)
dS B / . 2(2 w)
- e e )
=T e

2(2—w)

_ ;“(M) - 1)/d4x\/_<§——> I(1-w)R

L

Onde usamos a expansao (2.70), a defini¢ao (3.32) e a relagao

trp = — (g - é)R. (3.35)

Assim, sem levar em conta termos de superficie [26], a agao efetiva é local e a de-
pendéncia logaritmica do parametro de renormalizacao p € completamente controlada pelo
polo 5=—. Os resultados (3.33) e (3.34) nos permitem construir as equagdes do grupo de
renormahzagao baseado no esquema de subtragoes minimas para a constante cosmoldgica
e a para a constante de Newton. No entanto eles nao nos fornecem os termos nao locais

contidos no grupo de renormalizacao.
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3.3.3 Termos de segunda ordem

Nesta secao vamos calcular os termos de segunda ordem, um por um, para encontrar os
coeficientes ] 5 e l;. 5 que definem os fatores de forma finais dos termos R, - R* ¢ R- R.
A partir desses coeficientes a expressao geral em segunda ordem na curvatura pode ser
escrita de maneira condensada, na forma
5
Y =T Cpe = r
o' = lp, +1lRr = k-
k=1

Por fim, lembrando que 7%5 = 0 para a teoria de campo escalar, temos que avaliar

f\gl) — 1/00 ds e—st Sl—w (IMQ)Q_W /d4$\/§{R Vf1<_8\:|>le
2 0 (47T)w s
1

+ R[f(-s0) - (6= ) hl-s0)+ (6 - o) A-D)R}.  330)

Substituindo (3.24) e (3.25) em (3.36) e, mais uma vez, —s[J por 7, chegamos em

fgl) = ;/000 ds e_S"jQ stv m /d4x\/§ {R/w [J:(_T) ! + 1]R’“’ (3.37)

ol e 0+ G942 G- )

Onde usamos uma notagao condensada é =¢—1/6.

Nesse momento é oportuno introduzir um conjunto de coeficientes definidos a partir
dos termos que acompanham as combinagoes de f(7) e 1/7 na expressao anterior, como
segue

I} =0, 5 =0, =1, Iy =

1 1 -~ 1 1 1
h=——-— =&, ly=——=
1Tag 1Tt kT

Somado a isso, vamos denotar as integrais em cada termo (3.37) como (lembrando que

T = —s0)

1
67
é, lsy=—<=—I5, 14:——4‘—5-

< ds 2 /J/Q(Q_W) o
M, = / eI (1) = / dte "t f(tu),
o (4m)¥ (4m)~ Jo
g ) M2(27w) [e's) f(tu)
M _ —mes ,—w — dt —t
v = 0 = e [ e
0 g ) /1/2(2_w) o0 f(tu)
M. = -m<s —1-w _ dt —t J A\t
3 /o m 7 f(7) (47)~ / € 2w
© dq 2(2—w) 0 1
M, = / 5 i gmw / dte™t —
o (4m)¢ (4m)~ Jo ut?
> ds 2 p2=«) > 1
M- = —-m?s ~l-w _ 2(w—2)/ dt —t 3.39
5 /0 (4m)~ € s (47)~ m ; € 2w (3.39)
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onde ja realizamos a mudanca de varidavel (3.30) e também denotamos
u o= ——. (3.40)

Uma observacao relevante aqui é que todas as caracteristicas individuais da teoria
em questao (como a teoria escalar aqui estudada) estao contidas nos coeficientes (3.38).
Enquanto as integrais (3.39) sdo universais no sentido de que elas sdo as mesmas para
qualquer teoria que nos fornega um operador da forma (3.19), pelo menos para he = 0.
Assim, a computagao do mesmo conjunto de integrais (3.39) nos permite derivar os fatores
de forma para muitos casos de interesse.

Por meio das novas notagoes introduzidas em (3.38) e (3.39), a parte de segunda ordem

da acao efetiva em 1-loop pode ser escrita na forma
1 5
I = I +T8 = 5 / d*z/g Z{RW 12 M, R*”’+leMkR}. (3.41)
k=1

Vamos agora calcular as integrais em (3.39). Para este fim vamos fazer uso da expansao
(2.70) e das férmulas (2.52), (2.54) para a fun¢ao gama. Levando essas férmulas em conta,

os resultados para My e M5 podem ser dados como segue

My = —ﬁ{l%—ﬁlen(lljnf)} (3.42)
2
M; = m{ngﬁJrln(i’;)}. (3.43)

Para calcularmos as trés integrais restantes é conveniente introduzirmos uma nova
notacao

4u 47 1 1 1
2 _ = _Z 3.44
u-+4 O—4m2 © u a2 4’ ( )

que é exatamente a imagem de Fourier da primeira expressao em (2.87) no espago eucli-

diano, com

4k?
a’> = 2 am? >0, etambém a®<4. (3.45)

Podemos assumir, pela definicao anterior, que a vai de a = 0 no regime IR a a = 2 no
regime UV.
Além disso, precisamos do resultado para a seguinte integral

24+a
2—a

1
A = —%/ daln[1+a(l—a)u}:1—lln , (3.46)
0

a
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que é a mesma integral Y aparecendo na Eq. (2.86) no espago das coordenadas.
Feitas as definicoes anteriores, a trés primeiras integrais que restam podem ser calcu-

ladas e os resultados em termos de a e A, sao

2 2A

M= =% e (3.47)
o= [ sl () e s ) (3.48)
= @{[HﬁJr1n(4;52)](%—%)—§—;+%}, (3.49)
2
= {5 () e e
185214 - Tgﬁ - mlo} (3.50)

Agora podemos construir uma combinacao usual desses resultados para o caso escalar,

da forma
1
MR2 Z§M3+ZZM4+Z;M5:M3+6M4—M5
1 1 1 Ay 1 8A 2 1
- @) ) e ey o
(47r)2{2—w<60>+ "z ) 6o) T s T e T B0V
e também

Mpe = Iy My + o My + I3 M3 + 1y My + I5 Ms

- (AP (- b (- o
- (41) Hﬁ“ ( o )] ( &~ 180) +A€2+§é —%5—%
* 1A4 B 1;:4 a 1058900 B 18(1)a2 * ng}' (3:52)
Com essas combinagoes anteriores podemos finalmente escrever
) = % / d4x\/§{RW Mgz, R™ + RMRzR}. (3.53)

Notemos que existe um terceiro termo relacionado com o quadrado do tensor de Ri-
emann. No entanto para qualquer inteiro N podemos provar, utilizando a identidade de

Bianchi e a integracao parcial, que (veja por exemplo [47])

Ein = Ruap0V R — 4R, ONR*™ + RONR = O(R?) + derivadas totais. (3.54)
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Isso significa que na aproximacao bilinear na curvatura, tal como discutimos aqui, podemos

usar a formula de reducao relacionada com o termo de Gauss-Bonnet
Ruvp f(O) R = 4R, f(O)R™ — Rf(O)R. (3.55)

Como um resultado, na aproximacao quadratica em curvatura, nao existe maneira de per-
ceber as nao localidades associadas a combinagao de Gauss-Bonnet. Como consequéncia
disso podemos usar como base os termos wa e R?, ou alguma outra base equivalente. Para
varias aplicacoes uma base usual é o quadrado do tensor de Weyl, em vez do quadrado do

tensor de Ricci. A mudanca entre essas bases pode ser feita através das férmulas

1
C*=R.,.;—2R., + gR2 = By +2W, (3.56)

onde W = R?w - %R2, FE, é irrelevante, e

~ 1
Mp2 = Mp2 + g Mwa- (3.57)

Agora, introduzindo os fatores de forma ky e kg,

8A 2 1

o= ke =t e s (35%)
S (241 Ay A A AT 1
— 2 - - _ _ _
fr o= ACH (3a2 RRTI )¢ 182 T 1ad T oat 2160 1082 )

Considerando todos os termos até segunda ordem na curvatura temos como resultado a

agao efetiva

—(1) 1 A m4[ 1 (47w2> 3}
T - d UL °
scalar 2(47r)2/ z\@{ > o= T ) T2

o (e gmenly o om () 1
+ 3 Cmms gy g (o) bl
e[yl g) Gl rm(Te)) rralrf e

Vamos fazer algumas observacoes a respeito do resultado final para a acao efetiva
do vécuo para o campo escalar (3.60), com os fatores de forma (3.58) e (3.59). Em
primeiro lugar, deve-se ressaltar que essa acao é essencialmente nao local no setor de altas
derivadas. O resultado é exato nas derivadas do tensor de curvatura, mas é apenas de

segunda ordem nas proprias curvaturas. Por outro lado, os termos de derivadas inferiores,
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ou seja, corregoes quanticas a constante cosmoldgica e ao termo linear em curvatura, nao
tém partes nao locais.

As nao localidades derivadas a partir da heat kernel e dos diagramas de Feynman em
regularizacao sao as mesmas. Isso é confirmado pela correspondéncia entre Y e A em nossas
duas consideragoes, e também pelos resultados originais de [23] e [25] para os fatores de
forma gravitacionais.

Para o limite sem massa (ou UV, para campo massivo), assumimos —[1/m? > 1, no
mesmo sentido de k?/m? > 1 para o momento euclidiano k. Em seguida os fatores de
forma ky e kr podem ser construidos seguindo o método da Eq. (2.91). De acordo com

(3.44) nesse limite a — 2. Entao,

1 _
kw ~ — 150 ln< 5 ) + termos constantes e negligenciaveis. (3.61)
1 1\2 - . .
kr ~ — 5 (5 — 6> In (—2) + termos constantes e negligenciaveis.  (3.62)

Essas relagoes mostram que no limite UV pode-se restaurar os termos nao locais a partir
das divergencias logaritmicas. Por outro lado, para modelos massivos fora do limite UV,
os termos nao locais possuem estrutura complexa e nao existe maneira de restaura-los a
partir das divergéencias.

Podemos dizer que as divergéncias logaritmicas no regime UV controlam o esquema
de subtracao minima baseado no grupo de renormalizacao, coberto pela dependéncia em
i, € também concorda com o comportamento fisico da teoria no regime UV, que significa
a dependéncia logaritmica do momento p no limite quando (p/m) — oco. A observagao
final sobre o fator de forma (3.58) é que a expressao (3.61) nos permite encontrar a parte
quadratica no tensor de Weyl da anomalia conforme no limite sem massa. Para esse fim

temos que usar a parametrizacao conforme da métrica g,, = g;“/ exp{20(x)} e notar que
O = e*@[0+0(0)]. (3.63)

Agora, derivando a anomalia pela prescri¢ao

2 0 I'[g,u] 14y 0T[guw €]
(I = - Gu— = ———= e — (3.64)
/—g [ 69#'/ /=g oo v G 00

podemos recuperar a partir de (3.63) a parte dependente de C? da anomalia com o correto

coeficiente, idéntico ao da divergéncia correspondente [14].
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Vamos fazer mais uma observacao a respeito do fator de forma para o termo quadratico
no tensor de Weyl. Os célculos acima foram feitos na assinatura euclidiana da métrica.
No entanto, se realizdssemos a derivacao dos resultados na assinatura de Minkowski e
com a prescricao 0 = Og — O+ ie, o fator de forma UV (3.61) ganharia uma adigao
imaginaria. O termo imaginario é conhecido por descrever a criacao de particulas sem
massa pelo campo gravitacional, como discutido na ref. [48] ( veja também [49] para mais
detalhes). Esse resultado mostra a relacao entre a anomalia conforme e a taxa de criacao de
particulas, que é (na primeira aproximacao) proporcional aos termos de Weyl ao quadrado
e R ao quadrado, na acao efetiva nao local. Seria interessante estender esse resultado para
a criacao de particulas massivas no Universo inicial usando o analogo pseudoeuclidiano
dos fatores de forma ((3.58) e (3.59), que também pode ser facilmente generalizado para
os férmions e vetores massivos [24] . Deixamos esta investiga¢ao para um possivel trabalho
futuro.

A derivagao semelhante para a parte de Gauss-Bonnet da anomalia é impossivel, exa-
tamente porque o fator de forma correspondente é de terceira ordem em curvatura e,
portanto, esta além do escopo da presente consideracao. O calculo desse termo na teoria
estritamente sem massa foi feito em [50] e [51]. Ao mesmo tempo, os fatores de forma sao
muito 1teis para entender melhor o problema da ambiguidade da anomalia conforme, rela-
cionada ao termo R? local na acao induzida pela anomalia e ao termo R na divergéncia de
UV [52]. Em particular, usando a regularizagao covariante de Pauli-Villars pode-se mos-
trar que esta ambiguidade aparece nao apenas na regularizagao dimensional [53, 54|, mas
também em outras regularizagoes. Além disso, se o limite conforme é alcangado tomando
o limite sem massa ( £ — 1/6 e m — 0) no modelo nao conforme, o termo R? permanece
nao local até que o limite seja obtido e, entao, nao ha descontinuidade ou ambiguidade no
resultado induzido pela anomalia para a contribuicao do loop .

No limite IR, quando k* < m?, podemos observar uma situacao muito diferente. A

comportamento assintético de A e ky neste caso ¢ da forma

1 K 1 k?

A= ——[1- —— :
12 m2< 10 m2> + (3.65)
1 k2 1 k?

Podemos ver que nao ha running logaritmico no regime IR e, portanto, nao ha relacao

direta entre a dependéncia de momentos e j nessa regiao. Este é o desacoplamento gra-
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vitacional, que também pode ser visto nas fungoes § [23]. Em outras palavras, no regime
IR, os termos nao locais desaparecem, enquanto as divergéncias permanecem as mesmas.
Assim, vemos que as divergéncias logaritmicas fornecem pistas importantes do comporta-

mento da teoria no regime UV, mas no regime IR elas nao trazem nenhuma informacao.



CAPITULO 4

Fatores de formas em 2D

A seguir vamos considerar as contribuicoes quanticas advindas dos loops dos campos de
matéria para um modelo mais simples de gravidade em 2D. Uma caracteristica particu-
lar das contribuicoes gravitacionais dos campos de matéria nesse modelo é que aquelas
oriundas dos campos conformes sem massa sao conhecidas a partir da integracao do traco
da anomalia [55, 56], sendo a acdo covariante nao local de Polyakov [57]. Nesse sentido,
a integracao dos campos nao conformes e, em particular, massivos, d4 uma nova pers-
pectiva para esses resultados classicos sobre a anomalia [54]. Ao mesmo tempo em que
complementa a derivacao da acao de Polyakov via método do grupo de renormalizacao
funcional[58], que efetivamente trata todos os campos como massivos por meio do uso de
um termo regulador.

A seguir vamos apresentar a derivagao dos fatores de forma nao locais no setor do vacuo
gravitacional dos campos de matéria com massa em 2D. Embora exista uma simplicidade
maior em comparacao com a derivacao desses fatores de forma para o vacuo em 4D, vere-
mos que os resultados em duas dimensoes sao interessantes. Eles nos permitem explorar
questoes gerais como a relacao entre o limite de massa nula e a acao efetiva induzida por
anomalia no regime de altas energias UV, além do desacoplamento dos graus de liberdade

massivos no outro extremo da escala de energia, dada pelo limite IR.

47
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4.1 Acao efetiva em 2D

Em duas dimensoes os tensores de Riemann e Ricci podem ser expressos em termos do
escalar de Ricci, na forma

1 1
a R(guagl/,@ - gl/agu,@)v R;w = 5 Rgul/' (41)

RUVOCB = 2

Como consequéncia o tensor de Einstein é identicamente zero, o que significa que a parte
classica da acao que leva as equacoes de Einstein para o tensor métrico é nula. Além disso,
ha menos divergéncias em duas dimensoes. Esses aspectos fazem o modelo de gravidade
em 2D mais simples de ser explorado, em comparagao com o caso 4D [59, 60|, e produzem
resultados compativeis com aqueles da teoria de campos conforme [61, 62]. Lembrando
que todos esses trabalhos foram desenvolvidos para a quantizacao de uma acao nao local
de Polyakov ou suas equivalentes.

Vamos agora considerar uma abordagem semiclassica, na qual apenas os campos de
matéria sao quantizados de forma que seus efeitos quanticos produzem a acao efetiva para
a métrica. No limite UV tal acao efetiva pode ser calculada através da integracao da
anomalia conforme [63]. Contudo, para descrever os fenémenos em diferentes escalas de
energias é necessario levar em conta a massa dos campos quanticos. Consideremos um

campo de matéria livre & de massa m, caracterizado pela acao quadratica

S[@] = %/de\/gtb(Oerz) d, (4.2)

na qual O é um operador diferencial covariante de segunda ordem, conhecido como um
operador do tipo Laplace.
Podemos usar a expansao da heat kernel para computar a acao efetiva para o vacuo a

1-loop integrando sobre o tempo da heat kernel na assinatura euclidiana,

1

Mgl = —5 ™ /Ooo‘f e A (s). (4.3)

Na qual introduzimos a solugdo da heat kernel H(s), que formalmente ¢ um bi-escalar
H(s) = H(s;x,2’) cuja forma explicita é mostrada na Sec. 4.1.1, seguindo os passos em
[25, 21]. Na expressao (4.3) o trago funcional leva em conta o limite de coincidéncia 2’ — =
e o elemento de integracao covariante f d? ry/g. Além disso, o parametro s é dual a uma

escala de energia, de maneira que a integral sobre s estende-se do regime UV em s = 0
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ao regime IR em s = oo. Enquanto o limite IR converge devido a presenca da massa
2 O 1. . UV . 1 . 1 . ~ . d . s,
m* > 0, o limite possivelmente vai requerer uma regularizagao, o que induzird um
running nos acoplamentos gravitacionais para a acao efetiva I'[g] através do processo de
renormalizagao.
De fato, além de uma parte finita nao local, a agao efetiva incluird divergéncias. Na

regularizacao dimensional essas divergéncias aparecerao por meio de integrais da forma

[44] ?

1 [ ds 1 )
—5/0 pEs) e %—kﬁmte. (4.4)

A partir da forma da expansao da heat kernel e considerando apenas os limites assintoticos
de s pequeno, observamos que para D = 2 — ¢ as poténcias divergéncias podem aparecer
como polos 1/e até a primeira ordem na expansao em curvatura, quando n = D/2 — 1.
Por outro lado, se D = 4 — ¢ as divergéncias poderiam aparecer até a segunda ordem na
expansao de curvatura quando n = D/2 — 2.

Com a finalidade de cancelar as divergéncias é necessario introduzir os chamados

contra-termos AS[g; u] e entao a acao efetiva a 1-loop renormalizada torna-se

Fienlg] = Tlg] + AS[g; p] - (4.5)

Sendo p a escala de massa introduzida por razoes dimensionais, na qual a subtracao das
divergencias ocorre. Desde que estejamos tratando com campos livres os contra-termos
dependem apenas da métrica e, portanto, apenas os parametros da acao do vacuo possuem
running com a escala.

No esquema de renormalizacao por subtracio minima (MS) os contra-termos apenas
removem os pdlos 1/e (exceto por uma parte finita local). Nesse esquema, a subtragao é
feita em uma escala p arbitrariamente alta e o efeito da massa no running dos parametros
efetivos é perdido. Se por outro lado a subtracao é feita em uma escala de energia fisica,
digamos ¢, entdo os efeitos da massa no comportamento IR torna-se visivel no running dos
parametros do vacuo. Os dois regimes de interesse siao o limite UV, ¢*/m?* > 1, e o limite
IR, ¢*/m? < 1, no qual as flutuacgoes congelam abaixo de um limiar definido pela massa
do campo quéantico.

Os trabalhos em 4D [23, 24] mostram que para uma escala de energia fisica, o run-

ning concorda com as expectativas baseadas no teorema de Appelquist-Carazzone [4]. Isto
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¢, a fungao beta [ para qualquer parametro do vacuo apresenta os dois limites

Buv = Bis for ¢*/m? > 1
2

Pir % for ¢*/m* < 1. (4.6)

A seguir, vamos estender a afirmacao desse teorema para o caso 2D.

4.1.1 Expansao nao local da heat kernel

Nesta segao vamos apresentar alguns detalhes sobre a forma da expansao nao local da
heat kernel que foi originalmente desenvolvida em [21, 64]. Para este fim vamos utilizar a

notagao de [25]. Consideremos um operador do tipo Laplace,
O=-A+F, (4.7)

atuando sobre uma estrutura vetorial geral equipada com uma conexao e definida sobre
uma variedade riemanniana com métrica g,,. Esse operador é a soma da laplaciano A, =
V? = ¢g"V,V, e de um endomorfismo sobre a estrutura vetorial. Em geral, a conexao
tem curvatura €, = [V,, V,] e pode, inclusive, conter uma contribuicao de Levi-Civita
se parte da estrutura vetorial é obtida como um produto tensorial de estruturas tangentes
e cotangentes.

A heat kernel H(s; z,2") é definida como uma solugao do seguinte problema de Cauchy

com respeito ao tempo proprio s,

(05 + O,) H(s; z,2") = 0
H(s; z,2") = o(x,2), (4.8)

onde §(z,z’) é a delta de Dirac sobre uma variedade [65].

O trago do limite de coincidéncia da heat kernel H(s; z,x) admite uma expansao em
termos da curvatura de Riemann, da curvatura da conexao e do endomorfismo. A expansao
pode ser computada sem ambiguidade em variedades assintoticamente planas [25, 21, 66].
Até segunda ordem na curvatura essa expansao tem a forma,

tr H(s,z,z) = W/d’jx\/ﬁ tr{l + s[Gp(—sAg)E + Gr(—sAy)R]

+52 [RFR(—sAg)R + R* Fpio(—sA,) Ry + EFp(—sA)E  (4.9)
+EFpn(—50g) R + 0 Fo(—s0,)0 | } + 0 (R?)
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na qual O (R?) representa uma expansao nao local em terceira ordem na curvatura, como
bem explicado em [21]. A férmula anterior é dada sem especificar as condigoes de contorno
no infinito para a primeira ordem na curvatura, enquanto a integracao por partes é usada
na segunda ordem. Para mais detalhes dessa derivacao, veja [25, 67].

As funcoes nao locais de A, aparecendo na expansao, sao conhecidas como fatores de

forma da heat kernel . Elas sao dadas por

Gp(r) = —f(z), (4.10)
Grlz) = f(4:v)+f($2)$—17 (4.11)

para os termos lineares na curvatura, e

Fric(r) = 6ix+% (4.12)
Fopl) = -1 S0 =L (4.14)
Fp(z) = @ (4.15)
Fo(x) = —%, (4.16)

para os termos quadraticos na curvatura. Todos esses fatores de forma sao expressos em

termos de um fator de forma bésico

flx) = /Oldae_“(l_“)f”. (4.17)

Os fatores de forma apresentados acima admitem expansoes bem definidas, tanto para
grandes como para pequenos valores do parametro s e serao usados ao longo deste capitulo
para obtermos a estruturas nao locais, que aparecem na acao efetiva do vacuo para os

campos de matéria.

4.1.2 Setor de vacuo de uma teoria geral a 1-loop

Vamos relembrar a ideia de um modelo geral de campos de matéria em interacao. A 1-
loop o fator de forma do vacuo nao depende das interacoes e é dado pela soma algébrica das
contribui¢oes dos campos com spin 0, 1/2, 1, com diferentes massas. Vamos considerar

os fatores de forma do vacuo na teoria com ng campos escalares, minimamente ou nao
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minimamente acoplados, n¢ espinores de Dirac minimamente acoplados e n, campos de
Proca minimamente acoplados em um espaco de fundo 2D, com métrica g,,. Em vez de
campos de Proca massivos, poderiamos considerar vetores sem massa. Contudo, adiante
veremos a diferenca entre este caso e o limite de massa nula de um modelo de Proca.
Por uma questao de simplicidade, vamos considerar que todos os campos de matéria

para cada valor de spin tém a mesma massa. Entao, a acao efetiva é dada pela expressao
N
Ilg] = 5 Trgln (—Ag + &R+ mg) — ng Treln (lD + mf)
+ % Tryln (—A, +m2). (4.18)

Nessa férmula denotamos A, = V2, independentemente do conjunto de campos (escalar,
espinorial ou vetorial) e assumimos que o trago funcional deve ser tomado da mesma
forma. O primeiro termo em (4.18) inclui as contribuigdes dos campos escalares e, para o
que desenvolvemos a seguir, mais nenhuma manipulacao desse termo é necessaria. Caso
este, que nao se aplica aos outros dois termos.

O operador de Dirac I) dentro do traco pode ser levado a uma forma quadrética,

1 R
Tr¢ln (]p—i—mf) = §Trf1n<—Ag+Z—|—m?), (4.19)

na qual usamos uma forma explicita da conexao de spin. Esta também é usada para

avaliar o comutador das derivadas covariantes sobre o conjunto de campos de spin

1
V., V)] = Q = — ﬂayﬁRaﬁw. (4.20)

O traco constituindo a contribui¢ao dos campos de Proca para o vacuo pode ser es-
crito como uma diferenca entre um traco para campos vetoriais e um traco para campos
escalares. Os detalhes da derivagao dessa propriedade podem ser encontrados em [44] e
[68], e como ela ndo depende explicitamente do ntimero de dimensées do espaco tempo,

vamos nos ater a apresentar o resultado final aqui,
1 1 1
3 Tr,In (—Ag + mg) =3 Tr In (—gijg + R, + guymg) ~ 3 Tr In (—Ag + m%) . (4.21)

Como pode ser visto o segundo termo ¢é equivalente ao caso de um campo escalar minima-
mente acoplado, dado por £ = 0.

Levando todos esses resultados anteriores em (4.18) chegamos a

N ng R

—i—% Tryln (—A, + Ric+m) — % Troln (—A, +m?). (4.22)
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De posse dessa forma para a agao efetiva do vacuo, as contribuicoes de cada um dos
campos para essa acao podem ser obtidas por meio do método mencionado na secao
anterior, com a devida substituicao das massas. Na secao seguinte vamos obter essas
contribuigoes e desde j& adiantamos a notacao 3, B4, BE e BE para as contribuigdes ao
running do inverso da constante de Newton, induzidas pelos graus de liberdade escalar,

fermionico, Proca e vetores de calibre sem massa, respectivamente.

4.2 Campo escalar massivo em gravidade 2D

Iniciamos nosso célculo da acao efetiva do vacuo considerando os efeitos induzidos por um
campo escalar massivo nao acoplado minimamente . Consideramos esse exemplo essencial
e por esse motivo o usamos para explorar os detalhes do método. Consideremos um campo

escalar ¢ com acgao classica

Sle] = % /de\/ﬁ ¢ (=Ag + ER+m?) ¢ (4.23)

Em geral esta acao nao é invariante por uma transformagao conforme. No entanto, classi-
camente esta invariancia pode ser recuperada tomando simultaneamente os limites m? — 0
e £ — 0. De forma mais geral, nesse limite pode-se avaliar a acao efetiva I'[g] integrando
a anomalia conforme, porque nenhuma estrutura invariante conforme pode ser esperada
em 2D. O resultado desse processo é o termo de Polyakov, que é uma acao nao local
quadratica no escalar de Ricci. Por outro lado, fora do limite conforme pode-se esperar
todas as poténcias do escalar de Ricci e estruturas nao locais mais complicadas. Contudo,
para fins praticos consideraremos apenas termos até segunda ordem na curvatura da acao
efetiva nao local.

Além das consideracoes anteriores temos que introduzir uma acao do vacuo, que deve
ser local, covariante e suficiente para renormalizar todas as possiveis divergéncias. Em 2D

tal agao euclidiana inclui apenas o termo de Einstein-Hilbert e a constante cosmoldgica

1
Sy, = —— [ &®z/g(2A - R). 4.24
o) = o [ EoVICA-B) (1.2)
Na verdade a agao do vacuo acima é suficiente para todos os tipos de campos de matéria.
Entao a renormalizacao do vacuo se reduz a renormalizacao da constante de Newton Gy

e da constante cosmoldgica A.



54

4.2.1 Derivacao da acao efetiva e funcao [

A acgao efetiva regularizada é definida como uma versao modificada da expressao geral

(4.3),

ds

I'g] = —% (4WM2)6/2 Tr /— ™ H(s) . (4.25)

S

Nessa expressao i é o parametro de renormalizacao utilizado para preservar a dimensao
em D = 2 — e dimensoes do espaco tempo.

Agora temos que avaliar a heat kernel H(s) usando os métodos da se¢ao 4.1.1. Desde
que estamos interessados no limite € — 0 usamos a relagao (4.1) para a avaliagao da agao
efetiva. Neste caso o trago da heat kernel é simplificado de forma consideravel e podemos

escreve-lo como

1

Tr H(s) = W/de\/g{1+s[GR(—sAg)+§GE(—sAg)]R

1
+32R[FR(—5A9) + 5 Fric(=88y) + EFpp(=sA,)

+§2FE(—3AQ)} R}+0 (R?) . (4.26)

Sendo as fun¢oes Gr, Gg, Fr, Fri., Fre ¢ Fg dadas na se¢ao 4.1.1. Vamos novamente
ressaltar que esta tltima formula é essencialmente mais simples que sua contraparte no caso
4D, em fungao do uso da relacao (4.1) e do fato de o comutador das derivadas covariantes
ser nulo, €2, = 0, quando atua sobre campos escalares. Ao mesmo tempo, a dimensao
geral D aparece na férmula (4.26) indicando o uso da regulariza¢ao dimensional.

Neste ponto é conveniente introduzir uma notacao condensada que simplifica as partes
divergentes e finitas da acao efetiva. Definimos

1 2 Am?
i:*JFln(?T/;)_%
€ € m

A 4 1 1 2
Z:—_g; a = ° ; Y:1——10g +a/
m? Va+z a 1—a/2

onde v é a constante de Euler-Mascheroni. Realizando a integral sobre o tempo proprio

, (4.27)

s, depois de algumas manipulagoes obtemos o resultado para a acao efetiva até segunda

ordem no escalar de curvatura,

Ly = — de@{gf+77;2+;€(§—é)R+B;Z)R+;lRCA(Z) R}.(4.28)
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Na qual definimos as fungoes

1 1 2Y
B(z) = 1—8+2<§— Z)Y+@,
Cz) = —% - % +3(1 —46)Y + §a2(1 —46)*(1-Y). (4.29)

Por fim, subtraindo as divergéncias na escala definida pelo momento euclidiano ¢,
podemos obter a funcao beta para o inverso da constante de Newton. A funcao beta fisica
pode ser computada atuando com a derivada d/d In (g/qy) sobre o coeficiente do escalar de
Ricci na parte finita da acao efetiva. Seguindo a estratégia descrita em [23, 24] podemos
realizar essa computacao diretamente no espaco das coordenadas pela substituicao, z =

¢* +» —A,, na expressao final. Dessa forma obtemos,

55 = 12Be) = o |ms (- 20)Y — T L(1-49a2(1 - V)] (430)

Neste ponto cabe uma observacao. Contrariamente ao caso 4D explorado em [23, 24], aqui
estabelecemos a fungao beta para o inverso da constante de Newton. A razao para isso
nao ¢ a mudanga da dimensao, mas sim, o fato de que usamos os termos de superficie para
a heat kernel na forma Gr(—sA,)R. Mais detalhes de como obter os termos de superficie
podem ser encontrados em [25, 66], enquanto aplicagdes nao triviais aparecem em [67]. No

que segue apresentaremos uma breve discussao das propriedades dos resultados (4.28) e

(4.30).

4.2.2 Recuperando a acao de Polyakov no limite conforme

Vamos agora explorar o comportamento da acao efetiva (4.28) quando o limite conforme,
dado por ¢ — 0 e m? — 0, é considerado. Nessa acao efetiva sob consideracao o termo
quadratico na curvatura pode ser entendido como uma generalizacao da acao de Polyakov
[57]. Dessa forma ela pode ser vista como um modelo simplificado do que pode ser esperado
para o caso mais realista de um campo escalar nao conforme em 4D.

Vamos considerar inicialmente o caso mais simples com £ = 0 e massa diferente de zero.
Para essas consideragoes a agao de Polyakov deve ser recuperada no limite z — co. Limite
este que representa o regime UV, desde que z diverge para m? — 0 com o momento ¢>
fixo, ou de forma similar, para ¢ — oo com m? fixo. Considerando esse limite na funcao

C(z), temos

C(z) > 1, para Z = 00. (4.31)
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Como ¢ esperado a partir da invariancia conforme local, nesse limite a acao de Polyakov
é recuperada

1 1
r — [ & —R =T 4.32
do) = g [ 2V RL R = Tela) (4.32)

onde temos considerado apenas o termo quadratico em R.

No geral, para uma massa diferente de zero a acao efetiva leva em conta termos que
dependem de ordens superiores de R. Contudo, a correspondéncia com a a¢ao de Polya-
kov (4.32) requer que todos esses termos desaparecam no limite conforme. Porém, a prova
deste fato estd fora do escopo desde trabalho, que trata apenas com os fatores de forma
até segunda ordem. Vale notar, entretanto, que a prova pode constituir um passo re-
levante, particularmente devido a interessante discussao sobre o papel da expansao nas
componentes do tensor de curvatura em 4D que aparece em [69, 70].

Podemos ainda considerar o caso de uma teoria com um valor arbitrario de £. Tomando
o limite UV na expressao geral (4.28), podemos apenas expandir para um pequeno, mas

nao nulo, valor de m? e chegamos a uma correcao logaritmica para a acao de Polyakov

(=4y/m?)

Ll — Teld) - o= [ @vaR[x - e

= ]R. (4.33)

g
Deve-se notar que o limite de massa nula do segundo termo dentro da integral ¢ singular
para £ # 0. Portanto a presenca de um valor nao conforme para & proibe o limite de
massa nula. Ao mesmo tempo que no caso conforme, £ = 0, o resultado anterior recupera
a agao de Polyakov, conforme esperado a partir de (4.32). Retomaremos essa discussao da

singularidade no regime IR para £ # 0 na secao 4.2.4.

4.2.3 Os dois regimes para 33

A funcao beta 5 é uma expressao geral, valida em todas as escalas de energia. Contudo,
é relevante considerar o comportamento dessa funcao no regime UV, dado por z > 1,
ou equivalentemente, ¢> > m?; e no regime IR, dado por z < 1, ou de forma anélogo,

q* < m?. Nesses limites a fungao beta do vdcuo comporta-se como em (4.6)

Beov = _$<5_%>_$?—;[1_2§m<%>]+"' (4.34)
Bem = —ﬁ@—é):ﬂb—z—k... (4.35)
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Na primeira dessas expressoes o termo de ordem zero na expansao UV recupera o resultado
padrao obtido pelo processo de renormalizagao MS no caso 2D (como pode se visto em

[54]),

T (5 - é) (4.36)
Ao mesmo tempo, no limite IR observamos que para ¢? suficientemente pequeno o run-
ning do parametro do vacuo é interrompido com um desacoplamento quadrético, como ja
esperado a partir do teorema de Appelquist e Carazzone [4]. Ressalta-se que esse resultado
foi obtido para a funcao beta do termo linear na curvatura, o que deve ser considerado

como um resultado nao trivial [23].

4.2.4 Sobre a nao analiticidade da expressao (4.33)

Nesta se¢ao vamos abordar em mais detalhes as razoes pelas quais o integrando em (4.33)
¢ singular no limite de massa nula. Para isso seguimos os passos das referéncias [21, 64],
nas quais é mostrado que a acao efetiva em duas dimensoes é analitica apenas no caso de
um campo escalar conforme.

A analiticidade da agao efetiva estd relacionada com a convergéncia da integral (4.3)
no limite superior. Nesse limite o comportamento de (4.26) é determinado pela expansao
dos fatores de forma para valores muito grandes do parametro s. A partir das expressoes

(4.10) - (4.15) podemos obter os seguintes comportamentos dos fatores de forma

Gu(z) = —%+(9($), (4.37)
Grlz) = o+0(%)7 (4.38)
Fri(z) = éuo(%) (4.39)
Fa(z) = —éuo(%), (4.40)
Fre(z) = o+0(%>, (4.41)
Fu(z) = i+0<;) (4.42)

Combinando esses resultados, o comportamento de H(s) para s — oo é

(R)' + s 2 (R)2 + O(R)?, (4.43)
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onde R simbolicamente representa todos os tipo de curvatura e os indices 0, 1, 2 determi-
nam a ordem da expansao.

Comparando a expressao anterior para H(s) com a Eq. (2.16) na Ref. [21], notamos
que a presenca do fator de forma na parte linear na curvatura muda o comportamento de
H(s) em s muito grande. No célculo de T'[g] o coeficiente do termo linear na curvatura é

determinado pela integral do tipo

/OO % (47T31)D/2 {1 + OG)} ’ (4.44)

enquanto que, para o termo quadratico, temos

[ St} .

quando consideramos m = 0. Para D = 2 a acao efetiva é analitica até a primeira ordem
na curvatura. Por outro lado, na segunda ordem na curvatura a analiticidade de I'[g] é
quebrada pela presenca do termo 1/s no integrando. E esse tipo de singularidade que
aparece no segundo termo da integral (4.33).

A partir dessa perspectiva a acao de Polyakov pode ser vista como um caso muito
especial, ja que ela é analitica em segunda ordem na curvatura. A razao para isso é que os
fatores de forma combinam-se de tal maneira que os termos que exibem um comportamento
do tipo 1/s se cancelam e o primeiro termo da expansao para valores grandes de s torna-
se 1/s?, fazendo I'[g] finita no regime IR. A partir de H(s) e da expansdao dos fatores de
forma para valores grandes de s, podemos ver que o cancelamento dos termos do tipo 1/s
ocorre apenas quando & = 0. Apenas nesse caso a agao efetiva com m = 0 é analitica para
D = 2. De forma contraria, a presenca do termo com 1/s no caso de £ # 0 leva a uma
fungao I'(1 — D/2), que tem um polo em D = 2. Esse polo corresponde a divergéncia IR

relacionada a singularidade da agao efetiva em 2D [21, 65].

4.3 Espinores de Dirac

Nesta se¢ao vamos calcular as contribuicoes dos espinores de Dirac para a acao efetiva
do vacuo. Para esse fim, vamos denotar a dimensao da algebra de Clifford df = trl e
relembrar que em geral para um nimero de dimensoes D par, temos dp = 2P/2. O que

pode ser visto ao se considerar os férmions no espago tempo curvo como, por exemplo,
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em [71, 72]. Além disso, em D = 2 o trago do quadrado do comutador das derivadas

covariantes vale

r 92, = —% R?, (4.46)

Usando esses resultados na solucao geral para a heat kernel , chegamos a contribuicao dos

férmions para a acao efetiva na forma

Ielg] = —%Tmln(—Ag—i—iR—i—mQ) (4.47)
df 2 1 2 1 m2 1 1 Cf(Z)
1 | Covil{gz (- - 5 R) = 5+ g BR+ 5 R R),
onde
1 2Y 1 6Y

De maneira similar ao caso escalar da se¢ao anterior, no qual o fator de forma C(z) —
1 para z — oo. Aqui, no limite UV onde m — 0, o fator de forma C¢(z) — 1/2,
representando a contribuicao de um unico grau de liberdade para férmions. No entanto,
para o caso de férmions nao hd um running similar aquele que aparece na Eq.(4.33),
porque neste caso nao existe acoplamento nao minimo com a métrica externa analogo a
&, E, portanto, nao existe violacao da invariancia de escala global além da massa. Esse
comportamento também serd similar para o caso de vetores, como veremos adiante.

A tnica funcao beta do vacuo é dada pela expressao

de (1-3Y 2V
£ £
= o= — (- 4.49
Po 87r{ = } (449)
Nos regimes UV (¢ > m?) e IR (¢* < m?) a funcao beta serd dada por
2
f f m f dg
Bauv = 5&@ + O(?)? com BG,W = 187 (4.50)
d 2 2
= L o(1) .
P m 4807 m? O m2/ (4.51)

Como ja era esperado, em especial, pela analogia com o caso 4D [24], o regime de altas
energias concorda muito bem com a funcao beta obtida pela renormalizagao a partir do
esquema de subtracdes minimas MS . Da mesma forma, em baixas energias, obtemos
para a gravitacao 2D uma nova versao do teorema do desacoplamento [4]. Novamente, o

restante do running no regime IR estd relacionado a termos nao locais que sao de segunda
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ordem na curvatura, enquanto a divergéncia ¢ uma expressao local em primeira ordem
na curvatura, acordando com o teorema de Weinberg [73, 74] e a contagem de poténcias
(power counting). Este resultado é notavel, assim como o caso escalar, uma vez algo similar

nao tinha sido alcangado em 4D [23].

4.4 Campos vetoriais com e sem massa

Para o campo vetorial de Proca massivo podemos usar a expressao geral (4.21) e basi-

camente repetir os calculos descritos nas secoes anteriores. Encontramos para o caso em

questao,
1 ) 9 1 9
Iylgl = §Trvln (=A, + Ric+m?) — §Trsln (=Ay +m?) (4.52)
1 1 5 m* 1 1 Cu(z)
= 5 | Povilge(mt+ GR) + 5 5 DR + 5 R SR
47T/ /g 2€m+6R + 5 +2 p(z)R+24R A, Rt
onde os fatores de forma para o campo de Proca sao definidos como
1 3 2Y
B = —+-Y+_—
A TR
1 3 5 6Y
Cp(z) = —§+3Y—§a(Y—1)—?. (4.53)

No regime UV C},(z) — 1, como pode ser esperado para o grau de liberdade de um campo
de Proca.

A funcao beta é derivada a partir do termo nao local que esta na parte da acao que é
linear no escalar de curvatura, de forma similar a (4.30). Para o caso em questao, a fungao
beta é

! 5 QY} . (4.54)

1
LR S T e
e 87T{ 6 +8a( ) a?

Expressao essa que ¢ valida em todas as escalas de energia. Nos regimes UV (¢? > m?)

e IR (¢* < m?) essa fungao beta se comporta de maneira mais simples, a partir dos

resultados
m? 5
BEuy = g’m + O(q2>’ com Bé”M—S = —5 © (4.55)
1 ¢ ¢
p - __- 1 N
ﬁG’IR n 30m m? + O<m2> ' (4.56)

Essa ultima férmula inclui o campo de Proca massivo na versao em gravitagao 2D para o

teorema de Appelquist e Carazzone [4]
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O limite UV em (4.55) apresenta uma diferenca em relagao ao resultado bem conhecido

para o campo vetorial de gauge sem massa

1
g —
T (4.57)

Essa diferenca nada mais é do que a descontinuidade no limite sem massa da contribuicao
quantica do campo de Proca, que ja tem sido discutida em 4D [24, 68] e agora observamos
no caso 2D. A origem dessa diferenca esta no fato de que o campo de Proca massivo

requer apenas um grau de liberdade escalar como “compensacao”, enquanto o campo de

gauge sem massa requer dois, que sao conhecidos como fantasmas de Faddeev-Popov.



CAPITULO b

Modelo escalar de teoria de campos efetiva no espaco curvo

5.1 O modelo e sua renormalizacao

5.1.1 Acao classica

Consideremos o modelo de dois escalares no espaco tempo curvo definido pela agao

Sheo] = [ doy=g{5 (Very - Jutett 1§ aiRerer

1 1 1 9 aa
+ 5 (VP = 5 M+ S6RY - £ x6"6" . (5.1)
2 2 2 2
Aqui ¢* é um campo escalar com N componentes (a = 1,2,..., N ) todas com massa

m, enquanto y é um simples campo escalar real com uma massa M. Temos também,
(Vo")? = g"'V,0°V,0% (VX)? = ¢"'V,xV,x. Além disso, & o sdo parametros nao
minimos da interacao entre os campos escalares e o escalar de curvatura R. Mais tarde
veremos que os argumentos quanticos requerem uma complementagao da agao (5.1) com
termos lineares (5.7). Com respeito a isso a situagao é similar a de um campo escalar
“estéril”acoplado a férmions [75], mas no caso considerado aqui o papel dos férmions é
desempenhado pelo segundo escalar.

Vale ressaltar que o modelo aqui considerado é proposto afim de estudarmos o regime

de energias muito menores que a massa M do campo Y. Nesse regime espera-se que 0s

62
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loops do campo  sejam pequenas corregoes, e dessa forma podemos desconsiderar termos

de autointeracao cubica deste campo na lagrangiana (5.1).

5.1.2 Divergéncias UV

Em nivel quantico a ac¢ao (5.1) leva a uma teoria com simples estrutura de divergéncias
UV. Consideremos primeiro o esquema de subtragao minima (MS, na sigla em inglés).
Pela contagem das poténcias é possivel perceber que a teoria é superrenormalizavel, de
forma que as divergéncias UV podem ser encontradas apenas no primeiro loop e apenas
nos termos cinético e de massa.

Vamos usar a notacao condensada [ d"z\/—g = [, com n = 4. Para derivarmos as
divergéncias a 1-loop vamos escrever os campos em termos das contrapartes de fundo e

quanticas
¢ — "+, x — x+n (5.2)

O célculo a 1-loop pode ser feito por meio do método da heat kernel , que requer a parte

da acao que é bilinear nos campos quanticos,

1 1 1 1
5P = /Z{ — iaaDa“ — 57757] - §m20a0“ — §M2712

1 1
+ §£1R0a0a+§£2R7]2—gXOaUa—gn0a¢a}
(O +m?—&R+gx) +go® ob

+9¢" P O+M>—&R) \
Temos que definir agora as matrizes
0 (m* —&R+gx) ¢ +g¢°

Notemos que os termos do vacuo (dependentes apenas da métrica) podem ser obtidos
pela soma das contribuigoes dos dois campos escalares livres ¢p® e x, o que em geral nos
interessa. Porém, como estamos interessados nas contribuigoes para os préoprios campos,

desconsideramos esses termos e obtemos a expressao geral para as divergéncias a 1-loop

. 1 1o 1.
L "‘4/T {—P2 —DP}. .
div 5” . r 2 + 6 (5 5)
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Com algumas manipulacoes algébricas chegamos ao resultado

_ 1 1
rl) = —eu /{ ol + X + Ngm®*x — Ng<€1_6>XR

+ termos de derivas totais}, (5.6)

onde introduzimos uma notagao compacta € = (47)%(n — 4). Estd claro que para al-
cancarmos uma teoria renormalizavel temos que implementar mais dois termos na acao

(51)7

ASin = [ (ax+&R). (5.)
Desde que esses termos sao lineares no campo escalar pesado, eles nao afetam as di-

vergéncias (5.6) definida pelos termos bilineares da acao.

5.1.3 Funcoes [

. N . . =(1 .
Usando as divergencias podemos definir os contra-termos AS = _thz; e em seguida escre-

ver a a¢ao renormalizada,

Sp = S+ AS
- / (296 + 59" + SR + LRy — Do — g (Sm? — L)
e T (e ) ol e ) o

e impomos que ela seja igual a acao bare em dimensoes n = 4. Esta condicao se resume

ao conjunto de relacoes de renormalizacao para os campos e uma das massas

o _ =t g ni 29°
by = p 7 P, Xo =M 2 X, mz—szﬁ- (5.9)

A partir deste ponto podemos prosseguir com a derivacao das fungoes 3. Primeiramente

encontramos a relacao de renormalizagao

dm? dm* 2 dg* dm* 2 dg

= = = . 5.10
B L T TR TR (5.10)

Por outro lado,

g n— a 1a g a _.a
—5 1IN0 = =T xod0) (5.11)
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e usando (5.9) obtemos

Jo = gm? . (5.12)
Assim,
dgo an dg  4—n 4 dg® 2
a R w o (n—4)g (5.13)
Agora, a partir de (5.13) e (5.10) chegamos em
dm? 2g>
—_— = . 5.14
e similarmente a
dM? Ng?
= ) 5.15
Além disso, a relagao de renormalizagao
Ngm? .
X((;H— 92 )u” * = yoap (5.16)
leva a
n— —4 Ngm? d N dm*> N d
0= MT4 [n (a + gm ) +u—a + —guﬂ + —u—ng . (5.17)
2 du € dp e du

Como o fator % em (5.14) é uma funcao da constante de acoplamento, quando substituido
em (5.17) leva a termos de ordens superiores da expansao em loop podendo, dessa forma,

ser desconsiderado. Assim,

do n—4 Ngm? Nm?n—4 Ngm?
ax _ _ — [y =——T—, 5.18
K > T 2Une e 2 7 p (47)2 (5.18)
onde o limite n — 4 foi tomado. De maneira similar obtemos no mesmo limite
Ng 1
o _ 5.19
S = gp (6 5) (5.19)

para o novo parametro nao minimo introduzido em (5.7). Vamos enfatizar que todas as
outras funcoes 3 desaparecem e aquelas que derivamos sao exatas no modelo fundamental
(5.1).

Pensando na correspondéncia entre as funcoes (5 e os fatores de forma nao locais na
parte finita da acao efetiva, esta claro que tais fatores de forma sao possiveis apenas para os
termos massivos m? e M?, mas nao para os termos lineares com o e &3. As correspondentes
funcoes 3 sdo, portanto, puramente baseadas no esquema M.S, exceto se considerarmos

termos de superficie nao locais (um exemplo desse tipo pode ser visto em [26, 76]).
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5.1.4 Correspondéncia UV e IR em nivel arvore

Nosso principal interesse é explorar em detalhes o desacoplamento em [oops mistos. No
entanto, vale a pena comentar sobre a consisténcia do modelo aqui considerado.

Na teoria (5.1), o potencial dos campos escalares nao é limitado por baixo. Isso repre-
senta uma critica desvantagem em nivel arvore, porém existem duas possibilidades para
resolver essa questao. Em primeiro lugar, essa teoria pode ser o setor de baixas energias
de um modelo mais geral nao conhecido, onde o potencial é bem comportado e/ou os dois
campos escalares podem ser compostos de alguns férmions fundamentais, por exemplo.
Em segundo lugar, pode-se esperar que mesmo tratando o modelo como fundamental, as
correcoes quanticas mudam a forma do potencial escalar e o potencial efetivo da teoria
tem um estado de vacuo bem definido. Vamos iniciar explorando como esse problema ¢é
resolvido no IR.

Assumimos a hierarquia m < M, tal que xy é um campo pesado enquanto ¢ é um
conjunto de campos leves com massas iguais. A ideia é elaborar a teoria na escala de
energia IR de ordem m e estabelecer uma teoria efetiva IR nessa escala, quando apenas os
campos leves ¢* estao se propagando. Quando a escala de energia é muito menor que M,
as oscilagoes de y sao suprimidas e podemos esperar que a agao de baixas energias tem a

forma

Feff[¢a7g/w] = S[)’(,(ba,gw}, (520)

onde Y é uma particular configuracao do campo pesado.

Como ressaltado inicialmente, os loopsde x sao considerados pequenas correcoes, e
podemos desconsiderar o termo com autointeracao ctibica desse campo na lagrangiana
(5.1). Entao a condicao on-shell pode ser considerada em nivel arvore na forma

85X, 0%, 9]

= (O+M? - &R)x + L% = 0. 5.21
5X classical ( - 52 )X - 2¢ ¢ ( )

Dessa forma, na configuracao classica temos como uma aproximacao

B 9/2
O+ M2 — &R

x = 6", (5.22)

Substituindo esta solugdo na agao (5.1) obtemos a acao efetiva de baixas energias para o
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campo leve

1 1
Seff[¢a>9uu] = /d4$\/—g{§(v¢a)2 _ §m2¢a¢a
1
F M- &R

N ¢b¢b} (5.23)
25! 8 O ' ‘

A agao (5.23) é nao local e se assemelha aquela que encontramos no setor de vdcuo ao
considerarmos quebra espontanea de simetria (SSB, na sigla em inglés) no espago tempo
curvo [77]. Ao mesmo tempo, essa expressao se torna local se fizermos outras suposi¢oes
fisicas.!

Considerando uma escala de energia que ¢ muito menor que a massa M podemos
assumir que esta massa domina sobre a derivadas do campo escalar, |V¢®| < |[M¢®| e
também sobre a curvatura M? > |R|. Nesse caso podemos expandir as fungoes de Green
em uma série de poténcias

1 1 O-&R  (O-&R)? 1
D+AP—&RKﬁP_ M2 +Oﬁﬁﬂ’ (5:24)

assim, até a ordem 1/M°® a acdo da teoria efetiva de baixas energias é dada por

1 1
S, g = [ day=g {§(Ve) - Gmieren + S Roor

P ool D-GR (O-&6R)
+ W¢¢[1_ -t +...}¢b¢b}. (5.25)

Levando em conta apenas o primeiro termo da expansao, essa acao se resume a agao padrao

do campo escalar leve com auto-interacao quartica, sendo o lagrangiano efetivo em nivel

arvore dado por
a 1 a\2 1 2 1a ja 1 a ja )‘ a a2
Lepsld® gw] = 5(V4")" = 5mPe"¢" + SGRO"" — 15(6°6°), (5.26)

o que leva a uma correspondéncia dos acoplamentos em nivel arvore da forma

39”

A=

(5.27)

Em termos dos diagramas de Feynman a condicao de correspondéncia significa que a
propagacao do campo pesado ¢é substituida nas baixas energias por um ponto de interacgao
como mostra a figura 5.1 . Isso ja deveria ser esperado a partir da expansao do propagador

do campo y em um série de operadores locais em (5.24).

'Discussio qualitativamente similar foi dada recentemente em [78].
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Figura 5.1: Representacdo da correspondéncia em nivel de drvore em termos dos dia-
gramas de Feynman. No lado esquerdo estd o diagrama da teoria fundamental, onde o0s
ponto se referem as diferentes permutacoes dos momentos. A direita, estd o diagrama

correspondente a teoria efetiva.

Vamos notar a principal diferenca com a correspondéncia IR no modelo padrao da
fisica de particulas, onde os diagramas com bdsons W e Z intermediarios tornam-se in-
teragoes de quatro férmions no limite IR, dentro do modelo de Fermi. Em nosso caso,
depois do primeiro termo na expansao (5.25) encontramos termos adicionais dependentes
da curvatura, que nao aparecem no modelo de Fermi das interacoes fracas. Essa diferenca
mostra que para escalares no espago tempo curvo é necessario introduzir uma condicao

extra M? > |R|, a fim de chegarmos a uma teoria efetiva no IR.

5.2 Calculos a 1-loop e abordagem efetiva

Vamos explorar a correspondéncia entre a teoria fundamental (5.1) e sua remanescente
efetiva no regime IR (5.26) em nivel de 1-loop . Para iniciar, vamos considerar o célculo
mais simples e analisar o problema no espaco tempo plano. Entao a lagrangiana da teoria
completa toma a forma

1 9. asa
S MO = Dxe"e". (5.28)

1 1 1
Llx, ¢ = 5(‘%“)2 - §¢a¢a + 5(6X>2 )

E em nivel arvore a condigdo de correspondéncia permanece dada por (5.27). Nossa

primeira proposta é generalizar esta condicao para aproximacoes a 1-loop .

5.2.1 Correcgoes a 1-loop na teoria completa

Para analisar o desacoplamento IR dos graus de liberdade massivos na teoria (5.28) vamos
considerar os diagramas que produzem as divergéncias UV e sao responsaveis pelas fungoes

£ do esquema de subtracoes minimas. Assim, na teoria fundamental as correcoes de
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interesse sao aquelas para a funcao 2-pontos, que sao de segunda ordem na constante de

acoplamento g, como mostra a figura 5.2.

\E/
G(Q)ab(yhyQ) = §ab |:4 W@\w +2
T T2 Y2 2 T Y2

Y1

Figura 5.2: Diagramas de 1-loop relevantes para a fun¢ao de dois pontos do campo ¢* na

ordem g* dentro da teoria fundamental no espaco das coordenadas.

Esse diagrama tem a seguinte representacao analitica

GOy, y) =
— (—zg 5“"/ z1d s [42A (yo — 2) iAY (22 — 21)iAp (29 — 21) IAY (1 — y1)

+2IAN (Yo — 1) IAN (29 — 22) iAF (29 — 21) IAN (2) — yl)}, (5.29)
onde
d4p efip(mfxz)
A — = :
F(ZL’l :Bz) / (27T)4p2 T2t e (5 30)

d4p efip(xlfxg)
N
AF(JJI —1'2) = / (27T)4p2 —m2—|—i€. (531)

definem os propagadores de Feynman para os campos x e ¢%, respectivamente.

No espago dos momentos a expressao (5.29) torna-se

G@ P (p,—p) =

i 9 d* i i
B (p? — m? + ie) {(—zg) / 2m)* [(p — @) — m? +ie] (¢> — M? + ie)
(—ig)? i d*q i i
+ , / ( , } ( . (5.32)

2 (—=M?+ie) 2m)4 (g2 — m? +ie) ) (p? — m? + ie)

E sua representacao nesse espago ¢ dada pela figura 5.3

E usual definir a partir de (5.32) as quantidades

1 (_ig)? d'q i 1
o= (o) [ @n)i [(p—aF —m2 +id ( — M2 0 (5:33)
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Figura 5.3: Os diagramas para a funcdao dois pontos no espaco dos momentos.

e
R Sl ) M / dq ! (5.34)
2 (=M?%+1e) ) (2m)* (q% — m?2 + ie) '
de forma que a correcao para a funcao 2-pontos é dada pela expressao
GO, —p) = L (s
’ (p? — m? + ie) (p? —m? +ie) '

E facil ver que a primeira dessas quantidades tem divergéncia logaritmica e depende do
momento externo de uma maneira essencial. Nosso objetivo ¢ verificar como essa expressao
se comporta entre os regimes IR e UV e o que resta de sua parte finita quando M — oo. Por
outro lado, o segundo diagrama (tadpole) é quadraticamente divergente, mas a dependeéncia

sobre o momento externo ¢ trivial.

5.2.2 Regularizacao dimensional

Usando a regularizagao dimensional desenvolvida na se¢ao 2.3 (veja também [33]), gene-
ralizamos as expressoes divergentes na eq. (5.32) para integrais no espaco euclidiano de

dimensao 2w

d*q 1
(2m)% [(q — p)* + m?](¢* + M?)’

Yo, = ig*(u*)* / (5.36)

lembrando que p é o parametro de renormalizacao dimensional.

Para resolver ¥}  usamos a representacao

r /1 dz
ab  Jo laz+b(1—2)?
e realizamos uma mudanga de varidvel ¢ = ¢ — p(1 — z), com dq’ = dq. Dessa forma 33
torna-se
de 1 d
Ya, = ig°(u)* / : / ~ 5,
(2m)2 (% + p?2(1 — 2) + (M2 — m?)z + m?]

(5.37)
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onde ¢ foi substituido por ¢, para simplificar a notacao. A integral sobre ¢ pode ser
efetuada em uma maneira padrao usando coordenadas esféricas no espaco de momento

2w-dimensional. O resultado é

-2 1 2 2—w
19 4
o= Z_T@2- / d 5.38
2 T A o) ) Z&p?z(l B S Ve ) 539
Tomando o limite w — 2 podemos usar as expansoes
1
[(t)=-—v+0(@1) e 2= etlhe o p tlnz, (5.39)

t

onde v & 0,577 é a constante de Euler-Mascheroni. Assim, chegamos no seguinte resultado

. 9 1 1 2 1 — M2 _ 2 2
st —7—/dzln[pz( 2+ m)’”m} . (5.40)
(4m)? | (2 —w) 0 Arp?
A integral na ultima expressao pode ser resolvida na forma
! 4x(1 — 1—ab
/ dx In [1+u+4bx] = -2+ ( 2a ) log(1 + 4b)
0 a
A (A+1)*—a®?
— 1 5.41
Ty Og[(A—1)2—a2b2 ’ (541)
com as restricoes e notacao
a>0, b>-1/4 ¢ A=1/(1+ab)’+a.
A fim de usar o resultado (5.41), definimos
4m? M? —m?
Finalmente, a primeira parte da contribuicao a 1-loop para a funcao 2-pontos é
-2 2 2
g 1 I 1—ab M
= {C+2+10g(";) - log [ —
(4m)% Le Tatlog m? 2 Blm2
A (A+1)%—a??
| 5.43
2 g[(A—U?—a?b? ’ (5.43)
onde
1 1
—= = log 47r. 5.44
€ 2-w 7+ logam ( )

No limite w — 2 o resultado para X! tem partes divergente e finita. E simples checar

que a parte divergente coresponde ao resultado (5.6) no setor ¢¢®. Ao mesmo tempo, a
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dependéncia sobre o momento externo na parte finita é mais complicada e indica uma nao
localidade da agao efetiva.

A segunda integral em (5.32) ¢ mais simples de ser avaliada e leva ao resultado

22 292 (/'LQ)Q_W / deq 1 ’LgZ m2 <4,ﬂ.lu2)2wr(1 )
= s - —Ww).
2 M2 ) 2r) @+m?  2(4m)2 M2\ m?
2 2 2
1g° m* 1l Iz
T 2(4m)? M2 [2 1+ log (Wﬂ (5.45)

onde termos O(2 —w) sao desconsiderados. Esse resultado é uma contribuicao local, como

deve ser esperado a partir do tadpole.

5.3 Comportamento assintético

Agora estamos em posi¢ao de explorar tanto o regime de baixas quanto o de altas energias
na fungao de dois pontos. Vamos tomar o limite UV (p? — 00) na expressao (5.43). As

2

relacoes p? > m? e p? > M? resultam em

E%Jv(Pz — 00)
2 2 2 2 2

: 2
= (igTy{é + 2 —log <%) - % [1 + log <%)} - % [1 + log (%)} }, (5.46)
onde todos os termos de ordem inferior sao omitidos. Os termos logaritmicos no fa-
tor de forma sao proporcionais a divergéncia, como deve ser no UV. Além disso, é fécil
checar que o termo divergente exatamente corresponde ao resultado na equacao (5.6).
Esta correspondéncia tem uma consequéncia relevante. Vamos relembrar que a teoria é
super-renormalizavel e que a equagao (5.6) fornece todas as divergéncias UV que podemos
encontrar em todas as ordens de loop . Isso significa que as correcoes de loop mais altas
para (5.46) s@o também finitas e, além disso, ndo tém corregoes logaritmicas de ordem
superior. Assim, a equacao (5.46) é a principal contribuigdo nao apenas em nivel 1-loop ,
mas também de forma nao perturbativa.
No regime IR assumimos p* < M? na expressao (5.43). Na principal ordem em p? isso

produz

< 2 2 2 2 2
19 1 0 m m 1p
(O8> p) = s { s rLrloe () apte (§p) — 3yE) 64D

E facil ver que nao existe parte nao local com um fator de forma logaritmico. Assim, o

diagrama com linhas internas mistas (campos leve e pesado) se resume, no limite IR, a

uma contribuicao do tipo tadpole.
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5.3.1 Correspondéncia com o IR em nivel 1-loop

Uma vez que conhecemos o comportamento a 1-loop da teoria fundamental no limite IR, é
possivel estabelecer a correspondéncia entre este resultado e aquele obtido a partir de uma
teoria efetiva, levando em conta apenas a interacao quartica do campo ¢ a 1-loop . Em
um primeiro momento, desconsideraremos a corre¢ao (5.45) para a teoria fundamental
desde que essa contribuicao é independente do momento. A representacao grafica da

correspondéncia a 1-loop é ilustrada pela figura 5.4.

NWAZ@MM = El —+ f\/\/\/\/\/\@\/\/\/\/\/\,
IR 2

o/ Xerf
Figura 5.4: Representacdo da correspondéncia em 1-loop no regime IR entre a teoria fun-

damental (lado esquerdo da igualdade) e a teoria efetiva com interagdo qudrtica do campo

escalar (lado direito da igualdade).

No lado esquerdo dessa figura, X}, é a corregao para o propagador do campo ¢”
na teoria fundamental no limite IR (5.47). J4& no lado direito, Ziff ¢ a correcao a 1-
loop para o propagador na teoria efetiva, enquanto 32 ;¢ um termo adicional (estabelecido
abaixo) representando a diferenga entre a corregdo a 1-loop da teoria fundamental nas
baixas energias e a correcao a 1-loop na teoria efetiva de baixas energias.

A teoria efetiva no IR, em nivel arvore, corresponde a uma interacao quartica de N

campos escalares (5.26) no espaco plano,

1 1 A
Loslo") = 5(06°) = Sm*6"g" — Z(0°"), (5.48)
onde A = _%‘ A contribuicao a 1-loop nesta teoria efetiva pode facilmente ser calculada
levando a
3ig?m? 1 u?
S - - il 1 () :
eff 2(4m)2M? Le + 14 log m2) ] (5.49)

com 1 definido em (5.44).
O termo adicional ngf ¢é obtido pela insercao de novos coeficientes na lagrangiana

efetiva

A
Lopsl6'] = 51+ Co) (@9 — 5(m? + Coa)"6" — 5(6"6")" (5.50)
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fornecendo os vértices
32 = —iCp2 + ip?Cy. (5.51)

Esses coeficientes nao devem ser confundidos com contratermos. Seu papel nao é romo-
ver divergéncias da teoria, mas garantir que nas baixas energias tanto a teoria fundamental
quanto a efetiva levem a resultados idénticos, como mostraremos abaixo.

As divergéncias em (5.47) e (5.49) podem ser removidas por uma sutil renormalizagao.
Uma vez que a escala de renormalizacao é arbitraria, estamos interessados apenas na parte

finita dessas correcoes. A correspondéncia a 1-loop é alcangada por
Yt = Sess + X, (5.52)

relembrando que estamos interessados no regime de baixas energias da teoria fundamental.

A igualdade (5.52) leva aos seguintes valores

2 2 2 2 2

Cor = — (45;)2 (1+75) (1410815 ) + o (14105 25 ) | (5.53)
) 2
C, = —W. (5.54)

Esse resultados para C,,2 e Cy mostram como a teoria efetiva difere da teoria fundamen-
tal nas baixas energias. E importante notar que esses dois termos sao independentes do
momento, e portanto podem ser compensados por uma mudanca na condi¢ao de renorma-
lizagao.

E facil ver a partir da expressio do tadpole (5.45), que se Y% é adicionado no lado

esquerdo de (5.52) o tltimo termo de C,,2 cancela e chegamos em

Oz = — (497;2@ + %) (1+log ]\“4—22) (5.55)

Quando M? — oo os resultados para C,,2 e Cy confirmam o teorema do desacopla-

mento. No IR, a diferenca entre a teoria fundamental e a teoria efetiva é reduzida pela
renormalizacao das divergéncias UV em contratermos locais irrelevantes e em termos pro-
porcionais ao inverso do quadrado da massa do campo pesado.

A partir de (5.50) e dos resultados obtidos pela correspondéncia IR é possivel notar

que a teoria efetiva pode ser escrita como

1
Loy = 3OO0 — 5Ca6"6" — TOH("0")" (5.56)
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onde os coeficientes C', Cy e C'3 dependem dos parametros da teoria fundamental valida em
qualquer escala de energia. Em geral, esses coeficientes podem ser construidos ordem por
ordem na expansao em [oop , garantindo que os resultados das duas teorias sao equivalentes

nas baixas energias.

5.4 Desacoplamento em um campo gravitacional fraco

Nesta secao generalizaremos as consideracao anteriores para a mesma teoria em um espaco
curvo. Como de costume, a derivacao dos fatores de forma nao locais requer que a métrica
corresponda a geometria quase plana. Entao, a métrica externa pode ser tratada como uma
pequena perturbacao. Alternativamente, pode-se fazer uma expansao da funcao 2-pontos
em coordenadas normais [79] e chegar diretamente ao resultado formalmente covariante
para o fator de forma. Nesta secao seguiremos esta abordagem e usaremos a expansao em
ordem linear nas componentes do tensor de curvatura.

Iniciando a partir do primeiro termos de (5.29), escrevemos a func¢ao 2-pontos na forma

6 ) = 5 [ /5T [ /5

X GN(ZJ2,$2) [(—ig)QGN(ﬁﬁz,$1)G($2,$1)}GN(301,ZJ1) (5.57)

onde GV (z,y) = iAN(x —y) e G(z,y) = iAp(z — y) sdo as fungoes de Green do espaco
plano para os campos leve e pesado, respectivamente.
Depois da rotacao de Wick para o espaco euclidiano, esta funcao 2-pontos pode ser

escrita como
G(Q)ab(yhyz) = —i5ab/ / GN(yml’z)El’R GN($17y1)7 (5.58)
z2 Jo
onde
S = g2 GN (19, 1) G (22, 21). (5.59)

Vamos notar que 2" inclui o produto de dois propagadores que aparecem no loop . Esses
propagadores podem ser expandidos em termos das coordenadas normais em um espago

curvo conforme o resultado bem conhecido de [79], que em 2w dimensoes fornece

Zl,R _ ?:2 d2wq iq(mg—zl)G le ip(zg—ml)G M 5.60
- g (27T)2w € (Q7 m) (27T)2w € (pa )7 ( : )
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onde XM = SLE(E) g +p =k,

1 &R 2 Rapq®q”

— “ -5
P4 m? * (2+m2)2  3(¢>+m?)3 +0(™) (5.61)

G(q)

é a expansao padrao do propagador [79], e estamos usando as notagoes

-1

51 = g — 51 (§] 52 = % — 52. (562)

Vamos notar que a expansao dos vértices nas coordenadas normais na equagao (5.60) nao
é necessaria, como explicaremos abaixo.

Consideremos a regularizacao dimensional das integrais na equacao (5.60), usando as
transformacoes para integrais com simetria vetorial descrita nos livros [30, 9]. Nossa pro-
posta final é avaliar essas integrais no limite IR com m? < M? and p? < M?. Escolhendo

r9 — x1 = ¥y, obtemos depois de algumas manipulagoes matematicas
;o / dek, ezky / d2wp 1
Co e S e (- k) mA R+ M)

1 i | p? m? m? 1 k2
- k2 414 log (L) + 25 1og (2% ———] 5.63
(47)2 / (2m)+© L— Tivios (M?) HNYER <M2> o) (56%)

Esta é a mesma expressao que (5.47), o que significa que para R = 0 recuperamos o
resultado para o espago plano. Para as demais integrais correspondendo a dependéncia da

curvatura, temos
- AL . d2“’q 1
I, = v iky
2 &R/@ﬂ%e./@ﬂ%mr%P+MWf+mW
_ &R d*k ety m2
= rp ) e 712 ()
I; = _gRaﬂ d*k eiky/ d*q 4aqp
(2m)> (¢ +m?)3[(q — k) + M?]

2

_ 1 R d*k eiky[_§_10g<%)}

o d2wk i d2wq 1
ho= 6 [ e | e T

(n2 ) oy A
I; = —gRaﬁ ok eiky/ d2wq (/{/‘a - Qa)(kﬁ - C],H)
* T T e e @ el — bR+ M
4
- s | oo (5.64)

6 (4m)% ) (2m)*  2M?’

onde temos considerado w = 2, uma vez que nao existe divergéncias.
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Agora, desconsiderando termos proporcionais a k* em (5.63), a combinacio dessas

integrais da

St = swiip{: +1os (3) + s (37e)
o (O I R S

Uma observagao importante é feita aqui. A expressao (5.60) nao inclui a expansao do
vértice em coordenadas normais. A razao para isso é que a expansao do vértice vem dos
fatores /g nos termos de interagao. Em um dos pontos (por exemplo, 1) a métrica é plana,
tal que \/9(71) = 1, e em outro ponto a expansao se reduz ao fator de /g na expressao
final para 2},}5 na equacao (5.65), visto que esta é uma expressao local que tem um fator
extra de d.(re —x1). Esta deve ser uma funcao delta covariante em coordenadas normais,
absorvendo todo o fator de /g, que vem do segundo vértice. A funcao delta deleta uma
das integrais na equacao (5.58), de modo que a resultado torna-se uma expressao local.

No limite IR, a fungao 2-pontos em (5.58) pode ser escrita na forma

G(Q)“b(yl,yg) = —io% d*z/g(x) G (yy, 1) Z}’Jf GN(z,y1). (5.66)

onde E}’}]; nao ¢ mais proporcional a funcao delta. E facil ver que a expressao (5.66)
tem divergéencias UV apenas no setor do espaco plano, enquanto os termos com o escalar
de curvatura sao finitos. Esta conclusao esta em perfeita correspondéncia com o calculo
covariante na secao 5.1.

A fim de comparar a duas abordagens na descricao do regime IR, vamos considerar
uma teoria efetiva com interacao quértica no espaco curvo. Tal teoria do campo ¢* em

uma contribuigao a 1-loop da forma

ch);b(ylay2> = —i5“b/d4x\/g(a:) GN(yQ,x)[— %GN(x,x)]GN(x,yl). (5.67)

Esta expressao pode ser diretamente comparada a (5.66), para mostrar que ambas tém a
mesma estrutura em termos dos propagadores. Esta comparacao é possivel pelo fato de
que nas baixas energias a teoria fundamental tem apenas um vértice.

A correspondéncia em nivel de 1-loop pode ser feita no espago curvo praticamente da

mesma maneira que no espaco plano,

SR = Yo — iC2 4 iCp (5.68)
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Aqui X.; é definido a partir de (5.67) como
Yepf = ——GN(:B ). (5.69)

Usando a expansao em coordenadas normais, obtemos

N[ f 1 GR 2 Ragpy
2 (27-‘-)2:,0 p2+m2 (p2_|_m2)2 3(p2+m2)3

Yeff = —

+ O(p—5)}, (5.70)

que leva ao resultado

= el e ()] e - il e ( )]}

~ 2

Notemos que de acordo com a equagao (5.27), mesmo no espago curvo temos A = —%.
Assim, a parte plana da condigao de correspondéncia no IR em (5.68) ¢é satisfeita com C,,2
de (5.53). Por outro lado, existe uma condi¢ao de correspondéncia adicional na primeira

ordem na curvatura

2 2 2
g 7 1 1 Iz 1
on = i (6 )0 (17m) + 5(6 ) e () + (6~ )+ g 672
R = Omrare \& T ) el g)les(g) H 6 -&) 5] (572)
Assim como no espaco plano, podemos considerar a correcao do tadpole para a teoria
fundamental, dada pelo segundo termo de (5.29) no espago curvo. No espago euclidiano

essa correcao é

Giiixﬁze(yl y2 = —Z5ab/ / y27551 22 R} GN(3717y1) (5-73)
com
¥R = @G(x GN

- 271’1) (332,902)
P2 4 xz 11) 2

_ gt [ dip e? N

- 2 ) @r M2 [HO(M?)}G (w2, 72)
2 2w - o, B
Lg d*q 1 &R 2 Rapq®q s

= 53730 — = O . (5.74
300 [ Gt o + T 3 s + O] G

Nesta expressao a funcao delta covariante emerge no limite de baixas energias quando
expandimos o propagador do campo pesado em poténcias de 17 e desconsideramos ordens
superiores na expansao.

A parte do tadpole tem como contribuicao,

2

= el s ()] + (6 gy [E s (F3)]}- 679
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Adicionando este resultado ao lado esquerdo de (5.68), a parte plana da correspondéncia
em nivel de 1-loop leva & expressao (5.55), enquanto a parte dependente da curvatura da
2 2

Cr = (4&)2% (&6~ é) log (y7) + (61— &) + %] (5.76)




CAPITULO 6

Conclusoes e perspectivas

Nesta tese, foram obtidos os seguintes resultados originais: no capitulo 4 derivamos os
fatores de forma nao locais para a acao efetiva do vacuo até segunda ordem na curvatura
devido a varios tipos de campo no espaco-tempo 2D. Os resultados foram obtidos por
meio da solugao da heat kernel apresentada no trabalho de Codello & Zanusso [25] que
possui termo nao local ja na primeira ordem na curvatura.

Os fatores de forma nao se tornam logaritmicos no limite de UV (ou sem massa),
porque as divergéncias aparecem na primeira ordem no escalar de Ricci. No entanto,
pode-se recuperar o limite de UV com sucesso, porque os termos de segunda ordem na
curvatura se reduzem a acao de Polyakov no caso de m — 0 para férmions e vetores,
enquanto para o campo escalar tal limite é alcancado apenas para o acoplamento minimo,
com & = 0, que é visto ser o caso conforme.

No limite de massa zero do escalar nao minimo, encontramos uma versao modificada da
acao de Polyakov, que inclui um fator de forma logaritmico qualitativamente novo. O novo
fator de forma pode ser interpretado de maneira especulativa como um tipo de running do
grupo de renormalizacao no IR que nao tem uma relacao direta com as divergencias UV.

No esquema de renormalizacdo M S, funcoes 3 relacionadas as divergéncias que apa-
recem na parte linear da curvatura sao reproduzidas como o limite de UV de expressoes

mais gerais correspondentes ao esquema de subtracao de momento. No extremo oposto

80
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da escala de energia, no IR, encontramos uma versao 2D do teorema do desacoplamento
gravitacional muito semelhante a contraparte 4D [23, 24]. A principal diferenca entre os
resultados em 4D e 2D ¢é que, no ltimo caso, o limite de UV reproduz a acao induzida
pela anomalia e o limite de IR mostra desacoplamento nas fungoes beta sem a correlagao
usual entre divergéncias e fatores de forma logaritmicos.

Acreditamos que nossos resultados sao instrutivos para uma melhor compreensao de
como se pode explorar o running das constantes de Newton e cosmoldgica, incluindo os
casos em que os fatores de forma sao formalmente irrelevantes [23]. Vamos lembrar ao
leitor que a questao de saber se ha um running IR remanescente desses parametros ou nao
tem aplicagbes cosmoldgicas potencialmente interessantes [14, 80] e pode ser relevante na
astrofisica também (ver, por exemplo, [81, 82]). Por essas razoes, o presente trabalho pode
ser visto como um pequeno passo na compreensao de como a informacao relativa a parte
da acao efetiva do vacuo que é linear na curvatura pode ser usada para interpolar entre a
fisica UV e IR através de um grupo de renormalizacao baseado em uma escala fisica.

Em seguida, no capitulo 5 usando um modelo simples com dois campos escalares,
exploramos o comportamento dos diagramas com linhas internas mistas. Até certo ponto
os resultados nao sao novos (ver, por exemplo, [30]), mas fizemos os cdlculos mantendo em
foco a abordagem de agao efetiva, o problema relevante de desacoplamento de derivadas
superiores na gravidade quantica [18] e considerado em todos os detalhes a correspondéncia
entre UV e IR, inclusive no campo gravitacional externo fraco.

O principal resultado de nossa investigacao é que a contribuicao do tipo de auto-
energia, diagrama de 1-loop com uma linha interna do campo leve e outra do campo com
massa muito maior, no IR se resume a contribuicao do tadpole, que nao produz um fator
de forma nao local. No modelo em consideracao, isso significa que o diagrama de auto-
energia no modelo “fundamental”com dois tipos de escalares produz um fator de forma
nao local padrao com o comportamento logaritmico assintético no UV, mas no IR nao
existe fator de forma relevante e os resultados sao essencialmente a mesma contribuicao
do tipo tadpole que se pode obter no modelo efetivo de baixas energias com um 1nico
tipo de campo escalar leve. A mesma situacao qualitativa ocorre em um campo gravita-
cional fraco. De fato, devido a natureza superrenormalizavel do modelo fundamental, o

comportamento logaritmico assintotico no UV nao é possivel para os termos dependentes



82

da curvatura. Porém, no IR observamos uma correspondéncia perfeita entre os modelos
efetivos e fundamentais, o que confirma os principais resultados do nosso trabalho.

Do ponto de vista gravitacional, os campos massivos sao fantasmas e taquions que estao
presentes nas versoes com derivadas superiores da gravidade quantica. A este respeito,
a questao importante é se a teoria efetiva de IR é sempre a relatividade geral quantica,
ou pode ser algum outro, por exemplo, modelo nao local, como foi discutido em [18].
Fazendo uma “continuacao”do nosso presente resultado implica que se pode esperar que
os diagramas com linhas internas mistas se tornem irrelevantes no IR. Entao, o momento
transferido é o tnico regulador IR e isso significa que a relatividade geral quantica é
esperada ser um modelo universal de gravidade quantica IR, como era esperado nos artigos
de Donoghue [17, 83| e muitos trabalhos que seguiram dai (ver, por exemplo, as revisoes
[20, 84]). Na verdade, esse tipo de conclusao deve ser visto como uma conjectura a partir

de boas motivacoes, e sua verificacao seria um trabalho interessante a ser feito.
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