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RESUMO

Neste trabalho, uma breve revisao de elementos e conceitos basicos relacionados
a teoria quantica relativistica e a representacao de Dirac ¢é realizada, e em seguida, as
formulagoes dos campos de Klein-Gordon e Dirac sao introduzidas. Posteriormente,
considera-se o férmion de Dirac interagindo com diferentes campos externos que violam as
simetrias fundamentais, inclusive de CPT e de Lorentz. Para extrair informacoes fisicas
do Hamiltoniano, é necessario realizar uma Transformacao Foldy-Wouthuysen no mesmo.
Além da Transformacao Foldy-Wouthuysen perturbativa, existe a versao exata, que nao
é baseada em séries de poténcias no parametro 1/m. O uso desta técnica é mostrado
de forma didatica, visto que a mesma permite trabalhar e investigar qualquer caso de
interacao de campos externos com o campo de Dirac. Uma nova abordagem ¢é desenvolvida
para estudar todos os casos para os quais a transformacao exata nao é permitida, através
de uma generalizacao do método e o desenvolvimento de um novo operador involugao.
Apresenta-se também uma breve perspectiva sobre testes experimentais, considerando o
cenario completo da TFWE, incluindo todos os casos possiveis que violam as simetrias de

CPT e de Lorentz na equacao de Dirac.

Palavras-chave: Transformacao Foldy-Wouthuysen Exata. Campo de Dirac. Viola¢ao das
Simetrias de CPT e de Lorentz.



ABSTRACT

In this work, a brief review of basic elements and concepts related to relativistic
quantum theory and Dirac representation is presented, and then, the formulations of the
Klein-Gordon and Dirac fields are introduced. Subsequently, the Dirac fermion is considered
interacting with different external fields that violate the fundamental symmetries, including
CPT and Lorentz. A very efficient approach to extract physical information from the
Hamiltonian is to perform a Foldy-Wouthuysen transformation on it. In addition to
the perturbative Foldy-Wouthuysen Transformation, there is the exact version, which
is not based on power series in the parameter 1/m. The use of this technique is shown
in a didactic form, since it allows to work and to investigate any case of interaction of
external fields with the Dirac field. A new approach is developed to study all the cases for
which the exact transformation is not allowed, through a generalization of the method
and the development of a new involution operator. Furthermore, a brief perspective on
experimental tests is also presented, considering the complete EFW'T scenario, including

all possible cases that violate the CPT and Lorentz symmetries in the Dirac equation.

Keywords: Exact Foldy-Wouthuysen Transformation. Dirac Field. Violation of CPT and

Lorentz symmetries.
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1 INTRODUCAO

Grandes esforgos para formular uma mecanica quantica relativistica comecaram
com as tentativas de usar o principio da correspondéncia, a fim de obter uma equacgao de
onda relativistica destinada a substituir a equagao de Schrodinger. A primeira equagao
desse tipo foi decorrente de Schrédinger (1926) (1), Gordon (1926) (2), e Klein (1927)
(3). Esta equagao de onda escalar de segunda ordem, que agora é conhecida como a
equagao de Klein-Gordon, foi inicialmente descartada, uma vez que levou a densidades
de probabilidade negativas. No ano de 1928 foi publicada a equagao de Dirac (4, 5), que
se refere a particulas com spin-1/2 e é capaz de descrever muitas das propriedades de

particulas de férmions.

A equagao de Dirac, como a equagao de Klein-Gordon, possui solugoes com energia
negativa, que, no quadro da mecanica ondulatoria, leva a dificuldades. Para evitar
transi¢oes de um elétron em estados inferiores de energia negativa, em 1930 foi postulado
por Dirac que os estados de energia negativa deveriam estar todos ocupados (6). As
particulas que faltam nesses estados ocupados de outra forma representam particulas com
carga oposta (antiparticulas). Isto conduz necessariamente a uma teoria de multiplas
particulas, ou a uma teoria do campo quantico. Ao reinterpretar a equacao de Klein-
Gordon como base de uma teoria de campo, Pauli e Weisskopf (7) mostraram que isso
poderia descrever mésons com spin zero, por exemplo, mésons m. As teorias de campo
baseadas nas equagoes de Dirac e Klein-Gordon correspondem as equagoes de Maxwell

para o campo eletromagnético e a equagao de d’Alembert para os quatro potenciais.

A equagao de Schrodinger, bem como os outros axiomas da teoria quantica, per-
manecem inalterados. Somente o Hamiltoniano é alterado e entao, representa um campo
quantizado. As particulas elementares sao excitagbes dos campos (mésons, elétrons, fotons,
etc.), e formam assim, o Modelo Padrao (8). Varios estudos importantes estdao sendo

realizados na investigagao dessas particulas e suas possiveis aplicagoes (9, 10, 11, 12).

O Modelo Padrao de Fisica de Particulas é a teoria que descreve trés das quatro
forgas fundamentais conhecidas (as interagoes eletromagnética, fraca e forte, e sem incluir
a forga gravitacional) no universo, além de classificar todas as particulas elementares
conhecidas. Foi desenvolvido em etapas ao longo da segunda metade do século 20, através
do trabalho de muitos cientistas de todo o mundo, com a formulacao atual finalizada
em meados da década de 1970, apds a confirmacao experimental da existéncia de quarks.
Desde entéo, a confirmagao do top quark (1995) (13), do tau neutrino (2000) (14), e do
Béson de Higgs (2012) (15), adicionou credibilidade ao Modelo Padrao. O modelo explicou
com sucesso quase todos os resultados experimentais e previu precisamente uma grande

variedade de fendmenos.

Ao longo do tempo e através de muitas experiéncias, o Modelo Padrao tornou-se
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estabelecido como uma teoria da fisica bem testada. Além disso, o Modelo Padrao é
invariante nas transformagoes de Lorentz e de Carga, Paridade e Temporal (CPT). No
entanto, a possibilidade de a natureza apresentar pequenas violagoes da simetria de Lorentz
e CPT parece compativel com a teoria do campo quantico e com experiéncias existentes
(16). Uma descrigao geral dos efeitos associados pode ser formulada no nivel da teoria do

campo quantico como uma extensao do modelo padrao que viola Lorentz e CPT (17).

O estudo da possibilidade da violagao das simetrias CPT/Lorentz tem recebido
uma atencgao significativa da comunidade cientifica nos tltimos anos. Por exemplo, a
violagao de simetrias CPT/Lorentz causada por termos na agao de campos quanticos foi
considerada em (18). H4 também grandes esforgos para estudar as simetrias CPT/Lorentz
que sdo fracamente quebradas, ndo s6 no ponto de vista mateméatico. E possivel ver que
algumas consequéncias fisicas podem surgir a partir do pressuposto de que essas simetrias
podem de fato ser introduzidas na acgao da teoria (19). Nesse contexto, esse assunto
torna-se importante nao s6 para a fisica tedrica. Existe uma expectativa crescente de
evidéncias experimentais de tal violagdo. Em (17), pode-se encontrar uma visao geral de
todas as possibilidades de quebra das simetrias CPT/Lorentz. H4 muitas outras obras
recentes (ver (20, 21, 22)) que tratam a possibilidade de que a simetria CPT/Lorentz se
quebre em um ponto de vista mais fenomenoldgico. Mas, de fato, a principal parte do
estudo da comunidade cientifica permanece na busca da teoria correta que poderia dar a

interpretacao certa para esta quebra de simetria.

Os parametros para o cenario de verificacdo experimental estao completamente
relacionados a consisténcia no nivel quantico da teoria. Por esta razao, a estrutura de
renormalizacao de teorias com simetrias quebradas ¢ uma caracteristica importante a ser
analisada (veja, por exemplo, (23) para uma revisao breve e qualitativa das propriedades
de renormalizacao de teorias de campos quanticos em espaco-tempo curvo na presenca dos

termos que violam CPT/Lorentz).

Uma possivel conexao entre teorias com termos que violam CPT/Lorentz e Cosmo-
logia (para consideragoes de bariogénese, veja (24)) que vale a pena analisar, especialmente
no cenario notavel de radiagdo césmica de micro-ondas. Em (25), hd uma visao geral
sobre a possibilidade da manifestagao de quebra de simetria de Lorentz. Um possivel
candidato para produzir a violagio é o campo de tor¢do. E muito interessante ver em
(26, 27) que este campo pode ser gerado a partir da quebra de simetria. Estes trabalhos
estao mostrando a conexao entre a violagao de simetria matematica e alguma teoria fisica.
Sabe-se também que o campo de torcao, se realmente existe, é muito fraco. Mas o ponto
principal aqui é conseguir uma interpretacao para cada um dos termos de CPT/Lorentz,
de tal forma que seja possivel pesquisar algum resultado experimental para suportar esses
resultados tedricos. A interacdo entre a torgao espacial e o campo espinorial é descrita
em (28, 29, 30, 31). Na verdade, nao sé a tor¢ao, mas todos os termos apropriados

que violam CPT/Lorentz seriam um dos possiveis candidatos para desempenhar o papel
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de descrever a anisotropia conhecida relacionada as perturbagoes cosmolégicas. Outro
exemplo é mostrado em (32) no qual a contribuigdo do féton para as divergéncias e a

anomalia conforme na teoria com termos violando CPT /Lorentz foi avaliada.

Nesta dissertagao serao abordados diversos aspectos da equacao de Dirac e o estudo
para a descri¢cao de férmions. Busca-se entao, um formalismo que permita que a analise
da equacao seja a mais clara possivel e, dessa forma, ao final, haja uma descricao precisa
dos fendomenos que estejam englobados pela equagao de Dirac. Um modo produtivo de
investigar o campo de Dirac interagindo com alguns campos de fundo é a Transformacao de
Foldy-Wouthuysen (33) que permite a separagdo de componentes “grandes” e “pequenas”
do bi-espinor de Dirac. E um dos métodos que permite extrair informacoes fisicas
do Hamiltoniano de Dirac (veja, por exemplo, (34, 35)), que nao é diagonal desde o
inicio. Pode-se diferenciar duas versoes desta transformagao: a Transformagao de Foldy-
Wouthuysen Exata (TFWE) (36), e a Transformagao de Foldy-Wouthuysen usual (TFW),
na qual a solucdo ¢ obtida através de séries de poténcias no parametro 1/mc?. Para este
caso, a solucao aproximada nao é complicada de se obter, mas existe um risco de serem

perdidos termos relevantes a interpretagao fisica final (37).

Aqui, trabalharemos com a TFWE, visto que o seu método é mais completo,
econdmico (na algebra), interessante do ponto de vista matematico e a abordagem mais
confiavel para fornecer a informacao em que se esta interessado. O ponto principal para a
utilizacao da TFWE ao invés da TFW ¢é que a primeira transformacgao apresenta mais
informagoes que a transformacao usual (37). Outra vantagem que a TFWE tem ¢é o fato
de que permite usar algumas notacoes especificas que fazem todas as etapas, durante os
calculos, muito claras. Entao, no final, as equacgoes transformadas tém resultados que

podem ser facilmente comparados aos conhecidos da literatura.

Sendo assim, este trabalho de dissertacao tem a seguinte estrutura. O proximo
capitulo é dedicado a uma breve revisao de elementos e conceitos basicos relacionados
a teoria quantica relativistica e a representacao de Dirac, e depois, as formulagoes dos
campos de Klein-Gordon e Dirac sdao introduzidas. No capitulo 2 é apresentado o campo
de Dirac no panorama de CPT, em que o férmion de Dirac é considerado interagindo com

diferentes campos externos que violam as simetrias fundamentais, inclusive CPT /Lorentz.

No capitulo 3, alguns resultados importantes para o uso da técnica da TFWE
sao mostrados. Além da diferenciacao das duas versoes existentes para a transformacao
considerada. O uso da transformacao exata é mostrado de forma didatica, visto que a
mesma permite trabalhar e investigar qualquer caso de interagdo de campos externos com

o campo de Dirac.

O capitulo 4 faz uso dos conceitos apresentados nos capitulos anteriores para
mostrar os principais resultados obtidos. A TFWE ¢é realizada para a teoria de Dirac com

o conjunto de termos que violam CPT/Lorentz (38, 39), bem como o desenvolvimento de
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uma nova abordagem para estudar todos os casos para os quais a transformacao exata
nao ¢ permitida (40), através de uma generalizacio do método e o desenvolvimento de um
novo operador involucao. Além do mais, no capitulo 5, apresenta-se também uma breve
perspectiva sobre testes experimentais, considerando o cenario da TFWE, incluindo todos
os casos possiveis que violam as simetrias de CPT /Lorentz na equagao de Dirac. Encerra-se

o trabalho discutindo os principais resultados e propostas para trabalhos futuros.
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2 CAMPOS DE KLEIN-GORDON E DE DIRAC

Os campos que aparecem quando se trata da mecanica quantica relativistica serao
apresentados aqui. Além disso, o formalismo desenvolvido para tratar das equacoes de
Klein-Gordon e Dirac serd o suporte de desenvolvimentos futuros. Isto justifica o estudo

de alguns detalhes destas equacoes e as suas solugoes.

Neste capitulo, serda apresentada uma breve revisao de elementos e conceitos
basicos relacionados a teoria quantica relativistica e a representacao de Dirac, e depois, as

formulagoes dos campos de Klein-Gordon e Dirac serao introduzidas.

2.1 NOTACOES

Inicialmente, é necesséario definir notagdes antes de serem introduzidos conceitos
importantes relacionados a teoria quantica relativistica. Serao entdo definidas as grandezas
basicas da teoria, entretanto sem explica¢gbes minuciosas sobre cada uma, pois este nao
é o objetivo deste trabalho. As notacoes a serem seguidas sao as mesmas presentes em
(41, 42).

A nocao de distancia entre dois pontos do espago pode ser generalizada tal como
o intervalo entre dois pontos no espaco-tempo, para que ele seja invariante perante as

transformacoes de Lorentz. O intervalo é dado por
ds* = datdzx, = 1, datde” = Adt* — (dm2 + dy* + sz) : (2.1)

onde
at = (a:o,xl,xQ,xS) = (—ct,x,y,2) (2.2)

e 1, ¢ a métrica de Minkowski. Para os operadores diferenciais,

0 10 0 0 0 10
a,LL - % - (80781782783) - <08t78$7ay’82> — <C&t7v> )

1 02
c? ot?

10

o = g, = <cat’ —V) . 019, = (2.3)

O quadrivetor energia-momento de uma particula é escrito da seguinte maneira

= (f,p) . Du= (E —p) : (2.4)

C

A relagao entre o momento e energia da particula tem a forma (relacdo de dispersao)

2 E? 2 2 2
p:p"pu:§—p =m-c . (2.5)
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Nas unidades em que ¢ =1,
PP =p'p=E—pP=m*. (2.6)

J& os observaveis fisicos sao representados por operadores hermitianos lineares que
sao
9 .

Ot 7 (2.7)
30
EFE — Zh& .

Agora, para a representacao de Dirac,

a_[aiol ’ B_[o —1}’ (2:8)

em que as matrizes 4 x4, o' e 3, sdo todas hermitianas e possuem as seguintes propriedades

o+ oo = 2095
af + Ba = 0; (2.9)
CViQ = ﬁ2 = I.

As matrizes o; sao as matrizes de Pauli

0 1 0 —i 1 0 2.10)
01 = Oy = , O9 — 0, — , 03 = 0, = . .
! 10 2 i 0 ’ 0 —1

Cada matriz de Pauli é hermitiana e, juntamente com a matriz identidade I, as
mesmas (multiplicadas por coeficientes reais) formam uma base para o espaco vetorial de

matrizes hermitianas 2 x 2.

Tais matrizes possuem as seguintes propriedades também

10
012 = 0'22 = 0'32 == —i010203 == ( 0 1 ) =1. (211)

As matrizes de Pauli obedecem as seguintes relacoes de comutagao

[O’i,O'j] = 2igijk0k; (212)
e anticomutagao
{O’Z’,O'j} = 25”17 (213)
de modo que,
0;0; = 5ijl+7:5ijk0-k . (214)

Outra notacao quadridimensional conveniente sdo as matrizes 4 x 4, v*, na repre-

sentagao de Dirac, que podem ser representadas da seguinte maneira

’yozﬂzll O] ;o [O Ui] (2.15)

Il
@
Q@A
I

0 -1
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onde i = 1,2,3.

As matrizes v* nao sao hermitianas, mas obedecem a relagdo importante,
nyT — ,-YO,}/,U«,.YO X (216)

E facil ver que as relagoes apresentadas em (2.9) se escrevem em uma forma

compacta em termos das matrizes 7, isto ¢,
{797} = A"+ =2 (2.17)

E til também definir o produto das quatro matrizes gama da seguinte maneira

0010
0001 0 I
5. jn0a1a2,3 = ) 2.18
v YT 100 0 710 (2.18)
0100

2.2 A EQUACAO DE KLEIN-GORDON

A mecanica quantica relativistica é objeto de estudo de equacgoes de ondas rela-
tivisticas para substituir a equac¢ao de Schrodinger nao relativistica. No contexto deste
trabalho, as equagoes de onda que serao desenvolvidas para este caso sao a equacao de
Klein-Gordon e a equagao de Dirac. Agora que os objetos mateméticos foram revisados,
os campos fisicos serao estudados. Neste tépico, a equagao de onda para uma particula

sera descrita, no ambito da equacgao de Klein-Gordon.

Comecemos pela particula livre. Em mecanica quantica nao-relativistica a equagao

de Schrodinger é obtida da equacao fundamental
ihgw = Hv (2.19)
prid : :

Usando o Hamiltoniano da particula livre nao-relativistica de massa m que é
2
p
H=—, 2.20
o (2.20)
e fazendo a substituicdo p — —ihV, obtém-se entao

9 R,

A primeira ideia que surgiu para generalizar esta equacao para uma particula
relativistica foi utilizar o Hamiltoniano relativistico em substituicao a equacao (2.20). Para

uma particula livre o Hamiltoniano ¢é a sua energia e deve-se ter

H=E. (2.22)
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Como a energia esté relacionada com o momento linear através da relagao (2.5),
portanto, tem-se
E? = p*c® + mPct. (2.23)

Classicamente, exige-se que as energias sejam positivas e por isso, deveria haver no

H = \/p*c® + m?c* . (2.24)

Assim, imediatamente confronta-se com o problema de interpretar a raiz quadrada

caso relativistico

de um operador. Para evitar este problema, encontra-se uma equacao para H?. Tal

equagao é obtida iterando a equacao (2.19) e observando que [zh o H } = 0. Obtém-se

ot
entao,
5 07 2 272
It = (-RV2 4+ mPt) ¢, (2.25)
ou ainda,
2
D+<n;lc> M:o, (2.26)

onde O = 9,,0". Nao existem dificuldades em interpretar os operadores, mas ¢ introduzido
no problema as solugoes de energia negativa que também sao solugoes da equagao (2.26).
Como é possivel notar, as solugoes de energia negativa nao podem deixar de existir em
mecanica quantica relativistica e a sua interpretacao esta relacionada com as antiparticulas.

A observagao experimental de antiparticulas veio a confirmar esta interpretacao (43, 44, 45).

Nao foi a existéncia de solugdes com energia negativa que levou ao abandono da
equagao (2.26), chamada equacao de Klein-Gordon (1, 3, 2, 45), como equagao relativistica
para o elétron, mas outro problema anterior relacionado com a densidade de probabilidade.

Partindo de (2.26) e da equagao complexa conjugada, pode-se obter
o+ () o

0= 90y — 00" =0, (09" | (2.28)

(G

m+< )]w—o (2.27)

ou

onde e = *de — p*OMep. Entdo,
Q" =0 5 =y (2.29)

Na identificagao usual, j* = (¢p,j), em que a densidade serd

oy oy
(w = ) . (2.30)

Esta equagao mostra que p nao pode ser interpretado como uma densidade de probabilidade

por nao ser definida como positiva. Desta forma, uma terceira razao fez abandonar a
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equacao de Klein-Gordon, o fato de que a mesma nao conduz aos niveis de energia do

atomo de hidrogénio.

Se esta tltima razao for excluida, a equagao (2.26) foi abandonada pelas razoes
erradas. Na verdade, pode-se mostrar que ela é uma boa equacao relativistica para particu-
las de spin zero, razao pela qual ndo pode explicar os niveis do atomo de hidrogénio onde
os efeitos do spin sao importantes. As solugoes de energia negativa serao compreendidas e
a densidade p sera re-interpretada nao como uma densidade de probabilidade, mas antes

como uma densidade de carga (45).

2.3 A EQUACAO DE DIRAC

Com o proposito de tentar resolver os problemas de interpretacao da equacao de
onda de Klein-Gordon apontados na secao anterior, Dirac propos uma outra equacao
relativistica para o elétron (4, 5, 41). Como na equacao fundamental (2.19) observa-se que
a derivada temporal é linear no tempo. Partindo desse principio, é natural admitir num
contexto relativistico que o Hamiltoniano seja também linear nas derivadas em relacao as

coordenadas e portanto, é possivel escrever
L0 ‘ 2
zha@b = (—zhcoz -V + Bme ) = Hi . (2.31)

Pode-se ver que o e 3 nao podem ser ntimeros, pois entdo, a relacdo entre energia
e momento de uma particula relativistica nao seria verificada. Também ) nao pode ser um
escalar se p = ©*1 ¢é para ser interpretada como a componente temporal de um quadrivetor
de corrente. Assim, Dirac propos que a e [ sejam matrizes hermitianas N x N (para que

H seja hermitiano) e que v seja uma matriz coluna com N elementos.

U
v=1 i |. (2.32)
VN

A equagao (2.31) é entdo interpretada como uma equagao matricial e para que ela

faca sentido deve-se satisfazer certas condigoes.

Para que se obtenha a relagdo energia-momento correta basta que cada componente
satisfaga a equacao de Klein-Gordon. Para isso itera-se a equagao (2.31)
0? oY

9T (i 2\ 0% _
hatgw ( ihea Vz—l—ﬁmc)zhat

ViV —ilme® (o' + Ba’) V; + 52m2c4] W (2.33)

alod + adal
= |—Rp2A—_—
et

e usando as propriedades apresentadas em (2.9), obtemos a equacao de Klein-Gordon.
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Ja em relagdo a questao da probabilidade de corrente, escreve-se a equacao conju-

gada hermitiana de (2.31). Atentando que o' e 3 sdo hermitianas, obtém-se
0 ) — 9
—zhaw =t (zhco/@i + Smec ) : (2.34)

Multiplicando a equagao (2.31) & esquerda por 9T e a equacio (2.34) a direita por

1, e entao, subtraindo
0 A
B (ot — (T A
ihs, (vty) = —iheV; (vla'y) | (2.35)
ou ainda,
0
= ()T (ot _
hes (v'v) + V- (vfeay) =0 (2.36)
o que permite identificar uma densidade de probabilidade e uma corrente de probabilidade,

respectivamente,

p=v0 ; j=vlcar. (2.37)

Integrando a equagao (2.36) em todo o espago

d
o /d% Yy =0, (2.38)

o que esté de acordo com o termo 11y identificado como uma densidade de probabilidade

definida positiva.

A notagao das equagoes (2.36) e (2.37) antecipa o fato de j ser um 3—vetor, em que
J* = (cp,J) é um quadrivetor conservado, 9,7* = 0 e que a equagao de Dirac é covariante,

isto é, que mantém a mesma forma em todos os referenciais inerciais.

Agora, multiplicando a equagao (2.31) por % B a esquerda e introduzindo as matrizes

apresentadas em (2.15), a equagao de Dirac escreve-se
(thy" 0y, —me)p =0, (2.39)

ou ainda,
(ihd = me) =0, (2.40)

onde § = "0, introduzindo a notacao de Feynman que abrevia a contragao de matrizes—vy

com um quadrivetor.

2.4 LIMITE NAO-RELATIVISTICO DA EQUACAO DE DIRAC

Antes de prosseguir com a extensao da teoria de Dirac, é importante verificar se a

equagao de Dirac produz resultados fisicamente razoaveis no caso do limite nao-relativistico.
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2.4.1 Particula livre

Para analisar qual o limite nao-relativistico da equacao de Dirac, é considerado

inicialmente o caso da particula livre. Considerando a seguinte defini¢ao

w:(?), 2.41)
X

onde ¢ e Y sao espinores de Pauli (duas componentes) e a representagao de Dirac para a

e [ ¢é utilizada, o seguinte par de equacoes acopladas é obtido para os espinores ¢ e Y

[

No limite ndo-relativistico, E —m < m !, em que é feita a substituicao

( ? ) — eimt ( 4 ) . (2.43)
X X

Substituindo (2.43) em (2.42)

= —io-Vx+mo. (2.49)

>=> >

= —iw0-Vo—my.

Qo Pl

B a _ .
i = —i0-Vy. (2.44)
. 8 _ . °
iy X = —io-Vo—2my .
Como y varia devagar com o tempo, a segunda equacao ¢ resolvida, aproximada-
mente por,
o-V o-p
~ = ) 2.45
X i o= e <Y (2.45)

Substituindo na primeira equacao
e _V°
ot om”’

que é a equacao de Schrodinger para a particula livre. Assim, no limite nao-relativistico, as

(2.46)

grandes componentes ¢ obedecem a equacao nao relativistica e as pequenas componentes
sao desprezadas. Nota-se que desprezar x corresponde também a desprezar as solugoes
para energia negativa. Dal o fato de elas nunca terem surgido em mecanica quantica

nao-relativistica.

2.4.2 Equacgao de Pauli

Considere agora que o elétron esta sujeito a um campo eletromagnético externo
descrito pelo quadrivetor A* = (A% A). Isso é facilmente (ver e.g. (46) para mais detalhes)

obtido usando, p, — p, — £A,. Assim, escreve-se mais explicitamente

o (2.47)
Lo

1 A partir de agora, serao utilizadas unidades naturais, de tal forma que h = ¢ = 1.

—iV — m=—-V—-¢cA.
— i%—er.
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Entao, com a separacao da equagao (2.41) é obtido ao invés da equagao (2.44)

. 9x (2.48)

i% = o-mp+eA'y —2myx ;

{ i% = o-mx+ed;
onde foi utilizada a equacao (2.43). Admitindo que os campos eletrostéticos sao fracos,

o-T

_oT 2.49
X= 5 ¢ (2.49)

e portanto, para as grandes componentes

Jp  |(o-m) (0 m)

= A% » . 2.
Z@t o +e © (2.50)

Para analisar o significado desta equacao nota-se que

(c-m)(o-m)=m-T—eco-B . (2.51)
Entao,
Oy (p—eA)2 € 0
o2 S, A 2.52
15 . g B +eA”| o, (2.52)

que é reconhecida como a equacao de Pauli para o elétron. A deducao da equagao de Pauli
como limite nao-relativistico para a equacao de Dirac é um fato notavel, pois a mesma foi
derivada de maneira diferente e independente. Essa equacao foi obtida antes da equacao
de Dirac como uma generalizacao da equagao de Schrodinger para o caso de uma particula
de spin-1/2 interagindo com campo eletromagnético externo. Assim, os postulados da
mecanica quantica foram estendidos por Pauli para que a descri¢do de particula com spin
fosse englobada, e a equacao acima foi escrita introduzindo a interacao entre o campo

magnético externo e o momento magnético de spin.
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3 O CAMPO DE DIRAC NO PANORAMA DE CPT

Os estudos de fendmenos fisicos com energia da ordem da escala de Planck através
de abordagens como teoria de cordas e outras preveem a existéncia de diversos campos de
natureza geométrica, tais como torcao e dilaton, por exemplo. Em baixas energias, supoem-
se que tais campos possuem um papel modesto, mas em principio nao é garantido que
eles ndo possam ser observados. A existéncia de campos fracos deste tipo, em particular,
gerou a possibilidade interessante de uma quebra muito fraca das simetrias fundamentais,
inclusive de CPT e de Lorentz (47).

Neste capitulo serd considerada a situacao de um férmion interagindo com diferentes
campos externos que violam as simetrias CPT/Lorentz. O objetivo é obter o Hamiltoniano

que descreva totalmente tal situagao.

3.1 A EQUACAO DE DIRAC COM TERMOS QUE VIOLAM CPT E LORENTZ

Comegando com a ac¢ao que descreve um férmion de Dirac, com os termos que

violam as simetrias de CPT e Lorentz
i - i _
S = /d4x\/—g{2\11 DV = SDLU T ‘IIM\IJ} . (3.1)

Os termos que violam as simetrias de CPT /Lorentz podem ser escritos da seguinte

maneira (48)
D, =V, —ieA,; D, =V,+ieA,; Tr=+"4+T1; M=m+ M, . (3.2)

A acdo inicial foi definida em espago-tempo curvo apenas para que fosse repre-
sentada de maneira geral, entretanto nao existe interesse em analisar termos que violam
CPT/Lorentz em um espago-tempo curvo, pois as magnitudes destes termos sao definiti-
vamente pequenas e consequentemente, os termos correspondentes produzem efeitos muito

fracos, que nunca se misturariam com os termos de espago-tempo curvo.

Nas féormulas acima, V,, ¢ operador de derivada covariante, F), = V,A, =V, A,

e os termos I'Y e M; podem ser escritos como

) 1
I =y, +d" vy, +e” +if 'y + §g’\””a,\u (3.3)
¢ 1
My = a, " + b,y +imsy” + iH‘“’a’“W . (3.4)

As grandezas ay, b,, ms, ¢y, duw, €4y fu, Guor € Hyy 30 0s parametros que violam
as simetrias CPT/Lorentz. Destes, a,, by, €., fu, guwr determinam a violagao de CPT.

Os coeficientes a,, b,, H,, possuem dimensao de massa, enquanto ¢, du, €4, fu, Gua
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sao adimensionais (16). A abordagem convencional para se estudar a possibilidade de
quebra das simetrias CP'T e Lorentz é considerar a forma mais geral para essas violagoes
e depois, investigar as consequéncias fenomenolégicas delas. O tipo mais promissor de
experimento pertence a area de fisica atomica (49), mas ha opgdes interessantes na area de
altas energias e fisica do estado sélido (50), experimentos com neutrinos (51), gravitacao

(52) e cosmologia (53).

Uma discussao extensa da possibilidade da origem destes parametros, bem como
as diversas implicagoes fenomenoldgicas deles podem ser encontradas em (47, 54). Esses

aspectos nao serao considerados aqui.

E possivel reescrever (3.1) da seguinte maneira

S = / d'z{iT"D,, + ; (V%) = M} . (3.5)

Como resultado, as equacoes de movimento para 1 podem ser escritas como

iT*D,ap = [M - ; (vurﬂ)} . (3.6)

E entao, escrevendo a equagao anterior na forma de Schrodinger, i0,) = Hqp,
iV = (M + PTH) 4 . (3.7)

Adotando a seguinte notagao (55):

PB:(()?Pi)? PV:PO_GAV € P*:Fu_*vu- (38)

v

E importante notar que tais notagdes permitem que os termos nao constantes que violam
CPT/Lorentz sejam considerados também. Na tultima equagao, a representagao padrao
(41) para as matrizes de Dirac foi utilizada.

Denotando I = 4 + "% e introduzindo Ty de tal forma (I'%) ™" =% —T}. Se
supuser que a Hamiltoniana é linear nos termos que violam CPT/Lorentz presentes em T'?,

é possivel mostrar que
=0
I =9T1’. (3.9)

Portanto, a equagao (3.7) pode ser escrita na seguinte forma

. , 1 .
Vo = {’Yo — Yo(c v + d*v57, + € + i fOy5 + §gku0®u)%} X [M + (P;T")Y . (3.10)

No trabalho de (55), os autores apresentam uma tabela completa que contém 80

casos de termos que violam CPT/Lorentz na equacao de Dirac modificada.
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m a; bo HY ms b, a HO*®
Pj@u P:Clu deOV P:glju ijy P:dlu P:COU P:go;w
P, Py
0 l 0,5 1 _ij
g 1 gl - 307
COO _,YO —Oél 75 _%,YOOJJ
fO ’l’)/5 Z',.Y5,>/l Z’}/O %’,}/50.”
dzO _ifyz,y5 _Z',yz,.y5,yl ol _%,77,,)/50.l]
giOO 20éi QOéi’yl 27275 Oéi(flj
dOO Zf}/O Oél _,)/5 %0.0;17075
eO _Z',.y5 _,.)/5,yl _,.)/O %O.O/J
CiO _Z',yi,.y5 —i”yi’y5’yl —Oéi %’}/10'0“
gijO %O_ij,.)ﬁ %Uz'j,ys,yl %O_ij,yo iaijo_o,u

Fonte: GONCALVES; OBUKHOV,; SHAPIRO, 2009, p. 3.

A forma correspondente a cada termo da tabela é obtida pela multiplicacao dos

termos de uma linha por uma coluna. Por exemplo, o coeficiente 1 apresentado na primeira

célula da tabela significa que para 7° e m a Hamiltoniana contém o termo 7 x 1 xm = 3m,

que é o termo mais trivial possivel e correspondente a equacao de Dirac livre. Ja os termos

presentes na primeira linha devem ser considerados separadamente, como por exemplo, na

segunda coluna hé trés termos diferentes — a;, Pic e P;.

No préximo capitulo sera apresentada a técnica da TFW e seus tipos, usual e

exata. Além disso, o uso desta técnica sera mostrado de forma didatica visto que a mesma

permite trabalhar e investigar qualquer caso de interacao de campos externos com o campo

de Dirac.
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4 TRANSFORMACAO DE FOLDY-WOUTHUYSEN

As transformacgoes candnicas em mecanica quantica sao aquelas transformagoes
de variaveis canonicas que preservam a forma das equacoes de Hamilton para novas
coordenadas e momentos. Estas transformagoes permitem encontrar representagoes que

simplifiquem as equacoes e a solucao de problemas fisicos.

A Transformagao de Foldy-Wouthuysen (33) é uma transformagao sobre o estado de
uma particula quantica relativistica de spin—1/2. O objetivo inicial seria o de desacoplar as
componentes do espinor, obtendo, assim, dois espinores independentes de duas componentes

e que corresponderiam a estados de energia positiva e negativa, respectivamente.

Neste capitulo, serd mostrada a Transformacao de Foldy-Wouthuysen comum,
abordando suas motivacoes e aplicagoes. Posteriormente, a transformacgao exata sera
trabalhada.

4.1 A TRANSFORMACAO DE FOLDY-WOUTHUYSEN

A transformagao de Foldy e Wouthuysen (33) transforma a equagao de Dirac em
duas equacoes de duas componentes desacopladas. A equacao para as duas primeiras
componentes torna-se idéntica a equac¢ao de Pauli no limite nao-relativistico; tal equacao
também contém termos adicionais que originam as correcoes relativisticas. As energias
para essas componentes sao positivas. Ja a equagao para as outras duas componentes

descreve estados de energia negativos.

A transformagao candnica (unitaria) que consegue o desacoplamento necesséario

pode ser escrita na forma

= e WY, (4.1)
onde, em geral, S pode depender do tempo. Da equacao de Dirac, segue entao que
a 8 ; ’ ; 8 ’ a ; ’ . ’
it = z‘ae—% = ie‘lsazﬂ +i (ate—“) W = Hy= He ™ (4.2)
e, portanto, para a equagao de movimento para z//
8 ’ ; 8 - / ’ ’
it = lezs (H — iat> e—lsl Y =Hy (4.3)
com o Hamiltoniano transformado de Foldy-Wouthuysen
H o= (- i) eis (4.4)
5 . :

A derivada temporal contida no lado direito da equacdo anterior s6 atua no termo e,
. / ~ , .
Um esforco para construir S tal que H nao contenha operadores impares. Dessa maneira,

para o caso de uma particula livre, pode-se encontrar uma transformacao exata, mas
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caso contrario, deve-se executar uma série de expansoes em série de poténcia de 1/m
e, sucessivas transformagoes, satisfazendo esta condigdo para cada ordem de 1/m. De
fato, cada poténcia de 1/m corresponde a um fator 2= ~ ?; no dominio atoémico, isso ¢

aproximadamente igual a constante o da estrutura fina de Sommerfeld, pois, da relacao

de incerteza de Heisenberg, tem-se ¢ ~ —— ~ 1 = o (42).
c cmAx cma

Aqui é necessario, para o desenvolvimento da teoria, estabelecer a disting¢ao entre
operadores pares e impares. Na teoria de Dirac, operadores “impares” sao aqueles que
conectam as componentes grandes e pequenas da funcao de onda (af, 7%, vs), e os “pares”,

aqueles que que nao acoplam tais componentes (7, 5, X).

Uma condigao necessaria e sufiente que pode ser mostrada para uma matriz ser par
(impar) é que ela comute (anticomute) com . Assim, pode-se escrever para um operador
M qualquer:

M=M"+M", (4.5)

onde MF é a parte par e M!, a parte impar; escritas como

1 1
MF = 5 (M+pMB) M = 5 (M —=pMB) . (4.6)
As relagbes anteriores sao simples de serem entendidas. Substituindo (4.6) em (4.5)
obtém-se,
1 1 1 1

O que se pode pensar é na questao de que se o Hamiltoniano fosse um operador par,
seria possivel separar a equacao de Dirac em duas, sem haver a mistura de componentes.
Porém, existe uma maneira de se realizar isso, utilizando-se de sucessivas transformacgoes

canonicas.

O Hamiltoniano assumiria a seguinte forma
H=pm++0 | (4.8)
onde ¢ sao os operadores pares e O, 0s impares.

4.1.1 Transformacgao para uma Particula Livre

Para uma particula livre, o Hamiltoniano de Dirac simplifica-se para
H=a-p+pm, (4.9)

que nao depende do tempo.

. / ~ ,
Deseja-se encontrar S de modo que H nao contenha operadores impares. Fazendo,

e" = PP — cosf + Ba - Psind | (4.10)
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onde p ="?/ Ip|-

Entao,

(cosf + fa -psinb) (o -p + pm) (cos @ — P - psin b))
(a-p+ fm) (cos — fa - psinb)®

= (a- p+5m)693p( 25a - po)
(

a-p) (cos 20 — H sin 20) + B (mcos26 + |p|sin 26) . (4.11)

A condig¢ao de que o termos impar, ou seja, (a - p), desaparega é mediante a condigdo

tan 20 = ‘1’|/m, de onde segue que

tan 260
sin 20 = anl = P L ocos20 = (4.12)

(1+ tan226)1/2 (m? —|—p2)1/2 ’ (m? + 102)1/2

Substituindo as relagoes de (4.12) na equacao (4.11) resulta que

H = fBm By/m? +p? . (4.13)
(& g) =2

. ! . . . / . , ’ .
Assim, H foi diagonalizado. Mesmo agora, H ainda contém o carater da teoria de quatro
componentes devido a sua dependéncia da matriz 3, que é diferente para as componentes

superior e inferior. Tal transformacao exata sé6 é viavel para particulas livres.

4.1.2 Transformacgao para Interagao com o Campo Eletromagnético

Primeiramente, o interesse é investigar o caso dos campos eletromagnéticos que
nao desaparecem. Assume-se assim, que os potenciais A e ® sdo dados, de modo que o

Hamiltoniano de Dirac fica

H = a-(p—eA)+Pm+ed (4.14)
= Bm+et0. (4.15)

Aqui, é introduzida uma decomposi¢ao em um termo proporcional a [, um termo par € e

um termo impar O,

ce=ed ; O=a-(p—¢€A) . (4.16)

Estes tém diferentes propriedades de comutacao em relagao a (3,
fe=¢ef ; LO=-0p. (4.17)

A solugao no caso anterior (4.10) implica que, para 6 pequeno, isto é, no limite
nao-relativistico,

. o -
zszﬂmf’efvﬁa;n. (4.18)
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Espera-se assim, que sucessivas transformacoes desse tipo levem a uma expansao

em 1/m. Na estimativa de H ", ¢é utilizada a identidade de Baker-Hausdorff *,

H = H1ilSH+ 222 15,15, H]] + 5 (5,15, 15, H]) +
5,18, [5. (5, 1)~ § — 5 [5.8] - 262 5,[s.9]] . (4.19)

w

Z'4

Ty

dado aqui apenas para a ordem exigida. Os termos impares sao eliminados para a ordem

m~2, enquanto os pares sdo calculados até a ordem m 3.

Executa-se a expansao em
poténcias de 1/m, que é portanto, “pequeno” no limite relativistico, e o procedimento é

repetido até que a ordem desejada seja alcancada.

Para a primeira ordem [O (1/m)],

H =pm+e+O+ilS,Bm . (4.20)

Em analogia com o procedimento para a particula livre, e de acordo com a obser-
vagao que segue da equagao (4.17), a escolha para S apresenta a seguinte forma
18O

S = oy

(4.21)

Entéo, aplicando o pardmetro S apresentado em (4.21) na equagao (4.20), obtém-se

oz o

?

, 1 .
H = - - -
Bm + B ( o 8m3> te-5510[0.d] -5 50.0]
3 O3 iBO
T i v e
= Bm+e+0 . (4.22)

Aqui, € e todas as poténcias pares de @ foram combinados em um novo termo par ¢, e as
poténcias fmpares em um novo termo fmpar ©'. Os termos fmpares agora ocorrem apenas
para ordens de pelo menos 1/m. Para reduzi-los ainda mais, aplica-se outra Transformagao
de Foldy-Wouthuysen

B B (8 0 iBo
—_ P _ -+ 2= . 4.2
5 2m0 2m <2m (0,4] 3m?2 + 2m (423)
Essa transformacao produz
” 4 ’ X 3 ! ’ /B ro ZBO/
o S i S _ s
H = ¢ <H 28t>e Bm+¢ +2 [O, ]+ o
= fm+e +0". (4.24)
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o, ” .
Uma vez que O é de ordem 1/m, em O agora existem apenas termos de ordem 1/m?.
Essa transformagao também gera mais termos pares, que, no entanto, sao de ordem

superior. Por meio da transformacao
S =——0 , (4.25)

o termo fmpar O" &~ O (1/m?) também é eliminado. O resultado é o operador

1 o 1 0 o /
H — iS H —i= —iS —
e < Z&f) e fm + ¢
0> 0 1 .
= ﬁ(m—i‘%—W)—Fg—W{O,[O,&T]—FZO} . (426)

que agora s6 é composta por termos pares.

A fim de apresentar o Hamiltoniano H na sua forma final, deve-se substituir

(4.16) na equagao anterior e reescrever os termos individuais como se segue

0 _ (a(p-cA)’ _(p-cA)’  «

— = —X . B; 4.2
2m 2m 2m 2m ’ (4.27)
1 e e . ) . 1€
e 1€ e
0GB = g lang el
_ e i (i v E
SmQ%:aa ( Y ori +4m2 *P
_ VB 4+ S (VXxE) +-S.Exp. (429)
~ 8m?2 8m? 4m?2 p- '
Entao, o Hamiltoniano de (4.26) para a ordem desejada é
" (p — 6A)2 p4 e
T 5(”‘* om ) TP o B
e e e
— 5% - - - (V-E) . 4,
8m22 (Vx E) 4m22 Exp - (V-E) (4.30)

. . " ~ s . ’ . ~ . .
O hamiltoniano H nédo contém mais nenhum operador impar. Assim, nao existe mais um
acoplamento entre as componentes do espinor e o Hamiltoniano transformado é um bloco
diagonal. Além disso, cada termo presente na equagao (4.30) possui uma interpretagao

fisica direta. O primeiro termo entre parénteses é a expansao de

V(p—eA)? +m? (4.31)

e —p*/(8m?) é a principal corregdo relativistica para a energia cinética. Os dois termos

e e
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juntos sao a energia da interagao spin-orbita. Em um potencial estatico esfericamente

simétrico, eles assumem uma forma muito familiar. Neste caso, V x E = 0,

2~E><p:—ia;ﬂ)2-r><p:—18q)2~L, (4.33)

e esse termo se reduz a

e 10d

H S-L. (4.34)

spin-orbita = 4.2, 9,

O 1ltimo termo é conhecido como termo de Darwin. Em um potencial de Coulomb de um

nicleo com carga Z|el, ele toma a forma

e
8m?2

Ze? Zam
sz ()= 50

e .
V. -E)=———Zle|8®(r) = 83 (r) . 4.35
(VE) =~ 7]el# (7) (r (1.35)
O procedimento utilizado para a obtencao de informagcoes fisicas de um Hamiltoni-
ano de uma particula de Dirac com uma interacao qualquer, através da Transformacao de

Foldy-Wouthuysen pode ser esquematizado da seguinte maneira:

1. Primeiro, identifica-se os termos “impares” e “pares” no Hamiltoniano.

2. Executa-se a primeira transformacao e entao, o resultado par em primeira ordem em
1/m é obtido.

3. Executa-se a segunda transformacio para obter um resultado par de ordem 1/m?.

4. Executa-se a expansdo em poténcias de 1/m, e o procedimento é repetido até que a

ordem desejada seja alcancada. Geralmente, utiliza-se até a terceira ordem.

4.2 A TRANSFORMACAO DE FOLDY-WOUTHUYSEN EXATA

Nesta segao, serd apresentada uma breve revisao sobre a TFWE (37, 36). Sabe-se
que a TFW fornece, em geral, informacoes mais detalhadas em relagao a aproximacao
nao-relativistica (33, 56, 57, 58). A solugdo aproximada nao é muito complicada de se

obter, mas neste caso existe um certo risco de serem perdidos termos relevantes (37).

As transformacoes usual e exata conduzem a diferentes representacoes. A TFWE
apresenta, essencialmente, uma expansao em série de poténcias em um pequeno parametro
na teoria e funciona com qualquer parametro que possa ser justificado para executar a
expansao. Por outro lado, a TF'W funciona apenas com o pardmetro 1/m. Vale ressaltar
que a TFW e a versao exata nao apresentam, necessariamente, o mesmo resultado analitico.
Além disso, durante o procedimento de diagonalizagao do Hamiltoniano, os operadores
podem ser diferentes em alguns aspectos. Um conjunto de exemplos desta diferenga pode

ser encontrado em (59) e em (60), onde uma anélise mais detalhada é apresentada.
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O espinor se transforma da seguinte maneira

YT =Uy = U (4.36)

onde U é um operador unitario e que se busca uma forma particular do mesmo que torne o
Hamiltoniano par. Nao serdo discutidas todas as possiveis formas que U possa apresentar.
Apés substituir a ultima relagdo na equacao (2.19), obtém-se

oU*

H" = UHU* — iU
ot

— UHU* —iUU* , (4.37)

. . . tr . ~
onde foi considerado que z% = H')!. Aqui serao abordados os casos em que os campos

externos sao independentes do tempo, entao o ultimo termo na equagao (4.37) é nulo.

Considerando a relagao de comutacao
8, H"| = [8,UHU*] = 0. (4.38)

A 1ltima equagao pode ser reescrita multiplicando pela esquerda por U* e pela direita por

U. A condigao se torna,
[8,UHU*] = [U*BU,H] = 0 . (4.39)

Uma escolha possivel para a quantidade U*SU é

H
NGB

Neste caso, o termo v H? deve ser entendido como uma notacdo. O célculo de H? é

U*BU =

=\ (4.40)

realizado na representacao de coordenadas e, como proximo passo, é necessario escrever
H? na representacao de momentos para extrair sua raiz quadrada. Expande-se o operador
em série de poténcias em algum parametro que possa ser considerado pequeno na teoria
que esta sendo estudada. Em todos as etapas futuras que aparecerem raizes de operadores,

tais grandezas devem ser entendidas dessa forma.

Na tltima equacao, a quantidade A é um operador hermitiano e unitario, \* =

AA = 1. Assumindo que o Hamiltoniano estd bem definido e ndo possui zero como

autovalor (36, 61). E notédvel dizer que para realizar a TFWE, o Hamiltoniano deve
obedecer a seguinte relagao:

JH+ HJ =20, (4.41)

onde J é um um operador hermitiano e unitario, denominado operador involucao. Outra
informagao util sobre J é a relacao JG + fJ = 0. A TFWE é realizada se a relacao

U = U, x U; for considerada, onde

1
U1:7(1+JA) e UQZ

7 (1+8J). (4.42)

Sl

Consequentemente,
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UNT=J e UNUJ=85. (4.43)

Nao é dificil verificar que a equacao (4.42) satisfaz a relagdo UAU T = 3. Da equacdo
(4.40) é facil ver que
Ht’r
b =UN" = ——— (4.44)
(H'r)?
e a quantidade H™ é dada por H" = (,/(H')? que é um Hamiltoniano par. Agora e

assim por diante, assume-se que os termos com o indice “ftr” sdo os termos transformados

e esses pertencem ao Hamiltoniano transformado final.

No sentido pratico, para realizar todas as etapas para obter H' é necessario
conhecer o operador U como uma solu¢ao da equacao (4.40). Considerando U = /B
como uma solucao. O operador U possui a propriedade U = U*[3. Agora, da equagao
(4.41), tem-se H*J = JH?. Entao,

JVH? =V J2VH? =V J2H? = VJH?] = VH2J? = VH>VJ? = VH2]  (4.45)
em que se obtém Jv H? = v/ H?J. Fazendo a transformagao

1 1
U HUF = (14 JNH

1
% 75 (1= %) = 5 (H + IAH) (1= )

N | —

1
(H — HIA+ JNH — JNHJN) = 2 (2JAH)

JVH? . (4.46)

e, finalmente,

* 1 2 2
UyJVH2U; = 7( +ﬁJ)J\/_\/_(1—ﬂJ) = 5(J\/F+6\/F)(1—5J)
= 5(N_ JVH?BJ + BVH? - 3VH?B.])
= 75 (VE? ~ pVEEB) + By (VIR + BVEES) (4.47)
Portanto,

H" = UHU* = 8 [V oary 7 [VH?] (par) (4.48)

onde os operadores pares e impares sao definidos nas relagoes de (4.6). As quantidades

VH? (PAR) © VH?

tivamente. Se [H?, 3] = 0, o Hamiltoniano é par, e se {H?, 3} = 0, 0 mesmo ¢é impar. A

(IMP AR) representam o Hamiltoniano ao quadrado par e impar, respec-

equagao (4.48) representa a TFWE.
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O procedimento utilizado para a Transformacao Foldy-Wouthuysen Exata também

pode ser esquematizado da seguinte maneira:

1. Primeiro, verifica-se a condigao {.J, H}.
2. Deve-se calcular H?.

3. Identificar corretamente os termos pares e impares e multiplica-los por 3 ou J,

respectivamente, ou seja, utilizar a equagao (4.48)

Dessa forma, a operacio para calcular v H? pode ser realizada em diferentes
abordagens. Uma opc¢ao mais simples é escrever H = Hy + H;,;. As constantes de
acoplamento dos termos de interacao estao presentes em H;,;. Essa é, de fato, a principal
diferenca entre a TFW usual e a TFWE. A liberdade na escolha do parametro de expansao
pode dar resultados com uma forma analitica mais familiar para as expressoes finais. Esse
fato, em geral, facilita a realizacao da analise fisica. O Hamiltoniano livre é denotado por
Hj e a interagao por H;,;. Ambos os termos na equagao (4.48) sdo termos pares e, por

essa razao, a quantidade H' nao mistura os componentes do espinor.
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5 TRANSFORMACAO DE FOLDY-WOUTHUYSEN EXATA PARA
TERMOS QUE VIOLAM AS SIMETRIAS CPT/LORENTZ

Neste capitulo serdao utilizados todos os conceitos que foram trabalhados até o
momento. A finalidade é obter o Hamiltoniano para os diferentes casos que descrevem a
interagao do férmion de Dirac com os campos externos que violam CPT/Lorentz, e entdo,
executar a TFWE. Ao final desse capitulo, serd apresentada uma nova formulacdo para
estudar todos os casos para os quais a transformacao exata nao é permitida, através de

uma generalizacao do método e o desenvolvimento de um novo operador involugao.

5.1 A TFWE PARA O CONJUNTO COMPLETO DE TERMOS QUE VIOLAM
CPT/LORENTZ - O CASO DO CAMPO DE TORCAO

Nesta secao, sera considerada detalhadamente a TFWE para um dos termos que
estd presente na tabela (1) (55) e que admite a transformagcao. Serd desenvolvida a
transformacao exata apenas para o caso do campo de tor¢ao. O procedimento seguido

aqui esta presente em (38).

O Hamiltoniano correspondente é dado pela seguinte relagao
H = 03'?—63'2 + m1Y5S0 + mc?3. (5.1)

Aqui sao utilizadas as notagoes para os campos externos: A, = (P, Z), para o campo
eletromagnético, e S, = (S, ?), para o campo de tor¢ao. Serao considerados os campos
magnéticos e de tor¢ao que s6 podem variar com o tempo, mas nao dependem das
coordenadas espaciais. Como se pode verificar, o Hamiltoniano descrito por (5.1) obedece
a relacio JH + HJ = 0. Essa relacdo é uma condigao para executar TFWE (36, 37, 61),
apresentada em (4.41). O termo J, como ja foi dito, é conhecido como o operador de

involugao. A forma explicita do operador involugao é a utilizada em (55), onde
J=1iv"3. (5.2)

Por uma questao de completeza, mencionamos que essa rela¢ao (5.1) nao contém
um termo do tipo n15> . ?75 que representa a interagdo do campo de Dirac com a parte
de torcdo vetorial. E possivel notar que, com este termo adicional, o Hamiltoniano

correspondente nao obedeceria a relacao de anticommutacgao acima mencionada.

Além disso, devido a fraqueza do campo de torcao, o real interesse é na ordem
linear da mesma, enquanto, o campo magnético deve ser tratado normalmente. Por esta

razao, considera-se que S5y ¢ constante e ¢ o tnico termo nao nulo de S,.
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5.1.1 TFWE para parte escalar da Torcao

Agora, de acordo com a prescricao padrao (36), o préximo passo é obter H2. Os

calculos diretos resultam em
H? = (cP — oA — 77135’0)2 +mict + hees - B — 2(m)%(So)? . (5.3)

Para obter o Hamiltoniano transformado H'", H? é reescrito como H? = A2+ B em
que A sdo agrupados os termos dependentes da massa em H?, e B, os que ndao dependem

da massa. Nesse caso, A = mc?. Entdo, procura-se um operador K na forma

1

1 1
K:A+AK1+K1A+O<A2>, (5.4)

de tal forma que K? = A%, Finalmente, usando as equagoes (4.48) e (5.3), obtém-se

cp—ez mSSO —i—ﬁ i §

H" = pBmc*+

5 (S0)*. (5.5)

O préximo passo é apresentar o férmion de Dirac na forma de um bi-espinor
(descrito por ¢ e x), conforme foi apresentado em (2.43) para a particula livre e seguir
com um procedimento parecido, para derivar o Hamiltoniano. Usando o fato de que o
Hamiltoniano transformado seja uma funcao par, entao,

HY = an(ﬁ>)2+30+7-5,

onde
T=7-A-"57 , B - ) e G ;jjcﬁ (5.6)

As expressoes acima sao exatamente as mesmas derivadas em (62) e em (63) através da

transformacao perturbativa usual de Foldy-Wouthuysen.

5.1.2 Equacoes de Movimento com a parte escalar da Torgao

Pode-se também realizar a quantizagdo canonica da teoria de maneira semelhante
a (62). Para fazer isso, sdo introduzidos os operadores de posi¢do Z;, momento p; e spin
d; , bem como as seguintes relagoes de comutacao, que sao satisfeitas para instantes de

tempos iguais,
[z, p;] = ihéy; (24,65 = [Pi, 051 =0 , [64,6;] = 2iei,0% . (5.7)

O operador Hamiltoniano H que corresponde a energia (5.6) é facilmente construido
em termos dos operadores I;, p;, 7;, € entao, esses operadores fornecem as equacoes de
movimento
dz;
dt

dc;
dt

dp;

i
! dt

=%, H] , ih

:[Ai,H] 5 Zh

= [64, H] . (5.8)
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Os calculos diretos levam as equacoes’

dﬂ?l’ 1 € Ui
—— (n- A= 2aisy) = ui,
dt <p c ca 0 v

dp; 1 /. e . m )e@Aj
= (= Myig,) £
dt m<p] c 7)o

i

do; 2m 1 €
o [ﬁ X 7} . R= % {—0750} + 5. (5.9)

Usando as duas primeiras equagoes de (5.9), é possivel obter

ma;: :—28£Z +§ {7>< 3}1,—770101'(38‘5:—7761300;?. (5.10)

Esta equagao é a correcao para a expressao conhecida da for¢a de Lorentz. Porém,
nao é mostrada uma interagao explicita entre a tor¢ao e o campo eletromagnético (como
para as ondas gravitacionais, por exemplo, (55)), os dois tltimos termos no lado direito da
equacgao mostram a possivel interacao da parte escalar do campo de tor¢ao com a particula

de Dirac.

52 A TFWE PARA O CONJUNTO COMPLETO DE TERMOS QUE VIOLAM
CPT/LORENTZ

Agora, sera desenvolvida a TFWE para toda a teoria apresentada no capitulo (3).

O procedimento seguido aqui detalhadamente esta presente em (39).

5.2.1 TFWE para termos que violam as simetrias CPT /Lorentz

Para realizar a TFWE, é necessario que o Hamiltoniano admita o operador involugao
(36, 37, 61, 64) e obedeca a relacao (4.41). E importante notar que a forma explicita
do operador involucao é a utilizada em (55) para estabelecer os critérios para executar
a TFWE para os termos que violam CPT/Lorentz, e foi apresentada em (5.2), onde
J = iv°B.

A forma mais geral da equacao (3.10) que admite o operador involugao é apresentada
em (55). Em tal trabalho, os autores apresentam a tabela completa (1) que contém os
80 casos de termos que violam as simetrias de CPT e de Lorentz na equagao modificada
de Dirac que admite TFWE. Seguindo o artigo (55), é considerado aqui o Hamiltoniano

completo com tais termos que violam CPT /Lorentz e admitem a TFWE,

, i i > i
H = m(’YO — o0 + 7 fo + 7' dio + s gz‘00> + B (706l + ;! —7°d" + o

2
1 iy . i l i
+ 5700” Gijl — o' + iy fo + 7' dio + ia 7191‘00)
1 g
+ ola; — by + 5700”Hz‘j : (5.11)

1 Neste ponto, podem ser omitidos todos os termos que se anulam quando A — 0.
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Os termos de interagao de segunda ordem sao muito pequenos e, por essa razao,
podem ser negligenciados nesta tltima equacao e assim por diante. Calcula-se o Hamil-
toniano ao quadrado como um primeiro passo para se obter uma transformacao exata e
adota-se a quantidade H? para representar esse Hamiltoniano. E conveniente escrever o

H? na seguinte forma

onde sao definidos os seguintes termos

A = —ddiy’ o — 4 foy"° +igioor o
By = ;[ — 2¢;; — 27°atdy; — 27’ djo — 27°7°€™ G + 207°7° g1y B + ;gioovoozj :
C_'j = ;[Qm ej + malmglmj — 2imgjo0 — 4my*y°djo — 2a; — 27°a’by — 2H,,, €M~ 0~5
— mglooeljkEk — 2im7075dm06jmk2k + 2@'7075Hmj2m} ,
D = —2m’cy — 2m>~’alid,g + mo H;;
+ (1 — 2idioy et — 2ifoyy° + ;gioofy‘r’ai) inhiEkBk . (5.13)

Essas notagoes sao utilizadas para simplificar a dlgebra e facilitar a interpretacao
dos resultados. Nesta forma, é possivel, por exemplo, identificar os termos que estao

ligados a parte cinética do Hamiltoniano.

De acordo com a TFWE, deve-se tomar a raiz quadrada dos termos pares na
equagao (5.13) e multiplica-los por 3. Por outro lado, a raiz quadrada dos termos impares
deve ser multiplicada pelo operador J apresentado em (5.2). Assim, um novo ponto de
vista é apresentado para realizar a transformacao exata. Observe que é possivel mostrar

que a equacao (4.48) é completamente equivalente a relagao
1 1
H”’:J§(\/H2—BVH25)+6§(VH2+BVH26). (5.14)

Esta dltima relacao nos permite realizar a TFWE onde muitos termos impares estao
presentes. De acordo com a equagao (5.14), é possivel tomar como primeiro passo, a raiz
quadrada do hamiltoniano completo e como um segundo passo, identificar e separar termos

pares e impares.

Para calcular a raiz quadrada, serd considerado neste caso que m? > H?, na
equacao (5.12), assim como uma expansao. Essas considera¢oes permitem afirmar que a

seguinte equacao

H? =m? (1 I:IQ) (5.15)

+
m2
pode ser escrita como

\/ﬁ:m(wm), (5.16)

2m?
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onde H? é dado por relacio (5.12). Apés alguma algebra, o Hamiltoniano pode ser

apresentado da seguinte maneira

H" = pm + ;n {(1 + AM)[(6; + BE)P' + CY* + D”’} : (5.17)
onde
A" = —ABYdiy + 4o + X'gioo
B = ;[ 2B, + 2688ido; + 265 g0 — 2i€ Mg — 295 + ;g,-oozj} ,
cir = ;[mﬁ ej + mBGmie ™ Yy — dimdjo — 2Ba; + 2857 by — 2ie"™ H,y,,

mBe”* Sgioo + 2me"™ Eydmo — 2imBgjo0 — ZEmHmj] ’

D" = —2m?Bcy + 2m* B dig + mBe S Hyy

i 1, the
+ [ﬁ(l + 2iX%dy0) + 2fo + =X gino — 2. B". (5.18)

3 mc
A equagao (5.17) apresenta uma estrutura conhecida. De acordo com esta equagao,
o primeiro termo corresponde a energia de repouso. O segundo representa o termo cinético.
E um termo do tipo (P — e A) e pode-se imaginar a quantidade C7" (na situagao em que
Bf; = 0), como sendo um termo analogo de uma transformacao de calibre para P’. A
quantidade (1 + A") pode ser vista como uma corregao para a forma geral da energia

cinética. O ultimo termo na equacao (5.17) corresponde a uma intera¢ao externa.

5.2.2 Equagées de Movimento com termos que violam CPT/Lorentz

Os calculos das equagoes de movimento serdao executados a seguir. Comegando,
considerando o espinor em duas componentes, (2.43), e escrevendo a equagao de Dirac na

forma de Schrodinger, (2.19); ap6s alguns calculos, pode-se obter o seguinte Hamiltoniano

para ¢
1

H= 2m{(1+A)[(6”+BU)P +Cj* + D}, (5.19)
onde
A = —40’idi0 + 4f0 + O'igioo s
Bij = —cij+0'doj + 0'djo — i€™ ginj — Guijo’ + 39i0005 5
1 . .
C; = me;+ gmgzmjfflmk% — 2imdjo — a; + 0/by — i€"™ Hyy,
- 1 ljk jmk s ) _.m )
2me okGi00 + me’" od o — imgjoo — 0" Hy,j
D = —2m’cy + 2mioid,y + meijkakH,»j

: 1 . h
+ 14 2i0*d;p + 2f0 + *Ulgioo SO']CB’C . (520)
3 mc
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Para quantizar o Hamiltoniano (5.19) e escrever as equagoes semi-classicas de

movimento, as relagoes (5.8) serdo consideradas e entdo, obtém-se

dz; 1 _
= %(1 + A)[ (65 + 2B ) PP + Cil (5.21)
dﬁz 1 0A = 2
0 . - _ oD
4 P(ax-w + BY)B + Cj]) (5 + Biy) P* + ] - W}
OA
e s
Zh% = Eijk Rj o + CijO'j X (523)
onde
2
Rj = (—4imdj0 + imgjoo)v2 + (Zimdméjm + 2imd105jm - Zimgmlj + 3img1005jm> ViU,
, h
+ (2ibeby; + 20 H; o' + 2imd, — m—fc(l +2/0)B; (5.24)
e
Cij = (2ngmj + imgiooéjk + 22md105ﬂ€ — ’imgkooéij — ZZmdkoéw)vk + QZHU . (525)
Derivando a equagao (5.21) em relagao ao tempo, pode-se obter a forga generalizada
de Lorentz
dUi B d/\” j dOZ j
m S = Smed + S (6 + ) ¢ E 4o x B, (5.26)
onde

e os termos A e B;; sdo descritos pelas relacoes em (5.20). A equacao (5.26) representa a
for¢a de Lorentz corrigida pelos termos que violam CPT/Lorentz. Vale ressaltar que, se as
quantidades cgo, dio, ¢ij, Giji € gioo forem nulas, pode-se obter a forca de Lorentz como um
caso particular de equagao (5.26). O primeiro termo em tal equagdo representa um termo
de arraste, uma vez que é proporcional a velocidade. O segundo esté relacionado a uma

forga externa e o tltimo é uma corregao para o termo conhecido e (E +v x B).

5.3 A TFWE PARA O CONJUNTO COMPLETO DE TERMOS QUE VIOLAM
CPT/LORENTZ - O CASO DA TORCAO DO ESPACO-TEMPO

Nesta secao, sera considerada a acao combinada de torcao e um forte campo

magnético no campo de um espinor macico e da particula correspondente. Nesse caso, o
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Hamiltoniano nao admite a TFWE da maneira usual. Um método que permita a realizacao
da TFWE sera discutido, bem como a obtencao de alguns resultados fisicos desta situagao.

Comeca-se com a escolha correta do operador involugao.

O método é usado com o campo de tor¢ao, mas pode ser generalizado de forma
direta para outros termos. Enfatiza-se que o préprio método é o principal resultado aqui,
no sentido de que abre a janela para a possibilidade de realizar a TFWE para alguns casos
até agora, nao contemplados pela literatura e extraidos de suas informacoes fisicas. Além

disso, serao seguidos os passos de (40) com todos os detalhes explicitados.

5.3.1 Transformacao Foldy-Wouthuysen Semi-Exata

Apresenta-se aqui uma breve revisao sobre a Transformacao Foldy-Wouthuysen
Semi-Exata (TFWSE) (55, 65). Inicialmente, considerando uma particula de spin-1/2 em
campos externos de torgao e eletromagnético. Os campos magnético e de torgao sé podem
variar com o tempo, mas nao dependem das coordenadas espaciais. O Hamiltoniano a ser

trabalhado é escrito da seguinte forma
H:cﬁ-?—e?-z—m?-?75—1—6@—1—7717580—1—7%025. (5.28)

Aqui, serdo adotadas as mesmas notacoes para o campo eletromagnético, A, = (¢, Z), e
para o campo de torcao, S, = (S, ?) Em caso de campo magnético constante, pode-se
definir & = 0. Tais notagoes estao descritas em (41) para as matrizes de Dirac, em que a
matriz 40 é f.

Somente aquelas teorias em que o Hamiltoniano obedece a relacao (4.41), J H +
H J = 0, permitem executar a TFWE (36, 37, 61, 64). Sendo que J, o operador involugao,

possui a forma usual presente na literatura e apresentada em (5.2).

Analisando diretamente o Hamiltoniano (5.28), é possivel perceber que o termo
7715> : ?75 ¢ 0 inico que nao satisfaz a condigao (4.41). Deste ponto de vista, uma conclusao
natural é que nao seria possivel realizar a TFWE quando se leva em consideracao o campo
de tor¢ao no Hamiltoniano da teoria. No entanto, existe uma consideragao possivel que
modifica esse cenario, em algum sentido (veja, por exemplo, (55) e referéncias citadas).
Entao, fazendo uma modificacdo ad hoc no termo comentado acima, que o mesmo deve
ser multiplicado pela matriz 5. Observa-se que tal modificacdo satisfaz a condig¢ao
(4.41) e agora a TFWE ¢é perfeitamente possivel 2. A motivagao para a realizagdo do
procedimento descrito anteriormente é que depois de desenvolver o Hamiltoniano final, o
mesmo apresentard uma estrutura em blocos diagonal. O interesse é somente no bloco
superior do Hamiltoniano que é par (apds a transformacao) para fazer a andlise fisica.
Pelo menos em primeira ordem em 1/m, ndo importa se esse termo estd multiplicado por

[ ou nao, visto que esta matriz possui a forma (2.8) e o bloco superior da mesma é a

2 Na ordem linear no campo de tor¢ao, um [ extra nao tem efeito.
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matriz unitaria. Com tal resultado chegamos ao que pode ser denominado como TFWSE,
pois essa transformacao é exata em parte dos campos externos e linear nos outros campos.

Portanto, o Hamiltoniano possui a forma

H=ca -FT—ca- -A—md- S8 +mysSo+mcB. (5.29)

De acordo com a TFWE padrio (36, 39), o proximo passo ¢ a obtengao de H?. Os

calculos diretos dao o resultado

= (c7 — A - 771330)2 +mict + 2n1m02§ g
— ()~ heeT - B —2m)*(S0)* +im BT - [8 x (7 — e A)] (5.30)

O dltimo termo nesta equacao se transforma (sob a paridade) de uma maneira
diferente em comparagao com os outros termos no Hamiltoniano. No entanto, nao ha
argumentos fisicos razodveis que permitem supor que B . [? X (c?> — eZ)] = 0. Assim,
a presenca dele parece, de certa forma natural, visto que foi utilizado o procedimento
artificial em (5.28). Ao mesmo tempo, se tal termo nao for considerado, o restante é
exatamente o Hamiltoniano que vem da TFW perturbativa usual com tor¢ao (63). Uma
vantagem Obvia do método presente ¢ a grande simplicidade técnica comparada com a do

método perturbativo.

A partir deste ponto, o proximo passo é realizar a transformacao exata. Este
procedimento nao sera descrito em detalhes aqui (o procedimento padrao é descrito em

(37) e (55)). O Hamiltoniano transformado pode ser escrito do seguinte modo

om (C?—‘?Z—mﬁso 2+5U1§'§
- 5E§ ﬁ ?71 - (S0)% + zﬂm%ﬂf {? x (P — eZ } (5.31)

2me

H" = Bmc*+

Agora e assim por diante denota-se os termos com o indice “tr” como os transfor-
mados e esses termos pertencem ao Hamiltoniano transformado final. Considerando o
bi-espinor (2.43) e escrevendo a equagao de Dirac na forma de Schrodinger, o Hamiltoniano
transformado para ¢ é

H = 21;1(ﬁ>>2+30+?'6’ (5.32)

P

onde

ﬁ = 7—2 —@So? ) Boz_mz(so)2>

c c mc?
G = mS- By IG - A,
2mec mc c

A quantizagdo canonica de (5.32) fornece as equagoes de movimento (quasi)classicas

d&?z_l 1 . )
dt_m(l €A - Calso> C[?x?L—vz, (5.33)




42

dpi 1/, e i )eaA [ ]JeaA

dt m(p] cA c 5 c 0’ 7 x ? c Ozt (5:34)
do; 2 1 o 2m

di = ﬁX? . , Rj = h|:Sj—CUjSQ+(S c >] So(? 7) :| mc (5 35)

Combinando esta ultima equacao, a forca de Lorentz é escrita como

dv _ edA {7 z‘ﬂ m, 95 mo(S x ), (5.36)

T oot e ot T ¢ o

Com base no que foi explicado anteriormente, pode-se supor que a abordagem da
TFWSE nao é consistente. Por outro lado, a TFWSE é realizada em (65) para varios
casos e os resultados estao de acordo com a TFWE usual. Embora a abordagem em si
pareca nao ter inconsisténcias, ela falha, no sentido pratico do caso aqui estudado. Para
obter uma melhor perspectiva sobre esta situagao, é apresentada na proxima se¢ao uma

nova proposta para realizar a transformacao exata para o caso de torcao espacial.

5.3.2 A TFWE, uma Outra Proposta

Apresenta-se aqui uma abordagem que permite trabalhar com a TFWE usual para

o campo de tor¢ao. A ideia principal é considerar uma forma de operador involugdo mais

geral e nao a utilizada na secao anterior. Deve-se considerar a estrutura do operador de
involugao mais geral (61, 66)

J=MxF, (5.37)

onde M e F sio operadores que atuam nos espagos de matrizes e fungoes (campos
externos na acao, por exemplo), respectivamente. Com esta suposicao, a forma geral do
hamiltoniano (5.28) nao é alterada. O operador involuc¢ao com o qual sera trabalhado tem
a seguinte forma explicita

J = iy°BT, (5.38)
onde 7' é o operador de reversao temporal, e Po operador de paridade.

Pode-se encontrar na introdugao de (67) uma lista de referéncias ao teorema de
CPT. E importante lembrar algumas relagoes basicas para a reflexdo de paridade Pe
reversao de tempo T que sao importantes neste trabalho para quadrivetores. O importante
aqui é levar em consideracao como os vetores e os pseudo-vetores respondem a agao desses
operadores. O ponto principal é que, sob a transformacgao em T, apenas a componente
de tempo do quadrivetor muda o sinal e para a transformacao em P, a parte vetorial é
afetada. Para um pseudo-vetor, como S, a situacdo é que se z; — —z (paridade), a
parte de Sy muda de sinal, e se t' — —t, a parte vetorial muda de sinal (68). Como
deveria ser, uma vez que nao héa termos que violam a simetria C' deste Hamiltoniano, para

este caso, a transformacao PT dara a covariancia do Hamiltoniano.
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Portanto, o que estd sendo proposto aqui é que a nova abordagem considerada é um
método para encontrar a forma correta do operador involucao que permite que o método
da TFWE seja aplicado em alguns casos que nao seriam possiveis. Aqui, o operador
involucao (5.38), que tem a mesma forma, por exemplo, em (61), nao restringe a forma
do campo externo analisado, como foi feito para o vetor de potencial eletromagnético
no trabalho citado. A ideia aqui é aplicada apenas para possiveis termos que violam as
simetrias CPT e Lorentz. Deve-se saber, a partir da literatura, qual tipo de simetria que
o termo estudado viola, antes dos calculos. Neste caso, é a paridade e o tempo, para a
tor¢ao, como exemplo. Entao, o préoximo passo é propor uma forma para o operador Fin

(5.37) que é T, para esse caso.

E possivel observar agora que a relacio de comutacao (4.41) é obedecida, quando
se considera a rela¢do (5.38) e o Hamiltoniano do sistema apresentado em (5.28). Por esse
motivo, a TFWE é completamente possivel de ser realizada. Vale ressaltar que em um
caso geral, se alguém quer realizar a transformacao exata ou para qualquer termo externo,
o que precisa ser feito é encontrar a forma explicita para o operador F, que sera feito para

mostrar a consisténcia do método.

Neste ponto, é possivel realizar a TFWE. O procedimento que se utiliza é o padrao,
que estd bem descrito em (37, 39, 55). O Hamiltoniano transformado, para o espinor de
Dirac, é escrito da seguinte forma

H" = Bmc + b (c? — eZ — 771350 — 77175?)2 + Bmg . ?

2mc?

Sy BN R DN (5.3

2me 2mc?

Observa-se assim que esta tltima equacao é completamente livre de termos que
violam a invaridncia no tempo. No entanto, uma comparagao entre as equagoes (5.31) e
(5.39) mostra que o Hamiltoniano descrito por (5.39) apresenta uma contribui¢ao do vetor

de tor¢ao na parte cinética.

5.3.3 Equacoes de Movimento com a Torcao

Considerando o bi-espinor e conforme explicado na segao (5.3.1), o préximo passo
é escrever a equagao de Dirac na forma de Schrodinger ih 0y = H1p. a partir de calculos

diretos, pode-se escrever o Hamiltoniano para ¢ como

HI = 2}ﬂ(ﬁ>)2 Y B+ 7@, (5.40)

N TS S P S A L) RN (ORG-S

c 1 c mc? 2mc?

5 = Ulﬁ - 27;663, (5.41)
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onde o5 = (1/6) €% 0,0, 01 (37). As expressdes acima ndo sao exatamente as mesmas
derivadas em (62) e (63) através da TFW perturbativa usual. A diferenca bésica é o termo

o5 S . A aparéncia deste novo termo baseia-se na vantagem de usar a TFWE ao invés da
TFW 3.

E importante notar que a presenca de termos do tipo ? . ? no Hamiltoniano
transformado (5.40) estd relacionada a possibilidade de considerar testes experimentais
para o campo de tor¢ao usando ressonancia magnética, como foi explicado em (62). No
entanto, é a comparacao direta entre as equagoes (5.32) e (5.40) que mostra duas diferengas
entre a abordagem da TFWSE e o método aqui apresentado. O primeiro representa uma
nova contribui¢do na parte cinética de (5.40) representada por um termo* do tipo a5§. O

segundo ¢é a auséncia, no Hamiltoniano (5.40), de um termo que viola o tempo.

Para quantizar o Hamiltoniano (5.41) e escrever as equagoes de movimento semi-

classicas (apds o célculo, faz h — 0 ). Considerando as relagbes de comutagao (5.7),

entao,
dz; 1
dxt = (pZ - ,A . azSO - 05S> = v ; (5.42)
dﬁl B 8A 80'] 80’5
dt - ( 8 i + 7]150a +7]15j a ) (543)
@i _ B 7]
— 5.44
o= [Ex7] (5.44)
onde .
k E € 4k m e
=p" ——A" =2= ——B, A
P = h [S CUJSO] me 7 (5-45)

e 05 é a matriz 5 na representacdo para o bi-espinor. E agora, derivando a equagao (5.42),

d”l [7 8] () (5.46)

Ck = —eBk_nClaklmail(SOUm"‘UBSm) (§ = —*A (500'1—0'55) (547)

A ultima equagao representa as correcoes para a forca classica de Lorentz que atua sobre

a particula de Dirac. Se considerar uma trajetoria descrita por este férmio, é possivel

observar que os termos com S, podem oferecer corregoes para o caminho da particula.

Estes resultados estao de acordo com as equacoes de movimento conhecidas e apresentadas
m (63).

Comparando os resultados para as equagdes de movimento, isto significa, neste

caso, comparar a aproximacao exata com a semi-exata, é possivel ver algumas diferencas.

Olhando um por um, é possivel notar que os termos com S; tém construcao algébrica

Usando a transformagao exata, o risco de eliminar alguns termos importantes ¢ menor.
1 Observe que esse termo ¢ novo com relacdo a TFW (63) ¢ TFWSE (55).
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diferente em (5.33) e (5.42). Mas, em ambas as equagoes eles tém o mesmo significado
fisico, uma vez que ha matrizes de espinor em primeira ordem (o que importa para a
abordagem fenomenoldgica). Consideracoes analogas podem ser realizadas para equagoes
(5.34) e (5.43), em que a tunica diferenga estd nos termos com o; e S;. Finalmente, as
equagoes (5.35) e (5.44) nao tém diferenga se for verificado cuidadosamente. O termo de
segunda ordem da tor¢ao em (5.35) foi considerado negligenciavel em (5.44). O termo com
o produto vetorial entre S; e v; é zero, pois se simplesmente for substituido v; por (5.42)
neste termo, pode-se ver que o termo com A; tem o fator v/c? (estd sendo trabalhado com
o limite ndo-relativistico da teoria) e os outros contribuem apenas para a segunda ordem
no campo de tor¢ao. O termo com a parte espacial pura do momento p; nao produzira
diferenca fisica quando multiplicado pelos termos com torcao, uma vez que cada um destes
termos possui uma derivada de matrizes de spin em relacao as coordenadas (nao contribui

para a trajetéria da particula, como pode ser visto nas equagoes (5.36) e (5.46)).

Outro ponto que deve ser enfatizado é a necessidade de extrair do Hamiltoniano
exato transformado o bound state da teoria, a fim de propor possiveis testes experimentais.
O bound state daria a possibilidade de usar o método apresentado na série de artigos
(19, 47, 48, 50, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75) para encontrar outro possivel teste experimental
para o campo de tor¢ao usando esta teoria. Na préximo capitulo deste trabalho, serao

apresentados alguns comentarios e calculos sobre esse assunto relevante.

54 A GENERALIZACAO DA TFWE PARA A TEORIA DE DIRAC COM O CON-
JUNTO COMPLETO DE TERMOS QUE VIOLAM CPT/LORENTZ

Nesta secao, sera desenvolvida a TFWE para toda a teoria apresentada no capitulo
(3), incluindo os termos que nao estavam presentes na tabela (1), ou seja, para os blocos

vazios que nao permitiam a TFWE.

Como ja foi mostrado, um dos critérios para se executar a TEFWE é que os termos
que violam CPT/Lorentz obedecam a relacao (4.41). Analisando a tabela (1), é possivel
perceber que os blocos com células vazias sao justamente aqueles termos que nao admitem
a TFWE e a forma do operador involugao (5.2), até entao, utilizado para a transformagao.
E, portanto, normal formular a seguinte questao: é possivel mostrar que existe um operador
involugao para este caso na forma da equagao (5.37)7 O resultado deste procedimento é

mostrado na tabela (2).

A tabela especifica todos os possiveis casos para os termos que violam CPT e
Lorentz na equacgao de Dirac modificada que admitem a TEFWE. O operador novo que foi

construido deve apresentar a seguinte estrutura

/

= WBCPT ; (5.48)
= iv’B . (5.49)

1
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Tabela 2 — Antigos e Novos Coeficientes de Interacao

m a; bo Hlj ms bl ap HOH
P;kell Piclu P:dOU Py*glju P;kfl/ P:dlu PQCOU Py*gO;w
Py Py
1 7 =’ 50" i N % 0%

R Rt 7’ =% iy s -1 —3%0*
fO i’75 ,L',.YS,YZ ,L',YO %,750.lj -1 2,71 ,l:,.y5,.YO %'750.0;4
7 72'71‘,)/5 72-,}/2' 5’)/l ot _ %,Yi,yE)Ulj Z"Yi ’Yi'Yl ,),5ai %,Yi,YSa.Op.

gz’OO _ %ai _ %aivl _ %’Yi'}/5 —io&idlj %ai')’s _%ai'YS'Yl _%’ai,yo _i‘aiO.Op,
(00 _,),0,),5 ’ysal -1 %75,),0011' —in0 —d! A _% 01in 05
0 -1 — — B0 _%o.lj — i — A0 — A0 —1g0m
0 ,Yi ,Yi,yl ,),5 ot % ,yi ol —iyin iy N ot % i On
gijO _%o.ik _%o.ik,yl %aik'yofys _%o.iko.lj _% 'L'j,y5 _%O_ij,yE),yl _%O_ij,y() _%O.ijo.()u

Fonte: Elaborado pelo autor (2018).

Entao, o operador involugao novo seria
J=JalJ . (5.50)

Para se utilizar a tabela é necessario definir objetos matematicos que sao associados
unicamente a esta tabela. Também é importante conhecer como cada um deles atua nesta
. - ’ " " , . ~ .
tabela. Os novos objetos sao O, O, O, O ', e os indices a e [ sao objetos usados apenas

para localizacdo de termos na tabela®.

O objetivo principal da tabela é mostrar que existe um operador involucao para
esse caso. Nao importa o quao complexo ele seja, ele nao terd influéncia na forma explicita

das equagoes de movimento, ja que ele nao possui nenhuma interpretacao fisica.
Definindo
J = i°0O% (5.51)

de tal forma que
" 9(16

0% = [c% PO T | (5.52)
Na equacio (5.51), o termo O define o operador a ser utilizado. J4 o termo apresentado
em (5.52), define cada componente do operador da equagao anterior, onde O;j, (9;;-, ;/j/
assumem apenas valores zero ou um, e sao grandezas totalmente independentes entre
si. Enquanto o termo 6,4, estabelece em qual parte (regido) da tabela o operador esta
atuando, sendo na parte antiga (aquela que ja permitia a TFWE) ou na parte nova da

tabela. Os indices a e (§ sao utilizados para indicar a localizacdo das células da tabela.

> Nao se deve confundir os indices « e 8 com indices de tensores. Eles podem assumir apenas

os valores relacionados a quantidade de linhas (1 —9) e colunas (1 — 8) presentes nesta tabela.
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Observando a nova tabela percebe-se que existem quatro regides diferentes contidas

na mesma. Tais regioes sao definidas pelas seguintes relac¢oes
a=1-—5 ; g =7j—6, (5.53)

onde i # 5 e j # 6.

Desta maneira, o termo 6,5 na equacao (5.52) pode ser definido como

0 >0 .
05 = y seap (5.54)
1, sea-<0

e o termo O na mesma equacdo é

OQB = / 1// " » bard 904/3 - 0 . (555)
C%i P T% | para Oap =1

Os termos contidos nas regioes antigas da tabela (2) sao aqueles que a TFWE
¢ permitida e foi realizada no trabalho (39). J& os termos nas regides novas da mesma
tabela, sao novos e a construcao do operador involucao para a execucao da TFWE segue a
“Tabela XVII” em (16, 19) que identifica as propriedades dos operadores C, P e T para a

violagao de Lorentz em eletrodindmica quantica (EDQ), conforme apresentado na tabela

(3).

Tabela 3 — Propriedades dos operadores C, P e T para a violagdo de Lorentz em EDQ

Coeficiente rp T CP CT PI' CPT

+ + + o+ o+ 4
+ - + - - -

€00, Cjk; (kF)OjOk:’ (kF>jk:lm
bj, gjors gikos (kaF);

b0, 9500, 9kl (KAF)g

+ + ++|Q

+

€05, €0, (KF)o ki
ao, €o, f; -
Hj, doj, djo -
Ho;, doo, dji - - 4+ o+ — —
aj,ej, fo - - - 4+ + - —
Fonte: KOSTELECKY; LANE; 2011, p. 25.

+ -

A tabela (3) lista as propriedades em transformagoes de simetria discreta dos
operadores que violam Lorentz na extensao minima de EDQ (16). As sete transformacoes
consideradas sao a conjugacao de carga C, a inversao de paridade P, a inversao temporal T
e suas combinagoes CP, CT, PT e CPT. A primeira coluna especifica o operador indicando

seu coeficiente correspondente. Cada uma das outras colunas diz respeito a uma das sete
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transformacoes. Um operador par ¢ indicado por um sinal positivo e um impar por um
sinal negativo. A tabela contém oito linhas, uma para cada uma das oito combinacoes

possiveis de sinais em C, P e T (16, 19). Os termos (kar), € (kr) presentes na tabela

KAV
sdo coeficientes para a violagdo de Lorentz no campo de fétons (16). A violagao de CPT é

determinada apenas por (kar),, que tem dimensdes de massa. E o coeficiente (kr),,,, ¢

adimensional, tem as propriedades de simetria do tensor de Riemann e é duplo-traceless.

Além disso, existem tabelas de dados para a violacao de Lorentz e CPT (19) que
sao atualizadas frequentemente com resultados disponiveis na literatura, apresentado e
compilando defini¢oes e propriedades. Tais tabelas compilam valores que sao medidos
e derivados de coeficientes para a violagao de Lorentz e CPT na extensao de modelo
padrao (SME), listando as sensibilidades maximas atingidas nos setores de matéria, foton,

neutrino e gravidade.

Em (19), sdo apresentadas 35 tabelas de dados reunidos da literatura existente até
o presente momento. Alguns deles incluem resultados restritos a SME minimo, outros
limitam os coeficientes nao-minimos e alguns contém dados envolvendo setores minimos e
nao-minimos. Cada uma dessas 35 tabelas de dados contém quatro colunas. A primeira
coluna lista os coeficientes para a violagdo de CPT /Lorentz ou suas combinagoes relevantes.
A segunda coluna contém as medidas e bounds, apresentados na mesma forma documentada
na literatura. A terceira coluna contém um lembrete sucinto do contexto fisico no qual
o bound ¢é extraido, enquanto a quarta coluna contém as citagoes de origem. O leitor
¢é remetido para esta ultima para detalhes de procedimentos experimentais e teéricos,
pressupostos subjacentes aos resultados, definicoes de notagoes nao convencionais e outras
informagdes relevantes. Os resultados deduzidos em bases tedricas sao distinguidos daqueles

obtidos através de medigao experimental direta por um asterisco colocado apés a citacao.

Apbs essas consideragdes em relacao ao novo operador involugao, é possivel realizar
a TFWE para a tabela (2). O procedimento utilizado é o padrao que ja foi descrito
anteriormente, e pode ser verificado em (37, 39, 55). O Hamiltoniano completo com os

termos que violam CPT/Lorentz e admitem a TFWE é

H = m<70 — 7 co0 — €0 — djor*’ + 29ik001k>

+ Pk( — a, + 2dory” — el + copan + 17770 — 29067 Y

‘ 1 . . .
— 2cok + djk'7504] - dowf’ak - GWO + 5700139ijk - zgiowka >

. . ) 1 .
+ a;od —byy® +iHyy + ap — byPad — 500" Hy; (5.56)

O Hamiltoniano em (5.56) pode ser identificado na tabela (2) e estd em concordancia com
o Hamiltoniano escrito em (76). Porém, este Hamiltoniano é um pouco mais geral, pois

h4 um termo a mais.
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Lembrando que os termos de interacao de segunda ordem sao muito pequenos e,

por essa razao, podem ser negligenciados aqui também. Repetindo os passos executados

na segao (5.2.1), e escrevendo o H? sob a forma de (5.12),

H? = (14 A)[(0i + Bij) P' + C;)> + D +m?,

onde sao definidos os seguintes termos

o]

—2000 — 2d00’75 + 22.gi()O’yOO‘fi ’
1 .
2 [ — 8doiy o — 4cij 4 8gouy € S + 8coicyy + 4diy”

AG1mi€™ 7Y + 4igaiy vV S + digioy oy |
1 , .
3 [ — 8m’yocoj + 4mdij”yofy504Z — 4md007075aj —4me; + 2mgkljakl — 4img;oo

Amgioo€ 'Sy + dmega; + 4imdpey’y MY — 2mgioe®nS + daj
46075043' - 4H0k70€jklzl — dagoj — 4bﬂ5 - 4Hkl€klj7075 + 4@'sz70752l )

—2mPcoy — 2m?~%eq + 2m2dj0 + meyOaikgiko + 2m~%ay — 2mfyofy5ajbj — mo H;;

) \ the
(1 + 2cg0 — 2dgoy° + 2291‘00700/) —
me

Y. B (5.57)

Apés calcular a raiz quadrada através da equagao (5.16), e alguma &lgebra, o

Hamiltoniano final transformado pode ser apresentado na forma de (5.17),

onde

At’r
Bir

)

+

r 1 r r\ Dt r T
H :Bm+%{(1+At )[(6;5 + BI)P' + CIP*+ D'}

—27°cop — 2i7%doo + 2gi00 T’
1 .

5 l:SdOiWOEj — 4")/001']‘ — 8901i6]lm2m — 82'001'")/023' + 42"}/06[”
4iGmi€™ — 4gi; X" + 4gio S|

1 .
3 {Smcoj + 4md;; X" — dmdeX; — 4mre; + 2mgkljfyoeklm2m — 4img;oo7”

4mgioo”y
4bgy°S; + 4Hope ™Sy + 4iagy"S; — 4ibjy° — 4ie™ Hy — 4H; S|

Ociilyy, — 4im60702j — dmdd™y, — Qimgiloeiljvo + 470aj

—2m?y coo + 2m2ey — 2m>d;p7°% — m? giroe™E; — 2mag — 2mb; %7 — mA e H;; %
N7
0 (1 + 2c00 + 2ido + 29100702’) ey, BE (5.58)
me

A equacgao anterior foi escrita em uma estrutura conhecida. O primeiro termo desta

equacao corresponde a energia de repouso, e o segundo representa o termo cinético, em

que hd uma correcao para a forma geral da energia cinética. Ja o tltimo termo nessa

equacao corresponde a uma interacao externa.
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6 TESTES CPT, UMA PERSPECTIVA

Apresenta-se neste capitulo uma breve perspectiva sobre testes experimentais,
considerando o cenério completo da TFWE, incluindo todos os casos possiveis que violam
as simetrias de CPT e de Lorentz na equagao de Dirac. Conforme explicado anteriormente,
trabalha-se com o Hamiltoniano que é composto pela interacao entre o espinor de Dirac e

OS Campos externos.

Um quadro tedrico consistente sobre os testes de violacao de CPT/Lorentz (em
sistemas atomico e de particulas) pode ser encontrado em (17, 70, 71, 72). Essa estrutura
incorpora a violagdo de CPT/Lorentz usando a chamada extensao de modelo padrao
(SME) (17) e a busca por novas assinaturas ¢ possivel. No entanto, este assunto é muito

extenso e nao seria possivel abordar profundamente todo este topico aqui.

Sabe-se que os sistemas da eletrodinamica quantica sao extremamente abundantes
no ambito dos testes de violagao de CPT/Lorentz, uma vez que é sensivel a energias muito
baixas. Pode-se citar alguns exemplos de experimentos envolvendo experiéncias de fisica
atomica como Penning-Trap, Clock-Comparison, Péndulo de Torcao, Fxperiéncias com
hidrogénio e anti-hidrogénio, Spin-Polarized Matter, Fxperimentos com Mion, entre outros
(ver as referéncias (69, 73, 74, 77, 78)). Cada um dos experimentos mencionados apresenta
um bound state muito especifico e a magnitude de tais limites possibilita determinar quais

tipos de experimentos devem ser realizados (68).

Uma questao muito natural surge aqui. Existe um bound state associado a TFWE
para uma teoria de Dirac relacionada aos termos que violam as simetrias de CPT e de
Lorentz? Para responder a esta questao, serd considerado o potencial de violagao de

Lorentz V', que obedece a seguinte relagao (69)
V= —ZN)jO'j R (61)

onde ¢ representa as matrizes de spin. Apds alguns calculos, pode-se escrever o bound

correspondente da seguinte maneira !

- 1 . o 1 . ihe
bj = bj — ieﬂmHlm — mdjo — |1+ QZOldio + 2f0 + galgioo mBJ . (62)

O bound apresentado na ultima equacao permite considerar a possibilidade de obter
uma indicacao de possiveis experiéncias atémicas (68). De fato, a magnitude do campo
magnético desempenha um papel crucial na determinacao de tais experimentos. No
entanto, a andlise direta da equagao (6.2) para prever qual é a experiéncia mais apropriada

nao ¢é direta.

1 Note que o potencial de violagao de Lorentz vem, naturalmente, da equagao (5.20).
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Como um exemplo deste procedimento, considera-se o seguinte Hamiltoniano obtido

apos a transformagao de Foldy-Wouthuysen

2

1 A .
H = m—f—zpim ‘f‘a() —m600+ <—bj +mdj0+ 2€jlekl>U] + [—CLJ‘ +m(00j +Cj0)]%, (63)

onde todos os termos na ultima equacao foram definidos anteriormente. Este Hamiltoniano
apresenta o bound

~ 1
bj = bj — iﬁjlekl — mdjo. (64)

Esse bound é compativel com os experimentos do péndulo de torgao (79). Claramente, o
resultado apresentado na equagao (6.2) é mais geral que o apresentado na equagao (6.4).
Se for considerada a situacao em que o campo magnético é nulo, é possivel obter o bound
state do experimento do péndulo de tor¢ao, descrito por (6.4) como resultado particular.
Observa-se também que o Hamiltoniano descrito pela equagao (6.3) pode ser visto como

um caso particular da equagao (5.19).

Se a mesma abordagem for considerada, isto é, considerando os tnicos termos de
interacao nao nulos como sendo ag, coo, bj, djo, Hy € ¢,j, da equagao (5.19), apds algum
célculo, é possivel obter a mesma estrutura que a observada na equagao (6.3). Os termos
ap e bj nao estarao presentes porque nao foram considerados no Hamiltoniano inicial. A
razao para isso foi a nao aceitacido desses termos para os critérios da TFWE. No entanto,
todos os outros termos estao presentes e tém uma forma mais geral. Neste sentido, é
possivel considerar a equagao (5.19) como um caso mais completo, apesar do campo de

torgao (b;) e a; nao estarem presentes.

Outro resultado que deve ser analisado vem da equagao (5.26). Esta equagio estd
relacionada a possibilidade de compreender o comportamento das particulas reais devido
as interacoes com os campos externos. Como exemplo, podem ser citadas as interacoes

misturando termos entre o campo magnético B e os termos de CPT/Lorentz do tipo A;; B.

Ja para os dois casos que envolvem o campo de tor¢ao, o ponto principal nos testes
experimentais é a fraqueza deste campo externo. Uma questdo natural surge aqui. E
possivel obter dados experimentais do campo de tor¢cao? Para obter alguma indicacao
sobre a possibilidade de tais dados experimentais, é necessario saber, antes de tudo, o
bound state desta teoria (19), conforme mencionado anteriormente. Esse bound fornece
uma indicagao sobre qual experimento atémico deve ser realizado para obter possiveis
medidas do campo de tor¢ao no espago-tempo. Para calcular o bound state, os pontos de
partida sao os Hamiltonianos transformados destes casos, dados pelas equagdes (5.6) e
(5.40). Assim, considerando (6.1), os bound states para cada caso, podem-se ser escritos

das seguintes maneiras

s eh 7150 e
by = byt g By (= A (6:5)
¢ h
~ e
by =bj —mS; + —B; . (6.6)

2me
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O bound na equagao (6.5) permite considerar a possibilidade de obter uma indicagao

de possiveis experiéncias atomicas na tabela apresentada em (69).

Agora, na equagao (6.6) pode-se observar a contribui¢ao da tor¢ao. Essa contribui-
¢ado é completamente nova e nao foi contemplada no bound state associado a TFWE para
a teoria de Dirac relacionada aos 80 casos de termos que violam CPT/Lorentz? (39). No
entanto, embora a possibilidade de indicagoes de possiveis experiéncias atomicas (19, 75)
esteja relacionada ao bound state (6.6), a magnitude do campo de tor¢ao é irrelevante
quando comparada, por exemplo, com a magnitude do campo magnético. Por este motivo,

uma proposta concisa sobre medidas experimentais do campo de tor¢ao nao ¢é direta.

Contudo, ¢é possivel imaginar o caso em que o médulo de B é suficientemente grande
para compensar a fraqueza das interagoes. A possibilidade de medir essas quantidades de
forma indireta (por exemplo, usando fisica atémica e molecular (80)) é contemplada se for
considerada a situacao em que um gas de elétrons esta presente. Em principio, é possivel

fazer uma previsao do movimento gerado por esses novos termos.

2 A razdo é que, em (39), os critérios para executar a TFWE é uma relagdo de anticomutagao

entre o Hamiltoniano e iv°f.
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CONCLUSAO

Nesta dissertagao, foram obtidos os seguintes resultados originais:

. A Transformagao Foldy-Wouthuysen Exata para o campo espinorial de Dirac no
fundo de termos que violam as simetrias de CPT e de Lorentz foi considerada. No
trabalho (55), hd um algoritmo que mostra como construir um Hamiltoniano geral
descrevendo 80 novos casos de termos que violam as simetrias de CPT e de Lorentz
na equacao de Dirac que podem ser analisados com a TFWE. O foco foi precisamente
o desenvolvimento da TFWE, considerando toda a situacao apresentada no ultimo
trabalho mencionado, bem como o célculo das equagoes de movimento. Nesta parte,
a torcao foi tratada como um caso particular das equagoes apresentadas aqui, bem
como de cada um dos outros termos no Hamiltoniano completo. O objetivo foi obter
o resultado mais geral que foi possivel de ser escrito para realizar a analise fisica
para os termos que violam CPT /Lorentz usando o método que acredita-se ser o mais
completo para realizar esse tipo de estudo, ou seja, a TFWE. Também explorou-se a
possibilidade de combinar tais equagoes para obter uma expressao para descrever a

dindmica da particula. Tais resultados foram publicados em (39).

. A possibilidade de se utilizar a TFWE para o espinor de Dirac com diferentes termos
que violam as simetrias de CPT e Lorentz também foi discutida. Neste trabalho, foi
considerado o caso da a¢do combinada com a tor¢ao e campo magnético para o campo
espinorial. O proéposito principal foi obter uma forma explicita para a equacao de
movimento que mostrasse as possiveis interagoes entre os campos externos e o espinor
em um Hamiltoniano que fosse independente em cada componente. Considerou-
se que Sy era constante e o unico terno nao nulo de S,, a fim de simplificar a
algebra, ja que o ponto principal nao era descrever o proprio campo de torcao.
Entao, a TFWE foi realizada e foi apresentado um Hamiltoniano transformado
que descreve um campo para uma particula de spin-1/2 na presenca de campos
externos eletromagnéticos e de tor¢ao. Obteve-se assim, uma forma explicita para a
equagao de movimento, mostrando as possiveis interagoes entre os campos externos

e o espinor. Tais resultados foram publicados em (38).

. Outro ponto trabalhado foi o papel da TFWE para situagoes que a teoria ndo admite
um operador involucao. Nestes casos, a técnica da transformagao exata ¢ utilizada
para se obter uma analise qualitativa do resultado perturbativo. Foi focada a atencao
na inconsisténcia que aparece quando a Transformacao Foldy-Wouthuysen Semi-
Exata para o campo de Dirac interagindo com o campo de torcao ¢é realizada. Para
resolver este problema, apresentou-se um novo operador involugao que possibilita a
realizagao da transformacgao exata quando o campo de torcao estd presente. Esse

operador possui uma estrutura, conhecida na literatura, composta pelo produto
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de um operador que atua no espago das matrizes e outro que atua no espacgo de
func¢des. O método foi usado com o campo de tor¢ao, mas pode ser diretamente
generalizado para outros termos. Deve ser enfatizado que o préprio método foi o
principal resultado aqui, no sentido de que abre uma janela para a possibilidade
de realizar a TFWE para alguns casos que até entao, nao eram contemplados pela
literatura e excluidos de suas informacoes fisicas. Estes resultados foram publicados
em (40).

. Breves consideragoes foram apresentadas a respeito do bound state relacionado ao
campo de Dirac interagindo com os termos que violam as simetrias de CPT e de
Lorentz. A perspectiva dos testes de violagdo do CPT/Lorentz tem vantagens
consideraveis no contexto dos sistemas eletrodinamicos quanticos. Foram citados
alguns exemplos de experimentos envolvendo experiéncias de fisica atémica, como
Penning-Trap, Clock-Comparison, Péndulo de Tor¢ao, Experiéncias com hidrogénio e
anti-hidrogénio, Spin-Polarized Matter, Experimentos com Muion, entre outros. Cada
um dos experimentos mencionados apresenta um bound state muito especifico e a
magnitude de tais limites possibilita determinar qual tipo de experimentos devem ser
realizados. Nesse sentido, é completamente relevante o calculo do bound state das
teorias que estao sendo analisadas. Estas consideragoes estao presentes nos trabalhos
publicados em (38, 39, 40)

. O estudo de um operador involu¢ao mais geral que contempla todos os possiveis
campos externos mencionados anteriormente foi desenvolvido, bem como outro
trabalho semelhante esta sendo finalizado para os novos termos apresentados na
tabela (2) que nao cabiam no ambito do operador involugao habitual, porque nao
sabia se a natureza se opoe a este tipo de transformacao exata ou era apenas um
problema de inconsisténcia matematica. Assim, estd sendo possivel analisar os
desafios e perspectivas para compreender de forma completa todos os possiveis
campos externos que violam a simetria CPT e interagem com o campo de Dirac no
contexto da TFWE.
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