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RESUMO

Neste trabalho, abordamos alguns problemas de valor de fronteira que englobam o
operador de curvatura média prescrita, com o objetivo de verificar existéncia de solugoes
de tais problemas. Mais especificamente, estudamos os principais problemas expostos
em Cerda e Iturriaga [9], utilizando como principal ferramenta o Teorema do Passo da
Montanha; em Lorca e Ubilla [8] e Bonheure, Derlet e Valeriola [4], para os quais usamos
técnicas baseadas na variedade de Nehari. Além disso, apresentamos alguns exemplos
destes problemas. Ressaltamos que nos artigos de Cerda e Iturriga [9] e Lorca e Ubilla
[8] s@o consideradas condigoes locais, diferentemente do artigo de Bonheure, Derlet e
Valeriola [4] que, embora apresente um problema mais simples, nos fornece uma tipo
de solucgao distinta das apresentadas nos outros dois trabalhos, ou seja, solu¢des nodais.
Outro objetivo ao desenvolver esta dissertacao é estudar diferentes técnicas de verificagao
de existéncia de solugoes de problemas de valor de fronteira. Para alcancar os objetivos
mencionados, utilizamos uma abordagem variacional e técnicas baseadas no Teorema do
passo da Montanha e na variedade de Nehari, que nos permitiram garantir: a existéncia de
pelo menos uma solugdo nao negativa dos problemas apresentados em Cerda e Iturriaga [9]
e Lorca e Ubilla [8]; e a existéncia de pelo menos uma solugao nodal do problema exposto

em Bonheure, Derlet e Valeriola [4].

Palavras-chave: Operador de curvatura média prescrita. Teorema do Passo da
Montanha. Variedade de Nehari.






ABSTRACT

In this work, we approach some boundary value problems that encompass the
prescribed mean curvature operator, with the objective to verify the existence of solutions
to such problems. More specifically, we study the main problems exposed in Cerda and
[turriaga [9], using as the main tool the Mountain Pass Theorem; Lorca and Ubilla [§]
and Bonheure, Derlet and Valeriola [4], for which we use techniques based on Nehari
manifold. Furthermore, we present some examples of these problems. We emphasize that
in the articles of Cerda and Iturriaga [9] and Lorca and Ubilla [8] local conditions are
considered, differently of the article of Bonheure, Derlet and Valeriola [4] that, although it
presents a simpler problem provides us with a type of distinct solution of those exhibited
in the other two works, i.e., nodal solutions. Another objective when developing this
dissertation is to study different verification techniques of the existence of solution of
boundary value problems. To reach the mentioned objectives, we utilize a variational
approach and techniques based on Mountain Pass Theorem and Nehari manifold, that
allowed us to ensure: the existence of at least one nonnegative solution of the problems
presented in Cerda and Iturriaga [9] and Lorca and Ubilla [8]; and the existence of at least

one nodal solution of the problem exposed in Bonheure, Derlet e Valeriola [4].

Keywords: Prescribed mean curvature operator. Mountain Pass Theorem. Nehari

manifold.






LISTA DE SIMBOLOS

) um dominio limitado de R™ com fronteira suave .

09 e Q sdo a fronteira e o fecho de €, respectivamente.

la| = a1 + ... + a,, para cada a = (g, ..., ;) € N™.

Du(z) = % = 091...09mu(z) para cada o = (v, ..., o) € N™.

C*(Q) = {u : Q — R|D%u é k-vezes continuamente diferencidvel }.

C*(Q) = {u € C*(Q)|D*u ¢ limitada e uniformemente continua em €
para |a| < k}.

C>(Q) é o espago das fungoes u : 0 — R tais que u é infinitamente

diferencidvel possui suporte compacto em €2. Esse espaco é denominado

espaco das funcgoes testes.

UccQseUcCUCcCQeU écompacto, e nesse caso, dizemos que U

estd contido compactamente em ).

Du=Vu= ((%1, s 8671;), para x = (z1,...,x,) € R", é o gradiente de

uem x.

X* é o dual do espaco de Banach X.

Ti=ToTo..oT.
| ——

j—vezes
M o conjunto de todas as fun¢des mensuraveis u : {2 — R.
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1 INTRODUCAO

Varios autores abordam problemas que abrangem o operador de curvatura média
prescrita em seus trabalhos, buscando verificar a existéncia de solugoes, por exemplo:
Obersnel e Omari [1] e Habets e Omari [2] verificam existéncia e multiplicidade de solugoes
positivas; Coffman e Ziemer [3] ¢ Bonheure, Derlet e Valeriola [4] apresentam resultados
sobre existéncia de solu¢des nao negativas, para os quais utilizam como ferramenta a
variedade de Nehari; Peletier e Serrin [5] e Clément, Manésevich e Mitidieri [6] expoem
resultados de existéncia de solugoes radiais. Além disso, uma das motivagoes do estudo do
operador de curvatura média prescrita surge na abordagem de superficies capilares, como

por exemplo, ao estudar o problema (para o qual consultamos Finn [7])

div S K, (1.1)
V14 |Vul|?

onde k é a constante de capilaridade.

Além dos trabalhos citados anteriormente, podemos acrescentar Lorca e Ubilla
[8] e Cerda e ITturriga [9] & medida que apresentam problemas que possuem como casos
particulares, problemas que envolvem o operador de curvatura média prescrita. No entanto,
as técnicas utilizadas nesses dois artigos para a verificacdo de existéncia de solugoes sao
distintas: Lorca e Ubilla [8] utilizam a variedade de Nehari; e Cerda e Iturriga [9] usam o
Teorema do Passo da Montanha. Salientamos que em tais artigos, para o estudo dos seus
respectivos problemas, ¢ utilizada uma abordagem variacional aplicada a um determinado

problema auxiliar.

Tal como os artigos de Lorca e Ubilla [8] e Cerda e Iturriga [9], muitos outros
trabalhos utilizam uma abordagem variacional para obter solugoes fracas para os seus
respectivos problemas, por exemplo: Figueiredo [10], Bonheure, Derlet e Valeriola [4],
Habets e Omari [2], Coffman e Ziemer [3]|. Esta abordagem consiste em buscar determinar
pontos criticos do funcional associado ao problema a ser estudado. No entanto, algumas
vezes nao ¢ possivel utilizar uma abordagem variacional diretamente sobre um dado
problema. Para contornar tal situacao ¢ analisado um problema auxiliar gerado ao

introduzir fungées no problema original, como é feito em Bonheure, Derlet e Valeriola [4].

Neste trabalho, abordaremos problemas de valor de fronteira que englobam o
operador de curvatura média prescita. Mais especificamente, essa dissertacao é baseada
nos problemas centrais apresentados em Cerda e Iturriga [9], Lorca e Ubilla [8] e Bonheure,
Derlet e Valeriola [4], com o objetivo de verificar a existéncia de solugoes de tais problemas.
Outro objetivo ao desenvolver essa dissertacao, é estudar diferentes técnicas de verificagao
de existéncia de soluc¢oes de problemas de valor de fronteira. Para esse fim, utilizaremos
uma abordagem variacional, sendo as principais ferramentas aplicadas o Teorema do Passo

da Montanha e a variedade de Nehari. Além disso, este trabalho é apresentado da seguinte
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maneira: introducgao, conclusdo, mais cinco capitulos e trés apéndices.

No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados e defini¢goes importantes para o
desenvolvimento dessa dissertagao, entre eles: Diferenciabilidade de funcionais; Teorema

do Passo da montanha; Operadores de Nemytskii.

No Capitulo 3, analisamos o problema

(1.2)

—div(a(|[Vul*)Vu) = Af(x,u), em
u =0, sobre 0f2,

onde Q é um dominio limitado de R™ com fronteira suave 99 (0Q € C™), n > 2,
f: QxR — R éuma funcdo de Carathéodory, a : R — [0, 00) é uma fungao continua

que satisfazem as seguintes condigoes:

H1) Existem Ry > 0 e v > 0 tais que a € C*([0, Ro); (0,00)) é uma fungao ndo cresceste e

2d/(t)t + a(t) > v, para todo t € [0, Ry).

H2) Existem p € (2,2* —1), com 2* = %, e uma fungao continua nao trivial ¢ € L>(Q),
que é positiva em um subconjunto aberto 2y de €2, com medida positiva, de modo

que ¢(x) > ¢o, para todo = € Qp e algum ¢y > 0, e

[, u)

uglo |u|P—2u

= ¢(x),
para x € ().
H3) Existe g € (2,2%), com ¢ < p, e 59 > 0 tal que
¢F(z,u) — uf(z,u) <0,
para todo u € (0, s¢] e para todo x € 2, onde

F(z,u) = /Ou f(z, s)ds.

Para estudar o problema (1.2) utilizamos, como principal referéncia, o artigo de
Cerda e Iturriga [9]. Além disso, destacamos que: a condigdo H1) é necessdria para
garantir que uma solu¢do do problema auxiliar u, (que posteriormente provaremos ser
solucio do problema original (3.3)) pertenca ao espago C1*(Q) e que sua norma satisfaca

a desigualdade

lurllora@ < O ks QA (5w =),

para algumas constantes v, k, « > 0; a condigao H2) é utiliza para garantir que o funcional

associado ao problema auxiliar satisfaz a geometria do passo da montanha; por fim, temos
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que a condicao H3) é um tipo de condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz local, utilizada para

mostrar que

HUA”?{(%(Q) = O(cy) quando A — 0.

Ressaltamos também que o principal resultado apresentado no trabalho de Cerda e
Iturriaga [9] (para o qual utilizaram como ferramenta o Teorema do Passo da Montanha),

ao estudar o problema (1.2), é o seguinte teorema (ver [9], Teorema 1.1, p. 3):

Teorema 1.0.1. Suponha que H1), H2), H3) sao satisfeitas. Entdo, o problema (1.2)
possui pelo menos uma solugao nao trivial desde que o parametro X > 0 seja suficientemente

grande.

A fim de utilizar uma abordagem variacional, para garantir a existéncia de solugoes
fracas do problema (1.2), sdo consideradas as fung¢oes truncamento ¢ : @ x R — R e

ar : R — [0, 00) definidas por

0, se s <0
Y(x,s) =19 flz,s), se 0 < s < ky; (1.3)
ko 9f(z,ko)s9™Y, se s > ko,

para um dado ko, e

, set < R;

ant) = { alp(t), s R<1t< Ry (1.4)
a R°+R) , set>Ry.

onde ¢ : R — R ¢é definida por

1

p(t) = m(ﬂ%t —t* = R?),

para um dado R, com Ry > R, e estuda-se o problema auxiliar gerado por tais fungoes

dado por

{ ~div(ar(|Vul*)Vu) = Mp(,u), em ©; (1.5)

u =0, sobre 0f).
No Capitulo 4, utilizando como principal referéncia o artigo de Lorca e Ubilla [8],

estudamos o problema

{ —div(a(|Vu])Vu) = Af(u), em Q, (1.6)

u =0, sobre 012,

onde €2 ¢ um dominio limitado em R™ de modo que 9Q € CY f: Q — Rea: [0,00) —

[0, 00) sdo fungdes continuas e tais que, para R > 0 fixado, tem-se:

F1) Existem C >0el < g < Z—fg de modo que

u? < f(u) < Cuf, para todo u € [0, R). (1.7)
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F2) Existe o0 > 2 tal que
oF(u) <uf(u), para todo u € [0, R], (1.8)
sendo F(u) := [y f(s)ds.

F3) A funcao @ ¢ crescente no intervalo [0, R].

F4) A fungdo a é nao crescente e tal que a(0) =1 e a(t) > a(R) > 0, para todo t € [0, R]
e a € C'([0, R]; (0,00)).

O principal resultado apresentado pelos autores deste artigo é o seguinte teorema
(ver [8], Teorema 2.1, p. 121):

Teorema 1.0.2. Seja Q um dominio limitado em R™, para n > 2, com fronteira C1:.
Suponha que as condigoes F1), F2), F3) e F}) sdao satisfeitas, entdo existe um nimero
positivo p = p(Q, f,a) tal que, para X > p, o problema (1.6) possui uma solu¢ao uy nao

trivial, nao negativa e de classe Ct. Além disso,

|uxl|w2nti) — 0 quando A\ — oo. (1.9)

Para provar esse teorema, estuda-se o problema auxiliar (necessario para a utilizagdo
de uma abordagem variacional), gerado ao introduzir algumas fungées truncamento no

problema original, dado por

—div(ag(|Vul)Vu) = Ag(u), em 2, (1.10)
u =0, sobre 0, '
onde
t 0<t<R
an(t) = | A s OSISE, (1.11)
a(R), set> R,
e
0, set <0,
g(t) =19 f(t), se0<t<R, (1.12)
fgf)tq, set > R.
Além disso, usa-se como ferramenta a variedade de Nehari
N = {u € Hy(Q);u # 0, {(Jy(u), u) = 0}, (1.13)

onde Jy é o funcional associado ao problema (1.6). De forma mais especifica, o funcional
Jy ¢ analisado sobre o conjunto S(\) C W2"*1(Q) N N definido por

S(A) = {u e W2 (Q)iu € NN COQ),0 < |[ullwani @) < mA~ @D,

K? _ >
u>0e Jy(u) < 7)\ (ql>}7
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pelo fato deste conjunto ser limitado em W2"+1(Q) nos fornecendo um elemento uy € S(\)

que é o minimo de Jy sobre S(\).

Ressaltamos que, as hipdteses F1), F2), F3) e F4) sao consideradas com as seguintes
finalidades: a condigao F1) é necessaria para garantir que o conjunto S(A) é nao vazio e

que o operador

TNt — NT

u —> v,

onde
Nt ={uec NnW»" ™ (Q);u > 0}

e v € a solugao do problema

L,v = Xag(u), em €, (1.14)
v =0, sobre 012,
sendo L, definido por
L,w := —div(ag(|Vu])Vw), (1.15)

estd bem definido; para cada u € Hj () ndo negativa, as condigoes F1), F2), F3) e F4)
garantem a existéncia de um tunico o > 0 que é o maximo da funcao ¢t € (0, 00) — Jy(tu),
sendo .J, o funcional associado ao problema auxiliar, e tal que au pertence a variedade de
Nehari; as condigoes F1) e F4) sao utilizadas para mostrar que o funcional Jy|g\) atinge
seu infimo em alguma funcao u € S()); e as condigdes F1) juntamente com a F2) sdo
necessarias para garantir que o infimo do funcional Jy sobre a variedade de Nehari é maior

g+1 -
ou igual que CaR(R)q%l)\q%, para alguma constante C' > 0.

No Capitulo 5, estudamos o problema

—div <\/1+V|HT|2) = AulP"2u, em ,
u =0, sobre 012,

(1.16)

com 2 < p < 2%, utilizando como principal referéncia o artigo de Bonheure, Derlet e
Valeriola [4], para o qual os autores deste artigo buscam provar o seguinte resultado (ver
[4], Teorema 1.1, p. 1073):

Teorema 1.0.3. Existe Ay > 0 tal que para todo X > A\ o problema (1.16) possui pelo
menos uma solugio nodal uy € HY(Q) N CH*(Q), para cada o € (0,1). Além disso,

Jim [l ora@ = 0.

Para provar esse teorema, utiliza-se uma abordagem variacional sobre o problema

auxiliar

{ —div (a(|Vul|?)Vu) = Mul~2u, em Q, (1.17)

u =0, sobre 0f2,
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onde a : [0,00) — R ¢ uma fungao decrescente de classe C' que satisfaz as seguintes

condicoes:

K1) % < a(s) <1, para todo s > 0,
K2) d(s)s > —%, para todo s > 0,

K3) a(s) = \/11? se 0 < s <7, para algum 7 > 0.

As hipéteses acima sao utilizadas da seguinte maneira: K1) juntamente com K2)
sao utilizadas para provar a existéncia de um minimizador do funcional I, no conjunto

nodal de Nehari dado por
Sy ={u e Hj(Q);u",u” € Ny},
onde I, ¢é o funcional associado ao problema (1.17) e a variedade de Nehari N, é dada por
Ny = {u € Hy(Q);u# 0 e (I§(u),u) = 0}

as condigoes K1) e K3) s@o necessarias para provar que uma solugdo do problema auxiliar
(1.17) também serd solugao do problema original (1.16); e a condicao K1) é utilizada para

mostrar que as solugoes fracas v do problema auxiliar satisfazem a estimativa

(p—2)(2* —p+2)

2" —pt2 I
lull o) < CAZTD ul oty ™l oo, (1.18)
para alguma constante C' > 0 e ng = 2*2_3;2.

Ressaltamos que, para os problemas abordados nos Capitulos 3 e 4 sdo impostas
condigbes locais sobre as fungoes f e a, entre elas as condi¢oes H3) e F2), que sao algumas
das mais relevantes e um tipo de condicao de Ambrosetti-Habinowitz. Por outro lado, o
problema apresentado no artigo de Bonheure, Derlet e Valeriola [4] ndo é tao geral quanto
os problemas apresentados nesses dois capitulos, porém nos fornece um tipo de solucao

diferente, as solugdes nodais (isto é, solugoes que mudam de sinal).

No Capitulo 6, apresentamos um caso particular dos problemas abordados nos
Capitulos 3 e 4, para o qual estabelecemos uma relagao entre a solugao obtida via Teorema
do Passo da Montanha e a Variedade de Nehari. Além disso, neste capitulo, expomos
alguns exemplos de problemas envolvendo o operador de curvatura média que sao casos

particulares dos problemas estudados nos capitulos anteriores.

No Apéndice A, apresentamos alguns conceitos e resultados necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho, entre eles: definigao e propriedades dos espagos LP(£2);
definicao dos espacos de Holder e de derivada fraca; o Teorema de existéncia de solucao

fraca.
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No Apéndice B, definimos e apresentamos propriedades sobre os espagos de Sobolev,

como por exemplo: a desigualdade de Poincaré, o teorema de imersao dos espacos de
Sobolev, entre outros.

No Apéndice C, utilizando como principal referéncia Fonda e Gidoni [11], apresen-

tamos o Teorema de Poincaré-Miranda, que é utilizado no capitulo 5.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, discutiremos alguns tépicos necessarios para a abordagem dos

problemas de valor de fronteira que apresentaremos nos capitulos seguintes.

2.1 DIFERENCIABILIDADE DE FUNCIONAIS

Nesta secao, discutiremos quando um funcional possui derivadas Gateaux e a
Fréchet, isto é, apresentaremos as defini¢oes dos tipos de derivadas mencionadas. Além
disso, procuraremos estabelecer uma relacao entre esses dois tipos de derivadas. Vale

ressaltar que, para o desenvolvimento dessa se¢ao, utilizamos como principal referéncia
Willem [12].

Definicao 2.1.1. Seja E um conjunto aberto em um espaco de Banach X. Dizemos que

um funcional I : E — R tem derivada a Gateaux J € X* em u € E, se

lim 1[1(10 - th) — I(u) — (J,th)] = 0, (2.1)

t—0

para cada h € X. Denotaremos a derivada de Gateaux em w por I'(u), e teremos
1
/ = 1i — — —
(I'(u), h) = thmo ; [[(u+th) — I(u)] = 0. (2.2)

Observacgao 2.1.1. Se X ¢ um espaco de Hilbert e I tem derivada a Gateauxr em u € F,

o gradiente de I em u é definido por
/ . 1
(VI(u),h) = (I'(u),h) = th_r)no g[[(u +th) — I(u)]. (2.3)

Definigao 2.1.2. Seja E um conjunto aberto em um espaco de Banach X. Dizemos que
um funcional I : E — R possui derivada de Fréchet em u € E se existir uma fungao
J € X* tal que

lim |}1L|[I(u ) — I(w) = (J,h)] = 0. (2.4)

O funcional I € C'(E,R) se a derivada a Fréchet existe e é continua.

Observagao 2.1.2. Como observado por Willem [12], temos que qualquer derivada a

Fréchet é uma derivada a Gateauz.

Proposicao 2.1.1. Se [ : E — R tem uma derivada a Gateaux continua em E, entdo
I € CY(E,R).

Demonstragio. Ver [12], Proposi¢ao 1.3, p. 7. ]
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2.2 TEORAMA DO PASSO DA MONTANHA

Nesta secao, apresentaremos o Teorema do Passo da Montanha. A fim de provar
tal resultado, apresentaremos alguns teoremas e corolarios, para os quais utilizaremos

como principais referéncia Willem [12] e Faria [13].

A condicao de Palais-Smale (ou sua variagao, a condigao (PS).) é uma ferramenta
bastante utilizada na abordagem de problemas de valores de fronteira. Alguns dos trabalhos
que abordam pelo menos uma dessas condigoes sao Ambrosetti e Rabinowitz [14] e Chen
e Tzeng [15]. Mais especificamente, nesses artigos é definido quando um funcional satisfaz
alguma dessas condi¢oes. Outro trabalho que aborda quando um funcional satisfaz as
condigoes mencionadas é o artigo de Cicortas [16], que embora o autor nao estude um
problema de valor de fronteira, apresenta definicbes de quando um funcional satisfaz
outros tipos de condi¢bes, como por exemplo: quando um funcional satisfaz a condi¢ao de

Palais-Smale fraca e a condigdo generalizada de Cerami.
A seguir, apresentaremos as defini¢des de quando um funcional satisfaz a condicao

de Palais-Smale e sua variagao.

Definigao 2.2.1. Um funcional I satisfaz a condi¢io de Palais-Smale (ou simplesmente,
condi¢cao (PS)) se dada qualquer sequéncia {u,} em um dominio E tal que I(u,) € limitada

e |[I'(un)|| — 0 possui subsequéncia convergente.

Definigao 2.2.2 (Condigao de Palais-Smale ). Seja X um espago de Banach, I € C'(X,R)
ec €R. O funcional I satisfaz a condigio (PS). se qualquer sequéncia {u,} C X tal que

I(uy) — ¢ e I'(u,) — 0 (2.5)
possui uma subsequéncia convergente.

Destacamos que, a condigdes (PS). ndo é necessaria para que um problema de
valor de fronteira possua solu¢ao. Um exemplo (para o qual consultamos Chen e Tzeng

[15]) que comprova tal fato é dado a seguir:
Exemplo 2.2.1. Consideremos o problema
Au—u+ [uft =0,u e WH(E),

com E =R? e seu funcional associado dado por

I(u) = /Q B (IVu|2 +u2) - ’;lfrll] dz.

O problema acima possui solugdo positiva u e, ao consideramos a sequéncia vy, (r) =

uw(x +1,), com x, € R? de modo que |x,,| — oo, tem-se I(vy,) = I(u) :==c e I'(v,) =0,
A . . L 1,2

mas a sequéncia {v,} nao possui subsequéncia fortemente convergente em Wy~ (FE) se

|zm| — 00 quando m — oo . Dessa maneira, I ndo satisfaz a condi¢io (PS)e,.
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Agora, enunciaremos o Lema da Deformagao de Clark que servira para demonstrar
o Teorema do Passo da Montanha. Para isso, precisaremos primeiro definir dois conjuntos.
Sejam X um espago de Banach, S C X, A >0, d € R, ¢ € C(X,R), entdo definimos os
conjuntos

Sy = {x € X;dist(xz,5) < A}

ot = {z € X;p(z) < d}.

Lema 2.2.1 (Lema da Deformacao de Clark). Sejam X um espago de Banach, ¢ €
CH{X,R), SCX,ceR,e>0ed>0 tais que, para todo u € ¢~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sas
temos

, 8¢
'@l 2 = (26)

Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que

i) n(t,u) =u set=0 ouseud p ([c—2e,c+ 2])N Sy,

i) n(l,pr*NS) C e,

iii) n(t, ) : X — X é um homeomorfismo de X em X, para todo t € [0, 1],
iv) |In(t,u) —ul| <4, Yu € X, para todo t € [0,1],

v) @(n(-,u)) € nao crescente para todo u € X,

vi) o(n(t,u)) < ¢, para todo u € °N Ss e para todo t € (0, 1]
Demonstragio. Ver em [12], Lema 2.3, p. 38. ]

Como mencionamos anteriormente, estamos interessados em provar o Teorema do

Passo da Montanha. Para tanto, precisamos do seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. Seja X um espago de Banach. Seja My um subespaco fechado do espaco
métrico M e I'y C C(My, X). Defina

I'={y € CM,X);7lm, € To}.
Se o € CY(X,R) satisfaz

00 > ¢ := inf sup ¢(y(u)) > a := sup sup p(y(u)) (2.7)
vel' weM o€l ue My

entdo, para cada € € (0,%5%), § >0 ey €I tais que

sup p(y(u)) < c+e, (2.8)

existe u € X tal que
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a) ¢ —2e < p(u) <c+ 2
b) dist(u,v(M)) < 26;

c) lle'(w] < 5.

Demonstracio. Faremos a prova desse teorema por contradi¢do. Suponhamos que para

2
e 0 > 0. Considere S :=y(M). Entao, dado u € ¢! ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sys temos que

todo u € X tenhamos que a) e b) sdo satisfeitas, mas [|¢(u)|| > 5 para algum e € (0, @)

a) ¢c—2e < o(u) <c+ 2
b) dist(u,v(M)) < 26;
c) ')l > 5.

Por outro lado, como ¢ € (0, %) temos que a < ¢ — 2¢. Defina a aplicagdo B(u) :=
n(1,~v(u)), para todo u € M, onde n é dada a partir do Lema 2.2.1. Entao, como vy = 7v|as,

obtemos que

p(y(u) = p(yo(u)) < sup (v(u) <a<c— 2, (2.9)

para todo u € My. Desse modo, v(u) € ¢~ ' ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sas, para todo u € M.

Pelo lema 2.2.1 temos que

Bu) =n(1,70(u)) = yo(uw),
para todo u € My. Assim, § € I'. Por outro lado, utilizando a desigualdade (2.8) obtém-se

p(y(u)) < sup p(y(u)) < ¢ +e, para todo u € M,
ueM

e desse modo, temos que (u) € ¢t NS, para todo u € M. Por fim, pelo lema 2.2.1

tem-se n(1, et N S) C ¢, e assim concluimos que

sup (B(u)) = sup p(n(1,v(uw)) <c—e <c, (2.10)
ueM ueM
contrariando o fato de ¢ < sup,y; p(B(w)). O

Teorema 2.2.2. Suponha que (2.7) é valida. Entao, existe uma sequéncia {u,} C X
satisfazendo

o(up) — ¢ e ¢'(u,) — 0.

Em particular, se ¢ satisfaz a condi¢ao (PS)., entdo ¢ é um valor critico de .
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Demonstracao. Dado n € N, consideremos ¢ = % e 0 = 1, entao pelo Teorema 2.2.1, existe

u, € X tal que ¢ — 2 < p(u,) < c+ 2 e |[¢(u,)| < 5, ou seja, |p(u,) — ¢ < 2 e

¢ (un)| < 2. Assim, fazendo n — 0o obtemos que [p(u,) — ¢| — 0 ¢ [¢'(u,)| — 0.
Portanto,

o(uy) — ¢ e ¢'(u,) — 0.

Se ¢ satisfaz a condi¢ao (PS)., entdo existem uma subsequéncia {u, nen, € u € X, onde

N; é um subconjunto infinto de N, tais que u,, — u em N;. Logo,

p(un) — ¢(u) e @'(un) — ¢'(u).

Pela unicidade do limite, concluimos ¢(u) = ¢ e ¢'(u) = 0, ou seja, ¢ é um valor critico de
. O

A seguir, enunciaremos e demonstraremos o teorema central desta secao.

Teorema 2.2.3 (Teorema Passo da Montanha). Seja X um espago de Banach real com
espago dual X* e J € CY(X,R) um funcional, satisfazendo a condi¢io de Palais-Smale

(PS)e. Seug € X e0< p < |u sao tais que

a =: max{J(0), J(up)} < ”irnlf J(u) =: b, (2.11)
ull=p
entao
¢ = inf sup J(y(¢)) (2.12)
7€l ¢ef0,1]

¢ um valor critico de J com ¢ > b, onde
I'={y€C([0,1], X);7(0) =0 e (1) = uo} (2.13)

¢ o conjunto dos caminhos continuos ligando 0 e ug.

Demonstragio. Consideremos M = [0,1], My = {0,1} e 'y = {7 € C(My, X);7(0) =
0,7(1) = uo}. Entao,

sup sup (y(t)) = sup max{J(7(0)),J(0(1))} = sup max{J(0),J(uo)}

Yo€l'o tEMo Y0€lo Y€l
= max{J(0), J(up)} < inf J(u) < inf sup J(y(t)).
llull=p 1€l tem

Portanto, pelo Teorema 2.2.2 concluimos que

¢ =inf sup J(7(t)) (2.14)
7€l ¢e(0,1]

é um valor critico de J. O
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2.3 OPERADORES DE NEMYTSKII

Nesta secao, estudaremos os operadores de Nemytskii, mais especificamente, nosso
objetivo nesta secao ¢ estudar a continuidade de tais operadores. Para isso, apresentaremos
o conceito de fungdes de Carathéodory. Frisamos que, para o desenvolvimento desta se¢ao
utilizaremos como principal referéncia Figueiredo [17]. Consultamos também Nariyoshi

[18].

Seja €2 um subconjunto aberto de R™, para n > 1.

Definicao 2.3.1. Diremos que uma funcgio f: €2 x R — R ¢é de Carathéodory se:

i) Para cada s € R, a fun¢io x — f(x,s) é (Lebesque) mensurdvel em Q.

ii) Para cada x € Q (quase toda parte), a fungio s — f(x,s) é continua em R.

A seguir, apresentaremos um resultado que nos fornece informagoes sobre a mensu-
rabilidade da fun¢ao x — f(z,u(z)), onde f : @ xR — R é uma funcao de Carathéodory
e u : ) — R é uma funcdo mensuravel. Para tal fim, considere M o conjunto de todas

as fungoes mensuraveis u : 2 — R.

Teorema 2.3.1. Se f : Q@ xR — R ¢ uma func¢ao de Carathéodory, entao a funcao
x+— f(x,u(x)) é mensurdvel, para toda u € M.

Demonstragio. Seja u € M. Considere {u,,(z)} uma sequéncia de fungdes simples.
Suponha que {u,,(x)} converge para u(x) em quase toda parte. Como f é de Carathéodory,
a fungdo z — f(z, s) é mensuravel e, consequentemente, f(x,u,,(z)) é mensurdvel. Além
disso, como a aplicagdo s — f(x,s) é continua tem-se que f(x,u,,(x)) converge para

f(x,u(x)) em quase toda parte. Portanto, f(z,u(z)) é mensuravel. O

Assim, dada uma fungdo de Carathéodory f : Q2 x R — R definimos o operador
de Nemytskii Ny : M — M por

Nyu(z) := f(z,u(x)), (2.15)

para cada u € M € para x € Q. Agora, apresentaremos um teorema sobre a continuidade
de N f-

Teorema 2.3.2. Seja f: QxR — R uma funcao de Carathéodory. Suponha que existem
uma constante C' > 0, uma fungao b(z) € L1(Q), 1 < q < oo, er >0 tais que

|f(z,s)| < C|s|" + b(z),Vr € Q,Vs € R. (2.16)
Entao,

i) Ny aplica L9 (2) em L9(Q2);
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ii) Ny € continuo e limitado.
Demonstragio. Seja u € L™(2). Entao, utilizando a desigualdade de Minkowski obtém-se

Wi = (fjutaras)’ = ([ 1wty

1
([ 1ehd+ oirde) " = C1al + bloace
< Ol astor + Wy = Cllulraay + [Blniey < oo

IN

Portanto, Nyu € L(€2) e é limitado.

Agora, provaremos que Ny é continuo. Seja {u,,} uma sequéncia em L9 (2) tal
que U, — u em L (€2). Mostraremos que Nyu,,, — Nyu em L(Q2). Com efeito, como
U, — u em L7(§2), existe um subsequéncia {u,, } e uma fungao h € L7 (Q2) (Ver [19],
Teorema 4.9, p. 94) tais que u,,, (r) — u(x) quase toda parte e |uy,, (z)| < h(x) em

quase toda parte em €2. Por outro lado, temos que
[Nty (2)] = [ (@, tm,, (2))] < Clug, (z)|" + b(z) < Clh(x)]" +b(x) € LU(Q). (2.17)

Além disso, como a fungao s — f(z,s) é continua em R, para cada x € 2, e u,, —> u
em L™(Q) temos que f(z,um,(x)) — f(z,u(z)) q.t.p. em €. Assim, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, Nyu,,, — Nyu em L(€2), e consequentemente, Ny é continuo.

m
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3 PROBLEMA ENVOLVENDO EQUACOES QUASE LINEARES COM
CONDICOES LOCAIS VIA TEOREMA PASSO DA MONTANHA

Seja 2 C R™ um conjunto aberto, limitado, com fronteira 0f2 limitada e suave.
Defina o funcional I : C2°(2) — R por

I(w) ::/S)L(Dw(x),w(a:),x)dx, (3.1)

onde L : R" x R x  — R (denominada o Lagrangiano) e w : © — R sdo funcoes suaves
de modo que w = g em 0. Entao, ao considerarmos uma fungao suave v = u(x) de modo
que u = g em 02 e u = u(x) seja um minimizador de I, teremos que u = u(x) é solugao de
uma equagcao diferencial parcial, mais especificamente da equagao (denominada equagao

Euler-Lagrange associada ao funcional T)

n

—> (Lp,(Du,u, )y, + Lo(Dy,u,z) =0 em €, (3.2)
i=1
sendo © = (x1,...,x,) € Q, z € Re p = (p1,...,pn) € R". Para mais detalhes consulte
Evans [20].

O método apresentado acima é uma forma de abordar problemas variacionais,
associando a um dado funcional um problema de equagoes diferenciais parciais. Em nosso
trabalho, no entanto, faremos o processo reverso desta abordagem, isto é, a partir de um
dado problema de equacoes diferenciais parciais associaremos um funcional (o funcional
de Euler-Lagrange), pois ao determinar os pontos criticos de tal funcional estaremos
encontrando as solugoes fracas do problema em questao. Para obter tais pontos, neste

capitulo, utilizaremos como principal ferramenta o Teorema do Passo da Montanha.

Agora, apresentaremos o problema central deste capitulo, utilizando como principal

referéncia o artigo de Cerda e Iturriaga [9], que é dado por

{ —div(a(|Vul?)Vu) = Af(z,u), em (3.3)

u =0, sobre 02,

onde Q é um dominio limitado de R™ com fronteira suave 9Q (9Q € CH'), n > 2,
a:R — [0,00) é uma funcdo continua, A é uma constante positiva, e f: Q@ x R — R
¢ uma fungao Caratheddory que cresce como |u|P~?u préximo de zero, para 2 < p < 2%,

sendo 2* = % Além disso, as funcoes f e a satisfazem as seguintes condicoes:
H1) Existem Ry > 0 e v > 0 tais que a € C*([0, Ro); (0,00)) é uma fungao nao cresceste e

2a' (t)t + a(t) > v, para todo t € [0, Ry).

H2) Existem p € (2,2* — 1) e uma fungao continua nao trivial ¢ € L>°(£2), que é positiva

em um subconjunto aberto 2y de €2, com medida positiva, de modo que ¢(z) > ¢y,
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para todo x € y e algum ¢g > 0, e

f(x,u)

uLnO ’u‘P*QU

= ¢(x),
para x € €.
H3) Existem ¢ € (2,2*), com ¢ < p, e so > 0 tal que
qF(z,u) —uf(z,u) <0, para todo u € (0, sg| e para todo = € ,
onde F(z,u) = [y f(z,s)ds.

Estamos interessados em verificar se o problema (3.3) possui solugoes fracas.
Para isso, utilizaremos alguns conceitos e resultados do calculo variacional, que ¢ uma
importante ferramenta para abordar problemas envolvendo equacoes diferenciais parciais.
Mais especificamente, usaremos uma abordagem variacional sobre um problema auxiliar
gerado ao introduzir fungoes truncamento, denotadas por ag e v, no problema original
(3.3).

O problema auxiliar é necessario devido ao fato das hipdteses sobre as funcoes a
e f serem assumidas apenas localmente e, desse modo, nao sendo possivel utilizar uma
abordagem variacional diretamente no problema original, pois nao teriamos garantia da
boa defini¢ao do funcional associado ao problema original (3.3). Além disso, destacamos
que as condigoes H1), H2) e H3) foram consideradas devido as seguintes necessidades: H1)
é necessaria para garantir que uma solu¢ao do problema auxiliar uy ( que posteriormente
provaremos ser solugao do problema original (3.3)) pertenca ao espago C1*(Q) e que sua

norma satisfaca a desigualdade

luallcra@y < Ok, QL [[MP(5 un) [ (o)),

para algumas constantes v, k,« > 0; a condi¢ao H2) é utiliza para garantir que o funcional
associado ao problema auxiliar satisfaz a geometria do passo da montanha; por fim, temos
que a condi¢ao H3) é um tipo de condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz local, utilizada para

mostrar que

||u,\||§{é(9) = O(cy) quando A — 0. (3.4)

A seguir, apresentaremos alguns casos particulares do problema (3.3), para os quais

consultamos Bonheure, Derlet e Valeriola [4] e Cerda e Iturriaga [9].

Exemplo 3.0.1. Um caso particular, e bastante importante, do problema (3.3) é dado
por

—div <\/I+VUT|2’> = AMulP"2u, em Q,
u =0, sobre 052,

(3.5)
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para o qual tomamos a(t) = \/lth e f(z,s) = |s|P~2s, para todot > 0 e (z,5) € Q x R.
Tal problema também sera abordado no capitulo 5, porém utilizando uma técnica baseada

na variedade de Nehari.

Exemplo 3.0.2. Consideremos as fungoes a(t) :=1 e f(x,s) := sin(|s| + 1), para todo
t € R etodo (x,s) € Q x R. Entao, teremos que o problema

(3.6)

—Au = uln(Ju| + 1), em Q,
u =0, sobre 052,

é um caso particular de (3.3).

Agora, definimos a aplicagdo ¢ : @ x R — R por

o f(xvs)v se ’S| SSO;
e, s) = { so Uf(x, sgn(s)so)|s|97L, se |s| > so. (3.7)

Observacao 3.0.1. Ezistem mg >0 e 0 < kg < 1 tais que

C(y,s) > mosP™, para todo (y,s) € Qo x (0, ko). (3.8)

Demonstragio. Pela definicao de ¢ temos que ((y,s) = f(y,s), para todo Qg x (0, sq] -
Por outro lado, por H2), dado y € Qq tem-se que
f(y,s)

s—0 |3|P—23

= o(y).

Assim, dado € > 0, existe d. > 0 tal que

0<lsl <o = [ o))< e = - o) < L) <k o)
f(y, s)

—

Sl 2s > —e+ ¢(y) > —e + ¢o.

Desse modo, considerando gy > 0, de modo que —gg + ¢g > 0 e 0 < kg < min{sy, d,, 1},

obtém-se que

y S ;S —
0<s<hky— |fs(|g—22 —bly)| < 2o = ﬁ'yp_l) > —cotdo = f(y,8) > (—eotdo)|s|PL.
Logo,

C(ya S) > mO‘S’IJil? para todo <y7 8) € QO X (Oa kO]a
onde mg = —&g + ¢o. O

Definimos a fun¢ao ¢ : 2 x R — R por

0, se s <0
Y(x,s) =14 flx,s), se 0 < s < ko; (3.9)
ké_qf(x, ko)s?™t, se s > ko,

sendo que ko foi dado em (3.8).
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Observacao 3.0.2. Como f é uma funcao de Carathéodory, teremos que 1 também é

uma funcao de Carathéodory.

Observagao 3.0.3. Eziste L > 0 tal que |1 (x,s)| < L|s|7! para todo (z,s) € Q x R.

Demonstragao. De fato, por H2) temos que

f(x,u)

uglo |u|P—2u

= o(x),

para todo = € Q. Como ¢ € L*(Q), existe ¢; > 0 tal que |¢(z)| < ¢; para todo x € .
Por outro lado, tomando g9 > 0 como na observagao (3.0.1), temos que

f(z,s) V(0]

|s[P=2s |sfP=

—¢(z) < <o +o(x) < L,

0<3<k0:‘

para todo x em Q e L = gy + ¢;. Assim, se s € (0, ko], temos |¢(x,s)| < L|s|?! em €.

Caso s > kg, teremos que
[, )| = ko | f(w,ko)l|s|""" < Lhky "k |s|*™t = L|s|* ™, (3.10)

em 2. Por fim, se s < 0 temos que [¢(z,s)] = 0 < L|s|77!, para todo = € 2. Portanto,
[4(x, 8)] < L|s|?"! para todo s € R e todo z € Q. O

Observacao 3.0.4. Devido ao fato de ¥(x,s) = ((x,s), para todo (z,s) € Qg x (0, ko
temos, por (3.8), que

(. 8) > mols|P~t, para todo (z,5) € Q x (0, ko). (3.11)
Observagao 3.0.5. Como 0 < kg < min{sg, o, 1} temos, por H3), que
qV(z,u) —uwp(z,u) <0, para todo u € (0, ko] e para todo x € Q,

onde V(z,u) = [y ¥(x,s)ds
Considere Ry > R > 0 e defina ¢ : R — R por

o(t) = m(ﬂ%@t —t? — R?).

Como mencionamos, por estarmos interessados em utilizar uma abordagem variacional

para obter solugoes fracas de (3.3), consideramos o seguinte problema auxiliar:

—div(ag(|Vul?)Vu) = Mp(x,u), em Q; (3.12)
u =0, sobre 012, '
onde a func¢do ag : R — [0, 00) é dada por
a(t), set < R;
an(t) = | alp(t)), se R<t< Ry (3.13)

a(ROQ“LR), set > Ry.

Como observado por Cerda e Iturriaga [9], a fungdo ag satisfaz:
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i) ar € C'((0,00)), pois p(R) = R, p(Ro) = T, ¢'(R) =1, ¢'(Ro) = 0, ¢/ (t)t — p(t) <
0 para todo t € [R, Ro|.

a(t), set < R;
ii) az(t) =< d'(p(t))¢'(t), se R <t < Ry;
0, set > Ry.

iii) Para t > 0 temos que 2a/,(t)t + ar(t) > vo > 0, onde vy = min {v, a (%)} > 0.

iv) Definindo Go = mingeo,r,) ar(t) € Yo = maxcpo,r,) ar(t), temos que Gy < ar(t) < 7o

para todo t € [0, c0).

Além disso, note que, pela condicao H1) temos que a(t) > 0, para todo t € [0, Ry]. Desse
modo, G > 0. Observe que, dada uma fungéo v € Hy(2) temos, por (3.12), que

—div(ar(|Vu|*)Vu)v = Mp(z, u)v
em 2. Assim, integrando a equacao anterior obtemos
/Q —div(ag(|Vul*)Vu)vdr = /Q)\w(x, u)vdz,
e utilizando a Proposi¢do A.4.1 juntamente com o fato de u = 0 sobre 0f) teremos
/QaR(]Vu]Q)Vu.Vvdx - A/Qw(x,u)vda: =0, para todo v € Hy (). (3.14)
Desse modo, as solugoes fracas de (3.12) sao as fungoes u € Hy () tais que
/QaR(]VuP)Vu.VU - )\/Qw(w, u)v = 0, para todo v € Hy(£2). (3.15)

Além disso, temos que o funcional Iy : H}(2) — R associado ao problema (3.12) é dado

por
L(u) = ;/QAR(|VU|2)dx—)\/Q\I/(x,u)d:B, (3.16)

onde

AR(t):/OtaR(s)ds e W) = [ vw9)ds. (3.17)

A seguir, apresentaremos uma proposicado que nos garante que o funcional I é de

classe C'. Para provar tal resultado consultamos Costa [21], Willem [12] e Faria [13].
Proposigao 3.0.1. I, € C'(Hj(Q),R), com
(I (u), Y = /QaR(|Vu|2)Vu.Vh dr — )\/Qqﬂ(x,u)h d. (3.18)

Demonstragio. Com efeito, considere os funcionais Ty, Ty : H}(2) — R definidos por

Ty(u) o= [ W u)dr o To(u) = ;/QAR(WuP)dx,
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para toda u € H}(2). Provaremos inicialmente que Ty € C'(H}(Q),R) e, para cada
u € Hi(Q), tem-se (T} (u),h) = o ¥ (z,u)hdx, para toda h € H}(Q).

Seja u € H} () fixada. Consideremos
7(h) = Ty (u+ h) — Ty (u) — /Q bz, u)hdz, (3.19)

para toda h € H} (). Pela desigualdade de Holder ,

Ir(h)l =

1
—t\If(a:,u+th)dtd:c—/w(x,u)hdx
0 Q

_ ‘/Ol/gw(x,u—l—th)hdxdt—/Qw(x,u)hdx’
1

< /0/Q]lp(a:,u—l—th)—w(x,u)Hh]da:dt
1

< [ I00ut t0) = )l il oyt

<2*—1(pois2<qg<p<2-—1),

onde %—l—i =1. Como H}(Q) C LY (Q) el <q = sy
temos que u + th — u em L7 (Q) quando h — 0 em H{(Q). Desse modo, utilizando o
Teorema 2.3.2 temos que (-, u + th) — (-, u) em L(Q) quando h — 0 em H}(Q).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o Teorema B.1.1 obtemos

T(h T
L o T 6 ek o) — 00 syt — 0
1Py = 1l @

quando |[h|| g1 (q) — 0. Portanto, T} possui derivada & Fréchet para qualquer u € Hg(€),
sendo (T7(u), ) = [o¥(x,u)hdz, para toda h € H}(Q).

Agora, verificaremos a continuidade de T} : H}(Q) — (H}(Q))*. Sejam u,v,h €
H} (), entao pela desigualdade de Holder,

(T(u+v) =T, h) = [ We,u+v) = (e,w)hds
< R u+ ) = (0 a1l

Pelo Teorema B.1.1,

(T1(uA+v) = T{(w), h) < [|9(-,u+v) = $(-, w) | La@l1Pll ()
Assim,

177 (u+v) = T{ ()2 = sup [(Ti(u+wv) = Ti(u),h)l
heHé(Q)
Il

< sup [[U(,ut0) = (L u)| e Al
hEHé(Q)
lIpll<1

< ol u+v) =9, w)l[pae) — 0

quando v — 0 em HJ(€). Dessa forma, temos que T] é continua. Portanto, Ty €
C'(Hy (), R).
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Vamos provar que Ty € C'(H(Q),R). Sejam u,v € H}(Q). Considere a aplicagao

H:(0,1) — R
1
t — H(t) = §AR(|Vu+th|2),

entao
H'(t) = ar(|Vu + tVu[*)(Vu.Vo + t|Vo]?).
Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,t), com 6 =ct e 0 < ¢ < 1, tal que
H(t)— H(0) = H'(0)(t — 0) = H'(0)t,
e assim,
;(AR(|VU +tVul*) — Ap(|Vul?)) = ar(|Vu + ctVo|?)(Vu. Vo + ct|Vo|?).
Fazendo t — 0 obtém-se que T, possui derivada de Gateaux e

(Th(u), h) = /Q ar(|Vul?)VuVhdz.

Para finalizar, provaremos que Ty : H}(Q) — (H{(2))* é continua. Seja {u,,} uma

sequéncia em H}(Q) tal que u,, — u em H}(Q), entdo pala desigualdade de Schwartz,

{15 (um) — T5(w), b

IN

/Q l(ar(|Viim|2) Vi, — ar(|Vul?) V). Vh|dz
< ar(IVum|*) Vi — ar(|Vul*) Va2 |12l 23 -

Assim,

1T5(um) — Tyl = sup [(Ta(um) — T3(u), h)|
heHUI(Q)
[Ir][<1

< swp [[(ar(|Vun]*) V= ar(IVul?) Vul 29 2] 52 @
heHé(Q)
[IhlI<1

< ar(|Vtm ") Vim — ar(|Vul*) Vu 2@) — 0,

quando m — oo. Dessa forma, Ty ¢ continua. Portanto, To € C'(H}(Q),R). Assim,
concluimos que I, € C'(H}(2),R) com

(I (u), h) = /QaR(quP)vu.Vh dz — )\/Qw(m,u)h dz.

Observacao 3.0.6. Defina a aplicacao ® : 2 x R — R por
O(z,t) = th(z,t) — q¥(z,t). (3.20)

Entao, existe M > 0 tal que ®(x,t) > —M para todo (z,t) € Q x R.
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Demonstragio. Com efeito, se |t| < ko obtemos, pela Observagao 3.0.3, que
[z, t)] = [to(x,t) = q¥(x, )] < [t(z,t)| + q|¥(z,1)]

< 2Lk,

ou seja,
O(z,t) > —2LKL.

Por outro lado, caso |t| > ko teremos
O(x,t) = t(x,t) —q¥(x,t)
t
R f (e Ko = g [k o) sl ds = 0.
0

Assim, considerando M = 2Lk} > 0 teremos ®(z,t) > —M.

Proposicao 3.0.2. O funcional I satisfaz a condi¢io (PS)..
Demonstragio. Com efeito, sejam ¢ > 0 e {u,}, C Hy(Q) tais que

I(uy) — ¢ e I\ (u,) — 0.

(3.21)

(3.22)

Nosso foco é provar que {u,}, possui uma subsequéncia convergente, para isso vamos

iniciar provando que {u,}, é limitada. Note que, por (3.22), existem N;, Ny € N tais que

1
n> N = |L\(u,) —c| < -
q

{73 (un), v)]|
n > Ny = || (un) [ myopr = sup —p——

< 1.
veHE(Q) HUHflg(Q)

Assim, considerando N = max{N;, N>}, temos que
1 !
n>N= I,(u,) < C+6 e (L (un)s un) > —lunll 1o
Desse modo, para n > N, teremos

”unHHé(Q) +1+qc> qI}\(un) - <]§\(un)7un>:

ou seja,

(3.23)

HunHH&(Q)—{—l—l—qCE/ﬂ[gAR(|Vun|2)_aR(|Vun|2)|Vun]2] da:—i—)\/gq)(x,un)dx, (3.24)

onde ¢ esta definida na Observagao 3.0.6.

Agora, para n > N, consideremos os conjuntos

1. Dy ={z € Q;|Vu,|* > Ro},



2. D2 = {I’ € Q, ‘V’LLnP S RQ},
3. 1 = Jp, [44r(Vunl?) = ar(|Vun[*)|Vu,[?] dz e

4. Sy = fp, [2AR(IVun[?) — ar(|Vu, )|V, [?] da.
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Entao,
_q ‘VunP , )
Si= [ ar(s)ds = an([Vua | Vun | da
= a [ g [Vl (R + Ro) 2
B /Dl _2 /O aR(S)dS + 2 Ro aR(S)dS — 2 |vun‘ dx
[ R |V |?
- / g/ “ar(s)ds + 4 . <R+RO> Js <R+Ro> vut] dz
D1 2 0 2 RO 2
_ q [T q (R—i—Ro) 2 _ (R—I—RO) )
o, 2/0 ar(s)ds + 2" 2 (’vun| RO) a 2 [V, || dx
. 2 R
_ 1 Q<R+Ro>/ |Vun|2dx+g / OGR(S)ds—Roa (R+RO) .
2 2 D 2 Jp, |Jo 5
q— 2 R+ RO 2 q— 2 R+ RO ,
2 a( 5 > ||un||H5(Q) T a( 5 >/L>2 |V, |"dx
q B R+ Ry
+2 /171 [/0 ar(s)ds — Roa ( 5 )] dz.
Assim,

q—2 R+R0 2 q—2 R"—Ro 2
- a< - >||un||H5(Q) - s+ a< s >/D2|Vun|dx

R,
_g / OaR(S)dS—Roa <R+RO> dx.
2 Jp, |Jo 2

Dessa forma, como

51+52:/Q B’Amvuny?)—aR(|vun\2)yvun\2 dz

e utilizando (3.24) obtemos que

q—2 (R+R
5 a( 5 O)H”n”?{&(ﬂ) < ”UnHHé(Q)+1+QC—)\/Q(I)(.CE,U%)CZZE—SQ
-2 /R+R
+q2 a( —; 0)/D2|Vun|2dx
= R+ R
_g D [/0 OaR(S)dS—ROCL( —; O)] dr,
1
ou seja,
q—2 (R+R
5 a< . 0)||Un||12L13(Q)_||un||H5(Q) < 1+qc—)\/Q<I>(x,un)d:)3—52

-2
L4 a<R+Ro>/ Vu, [Pda
2 2 Do

q Ro R—|—Ro
L/ Ua aR(s)ds—R0a< .

)] dz.
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Como
q [Vun|?
5 = [ an(Vua) Va2 [T an(s)ds| da
Do 2 Jo
[Vun|?
< / ’YOIVUH‘Q_LGO ds| dx < (’YO_QGO> Rodx
Do 2 0 2 Do
< o0,
e
R
/ /0 (s)dsdr <~ [ Ry (3.25)
Dy 2 Di

temos, utilizando a Observacao 3.0.6 e as desigualdades acima, que

q— 2 R+ R() qGO
9 a( ) [unllf @) = llunllmp@) < 1+ge+ )\/QMdSC + (’Yo - ) . Rodx

2 2
—2
+4 a<R+RO)/ |V, |*dx
2 2 Dy
- [qGYORO R()CL (R+RO):| dx.
DL 2 2
Portanto,
( 2 a( 2 ) [l g0 — 1) [unllz1) < D (3.26)
onde
-2
D = 1+qc+)\/de+<% G) R0d$+q2 a(RzR()) Rgdx
D,

G
_ {QORO Roa (
Dy L 2

(q—Q <R+R0
2

Assim, se

=)
) lnllgor = 1) <1,

= 4
entao ||un||Hé(Q) S W. Caso

qg—2 (R+ R
< 5 a( 5 0)||Un||Hg(Q)—1)>1>

teremos, utilizando a desigualdade (3.26), que [un|[g1() < D. Assim, concluimos que

{un}, é limitada.

Para finalizar, provaremos que {u,}, possui uma subsequéncia convergente. Como
{un}n ¢ limitada, existem uma subsequéncia {u,, } e u € H}(Q) tais que u,, converge
fracamente para u (Ver [19], Teorema 3.18, p. 69). Assim, pelo Teorema B.1.2, Hj(Q2) C
L9(Q) , com %—{—% =1 (vistoque2 <qg<2tel <qg = q%l < 2* ) e, desse modo,
Uy, — uem L7 (Q). Assim, pelo Teorema 2.3.2 tem-se ) (x, u,, —u) — 0 em L9(£2),
quando ny — oco. Além disso, temos (ver [19], Proposicao 3.5, p. 58) que

(I3 (uny) = I\(w), tny, — 1) — 0,
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quando n; — oco. Por outro lado, pela desigualdade de Holder,

(B, =)t =) = [ ar(|V(utn, = 0)[2) V(=)
—)\/Qiﬂ(x,unk — ) (Up, —u)dx
Go/Q 'V (ty,,, — u)|*dx — )\/Qw(ac,unk — u)(Up, — u)dx

> Gollun, — ullae) = MYC i, — Wlza@ ltm, — ull Lo ).

v

V

Dessa forma,

1
Hunk - uH%{é(Q) < Gio ((I;\(unk - u)vunk - u> + /\Hw( 3 Uny, — u)HLq(Q)Hunk - U’HLQ'(Q)) :

Portanto, |[un, — ul|gi@ — 0, quando ny — co. Desse modo, I satisfaz a condicao
(PS).. O

3.1 GEOMETRIA PASSO DA MONTANHA

Nesta secdo, estamos interessados em verificar que o funcional Ty : Hj(Q2) — R,
definido em (3.16), satisfaz a geometria do passo da montanha. Para isso, definiremos
dois funcionais auxiliares. Considerando Gy = minse(o gy ar(t) € Y0 = maxe(o,ry) ar(t),

definimos

_ GO 2
= 7/9[Vu] dx — )\/Qllf(az,u)dx (3.27)

_ 200 —
u) = 5 /Q|Vu| dx /\/Q\If(:p,u)dx. (3.28)

Como observado por Cerda e Iturriaga [9], uma das relagdes que podemos estabelecer

entre os funcionais definidos em (3.16), (3.27) e (3.28) é que

Com efeito, pelas defini¢oes de G e vy temos que

1 |Vul|?
Ji(u) = GO/ |Vu|2dx—/\/ U(z,u)dr = 5// ngsdx—)\/ U(z,u)dz
|VU\2
2// dsdx—)\/ (x,u)dx = - /AR\Vu\ d:v—)\/ (x,u)dz

IN

1 |Vul|?
Jo(u) = E/ |Vu|2dx—)\/\11(x,u)dx:f//0 yodsdx—)\/ﬂ\ll(x,u)d:r
T (s dsda — A dr =+ [ Ap(Vu*)dz — X [ W(z,u)d
2// 5;1:—/ z,u)d _5/9 r(] u\):v—/g(x,u)x

Y]
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Desse modo temos que a equagao (3.29) é valida.

A seguir, apresentaremos dois lemas que nos darao suporte para garantir que I
realmente possui a geometria do passo da montanha. Para prosseguirmos, gostariamos de
ressaltar que a norma adotada no espago Hj(f2), que denotaremos por | ul| Hi@)» € dada

por 1
lallme = IVall oy = ( [ [Vulde)”, para todowe HY(®).  (3.30)
Lema 3.1.1. Suponha H2) € valido, entdo existem py > 0 e 5y > 0 tais que
Ix(u) > By,

para todo u € Xy := {u € Hy(Q); [lull g1 o) = pr}-

Demonstragio. Seja u € Hj (), entao pela Observacio 3.0.3 e utilizando o Teorema B.1.1,

obtemos que

Ji(u) = / |Vul dx—)\/ (x,u)d ||V ||L2 )\/Q/OU@Z)(x,s)dsdx

AL
-1 _ 2

> 7\|vu\|L2(m—AL/Q/O 5|7 dsdx_juwupﬂ =7 Julede

Gy AL Go L\C
- j\lvu\\%m)—*\!ullh(mZgl\vu!\%a - [Vl

q

Go

= (5 - 2 gy ) bl

1 2

: : _ (_aGo \ (@a-2) _ G qGo \a—2
Assim, considerando p, = (4,\Lc> e fr= (4,\Lc> teremos, para cada u € X,

que

2w 2 (- 2 ) e = (G - 220 (10 (QGO)M
u) = 5 7 “Hlﬂ) Uiage) = (5 g \4\LC ANLC

_ G0<qG0)q_5
~ 4 \u\LC -

Por fim, pela desigualdade (3.29), chegamos ao seguinte resultado

In(u) > Ji(u) > Ba.

Lema 3.1.2. Assuma (H2), entdo existe ug € HJ () tal que

[woll 2 ) > pr € Ix(uo) < 0.

Demonstragao. Seja v € C°(€) uma funcdo nao-negativa tal que ||v|| g1 (o, = 1. Entéo,
segue da definigao de 1 e da desigualdade (3.11) que ¥ (x,&v) > 0, para todo & > 0. Além
disso, considerando v : {2 — R definida por

- v, sex € (),
v =
0, sex & Qo,
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os conjuntos Ey = {x € Qp;&v > ko} e Fy = {x € Qp; &v < ko}, obtemos

To(€7) = 70/ Vel dx—)\/ (z, €0)d
= %5/ ]Vv|2dx—/\/ U(x, v)d

_ voé‘ ACSTA I )\/ (z,€0)de — X [ W(z,c0)de

E>
2
- %]25 +G1+G2,

onde Gy = — A [, ¥(x,&v)dx, Gy = =\ [, ¥(x,{v)dz. Utilizando novamente a desigual-
dade (3.11) e pela defini¢do de v teremos:

. )\mokg_q 4,.q .
i) G; < - [, §9vidx. Com efeito, note que

Glz—)\/ (x,&v)d

&v
= —A/ / (x,s)dsdx — )\/ / (zx, s)dsdz,
Eq ko

assim, escrevendo Q1 = —A\ [, foko U(x,s)dsdx, Qy = —A [g, f,fg’w(x, s)dsdz temos,
por (3.11), que

kolP
- —)\/ / (x,s)dsdx < )\mo/ / |s|P~tdsdx = —Am 0/ Kol dx
E1 Er p

e, por (3.0.4), obtemos

Ev &v
Q, = —/\/ / kU (2, ko) |s|7 dsd < —moAké’_q/ / (5|9 dsdzx
Eq Jko Eq Jko
p—q p—q
S R e e L
q By p By
p—q p
— _m gqqux‘f'Am() ’k(]’ de
p En E, P
Dessa maneira,
p—q
Gi=Q1+Q: < _Amoky §hvldz.
b £
ii) Gy < )\mo = [, [v|Pdz. De fato,
Gy = =\ V(z,&v)dr = —)\/ / (z,s)dsdx
E>

< —)\mo// |s]p’1dsd:c:—)\mo—/ |v|Pdz.
By Jo p JE,
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Dessa forma, por i) e ii) obtemos que

2 2 A kp—q D
Jo(€0) = @ +G+G, < 708 _ Aok Elde — )\mog/ lv|Pdx
2 2 [ B D JE>
2 pP—q k,p—q A kp—q
= 708 — Aok Eildr — 7)\7710 0 ENldx + Ao%o ENldx
2 D Er P Ey p B
P
—/\moé lv|Pdx
P JE>
’}/052 )\mokg_qfq q /\mok’g_q fp
- — |40y + ———— qqu:c—)\m—/ v|Pdx
- 2 g+ o [ s [ 1o
&> Amoky €1 LS
< 5 " [0l Za(00) — Ao | = — § / lv|Pdx.
p p q E>
Logo,
~ o 3 kp—q éﬁp—q kp—q
niet) <€ | = dmer (ot + (S0 <52 [ opa) | e
2
-2 p—q P—q
Escolhendo &, > 0 de modo que & > <2Amov7q;i%)kg_q> e (Op — kOq) >0, e

considerando ug = &0, teremos que Jo(ug) < 0. De fato, pela desigualdade (3.31),

ol e (B SR T
T < e L R e I AL

q
5 o2 (0" K * p
&0 | —Amoéo - lv|Pdx
p q By

IN

< 0.

Assim, utilizando a desigualdade (3.29), temos que I)(ug) < Ja(up) < 0.

Para finalizar, provaremos que ||ug|| Hi@) > Pa- Observe que, utilizando o fato de
1

—
Yo > Go, & > (2/\ o quop kpq> e o Teorema B.1.1, temos
Mol La(aq) "o
=
Gop .
lwollmiy = Sollvllm @y = & = =
o o) 22mo[[0]F (e kb

Gop o (Gop) 1 -’
2)\77100]{387(1 20C' mol{?giq '

Por outro lado, pela Observagao 3.0.3 e a desigualdade (3.11), temos

1 1
Pt <p(a ko) < LET' —= = < ————
mo 0 = w( 0) — 0 L — mokg—q

Assim, concluimos que

Gop 1 qi2 Gop qi2 Goq qu
o) > == ) (= > — 0. .
oo = [(mc) (Lﬂ ~ Lb\CL] = [4>\CL] P, (3:32)




47

Dada u € H}(f2), definimos as fungdes

vt = max{u,0} e v~ := max{0, —u}, (3.33)

denominadas as partes positiva e negativa de u, respectivamente. Assim, teremos que

u=u" —u~ e obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. O problema auxiliar (3.12) possui uma solug¢do ndao negativa.

Demonstragio. Pelos Lemas 3.1.1 e 3.1.2, existe uy € Hy(2) de modo que

inf ]/\( ) = inf ]/\( ) > ﬁ)\ Z 0 Z I)\(U()), (334)

”U”Hé<g):pz\ ueXy
onde [[uol| g1 () > pa. Além disso, 1,(0) = 0. Desse modo, teremos que

inf  I)(u) > max{I(ug), 1»(0)}. (3.35)

u 1 =P
Il ”HO(Q) P

Portanto, I, satisfaz a geometria do passo da montanha. Dessa forma, pelo Teorema 2.2.3,

temos que
cx = inf sup I(y(t)) (3.36)
€L ¢ef0,1]
é um valor critico de I, e
C Z inf [)\(U> 2 ﬁ)\, (337)

T ——
|| HHO(Q) P

ou seja, existe uy € Hy(Q) tal que I)(uy) = ¢y e I§(uy) = 0. Assim, uy é uma solugio

fraca do problema auxiliar (3.12).

Agora, considere u, como uma funcao teste em (3.12). Entao,

/ﬂ—dz’v(aR(|VuA|2)Vu,\)u;d:r = )\/Q@D(Lu)\)u;dx

= A Uz, up)uyde + A U(z, ur)uy dx

{zeQu\>0} {zeQun<0}

= ()7
ou seja,

0 = —div(ar(|Vuy|*) Vuy)uy dr = / ar(|Vuy*) VuyVuy dz

I
b\:)

ar(| V) Vs [Pda > Go | V5 [Pda = Gollus [ e

Logo, temos Hu;HHé(Q) = 0, e consequentemente, u, = 0. Portanto, uy = uy, —u, =uy >
0. ]
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Observacao 3.1.1. Como observado por Cerda e Iturriaga [9], ao considerar a fungao

2 +a
r(t) 2%532 Amok &G 101|700y — s (3.38)
temos que
J2(v(1)) < r(to), (3.39)
o - F12 p—q LP—a
onde € C(0), com ollaginy =1 60> (gt ) om (57~ 5) >0
2—q 11%2
_ _ Y&, P . .
v(t) = t&ov e tg = (,\mokgqqllvﬂqmmo)) . Além disso,
%
70 YoP =2
ax [ < max J. <r(ty) = — Aa=2, 3.40
g OO < ) <) = et Y

Para verificar a desigualdade (8.89), basta aplicar o teste da sequnda derivada para garantir
que r(t) possui um mdzimo e, em sequida, igualar r'(t) a zero para garantir que r(t) assume
seu mdximo em ty. Enquanto que, para provar a desigualdade (3.40), basta utilizar a
desigualdades (3.29) e (3.39). Portanto,

cx = inf sup I(v(t)) < r(to). (3.41)

ver te[() 1)

3.2 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Nesta secao, enunciaremos e provaremos o teorema central deste capitulo, que nos
garante a existéncia de solugao nao trivial do problema (3.3). Para isso, apresentaremos
um lema que nos fornece uma estimativa das fungoes u € Hy(2) que sao solugoes de um

dado problema.

Lema 3.2.1. Sejam A = A(n) um campo vetorial de classe C* em R™, e f = f(x,s) uma

fungdo de Carathéodory limitada em Q2 x R. Seja u € H(Q2) uma solugio de
/Q (A(Va)).Vo + f(z,u)v)dz = 0 (3.42)

para todo v € H}(Q). Suponha que existem dois nimeros reais 0 < v < k tais que

) 04, DA,
el < S v ¢ |5 o)

<k, (3.43)

para todo i,j = 1,....,n e todo & = (&1,...,&,) € R™. Entdo, u € W?"(Q) N CH*(Q), para
todo a € (0,1) e todo r € (1,00). Além disso,

[ull cra@ < Ok Q[ f (5 w) || 2o e)-

Demonstragio. Ver [22], Teorema 2.1, p. 244 ou [9], Lema 2.2, p. 5 O
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Observacgao 3.2.1. Defina a aplicacao G : R* — R™ por

G(n) = ar(In*)n. (3.44)

Entao, como observado por Cerda e Iturriaga (2019), considerando G = (Gy, ..., G,) temos

que:,

i) G € de classe C', pois ag ¢ de classe C*;

1, set=y
0, sei#j;

= 2a55(|n[*)nim; + ar(Inf*)di;, onde 6;j = {

iii) Dado £ = (&1, ...,&,) € R, se ag < 0 entao

0G; ,
% o6 2 Qaly ()l + an(n)l:

Demonstragio. De fato, o item i) é vdlido por ag ser de classe C'. Agora provaremos
ii). Como G(n) = ar(|n|*)n = (ar(n|*)n1, ..., ar(|n*)n.), obtemos, utilizando a regra da
cadeia e identificando G; = ag(|n|*)n; (para i =1,...,n), que

0G;
on;

= 2a(|In|*)n;n: + ar(In]*)d;

Assim, o item ii) estd provado. Para finalizar, provaremos iii). Dado & = (&1, ...,&,) € R™,

consideremos &' o vetor transposto de £. Entao,

o6, e
g@@ = 2y ()€ mn) )€ + ar(nf) €L

= 2dp(In[*)€.(n(€n)) + ar(Inl*)I€[*
= 2ai(In*)(€n)* + ar(nl*)IE]*.

Assim, como a < 0 (pois ap é nao crescente) temos, utilizando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e H1), que

0G; ,
g&@ > 2 (eI + ar(inP)lel?

= 2ax(In1*)nl> + ar(nl*))l€?
> ol

]

Lema 3.2.2. Seja u € W,*(Q) wma solugio do problema (3.12), entio existe uma
constante positiva C; = C1(£2, q) tal que

2* 2

lull @) < CLOALG )™ |lul 75 (3.45)

L2 (Q)"
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Demonstragio. Seja u uma solu¢do do problema (3.12) dada pelo Teorema 3.1.1. Con-
sideremos a fungao teste dada por v = sgn(u)|u|***! = u**u na equagao (3.12). Entao,

tomando Gy = mingejo,r,) ar(t) temos que

(22 + 1 z+1 o (2’2 + 1) z+1 z+1
T T G0/|V Wdr = (Z+1)2GO/QV(U+)V( )
_ (22+1) 2, 22

_ (22+1)/QGO|VU|2|U|22(133

< (@241 [ an([Vul)|Vallulde

_ (22«+1)/QaR(|vu|2)(vu.vu)|u|2de
= [ (@r(IVu/*)Vu) .V (ufuf*)d

_ /Q—div(aR(|Vu|2)Vu).u|u|2Zd:U

Assim, utilizando o fato de u ser solucao de (3.12) e a Observagao 3.0.3, teremos que

2
((Zﬂ /|V (w*™)|Pdr < /Q)\zﬂ(x,u)sgn(u)|u|2z+lda:

< /\L/ |u|** T dz.
Q

Logo,
2z 4 1)
Ezjl / IV (u*)|Pdr < )\L/ |u|?*Tdx. (3.46)
z
Por outro lado, considerando m = ﬁ em' = 227 temos que

1 1 2 —qg+4+2 qg—2
— 4+ —= =1.
m’+m 2% + 2%

Assim, pela desigualdade de Holder (ver Teorema A.1.1), obtém-se que:

/|u|2z+qu _ /|u’2z+2—2+qu:/ 2D ] 12
Q Q

< D o g e

1

1 1
_ (/ ’u|2(z+1)m’dx)m (/ \u|(q2)mdx) m
Q Q

2(241)2* 7ot 2

= </ |u| 2=+ da:) ’ ( Q*da:) ’
Q

2(z+1)2* _*+2 2l 2
_ </ lu 257%2 > T 3(a41) < dx)

(z+1)
= ul® zz<z+1>2* H HLz*

2% —q+2

Dessa maneira,

JyluPerode < el ullfey (3.47)
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Além disso, pelo Teorema B.1.1, existe uma constate C' = C(p, 2%, n,2) tal que

(n—2)

04 ) < CIV @ ey = ([ 1l Vo) ™ <€ [ [V t)Pda. (345)

Utilizando as desigualdades (3.46), (3.47) e (3.48) teremos

2z 1 2n(z+1) P
st = ([ 1*5a) T <o [ 9P
POLE LD [ upetage < XHE L o
(22 +1)Go = (22+1)Gy ng(zf;”* L@y

Desse modo,

ACL(z+1)*]|2GD (a—2)
[ull g2+ 40 () < l(2z+1)Go HUHLW lull 7o) (3.49)
Agora, para cada j € N, defina z; = (2*_2“2)] — 1. Entao,
2(z; +1)2*
— = 2%(z;_ 1 3.50
S =2 (5 + ) (3.50)
e
ALC(z; +1)2] 750 a2,
||U||L2*(zj-+1)(9) S m || |L2* ||U||L2 (2 1+1)(Q) (351)

n )\LC(Z] + 1)2 72(2;_,_1) Jr(q 2) Z] L5 +1
< - < 2* . . 2

7=1

De fato, para provar a equacao (3.50) basta observar que

2(z;+1)2 2 (2*—q+2>j2*
2 —q+2 22— qg+2 2
2 2" — g+ 2\t 2 —qg+2 2 —qg+2
- =) 7))
2* —q+2 2 2 2
= 2*(2’]',1 + 1)

Quanto a prova de (3.51) e (3.52) basta utilizar a desigualdade (3.49) e a equacao (3.50).

Observemos que:
1) llmn_)oo szl C J - 02 2% —q 5 pOlS

n 1 oo 1
lim H CQ(Z +1) — lim CZ]:I 2(z;+D) CZ]’:I 2(z;+1)
n—»o0 j

n—aoo

(G-1) 0o J
_ CZ] 1(22—]T2ﬂ = C’% j:l(ﬁ)J
— o:(F5).



52

2) lim, o [Tj— ( )2<Z S ()\LGgl)ﬁ a prova dessa igualdade ¢ andloga a feita no

item 1).

1 1 1
) 115 [§225] 7 < o Comefito,como T2, [(535] ™ < 11 16+ 1),

@—{—12(%) = (7, para 1= T2 o

a _ o
ﬁ(ﬁ])ﬁ% = ﬁ eln(ﬁj)ﬁﬂ _ lo—O[ eéln(ﬁ) _ elnﬁzj:oﬁ_
j=1 j=1

j=1
Considere b; = (g)j, entao
|
lim]b—hmﬁ — < 1.
j—o0 j—ro0 ﬂ B

J -
Assim, a série 3372, il é convergente, ou seja, existe m > 0 tal que 3°7%; BJ =m.

Portanto,

1
o7 | (2 + 1?7550
R C—— < .
11 [(2zj 1) >0

Agora, considerando

. n (2 4 1)2] %0
C, = 02(2*2—4) li (237
! ninoo]l:[ (22 + 1)

e fazendo n — oo em (3.52) obtemos que

1
n 1 ) 2\ 20z, +1) 149 22
. 1\ 2 +D (ZJ + 1) J j=1z; +1

lull @) < nh;nmjr:[l(meo )7 ((%H) ull 2+

2% 2

= C(ALGy? )2*—q HuH;Z‘I (-
]
Agora, apresentaremos o principal resultado desta secao, que é exposto e demons-

trado em Cerda e Iturriaga [9].

Teorema 3.2.1. Suponha que H1), H2), H3) sao satisfeitas. Entdo, o problema (3.3)

possui pelo menos uma solugdo nao trivial desde que o parametro X > 0 seja suficientemente

grande.

Demonstragio. Seja uy a solu¢ao do problema (3.12) dada no Teorema 3.1.1. Entao, pela

Observagao 3.1.1 e a desigualdade (3.37), temos que

0 < By < cn < r(ty),
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sendo 3y e r(ty) dados no Lema 3.1.1 e em (3.40), respectivamente. Ou seja,

CINTE < ey < cphi 2, (3.53)

C_Go(qGo>”eC _ YoP w
1= — 2= 5 - '
4 \4LC 2 \ mok§ *gllvll Fagq)

Observe que, integrando por partes obtemos

onde

|Vuy|?

/O Y ()t = an(|Tus ) T2 — /O ar(t)dt. (3.54)
Além disso, como uy é solucao do problema auxiliar (3.12), temos que
/Q)\w(:v,u,\)dx = /Q—div(aR(|VuA\2)Vu,\)u,\
- /QaR(|Vu,\\2)]VuA]2dx.

Assim, considerando D = {x € Q;uy > ko}, E = {2 € ;0 < uy < ko} e utilizando a
equagao (3.54) obtemos

e = L(uy) = ;/QAR(|Vu)\‘2)dx—)\/Q\I/(:c,u/\)dx
— ;/QAR(|VU>\|2)CZ:U— 2/9[q\11(:r,u>\) —p(z, uy)uy + Y(x, up)uy|de

N 21q/ﬂ[qAR(|vuA|2) — 20\ (2, up)up|dzr — 2,/(2[61\1](1', uy) — Y(z, uy)uy]de

[Vuyl?

— 21(]/9 [q (/OV aR(t)dt) — 2aR(|Vu/\|2)|Vu/\|2dx] — g/gl[q\ll(x,u)\) — (z, uy)uy]dz
) 2 2 1 vl
= 2% /QGR(|VU,\| N Vuy|*dz — 5/9/0 tap(t)dtdx

_2 /E[qF(x,uA) — f(x, u\)uy]de — ()]\/D[q‘l](x’u)‘) — Yz, up)un]dz

- [Vuy[?

= 0D [ anvupwta - ) [ [ o

—2/E[QF($,U>\) — f(z,uy)uy]de

_2 /D[ké*qsgn(m)f(x, sng(ux)ko)ul — ko~ “sgn(uy) f (z, sgn(uy)ko)ud]dz.

Desse modo, por H3), obtemos que

(q 2)/ 9 9 1 / /|Vux2 .
> V V dr — = tan(t)dtd
C\ = q QaR(| U>\| )| U)\| X 9 0 Jo R() X

(q—2)
2q

-2
(q )GO/ |VU)\|2d$
2q Q

(q - 2)G0
= S sl

>

/QaR(]VuA|2)|Vu,\]2da:

v
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Logo,

2q
TN | P p—— 3.55
luallig < 37 —g6 (3.55)

Dessa forma, teremos que

HUAH%@(Q) = O(cy) quando A — oo.

Agora, note que, pelo Lema 3.2.2 e utilizando as desigualdades (3.55), (3.53) e

Teorema B.1.1, temos

1\ 775 &=
lurlem@) < € (ALGG")™ " lluallfy e
2% _2
iy we 2 \ET
< C(ALGFY)? q(C)
( 0 ) M —2)Go
< o\,
onde
(2 \F
Cy = C(LG; Y7 (q) .
2 ( 0 ) (q—2)Go
Ou seja,

|ual| oo () = O()\q%) quando A — oo.
Além disso, pela Observacao 3.0.3 temos que |1 (z,uy)| < L|uy|9™. Desse modo,
Pl = Alliem < ALus|9g,
< AL(Cpni)" = Lo A,
isto é, M € L>(Q) (e assim, A\ é limitada) e
A L0y = O(AT2) quando A —» co. (3.56)
Além disso, como uy ¢ solucao de (3.12) temos
—div(ap(|[Vur ) Vuy) = Mp(z,uy) = 0
em € e utilizando a aplicagdo G : R — R" dada na equacao (3.44), temos
[ (@(Fu0). 90 = 2ol o) de = [ (=div(G(Vur)) = Mb(a, uy))vds

- /Q (—div(ag(|Vux ) Vur) — Mp(x, uy))vdz.
~ 0

Assim, pelo Lema 3.2.1 temos que uy € C1*(Q) e

HUAHCLO‘(Q) < O("}/,k,Q, H)‘w(vu)\)HLOO(Q))
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Desse modo, por (3.56), obtemos que
;1
[ullcre@ = O(A777) quando A — oo.
Portanto, existe Ay > 0 tal que
A> X = [luallco) < Ko e [Vurllcog) < R.
Dessa maneira, obtemos que

0 = <I§\(UA)7U>
- /Q[CLR(|VU>\|2)VU/\-VU = A(, uy)vlde
- /Q[a(|VUA|2)VUA'VU = Af (@, ux)v]dz

= /Q[—div(aﬂVu)\F)Vu,\) — M (z,uy)]vde,

para toda v € H}(Q). Ou seja, uy é solucao fraca do problema (3.3), finalizando assim a

prova desse teorema. O

Observagao 3.2.2. A solugio do problema (3.3) dada pelo Teorema 3.2.1 é nao negativa,

pois € obtida através do Teorema 3.1.1.
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4 PROBLEMA DE VALOR DE FRONTEIRA A PARTIR DA VARIEDADE
DE NEHARI

Neste capitulo, abordaremos um problema de equacoes quase lineares, mais especi-
ficamente, o problema que trabalharemos aqui (utilizando como base o artigo de Lorca e

Ubilla [8]) é dado por

{ —div(a(|Vu|)Vu) = Af(u), em Q, (4.1)

u =0, sobre 0f2,

sendo 2 um dominio limitado em R™ de modo que 992 € C%', X > 0 é um pardmetro
suficientemente grande e as fungoes continuas a : [0, +00) — [0, +00) e f : R — [0, +00)

sao tais que, para R > 0 fixado, tem-se:

F1) Existem C >0el < g < Z—fg de modo que

u! < f(u) < Cu?, para todo u € [0, R]. (4.2)

F2) Existe o > 2 tal que

oF(u) <wuf(u), para todo u € [0, R], (4.3)

sendo F(u) := [y f(s)ds.

F3) A funcao % ¢ crescente no intervalo [0, R].

F4) A fungao a é nao crescente, a(0) = 1, a(t) > a(R) > 0, para todo t € [0, R] e
a € CH([0, R}; (0,00)).

Para abordar o problema (4.1), utilizaremos uma abordagem variacional sobre
um problema auxiliar gerado ao introduzir fung¢oes truncamento, denotadas por g e ag,
no problema original, e como principal ferramenta a variedade de Nehari, denotada por
N. Mais especificamente, verificaremos a existéncia de solugoes fracas do problema (4.1)
estudando como o funcional .Jy age sobre a variedade de Nehari e sobre um determinado
subconjunto S(A) de NNW?2"1(Q) (que definiremos na préxima secio), pois como veremos
no decorrer deste capitulo: o subconjunto S(A) possui a propriedade de ser invariante sobre
um determinado operador T’ ou alguma de suas iteracdes; S(\) é limitado em W2"+1(Q),
nos possibilitando provar que o funcional Jy|g(\) atinge seu infimo em alguma funcao

u € S(A\) que, posteriormente, provaremos ser uma solu¢ado do problema original.

Com relagao as condigbes expostas acima, ressaltamos que: a condigdo F1) é
necessaria para garantir que o conjunto S(A) é nao vazio e que o operador 7' mencionado
acima estard bem definido; para cada u € H}(2) ndo negativa, as condigoes F1), F2), F3)

e F4) garantem a existéncia de um tnico o > 0 que é o méximo da fungao t € (0, 00) —
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Jx(tu), sendo Jy o funcional associado ao problema auxiliar, e tal que au pertence a
variedade de Nehari; as condigoes F1) e F4) sao utilizadas para mostrar que o funcional
Ji|s(x) atinge seu infimo em alguma fungao u € S(\); e as condicoes F1) juntamente com
a F2) sdo necesséarias para garantir que o infimo do funcional J, sobre a variedade de

Nehari satifaz
atl | =2

inf Jx(u) = Cag(R)—T A1, (4.4)

Além dos motivos para considerarmos as hip6teses F1), F2), F3) e F4) apresen-

tadas anteriormente, destacamos que devido ao fato das condig¢oes de crescimento serem
consideradas apenas em uma vizinhancga da origem, necessitamos introduzir um problema

auxiliar. Para isso, definimos as fun¢oes truncamento ar e g por

anlt) = { alt), se0<t<R, (45)
a(R), set> R,
e
0, set <0,
g(t) =19 f(t), se0<t<R, (4.6)
%tq, set> R,
e as aplicamos no problema original, gerando o seguinte problema auxiliar:
{ —div(ag(|Vu|)Vu) = Ag(u), sobre €2, (4.7)
u =0, sobre 0f).

Assim, as solugdes fracas do problema (4.7) sdo as fungoes u € H} () que satisfazem
/ ar(|Vu|)Vu.Vo — )\/ g(u)v = 0, para todo v € Hy(Q), (4.8)
Q Q

e, portanto, o funcional Jy : Hj(£2) — R associado ao problema (4.7) é dado por

Ta(u) = ;/QAR(\VuF)d:c - [ Gz, (4.9)
onde

An(t) = /OtaR(\/E)ds e Gl = ["gls)ds (4.10)

A seguir, apresentaremos alguns casos particulares do problema (4.1) e algumas

observagoes sobre o funcional Jy e as fungoes ag e g.

Exemplo 4.0.1. Sejam 2 < ¢ <2* —1, a(t) =1, para todo t > 0, f(s) = s+ h(s), para
todo s € R, e h : R — R wma fun¢ao continua tal que

tim ) g (4.11)

u—-0

e satisfaz as condigoes F2) e F3). Entao, um caso particular do problema (4.1) é dado por

“Au = Mud 0
u=ANu?~+ h(u)), em S, (4.12)
u =0, sobre 052,

Além disso, temos que um exemplo da fungao h é dado por h(u) =u", para r > q.
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Exemplo 4.0.2. Um caso particular do problema (4.1), que envolve o operador de

curvatura média, ¢ dado por

—div <V“> = AulTtu, em 9,

NETE (4.13)
u =0, sobre 0S),
para o qual consideramos 2 < q < 2* —1:= 22 q(t) = ﬁ e f(s)=|s|"" s em (4.1),
para todot >0 e s € R.
Observagao 4.0.1. J, € C*(H}(Q),R), com
(JL(u), b = /QaR(|Vu|)Vu.Vhda:—)\/Qg(u)hd:c.
A prova desse fato € feita de forma similar a da Proposi¢ao 3.0.1.
Observagao 4.0.2. A partir das condicoes F1), F2), F3) e Fj) temos que:
M1) Ezistem C>0el<q< Z—fg de modo que
u! < g(u) < Cul, para todo u € [0, 00). (4.14)
M2) Existe 0 > 2 tal que
oG (u) < ug(u), para todo u € R, (4.15)

M3) A fungao @ é crescente em [0, 00).

M4) A fungio ar € ndo crescente, ar(0) =1, ar(t) > ar(R) > 0, para todo t € [0,00) e
ar < Cl([oa OO); (07 OO));

Como mencionamos anteriormente, a principal ferramenta utilizada para verificar a
existéncia de solugdes fracas do problema (4.1) serd a variedade de Nehari, que é definida
por

N :={u e Hj(Q);u #0,{J5(u),u) = 0}, (4.16)

onde

(Jy(u),u) := /Q(CLR(|VU|)|VU|2 — Ag(u)u)dx. (4.17)

4.1 ESTIMATIVAS DAS H} - NORMA E W?2n+l - NORMA

Nesta segdo, apresentaremos estimativas da H} - norma e W"*! - norma de
algumas fungoes uy € C°(2) N N. A seguir, apresentaremos um lema que nos auxiliard

na demonstragao do principal resultado desta secao.
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Lema 4.1.1. Suponha que M1), M2), M3) e M) sio vdlidas. Entdo, para qualquer
u € HY}(Q) — {0} tal que uw > 0, existe uma inica constante oy = ag(u) > 0 tal que
agu € N. Além disso, para o > 0, o mdzimo da aplicagio H(a) = Jy(au) € atingido em

Q.

Demonstragio. Seja u € H(Q2) — {0}, com u > 0, fixada. Consideremos a fungao
H :[0,400) — R definida por H(a) = Jy(au). Entdo, temos que

H'(a) =0 <= au € N, (4.18)
pois
(J\(aw), au) = /Q[CLR(IV(&U)!)\Voﬂt!2 — Ag(au)au]dz
- o { /Q lan(|V (au))V (au). Vu — Ag(au)u]dz

= a(/y(au),u)
= aH'(«a).

Além disso, se H'(a)) = 0 teremos que

[ antalvul) Vupds = x [ 9<Zu)

(4.19)

Assim, utilizando M3) concluimos que % é crescente, e assim teremos que a funcgao

Jla) == A fQ o 9@y é crescente em a. Por outro lado, utilizando M1) e M2) temos que:
i) H(0) =0, pois H(0) = J,(0) = 0.

ii) H(a) > 0, para a > 0 pequeno.
De fato, sejam a > 0 . Entao, por M1) e M2) temos

H(a) = Jy(au)= /AR |V (au)|? da:—A/Gozu

> 1/ Ar(|V (o) [*)dx — ?/ng(au)dx

ACdt!
> /AR |V Ndr — a /uq+1dm
o Q
|V (au) MOt
= 3 / / Va)dsdr — = ul§i
)\C’a
> || [Fasses
a(R)a? )\C’a
= 5 HuH?{é(Q)_ Ju HU’HLqH(Q)
Pela desigualdade de Poncaré,
a(R)a? AC it
H(a) > = llulliye) — = —llullfq

a(R) MCa?”
(400 - 29 ey ) o



61

1

=
Desse modo, para todo a > 0 tal que a < (W) , obtemos
HE ()

a(R) AC a(R)o 91 12 B
H(a) > ( 5 = (WHH) [l )Oé [ull 2 (0) = 0,

e assim provamos o desejado.

iii) H(«a) < 0, para a > 0 grande.
Com efeito, sejam « > 0 . Entao, por M1) e por a(0) = ar(0) > ar(t) (pois ar é

nao crescente em [0, 00)), para todo t € [0, 00), tem-se
H(a) = Jy(au) = /AR (|V (au)|? d:L‘—)\/ G(au)d

< ;/QAR(\V(au)\ )dx—)\/Q/Oausqudx

1
= 3 [ Ar(IV(@w)?) ullgtl
[V ( om)|2
= 2/ / atl
Aot 1
= O [ (Fupds - e HuIIZL
o2
1
1 S i £
Assim,
a? pY%
H(a) < ?HUH%(%(Q) La+1(Q
1 1
(2lluHiI;(m 22 H?;H(Q)
@Dl o) @D
Dessa forma, para todo o > 0 tal que a@ > | ———0— teremos
220l % o)

1 A (g Dl
H(a) < | =|lull21 0 — o q+11 -0
(a) (QHUHH(%(Q) g+1 ( 2/\||u||Lq+1( Ju ||Lq+ )
ou seja, H(a) < 0.

Portanto, existe oy = ap(u) ponto maximo de H, e dessa forma, H'(ag) =0 e apu € N.

Para finalizar, provaremos que ap = ap(u) é tnico. Suponha, por contradi¢ao, que
existem dois pontos criticos a; e ay de H. Considere, sem perda de generalidade, o < as.

Entao,

g(()é1U)
— V v > v v
)\/ ) dr = / aR(a1| u\)] u] dx / ar Oég‘ UD| 'LL| dx

:)\/QOZQU v
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ou seja,

)\/ ( ozlu 9(042U)u> dx >0,
Qg

com oy < (g, 0 que contraria o fato de j(a) := A [ @uc& ser crescente em [0, 00). [
Observacao 4.1.1. No Lema 4.1.1, podemos tomar uw > 0 em quase toda parte em €2.

Mas nao podemos ter que u < 0 em Q (ouu <0 em quase toda parte em ().

Demonstracdo. De fato, suponha por contradicao, que u € N, com u < 0 em 2. Entao,

por u < 0 temos que
lulla@ = [ luffde > 0.
Por outro lado, temos que
0= )\/ w)udr = / ar(|Vul)|Vul*dr > ar(R / |Vul?dr = ar(R )||u||H1
Logo, ||ul| HiQ) = 0. Pela desigualdade de Poincaré (ver Teorema B.1.1), tem-se
0= llullmye) = Cllull2@)- (4.20)

Portanto, [lu||z2(q) = 0, que é uma contradi¢do. De modo analogo, ¢ possivel provar que

nao podemos ter u < 0 em quase toda parte em (). ]

Observagao 4.1.2. Dada u € N temos que

1 1

INOE (2 - 0) /QaR(|vu|)\vu\2dx. (4.21)

Demonstracao. De fato, como u € N obtemos

0= (Jy(u), u) = /Q[GR(IVU\)WM2 — Ag(u)uldz,
ou seja,
/ﬂ)\g(u)udm = /QaR(|Vu|)|Vu|2dx. (4.22)

Assim, utilizando a equacao (4.22), o fato de ag ser nao crescente e M2) teremos que
1
Iy(u) = i/QAR(\VuF)dx—A/QG(u)dx

1 A

> - [ A dr — —/

> 2/Q r(|Vu|*)dx > ng(u)dx
1 1

- 7/ Ar(|Vul?)de — E/QaR(|Vu|)|Vu|2dx

\Vu|2 1 |Vul?
= // V/s)dsdx — —/ aR(]VuD/ dsdx
2 oJQ 0

> N (uldsda — val) [ dsd
> 5/9/0 an(| u|>sx—;/QaR<| ul) [ dsde

() o [
_ (;_i)/gm(wumvuy?dx,

e assim provamos a desigualdade (4.21). O



Lema 4.1.2. Dada u € N, existe uma constante C > 0 tal que

ol =2

J)\(U) > CCLR(R)‘? T\a=T

Em particular,
g+l =

inf Jy(u) > Cap(R)& AT T,

ueN
Demonstracao. Observe inicialmente que

2
lcgel< 2219
n—2
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(4.23)

(4.24)

(4.25)

Assim, dada u € N podemos utilizar o Teorema B.1.1 juntamente com a hip6tese M1)

para obter que

/aR(|Vu|)|Vu|2da: = //\g (w)udz < )\C'/ lu|?t da
0

1 +1
= AC|[ull ) ) < ACHI V|
(g+1)

Ve </Q |vu|2da;)

— Ay (/Q m\vuﬁczx)

(g+1)
2

AC
e ([ nIVub Ve )

CLR(R) 2

IA

Desse modo,

a (R)% ' == g+l —2
/QCLR(|Vu|)|Vu|2dx > (R/\Ol> > C{ lag(R)a—T AT,

Assim, aplicando a equagao (4.21) em (4.26) obtemos

1 1y =2 1
Ja(u) > <2 — ) C{ 'ag(R)+TAa-1, para todo u € N,
o
e pela defini¢ao de infimo concluimos que
) 1 1 =2 g+l =2
inf 1) > (5= 3) T an(mFATE
Dada u € N N C°(Q), consideremos o problema

L,w = Ag(u), em €,
w =0, sobre 0f2,

sendo L, o operador diferencial parcial definido por

Lyw = —div(ag(|Vu|)Vw)

(g+1)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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para w € H(Q). Como u € C°(f), existe uma constante C; > 0 tal que |u(x)| < Cy, para
todo = € €. Observe que, dado A > 0 temos, utilizando M1), que
INg(@) 3@y = A [ lg(w)Pde < AC? [ JuPrde < AC*CH [ dw < o,
Q Q Q

ou seja, A\g(u) € L*(Q), para todo A > 0. Entdo, pela definicio do operador L,, utilizando
o Teorema A.3.1 temos que o problema (4.28) possui uma tnica solugio fraca w € Hy ().

Além disso, como Ag(u) > 0 temos (ver [23], Corolario 3.2, p. 33) que w > 0.

Observagao 4.1.3. Na definigdo acima do operador L., tomamos u em N NC°(Q) devido
a necessidade de garantir que \g(u) € L*(Y), diferentemente do que € feito em Lorca e
Ubilla [8], que tomam u em N.

A seguir, apresentaremos um lema que nos fornece uma estimativa para a funcao
a € (0,00) — Jy(aw). Sendo que, para abordar tal resultado, consultamos Lorca e
Ubilla [8] e Coffman e Ziemmer [3].

Lema 4.1.3. Dada u € NNC°Q), seja w € HH(Q) a solugio fraca de
Lyw = Ag(u). (4.30)
Entao, para qualquer o > 0 temos
In(aw) < Jy(u). (4.31)
A igualdade ocorre somente se cw € N e u é uma solu¢io para o problema (4.7).

Demonstragio. Sejam o > 0 e u € N N C%Q) fixados. Inicialmente provaremos a
desigualdade (4.31), para isso utilizaremos algumas propriedades de fungoes concavas e

convexas. Dados u,v € H} (), com u,v > 0, defina as aplicacdes ¢y, ¢o : [0,1] — R por

$1(t) = G(/to2 + (1 — t)u2) e ¢a(t) = Ag(tv + (1 - t)u).

Entao, pela condi¢oes M3) e M4) temos que

5(t) = ar(y/tv + (1 — t)u)(v — u)

sao nao decrescente e nao crescente, respectivamente. Logo, as fungdes ¢; é convexa e ¢
¢ concava (ver [24], Teorema 4, p.110). Desse modo, teremos (ver [24], Teorema 4, p.110)

que

G(v) = ¢1(1) > 61(0) + ¢,(0) = G(u) + (v* — u2) L2



65

e
Ap(v) = $2(1) < ¢2(0) + ¢5(0) = Ar(u) — ar(0)(v — u)
Portanto,
2 _ 2
G) > Gu) + =) 9w (4.32)
2 U
e
Ap(v) < Ap(u) + (v — u)ar(Vu), (4.33)
para u,v > 0. Agora, consideremos
90 ge £ 0
h(u) = w’ ’ 4.34
() { 0, se u =0, ( )
e v = aw. Desse modo, tem-se
1 2 2
INOEFAOES /Q 0Ly — uLyu — Mv? — u?)h(w)]dz. (4.35)
Com efeito, utilizando a Proposicao A.4.2, temos que
- _ ; _ 2
/QuLuudx = /dw(aR(\Vu\)Vu)udx /QaR(\VuD\Vu\ dx, (4.36)
e
/QvLuvdx = —/div(aR(|Vu|)Vv)vdx = /QaR(|Vu|)|Vv|2da:. (4.37)

Desse modo, por (4.32), (4.33), (4.36) e (4.37) obtemos

B = @) = 5 [[Ar(VoP) = A Vulldr A [ [G(0) ~ Glu)lds

< ;/qu? — |Vu])ar(|Vu|)dz — ;/Q(UZ — u?)h(u)dz
= ;/Q(ULUU — ulLyu)dr — ;\/Q(U2 —u?)h(u)dz,

e assim provamos a desigualdade (4.35).

Agora, observe que, para v = qw, temos que

Loy = L,(oaw)= —div(ag(|Vu|)V(aw))
= a(—div(ag(|Vu|)Vw))
= ol,w

= alg(u),

ou seja, L,v = alg(u). Por outro lado, como u € N temos

u

0 = /Q(aR(|Vu|)]Vu]2 — Ag(u)u)dx = /Q (uLuu — )\g(u)u2> dx

= /Q(uLuu — \uh(u))dz.
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Assim,

J,\(’U) — J)\(U)

ou seja,

[vL,v — uLyu — (v — u®)h(u)]dx

{vLuv - )\U2h(u)} dx — ;/ [uLuu - )\u2h(u)} dx

0
[’U w0 — A2h( )} dx

{ozvg u )] dx

[avu(u) — UQh(u)l dx

u

[auv — v?]h(u)dz,

N> N> N >N~~~

Ta(v) — Jn(u) < ; /Q lauv — v?]h(u)dz. (4.38)

Agora, provaremos que

oz </Q uvh(u)dm)é < (/Q Uzh(u)dxf. (4.39)

Com efeito, utilizando desigualdade de Schwartz e a Proposicao A.4.2, temos que

/ auh(u)dz
Q

Como u € N temos

e assim

/QuLuvdm:/Q—div(aRﬂVu])Vv)ud:U
/aR(\Vu\)VU.Vudx
/(aR(yqu 0. (aR<|vu|)%vu) dz

(VU] |Vl d:v) (/ aR(yvuy)yvudef

/Q —div(ag( |Vu|)Vv)vdx>1 (/Q —dz‘v(aR(WuDVu)udx)é

/uLuuda::/)\th(u)dx, (4.40)
0 0

/Qa)\fth(u)dx < (/Q vLuvda:)é (/Q uLuudx)é (4.41)

Dessa forma,

_ (aA /Q uvh(u)dx>% ( /Q Ath(u)dm)é. (4.42)

a </\/Qu2h(u)dx>é < <oz)\/quh(u)dx)é
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Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por (a [, uvh(u)dz)% obtemos

1
2

a (A/ﬁ)zﬁh(u)dm)é (aA/guvh(u)d:c) < a)\/quh(u)dx
= a)\/Q (h(u)%u) (h(u)%v> dzx,

ou seja,

( | u2h(U)d3;>§( [ uvh(u)dx)% < [ (rwta) (hwio)de. (2.43)

Pela desigualdade de Schwartz, temos que

N

(07

/Q (h(u)%u> (h(u)%v) dr < (/Q h(u)qux>é (/Q h(u)de:E) 2 ’ (4.44)

onde a igualdade ocorre apenas se existe s € R tal que h(u)2v = sh(u)2u, ou seja, caso

w = tu, para algum ¢t = t(a) € R. Desse modo, obtemos que

(/Q u%(u)dm)% (/Q uvh(u)dx)é < (/Q h(u)uzdx)% (/Q h(u)dex>é , (4.45)

onde a igualdade ocorre apenas caso w = tu, para algum t = t(«) € R. E assim, concluimos
que a desigualdade (4.39) é vélida. Desse modo, aplicando a desigualdade (4.39) em (4.38)

obtemos que Jy(v) — Ji(u) < 0, e portanto, Jy(au) < Jy(u), provando assim a primeira

=

«

parte do lema.

Para finalizar, provaremos que se J)(apw) = Jy(u), para algum oy > 0, entdo
apu € N e u é solugdo do problema auxiliar (4.7). Para isso, observe primeiramente
que Jy(aw) < Jy(u) = Jr(aw), para todo a > 0, e assim temos que J)(aw) atinge seu

maximo em «y, ¢ desse modo, (J}(apw), apw) = 0. Portanto, cyw € N.

Agora, note que existe t € R tal que w = tu. De fato, por (4.45), temos que
/ [auv — v?|h(u)dz = 0
Q
somente se w = tu, para algum t = t(ag) € R. Por outro lado, por (4.38) e (4.39), obtemos

0=J\(v) = Ja(u) < ;\/ﬂ[auv —v?]h(u)dz <0,

ou seja,
/ [auv — v?|h(u)dx = 0.
0

Portanto, w = tu, para algum ¢ = t(ap) € R. Assim, utilizando o fato de w ser solugao

fraca de (4.30) e substituindo o valor de w obtemos

{ ~div(an(|Vul)VHu) = Ag(u), em € (1.46)

u =0, sobre 0f).
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Como u € N temos que
/QCLR(|VU|>|V’LL|2dZL' = /Q)\g(u)udx = /Q —div(ag(|Vu|)Viu)udz.
Pela Proposicao A.4.2 obtemos que
/QaR(|vu|)\vu\2czx - /QmR(yvuy)\vude,

implicando que
(1— t)/QaR(|Vu|)|Vu|2dx —0. (4.47)

Logo, t = 1, e desse modo, concluimos que u é solu¢ao do problema (4.7). O

Lema 4.1.4. Existem constantes K ¢ K tais que, para cada A > 0, existe uma funcao
positiva u = uy € CX(Q) NN tal que

[ull ga ) < KA™ = (4.48)

ully2mr @) < KA™@D, (4.49)

Demonstragio. Considere w € C2°(Q) fixado de modo que w > 0. Entao, pelo Lema 4.1.1
existe f = B(A) > 0 tal que fw € N. Desse modo, utilizando o fato de fw € N e que
1 = ag(0) > a(t), para todo t > 0, temos

2 27 _ 2 2 2
8 /Q\wa dz = /Qﬂ ar(0)|Vw|?de > /QaR(mwy)\vww)y dz
= A d
| (Bw)(Bu)da
Por M1) temos que |t|? < ¢(t), para todo t € R, e assim

52/Q\Vw|2dx > wqﬂfg\w\qﬂdx.

Portanto,
1
”wH%ﬂ(Q) @D 1
B < <”w|q+(1) A @D, (4.50)
Let1()
e} sl \ T
Entao, considerando u = fw, K > |lwl|}, @ ||wHLq el > m |w]|w2nt1(0)
teremos que
ol \ ™7 o
lullmy = Bllwllmo < | 500 A @ w7
[l Tarq)
< KX @D
e
—~ 1
[ullwansi@) = B Y [[Dw|[pns1) < KA™@ T, (4.51)
lal<2

concluindo assim a prova desse lema. O
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Observacgao 4.1.4. Como observado por Lorca e Ubilla [8], dado X\ > 0 temos, pelo Lema
4.1.4, que existe u € CX(Q) NN tal que

) < 3 [ [Vudr = Lulfy ) < Soawm (452
Assim, para m = m(Q,n) > K, temos que o conjunto
S(A) = {u € W2 HL(Q);u € N A COQ),0 < [[ullwensii < mA @D,
u>0eJy(u) < I;Q/\(qul)}
é nao vazio.

4.2 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Nesta secao, apresentaremos nosso principal resultado que refere-se a existéncia de
solucao fraca do problema (4.1). Para isso, utilizaremos o lema a seguir, apresentado em

Lorca e Ubilla [8], que nos fornece uma estimativa da inversa do operador L, .

Lema 4.2.1. Sejam Q uma regiao com fronteira CY' e 1 < sy < n+ 1. Entdo, para
qualquer 6 > 0, existe M = M(0) tal que se u € W»"H(Q) e ||ul|wzntiiq) < 9§, entao o
operador L, age de W*(Q) N H} () para L*(Q2), onde sy < s <n+ 1. Além disso, L, é
invertivel e sua inversa L' : L*(2) — W(Q) satisfaz ||L;'] < M.

Demonstragio. Ver [8], Lema 3.3, p.124. O

A partir do que vimos na segdao anterior, dado v € N, onde Nt = {u €
NN W2 Q) u > 0}, existe uma tinica solucao fraca w € Hy(£2) do problema (4.28),
com w > 0. Pelo Lema 4.1.1, existe um tnico o« = a(w) > 0 tal que aw € N. Assim,

considerando v = aw > 0 teremos que

(4.53)

L,v = Xag(u), em €,
v=0, sobre 012,

onde o operador L, ¢é definido em (4.29). De fato, como w ¢ solugdo do problema (4.28),
para h € H} (), teremos

a)\/ﬂg(u)hd:v = Q/Q_div(al%ﬂvubvw)hdifzQ/QCLR(|VU|)Vw,Vhdx
= [ an(|Vul)V(aw).Vhdz = | ~div(ap(|Vul)Vv)hda
= /Q(Luv)hdm,

e que v = 0 em 0f). Portanto, v = aw é solugao de (4.53). Além disso, pelo principio do

méximo fraco (ver [23], Teorema 3.1, p. 32), temos que v > 0.
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Agora, provaremos que v = aw ¢é a unica solugao de (4.53). Considere a aplicagao
B(u) == aAg(u), para @ = a(w) > 0, A > 0 e u € N'*. Entdo, 8(u) € L*(Q). Assim, dado
u € N, pelo Teorema A.3.1, existe uma tnica solugio v € H}(2) do problema (4.53).

Portanto, v = aw € N é a tnica solugao de (4.53).

Seja u € N e v = aw > 0 a solugao do problema (4.53). Como u € W2 ((Q)
e, pelo Teorema B.1.3, W2"L(Q) c C%(Q), entdo u € C°(2). Desse modo, existe uma
constante C; > 0 tal que |u(z)| < Cy, para todo = € . Assim, utilizando M1), obtemos

1 1
gl = Aa( [ lg \"“dx) < 2aC ([ ful*Vdz) ™
< XaCC! ( / dw> SLIPN

Desse modo, L,v = Aag(u) € L™ (Q). Pelo Lema 4.2.1, temos que v = L;'(L,v) =
L (Aag(u)) € W2mT(Q). Portanto, temos que o operador
TNt — NT

U — v,

onde Nt := {u € NN W?"(Q);u > 0}, estd bem definido. Além disso, teremos
TI(NT) C N, para j > 1.
Ressaltamos que, como observado em Lorca e Ubilla [8], uma estimativa para «

dado no problema (4.53) é
a < (20)7 ap(R)™". (4.54)

Com efeito, por (4.40) e (4.41) temos

1 1
a/ wL,udr = / auh(u)dr < (/ vLuvdx>2 (/ uLuudx>2 ,
Q Q Q Q
2 3
a( / uLuuda:> < ( / vLuvdm) . (4.55)
Q Q

Por outro lado, como ag é decrescente e satisfaz ag(t) > a(R) e a(0) = 1 obtemos que

logo

[Vul?
I(u) < /AR |Vul?)d 2// ar(y/s)dsdx
e ar(|Vul) o 1
< 0)dsd — d
- 2// =g QaR(|Vu|)|vu| v
1
< du = [ uLud
< QGR(R)/QR(|VU|)|VU| T = San(F) | uLyudz
e
/vLuvdx = / ul)|[ Vol d:c</aR )| Vo|*dx
Q
|VU| 2 1 / 2
dr < dz.
/ oy VePde < g | an(VeDIVofda
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Assim, utilizando (4.55), (4.21) e as desigualdades acima obtemos

1 3 5
< « <2aR(R)W/QULUde> =« </Q uLuudx>

< ([ orw)’ < (2;® /. aR<\W|>rw\2da:-)é
< (ar(R)O)™* J(v)3,

N

a (2ar(R)Jx(u))

onde C' = (% — %) Além disso, pelo Lema 4.1.3, temos que Jy(v) < Jy(u), e assim

N|=
[
[SIE

o (2aR(R)Jy(u))? < (ar(R)C)? Jy(v)? < (ap(R)C)E Jy(u)?.

Portanto, o < (2C) " zagr(R) ™.

Agora, apresentaremos uma importante proposicao para o desenvolvimento desta
se¢do, pois nos fornece informagodes do funcional J, sobre o conjunto S(A) e do operador

T e suas iteragoes sobre S(\).
Proposigdo 4.2.1. i) O conjunto S(\) € ndo vazio desde que m > K.
if) Jy tem um limite inferior positivo em S(A).

iii) FEwziste um m que pode ser escolhido de modo que, para \ suficientemente grande, S(\)

¢ invariante sob a aplicacdo T ou alguma de suas iteragoes.

Demonstracao. Se m > /l?, temos pelo Lema 4.1.4 que existe u € S(\), provando assim 1).

Além disso, utilizando o Lema 4.1.2, temos que

g+l -2
TINTT < < i
0 < Cag(R)rT a1 < 52]{7 Ja(u) < uég{)\) Ja(u),

provando ii). Para provar iii), observe que pelo Lema 4.1.3 temos, para u € S()\), que

TN(T () < JA(T9 " (w)) < ... < IN(T(w)) < Ja(u),

para j > 1. De fato, seja u € S(\). Como u; = T'(u) é solucao do problema

(4.56)

Lyuy = aqAg(u), em €,
uy =0, sobre 0f2,

onde oy = a(wy) > 0 é escolhido de forma que u; = cyw; € N, com w; sendo a solugao

fraca de
Lu<w1) = )\g(u)a

segue do Lema 4.1.3, que J\(T'(u)) < Jy(u). Como uy = T(T'(u)) = T?(u) é solugdo do

problema

{ Ly,ug = axAg(uq), em Q, (4.57)

uy = 0, sobre 0€2,
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onde ay = as(wy) > 0 escolhido de forma que us = awy € N, com wy sendo a solugao

fraca de

Ly, (w2) = Ag(uy),

temos, pelo Lema 4.1.3, que Jy(T%(u)) < Jy(T'(u)). Por um processo indutivo, obtemos

que up = T*(u) = agwy, com wy, sendo a solucdo fraca de

Ly, (wr) = Ag(ug—1),

parak=1,...,7, e
IN(Tou) < (T ) < ... < Jy(u).

Portanto,
2

. K 2
I(T(w)) < Jy(w) < ST,

para j > 1. Assim, falta mostrar que, para algum j > 1, T preserva a seguinte condicio:

||Tj(U)HW2,n+1(Q) < m)\_ﬁ7 para algum m.

Considere a sequéncia finita sg, s1, ..., s; definida da seguinte maneira:

2% n.Sk
So=— € Spp1 = —,
0 k+1 g(n — 2s1)
(n+2) ,

para 0 < k< j—1e 2" = % Como 1 < ¢ < *=5*, temos que sequéncia s, ..., s; €

estritamente crescente. Com efeito, note que

n n n—2

q(n — 2sy) T gn—22¢ qn—2)—4

Por outro lado,

n+ 2 n—2
> q = 2> —2)—=n-—2> -2 4= — > 1.
g=n+2>qn—-2)=n q(n —2) =21

n—2

Dessa forma,

nsg (n —2)so
S1 = = > Sp
q(n —2s9) q(n—2)—4
e
ns ns
So = L L > S1.

>
q(n —2s1) = q(n — 2s)
Suponha que sg < 51 < $9 < ... < s, para 2 < k < j — 1, entao

nsSg > nsg
q(n —2sg) = q(n — 2so)

Sk+1 = > Sk

Portanto, a sequéncia sg, s1, ..., 5,1 € estritamente crescente.
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Considere

J —mln{ZEN <81 2}

< o ) poissen =2 e j = 1 teremos que

2" =00 e sy = 00. Cason>26j—1,entao

Assim, 2 <n <6, ou seja, n = 3,4,5 e ¢ < —5. Assim, podemos escolher s;_; =n + 1.

Agora, seja ug = u € S(A). Considere a sequencia finita ug, u1, ..., u; de modo que

ug = u e T'(ug) = ugs1, OU seja,

Liyupy1 = apyirg(ug), em €, (4.58)
ugr1 = 0, sobre 0f), '
onde Lyv = L, v = —div(ag(|Vug|)Vv), para v € H}(Q), e agyr1 = agyr(wper) > 0 ¢é

escolhido de tal forma que up1 = agpiwir1 € N, com w1 sendo a solugao fraca de
Luy (wi41) = Ag(ug).
Entao, iremos estimar o valor de m para que tenhamos
[[uk b2 ) < m)fﬁ, para 0 < k < 7.
De fato, considere
|ug||wenirq) < 6,Vk =0,1, ..., 4, (4.59)

onde § > 0 é escolhido de forma que ||ug||L=@) < R e HVukHLoo < R. Por definigao,
temos que ug = u € S(A) e desse modo Jy(up) < KT)\ @1, Além dlSSO pela desigualdade

(4.21), temos que

1 1 1 1
> - — — 2 > - — — 2
In(ug) > (2 J)/Q&R(|VU0|)|VU0| dx > <2 J) aR(R)/Q|Vu0| dzx

1 1
= (5 =) on(®) ol e

g

Dessa forma,

—1 B —1 B K 9
luollde < (5= -) on(R) o) < (5 =) an(R) AT,
Portanto,

1
[uol| gy ) < C2lKA™ @D,

=

onde Cy = 272 (% — %)7% ar(R)"2.
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Por M1) e o Teorema B.1.1, obtemos
1 1
lg(uo)l oy = (/Q |g(u0)|sodx) e (/Q |u0|qsodx) 7

= C(f )

< OG5 luollfp o) < CCICIKIN @D,

a
* 2%
2 dx) = Clluo

Além disso, pelo Lema 4.2.1 temos, para 0 < k< j—1le sy <s<n+1, que

HLI;1<LICUI€+1)HW275(Q) . Huk-‘r1HW2vS(Q)

M > ||L7Y| > - ’
= || k H = HLkUkJrIHLS(Q) HLkukJrluLs(Q)

ou seja,

[ups1llwzs @) < M| Lytkial Ls ) (4.60)

para0<k<j—lesg<s<n+1.

Assim, por (4.58), temos que

urllwzso) < M| Lour][zs0) = MarA[|g(uo) || Lo (@)
< aMACCICIKIN @D,
Por (4.53) e (4.54) segue que
ap < (2C) 2ap(R)™" = p,Vk =1, ..,]. (4.61)

Desse modo,
||u1||W2v50(Q) < MMCCgCqu/\_ﬁ = Tl)\_ﬁ,

para 7 := uMCCJCIK1.

Observe que, devido ao fato de 2s; < n, para k = 0,1,...,5 — 3, temos, pelo
Corolario B.1.1, que W2 (Q) C L*(2), para s < 2z < e = (Sg41. Assim, existem

constantes ¢, > 0 tais que
[[ull o (9) < Cellullwzo ), (4.62)

para u € W2 (Q) e k =0,1,...,j — 3. Além disso, como 2s;_» > n temos, pelo Coroldrio
B.1.1, que W?%-2(Q) C L*(Q), para s;_o < z < oco. Em particular, W?>%-2(Q) C

L%i-1(€), ou seja, existe uma constante ¢;_; > 0 tal que
[l posi-10) < Gllullypzai-2(q)- (4.63)
Assim, considerando Cy = max{¢y, €, ..., ¢j_2, ¢j_1, C3} teremos que

[ullzase @) < Callully2oii o) (4.64)
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para u € W2%(Q) e k = 0,1,...,j — 2. Desse modo, utilizando a condi¢cio M1) e a

estimativa (4.64) temos que

L 1
ey = ([ lonprar) " < (] rumw)*

= CllurlLass (o) < CCHlIwliya.so

< CON @D = A~ @D,

lg(u)]

Logo,

luallwzsr ) < M||Liug|[rs @) = MagA||g(u1)]
< uMCOITIN"TT,

Lo1()

Por um processo indutivo, para 1 < k£ < j — 2, teremos

1
k@) = (/ lg(ur)| 5’“dm> <C’(/ |uk|q5kdx)

= Clluglb () < COURIIY 2y ) < COITIN T,

lg(us)]
2sk—1(

Assim, utilizando as estimativas (4.60) e (4.61) obtemos

Jursrllwzon@) < M| Letrl oo @) = MaggaAllg(ur)]
< UMACCITIN T = 7 AT,

Lok (Q)

onde Ty := pMCCIT.

Agora, considere m de forma que
max{K,7,...,7;} < m.

Mostraremos que ||ug|lw2nt1(q) < 0, para k = 1,2,...,j e X suficientemente grande. De
fato, como

ol w2nsr () = [[ully2n @) < mATD

teremos, para A suficientemente grande, que ||ugl[w2nt1(q) < d. Além disso, por M1) e
pelo Corolario B.1.1, temos

1
L”+1(Q) e (/ |g |7’L+1dx> +1) S C (/ |u0|q(n+1)dx> n+1

C“UOHLoo(Q) < OC&HUOHWQ nﬂ(ﬂ)
< CCOIRIN @D < CCImIN @D

lg(uo)]

IN

Por outro lado, utilizando o Lema 4.2.1, as estimativas (4.60) e (4.61) obtemos, para A

suficientemente grande, que

IN

M| Louy || nt1() = MaaA||g(uo) || nr1(e)
< uMCCImIN @D < 4.

w1 sz,n+1(g)
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Aplicando um processo de inducao, para 1 < k < j — 1, concluimos que

[uklwentr@)y < M| Lyugia || pori) = Mo Al g(ur) || o+ o)
< puMCCimIN~ @ <9,

para A suficientemente grande. Dessa forma, ||ug|w2ni1 < 6. Como consequén-
771 771 . .
ca, |lugrillwesi) < A @D < mA @D, para 0 < k& < j — 1. Em particular,
1

||Uj||W2,n+1(Q) S m)\_W. ]

A seguir, apresentaremos um lema que nos auxiliard a provar que o funcional Jy|g)

atinge seu infimo em S(A).
Lema 4.2.2. Sejam a,b € (0,00), b > a, 1 <r < co. Considerando
[r] := min{k € N; k& > r}

teremos que
Zb” ‘a'(b—a) >0 —a" (4.65)

Demonstracio. Com efeito, se 7 € N teremos, por um processo de indugao, que

[7]
Z br—iai(b _ Z br ) z _ — br+1 CLT—H.
i=0
Se r ¢ N, entao existem 6, € [0, 1] tais que
rl=r+0,r=(r)+&efd+£=1,

sendo (r) := max{k € N;r > k}. Além disso, r — (r)=r —[r]+ 1 e (r) + 1 = [r]. Desse
modo,
[r] o
Sorlalb—a) = b'(b—a)+bad—a)+ ... + (b —a) + b alN(b — a)
i=0
br+1 . brf[r]a[r]#»l‘

Como b>aer — [r] <0 temos que —a’ "l < —p7~I"), Portanto,
Zbr i 2 . _ br+1 brf[r]a[r}Jrl > br+1 . arf[r}a[r]+1 — br+1 . CLT+1. (466)

Assim, concluimos que (4.65) é vélida. O

Proposigao 4.2.2. O funcional Jx|g(\ atinge seu infimo em S(X), ou seja, ewiste uy € S(A)

tal que

Ia(un) = Uelglf 5 a(v). (4.67)
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Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia em S(A) tal que Jy(u,) — 5 := infyeg0n) Ja(v).
Pelo Teorema B.1.3 temos que W2 1(Q) C CY*(Q)) compactamente, para algum 0 <
a < -1 Desse modo, como S(A) ¢ limitado em W2"+1(Q) segue que S(A) é compacto
em C’la(Q), ou seja, existe u € S(A) tal que [lu, — ullcra@ —> 0 quando n — oo.
Assim, Jy(u,) — Jx(u). Note que a prova deste fato pode ser feita utilizando o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue. No entanto, apresentaremos uma demostracao

alternativa utilizando o Lema 4.2.2. Considere os conjuntos
1. B} :={z € Q;|Vu,|* < |Vul?},
2. E} :={x € Q;|Vu,|* > |Vul?*},
3. BY :={z € Qu, <u}e
4. B} = {z € Qu, > u}.
Entao, temos que
1
() — Jy(u)| = ‘2/QAR<|WHP) —AR(\Vu\Q)dx—A/QG(un) ~ G(u)dz
1
< i/ﬂ‘AR(WunP) — AR(\Vu\Q)‘ dx + )\/Q |G(uy) — G(u)| dx
1
_ 5/ [AR(|Vual?) — Ar(| V)| da
EY
1 2y _ 2
+3 \AR(\vun| ) — Ar(|Vul )) da
E3

+>\/En|G(u |dm+/\/ (u)| da.

Por outro lado, como u € S(A) C C**(Q) e [Jup — ull1aigy — 0 quando n — oo,
existe K > 0 tal que [|ul[g1a@) < K e [lun||cra@ < K, para todo n € N. Desse modo,

utilizando a condigdo M4), temos que existem constantes Cy, Cy > 0 tais que

[ VA9 = An( )| = [ /O'V“”'QaRM s — [ an(R)ds|de

|Vu|2 |VU‘2
AN,
n |Vun|2 n un‘z

_ 2 _ _ _
— /E? |Vul |V, |*dx /E{L(Vu Vu,).(Vu+ Vu,)dz

< Gil[Vu = V[l o@ Ve + Vi o@
< Gof[Vu— VUnHC(ﬁ)
ou seja,
/n Ap([Vu[2) = Ap(IVul®)|dz < Co| Vit — V| . (4.68)
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De modo analogo, podemos provar que
/En AR(Vual?) = Ar(|Vul?)| d < Cof Vs — Vit |- (4.69)
2
Agora, observe que, pela condi¢do M1) e o Lema 4.2.2, existe uma constante C5 > 0
tal que

[En G un) — Gu)|dz = /E dz

| )

/Oun g(s)ds — /Oug(s)ds
~ [ ats)ds|d = | ; | a()dsde

n
3

n
3

u C
< C/ / |s|%dsdr = —— [ (uIt! —ul™)dz
7 Jun, q+1Jep

C d] o
< U — Uy ||~ / w ' ut dx
< - wlem ) [l v
< Gsllu — unllo@m,

sendo [g] := min{k € N;k > ¢}. De modo andlogo, podemos provar que existe uma

constante Cy > 0 tal que

| 1G(u) = Gu)|dr = /Ez

4

C ld] L
Tl = walle Y- [ wituida

=0 4

/uun g(s)ds

< Cuflu = unllo@)-

de <
q

Assim,
| Ia(un) = Ia(u)] < ! Ar([Vu,*) = Ar(|Vul?)| dx
2 Jep
1
+5 /E [Ar(IVaal?) = Ap(Vuf?)| de
A /E G (un) — G(u)| da + )\/Ez G () — G(w)] de
< Gof[Vu = Vuyllog) + Csllu — unll o) + Callu — unll o @)

Logo, |Jx(u,) — Jx(u)] — 0 quando n — oo. Portanto, pela unicidade do limite,
. [

concluimos que Jy(u) =

Agora, apresentaremos o principal resultado deste capitulo, que é exposto e provado
em Lorca e Ubilla [8].

Teorema 4.2.1. Seja Q um dominio limitado em R™, para n > 2, com fronteira C1:.
Suponha que as condigoes F1), F2), F3) e Fj) sao satisfeitas, entao existe um ndmero
positivo p = p(Q, f,a) tal que, para X\ > p, o problema (4.1) possui uma solug¢io fraca wuy

nao trivial, ndo negativa e de classe C'. Além disso,

|uxl|w2ni10) — 0 quando A — oo. (4.70)
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Demonstragao. Inicialmente considere A > 0 de modo que as condigoes i), ii) e iii) da

Proposigao 4.2.1 sejam vélidas. Pela Proposicao 4.2.2, existe uy € S(\) de forma que
Ja(uy) = min{Jy(u);u € S(A)}, (4.71)
Pelo Lema 4.1.3, temos que
InT7uy) < (T uy) < .o < Ja(uy), (4.72)

para j > 1. Além disso, por S(A) ser invariante sobre o operador 7" ou alguma de suas

iteragoes temos que T7uy € S()), para algum j > 1. Desse modo,
J)\(TjU)\) > min{JA(u);u € S()\)} = J)\(U)\),

e assim Jy(Tuy) = Jy(uy). Portanto, pelo Lema 4.1.3 concluimos que uy é solugdo do

problema (4.7). Por fim, sejam m e § como na demonstragao da Proposi¢ao 4.2.1, entao

uxllw2ni1q) < mA"TT — 0 quando A — 0o

||u,\||W2,n+1(Q) < 6.

Assim, [[uy|lre@) < R e ||[Vuy| =@ < R e, portanto, concluimos que uy é solucao do
problema (4.1). O
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5 EXISTENCIA DE SOLUCOES NODAIS DE UM DETERMINADO PRO-
BLEMA DE CURVATURA MEDIA PRESCRITA

Neste capitulo, abordaremos um problema de valor de fronteira envolvendo o
operador de curvatura média prescrita. Mais especificamente, verificaremos a existéncia
de solugoes que mudam de sinal, denominadas solu¢oes nodais, do seguinte problema de
curvatura média (para o qual utilizamos como principal referéncia Bonheure, Delert e
Valeriola [4]):

—div <\/1+V|“W> = Mu|P~%u, em Q,
u =0, sobre 012,

(5.1)

sendo A > 0 um parametro grande,  C R™ um dominio limitado com fronteira C1!, para
n>2e2<p<2 onde 2" = % sen >3 e 2* =00 sen =2 Para isso, utilizaremos

uma abordagem variacional sobre o problema auxiliar

(5.2)

—div (a(|Vul?)Vu) = Mu[P~?u, em Q,
u =0, sobre 0f2,

onde a : [0,00) — R é uma fungao decrescente de classe C!' que satisfaz as seguintes

condigoes:

K1) % < a(s) <1, para todo s > 0,
K2) d'(s)s > —%, para todo s > 0,

K3) a(s) = ﬁ se 0 < s <7, para algum 7 > 0.

As condigoes apresentadas acima sobre a fun¢ao a sao consideradas com as seguintes
finalidades: K1) juntamente com K2) sao utilizadas para provar a existéncia de um
minimizador do funcional I, no conjunto nodal de Nehari (que definiremos a seguir); as
condigoes K1) e K3) sdo necessarias para provar que uma solugao do problema auxiliar
(5.2) também sera solucao do problema original (5.1); e a condi¢ao K1) é utilizada para
mostrar que dada uma solugdo do problema auxiliar u existe uma constante C' > 0 tal que

2* _pio (p—2)(2* —p+2)
lullzeey < CXTE ot [z (5.3)

2.2*
2% —p+2

onde 19 =

Resultados sobre solugoes que mudam de sinal de problemas de valor de fronteira
vem sendo apresentados em varios trabalhos ao longo dos anos, podemos citar os artigos
de Bartsch e Wang [25] e Castro, Cossio e Neuberger ([26] - [27]), que abordam problemas
envolvendo o operador Laplaciano A sobre dominios limitados. Outros trabalhos que
expoem resultados sobre esses tipos de solugoes sao: Bartsch, Liu e Weth [28], que estudam
equagoes de Schrodinger superlinear sobre R™; Aftalion e Pacellla [29], que estudam um

problema de valor de fronteira sobre um dominio U, sendo U uma bola ou um anel em R".
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Como nos trabalhos citados acima, apresentaremos resultados sobre solu¢oes que
mudam de sinal de um dado problema. Para tanto, definimos as soluc¢oes fracas do

problema (5.2) pelas fungoes u € Hg () tais que
/ a(|Vul*)Vu.Vodr — )\/Q |ulP"*uvdx = 0, para todo v € Hy(£2). (5.4)
Além disso, o funcional I : H}(2) — R associado ao problema auxiliar ¢ definido por
Iv(u) = 5/{)A(\W\?)@- ;/Q|u\pd:c, (5.5)
onde A(s) := [; a(t)dt, para todo s > 0, e I, € C'(H}(Q),R), com
(I (u),v) = /Qa(|Vu|2)Vu.Vvdx - )\/Q lulP~*uvdx, para todo v € H3(Q).  (5.6)
Assim, podemos definir a variedade de Nehari
Ny = {u € HYQ);u# 0 e (I(u),u) = 0}
e o conjunto nodal de Nehari
Sy ={u e Hy(Q);u",u” € Ny},

onde as fungoes ut : Q@ — R e u™ : Q@ — R sdo definidas por ™ (x) := max{0,u(z)} e
u~ () := max{0, —u(z)}, denominadas a parte positiva e a parte negativa de u, respetiva-

mente.
Observagao 5.0.1. Dada u € H} (), temos que
L(tut —su™) = L(tu™) + Iy(su™),
para todo t,s > 0.
Demonstragio. Considerando E) := {x € Q;u > 0} e By := {z € Q;u < 0}, teremos que

1 A
) — o +y _ V2V F + eI
Li(tu* — su”) 2/9A(|V(tu ) — V(su")[?)dw /\tu su”|Pdz

1
— 5/ A(|V(tu™) — V(su™)|*)dz + = / (|V(tu™) — V(su™)|*)dz
Eq
A A
—= | |tut — st |[Pdx — —/ [tu™ — su” |Pdx
P JE: p
1 A +
= —/ A(|V(tu™) P dr + = / (|V(su™)*)dw — = | |tu™|Pdx
2 E1 p El
A
—— | |su”|Pdx
P JE;
- 1/ A(|V(tu+)]2)d:1:+l/ AV (su”)P)dz — A/ ltu* Pdx
2 Ja 2 Jo p Ja
A
——/ |su~|Pdx
)

= L(tu")+ I\(su™)
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Agora, estamos preparados para definir solugoes nodais. Diremos que uma funcao

u € Hg(Q) é solugdo nodal do problema (5.2) se u é solugao fraca de (5.2) e u € S,.

5.1 EXISTENCIA DE MINIMIZADOR DE I, EM S,

Nesta secao, buscaremos provar a existéncia de uma fungao u € S, de modo que
I\(u) = minyeg, I)(v) pois, como provaremos posteriormente, u sera a solu¢ao do problema

auxiliar (5.2). Para isso, precisamos do seguinte resultado:

Lema 5.1.1. Para qualquer u € H}(Q) — {0} comu > 0 em q.t.p. de Q, existe um tinico
t =t(u) >0 tal que t(u)u € Ny. Além disso, o mdzimo da fungdio t € [0,00) — I\(tu) €
R € atingido em t = t(u).

Demonstragcdo. A prova é feita de forma andloga ao Lema 4.1.1. Para mais detalhes
consulte [4], Lema 2.1, p. 1074.

]

Teorema 5.1.1. Se u € Sy é um minimizador de I,|s,, entao u €é solugio nodal de (5.2).

Demonstragio. Seja u € Sy tal que Iy(u) = § :=inf,eg, I)(v) > —o0. Suponhamos, por
absurdo, que I} (u) # 0. Entao, existe ¢ € (Hj(Q))* tal que

(I (u), ) = —2. (5.7)

Assim, pela continuidade de I3, dado o = W > 0 existe § > 0 tal que
HY (@)
1
z € Hy(Q), lu— ZHH&(Q) <6 = |[I(u) - I;(Z)H(H(%(Q))* < T
&l 120
I\ (u),h) — (I{(2), h 1
L MR e
heH} () ||h||H3(Q) ||¢||H5(Q)
(40).6) ~ (). )| _ 1
161l 21202 [l a2 ()
= (I§(2),0) <1+ (I (u), ).
Por (5.7), obtemos que
2 € Hy(Q), [lu— 2zl <0 = (I\(2),¢) < —1. (5.8)
: s 5 s
Por outro lado, para 0 < & < min {1, Tt lary T Tore” Tl }, te[l—e1+4¢],
s€[l—gl+e¢]ere(0,e teremos
[(tut — su™ +r¢) — ullgr) = [(tu® — su™ +r¢) —u’ + u” | @)
<t =Wl gae) + s = Ullu™ lmpe) + rllolm @
b o0 0
< Ss+5+t5=0

3 3 3
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Portanto, por (5.8) temos que
(IN(tu" + su” +1d), ¢) < —1, (5.9)

para todo r € (0,¢] e (s,t) € D:=[1—¢,14+¢| x[1 —¢g,1+¢].

Agora, considere n : D — [0, ¢] uma funcdo suave de modo que n(9D) = 0 e
n(1,1) = ¢, e a funcdo G : D — R? definida por

G(s,t) = (F([tu™ = su™ +n(s,0)8]7), F([tu™ — su™ +n(s,1)0]")),
onde F(u) := (I{(u),u). Note que, se s=1—cet e[l —g,1+¢], entdao
F([tu™ — su™ +n(s,t)¢]7) > 0. (5.10)

De fato, como (1 —¢,t) € 9D, para todo t € [1 —e,1 + ¢], temos que (1 — ¢,t) = 0, para
todot € [1 —e,1+¢|. Assim, para s = 1 — ¢, temos que
[tut —su™ +n(s,t)p]” = [tu" — (1 —¢e)u"]” = max{0, —(tu" — (1 —e)u")}
= max{0, (1 —&)u" } + max{0, —tu"} = (1 —e)u".

Desse modo, por a ser decrescente e 0 < (1 —¢)? < 1 obtemos

F([tut — su™ +n(s,t)¢]”) = —&)u")

2

— (1—2? [ a((1 — 2|V |2)|Vu |Pde — A(1 — &) /|u Pd

> 1—52

:\:\

a(|Vu™ |))|Vu™ [*de — M1 — )P / |u™|Pdx.
Como u~ € N,, temos que
/Qa(]Vu_\z)]Vu_Fdx - )\/Q ™ [Pd. (5.11)

Dessa forma,

Fftut — su™ +n(s,t)¢]7) > (1—2)* = (1 —2)7) /Qa(]Vu*|2)|Vu*]2dx > 0.
De modo analogo, é possivel provar que:
i) F([tut —su™ +n(s,t)¢] ) <0,se s=1+cete[l—g1+¢|;
ii) F([tut —su™ +n(s,t)¢]") >0,set=1—cese[l—e1+¢]
iii) F([tu™ —su™ 4+ n(s,t)p]") <0,set=1+cesc[l—¢e1+¢].

Assim, pelo Teorema de Poincaré-Miranda (Teorema C.0.1), existe (sg,%y) € D tal que
G(s0,t9) = (0,0). Note que, (so,tg) € intD, pois se (so,t9) € D —intD = 0D, entdo
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F([tu™ — su™ 4+ n(s,t)¢]”) # 0, implicando que G(so, to) # (0,0), que é uma contradicao.

Além disso, como G(so,ty) = (0,0) temos que

0 = F([tou+ — S()Ui + 77(80,150)@25]7)
= (L\([tou™ — sou™ 4+ n(s0,t0)9] "), [tou™ — sou™ + n(s0,t0)d] )

0 = F([tou™ — sou™ +n(so, to)d]")
= (I\([tou™ — sou™ +n(s0,t0)d] "), [tou™ — sou™ +n(s0,t0) @] ).

Portanto, [tou™ — sou™ + (S0, t0)¢]~ € Ny e [tou™ — sou™ + (S0, to)¢]™ € Ny, consequen-
temente,
t0u+ — Sou~ + U(SQ,to)QS c S,\.

Agora, observe que devido a desigualdade (5.9) obtemos
N 3 N 3 n(so,to) n _
Ly(tou™ — sou™ +n(so,t0)d) = In(tou™ — sou™) —I—/O (I (tou™ — sou™ + o), d)dr
< L(tou™ — sou™) — n(so, to).

Se (s0,t0) = (1,1) entdo n(sg,to) =€ > 0 e Ly(tou™ — spu™) = I\(ut —u™) = Iy(u) = B.
Desse modo,
L\(tou™ — sou™ 4+ 1(s0,t0)p) < B —e <e.

Se (s0,t0) # (1,1), entdo I(tou™) < I\(u™) e Iy(sou™) < Ix(u™). Com efeito, pelo Lema
5.1.1, existe t3 = t3(ut) > 0 tal que t3u™ € Ny e

Iy(tsu®) = max Iy(tu™) > Iy(tou™).

Além disso, temos que t3 = 1, pois se t3 > 1 entdo, por u™ € Ny, tsu™ € N, e a ser

decrescente, teremos
té’/ﬁa(|Vu+|2)|Vu+|2dac - Atg/ﬂ\uﬂpdx:tg/ga(t§|vu+|2)\vu+|2dx
< 8 | a(Vu' )| Vu* fda,
ou seja,
(2~ 1)/Qa(|Vu+|2)|Vu+|2dx <0.

Logo, t3 < 1, que é uma contradicao. De forma analoga, é possivel provar que ndo podemos
ter t3 < 1. Portanto, t3 = 1 e I\(ut) = L\(tzu') > I\(tou™). Analogamente, temos que

I\(u™) > In(sou™). Assim, utilizando a Observacao 5.0.1, teremos que

Ly(tout — sou™) = Ly(tou™) + Lu(sou™) < Li(u™) + Iy(u™) = Iy(u) = 8.
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Desse modo,
In(tou™ — sou™ +n(s0,t0)¢) < B — n(s0,t0) < 5.

Assim,
In(tou™ — sou™ + n(so,to)9) < f3,
que contradiz a defini¢do de . Portanto, I5(u) = 0, ou seja, u é ponto critico de I, e uma
solugao de (5.2).
O]

A seguir, apresentaremos um Lema que nos fornece uma estimativa do funcional

I, sobre N,. Destacamos que, para provar tal resultado consultamos Lorca e Ubilla [8].
Lema 5.1.2. Eziste uma constante C' > 0 tal que
L(u) > CA 77, (5.12)

para toda u € Ny

Demonstracao. Seja u € Ny. Entao, por integragao por partes, temos que

[Vul? ,
/ ta
0

Além disso, utilizando o fato de u € Ny, o Teorema B.1.1 e a condi¢ao K1), obtemos

| 2

(B)dt = a(|Vul2)|Vul? - /OV“ a(t)dt. (5.13)

A A
2 2 _ - P _ p p
/Qa(!VUI )| Vul*dz = p/QM dx = pHuHmm) < AC|ullf g

_ a\C </Q|Vu|2dx)g —\C (meu'%)g

INC (/Q a(]Vu|2)|Vu|2dx>2

IN

Desse modo,
(20) 72\ 72 §/Qa(|Vu|2)]Vu]2dm (5.14)

Assim, utilizando o fato de u € Ny, equagao (5.13) e a estimativa (5.14) teremos que

L(u) = 2/ /VUI2 t——/ |u|Pdx
= / ( (|Vul?)|Vul* - /0|VU2 ta'(t)dt) dr — ]1)/ a(|Vul*)|Vu|?dx
— (; — ;) /Qa(|Vu| )| Vul|*dx — 7/ /I U‘Q t)dtdx

1 1 1 1 2 2
> (2= 2 2 > (= — = TP\,
> (2 p) /Qa(]Vu] )| Vul2de > (2 p) (20) 72\

Portanto, I, (u) > (l _ ;) (20) 73N "7
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Agora, vamos enunciar e provar um resultado que nos garante a existéncia de uma

funcao u em Sy que é o minimo do funcional I sobre S).

Teorema 5.1.2. Eziste pelo menos um minimizador de Iy em Sy. Em particular, o

problema auziliar (5.2) possui pelo menos uma solu¢do nodal.

Demonstragio. Seja (u,) uma sequéncia em S) tal que

lim I)(u,) = f:= inf I\(v).

n—>=o0 VES)

Defina

+ —
U’n un

Huf{Hﬂol(Q) H%HH&(Q)

Unp =

Entao, [[vf g1 =1 e [[v;[[g1@) = 1. De fato, consideremos Vii={z € Qu,(zr) <0}e

V2 .={z € Qu,(z) > 0}. Como v, = %, se up, > 0, e v;f =0, se u, <0, temos
Unllml (@)
que
o gy = [, IV Pdr = [ Vi Pde s [ V0
1
= / \VU,J{]Zda:—Jri/ |Vu [*dx
V2 | ||H1(Q V2

Logo,[[v;f || gt (o) = 1. De modo andlogo, é possivel provar que v, || 1) = 1. Assim, por
(v;F) e (v,;) serem limitadas em H{(f2), existem v™ e v~ tais que v;7 = vT e v, = v~ em
H}(Q), a menos de uma subsequéncia (ver [19], Teorema 3.18, p. 69). Além disso, as

seguintes condicoes sao validas:

1. v" e v~ tem suportes disjuntos;
2. vi=0vt —v € H}(Q).

Agora, mostraremos que vt # 0 e v~ # 0. Suponha, por contradi¢ao, que v — 0
em H}(Q). Entdo, para 1 < p < 2*, teremos [q |v; [Pdr — 0. Além disso, pelo Lema

5.1.1, as seguintes condigoes sao satisfeitas:

a) I\(sv}) < I,(u}), para todo s > 0.
Pelo Lema 5.1.1, existe s = 5(v;7) > 0 tal que su;” € Ny e I)(5v)) = maxg~o In(sv)}).

Usy

Por outra lado, como u, € Sy e v} = temos que I)(u,}) = I \(sv}). De

||un ||H1(Q>

fato, como suf = syuf, com s = , temos que s; = 1. Suponha, sem perda

+
u 1
] nHHO(m
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de generalidade, que s; > 1. Entao, por a ser decrescente teremos
5 [V PV P = 2 [ i e
= s | a(|Vui ) Vet P
> s [ a( V(s )V (),
ou seja,
(572 = 1) [ alV (s PV () fdr <0 = 51 < 1,
que é uma contradi¢ao. Portanto, s;1 = 1 e I\(sv))) = Li(siu,t) = Iy(u)).
b) I\(tv,) < I\(u, ), para todo t > 0. A prova é andloga ao item anterior.
Por K1) e os itens a) e b), temos que

L(u,) = I,\( ) =I(u )+I,\( o) > L(suf )+I,\(tv )

— /A (2|t [2)de + - /At2|Vv 2)dz — /| +|pd:1:—— NOARE
> /|Vv+| de + — /\an| dm——/ v [Pdz — /|v;|pdx
t AsP
= + 1 1 Il — +pd —7/ pd
Hv o + 0 Vg = = [ I Pl oy [Pd

2o s AP
-z ——i/ | [Pde — — /|U;|pd:1:,
Q

para todo s,t > 0. Fazendo n — oo, obtemos 3 > % + %, para todo s,t > 0, que é uma
contradicao. Portanto, v™ # 0. Analogamente, provamos que v~ # 0. Assim, utilizando a

Observacao 5.0.1, obtemos que
L(svt —tv)) = L(sv)) + Ly(tv,) < Louw)) + Li(u,) = Lvut —u,) = L(uy,).

Observe que, pelo Lema 5.1.1, existem sy = so(vh) e tog = to(v™) tais que
sovT,tov™ € Ny. Assim, w = sovT — tev~ € S\ e I\(w) > infyes, I\(v) = B. Além
disso, por K2) temos que a funcao ¢ : Hy(2) — R definida por

- /QA(|Vu|2)dx. (5.15)

¢ uniformemente convexa. Com efeito, utilizando K1), K2) e a desigualdade de Schwartz,

para u,v € Hj (), teremos que

O (u)(v,v) = 2/Qa'(\Vu|2)<vu.w)2da;+/Qa(|vu|2>yw2dx

Vv

2/9(1’(\VU|2)|VU|2|VU\20Z:E+/Qa(]Vulz)|Vv|2d:E

v

1 1
7 190z = 2ol e > 0
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Desse modo, temos (ver [30], Lema 2.3. p. 1209) que ¢; é uniformemente convexa. Assim,
¢ € CHH}(Q),R) e convexa, consequentemente, ¢ semicontinua inferior fracamente.
Logo,
p1(sv") < liminf ¢1(sv,)) e 1 (tv™) < liminf ¢y (tv),).
Portanto,
Iysvt —tv™) = L(sv")+ Iy(tv")
1 1
= Z | A(s? +12 ,/ 2 _ 7/ p
2/9 (Vo P)da + 5 [ AWV P)da ot Pdix

1

1 A At
= §gpl(sv+)+§gp1 (sv7) S/ lvt [Pdx — /|U_|pda:

IN

1 1
5 lim inf ¢y (sv}) + = lim inf ¢y (tv,,) ——S lim /\v |Pdx

n—o0 2n n—o0

—— lim /]v |Pdx

p n—aoo

= lim inf Iy(sv} —tv))
< nh—1>nool>\(un) :67
para cada s,t > 0. Em particular, I(w) = I (sov™ — tov™) < f. Assim, I)(w) = 5.

Para finalizar, provaremos que I(w) = § > —oo. De fato, como sov™,tgv™ € Ny

temos, pelo Lema 5.1.2; que

B = L(w)=I(sov") + Ix(tev™) > 2N 7T > —o0.

5.2 EXISTENCIA DE SOLUCAO NODAL

Para que possamos apresentar o resultado principal desse capitulo, precisamos do

seguinte resultado:

Lema 5.2.1. Se u € H}(Q) ¢ uma solugio do problema auziliar (5.2), entio u € L=(Q) e

(p—2)(2* —p+2)

lullzm(@) < CATFH Jul o2l o, (5.16)

22 ¢ O > 0 wma constante que depende somente de Q e n.

2% —p+2

onde 1y =

|a—1

Demonstragio. Seja a > 1. Considere |u|* 'u como uma fungao teste em (5.2). Entao,

por K1), temos que
/—dz’v(a(|Vu|2)Vu)|u|(a_1)udx — /a(|Vu|2)Vu.V(|u|(a_l)u)dx
Q Q

- a/ a(|Vul?)| Vul?|u] @V d
Q
> %/Q|Vu|2|u|(a’1)d:c.
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Assim,

2 (at1) 2 (a+1)? .
W/QW(U > )P = (a+1)2/ |u | 1|VU| dx

- %/Q\vumu\ (@1 gy
< - / div(a(|Vul?) V) |u| @ Dudz
Q

= )\/ P~ 20| u| @ Dudz
0

= )\/ || P14 4y
Q

ou seja,

(a+1/ V()] dx<)\/ | P14 (5.17)

Considere v = u*5" . Entao, pelo Teorema B.1.1, temos que

2
2% (at1) \ 2¥ (atl)
([ =) = ol @ < Cileliye =€ [ V@S Pda, (5.18)

para alguma constante C; > 0. Utilizando (5.17), (5.18) e a desigualdade de Holder,

obtemos que

2 </| IQ(M))?* < 2 O/|v
—_— u U
(a+1)? = (a+1)2 '

< )\C'l/ |ul (p=14+a) g
Q

=3 )|da:

Vo2 / |2 [+ d
Q

ACy (/Q \u|(p_2)de> (/ || (@D dx)/ ,

onde r = @2—7*2) e r’ é dado de modo que % + % = 1. Logo,

IA

1
M (o + (at1)
aeGhas ”] . (5.19)

. <
||U||L%(Q) <

Agora, considere uma sequéncia (1) em [0, 00) dada por

2 2%(r —1
T eng = Mnk,l, para todo k > 1. (5.20)
r—1 2r

o =

Entao, como 2 < p < 2*, temos que as seguintes condig¢oes sao satisfeitas:

1. no < 2%,

Como 1y = % = 2*_2p+22* e2"—p+2>2 entao ny < 2*.
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2. Mk+1 > Mg, para todo k > 0.

Com efeito, como

Lr—=1)  (2*=p+2)
2 = 1 21
2r 2 =5 (5:21)

temos que 741 > N, para todo k > 0.

3. M — oo quando k — o0.

Para provar esse item, iniciaremos provando que

r—1\%D
2r ) ’

m= (2" (

2* rr—1 r—1\"
n 2 ( T >770 (2) 2r

—1
para todo k > 0. Com efeito, para k =0 e k =1 temos 7y = -2 = (2%)° (@> e

Supondo que (5.22) é valida para k, temos que

2" (r—1 2* (r—1 r— 1\ k- r—1\*
_ - _ s 2*k< ) _ (0¥ (k:-i—l)()‘
k1 2< r )nk 2( r )( ) 2r ) 2r

Portanto, (5.22) é valida para todo k& > 0. Desse modo, por (5.21) e (5.22) obtemos

que

— 1\ (-1 — 1\ -1
) L g (T—1 L w (kT 1> B
khrr})o Mk = khrr(lm(Q ) ( 5 ) = lim 2 (2 = 00,

provando o desejado.

Dado k > 0, escolha a; € R de forma que 7, = (ax + 1)-"5. Pela equacao (5.22),
temos que

r—1
2r

)UH) — a+1=2(2")F <T — 1)k, (5.23)

( + D=7 = = (2" ( >

r—1

ou seja,

r—1\%
@k:2<2* - ) 11

Além disso,

r —

Sl =@ (") = (5.24)

—1\" 2 r—1\* r—1\F1
1 ’:Z(T ) :( ) :( ) = (5.25
(ar +1)r o ) 2 —p+2 or ) T o m=ne (5.25)

Considerando ag em (5.19) e utilizando (5.24) e (5.25), obtemos

)\Cl (CY() + 1)2

<
Jullon @ < |50

9 (ag
HuH(L’Z*(}z)] el oo e
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Aplicando ay em (5.19) e utilizando (5.24) e (5.25), obtemos

MO (aq + 1
P e ] full e
(ACi(an +1)° @D A (g + 1)2 0
< [Pt e |7 2 Do 1 e
- 1
AC(ay + 1), gy D
- H[ e 1 A A

Prosseguindo com esse argumento, obtemos

)\C’l(a] + 1) %"'1)
I P g, | ™

[ullLmwsr@) < L0(Q)
§=0
para todo k > 0. Como a;; > 1 temos que
[k (r—2) 1
a;+1
lullpma@ < |TT [ACilay + 12 lullfotoy 77 | lullzo o)
| j=0

B R
= | (\CilullEy) 1287 | lullm o,

7=0

onde 3 := 2*(;?1). Portanto,

UL
lilpo < | (ACul%2) == 1807 | lulw@,  (5.26)

J=0

para todo k& > 0.

Agora, observe que:

) To g =357 (5) = 1 () = 525

L
ii) [1520(287)% > 0 é finito. De fato, note que

et i ﬁ 1in(289) T4 L (n2+jinp)
(Qﬁj) — H eln(Zﬁ H B3I H eﬁj J

0 j=0 j=0
o 1
Zg =0 37 (l"2+ﬂ”6 1”22 =0 /3] 37 Hn BZ; =0 /3] )

e

J

= e
Considere b; = ( ég)j, entao
Ji/a 1
lim ¢/b; = lim vi_l_y
j—00 j—o0 (3 I}

Portanto, a série > 7%, 5] é convergente, ou seja, existe m > 0 tal que 3372, 5'] =m.

Além disso, 3222, <B>J = (17}3_1> = 2(212;:)2. Desse modo,

1 2% —p+2

lo—o[ 2/6] ? _ (ln2)+ln6(m) -0
7=0

é finito.
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Fazendo k — 0o em (5.26) obtemos

(p—=2)(2* —p+2)

2* —p42 B El
[l (@) < CAZET0 lul| o) ™ Nlullzn @), (5.27)

2% _p42

% L

onde C'= Gy 7 [1524(267) 7.
O
Observagao 5.2.1. Considere a aplicagio G : R™ — R" definida por G(n) = a(|n|*)n,
para todo n € R™. De forma semelhante ao que fizemos na Observacao 3.2.1, é possivel

provar que G satisfaz as condi¢io do Lema 3.2.1. Por outro lado, se u € solug¢do do

problema (3.12), temos que
—div(a(|Vul*)Vu) — Mu|?P~2u =0
em Q) e utilizando a aplicagio G : R™ — R"™ dada na equagao (3.44), temos
/Q (Q(Vu).Vv — )\|u|p_2u) de = /Q(—div(g(Vu)) — Au| P Du)vdz
= /(—div(a(|Vu|2)|Vu|2) — Mu| P Pu)vdz.
— ()Q
Assim, pelo Lema 3.2.1 temos que u € C1*(Q) e

HUHcLa(ﬁ) <O(7, k,Q, ”)\’u‘(pﬂ)uHLoo(Q))-

Agora, apresentaremos o principal resultado desse capitulo, que é exposto e de-

monstrado em Bonheure, Delert e Valeriola [4].

Teorema 5.2.1. Existe \y > 0 tal que para todo X > Ay o problema (5.1) possui pelo

menos uma solugio nodal uy € HY(Q) N CH*(Q), para cada o € (0,1). Além disso,
il =0

Demonstragio. Sejam uy a solugdo do problema (5.2) dada pelo Teorema 5.1.2 e w €

U = {v € H{(Q);v" # 0ev™ # 0}. Pelo Lema 5.1.1, existem t* = t*(w") > 0

et =t (w) > 0 de forma que tTw',t"w™ € Ny, L(tTw") = max,>o \(tw™) e

L(t"w™) = maxyso [y (fw™). Como tTw" € Ny e ; < a(s) < 1, para todo s > 0, temos

que
A(ﬁ)@—l)/ |w+|pdx:t+/ a(|tw* [2) |Vt e < t+/ \Vw* 2dz,
Q Q Q
ou seja,

120,753
< [M] (5.28)

A lwt|Pdz
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De forma analoga, podemos provar que

2015
t— < W] (5_29)

A g lw™|Pdz

Além disso, como tTw™t,t"w™ € Ny temos que tTw™ —t"w™ € Sy. Assim, utilizando a

Observagao 5.0.1, obtemos que

L(uy) = m}gn L) < L(ttwt —t"w™) = L({tTw) + L(tw")
vVED)

— §/QA(|V(t+w+)|2)da:— 2/Q\t+7«U+|pdfC+;/QA(!V(tw)|2)dx

A
——/ |t w™ |Pdx
pJo

1 1
< f/ A(IV( t+w+)|2 dx+—/ A(V( t‘w_)|2)dx
|V (ttwT)| IVt~ w™ d d
_2// dtdm+2// tdo
< f/ V()2 da:+—/ V(¢ w2 de
Jo [Vw2dx] 7= 2/ L[ o |Vw™Pdx |7 2/ )2
< dx d
- l)\fg |wt|Pdx V()P 3 A Jo |w—|Pdz IVw ‘
= Cl)\ P—Q’
onde
(o [Vt Pde)7=  (Jo [V de)7=
01: 2 + 2
2 (Jo lwtlpdz)r=2 2(Jq |w™ |Pdz)?=2
Portanto,

In(uy) < CLAT72, (5.30)

Agora, provaremos que uy € L>®(Q) e existe C' > 0 tal que
lull ey < CAF2. (5.31)
Utilizando o fato de wuy ser solugao do problema (5.2) e a Proposigao A.4.1 | obtemos
/Q a(|Vun|2)|Vul2de = /Q —div(a(|Vus ) Var yurdz = A /Q lup [P (5.32)

Além disso, integrado por partes temos que

[Vuxl?

/0 Tt = a(|Vus ) Vs — /0 a(t)dt. (5.33)
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Por (5.32) e (5.33), K1) e o fato de a ser decrescente, obtemos

L(uy) = 2//|VUA| dtdm——/ luy[Pdx
= 2/ l (|Vup>)|Vuy* — /OvuA ta’(t)dt] dx—;/ a(|Vuy|?)|Vuy |*dz
1 1 |VUA|2
_ (2—p>/ga(|Vu)\| N dw——// t)dtd
> (1—1>/a(|VuA|2)|VuA|2d:v
- \2 p)Ja

1 1\1 )

Assim,

1 1\1 R
<2 N p) sl < Ii(w) < A7,

Dessa forma, pelo Teorema B.1.1, temos
1 1\1 1 1\1 _ 2
<2 - p> 5”“/\”%2*(9) < Ch <2 - p> iHuAH%{&(Q) < GG 72,
implicando que

__1_
|l 2 (@) < C3A 772,

1
sendo C3 = (20102 (% — ]13)1) ® Pelo Lema 5.2.1, existe C' > 0 tal que

(p=2)(2* —p+2)

[l eo(@) < CAR ”)||UA||L2*2(2; sl oo
onde 1y = == < 2*. Logo,
2% —p+2 2% —p+2
lusllze(@) < COINTTD N 200 \ 57 = CC2A 772, (5.34)

Para finalizar, provaremos que uy ¢ solu¢ao do problema (5.1), para A > 0 suficien-

temente grande. Observe que
[Musl "2l ooy = Alluallf gy < (CCHE A= = (CCH-DA 72

Desse modo, || A|uy|®~? ux|| @) — 0, quando A — oco. Por outro lado, pela Obser-
vagao 5.2.1, uy € CH(Q) e [lup[cra@ < O([Mur|PDuy| o)), quando A — oo.
Logo, |[Vuy|| e Q) — 0, quando A — o0, consequentemente, existe A; > 0 tal que
| Vur| o) < 72, para A > A;. Por K3), obtemos que a(|Vuy|?) = ————. Assim,

AV 1+ Vuy?

concluimos que uy ¢é solugao de (5.1). O
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6 APLICACOES E EXEMPLOS

Apresentaremos neste capitulo alguns casos particulares dos problemas abordados
nos capitulos anteriores. Sendo tal capitulo dividido da seguinte maneira: na primeira
se¢do, iremos expor alguns problemas envolvendo o operador de curvatura média prescrita;
na segunda sec¢ao, estudaremos um caso particular, para o qual estabeleceremos uma

relagao entre a solugao obtida via Teorema do Passo da Montanha e a variedade de Nehari.

6.1 CLASSE DE PROBLEMAS ENVOLVENDO OPERADORES DE CURVATURA
MEDIA PRESCRITA

A seguir, apresentaremos dois problemas envolvendo operador de curvatura média

prescrita, para os quais consultamos Cerda e Iturriaga [9] e Lorca e Ubilla [8].

Exemplo 6.1.1. Seja f : @ x R — R uma funcao de Carathéodory que satisfaz as

condigoes H2) e H3) apresentadas no capitulo 3 e Q um subconjunto limitado de R™ com

1

fronteira 0S) suave. Defina a fungio a(t) := 7, paray >0 eg: R — [0, 00) uma

(1+g(It?)
fungdo nao decrescente de classe C*. Note que, a satisfaz a condigio H1) dada no capitulo
1
3. Com efeito, dado Ry > 0 consideremos m; = max{g'(t*);t € [0, Rl]l},2 Bo = (%ﬁiﬁ)) ’
e Ry = min{ Ry, 5o}. Emfdo1 a € CY([0, Ry]; (0,00)) com a'(t) = —ﬁ%- Além disso,
para te [07R1] € Vg = W > 0, temos que
0
Ayg (1)t 1
2/ ()t +a(t) = —
A R (R )L
4ym t* 1
> - +
(L +g(RE))*  (1+g(RF))
4ym 1+ g(R2 1
s () (L,
(1+g(Rg)) 8yma (1+g(R5))
1
= ——— =1 > 0.

2(1 + g(Rg))

Desse modo, aplicando a fun¢io a : R — [0, 00) definida acima no problema (3.3) obtemos

: Vu _
{ —dZU <W) = )\f(.r, U)7 em Q, (61)

u =0, sobre 0S2.
Pelo Teorema 3.2.1, existe pelo menos uma solugao do problema (6.1).
n+t2
n—2

e g:1[0,00) — R uma fungao continua satisfazendo as condicoes F2) e F3) apresentadas

Exemplo 6.1.2. Sejam Q um subconjunto limitado de R™ tal que 00 € C*1, 1 < g <

no capitulo 4 e tal que

lim g(v)

u—s0 4

=0.

Defina as fungdes f(u) :=u? + g(u) e a(t) := (14 12"z, para p < 2. Note que:
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a) A funcao f satisfaz as condigoes F2) e F3) apresentadas no capitulo 4 , pois como g

satisfaz tais condicoes obtemos:

u u wd+l u wdtl
1. F(u) := [y f(s)ds = [y s7+ g(s)ds = (<1T+1) + fo'g(s)ds < (q;)

o > 2. Assim, considerando oy = min{q+ 1,0} > 2 teremos o1 F(u) < uf(u),

para u € [0, R].

+ 2g(u), com

2. @ =ul ! 4 % ¢ crescente em [0, R].

b) A fungio a satisfaz a condigio F3) apresentada no capitulo 4, pois a(t) = (1 —i—tQ)p%2 >

2 (p—2)
(1+ R?)" = > 0, para todo t € [0,R]. Portando, a(t) > a(0) > 0, para todo

t€[0,R].

Desse modo, aplicando as fungées a e f definidas anteriormente no problema (4.1), obtemos

(p—2)

—div((1 + [Vul]?) "2 Vu) = ANu? + g(u)), em Q,
u =0, sobre 012,

(6.2)

e pelo Teorema 4.2.1, o problema (6.2) possui uma solucdo ndo trivial, ndo negativa e C*.

6.2 ESTUDO DO PROBLEMA —Au = AJu|P~2u

Nesta secao, estudaremos o seguinte problema

(6.3)

—Au = Mu|P~?u, em Q,
u =0, sobre 012,

onde  é um subconjunto limitado de R™ com fronteira 052 suave e p € (2,2* — 1).
Considere as fungoes a : R — [0,00) e f : Q x R — R definidas por a(t) := 1,
para todo t € R, e f(x,s) := |s|P~?s. Note que as funcoes a e f satisfazem as condicoes
H1), H2) e H3) dadas no Capitulo 3, e além disso, f é uma funcao de Carathéodory. Com
efeito, considerando 0 < v < 1 e Ry > 0 temos a € C1([0, R]; (0,00)) é uma funcao nao

cresceste (mais especificamente, uma func¢ao constante) e
2d'(t) + a(t) = 1 > v, para todo t € [0, Ry),

ou seja, a condicao H1) é satisfeita. Para mostrar H2), defina ¢(x) := 1, para todo x € Q,
e 0 < ¢y <1, entao

fx,u)

u—>0 |u|P—2u o

= ¢(x), para todo x € Q,

e assim garantimos H2). Agora, dados so > 0 e ¢ € (2,2*), com ¢ < p, tem-se

u u P
F(z,u) ::/0 f(x,s)ds :/0 |S‘p728d8 = |up|7
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para todo u € (0, s9) e todo x € €. Dessa forma, teremos
aF (. w) = uf (2,u) = 2 ful? = ful? < [uf? — [u] = 0.
p

Portanto, H3) é satisfeita. Para cada s € R, a funcdo x € Q — f(z,s) = |s|P7%s ¢
constante, consequentemente, é mensuravel. Além disso, dado x € 2 fixado, a funcao

s € R— f(x,s) = |s[P~%s é continua. Portanto, f ¢ uma fungio de Carathéodory.

Aplicando as fungoes a e f definidas anteriormente no problema (3.3) obtemos o
problema (6.3). Assim, pelo Teorema 3.2.1 garantimos a existéncia de pelo menos uma
solucdo nao trivial de (6.3). No qual, as solugoes fracas do problema sao as fungoes
u € Hy(Q) tais que

/ VuVudr — )\/ |ulP"?uvdx = 0, para todo v € Hy(€2).
Q Q

Dessa forma, o funcional I : H}(2) — R associado ao problema (6.3) ¢ dado por

_A
p
para todo u € H}(Q). Além disso, I € C'(HL(Q),R) e, para cada u € H} (), teremos

1 A 1
1) = 5 [ 1VuPde— [ uPde = llulfy e =l

(I'(u),v) = / VuVudzr — )\/ lu[P~?uvdx, para todo v € Hj(S).
Q Q
Agora, definimos o funcional
Y(w) = (I'(w),w) = [lullf @) — Mullfq (6.4)
e o conjunto

N = {u € Hy(Q);u #0,¢(u) = O} . (6.5)

A seguir, definiremos quando um conjunto M C H} () é uma C™- subvariedade de
codimensao k e apresentaremos um lema que nos fornece informacoes sobre o conjunto N
definido em (6.5). Para abordar tal resultado (assim como os demais que apresentaremos

nesta se¢ao) utilizamos como principal referéncia Costa [21]. Consultamos também o

trabalho de Silva [31].

Definigao 6.2.1. Sejam M C H}(Q), m e k nimeros inteiros maiores iguais a 1. Diremos
que M € uma C™- subvariedade de codimensao k se, para cada ugImM , existe uma vizinhaca
aberta U de ug e uma fungao p € C™(U,R¥) tal que

1. ¢'(u) € sobrejetiva, para cada u € U,
2. MNU ={ueU;p(u)=0}.

Lema 6.2.1. i) N ¢é uma C'-subvariedade de H}(Q) de codimensio 1, N #() e0 ¢ N.
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ii) u € H () — {0} é um ponto critico de I se, e somente se, u € N e u € ponto critico
de I|N

Demonstragio. 1): Vamos iniciar provando que N # (). Para isso, observe que ao considerar
a aplicacdo 0 < t — (tv), para 0 # v € H}(), teremos que ¥ (tv) > 0 para t > 0

pequeno. De fato, utilizando o Teorema B.1.1, obtemos
Y(tw) = Clollin = M@ = Ellvlie — Aol

= (1= M 2|olToia)) 110l 70 )

Assim, para t > 0 suficientemente pequeno temos (1 — )\tp*2||v||1£;(2m) > 0, consequente-

mente, ¥ (tv) > 0. Além disso, temos que
D(t0) = 210l 0y — M Toley = (ol @y — A2l o)t

implicando que
thl)Ilmlﬁ(tU) = —00.

Portanto, existe ty > 0 tal que ¥ (tov) = 0, ou seja, tov € N, e concluimos que N # ().
Agora, vamos para a segunda parte da prova deste lema, isto é, mostrar que N é uma C'-
subvariedade de H}(f2). Para isso, note que ¢» € C*(Hj (2, R)). Além disso, ¢/ (u) # 0, para
todo u € N. De fato, suponha por contradi¢ao, que existe u € N tal que (¢'(u), w) = 0,
para todo w € H} (), entao

0= (¢ (u),w) = Q/QVu.dex - )\p/Q |u|P*uwdz, para todo w € Hy ().
Em particular, para w = u teremos
0=2 [ |Vuldz = [ Jul’de = 2lulifyq = Aplullu
Por outro lado, como u € N temos que HUH%%(Q) = AMlull75(), € dessa forma,
Nl iy = Apllull ey = plluliZey = p = 2.

contrariando o fato que 2 < p < 2* — 1. Portanto, ¢'(u) # 0, para todo u € N, e assim

concluimos que N é uma C'-subvariedade de H}(Q2) de codimensao 1.

Agora, provaremos que 0 ¢ N. Com efeito, dado u € N, utilizando o Teorema
B.1.1 e o fato de u € N, obtemos

1
> — > 0.

lulls @) = MullZo@ < ACHullf o) = Hu”Hl(Q) O

Portanto, 0 ¢ N.
ii): Se u € H}(Q) — 0 é um ponto critico de I, entdo

0= (I"(u) / Vu.Vodx — )\/ |ulP~?uvdz, para todo v € Hy(Q).
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Em particular, para v = u temos
0= (I'(u),u) = u € N. (6.6)
Reciprocamente, seja u € N um ponto critico de I|y. Entao,
') = o (),
para algum « € R (ver [21], Teorema 2.1, p. 51). Ou seja,
/QVU.Vvdx - A/Q lulP?uvdr = |:2/QVU.VU — )\p/Q |u|p_2uvdac} :
para todo v € H}(2). Em particular, para u € N, temos que
0 = (I'(u),u) = {ap(u),u) = 2a/QVu.Vud:U - )\ap/Q |u|P~2uudz

= 20‘”“”?11(9) - )‘OCPHUH]ZP(Q) = 20‘”“”?{1(9) - ozp||u||§{1(9)
0 0 0

= (2a — pa) |l q)-
Assim, 2a — pa = 0 implicando que a = 0, pois p > 2. Logo,
(I'(u),v) = (a¥)'(u),v) = 0, para todo v € Hy(£2),
ou seja, u ¢ ponto critico de I. O

Dado u € N, temos que

1 A 1 1 1 1
10 = B Sl = 3o - Slilgo = (5 - 5 )y >0

pois 2 < p < 2* — 1. Desse modo, temos que

¢, = inf I(u) > 0.

ueN

A seguir, apresentaremos um lema que nos garante a desigualdade estrita, ou seja, que
ce > 0.

Lema 6.2.2. Seja ¢, = inf,en I(u). Entdo, ¢, >0 e
Cy = CMmP (67)

onde cyrp > 0 € o valor critico de I, obtido pelo Teorema do Passo da Montanha 2.2.35.

Em particular, existe u € N que € solugio do problema (6.3).

Demonstragdo. Inicialmente verificaremos se o funcional [ satisfaz a geometria do passo

da montanha, isto é, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Existem 6,6 > 0 tais que I(u) > 0 se |lul| g1y = 6.
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2. Existe vo € Hy(Q) tal que |Jvoll gz ) > 6 e I(vg) < 0.

Vamos provar a primeira condigao. Seja u € H}(f2). Entao, pelo Teorema B.1.1, obtemos

1 P 1
Iw) = Slulbye = Jluline = ( - *H [ ) Il 22 0)-
1
Considerando 0 < § < (4/\0) =2 9 = % e [ull g () = J temos
1 XC 52
I(u) > ( — 5<p—2>> 8 =— =0,
2 P 4

provando que a primeira condi¢io ¢ satisfeita. Sejam v € H}(€2), com ||v||H5(Q) =1,

ety € (0,00) de modo que to > (2/\””7(:2)) LR to > 6. Desse modo, considerando

vy = tovU teremos

t2 A 1 A
I(tov) = O” ||H1(Q pOHU”LP(Q (2 ——|v ”LP(Q)

1 Ap
< |- —2C P, | 2=0
(2 2)\p||v||ip(9) H HL (Q)) 0

Além disso, [|vol| 1) = to > d. Portanto, a segunda condicdo ¢ vilida, e assim, I satisfaz

a geometria do passo da montanha.

Agora, dado v € H}(Q), defina a fungao g(t) = I(tv), para todo t € (0, 00). Entao,

o maximo da fungao g é atingido. Com efeito, observe que:

1 1
. (p—2) . (p—2)
i) g(t) <0, para todo t > (mm(m) , pois se t > (”‘”L?(m) teremos

t2 AtP 1 r?
g(t) (tv) 9 ||U||H3(Q) D ”U“LP(Q) <2 D — vl Q))

1 Ap
< 5= oo Wl | =0
(2 2/\p||U||LP(Q) e

_1

.o (»-2) .
ii) g(t) =0,set= (M%) , pois

1 2 1 Ap )
g(t) = I(tv) = (— o, >t2: e |, | 2 =0
=1 = (5"l ) = 5~ sypate— TPl

®—2) L o ) _ .
iii) g(t) > 0,set < (2/\”Uﬁo ) YA prova ¢ feita de forma andloga ao item 1i).
LP(Q)

Portanto, existe tg = to(v) > 0 tal que g(ty) = maxy~g g(t), e assim, (I'(tgv),tov) = 0.

Desse modo, tgv € N. Assim, podemos escrever

N = {to()v; |v|| g3y = 1}
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Para finalizar, considere o conjunto

I = {y € C([0,1]; Hy(2)); 7(0) = 0, I(+(1)) < 0}.
Pelo Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema 2.2.3), temos que

cyp = inf sup I(y(t)) >0
7€l 0<e<1

é valor critico de I, ou seja, existe uy € H}(Q) tal que I(uy) = cyp € I'(uy) = 0. Assim,
pelo Lema 6.2.1, uy € N e

¢, = inf I(u) < I(uy) = cpp. (6.8)

ueN

Por outro lado, dados v € N e t > 0 temos que

P2

1
I(tv) = | SllvllFn @) — ——Wllsq | £ (6.9)
2 0

Assim,

Pl

(p—2)
H}(Q)
1. I(tv) <0, para t > <2/\|va(Q)> ’

pllv]?

1
1) (p—2)
2)‘H”HL;D(Q) ’

2. I(tv) > 0, para 0 <t < <

pllvl|?

Hé(ﬂ) (p—2)
3. ](tU) = O, para t = Ww(g) .
Dessa forma, existe tg = to(v) > 0 tal que I(tgv) = maxysoI(tv). Fixando t; >
q

2)\||UHLP(Q)
temos que y € I' e

pHvHHl(m #-2)
ST e v; = tyv temos I(v) < 0. Assim, definindo 7(t) := tvy, para t € [0, 1],

I(tov) > I(y(t)),Vt € [0,1] = I(tgv) > sup I(7(t)) > inf sup I(7(t)) = carp.

0<t<1 7€l o<i<1

Além disso, como tgpv € N e v € N teremos
0 = (tov) = 3l[0la(0) — M0 100y = Bllelliey — 1010y = to = 1.

Dessa modo, obtemos que
I(’U) = I(tov) Z Crp-

Assim, ¢, = inf ey I(u) > cpp > 0. Portanto, ¢, = cyp = I(uy), onde uy € N. Em

particular, uy é solugdo do problema (6.3). ]
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7 CONCLUSAO

Estudamos alguns problemas de valor de fronteira que englobam o operador de
curvatura média, para os quais buscamos provar a existéncia de solucoes fracas utilizando
uma abordagem variacional sobre problemas auxiliares. No capitulo 3, abordamos o
problema (utilizando como principal referéncia Cerda e Iturriaga [9] e técnica baseada na

utilizacdo do Teorema do Passo da Montanha)

{ —div(a(|Vu*)Vu) = Mf(z,u), em O; (7.1)

u =0, sobre 0f2,

para o qual foi obtida a garantia da existéncia de pelo menos uma solu¢ao nao negativa
através do Teorema 3.2.1 e apresentados alguns exemplos no capitulo 6. Entre os exemplos
deste problema, temos

—div (V“> = MulP~?u, em Q,

V1HVul?
u =0, sobre 0f2,

(7.2)

que ¢é abordado (utilizando outra técnica) no capitulo 5.

No capitulo 4, estudamos o problema (utilizando como principal referéncia Lorca e

Ubilla [8] e principal ferramenta a variedade de Nehart)

{ —div(a(|Vu|)Vu) = Af(u), em Q, (7.3)

u =0, sobre 012,

provando a existéncia de pelo menos uma solucio uy nio negativa e de classe C! deste
problema no Teorema 4.2.1. Além disso, apresentamos um exemplo envolvendo o operador

de curvatura média no capitulo 6.

No capitulo 5, estudamos o problema (utilizando como principal referéncia Bonheure,

Delert e Valeriola [4] e técnica baseada na variedade de Nehari)

—div <\/1+VIUT|2) = AuP72u, em ,
u =0, sobre 012,

(7.4)

para o qual mostramos a existéncia de pelo menos uma solu¢ao nodal uy deste problema

através do Teorema 5.2.1.

Portanto, conseguimos atingir os objetivos deste trabalho, pois provamos a existén-
cia de solugoes fracas dos problemas centrais apresentados nos artigos de Cerda e Iturriaga
9], Lorca e Ubilla [8] e Bonheure, Delert e Valeriola [4] utilizando técnicas distintas. Além
disso, o problema abordado em Bonheure, Delert e Valeriola [4] possui pelo menos duas
solugoes distintas: a primeira fornecida pelo Teorema 3.2.1, que é nao negativa; e a segunda

obtida pelo Teorema 5.2.1, sendo esta uma solugao nodal.
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APENDICE A - CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados necessarios para
estudar os problemas apresentados nos capitulos anteriores. Para isso, utilizamos como

referéncias Brezis [19], Evans [20] e Gilbarg e Trudinger [23].

A1 ESPACOS I e LV

loc
Nesta secao apresentaremos as defini¢oes e algumas propriedades dos espagos L e
P

e Assim; sejam €2 um subconjunto aberto de R” e 1 < p < o0.

Definigao A.1.1. LP(Q) = {u: Q — R|u € Lebesgue mensurdvel e ||u||Lr(0)y<co }, onde

[ (Jo ]u(x)|7’dx)% ) sel <p < ooy
u P -
e inf{C > 0; |u(z)| < C em quase toda parte em Q}, sep= o0,

Um resultado importante dos espacos de L¥ é a desigualdade de Holder, que

apresentaremos no teorema a seguir.

Teorema A.1.1 (Desigualdade de Hélder). : Sejam 1 < p,q < oo, com zl) + % =1,
feLr(Q)ege LYN). Entio, fge L'(Q) e

1 fallzr) < I flle@llgllLa

Demonstragio. Ver [19], Teorema 4.6, p. 92. ]

p

Agora, definiremos os espacgos L.

Definigao A.1.2. Dizemos que uma fungao u : Q — R pertence a L () se uw € LP(U)

loc

para cada U CC ).

A.2 ESPACOS DE HOLDER E DERIVADA FRACA

Definigao A.2.1. Sejam u,v € Li,.(Q) e a = (ay, ..., ) um multi-indice. Dizemos v € a

a-ésima derivada parcial de u, que denotaremos por Du = v, se satisfaz a equagdo

/QuDagpdx: (—1)'“‘/Qv<pdx, (A.1)

para toda p € CX(S2). Neste caso, v € dita a derivada de u no sentido fraco. Caso a

fungdo v nao exista, diremos que u ndo possui derivada no sentido fraco.

Lema A.2.1 (Unicidade da Derivada Fraca). Uma a-ésima derivada parcial de u, se

existir, € unicamente definida a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragao. Ver [20], p. 257. ]
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Sejam ) um subconjunto aberto de R", 0 < v < 1. Entao:

Definicao A.2.2. Dizemos que uma fungio u : 2 — R é Hélder continua com expoente

v, se existe uma constante ¢ > 0 tal que
[u(z) = w(y)l] < clle =yl Va,y €

Além disso, se u: € — R € continua e limitada escreveremos a norma de u por

[ull o) = sup [lulz)]],
€
a semi-norma y-Holder de u por
[u(z) — u(y)]
u 5 = su )
Weor@ = 20 T
uFy

e a norma y-Holder

HuHCOW(ﬁ) = HuHC(ﬁ) + [u]co,v(ﬁ) :

Definicao A.2.3. Diremos que uma fungio u : 2 — R € localmente Hdélder continua
com expoente v em €2 se uw é Holder continua com expoente v em subconjuntos compactos
de Q. Denotaremos por C*7(Q) o subespaco de C*(Q) que consiste de todas as fungoes
que tem derivadas parciais de ordem k localmente Holder continua com expoente v em €.
Além disso, denotaremos C*(Q) = C*(Q).

Definigdo A.2.4. Definimos os espacos de Hélder, que denotaremos por C*7(Q), como o

espago de todas as fungoes u € C*(Q) tais que a norma
lulloxa@ = D 1D%ulle@ + D [D™Ulcorm)
lor| <k |o|=F

¢ finita.

A.3 TEOREMA EXISTENCIA DE SOLUCAO FRACA

Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto e limitado. Consideremos o problema

{ Lu=f, em (A.2)

u =0, sobre 02,

onde v : Q — R é uma funcdo desconhecida, f : @ — R é um funcdo dada, L é um

operador diferencial parcial de segunda ordem L dado por

n

Lu=— > (ajj(x)uy,)s, + ; bi(z)ug, + c(x)u, (A.3)

3,7=1

onde as funcoes a;;, b;, ¢ sao dadas de modo que a;; = aj;, para i,j = 1,...,n.
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Definicao A.3.1 (Condicao de Elipticidade). Dizemos que o operador L definido em
(A.3) é (uniformemente) eliptico se existe uma constante 0 > 0 tal que

n

> ay()&&; > 0l¢f, (A.4)

ij=1
para quase todo x € () e todo £ € R™.
Teorema A.3.1 (Primeiro Teorema Existéncia de Solugoes Fracas). Existe um nimero

v >0 tal que para cada p > v e cada fungio f € L*(Q), existe uma tnica solugdo fraca

u € HJ(Q) do problema de valor de fronteira

Lu+pu=f, em € (A.5)
u =0, sobre 0f).
Demonstragio. Ver [20], Teorema 3, p. 319. ]

A4 FORMULA DE GREEN

Sejam 2 C R™ um subconjunto aberto, limitado com fronteira 0Q € C* , z € Q e

u: ) — R.

Teorema A.4.1 (Férmula de Green). Sejam u,v € C?*(Q)). Entao,

i) JoAudz = [y %dsa
ii) fo Vo.Vudr = — [ ulv + [5, 2udsS,

iii) o uAv —vAudr = f[ult —v34dS

Demonstragio. Ver [20], Teorema 3, p. 712. ]

Uma generalizagao do teorema acima é apresentada em Gilbarg e Trudinger [23],

dada por:
Teorema A.4.2. Para qualquer campo vetorial w € C’l(g), tem-se que

/dz’vw dx = w.v dS, (A.6)
Q 00

onde v é a unidade normal externa de OS2 e dS € o elemento de drea (n—1) - dimensional

em Of).

Demonstragio. Ver [23], p.13. ]
Proposigdo A.4.1. Sejam u,v € C*(Q). Entdo,
ou
' 2 = Ho—dS — ) A.
/dew(a(]Vu] )Vu)dz /aQa(]Vu] JosdS /Qa(\vu\)vu Vodz, (A7)

sendo a : R — [0, 00) uma fungdio de classe C'.
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Demonstragio. Considerando w = va(|Vul?)Vu € C1(Q) em (A.6) temos que

ou
2 —_— = 2 pu ) 2
/ag a(|Vul )vade /asz va(|Vu|”*)Vu.vdS /de(va(|Vu| )Vu)dx
0

L ou
_ 2\ 77
= /Q; o (va(|Vu| )8x1> dx

— /Qa(|Vu|2)Vu.Vvdm+/deiv(a(|Vu|2))Vudx.

Portanto, equagao (A.7) é vélida. ]

Proposigdo A.4.2. Sejam u,v € C?*(Q2). Entdo,

, ou
/Qvdw(a(|Vu|))Vualx:/8 (|Vu|)v$d5—/Qa(|Vu|)Vu.Vvda:, (A.8)

a
)
sendo a : [0,00) — [0,00) uma fungio de classe C'.

Demonstracdo. A prova desta proposicao é feita de forma andloga a proposi¢ao anterior.
]
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APENDICE B - ESPACOS DE SOBOLEV

Neste capitulo, definiremos e apresentaremos algumas propriedades dos espacos de
Sobolev. Para tanto, utilizaremos como referéncias Evans [20], Rabinowitz [32], Adams
[33] e Gilbarg e Trudinger [23].

Seja 2 um subconjunto aberto em R™.

Definigao B.0.1. Os espagos de Sobolev, que denotaremos por W*P(Q), consistem de
todas as fungoes u : Q0 — R tais que para cada para cada multi-indice o, com |a| < k,
u € LP(Q2) e D*u existe no sentido fraco e D*u € LP(Q)). As normas nesses espagos sao

dadas por

1
(Slajzr Jo | Dou(@)lPdz) sel<p<
Yjaj<k INf{C > 0][DYu(x)| < C' em quase toda parte em Q}, sep = oo,

||U||ka(9)

Denotaremos os espagos W*2(Q) por H*(Q), para k =0,1,2, ... .

A seguir, apresentaremos algumas nocoes topoldgicas que adotaremos nos espacos

de Sobolev e alguns resultados que nos auxiliardao no desenvolvimento desse trabalho.

Definigao B.0.2. Sejam {u,}5_, e u € W*P(Q). Diremos que a sequéncia {u,, }>°_,
converge para u em WHP(Q), e denotaremos por u, — u em {u, }_;, se
i [tt, — wllwrn () = 0.

Além disso, diremos que {u,,}>_, converge para u em VV/Zf(Q), e eSCreveremos Uy, — U
em WiP(Q), se ty — uw em WEP(U), para cada U CC Q.

Agora podemos definir o fecho de um conjunto em W*?(Q), mais especificamente,
definiremos o fecho de C°(Q) em W*?(1), que denotaremos por Wg* ().

Definicao B.0.3. Dizemos que uma fungdo u € Wég’p(Q) se, e somente se, existe uma
sequéncia de funcoes {u, }5_, em C2(Q) tal que u, — u em WHP(Q). Quando p = 2,
denotaremos HE(Q) := Wi (Q)

B.1 IMERSOES NOS ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao, apresentaremos algumas desigualdades importantes, entre elas a
desigualdade de Poincaré. Além disso, apresentaremos alguns resultados sobre imersoes
nos espagos de Sobolev. Para isso, definiremos o conjugado de Sobolev de um niimero

1<p<n.
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Definicao B.1.1. Seja p, com 1 < p < n, entdo o conjugado de Sobolev de p, que

denotaremos por p*, é dado por
* np
p* = :
n—p

Teorema B.1.1 (Estimativas de Wy, para 1 < p < n ). Suponha que @ é um subconjunto
limitado e aberto de R™ . Suponha que u € Wol’p(Q) para algum 1 < p < n. Entao, teremos

a estimativa
[ullza@) < ClIVullrr @), (B.1)

para cada q € [1,p*], a constante C' depende somente de p,q,n e Q). Em particular, para

todo 1 < p < oo temos que
[ull (@) < ClIVull o), (B.2)
sendo esta desiqualdade denominada desigualdade de Poincaré.

Demonstragio. Ver [20], Teorema 3, p. 279. O

Observagdo B.1.1. Pelo teorema anterior, dada u € HJ () temos que
[ullza) < Cl[Vul| L2y = Cllul gy ) < oo (B.3)
Assim, H}(Q) C LY(Q), para cada q € [1,2*].

O teorema que apresentaremos a seguir pode ser visto em Rabinowitz [32].

Teorema B.1.2. Seja Q2 C R™ um dominio limitado em R™ onde sua fronteira é uma
variedade suave, para n > 3. Se u € H}(Q), entio u € L%(Q) e existe uma constante
C >0 tal que

[ull i) < Cllullmyq), (B.4)

para todo t € [1,2*] e todo u € HJ (). Além disso, a aplicagio imersio u € Hj(2) —
u € L) é compacta para todo t € [1,2*].

Demonstragio. [32], Proposigao B7, p.90. ]

Para obter os resultados a seguir utilizaremos como referéncias Adams [33] e Gilbarg
e Trudinger [23].

Definigao B.1.2. Seja ) um dominio aberto em R™. Diremos que ) satisfaz a propriedade
local Lipschitz forte se existem 6, M > 0, uma cobertura abeta localmente finita {U;} de

0Q, e para cada U; uma fungdo real @; de n — 1 varidveis tais que:

i) Para algum r, cada colecio de v+ 1 dos conjuntos U; tem intersecio vazia.
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ii) Para cada par de pontos x,y € Qs = {x € Q;dist(x,00) < 0}, dist(x,0U) =

inf,con |x — 2|, de modo que |z —y| < § existe j tal que
z,y €= {x € U;; dist(x,0U;) > 6}, (B.5)
sendo dist(x,U;) = inf.cy, | — 2|.
iii) Cada fungdo p; satisfaz wma condi¢ao Lipschitz com constante M, isto €,

105 (&1s s &n1) — @i (M1s s mi—1)| < M(EL— 11y s §n1 — M5-1) |- (B.6)

s

iv) Para algum sistema de coordenada cartesiana (&1, ...,€;,) em U o conjunto QNU; é

representado por

i < (4,15 5 Ejn—1)- (B.7)

Observagao B.1.2. Como observado por Adams [33], se Q € limitado, entdo as condigoes
na Defini¢do B.1.2 podem ser reduzidas a sequinte condi¢do: Para cada x € 0S) existe uma

vizinhanga U, de x tal que 02N U, € o grdfico de uma funcao continua Lipschitz.

Definicao B.1.3. Dado x € R™, uma bola aberta By com centro em x e uma bola aberta

By que nao contém x, diremos que o conjunto
Co=BiNn{z+ANy—=x);y € By, A\ >0} (B.8)
¢ um cone finito em R™ com vértices em x.

Definicao B.1.4. Seja ) um dominio aberto em R™. Diremos que () satisfaz a propriedade
do cone se existe um cone finito C tal que cada x € § é vértice de um cone finito C,

contido em §2 e congruente a C.

Observacao B.1.3. Se 2 satisfaz a propriedade local Lipschitz forte entdao () satisfaz a

propriedade do cone.

Proposicao B.1.1. Seja Q2 um dominio em R™ que satisfaz a propriedade do cone. Se
mp < n entao W™P(Q) estd continuamente imerso em L1(2), para p < q < nf—ﬁw. Se

mp = n entao W™P(Q) estd continuamente imerso em L(S2), para p < q < 00.

Demonstragio. Ver [33], Lema 5.14, p. 106. ]

Proposicao B.1.2. Seja Q um dominio em R™ que satisfaz a propriedade do cone. Se

mp > n, entao W™P(Q) estd continuamente imerso em L1(2), para p < g < oco.

Demonstragio. Ver [33], Corolario 5.16, p.108. ]

Definicao B.1.5. Um dominio limitado Q@ em R™ e sua fronteira OQ sdo de classe C**
(ou Q2 € C**) para 0 < a < 1, se para cada ponto xy € O existir um bola B = B(xg) e
uma aplicagdo injetiva p : B — D C R"™ tal que:
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i) o(BNQ) CRY;
i) (BN OQ) C OR";
iii) ¢ € C*(Q), o~ € CR(D).

Observacao B.1.4. Como observado por Gilbarg e Trudinger [23], se Q € C** entdo
cada ponto de 0S) tem uma vizinhanga na qual OS2 € o grdfico de uma fungdo de classe

Ck® de n — 1 coordenadas.

Observacao B.1.5. Pela Observacoes B.1.2, B.1.3 e B.1./ temos que

Qe = Q satisfaz a propriedade local de Lipshitz forte

= (Q satisfaz a propriedade do cone.

Corolério B.1.1. Seja Q € CY. Se mp > n, entio W™P(Q) estd continuamente imerso

em L1(Q), para p < q < 0o. Se mp < n entao W™P(Q) estd continuamente imerso em

LY(Q), para p < g < - Se mp = n entao W™P(QQ) estd continuamente imerso em
p

Li(QY), para p < q < 0.

Demonstracio. Pela Observacao B.1.5, ) satisfaz a propriedade do cone. Assim, pelas

Proposicoes 4.2.1 e B.1.2 obtemos o resultado desejado. [

Teorema B.1.3. Sejam Q C R" um subconjunto limitado tal que Q € CH1 e 1 < p < co.
Entao, dados os inteiros 3, m de modo que 7 > 0 em > 1 tem-se que as sequintes imersoes

sa0 compactas:

1. Witme(Q) C C9(Q), se mp > n.

2. Witmp(Q) Cc C9MNQ), semp>n>(m—1)ped < \A<m— 5

Demonstrag¢io. Ver [33], Teorema 6.2, p. 144. ]
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APENDICE C - TEOREMA DE POINCARE - MIRANDA

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema de Poincaré-Miranda, para o qual

utilizamos como referéncia o trabalhos de Fonda e Gidoni [11].

Seja R um retangulo em R™ dado por
R :=[a1,b1] X ... X [an, by, (C.1)
onde ag, by € R, com a; < by, para k=1,...,n, e

fR — R"
x — f(z) = (fi(z),.., fulz))

uma funcgdo continua, onde f; : R — R, para k = 1,..,n. Consideremos os conjuntos

F, o ={x=(x1,...,2,) € R;xp, = ay}

Fi={z=(21,...,2n) € R;xp = by},
para k=1,...,n.

Teorema C.0.1 (Teorema Poincaré-Miranda). Suponha que, para k = 1,..,n, tenhamos
<0, para cada x € F, ,
>0, para cada x € F,

ou

>0, para cada x € F,,
fi() ]i (C.3)
<0, para cada x € F .

Entao, existe T € R tal que f(T) = 0.

Demonstragio. Ver [11], Teorema 1, p. 2. ]



	Folha de rosto
	FOLHA DE APROVAÇÃO
	Dedicatória
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE TABELAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	SUMÁRIO
	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	DIFERENCIABILIDADE DE FUNCIONAIS
	TEORAMA DO PASSO DA MONTANHA
	OPERADORES DE NEMYTSKII

	PROBLEMA ENVOLVENDO EQUAÇÕES QUASE LINEARES COM CONDIÇÕES LOCAIS VIA TEOREMA PASSO DA MONTANHA
	GEOMETRIA PASSO DA MONTANHA
	EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO

	PROBLEMA DE VALOR DE FRONTEIRA A PARTIR DA VARIEDADE DE NEHARI
	ESTIMATIVAS DAS H01 - NORMA E W2,n+1 - NORMA
	EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO

	EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES NODAIS DE UM DETERMINADO PROBLEMA DE CURVATURA MÉDIA PRESCRITA
	EXISTÊNCIA DE MINIMIZADOR DE I EM S
	EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO NODAL

	APLICAÇÕES E EXEMPLOS
	CLASSE DE PROBLEMAS ENVOLVENDO OPERADORES DE CURVATURA MÉDIA PRESCRITA
	ESTUDO DO PROBLEMA -u =|u|p-2u

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS
	CONCEITOS FUNDAMENTAIS
	ESPAÇOS Lp e  Lploc 
	ESPAÇOS DE HÖLDER E DERIVADA FRACA 
	TEOREMA EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO FRACA 
	FÓRMULA DE GREEN

	ESPAÇOS DE SOBOLEV 
	IMERSÕES NOS ESPAÇOS DE SOBOLEV 

	TEOREMA DE POINCARÉ - MIRANDA

