UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
MESTRADO ACADEMICO EM MATEMATICA

Noemi Zeraick Monteiro

Aplicagao do Calculo de Ordem Arbitraria a Epidemiologia

Juiz de Fora

2021






Noemi Zeraick Monteiro

Aplicagao do Célculo de Ordem Arbitraria a Epidemiologia

Dissertacao apresentada ao Mestrado Acadé-
mico em Matematica da Universidade Federal
de Juiz de Fora como requisito parcial a ob-
tencao do titulo de Mestre em Matematica.
Area de concentracio: Matemdtica Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Sandro Rodrigues Mazorche

Juiz de Fora

2021



Ficha catalografica elaborada através do Modelo Latex do CDC da UFJF

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Monteiro, Noemi Zeraick.

Aplicagao do Célculo de Ordem Arbitréaria a Epidemiologia / Noemi
Zeraick Monteiro. — 2021.

166 f. : il.

Orientador: Sandro Rodrigues Mazorche
Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal de Juiz de Fora, Depar-
tamento de Matematica. Mestrado Académico em Matemética, 2021.

1. Calculo Fracionario. 2. Modelo SIR. 3. Funcoes de Mittag-LefHer. 4.
Anélise numérica. 1. Mazorche, Sandro Rodrigues, orient. II. Titulo.




Noemi Zeraick Monteiro

Aplicacdo do Célculo de Ordem Arbitraria a Epidemiologia

Dissertacao
apresentada ao
Programa de Pos-
graduacao em
Matematica

da Universidade

Federal de Juiz de
Fora como requisito
parcial a obtencao do
titulo de Mestre em
Matematica. Area de
concentracao:

Matematica Aplicada

Aprovada em 02 de dezembro de 2021.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Sandro Rodrigues Mazorche - Orientador

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Edmundo Capelas de Oliveira
UNICAMP

Prof. Dr. Rubens de Figueiredo Camargo
UNESP

Juiz de Fora, 18/11/2021.

Documento assinado eletronicamente por Sandro Rodrigues Mazorche,
Professor(a), em 08/12/2021, as 09:43, conforme horario oficial de Brasilia, com



fundamento no § 3° do art. 4° do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020.

r
1
£
Senl i
assinatura

eletrbnica

Documento assinado eletronicamente por Edmundo Capelas de Oliveira, Usudrio
Externo, em 08/12/2021, as 10:51, conforme horario oficial de Brasilia, com
fundamento no § 3° do art. 4° do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020.

r
1

£

Senl i
assinatura
eletrbnica

Documento assinado eletronicamente por Rubens de Figueiredo Camargo, Usuério
Externo, em 09/12/2021, as 13:59, conforme horario oficial de Brasilia, com
fundamento no § 3° do art. 4° do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020.

A autenticidade deste documento pode ser conferida no Portal do SEI-Ufjf
e (Wwww2.ufjf.br/SEI) através do icone Conferéncia de Documentos, informando o
iy codigo verificador 0582141 e o c6digo CRC 85640BB?.




Ao meus fantasticos papai e mamae, Jorge e Laila, ao

meu irmao hero6i, Thiago, e a Abigail, princesa da titia.






AGRADECIMENTOS

Procurei evitar me estender demais e citar muitos nomes, para que nao acabasse sendo
injusta com alguém. Mas o coracao fala mais alto: se vocé ler este agradecimento com o coracao,

é porque muito provavelmente esta incluido nele!

Primeiramente, agradeco aos meus pais, por serem minha principal fonte de apoio e
auxilio, nas horas boas, nem tao boas, e mesmo nas mais terriveis! Ao meu irméo, por acreditar
em mim muito mais do que eu mesma. Seu apoio incondicional é um porto seguro! A minha
sobrinha, por fazer meus dias repletos de esperanca (e de beijos!). As figuras coloridas deste

trabalho da titia sdo dedicadas a vocé!

Aos meus avos e a todos os demais familiares que, no passado ou no presente, de longe

ou de perto, me ofereceram oragoes, ajudas e palavras de incentivo.

Aos irmaos em Cristo e a todos os amigos que Deus me concedeu nessa caminhada. Em
especial, as “amigas irmas” de todo dia, por nao se cansarem de me animar a continuar, me

oferecendo oragoes, brincadeiras, sorrisos e muito amor!

Aos professores do ensino bésico, da graduagao, do mestrado e de todos os cursos que ja
realizei. Sua profissdo é maravilhosa: que Deus prospere sempre esse dom! Também agradeco
aos alunos que ja tive, inclusive as meninas da aulinha musical da Congregacao Crista no Brasil.
Vocés me mostram que Cora Coralina estava correta ao dizer que é feliz aquele que [tenta]

aprender o que se esta a ensinar.

A todos os envolvidos na OBMEP, através da qual Deus me deu amigos e oportunidades
inimaginédveis. Em particular, a equipe dos Clubes de Matematica, pela ajuda, incentivo e até
oragoes (né, Francimar?). Tio Rob, acho que valeu sua paciéncia em repetir iniimeras vezes:

“nao desista do mestrado; seja feliz em Deus”.

Um agradecimento especial aos professores e colegas do Departamento de Matematica da
UFJF. Incluindo, e com honras, nosso querido professor Olimpio H. Miyagaki, que nao deveria
ter ido para UFSCAR (rsrs). Extensivo as Secretarias ligadas ao Departamento, ao pessoal do
técnico, da limpeza e a todos os que se empenham para que o Departamento funcione, presencial
ou remotamente. Todos vocés foram e sdo uma béncao para mim. Escrevendo como aprendi

com Yvonne: Eres una bendicion!

Aos membros da banca, por aceitarem participar do meu crescimento neste momento tao
importante para mim. A todos os autores citados nas referéncias, gigantes sobre os quais nos
apoiamos, como bem ensinou Newton. A CAPES e ao CNPq, pelo apoio financeiro durante a IC

Jr., a IC e o Mestrado Académico.

Finalizo agradecendo ao meu orientador, o professor Sandro Rodrigues Mazorche. O
senhor foi meu orientador nao apenas no mestrado, mas, no sentido real da palavra, é meu
orientador desde que ingressou como coordenador regional da OBMEP. Sao mais de 11 anos de

orientagao! Agradego a Deus por ter o melhor orientador do mundo.

“Ao tdnico Deus, sabio, seja dada gloria por Jesus Cristo para todo o sempre. Amém.”
Romanos 16:27






“E tudo o que fizerdes, seja em palavra, seja em agdo,
fazei-o em mome do Senhor Jesus, dando por Ele gracas

a Deus Pai.” Colossenses 3:17






RESUMO

O Calculo de ordem arbitraria, conhecido como Calculo Fracionario, possui aplica-
¢Oes em inimeras areas, como engenharia, fisica e biologia. Ao contrario do Célculo de
ordem inteira, que é local, os operadores que estudamos no Calculo de ordem nao inteira
sao nao locais. Assim, incluem a possibilidade de considerar a memoria do fendmeno
estudado, isto é, a dependéncia de estagios anteriores. Porém, sua imensa aplicabilidade
coexiste com a dificuldade de uma teoria unificada e coerente. Neste trabalho, estudamos
aplicagoes do Calculo de ordem arbitraria a modelos tipo SIR. Procuramos estabelecer al-
gumas bases, tanto de Calculo Fracionario quanto do modelo SIR tal qual foi originalmente
construido e, assim, discutimos as principais dificuldades na utilizacdo de um modelo SIR
de ordem arbitraria. Também revisamos a construcao de um modelo nao usual, onde
as derivadas de ordem arbitraria surgem de maneira epidemiologicamente significativa a
partir da dependéncia do tempo desde a infeccdo na infectividade e na remocao, aliada
a utilizagado das fung¢oes de Mittag-Leffler. Em ambos os casos, estudamos pontos de
equilibrio, positividade e outras questoes de relevancia, como o significado dos parametros.
Alguns desses estudos foram realizados de maneira original. Os modelos apresentados
foram também analisados de forma numérica, através de implementagao no MATLAB.
Finalmente, propomos extensoes do modelo construido, no que diz respeito a possibilidade
de representacao de ondas: infectividade oscilatéria, compartimento de quarentena e
dindmica da imita¢ao (comportamento humano). As extensoes foram propostas de forma
que o significado da construcgao fosse mantido, sendo também analisadas numericamente e

comparadas, ainda, a alguns dados reais da pandemia de COVID-19.

Palavras-Chave: Calculo Fracionario. Modelo SIR. Fungdes de Mittag-Leffler.

Anélise Numérica.






ABSTRACT

The arbitrary order Calculus, known as Fractional Calculus, has applications in
numerous areas, such as engineering, physics, and biology. In contrast to the integer-order
Calculus, which is local, the operators we are studying in the non-integer Calculus are
non-local. So, they include the possibility of considering the memory of the studied
phenomenon, which means, the dependence on previous stages. However, its immense
applicability coexists with the difficulty of a unified and coherent theory. In this work,
we studied applications of arbitrary order Calculus to SIR-type models. We aimed to
establish some bases, both for Fractional Calculus and for the SIR model as it was originally
built and, also, we discussed the main difficulties in using an arbitrary order SIR model.
Moreover, we reviewed the construction of an unusual model, in which arbitrary order
derivatives arise in an epidemiological significant way from the dependence of time since
infection on infectivity and removal, allied to the use of Mittag-Leffler functions. In both
cases, we studied equilibrium points, positivity, and other questions of relevance, such
as the meaning of the parameters. Some of these studies were carried out in an original
way. The models presented were also analyzed numerically, by MATLAB implementation.
Finally, we proposed extensions of the built model, with regard to the possibility of waves
representation: oscillatory infectivity, quarantine compartment, and imitation dynamic
(human behavior). The extensions were proposed in such a way that the meaning of the
construction is maintained and were also analyzed numerically, compared, furthermore, to
some real data from the COVID-19 pandemic.

Key-words: Fractional Calculus. SIR model. Mittag-Leffler Functions. Numerical
Analysis.
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1 INTRODUCAO

A matematica é considerada o novo microscopio da biologia, sé que melhor; enquanto
a biologia é a nova fisica da matemaética, s6 que melhor [6]. Essa citagao retrata o atual
desenvolvimento da biologia matematica, uma vertente que capta a atengao de diversos
pesquisadores e tem estado em pauta todos os dias durante a atual pandemia de COVID-19.
A ampla utilizacao de modelos matematicos em situagoes ligadas a biologia nao exaure
o seu estudo. Ao contréario, algumas ferramentas matematicas podem necessitar de uma
revisao para que sejam utilizadas de maneira significativa e coerente tanto do ponto de

vista biolégico quanto do ponto de vista matematico.

Uma das ferramentas matematicas utilizadas na modelagem de problemas do mundo
real é o Calculo de ordem arbitraria. O Calculo de ordem arbitraria possui diversos nomes:
Célculo Fracionario, Calculo Fracional, Calculo de ordem nao inteira etc. Também possui
diversas defini¢bes para o mesmo objeto: por exemplo, as derivadas de ordem arbitraria
podem ser no sentido de Riemann-Liouville, de Caputo, de Grinwald-Letnikov, entre
muitas outras. Talvez a maior diferenca do Célculo de ordem inteira para o Calculo de
ordem nao inteira seja que, nas defini¢oes mais utilizadas, este inclui a possibilidade de
considerar a memoria do fendomeno estudado, isto é, a dependéncia de estagios anteriores,

sendo, portanto, nao local.

Nesse sentido, possui aplicagoes em intimeras areas, como engenharia, fisica e
biologia. Porém, sua imensa aplicabilidade coexiste com a dificuldade de uma teoria
unificada e coerente. De fato, embora sua origem remonte ao século XVII, apenas
nas ultimas décadas o nimero de pesquisadores interessados apresentou crescimento
consideravel [7]. Neste trabalho, estudamos aplicagdes do Célculo de ordem arbitraria
a modelos epidemioldgicos tipo SIR, procurando discutir e embasar o significado dessa

utilizacao, de maneira a evitar erros na teoria matematica e dificuldades de interpretagao.

Assim, no Capitulo 2, estabelecemos algumas bases tanto de Célculo Fracionério
quanto do modelo SIR tal qual foi originalmente construido em 1927, por Kermack e
McKendrick [2]. Ressaltamos também alguns comportamentos incomuns do Célculo
Fracionario, como o fato do sinal da derivada fracionaria de uma funcao nao indicar
um comportamento monoétono. Esse Capitulo traz exemplos interessantes e situacoes de
atencao, representando nossa proposta de uma coletanea de resultados importantes para

um estudo inicial critico do Calculo Fracionério aplicado a modelagem.

Em seguida, no Capitulo 3, discutimos as principais dificuldades na utilizacao de
um modelo SIR de ordem arbitraria. Tais dificuldades surgiram ao longo da nossa tentativa
de manter propriedades como monotonicidade na auséncia de dinamica vital e, sobretudo,
manter o significado epidemioldgico da construcao de Kermack e McKendrick. Foram

ainda discutidos pontos de equilibrio, o niimero bésico de reproducao e outras questoes
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inerentes ao modelo. Cada parte desse Capitulo é baseada em discussoes de trabalhos
que elencamos ao longo da pesquisa, nos quais autores utilizam diversas ideias para o
estudo do modelo SIR fracionario: ordens diferentes, correcao artificial das unidades, Lema
de Barbalat fracionario, entre outras. Também nos baseamos em autores que chamam
a atencgao para certas dificuldades de utilizacao do Célculo Fracionario na modelagem.

Propomos, portanto, uma sintese do “estado da arte” em modelos SIR fracionérios e suas
dificuldades.

Ja no Capitulo 4, seguindo os passos de Angstmann, Henry e McGann [8], apresenta-
mos a construgao de um modelo recente e nao usual, utilizando a linguagem probabilistica
dos Passeios Aleatorios de Tempo Continuo (PATC). O tempo de remocgao do individuo
do compartimento infeccioso segue uma distribuicao de Mittag-Leffler e a lei da funcao
de infectividade também é construida de forma dependente do tempo desde a infeccao,
fazendo com que a derivada de ordem arbitraria de Riemann-Liouville surja ao longo da
construcao. Como proposta de contribuicao a esse estudo, estendemos a andlise dos pontos
de equilibrio, positividade e outras questoes de relevancia. Em particular, propomos uma

nova defini¢do para o niimero de reproducao e o nimero béasico de reproducao.

No Capitulo 5, construimos uma discretizacao para o modelo e exibimos resultados
numeéricos que verificam a teoria apresentada nos Capitulos 3 e 4, através de implementacao
no MATLAB. Na sequéncia, ¢é realizada uma andlise de pardmetros nos dois modelos.
O Capitulo também ressalta nossa proposta de um ntmero de reproducao S-variavel,
além de reforcar o entendimento do significado epidemiolégico das ordens arbitrarias do
modelo do Capitulo 4. Ao que sabemos, o modelo ainda nao possuia um estudo numérico
dessa amplitude. Porém, em [9], os autores haviam realizado um exemplo numérico muito

interessante, utilizando o modelo SIR de recuperacao fracionaria com tempo discreto.

Finalmente, da mesma forma que o modelo SIR classico possui diversas extensoes
que se adéquam a cada tipo de doenca, no Capitulo 6 propomos aplicacoes e extensoes
do modelo apresentado no Capitulo 4, que, no alcance de nosso conhecimento, ainda nao
possuia aplicacoes a uma doencga real. Consideramos dados da COVID-19 e analisamos
algumas opcoes de extensao, como infectividade oscilatéria, compartimento de quarentena
e dindmica de imitacdo (comportamento humano), todas possibilitando a ocorréncia de
diversas ondas. As extensoes sao propostas de forma que o significado da construcao fosse

mantido e sdo também analisadas numericamente.

O ultimo Capitulo contém nossas conclusdes e ressalta os pontos principais. Chama-
mos ainda a atencao para ricas possibilidades futuras, como um estudo mais aprofundado

dos modelos apresentados no Capitulo 6.
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2 PRELIMINARES

Neste Capitulo, apresentamos as principais defini¢oes, teorias e resultados utilizados

no trabalho, além de importantes exemplos e observagoes.

2.1 A MODELAGEM MATEMATICA E OS METODOS NUMERICOS

Muitas teorias matematicas sao fomentadas por seu envolvimento com outras
ciéncias, assim como o desenvolvimento destas depende de bases matematicas cada vez
mais amplas. Particularmente, a biologia matematica esta em rapido crescimento, o que é
inevitavel a medida que a biologia se torna mais quantitativa. Para um matematico, a
biologia abre excitantes horizontes de aplica¢do, enquanto, para um bidlogo, a matematica
oferece ferramentas de pesquisa a nivel de poderosos laboratérios, desde que usada de

forma correta, reconhecendo suas limitacoes [10].

Nesse contexto, a modelagem matematica e computacional pode lidar com a
simulacao de sistemas biolégicos, buscando entender e manipular os principais mecanismos
que regem esses fenomenos. Por um lado, temos a realidade fisica, fornecendo dados.
Por outro, a abstracao e a elaboracao de hipdteses e teorias que buscam organizar a
realidade através de leis matematicas: é a construcao de um modelo. O modelo criado,
entao, ¢ estudado matematicamente e computacionalmente, apds o que necessita ser
confrontado com os dados para sua validagao. Assim, a teoria matematica e a realidade se
retroalimentam de maneira continua: enquanto muitas teorias matematicas de carater puro
encontram sua aplicacdo na modelagem de maneira inesperada e surpreendente, teorias

criadas com interesse pratico propiciam ricos campos de investigacao matematica.

Entretanto, muitos modelos e equagoes surgidos na ciéncia nao possuem uma
solucao analitica acessivel. A solucao de equagdes matematicas de modelos proximos
a realidade tornou-se possivel através dos métodos da analise numérica. O advento da
computacao revolucionou este campo [11] e atualmente hé programas eficientes para a
obtencao de solugoes numéricas, como, por exemplo, o MATLAB. Segundo seu site oficial,
o MATLAB combina um ambiente ajustado para andlise iterativa e processos de design

com uma linguagem de programagio que expressa matrizes matematicas diretamente [12].

2.1.1 Discretizacgoes

Consideramos, como exemplo, um problema de Cauchy onde pede-se y : I — R tal

que

y'(t) = ftyt) Vtel,
y(to) = Yo,

(2.1)
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onde I = [ty,T], T < oo, é um intervalo de R e f : I x R — R é uma funcdo continua
dada. E resultado cldssico de Anélise que, se f é lipschitziana na segunda varigvel, ento
a solugao do problema (2.1) para t € I existe e é unica (ver, por exemplo, [13]). Esse tipo
de problema e seus derivados modelam a evolugdo de muitos fendomenos mas, infelizmente,
como ja citado, s6 se conhecem solugoes explicitas para casos especiais. Assim, solucoes

numeéricas ou aproximadas desempenham um grande papel na modelagem.

O principio comum aos métodos numéricos de diferencas finitas consiste em sub-
dividir o intervalo I a partir de N + 1 pontos t, (<n<n), com to < t; < -+ <ty =T
Comumente, sdo considerados pontos uniformemente espacados, e h = (T — to)/N chama-
se o passo da discretizagao. Em cada um dos pontos t,, chamados nés, procura-se
o valor desconhecido u,, que aproxima y, = y(t,). O conjunto dos valores numéricos

{up = yo, u1, -+ ,un} é a solugdo numérica.

Um método classico para obtencao de solugoes numéricas é o método de Euler, que
aproxima a derivada pelo incremento. E um método de passo tnico, no sentido de que s6
se precisa conhecer a solucao no tempo anterior. Ha duas versoes do método de Euler: a
progressiva e a regressiva. Escrevendo f, = f(t,,u,), a solugdo é construida de uma das
seguintes formas:

Ups1 =u,+hf, , n=0/1,--- N—1 (Euler progressivo),

2.2
Ups1 =Up+hfpyr , n=0,1,--- N—1 (Euler regressivo). (22)

Enquanto o método progressivo s6 depende de u, e de t,, sendo um método
explicito, o regressivo também depende de u,.; pela dependéncia de f,.1, sendo dito
método implicito. Métodos implicitos sao mais custosos computacionalmente, porém
costumam ser mais estaveis. Os métodos numéricos estendem-se naturalmente para

sistemas de equagoes se os escrevemos na forma vetorial y'(t) = F(t,y(t)).

E importante salientar a conveniéncia de que o método numérico utilizado seja

convergente, nas seguintes condicoes [14]:

Convergéncia: Um método é dito convergente se, para todo n = 0,--- , N, tem-se

|y, — un| < C(h), onde }llirr(l) C(h) =0. Se C(h) = O(h?) para algum inteiro p > 0, diz-se
—

que a ordem de convergéncia do método é p. Particularmente, os métodos de Euler

progressivo e regressivo convergem com ordem 1.
Uma condi¢ao necessaria para a convergéncia ¢ a consisténcia:

Consisténcia: Seja u) a solugdo numeérica que se obteria no tempo ¢, partindo-se da
solugdo exata em t, 1. A quantidade 7,(h) = (y, — u})/h é chamada erro de truncatura
local, enquanto 7(h) = max,,—g1,... n |7,(h)| é dito erro de truncatura global. Um método
é dito consistente se }lg% 7(h) = 0. Além disso, se 7(h) = O(h?) para algum inteiro p > 0,

diz-se que a ordem de consisténcia do método é p.

E também importante o conceito de zero-estabilidade, pois pequenas perturbacoes
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devem conduzir a perturbagoes limitadas:

Zero-Estabilidade: Um método numérico é zero-estavel se existirem ¢ > 0, hg > 0,C' > 0
tais que Yh € (0, hgl, se |p,| < €, entdo |z, — u,| < eC para 0 < n < N. Nessa definicao,
pn € a perturbagao introduzida no n—ésimo passo, € ¢ a perturbagao maxima e z, é a
solucao que se iria obter ao aplicar o método ao problema perturbado. A constante C

pode depender do intervalo I, mas independe de h.

Ao longo da histéria, foram desenvolvidos diversos outros métodos numéricos, na
tentativa de melhorar a convergéncia, diminuir erros e aumentar a estabilidade. Sao
métodos multipassos, métodos de ordens superiores, passos de tamanho variavel etc. Em

particular, um método numérico multipasso linear pode ser escrito de forma geral como

P P
Unp+1 = Z CLjUn_j + h Z bjfn—j + hb—lfn+1- (23)

j=0 j=0
Se b_; = 0, o método ¢é explicito. Com excecao de ug, que é igual a yo, os valores uy, - -+, u,

podem ser obtidos por outros métodos.

Além disso, as mesmas ideias podem ser aplicadas em malhas de dimensoes maiores,
por exemplo, uma malha (z,t) para problemas diferenciais parciais tempo-espaciais. O
objetivo comum ¢ o de otimizar a acuracia dentro de um tempo computacional habil. Foge
do escopo deste trabalho o aprofundamento nesses temas. Para uma abordagem inicial em
calculos numéricos no MATLAB ou em programas similares, sugerimos, por exemplo, a

referéncia [14].

2.2 INTRODUCAO AO CALCULO FRACIONARIO

Esta Sec¢ao versa sobre o Calculo de ordem arbitraria, comumente conhecido como
Célculo Fracional ou Calculo Fracionario, nomenclatura que sera utilizada sempre que
nao haja confusoes de interpretacao. Com efeito, embora Céalculo de ordem arbitraria
seja tecnicamente o termo mais correto, o nome Calculo Fracionario é o mais utilizado no

Brasil, mesmo que nao se esteja trabalhando com fragoes.

O Calculo Fracionario tem se mostrado uma ferramenta muito util na captura da
dindmica do processo fisico de diversos objetos cientificos, sendo, em geral, relacionado ao
“efeito memoria”. De fato, os operadores mais utilizados na modelagem de ordem arbitraria
permitem capturar a dependéncia de estagios anteriores em materiais ou processos e, nesse
contexto, torna mais proximos da realidade fenomenos biologicos, reoldgicos, sistemas
mecénicos, elétricos, entre outros [15]. Alguns modelos fraciondrios, inclusive, parecem
recuperar efeitos desconsiderados na modelagem de ordem inteira, como é o caso do
amortecimento no problema do oscilador harménico [7]. Aqui, revisitamos um pouco da

teoria matematica a fim de melhorar a compreensao dos modelos fracionarios.
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2.2.1 Breve Histoérico

Segundo a maior parte dos estudiosos, em 1695 Leibniz enderecou a I’Hopital uma
carta na qual formulava uma questao envolvendo uma possivel generalizacao da derivada
de ordem inteira para uma ordem, a principio, arbitraria. Entao, I’Hopital questionou
Leibniz sobre a possibilidade e o significado de uma derivada de ordem 1/2. Em sua
resposta, Leibniz escreveu: “Assim, segue-se que d'/2z serd igual a zv/dz : z, um aparente
paradoxo, do qual um dia importantes consequéncias sao tracadas”. Em outra carta,
dirigida a J. Bernoulli, Leibniz mencionou o termo derivada de “ordem geral” [16]. Esse
contexto pode ser considerado o nascimento do Célculo Fracionario. Para uma cronologia
de resultados e publicagoes no periodo de 1695 a 2019, sugerimos o Capitulo 1 da mesma
referéncia [16] e os posteres “History of Fractional Calculus”[17] e “Recent History of
Fractional Calculus” [18], elaborados por J. Tenreiro Machado, Virginia Kiryakova e
Francesco Mainardi. Abaixo, oferecemos uma versao resumida da linha do tempo acessivel
em [16]:

— 1812. Usando integrais, P. S. Laplace escreveu expressoes para uma derivada de ordem

nao inteira.

— 1819. Em um tratado sobre calculo diferencial e integral, S. F. Lacroix obteve
formalmente a derivada de ordem 1/2, chegando & expressdo (d'/?/dz'/?)x = 2\/x/\/7.

— 1822. J. B. J. Fourier publicou a classica “Teoria Analitica do Calor” e obteve uma
férmula integral para a derivada de ordem u (positiva ou negativa). Em 1835, Liouville

sugeriu uma maneira mais adequada de obter o resultado de Fourier.

— 1823. H. N. Abel estudou o problema da tautocrona usando integrais definidas. Este

resultado ¢ considerado a primeira aplicacao do Calculo Fracionario.

— 1832. J. Liouville publicou o primeiro grande estudo sobre Calculo Fracionario. Em
1835, ele sugeriu uma expressao para a derivada de ordem arbitraria através de séries
infinitas. Em 1855, propos uma série de defini¢oes para a derivada de ordem arbitraria.
Ja em 1873, ele discutiu a integracao de equacoes diferenciais com derivadas de ordem
arbitraria. Vale a pena mencionar que Liouville trabalhou por mais de quarenta anos
ininterruptos no Calculo Fracionario, pelo que alguns pesquisadores o consideram o pai do

Célculo Fracionario.

— 1847. B. Riemann introduziu uma expressao para a integral de ordem arbitréaria
que, com pequenas mudangas, passa a ser exatamente a expressao usada ainda hoje. A

publicagao dos resultados importantes de Riemann ocorreu postumamente, em 1892.
— 1867. A. K. Grinwald discutiu a inversao de uma equacao integral.

— 1868. A. V. Letnikov propds a soma das ordens no produto de derivadas de ordem
arbitraria e discutiu trabalhos anteriores. Em 1872, ele discutiu a generalizacdo da férmula

integral de Cauchy e usou derivadas fracionarias para abordar equagoes diferenciais.
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— 1903. G. Mittag-Leffler introduziu a fungao que leva seu nome e é de importancia

fundamental no Célculo Fracionério.

— 1924. H. T. Davis discutiu a aplicacao de operadores fracionarios a uma classe de
equacgoes integrais do tipo Volterra. Em 1936, publicou o livro “The Theory of Linear

Operators”.
— 1941. D. V. Widder relacionou a transformada de Laplace e as integrais fracionarias.

— 1949. G. W. Scott Blair publicou o livro “Survey of General and Applied Rheology”,

onde a modelagem fracionaria é apresentada.

— 1969. M. Caputo publicou “Elasticita e Dissipazione”, em italiano. Neste texto, é

introduzida a derivada de ordem arbitraria que leva seu nome.
— 1971. E. R. Love apresentou a derivada de ordem imaginéria.

— 1972. T. R. Prabhakar discutiu equagoes integrais contendo fung¢oes hipergeométricas
com duas variaveis independentes através de integracao fracionaria. A funcao de Mittag-

Leffler com trés parametros foi introduzida.

— 1974. K. Oldham e J. Spanier publicaram o primeiro livro dedicado exclusivamente ao
Calculo Fraciondrio, “The Fractional Calculus” ([19]), agora um classico. Esse também foi o
ano da primeira conferéncia internacional dedicada exclusivamente ao Célculo Fracionario,

ocorrida em New Haven.

— 1975. B. Ross editou “Fractional Calculus and its Applications”, os anais da Conferéncia

Internacional sobre Calculo Fracionario e Aplicacoes.

Apébs a conferéncia de 1974, o nimero de pesquisadores envolvidos com essa area
experimentou grande crescimento, sendo inclusive propostas novas formulacoes de opera-
dores fracionarios. Entre 1975 e 2000, aproximadamente 600 artigos foram publicados [7].
Nesse periodo, destaca-se também o crescimento das metodologias envolvendo procedimen-
tos numéricos e computacionais, visando a solucao de equagoes diferenciais fracionarias

(ordindrias e parciais). Citamos alguns grandes feitos entre 1974 e 2019:

— 1978. B. Ross e F. Northover usaram a derivada de ordem complexa no Calculo

Fracionario.

— 1979. A. C. McBride publicou um livro sobre Célculo Fracionario e transformadas

integrais de fungoes generalizadas.

— 1979. R. L. Bagley, orientado por P. J. Torvik, apresentou o que normalmente é consi-
derada a primeira tese de doutorado em Calculo Fracionario, “Applications of Generalized
Derivative to Viscoelasticity”. Ressalta-se, porém, que, em 1971, F. Mainardi, orientado
por M. Caputo, também defendeu uma tese de doutorado sobre o mesmo assunto. Mais
ainda, em 1970, Yu A. Rossikhin, na Rissia, defendeu sua tese de doutorado usando

ferramentas do Calculo Fracionario, de acordo com [20].
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— 1979. M. Stiassnie publicou uma aplicagao do Calculo Fracionario para a formulacao

de modelos viscoelésticos.

— 1984. K. Nishimoto publicou o primeiro volume de seu “Fractional Calculus”. O segundo

volume apareceu em 1987, o terceiro em 1989 e o quarto em 1991.

— 1987. S. Samko, O. Marichev e A. Kilbas publicaram o livro classico “Fractional

Integrals and Derivatives and Some of Their Applications”, em russo.

— 1992. Primeira revista especializada: Journal of Fractional Calculus. Editor: K.
Nishimoto.
— 1993. K. Miller e B. Ross publicaram o livro “An Introduction to the Fractional Calculus

and Fractional Differential Equations”.

— 1994. V. S. Kiryakova publicou o livro “Generalized Fractional Calculus and Applicati-

2

ons .

— 1996. M. Caputo publicou a funcao de Green da difusao de fluidos em meios porosos

com memoria.

— 1997. A. Carpinteri e F. Mainardi editaram o livro “Fractal and Fractional Calculus in

Continuous Mechanics”.

— 1998. Langcamento da revista especializada Fractional Calculus and Applied Analysis.
Editora: V. S. Kiryakova.

— 1998. C. F. Lorenzo e T. T. Hartley discutiram o interessante problema de inicializacao,

relacionado ao limite inferior da integral fracionaria.
— 1999. I. Podlubny publicou o livro “Fractional Differential Equations”[15].
— 2000. R. Hilfer editou o livro “Applications of Fractional Calculus in Physics”. A

definicao da derivada fracionaria de Hilfer contém, como casos particulares, as derivadas

fracionarias de Riemann-Liouville e Caputo.

— 2000. Foi langado o site FRACALMO. O nome é um acrénimo para Fractional Calculus
Modelling.

— 2002. I. Podlubny forneceu uma possivel interpretacao, geométrica e fisica, de integrais

e derivadas fracionarias.

— 2003. E. K. Lenzi, R. S. Mendes, L. C. Malacarne e I. T. Pedron discutem difusao

andémala usando uma equacao diferencial ndo linear fracionaria.
— 2004. K. Diethelm publicou o livro “The Analysis of Fractional Differential Equations”[21].
— 2006. A. A. Kilbas, H. M. Srivastava e J. J. Trujillo publicaram o livro “Theory and

Applications of Fractional Differential Equations”.
— 2006. R. L. Magin publicou o livro “Fractional Calculus in Bioengineering”.

— 2007. J. Sabatier, O. P. Agrawal e J. A. Tenreiro Machado editaram o livro “Advan-
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ces in Fractional Calculus: Theoretical Developments and Applications in Physics and
Engineering”.
— 2009. J. A. Tenreiro Machado sugeriu uma interpretacao da derivada fracionaria por

meio do conceito de probabilidade.

— 2010. J. A. Tenreiro Machado, V. Kiryakova e F. Mainardi publicaram dois pos-
teres, disponiveis para download em http://www.math.bas.bg/~fcaa/, onde listam os

destaques da historia antiga e da histéria recente do Calculo Fracionario.
— 2011. U. N. Katugampola introduziu uma nova integral fracionaria.

— 2011. M. D. Ortigueira publicou o livro “Fractional Calculus for Scientists and Engine-

7

ers .

— 2011. E. Capelas de Oliveira e J. Vaz Jr. publicaram “Tunneling in Fractional Quantum

Mechanics”.

— 2011. M. M. Meerschaert e A. Sikorskii publicaram o livro “Stochastic Models for

Fractional Calculus”.

— 2012. D. Baleanu, K. Diethelm, E. Salas e J. J. Trujillo publicaram o livro “Fractional
Calculus, Models and Numerical Methods”.

— 2013. V. Daftardar-Gejji editou o livro “Fractional Calculus Theory and Applications”.

— 2014. R. Gorenflo, A. A. Kilbas, F. Mainardi e S. V. Rogosin publicaram o livro
“Mittag-Leffler Functions, Related Topics and Applications”[22].

— 2014. E. Capelas de Oliveira e J. A. Tenreiro Machado publicaram um artigo reunindo

as varias defini¢coes de derivada fracionaria.

— 2014. H. M. Srivastava, R. K. Raina e Xiao-Jun Yang publicaram o livro “Special

Functions in Fractional Calculus and Related Fractional Differintegral Equations™

— 2015. M. Caputo e M. Fabrizio publicaram um artigo onde introduziram uma nova

derivada fracionéria, com ntcleo nao singular.

— 2015. M. Ortigueira e J. A. Tenreiro Machado propuseram um critério, mais restritivo
do que o proposto por Ross (1974), para determinar se uma dada derivada pode ser

considerada uma derivada fraciondria [23].

— 2015. R. Figueiredo Camargo e E. Capelas de Oliveira publicaram o livro “Céalculo

Fracionério” [7], o primeiro livro escrito em portugués sobre o assunto.

— 2016. V. E. Tarasov publicou um artigo em que justifica a afirmagao “Para que uma

derivada seja considerada fracionaria, a regra de Leibniz nao deve se aplicar”.

— 2016. A. Atangana e D. Baleanu introduziram uma derivada fracionaria com um ntcleo

nao local e nao singular.

— 2017. R. Almeida propds uma derivada fracionaria em relacao a uma funcao.
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— 2017. J. A. Tenreiro Machado e V. Kiryakova publicaram um interessante levantamento

histérico do Célculo Fracionério.

— 2017. D. Zhao e M. Luo introduziram uma derivada fracionaria conforme geral e sua
interpretacao fisica.

— 2017. Conforme tornamos a comentar na préxima Subsecao, D. S. Oliveira e E. Capelas
de Oliveira propuseram uma generalizacdo da derivada de Hadamard via integral de

Katugampola e, em 2018, a derivada fracionéria (k, p).

— 2017. Y. Yan, Z.-Zhong Sun e J. Zhang propuseram um método numérico rapido para

discutir equagoes diferenciais de segunda ordem com derivadas do tipo Caputo.

— 2018. Como comentamos novamente na proxima Subsecao, J. Vanterler da C. Sousa e

E. Capelas de Oliveira propuseram a derivada v -Hilfer.

— 2018. X. Liang, F. Gao, C-B. Zhou, Z. Wang e X.-J. Yang propuseram um modelo de

difusdao anémala com base nas fungoes de Mittag-Leffler e Wiman.

— 2018. L. R. Evangelista e E. K. Lenzi publicaram o livro “Fractional Diffusion Equations

and Anomalous Diffusion”.

— 2018. H. G. Sun, Y. Zhang, D. Baleanu, W. Chen e Y. Q. Chen apresentaram um

colecao de aplicacoes do Célculo Fracionario ao mundo real.

— 2019. E. Capelas de Oliveira, S. Jarosz e J. Vaz Jr. publicaram “Fractional calculus via

Laplace transform and its application in relaxation processes”.

— 2019. G. Sales Teodoro, J. A. Tenreiro Machado e E. Capelas de Oliveira publicaram

“A review of definitions of fractional derivatives and other operators”.

Congressos e simposios tém ocorrido com mais frequéncia e regularidade, tendo
sido realizada em dezembro de 2020, durante a pandemia da COVID-19, a Primeira
Conferéncia Online sobre Cdlculo Fraciondrio Moderno e suas Aplicagoes - First Online
Conference on Modern Fractional Calculus and Its Applications (OCMFCA-2020).

2.2.1.1 No Brasil

Provavelmente, o primeiro a mencionar as derivadas de ordem arbitraria no Brasil
foi Aguinaldo Ricieri, em “Derivada de ordem arbitraria, Transformada de Laplace e
Outros Bichos” (1993). Também no final do século XX, no Parand, um grupo de fisicos
liderado por Lenzi estudava equacoes associadas a difusao anémala. Em 2004, o entao
estudante da USP Vinicius Alegreti Meza publica em congresso da UNICAMP um trabalho

intitulado “Calculo Fracionario de Riemann-Liouville aplicado ao problema da tautécrona”

A partir de 2005, enquanto o grupo de fisicos citado continuava com ativa partici-
pacao em diversos estados, sobretudo no Parana, em Santa Catarina e no Rio de Janeiro,

em Campinas emerge o primeiro estudo sobre a funcao Mittag-Lefller. De 2007 em diante,
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surgem artigos de Edmundo Capelas de Oliveira e coautores, enquanto seu orientando
Castro Rosendo publica em 2008 uma dissertacao quase que exclusiva sobre Calculo
Fracionario, provavelmente a primeira em lingua portuguesa apresentada no Brasil [24].
Em 2009, Rubens de Figueiredo Camargo, também coautor e orientando de Capelas de
Oliveira, publica sua tese, coorientada por Ary Chiacchio, o primeiro texto em portugués
a fazer um estudo completo em Calculo Fracionario. Desde entao, diversos trabalhos
importantes vém sendo desenvolvidos por pesquisadores brasileiros, com atenc¢ao especial
a primeira obra formal em lingua portuguesa, o “Célculo Fracionario” [7], publicada em

2015 por Figueiredo Camargo e Capelas de Oliveira, conforme consta na linha do tempo.

Vale destacar que o Brasil é vanguarda nas generaliza¢oes dos operadores fraci-
onarios. Atencao seja dada, como citado na linha do tempo, a contribuicao de Daniela
Oliveira e Edmundo Capelas de Oliveira quando propuseram, em 2017, uma generaliza-
¢ao da derivada de Hadamard via integral de Katugampola [25]. Em 2018, os mesmos
propuseram a derivada fracionéria (k, p), dependendo de dois pardmetros [26]. Ainda em
2018, J. Vanterler da C. Sousa e E. Capelas de Oliveira apresentaram a 1-Hilfer, derivada
que contém, como casos particulares, mais de vinte formulacoes distintas de derivadas

fracionarias [27].

2.2.2 Integrais e derivadas de ordem arbitraria

Seguimos aqui a ordenagdo de [7], onde primeiro apresentamos o conceito de
integracao e, em seguida, o de derivacdo. E importante reiterar que a palavra “fraciondria”,
nesse contexto, nao diz respeito necessariamente a fragdo. Assim, muitas vezes utilizamos o
termo “ordem arbitraria”. Antes de introduzir a integral de ordem arbitraria, relembramos

o conceito de integral de ordem inteira, por vezes chamada integral multipla ou iterada:

Definigao 2.1 (Integral iterada de ordem inteira). Define-se a integral de ordem n € N a

partir da expressao

I"f(#) 2/0 /01/02“‘/071_2/071_1 Ftn)dtndtn_y - - - dtsdtadt,. (2.4)
Por definicao, I°f(t) = f(t).

O proximo resultado, utilizando a convolugao de Laplace, é ponto de partida para

a generalizacao do conceito de integral de ordem n. Para tanto, definimos:

Definigao 2.2 (Funcao de Gel’'fand-Shilov). Seja o € R, a > 0. Define-se a fungio de
Gel’fand-Shilov como

ta_l

0
ooty = T = (25)
0 set < 0.
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Se o« =n € N, temos
tn_l

on(t) = ¢ (n—1)! set=0, (2.6)

0 set <0,

onde I" representa a fun¢io gama. Observamos que L{p,(t)} = s~ por aplica¢io direta

da Transformada de Laplace.

Teorema 2.1. Sejamn € N, 0 <t < oo e f(t) uma fungao integrdvel. Entao,

() = autt) < i1y = [T

; Wf(T)dT, (2.7)

onde * indica convolugao [7].

Assim, é de se esperar que a definicdo de uma integral de ordem « arbitraria seja
dada por I¢f(t) = ¢o(t) x f(t). Abaixo consideramos [a,b] C R um intervalo finito, a € C,
e0<n—1<Re(a) <n,comn €N,

Definicao 2.3 (Integral de Riemann-Liouville em intervalos finitos). A integral de

Riemann-Liouville (a esquerda) de ordem arbitraria o € definida para t € [a,b] por:

L
[(a)

A definigao a direita, entre outras, pode ser consultada em [7]. A integral de um

1) = [t 01 f(0)ab. (2.8)

polinomio ¢ dada pela aplicacao do seguinte resultado:

Proposigao 2.1. Se a, 5 € C com Re(a), Re(5) > 0, entao [7]:

(2 (0= )0 = 5 (o = @) 29)

A seguinte observacgao diz respeito a existéncia da integral de Riemann-Liouville

para « real positivo:

Observacao 2.1. A integral de ordem arbitrdria dada pela Definicao 2.3 existe em quase
todos os pontos para toda fungio f € L'[a,b]. Além disso, 1, f(t) € L*(a,b] [21].

Apos introduzir a integral de ordem arbitraria, torna-se natural buscar a definicao

da derivada.

Defini¢ao 2.4 (Derivada de Riemann-Liouville em intervalos finitos). A derivada de

Riemann-Liouville (d esquerda) de ordem arbitraria o é definida para t € [a,b] por

D2f0) = D10 = o () [ -0 @an, o

com D" representando a derivada de ordem inteira.



37

A observacao 2.2 diz respeito a existéncia da derivada de Riemann-Liouville. Porém,

antes apresentamos a definicdo de um espago que sera ocasionalmente citado neste trabalho:

Defini¢ao 2.5. Por AC™[a,b], denotamos o espaco das func¢oes com n — 1 derivadas
absolutamente continuas em [a,b], isto é, as fungoes [ para as quais existe em quase todo

ponto uma fungdo g € L'a,b] tal que
o) = o N(a) + [ glt)d(r). (2.11)

Neste caso, chamamos g a n-derivada generalizada de f [21].

Observagao 2.2. A derivada de ordem arbitrdaria dada pela Definicao 2.4 existe em quase
todos os pontos para toda func¢io f € AC™[a,b][7].

Verifica-se diretamente que:

Proposicao 2.2. Se «, 8 € C com Re(a), Re(f) > 0, entao [7]:

(D7, (t= ) )0) = oo = e 212

Uma observacao importante é que a derivada de Riemann-Liouville de uma cons-

tante nao nula nao é zero. Com efeito, vale o seguinte resultado:

Lema 2.1. A igualdade DY, f(t) =0 € vdlida se, e somente se,

¢t —a)*7, (2.13)

n
j:
onde c; € R, com j=1,---,n, sao constantes arbitrdrias [7].

Finalmente, apresentamos a definicao da derivada de ordem arbitraria de Caputo,

para a qual, entre outras caracteristicas, a derivada de uma constante é zero:

Definigao 2.6 (Derivada de Caputo em intervalos finitos). A derivada de Caputo com

ordem arbitraria o é definida para t € [a,b] por

cDg+ (t) =1 “[D"f(t)] = F(nl—a)/t( — g 1;;"” (0)do . (2.14)

Observacgao 2.3. A integral de Riemann-Liouville e as derivadas de Riemann-Liouville e

Caputo de ordem arbitraria sao operadores lineares.

Se f € AC"[a,b], apresentamos ainda a seguinte propriedade:

Proposigao 2.3. As derivadas de ordem arbitrdria de Riemann-Liouville e Caputo obede-

cem a sequinte relagao [7]:

®)(a t —a)k

Zf = D2 f( Zf _ta_f)l) . (2.15)

CDng (t)= Dg+
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Observacao 2.4. Nas referéncias [7] e [21], a primeira igualdade da FEquagdo (2.15) é
dada como definicao da derivada de Caputo. Porém, como ressaltado em [7], a Defini¢io

2.6 foi a defini¢io dada por Michele Caputo. Jd Diethelm, em [21], definiu a derivada
n=1 ¢ (o) (t — a)*

de Caputo como na Equagio (2.15) para fungoes tais que DS, | f(t) — > / (a>]£' @)
k=0 :

existe. Para tanto, é suficiente termos f € AC™[a,b], como na Observagao 2.2.

Observagao 2.5. A partir de agora, consideramos o € R | a menos que seja mencionado
o contrario. Essa hipotese facilita a obtencao e a demonstracao de resultados, além de ser

suficiente para os propositos do trabalho.

Uma caracteristica da Definigao 2.6 evitada na defini¢cao dada pela Equacao (2.15)
é que ela nao permite que escrevamos D2, f(t) = [[7*[D™ f(t)] para todo m € N, m > a.
Precisamos exigir m = n = [a|. Por exemplo, se consideramos m = 2 para o = 1/2,
chegamos a conclusao equivocada de que CD(l)ft = Sszt = 0. J& na Definicao 2.4, é

possivel trocar n por qualquer m € N, m > « [21].

Para a derivada de Caputo, vale a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.4. Se o, 5 € C com Re(a) > 0 e Re(f) > n, entao [7]:

«@ -1 _ F(ﬁ) —a—1
(“Dg(t —a)7 ) (x) = m(x —a)’ ot (2.16)
Sek=0,1,---,n—1, entao
(CD3+(75 —a)")(x) =0. (2.17)

Quanto ao limite para a ordem inteira, as derivadas de ordem arbitraria de Riemann-

Liouville e Caputo possuem compatibilidade reversa [23], isto é,

lim “Dg, f(t) = lim Dg, f(t) = D" f(1). (2.18)

a—n

Entretanto, enquanto lim . D2 f(t) = D" ' f(t) por verificacdo imediata, temos
a—rn—

1 gt
lim “D¢ f(t) =

Jim F L g FO0 = D7) =D ). (219)

Se f é bem comportada, a integral de ordem arbitraria de Riemann-Liouville é o
inverso a direita tanto da derivada de Riemann-Liouville quanto da derivada de Caputo.

Mais especificamente, valem os seguintes lemas:

Lema 2.2. Se f € L,(a,b), com 1 < p < oo, entio [7]:

D3+]3+f(t) - f(t) (2-20)
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Lema 2.3. Se f € Lo(a,b), entdo [7]:
“Dg T f(t) = f(D). (2.21)

As condigoes impostas sobre f sdo importantes, como exemplificado abaixo.

Exemplo 2.1. Seja f(t) = —1/v/7t + 2v/t/\/7. Observe que f € L'(0,1), mas f ¢
Lo (0,1). Assim, f estd nas condigoes do Lema 2.2, mas nao do Lema 2.5. Com efeito,

vale o Lema 2.2, mas nesse caso ndao ¢ vdlido o Lema 2.35.

Considerando a derivada de Riemann-Liouville e lembrando que T'(1/2) = /7 e

['(3/2) = /m/2, temos
-1 2\/'

Dy f(t) = Dyi2(t — 1 = f(1). 2.22
(t) = Doy (t—1) = R (2) (2.22)
Porém, considerando a derivada de Caputo, temos

CDVEREf(t) = CDYA — 1) = 2 4 7o) (223

\/_

<

2.2.3 Resultados iniciais

Agora, tratamos das fungoes de Mittag-Leffler com um, dois e trés parametros. A
classica funcao de Mittag-Leffler com um parametro pode ser considerada uma generalizacao
da funcao exponencial. Devido a sua importancia e abrangéncia na solu¢ao de varias
equagoes diferenciais fracionarias, recebeu a alcunha de rainha das fungoes especiais
do Célculo Fraciondrio, sendo as fungoes relacionadas tidas como sua corte [22]. Sua
importancia para o Calculo Fracionario se assemelha a importancia da fun¢do exponencial
para o Célculo classico. Realmente, a derivada fracionaria segundo Caputo da funcao de
Mittag-Leffler ¢ também multipla da propria fungao, ou seja, a principal propriedade do

Calculo é mantida (ver, por exemplo, [28]). Apresentamos a seguinte definigao [16]:

Definigao 2.7 (Funcao de Mittag-Leffler com um, dois e trés pardmetros). Sejam z € C e
a, B € C,p € R trés parametros tais que Re(a) > 0, Re(B) > 0, p > 0. Definimos a fungao

de Mittag-Leffler com trés parametros através da série de poténcias

00 k

Ef ,(z) = ke = 2.24
a(2) g)r(amﬁ)k! (2.24)
onde (p)i € o simbolo de Pochhammer. Particularmente, quando p = 1, temos a fungdo
de Mittag—Leffler de dois parametros, denotada simplesmente por Eéﬂ(t) = E,p5(t). Jd
quando p = [ =1, obtemos a funcao de Mittag-Leffler de um parametro, denotada por
ELL(6) = Fas(t) = Ealt).
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Observacao 2.6. Dado um numero real p que nao seja inteiro negativo e n > 0 um

inteiro, o simbolo de Pochhammer é definido por

Llp+n)

(o) = I'(p)

(2.25)

Particularmente, (1), = nl.

Observacao 2.7. A partir de agora, consideramos o, 5 € R, a menos que seja mencionado
o contrario. Essa hipotese facilita a obtencao e a demonstracio de resultados, além de ser

suficiente para os fins do trabalho.

Observacao 2.8. A funcio de Mittag-Leffler definida pela Equagio (2.24) generaliza
algumas fungoes conhecidas, que podem ser obtidas como casos particulares. Quando
a=f=p=1, obtemos a fungio exponencial F1(z) = exp(z). Também é possivel obter

as fungoes cosseno e seno, conforme seque:

Ey(—2%) = cos(2) ; 2By 5(—2%) = sen(z). (2.26)

Além disso, as fungoes seno e cosseno hiperbolicos também sdo casos particulares
da fungao de Mittag-Leffler:

F5(2*) = cosh(z) ; 2By 5(2%) = senh(z). (2.27)

Na referéncia [7], sao exibidas outras relagoes da func¢io de Mittag-Leffler com

fungoes especiais, como a funcao hipergeométrica confluente.

No Capitulo 5, ilustramos a fungao de Mittag-Leffler utilizando um codigo MATLAB

proposto em [29]. Apresentamos sua derivada na proposigao abaixo:

Proposicao 2.5 (Derivada da funcdo de Mittag-Leffler com trés pardmetros). E vdlida o

sequinte identidade:
dk
LB 5(2) = (DL ae(2) (2.28)

A demonstracao da proposicao pode ser consultada em [16]. As fungoes de Mittag-
LefHler possuem a importante propriedade da monotonicidade completa sob algumas

hipoteses. Definimos:

Defini¢ao 2.8 (Monotonicidade completa). Uma fun¢io f : (0,00) — R € chamada
completamente monotonica se possui derivadas f™(t) de qualquer ordem n =0,1,--- , e

as derivadas alternam o sinal, isto é,

(=D)"f™(@t) >0,  Vte (0,00). (2.29)
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A propriedade acima equivale a existéncia de uma representacao da fungao f na

forma de uma integral de Laplace-Stieltjes

1ty = [~ e au(o), (2.30)
0
onde u(0) é nao decrescente e a integral converge para 0 < ¢t < oo [30]. Em particular:

Teorema 2.2. A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros com argumento real negativo

E, p(—t) é completamente monotonica para 0 < a <1 ea < [22]

Abaixo, apresentamos uma versao modificada do Teorema que fornece a transfor-
mada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler. Na maior parte dos casos, ela é fornecida
de maneira mais geral, porém para uma regiao de convergéncia menor. Optamos por esta

modificagdo dada a necessidade de utilizacdo no presente trabalho.

Proposicao 2.6. [Transformada de Laplace da Fungao de Mittag-Leffler de varidvel real
- Versao Modificada] Para s real positivo e A > 0, a transformada de Laplace da fungdio
tP LB, 5(=At?), com t € [0,00] e 0 < a < B <1, € dada por

1

LI Bas(—NE) = Sy

(2.31)

Demonstragio. Nessas condigoes, E, g(—At) ¢ completamente monotonica e, portanto,
0 < t’'E, 5(—t) <1 para todo t € R. Assim, para s > 0, para todo T" € [0, cc], temos

T 0 1
/ e~ HPLE, H(—\)dt < / e~stdt = - (2.32)
0 0 S

Além disso, como e~*! e t771E,, 5(—\t) sdo positivos, a fungio
T
g(T) = / e~ UBLE, 5(—\t)dt (2.33)
0

¢ mondtona crescente. Como toda funcao monotona limitada converge para um limite

finito, a transformada de Laplace existe.

Se s > A/ entdo (ver, por exemplo, [16]),

1

El{sﬁ_a(sa—l—)\)} = t" B, 5(—)t). (2.34)

Pelo Teorema da Identidade [31], como as fungdes analfticas g(T') e 1/(s°~%(s*+\))

estao definidas também no aberto (0, 00), temos

1
-1
£ {sﬁ—a(sa + )
para s > 0. O

} = t" B, 5(— ), (2.35)
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Abaixo, apresentamos a integral de ordem arbitraria da Funcao de Mittag-Leffler

com trés parametros [16]:

Proposigao 2.7. Para A\ € R, temos a sequinte identidade:

I§ (P ES g(M)) =t TPREE L p(A®). (2.36)

Uma das propriedades mais importantes da funcao de Mittag-Leffler no Calculo
Fracionério é dada pela seguinte proposicao [16]:

Proposigao 2.8. A funcao de Mittag-Leffler E,(A\®) € solu¢io da equagio diferencial

fraciondria “Dg, f(t) = Mf(t).

E interessante observar que, na Proposicao 2.8, para a = 1 obtemos o resultado
classico com respeito a exponencial. Abaixo, apresentamos as transformadas de Laplace

das derivadas de ordem arbitraria de Riemann-Liouville e Caputo [16]:

Proposigao 2.9 (Transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville). A trans-

formada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville de ordem arbitraria o é dada por
n—1

LIDF f()(s) = s*LIFB)](s) = Y 5" g™M(0), (2.37)

k=0
onde g(t) = I ().

Proposicao 2.10 (Transformada de Laplace da derivada de Caputo). A transformada de

Laplace da derivada de Caputo de ordem arbitriria o é dada por

LIODG f(1)](s) = s*LIf(1))(s) — :2 s> (0). (2.38)
Observagao 2.9. Se vale a relagio (2.15), entao, da relagao (2.38), obtemos
LIDg, f(1)](s) = s“LLf()](s)- (2.39)

Portanto, se f ¢ suficientemente suave, em particular, se f € AC™, temos g (0) =

0 para k=0,--- ,n—1.

Na préxima Subsecao, vamos estudar algumas situagoes que, em geral, causam

dificuldades na utilizacao do Calculo Fracionario.

2.2.4 Atencao as dificuldades do Calculo Fracionario

Aqui, vemos algumas situagoes que podem causar dificuldades no uso do Célculo
Fracionéario, como a nao localidade e a nao obtencao da monotonicidade pelo sinal da

derivada.
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Inicialmente, apresentamos Teoremas do Valor Médio generalizados, estudados,
por exemplo, em [32]. Abaixo, enunciamos e provamos os resultados para as derivadas de
Riemann-Liouville e Caputo. Para as demonstracoes, fazemos uso dos seguintes Lemas,

apresentados em [21]:

Lema 2.4. Se I f € AC"[a,b], entdo

12, D2 () = £~ Y (t —a) =+, (2.40)

= T(a—k)
Lema 2.5. Se f € AC"[a,b], entao
12 D2 f(t) = f(t) — nf / (2'(&) (t — a)t. (2.41)
k=0 .

Agora, apresentamos e demonstramos os Teoremas:

Teorema 2.3 (TVM para a derivada de Riemann-Liouville de ordem arbitraria). Se
I2, f € AC"[a,b] e D%, f € Cla,b], entdo, dado x € (a,b], existe & € [a,z] tal que

f(z) = :Z:: W(w —a)* "4 m<l’ —a)”. (2.42)

Demonstragio. Como Dy, f é continua, do classico TVM para integrais segue que existe

¢ € [a, z] tal que

(12, D2 D) = o [ =0 (D2 D). (2.43)
_ (Dlé%a)) () / (z = 0)1dp, (2.44)
= %?(%ﬁ (15)) (x —a)”. (2.45)
Logo, do Lema 2.4,
1 ([hmat ) (g

0= 3 B N e Dz (2.46)

_ 5 L5 () ako1 . (DEf)E) o
= g—k)(q:—a) +m(x—a) , (2.47)
completando a demonstracao. O]

Teorema 2.4 (TVM para a derivada de Caputo de ordem arbitraria). Se f € AC"[a,b] e
D2, f € Cla,b], entdo, dado x € (a,b], existe £ € [a,z] tal que

(@) (“Dg, )(©) o
T) = ;;) o F®(a) + m(w —a)®. (2.48)
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Demonstra¢do. Como anteriormente, ¢ D2 . f(t) é continua e do TVM para integrais segue

que existe £ € [a, x] tal que

12,°D2)@) = s [ e =0 Dz D, (2.49)
_ (“Dg &) [ a1
- W / (x — 6)*Ld, (2.50)
(“Dg f)(€) o
= m(:ﬂ —a)”. (2.51)
Logo, do Lema 2.5,
n=1(p _ gk

f) = 3 C @) + (12,70, (@), (252

e @—-a)t (“Dg, )(€) o
= k}:% Tf(k)(a) + ﬁ(x —a)”, (2.53)
completando a demonstracao. O]

Nesse contexto, é importante ressaltar que os enunciados sao formulados com base
no ponto a, ou seja, sao nao locais. Assim, resultados sobre monotonicidade de fungoes
com derivadas de ordem arbitraria positivas ou negativas nao sao triviais como no caso
inteiro. Muitos autores (exemplos em [33];[34];[35]), sobretudo no caso da derivada de
ordem arbitraria de Caputo, utilizam o seguinte resultado, tido como corolario do Teorema
do Valor Médio:

Seja o € (0,1) e suponha f(t),° D2, f(t) € Cla,b]. Seque do Teorema do Valor Médio que,
se O D, f(t) > 0 no intervalo [a,b], entio f é ndio decrescente em [a,b]. Analogamente, se

“D2, f(t) <0 no intervalo [a,b], entdo f ¢ nio crescente nesse intervalo.

Porém, sem outras hipdteses esse resultado nao é valido. O préximo exemplo é
baseado em [36] e, no Capitulo 3, vemos a implicacao da falibilidade dessa asser¢ao no

modelo SIR.

Exemplo 2.2. Considere a funcgio y(t) = t3 — 1.5t + 0.5t. Temos y/'(t) = 3t> — 3t + 0.5.

Dado o € (0,1) qualquer, a derivada de ordem arbitrdaria no sentido de Caputo de y(t) é

dada por
D y(t) = F(46_a)t3a - r(gg_a)tza * r(zof)a)tla’ (2:54)
_ F(’j:a)((at? 33— a)i+0.5(3—a)(2—a)). (2.55)

3(3—a)£/3(1+0a)(3—a)
12

Como 3(3 —a) — \/3(1 +a)(3 —a) >0, seque que ©Dg, y(t) ndo possui variagio

3(3—a) —/3(1+0a)(3— 04)1

12

Assim, ©Dg, y(t) = 0 se, e somente se, t =0 ou t =

de sinal no intervalo [0,
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Agora, notamos que

d [33—0a)—\31+a)3-a)] 1 V3(1 - a)
d&[ 12 ]_12[_\/(1+a)<3—a)_3 <0 @)
donde B - - \/?;1 to)B-a) ¢ decrescente em (0,1). Assim,
3(3—a)—/3(1+a)(3—a) N 33-1)—B1+1)B-1) 3-3 -
12 12 6 57)

Segue que, para qualquer o € (0,1), “D§, y(t) ndo possui variagio de sinal no
3—-43

intervalo T, = [O 5

+ ea] para algum €, > 0, como ilustrado na Figura 2.2.

Porém, y(t) possui um mdximo local em

, como podemos ver na Figura 2.1.
Entao, a despeito de termos ©Dg, y(t) > 0 para todo t € T,,, a fungio y(t) ndo é mondtona
emT,. <

0.06 Comportamento da funcao y Derivadas de y para «=0.6
0.04 | 041
T 03}
0.02 | <
5‘ 0.2
— 12 N
- 0 t=(3-3 "< )/6 E 01
5]
2 0
-0.02 >
h 01
-0.04 02t
PEl 3326
-0.06 : : : : -0.3 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t t
Figura 2.1 — Grafico de y(t). Figura 2.2 — Derivadas de y(t).

A referéncia [37] possui outros exemplos, corroborando que o sinal da derivada

fracionaria nao é suficiente para determinar o comportamento mondétono da fungao.
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Os pontos extremos também possuem tratamento diferente, como explicitado pelo

seguinte Teorema:

Teorema 2.5. Se uma fungio f € C'la,b] admite um mdzimo (minimo) global em
t* € (a,b), entio (“D2, f)(t*) >0 (<0), para todo a € (0,1) [36].

De forma semelhante, a nao negatividade da solu¢ao nao necessariamente é preser-

vada nos modelos fracionarios. Abaixo, construimos um contraexemplo.

Exemplo 2.3. Consideramos o sequinte PVI ordindrio e seu correspondente fraciondrio
de ordem 1/2:

y(t) = 6t2° — 7.5t +1.875t%°
I'(3.5) ’ (2.58)
y(0) = 0.02. y(0) = 0.02.

A solugao do PVI ordindrio (2.58) é dada por

6> 30 1.25t%°
t) = - 0.02 2.60
v =1tas) " Tes T Tes 0% (2.60)

6125 — 7.5¢55 4+ 1.875¢9°
Dy 2y(t) = :
I'(3.5) (2.59)

enquanto a solugio do PVI fraciondrio (2.59) € dada por

y(t) = t* — 1.5¢° + 0.5t + 0.02. (2.61)

Embora a solugio (2.60) seja positiva para todo t > 0, o mesmo ndo ocorre com a

solugdo (2.61), como ilustrado nas Figuras 2.3-2.4.

04 PVI de ordem inteira PVI de ordem 0.5

0.8

031

0.1

0 0.5 1 1.5
t t

Figura 2.3 — Solugédo (2.60). Figura 2.4 — Solugao (2.61).

Finalizamos esta breve introducdo ao Caélculo Fracionario lembrando que, de
maneira geral, os PVI’s fracionarios possuem condigoes iniciais como nos sistemas (2.62)

(Caputo) e (2.63) (Riemann-Liouville), onde n — 1 < o < m:

CDg y(t) = f(ty(t)), (2:62) D2 y(t) = f(t,y(t)),

' (2.63)
y(k’)(a):yk, k‘:o,’n—l (Ia;ay)(a):yk” k‘:lj...’n'
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Em [21], temos o Teorema de Existéncia e Unicidade para o caso da derivada de
Caputo, se f : [a,b] x R — R é continua e satisfaz a condigdo de Lipschitz na segunda
variavel. O respectivo Teorema para o caso da derivada de Riemann-Liouville também
pode ser consultado em [21]. Todavia, o0 mesmo autor ressalta em 2019 [38] que a separac¢ao

das solugoes, para o caso de dimensao maior do que 1, pode nao ser valida.

Além disso, mesmo de posse de um resultado de unicidade, uma dificuldade para
a modelagem fracionaria é que a informagao inicial em ¢ = a pode ser insuficiente para
prever o futuro do modelo, ou seja: duas equagoes com mesmas condi¢des em t = a e
passados diferentes conduzem a resultados diferentes no futuro. O Teorema da Unicidade
considera o caso onde o passado anterior ao ponto inicial é desconsiderado. Assim, na
modelagem fracionaria, todo o passado deve ser levado em considerac¢ao, como verificamos

no préximo exemplo, baseado em [39].
Exemplo 2.4. Sendo o € (0,1], consideramos o sistema

CD3+y(t) - 17

(2.64)
y(0) = 0.
Sua solucio ¢ dad ()=~ Temosy(5) = —> A mul
ua solucao ¢ dada por = ——. Temos = . ora, stmula-
¢ pory ['(a+1) Y ['(a+1) gore:
mos o sistema
CD?+y(t) =1, (2 65)
5 .
5 = ———.
VO = Fa D
(t — 5)% + 50 e

A solugao, exibida na Figura 2.5, é dada por y(t) = # para

Fa+1) ['a+1)

a#1.

A derivada de Riemann-Liouville também ndo fornece uma saida para essa peculia-

ridade:
Do y(t) = 1,
?*y( ) (2.66)
(Zo+“y)(0) = 0.
ta
A solugao do PVI fraciondrio (2.66) também é dada por y(t) = Tlat 1) Agora,
a
simulamos o sistema
Do y(t) = 1.
5y(t) (2.67)

(I5:°y)(5) = 7.
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. (t—5)* 4t —5)>! te
Agora, a solugao para t > 5 é dada por y(t) = +
g caop porylt) = T M) 7 Ta+1)
50[
e depende de v. Na Figura 2.6, exibimos as solugoes para v =0 e v = —— . Se
['a+1)
50[
v=——— e« =1, obteriamos a mesma solucao, mas isso nao ocorre em geral. <
I(a+1)
6 Inicializagdo - Caputo 6 Inicializagao - Riemann-Liouville
51 . ~5F
e 3
: T
0 3=
%2 - Evﬁ‘.; 2t
- ™
n 0
1 r
0 - 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4
t t
Figura 2.5 — Inicializacao - a = 0.6. Figura 2.6 — Inicializacdo (RL) - a = 0.6.

Essa particularidade dos modelos de ordem arbitraria dificulta a boa colocagao de

condigOes iniciais, pois nem sempre ha informagoes anteriores ao ponto inicial.

Finalizamos esta breve introducao ao Célculo Fracionario ao ressaltar alguns de
seus comportamentos incomuns e principais resultados. Na proxima Se¢ao, introduzimos o

modelo epidemioldgico ao qual essa teoria sera aplicada.

2.3 MODELOS COMPARTIMENTAIS NA EPIDEMIOLOGIA

Apés introduzirmos o Célculo Fracionario, voltamos nossa atengao ao modelo
compartimental que utilizamos na aplicacao. Através da historia, epidemias devastaram
grande porcentagem da humanidade. Perguntas importantes podem ser trabalhadas
através da modelagem matematica: os matematicos estudam sua evolucao e tentam
elucidar questoes essenciais, como, por exemplo, quando se espera o pico da doenca e

quantas pessoas sao infectadas no total.

2.3.1 O modelo SIR

Em 1927, o modelo SIR (Suscetiveis-Infecciosos-Removidos) foi introduzido de
maneira notavel em um trabalho proposto por Kermack e McKendrick [2]. O formalismo
matematico que embasou cuidadosamente a construcao desse modelo epidemiolégico é,
infelizmente, pouco difundido, sendo apresentada, em geral, a versao “lapidada” do modelo,

sintetizada na Figura 2.7.
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S —p | p— R
BSI vi

Figura 2.7 — Diagrama de fluxo do modelo SIR sem dindmica vital.

Os autores concluiram que, ainda que o agente causador nao perca sua infectividade
e a populacgao nao seja inteiramente infectada, o fim de uma epidemia pode resultar de uma
relacao especial entre a densidade populacional, a infectividade e as taxas de recuperacao

e morte.

200

800
700}
600}
500
a00}-
300}
200+
100
"""{I N — | - 1 - <l |
5 10 15 20 25 30
Weeks
Figura 2.8 — Willian O. Kermack e Figura 2.9 — Modelagem para as mortes por praga na
Anderson G. McKendrick [1]. ilha Bombay (mais detalhes no artigo original [2]).

Apresentamos a seguir uma breve adaptacao desse trabalho.

2.3.1.1 Teoria Geral

Iniciamos discretizando uniformemente o tempo com passo AT, considerado no
trabalho [2] como unidade de tempo, e supondo que as pessoas sao infectadas somente
na passagem de um intervalo a outro, nao no intervalo em si. Denotamos o niimero de

infecciosos no tempo ¢ que estao infecciosos ao longo de ¢ intervalos por v, 9. O ntimero total
t

de infecciosos no tempo t é, portanto, I, = Z vt 9. Também ¢ utilizada a notagao v; para
6=0
indicar a taxa de novas infec¢oes no tempo t. Em geral, v, = v, 9/AT, exceto na origem,

quando uma populagao de infecciosos Iy, independente do modelo a ser desenvolvido, é

inserida na populacao total. Assim, vgg = voAT + I.

Se 1(0) = 1py denota a taxa de remogao do compartimento infeccioso na idade de
infecgao 0 (isto é, a soma das taxas de recuperagao e morte), entdo o nimero removido

de cada —grupo é dado por Ypvig = (V19 — ver1941)/AT. Portanto, segue que vy =
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Vt—19-1(1 — 191 AT). Prosseguindo, obtemos
Vo = Utfe,oBG, (2-68)

onde By = (1 — 1hy_1 AT)(1 — g_oAT) - - - (1 — 9pyAT). E importante observar que, para
nao sobrecarregar a notagao, escrevemos tempo t + 1, § — 2 etc., em lugar de t + AT,

0 — 2AT e assim por diante.

Agora, se ¢(0) = ¢y denota a taxa de infectividade de uma pessoa infectada hé
t

0 estagios, a taxa de novos infecciosos v; deve ser igual a S; Z ®ovrp, onde S; denota o

0
nimero de pessoas ainda nao infectadas/imunizadas no tempo t. Claramente,

t
Sy =N =Y uAT — I, (2.69)
0
t
onde N é a populagdo inicial. Seguimos a notagao de [2]| para th, embora o indice seja
0
igual ao limite da soma. Contudo, o significado é a soma de vy para s de 0 a t.

Se R, denota o niimero de removidos (por recuperagio ou morte), entao, desconsi-

derando processos de dinamica vital,

Temos
t t
[t = Z Ut,@ = Z Bgvt,QAT + BtIO- (271)
6=0 0=0

Observe ainda que, da Equagao (2.68),

t t
Vs = St Z ¢0Ut79 = St (Z Agvt,QAT + AtI()) s (272)

6=1 =1
onde definimos Ag = ¢y By e assumimos ¢y = 0, isto é, uma pessoa nao é infecciosa no
momento da infecg¢ao.

Por outro lado, para t > 0, temos v; = (S; — Sy11)/AT. Logo, segue da Equacao
(2.72) que

_ t
S'tAfZS’:tH = St <Z AgUt,QAT + AtL)) . (273)
=1
Finalmente, observamos que
_ t
M = Z Cg'Ut,QAT -+ Ct[(] y (274)
AT e

onde definimos Cy = 1y By.
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Permitindo que AT — 0, as Equacoes (2.71)-(2.74) conduzem a relacao v =
—d(Sy)/dt e as trés equagbes que definem o modelo SIR:

ds :
t::_st(/ Am49d9+u%LO, (2.75)
dt 0
t
L:/BM4M+B%, (2.76)
0
d
Rt / Cg'l)t gd(g + Ct[(), (277)

0
onde obtemos, pela propriedade da integral produto [40], By = exp (— / (a) da).
0

Observa-se que o limite superior 6 deve ser dividido pela unidade de tempo considerada,

tornando-se escalar.

Verificamos que d(S; + I; + R;)/dt = 0, o que significa que a populac¢ao é mantida
constante, independentemente da escolha das funcdes 1) e ¢. Realmente, derivando a

Equacao (2.76) pela regra de Leibniz, obtemos
dl; t
S :&M+Avﬂﬂﬁwmw+%u&m@:
t
:w—/wagw I,Cy =

t
= St </ Agvt gde + At[()) —/O C@’Ut,‘gde - Ct]o =
ds; dRy

(2.78)

Com relagao a porcentagem da populagao que sera infectada, apds algum algebrismo

e uma integragao com respeito a t, da Equagao (2.75) obtemos

oo 1 oo [t 00
-/ d%&mz/ [ Av-odbde + 1o [~ At (2.79)
0 dt o Jo 0
de onde segue
1%5 / %w/’%w+%/ Audt. (2.80)

Escrevendo A = / Aypdf e p=(N—S4)/N sendo a propor¢ao total de infecciosos,
0

o0 oo (S,
podemos utilizar a relagao / vdt = — d—tdt So — Ss, obtendo
0 0
l—p
—log I = ANp. (2.81)
1- 2
N

Essa equacao determina o tamanho da epidemia em termos de A, N e I.
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2.3.1.2 Taxas constantes

A analise do caso onde as taxas ¢ e 1) sdo constantes iguais a (3 e y, respectivamente,
é a mais conhecida e oferece 6timas intuicoes para um entendimento mais imediato das

epidemias. Nesse caso, o sistema (2.75)-(2.77) torna-se, omitindo o indice ¢ por simplicidade:

‘;f — —BSI, (2.82)
I
Zt = BSI — A1, (2.83)
dR
— =1l (2.84)

Além disso, dS/dR = —(8/v)S, uma equagao separavel que conduz ao resultado
log(Sy/S) = (B/v)R. Portanto, S = Syexp(—(8/v)R), e, como dR/dt = v(N — S — R),

segue que
dR

dt

Da Equagao (2.85), podemos obter a quantidade total de infecciosos durante todo o

=7(N = Soexp(—=(8/7)R) — R). (2.85)

curso da doenga supondo dR,/dt = 0, o que equivale a N — Sy exp(—(5/7)Roo) — Roo = 0.
Considerando Sy # 0, obtemos

Re =N+ 1w, ( (2.86)

B

onde W, representa o ramo principal da fun¢ao W de Lambert [41], ndo utilizada pelos

—SppeNB/ )
’y Y

autores classicos. Observamos que, se a doenca esta no inicio, podemos considerar Sy ~ N.
Nesse caso, a epidemia nao ocorre se N < «/f3, isto é, se N3/y < 1. Com efeito, nesse

caso, —N /v > —1, e temos

_ =NB/v —
W (Sﬂﬁe> ~ Wy (Nﬂe—w”> _ (2.87)
¥ gl v

o que, substituindo em (2.86), fornece R, =~ 0. A constante N[/~ equivale, nesse modelo,
ao chamado nimero bésico de reproducdo, a ser apresentado na Subsecao 2.3.3. E possivel
obter outros resultados interessantes, que nao sao de nosso interesse aqui, mas foram

estudados na referéncia principal [2].

2.3.2 Extensoes e modificagbes do modelo SIR

Ao longo do desenvolvimento da epidemiologia matematica, os modelos compar-
timentais sofreram extensoes de modo que sua estrutura se adequasse a diferentes tipos
de doencas. Por exemplo, doengas que conferem imunidade tém uma estrutura comparti-
mental diferente das doencas sem imunidade. Além disso, ha doencas transmitidas por

vetores, como a dengue.
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Podemos citar como algumas modifica¢cdes do modelo SIR:

o modelo SIS (Suscetiveis-Infecciosos-Suscetiveis), que nao considera imunidade,

e 0s modelos SEIR (Suscetiveis-Expostos-Infecciosos-Removidos) e SEIS (Suscetiveis-
Expostos-Infecciosos-Suscetiveis) que, com ou sem imunidade, respectivamente,
consideram um perfodo de exposigao entre ser infectado e tornar-se infeccioso (Figura
2.10),

e 0 modelo SITR (Suscetiveis-Infecciosos-em Tratamento-Removidos), que considera

um compartimento de tratamento (Figura 2.11),

e o modelo SEQIJR (Suscetiveis-Expostos-em Quarentena-Infecciosos-Isolados-Removidos)

de quarentena-isolamento (Figura 2.12),

entre outros.

H—EO—0—®

Figura 2.10 — Fluxo SEIR [3].

gD

Figura 2.11 — Fluxo SITR [3 Figura 2.12 — Fluxo SEQILJR [3

Além disso, cada modelo pode ser tratado com diferentes hipoteses, como a consi-
deragdo ou nao da dindmica vital, a possibilidade de vacinacao etc. Sugerimos a referéncia
[3] e outros trabalhos dos autores, assim como as demais referéncias, para um estudo mais

aprofundado nesse tipo de modelagem.

2.3.3 O ntmero de reproducao

O ntmero de reproducao R reflete o quao infecciosa é uma doenga em um dado
contexto. Essa constante é frequentemente confundida com o niimero basico de reproducao,
Ry, que representa o nimero de infecgoes secundarias que um unico infectado pode gerar
ao ser inserido em uma populacao completamente suscetivel, quando nao ha imunidade

nem intervenc¢ao deliberada na transmissao da doenca.
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Por outro lado, o ;i se modifica tanto pela diminuicao da parcela suscetivel quanto
pela implementagao de intervengoes, por exemplo. Em condigoes de homogeneidade da
populacao, R é definido como o niimero médio de infec¢oes que um tnico individuo pode
gerar durante seu perfodo infeccioso [42]. O Ry representa este niimero no inicio da infeccao,

ou seja, quando da insercao do agente causador da doenca na populacao.

E importante ter em mente que o R, de uma infec¢do depende da populacio
analisada, porque as taxas de contato entre as pessoas podem variar devido a diferencas na
densidade populacional e na cultura. Obviamente, o R em certo tempo também varia de

local para local, uma vez que as comunidades podem diferir em seus niveis de imunidade e

intervencao.
\ Doenga \ Transmissao \ Ro \

Sarampo Aerossol 12-18

Catapora Aerossol 10-12

Caxumba Goticulas respiratorias | 10-12

Rubéola Goticulas respiratérias | 6-7

Coqueluche Goticulas respiratorias 5.5

Variola Goticulas respiratorias | 3.5-6

HIV/ AIDS Fluidos corporais 2-5

Resfriado comum Goticulas respiratorias 2-3

SARS 2002-2004 Goticulas respiratorias 2-4
Difteria Saliva 1.7-4.3
Ebola (Surto de 2014) Fluidos corporais 1.4-1.8

Gripe (Cepa pandémica de 2009) | Goticulas respiratérias | 1.3-2

Tabela 2.1 — Ry de algumas doencas infecciosas [5].

Em modelos tradicionais, as epidemias de uma infec¢ao ndo podem ocorrer quando
o Ry é inferior a 1 e surtos estabelecidos desaparecerao se as intervencoes ou o esgotamento
da parte suscetivel da populacao forem suficientes para manterem R abaixo de 1. Nos
modelos simples, como no SIR cldssico, temos $(t) = RpS(t)/N. Assim, nesses modelos,
o comportamento da infeccao é quase completamente determinado pelo Ry, cujo valor
determina nao apenas a mudanca da estabilidade local do equilibrio livre, mas também
quando o equilibrio endémico torna-se viavel [42]. Apresentamos na Tabela 2.3.3 o ntimero

basico de reproducao de algumas doencas infecciosas conhecidas.

Finalizamos este Capitulo tendo apresentado uma breve introducao a modelagem
matematica e aos métodos numéricos, além de um pequeno histérico e as principais
defini¢oes utilizadas no Calculo de ordem arbitraria. Além disso, chamamos a atenc¢ao para
situacgoes nas quais sua utilizacdo nao segue as propriedades do Calculo de ordem inteira.
Por fim, apresentamos a construcao do modelo SIR e conceitos simples da modelagem
epidemioldgica. Assim, estamos prontos para estudar, no préximo Capitulo, a modelagem

de ordem arbitraria do modelo SIR tal qual é realizada usualmente.
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3 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS FRACIONARIOS

Apoés a apresentacao dos preliminares, estudamos alguns modelos nos quais autores
generalizam as EDQ’s classicas de primeira ordem substituindo a derivada inteira, em
geral, do lado esquerdo, por derivadas de ordem arbitraria, geralmente a de Caputo, uma
vez que sua derivada de uma constante ¢ igual a 0 e costuma-se considerar condi¢oes
iniciais convencionais. Verificamos que esses modelos podem produzir estimativas muito
boas, assim como equagoes muito interessantes do ponto de vista mateméatico. Inclusive,
sugerimos a leitura de [43] para um estudo inovador, através de uma abordagem estatistica,

do efeito memoria tratado pelo Célculo Fracionario.

Entretanto, nos interessamos pela seguinte questao: a mudancga na ordem das
derivadas estabelece automaticamente modelos consistentes, no que diz respeito a defini¢ao
de parametros, significado fisico, conservacao e balanceamento de unidades? O que
dizer sobre nao negatividade, monotonicidade (quando houver), entre outras questoes?
Precisamos ter cuidado com a persisténcia de propriedades na transicao ad hoc de modelos
de derivada inteira para modelos de derivada de ordem arbitraria. No que segue, analisamos
o balanceamento das unidades, o cuidado com a conservacao da populacao total, a
impossibilidade de utilizar a derivada de Riemann-Liouville, cuidados ao analisar nao
negatividade e monotonicidade, a boa colocagao das condigoes iniciais e, finalmente, os

pontos de equilibrio, o # e o ponto de pico.

Na verdade, ¢ natural que novos modelos nao herdem todas as caracteristicas do
original. Porém, é preciso estarmos atentos ao que mudou, pois, é interessante ndo apenas
aproximar bem as curvais reais, mas entender do ponto de vista fisico/biolégico o que esté
acontecendo com as taxas e parametros. Até o presente, nao conseguimos uma construgao
fisica que permita trocar as ordens das derivadas classicas, ainda que as unidades sejam
corrigidas e que as novas ordens sejam iguais em todos os compartimentos. Ainda, nao hé
garantia de monotonicidade, pois, em particular, o sinal da derivada fracionaria deixa de

valer como indicativo do comportamento monétono da fung¢ao em dado intervalo.

Inicialmente, analisamos a persisténcia da populagao total. O artigo [44] demonstra,
em um sistema simples de dois compartimentos, que a utilizacado de ordens fracionarias
diferentes sem os devidos cuidados leva a violagao do equilibrio de massa. Os autores
defendem, também em um artigo do mesmo ano [45], a argumentagao de que, tanto
no contexto da farmacocinética entao considerado quanto em sistemas compartimentais
analogos, um fluxo de massa de saida definido como uma taxa de ordem arbitraria ndo pode
aparecer como um fluxo de entrada em outro compartimento, com uma ordem arbitraria

diferente, sem violar o balanco de massa.

Procurando realizar esse tipo de andlise para o modelo SIR com a derivada de

Caputo de ordem arbitraria a esquerda, tomamos ordens distintas em cada compartimento
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(ex.: [46], [47], [48]) e analisamos a relagao entre essas ordens e a populacao total N =
S + I + R do modelo SIR fracionario, onde Ng = Sy + Iy + Ry.

“D§LS(t) = —&Sgﬂ(w, (3.1)
Dz = 2X o, (32)
“Dgi R(t) = vsI(t). (3:3)

Consideramos ay, as, as € (0,1]. Aplicando a Transformada de Laplace conforme

Equacao (2.38), temos

sML{SY —sM7S) = ——E{Sl} (3.4)
s L{I} — 527 ) = ]%5{51} — o L{I}, (3.5)
s L{R} — s Ry = 43 L{I}. (3.6)

Prosseguimos obtendo

L£{S} = Nf;al (3.7)
C{I} = ISO + Nﬁ 22 oy, (3.8)
L{R} = i %E{I}. (3.9)

Aqui, utilizando convolugoes, podemos obter uma formulacao integral para o modelo

0_/t 61]30} 0:1 S(0)1(0)db, (3.10)
10+/t 52]30} Oj : (Q)I(G)de—/otWI(Q)de, (3.11)
R(t) = Ro + /Ot Wf(@)d@. (3.12)
Escreve-se finalmente
N =No+ [ [ﬁ2 T (>a)2 51%0}23_ ]S(@)I(Q)d@

(3.13)

N /0 [73 tF—( 0?3))“3 b (tr_( Oi))““] 1(0)d6
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Assim, para que N seja constante, devemos ter oy = g = a3 e os parametros
devem satisfazer 81 = (55 e 79 = 73, independentemente da maneira na qual eles foram
definidos, como exemplificado no Capitulo 5. O grande problema nao é modificar a
populacao, o que pode ocorrer por dinamica vital, migracao etc., mas justificar a mudanca.

Nesse caso, sem migragao ou dindmica vital, as pessoas nao poderiam sumir ou aparecer.

Aqui, é importante notar que nao poderiamos utilizar a definicao de Riemann-
Liouville sequer mantendo as mesmas ordens em cada compartimento. Com efeito, teriamos
D§ N(t) =0, mas a derivada de Riemann-Liouville de uma constante nao nula nao é zero,
ou seja, novamente haveria problemas com a populacao total, que deveria seguir a condigao
do Lema 2.1. Além disso, as condigoes iniciais para a derivada de Riemann-Liouville nao
sao facilmente interpretadas. Assim, daqui em diante mantemos a utilizacdo da derivada
de Caputo e de ordens iguais em cada equacgao, passando a analisar o balanceamento das

unidades. As condi¢oes iniciais consideradas sao as mesmas do caso de ordem inteira.

Partindo do modelo (2.82)-(2.84) ou de suas diversas extensoes, alguns autores (ex.:
[49], [50], [51]) substituem a derivada do lado esquerdo pela derivada de ordem arbitraria
a, mantendo os mesmos parametros do modelo com derivada inteira. Por exemplo, para o

modelo SIR, considera-se:

“D§, S(t) = —W, (3.14)
opg 1) = 2O ), (3.15)
Dy R(t) = 11(1), (3.16)

onde [ e 7y sdo constantes positivas definidas como no sistema (2.82) - (2.84).

[0}

Observamos que o lado esquerdo das Equagoes (3.14)-(3.16) tem unidade [tempo] .
Porém, o lado direito foi mantido com unidade [tempo]_l. Apenas abolir as unidades nao
resolve o problema. Segundo [44], as unidades, na verdade, ajudam a revelar a questao:
uma taxa de ordem 1, por exemplo, é um tipo diferente de taxa daquela de ordem 1/2, da
mesma maneira que, na fisica classica, a taxa de ordem 1, velocidade, é diferente daquela

correspondente a ordem 2, a aceleracao.

Outros autores (ex.: [52], [53], [54]) corrigem a dimensao elevando os pardmetros a
« ou multiplicando os operadores das derivadas por constantes de tempo 7 elevadas ao
expoente o — 1 (ex.: [55], [56]). Assim, o modelo SIR fraciondrio seria escrito de uma das

seguintes formas:

As unidades estao balanceadas, mas ainda nao conseguimos enunciar um significado
epidemioldgico preciso para os parametros elevados a poténcias ou multiplicados por
constantes de tempo. Ha também que se notar que, quanto a elevar os parametros a «, se

a é proximo de 0, todos os parametros sao préoximos de 1. Ja quando multiplicamos os
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‘g, sty = -THD - gag) r1pg, sty = - PSUI0  (590)
Dy 1) = TEO _sory @ag) o pga = PO ) g
CDg, R(t) = A*I(t). (3.19) 71D R(t) = ~I(t). (3.22)

parametros por constantes de tempo da forma 717%, fazer o préximo de 0 faz com que um

parametro p se aproxime de 7p. Qual escolha teria um significado fisico mais adequado?

Até o final deste Capitulo, consideramos os parametros escolhidos de maneira que
as unidades estejam balanceadas, como elevados a a ou multiplicados por constantes de
tempo. E importante lembrar que, nesse caso, nio possuem o significado fisico do modelo
SIR original. Para facilitar a notagao e as generalizacoes, eles sao escritos simplesmente
como 7, e 3, onde u > 0, se a = 1, indica a dindmica vital (mesma taxa de nascimento

e morte). A populacdo N se mantém constante e escrevemos o sistema como

o550 = v - 2O g, (323)
g, 1) = PO ) i), (3.24)
“Dg. R(t) = vI(t) — pR(t). (3.25)

Abaixo, apresentamos a formulacao integral do modelo, analoga aquelas das Equa-
goes (3.10)-(3.12):

S(t) = So+ “Nt) -/ %S(@)I(G)d@ - HE= O iovan, (3.26)

Mo+l (o)
10)=1+ [ t %5(9)1(9)619 - ‘o MF)E:;;) 0" 1 0van, (3.27)
R(t) = R +/ =01 t_ 6)do — / 1wt =0 poyan. (3.28)

Dada uma condigao inicial (S(0), 7(0), R(0)), o Teorema da Existéncia e Unicidade
[21] garante a solucdo tnica em [0, t] para qualquer tempo ¢ finito. A seguir, analisamos
as questoes de nao negatividade e monotonicidade, sendo esta esperada para o caso sem
dindmica vital, uma vez que o fluxo deveria estar bem determinado de S para I e de I

para R.
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3.1 MONOTONICIDADE E NAO NEGATIVIDADE

E esperado que a solucdo do modelo SIR fracionario seja néo negativa para todo
t € [0,00). Além disso, para um sistema sem dinamica vital, é esperado que os comparti-
mentos S e R sejam mondtonos nao crescente e nao decrescente, respectivamente. Com
o objetivo de provar alguma dessas afirmagoes ou ambas, muitos autores (ex.: [33], [35],
[57], [58],) utilizam o resultado de que o sinal da derivada de ordem arbitraria indica
comportamento monétono, tido como corolario do Teorema do Valor Médio (2.4). Porém,
como visto na Segao 2.2.2, sem outras hipéteses esse resultado nao é valido. Realmente,
embora nao tenhamos obtido uma formulagdo matematica para a nao monotonicidade, as
simulagoes numéricas, exibidas no Capitulo 5, indicam que, mesmo sem dinamica vital, os

compartimentos S e R podem oscilar.

Quanto a positividade, algumas demonstracoes na modelagem de ordem inteira
utilizam o fato de que duas solugdes do sistema nao se cruzam. A demonstracdo da
separacao de solugbes para o caso de dimensao 1 pode ser consultada em [21], porém,
para dimensoes maiores existem contraexemplos [59], o que nos manteve em alerta para a
utilizacao desses resultados sem hipdteses adicionais. Assim, abaixo, seguimos as ideias de
[60].

Suponhamos, por contradi¢do, que exista um tempo finito 7% tal que S(7*) = 0.
No intervalo finito [0, 7, onde T" > T™, a fungao continua /(t) assume um valor méximo
M. Assim, para t € [0,T], temos

“Dy.S(t) = uN —

55%y@)_usay>—A5@L (3.29)

onde A = BM/N + p.

Logo, existe uma fungao continua positiva ¢(t) tal que
Dy S(t) = —AS(t) +q(t). (3.30)
Utilizando a transformada de Laplace, obtemos
s*L{S} — s*71Sy = —AL{S} + L{q}, (3.31)
de onde segue que

Sa_lso + £{q}

£45) = s+ A

(3.32)

Aplicando a transformada inversa, temos
a—1
- ] S -1 £{Q}
S(t) = SoL {sa+A}+£ {sa+A}’ (3.33)
= SoEa(—At") + q(t) * (1* ' Eq o (—At%)), (3.34)

onde utilizamos a Proposicao 2.6.
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Como « € (0,1), entao q(t) x (t* ' E, o(—At*)) é uma fungao positiva e
S(t) > SoEu(—At*) > 0, (3.35)

para todo t € [0, 7). Inclusive, S(T%) > 0, contradicao.

A nao negatividade dos compartimentos I e R segue de maneira inteiramente

analoga.

3.2 QUANDO COMECAR?

No modelo SIR classico, os pardmetros epidemioldgicos definem a epidemia de
maneira independente do tempo. Definidos seus parametros epidemiologicos, 3 e v, e
uma condigao inicial (S(0), 1(0), R(0)), seja (S1(t), I1(t), R1(t)) a solucao do modelo SIR
classico e t* > 0 um certo tempo: se comecarmos a modelagem no tempo t*, com condicao
inicial (S;(t*), [1(t*), R1(t*)), a solucdo continuard a ser (S;(t), [1(t), Ri(t)) para t > t*.
Essa é uma caracteristica dos sistemas dinamicos: por qualquer ponto escolhido de uma
érbita, existe uma tnica trajetéria [61]. Porém, isso ndo é vélido para o modelo fracionério,
pois, como foi discutido na Secao 2.2.2, todo o passado deve ser levado em consideracao.

Essa observac¢ao também foi verificada na Proposigao 2 do artigo [62].

Isso dificulta a boa colocagao de condigoes iniciais: o que dizer do passado anterior
ao ponto inicial considerado? Além disso, aqui cabe outra questao: se, na modelagem
fracionaria, os parametros 5 e 7 dependessem somente da doenca, era de se esperar
que, como nao variam, o comportamento de uma infeccao fosse o mesmo comegando em
qualquer ponto, mas isso nao ocorre. No caso fracionario, para se ajustarem a infeccao, eles
dependem da série temporal anterior ao ponto inicial. Os resultados numéricos especificos

podem ser verificados no Capitulo 5.

3.3 0S PONTOS DE EQUILIBRIO, O NUMERO DE REPRODUCAO E O PONTO
DE PICO

Como vimos, o niimero basico de reproducao é o nimero médio de infecgoes secun-
darias que ocorrem quando um infeccioso ¢ introduzido em uma populagao completamente
suscetivel. Porém, como nao temos defini¢bes precisas para os pardmetros (nem mesmo
para ordem « tUnica), ndo construimos o fy com esse embasamento tedrico. Por outro
lado, o construimos como um valor que determina a viabilidade do equilibrio endémico e a
mudanca de estabilidade do equilibrio livre de doenca, como costuma ocorrer nos modelos
classicos [42].

A estabilidade local dos equilibrios, em geral, é analisada através do resultado de
que o sistema autoénomo “D§, z(t) = Az(t), com z(0) = x, é assintoticamente estdvel

se, e somente se, |arg(spec(A))| > an/2 [63]. Para tanto, precisa-se do Teorema da
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Linearizagao para o caso fracionéario [64]. O procedimento para a andlise da estabilidade

local pode ser verificado, por exemplo, em [52].

J& para a andlise da estabilidade global dos equilibrios, alguns autores utilizam
a generalizacao da teoria de Lyapunov. Uma das ferramentas para tanto é o Lema de
Barbalat, segundo o qual, dada uma funcao nao negativa f uniformemente continua, se,
para todo t > a, I$, f(t) < C, com C uma constante positiva, entdo f converge para zero
[65]. Contudo, como pode ser verificado em [66], existem contraexemplos que demonstram
a falibilidade do Lema para 0 < o < 1. Notamos que esse contraexemplo faz com que o
passo maximo da sequéncia (,) construida na prova fornecida em [65] tenda ao infinito,

dificultando a finalizacdo da demonstracao.

O resultado para 0 < a < 1, demonstrado em [66], ndo prové a convergéncia de f

para zero, mas sim seu limite inferior, conforme a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1 (Lema de Barbalat para 0 < a < 1). Dada uma fun¢ao nao negativa f
uniformemente continua, se, para todo t > a, I¢, f(t) < C, com C uma constante positiva,

entdo liminf; .. f = 0.

Os autores de [62] relembram que a teoria bésica de Lyapunov requer para o
funcional L(z(t),t) a monotonicidade com respeito ao tempo. Uma ferramenta fundamental
para provar sua monotonicidade é o sinal de sua derivada. Mais do que isso, se L(t) =
L(x(t),t) é monétona decrescente e limitada, entdo converge. Contudo, a generalizagao
para o calculo de ordem arbitraria nao possui um correspondente simples, como chamamos
a atencdo na Secao 2.2, onde demonstramos através de um contraexemplo que o sinal
da derivada de ordem arbitraria nao ¢ indicativo de monotonicidade. Em [62], ha outro
contraexemplo interessante. Os mesmos autores garantem o resultado que utilizamos. O

enunciado considera que a origem ¢ o equilibrio:

Proposicao 3.2. Dado o sistema D*xz(t) = f(x,t), seja L uma fungiao continuamente
diferencidvel e definida positiva. Seja ainda w(x) uma func¢do continua positiva definida

tal que, em uma bola B C R™ em torno de x =0, com xq € B, temos

DL(x,t) < —w(x) <0. (3.36)

Entdo, liminf, ,||z|| =0 e x = 0 € estdvel em t = 0. Em particular, x = 0 €

() Q(z), onde Q € o conjunto dmega-limite.
z€eB

Além disso, ndo pode existir uma sequéncia divergente (,)nen com |tny1 — tn| < &

para todo & > 0 tal que ||x(t,)|| > € para qualquer ¢ > 0.

Nao é o objetivo deste trabalho aprofundar nessa questao, mas imaginamos ser uma
area de pesquisa interessante. Particularmente, pode ser possivel combinar esse resultado

com a estabilidade local, como fazemos a seguir.
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Utilizamos os seguintes Lemas:

Lema 3.1. Sejam y(t) € R wma fungio continua, o € (0,1) e y* € RT. Entdo [67]:

)<l o

Lema 3.2. Sejam y(t) € R uma fungio continua e diferencidvel e o € (0,1). Entao [68]:

cpp., (yof) g

SODE() < y(t)° Dy 0) (3.39)

Para o sistema (3.23)-(3.25) com p > 0, definamos Ry = f_ Apresentamos os
7T H
seguintes Teoremas:

Teorema 3.1. O equilibrio livre de doenca EF = (N,0,0) € o unico equilibrio vidvel do

sistema (3.23)-(3.25) e é globalmente assintoticamente estdvel se Ry < 1.

Demonstragio. Se R < 1, temos S — (v + p) < 0. Definimos
t
L(t) = (S(t) —N—Nln S](V)> + I(1). (3.39)

Observamos que

L(t) > S(t) — N + I(t) > —N. (3.40)

Pelo Lema 3.1, temos

°i1< (1~ g) Cpg.S+CDgI, (3.41)
N ST S
- (1—5) (uN—BN—uS>+5N—(7+u)I (3.42)
851 pN? BSI1
—/LN—T—,MS— 5 +6[+/LN+T—(’7+,LL>I, (3.43)
S—N
. ((S)> F(B— () <0, (3.4

Entao, da Proposicao 3.2, temos
liminf;, , (S, I, R) = (S*,I*, R"). (3.45)
Isso significa que, para todo € > 0, existe um tempo 7' onde

(S(T), I(T),R(T)) — (S*, I", R")|| <e. (3.46)

Pela estabilidade local, provamos o enunciado.
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Teorema 3.2. O equilibrio endémico EFE =

(y+wW)N uN  uN 9N _W)e

B Ty+p Bly+p B
vidvel se g > 1 e é globalmente assintoticamente estdvel se Iy > 0.

Demonstragio. Supomos que Jg > 1 e Iy > 0. Pelo resultado da nao negatividade, sabemos
que S(t),I(t), R(t) > 0 para todo t. Sejam S* = (y+ p)N/B e I = uN/(y+ p) — uN/p5.
Definimos U(t) = S(t)/S* —1 e V(t) = I(t)/I* — 1. Definimos também

L(t) = U2(t) + 5 f];)N[V(t) —In(1 4V (2))] (3.47)
_SW-sY e (10
LSO-SY 0T ()]
Observamos que
L(t) > (fy_fi)N [1 +In (j\[) ] (3.49)

Note que o logaritmo sé esta definido se 1+ V/(¢) > 0, dai a necessidade de termos
Iy > 0 e, consequentemente, I(t) > 0 para todo ¢. Pelos Lemas 3.1-3.2, temos

(55 o) s (-7 orw). e
(YR (), o
= (55 (-5 + B - S| - s - 8, (3.53)
= —puU?+U (ﬁ]{r - ]ﬂ\i;) - %U(I — 1), (3.54)

=y OO0 UPSE PO BT (3.55)
N EN UT/” (1 _ 5) , (3.56)
= —pU? — %UQI <0. (3.57)
Logo, segue da Proposic¢ao 3.2 que
liminf; (S, I, R) = (S*,I*, R"). (3.58)
Isso significa que, para todo € > 0, existe um tempo 71" onde
(S(T), I(T), R(T)) — (5%, I", RY)[| <e. (3.59)

Pela estabilidade local, provamos o enunciado. ]
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Se 1 = 0, todos os pontos do conjunto {(S,0,R), S;,R >0, S+ R = N} sao
equilibrios do sistema (3.23)-(3.25). O equilibrio estavel (5,1, R)s para o caso a = 1
e 1(0) > 0 é calculado como na Sec¢ao 2.3.1.2. Porém, as passagens entre as Equagoes
(2.85)-(2.86) nao sao validas para derivadas de ordem arbitraria. O que obtemos segundo
as simulacoes ¢ uma mudanca na regiao de estabilidade dos equilibrios. Em uma grande
porgao do plano (S, 1), notamos que tli)rgo S(t) = yvN/B, ou seja, o equilibrio endémico é
tal como no Teorema 3.2, com p = 0. Porém, conseguimos provar somente o seguinte

resultado:

Teorema 3.3. Para o sistema (3.23)-(3.25) com p =0, temos
liminf, ,I(t) = 0. (3.60)
Demonstragio. Reescrevemos a equagao integral (3.28) da seguinte forma:

I3 (VI(t)) = R(t) — R(0). (3.61)

Como S, I e R sao limitados, da Equagao (3.61) segue, pela Proposicao 3.1, que
liminf; . I(t) = 0. n

Quanto ao ponto de maximo, no modelo SIR original o pico da infec¢ao ocorre
quando S(t) = (v + p)N/B ou, equivalentemente, quando R(t) = 1. Ja no modelo
fracionario, isso nao é verdade, como observado no Lema 2.5 da Sec¢do 2.2.2 e corroborado
nos resultados numéricos do Capitulo 5. Do ponto de vista da modelagem, como ja citado,
o R(t), nimero de reprodugao no tempo t, indica a quantidade de infecgbes secundarias
que um individuo infeccioso desde t pode causar. Em modelos epidemiologicos cléssicos,

esse valor é Ry S(t)/N, ou seja, basta fazermos uma transi¢ao no tempo.

Por isso, em modelos classicos, o pico ocorre quando R(t) = 1, uma vez que
RoS(t)/N =1 é o limiar que determina se a curva dos infecciosos em ¢ vai aumentar ou
diminuir. Assim, R(¢) = 1 exatamente no pico, pois, se fizermos uma translagao no tempo
e comegarmos a modelagem da epidemia naquele ponto, o RyS(t)/N serd 1 e diminuira,
fazendo com que a doenca decline. Porém, modelos de ordem arbitraria sao nao locais e
nao seguem as propriedades comuns de sistemas dinamicos, como a unicidade da trajetoria,
o que quebra o sentido de termos R(¢) = 1 exatamente no pico. Tradicionalmente, R(t) = 1
no ponto onde, se iniciarmos ali a modelagem da epidemia, ela vai decrescer. No caso nao
local, esse ponto nao coincide com o ponto de pico de uma epidemia iniciada em outro

tempo.

Do ponto de vista das EDQO’s, no modelo de ordem inteira, a derivada de [ ¢é
positiva se Ry > 1, ou seja, a doenga comega crescendo, o que pode ser traduzido como
a ocorréncia da epidemia a partir daquela condigao inicial. Isso também é verificado no

modelo de ordem arbitraria:
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Proposicao 3.3. Para o sistema (3.23)-(3.25), se Ry > 1, entao I(t) > I(0) para t
suficientemente pequeno, ou seja, g > 1 implica a ocorréncia da epidemia. Por outro

lado, se Ry < 1, entao I(t) < 1(0) para t suficientemente pequeno.

Demonstragio. Se R > 1, existe um intervalo [0, € tal que, se £ € [0, €], entdo (“Dg, I)(€) >
0. Segue diretamente do TVM 2.4 que, se t € [0, €], entao existe £ € [0, ] tal que

(“Dg. 1)(6)
I(t)=1(0 —=2t% > [(0). 3.62
() = 10)+ G e > 10) (3.62)
A demonstragao para Ry < 1 é analoga. O

Concluimos o Capitulo enfatizando que o presente trabalho nao pretende invalidar
os diversos modelos de ordem arbitraria desenvolvidos nos tultimos anos. Como dito
anteriormente, ¢ natural que extensoes nao herdem todas as caracteristicas de um modelo
original. No entanto, precisamos estar atentos ao que mudou, porque nao s6 a aproximacao
das curvas reais ¢ interessante, mas também entendermos do ponto de vista fisico/biolégico
0 que acontece com as taxas e os parametros. Assim, no proximo Capitulo, apresentamos
a modelagem de um sistema, com formalismo semelhante ao dos “pais” Kermack e Mc-
Kendrick, de maneira que o surgimento de derivadas de ordem arbitraria decorra de leis

potenciais nas fungoes de infectividade e remocao.
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4 CONSTRUCAO DE UM MODELO SIR DE ORDEM ARBITRARIA

No Capitulo anterior, apresentamos modelos fracionarios comumente utilizados por
autores da area e realizamos algumas consideragoes. Ressaltamos que nao foi possivel,
até entao, encontrarmos uma estrutura epidemiolégica que altere a ordem das derivadas
classicas, mesmo que as unidades sejam ajustadas e que o equilibrio da populacao seja
mantido. Ainda, ndo ha garantia de monotonicidade na auséncia de dindmica vital,
pois, em particular, o sinal da derivada fracionaria deixa de valer como indicativo do
comportamento mondétono da funcao em dado intervalo. Nao obtivemos justificativas
precisas, mesmo que tenhamos verificado, através de trabalhos publicados e de simulagoes
que realizamos, que esses modelos sao capazes de representar a realidade com bom grau

de precisao.

Porém, acreditamos que é possivel modelar um sistema fisicamente, com formalismo
semelhante ao dos “pais” Kermack e McKendrick, de maneira que o surgimento de
derivadas de ordem arbitraria decorra de leis potenciais nas fung¢oes de infectividade e
remocao. A seguir, apresentamos uma derivacao fisica de um modelo fracionario semelhante
aquela realizada pioneiramente por Kermack e McKendrick. Aqui, seguimos os passos de
Angstmann, Henry e McGann [8], onde utilizam a linguagem probabilistica dos Passeios
Aleatérios de Tempo Continuo (PATC).

4.1 DESCRICAO DO MODELO

Considere um individuo infeccioso desde o tempo t'. Se ha S(t) suscetiveis no
tempo t, esse infeccioso tem uma probabilidade S(¢)/N de que uma pessoa com a qual
encontre seja suscetivel, considerando a populacao homogénea. Portanto, no intervalo
de t at+ AT, o nimero esperado de novas infec¢oes por individuo infectado é dado por
o(t,t")S(t)AT/N. A taxa de transmissao por individuo infectado o(¢,t) depende tanto
da idade da infeccdo, t — t/, quanto do tempo presente, ¢, que, entre outros, tem influéncia

na quantidade de contatos do infeccioso.

A probabilidade de um individuo infectado no momento ¢ ainda estar infectado no
momento t é dada pela funcao de sobrevivéncia ®(t,t'). Portanto, o fluxo de individuos
para o compartimento I dos infecciosos em um tempo t é recursivamente dado por:

g (I,t) = /too o(t, t’)S]i[t)CD(t, gt (I, ¢)dt'. (4.1)

A condicao inicial é obtida através do nimero de individuos infecciosos no momento
0 e da consideracao do tempo onde cada individuo foi infectado. Isso é dado pela funcao
i(—t',0) que representa o nimero de individuos que ainda estao infecciosos no tempo
0 e que foram originalmente infecciosos em algum momento anterior ¢ < 0. Entao,
g (I,t") =i(—t',0)/P(0,¢") para t’ < 0. Por simplicidade, consideramos i(—t,0) = iod(—t),
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onde §(t) é a funcao delta de Dirac. Assim,

g (I,t) = /Ot ol(t, t’)S](Vt)QJ(t, gt (I, t)dt' +igo (2, 0)5;(\;5)@(@ 0). (4.2)

Observamos, portanto, que o modelo pressupoe que nao havia doenca antes do
tempo 0 e que, nesse ponto, um impulso fez com que a doenga tivesse inicio. O histérico
é considerado completamente, evitando dubiedades quanto ao ponto inicial. Porém, o

modelo ¢ singular no ponto 0.

Como dito, assume-se que a taxa de infecgdo o(t,t’) é uma fungio tanto do tempo
corrente (devido, por exemplo, as medidas de conten¢ao), possuindo uma infectividade
extrinseca w, quanto da idade de infeccao t — t/, possuindo uma infectividade intrinseca p.

Logo, podemos escrever
o(t,t') =w(t)pt —1). (4.3)

Assumindo que a morte natural e a remocao de um individuo infeccioso sejam
processos independentes, podemos escrever a funcao de permanéncia no compartimento

infeccioso como

Ot 1) = ot — )0(t. 1), (4.4)

onde ¢(t — t') é a probabilidade de um individuo infectado desde ¢’ ainda nao ter se
recuperado ou sido morto pela doenga no tempo t. Ainda, 6(t,t") é a probabilidade de um
individuo infectado desde t' ainda nao ter falecido de morte natural (isto é, independente
da doenca) até o tempo t. A funcdo € é construida de maneira semelhante a fun¢ao B da

Secao 2.1, sendo dada por
o(t, ) = e Jur e, (4.5)

onde 7 é a taxa de mortalidade. Observe que

O(t,t") = 0(t,u)0(u,t"), Vt' <u<t. (4.6)

Individuos que estao no compartimento I no tempo t devem ter entrado nesse
compartimento em algum tempo anterior e permanecido nele até t. Logo, podemos

expressar a quantidade de individuos infecciosos da seguinte forma:
I(t) = Iy(t +/' (6, 8)g" (I, ¢')dt'. (4.7)

A funcado [y(t) fornece o nimero de individuos que estavam infecciosos em 0 e
permanecem infecciosos em t. Essa fungao pode ser escrita como segue:

(¢, t’ d(t,0

~ (0, t’ <I>(O, O)

— ®(t,0)i. (4.8)

Com essas informagoes, podemos construir as equacoes principais do modelo.
Comegamos derivando a Equagao (4.7) pela regra de Leibniz, obtendo

dI(t)
Sdt

dIo(t)

= q+(1,t)—/tw(t—t’)e(t,t’)q+(1,t’)dt’ / d(t—tot,t)gT (I, t)dt' +——=, (4.9)
0
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onde 1(t) = —d¢(t)/dt. Esta ¢ tem relagdo importante com a variavel aleatéria continua X
que fornece o tempo de remoc¢ao do individuo do compartimento infeccioso. A distribuicao
acumulada de X, a saber, I’ definida por F(t) = P(X < t), é tal que F(t) = 1 — ¢(t).
Portanto, a fun¢ao densidade de probabilidade de X ¢é ¥ (t) = —dp(t)/dt.

Utilizando as Equagoes (4.2)-(4.7), a Equagao (4.9) pode ser reescrita como

PO o2 ([ ot = 0)0(t.0)+ (1)t + p()0(2,0)i
N 0

dt t (4.10)
= [0l = )0 )" (1)t~ (B0, 0)io — ¥ (DI(2).
0
No que se segue, vamos remover a dependéncia de ¢ (I,t') da Equagao (4.10)

definindo nticleos de memoria de infectividade e remoc¢ao. Podemos reescrever a Equacao

(4.7) como
I(t) . t NUCRIPY
o)~ O :/0 8t 1) gy 4 (4.11)

O lado direito esta agora em forma de convolugao. Tomando a transformada de

Laplace, obtemos

c{ eft(%) - ¢(t)z’o} = E&b(t)}ﬁ{q; (Ef 67;) } (4.12)

A primeira integral da Equacao (4.10) é produto de 6(t,0) com uma integral que
¢ (I,t)
6(t,0) |

pode ser reescrita usando transformada de Laplace na forma £{p(t)¢(t)}£{

Podemos escrever

¢ (Lt)] _ L{p)et)} .f I(t) |
ctovne Gt | = Fany oo~ o0 - L
—ef [ ite= ) (it ) at - ooty
onde definimos o nicleo de memoéria da infectividade por
_ ) Ept)o(t)}
Ki(t)=L { C{o0)] } (4.14)

Similarmente, a segunda integral da Equacao (4.10) é o produto de 6(¢,0) com
uma integral que pode ser reescrita usando transformada de Laplace na forma

SO L) L 10
E{W)}ﬁ{ t,0) } - c{¢<t>}£{e<t,0>
)

- ¢(t)io} =

. , (4.15)
_ c{/o Kr(t —t' (eét(f 2))) dt’ — ¢(t)z0},
onde definimos o nicleo de meméria da remocgao por
Kn(t) = E_l{ﬁigﬁ } (4.16)
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Substituindo as Equagoes (4.13) e (4.15) na Equagao (4.10), obtemos

diz(:) = w(t)sjif) (9(t, 0) /0 Kt — 1) ( eft(tg)> dt’ — 0(t,0)p(t)o(t)io + p(t)2(2, 0>Z’0>

0(t,0) /0 " Kalt—¢) ( 1) ) dt’ + 0(t, 0)(t)io — V()0 0)ig — y()I (L),

oo (4.17)
Finalmente, simplificamos o conjunto de equagoes do modelo SIR:
dfl? =~(t)N — w(t)S]E;)G(t, 0) /Ot Kt — tl)@ft(’tlz))dtl —y(t)S(t), (4.18)
d;sf) 0(t,0 / Ki( ()))dt’
(4.19)
8(t, 0) / Kn(t—t )9(“ [)))dt' SOI(E),
df;it) — (¢, 0) /Ot KR(t—t/)e(t(/’()Ddt —A(B)R(), (4.20)

onde consideramos a mesma taxa 7(t) de mortalidade natural em cada compartimento,
sendo a taxa de nascimento igual a de mortalidade. Particularmente, nesse caso a populacao

permanece constante.

Escolhemos 1 (t) com lei potencial e p(t) relacionada & escolha de ¢ (t). Em
particular, utilizamos a funcao de Mittag-Leffler, segundo Definicao 2.7, de maneira a
generalizar a distribui¢do exponencial F' da distribui¢cao acumulada da variavel aleatéria
X, que, como dito, fornece o tempo de remoc¢ao do individuo do compartimento infeccioso.
Como vemos, essa escolha esta relacionada ao surgimento de derivadas de ordem arbitraria

no modelo. Assim, fazemos

oty =, (_ <t>a> , (4.21)

T T
para 0 < a < 1, onde 7 é um pardmetro de escala. A expansao assintotica da fungao de

Mittag-Leffler [69] permite afirmar que () = O(t7'7%) para t - 00 e 0 < a < 1.

Para obtermos a funcao ¢ a partir de 1, observamos a seguinte relacao entre as

fungoes de Mittag-Leffler de dois e trés parametros:

> k! &2 (ak+a)k! 2R
Eaa — B E— —_— =
al?) ;F(ak—i—a) Kl ,;F(ak+a+1) Kl
=0 v (4.22)
= alk+1)! =z 0B, (2)
= T(ak+a+1)k! oltatn

Assim, pela Equacao (2.28), a fun¢do de permanéncia (independente da morte

6(t) = Eus <— (i)a) | (4.23)

natural) correspondente é
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Observagao 4.1. Pela Equagao (4.8),

To(t) = ®(t, 0Yig = ie™ Jo "W p, | (- (t>a) , (4.24)

T

€ uma fungdo decrescente que tende a 0, como era de se esperar, ji que o numero de
individuos que estavam infecciosos em 0 e permanecem infecciosos em t deve diminuir ao

longo do tempo.

Utilizando a Equagao (2.6), podemos calcular a transformada de Laplace do ntcleo

de memoria da remocao definido pela funcao de Mittag-Leffler, obtendo:

)
L{KR(t)} = =5 47T 4.25
Por outro lado, pela Equagio (2.37), temos L{D§;* f(t)} = s~ L{f(t)}— (I, f)(0).
Consideramos aqui (1§, f)(0) = 0, como em [70]. Daqui em diante, por simplicidade,

escrevemos D'~% no lugar de D(l)jra. A partir dessas consideragdes, uma convolugdo com o

nicleo de memoria da remocao pode ser escrita como
/
Y

(t) o o Dl—a< I(t) ) (4.26)

t , _[
/0 Kt =t )Q(t’ 0) 6(t,0)

Uma derivada de ordem arbitraria também pode ser incorporada no nicleo de
memoria de infectividade. Observe que a Equacao (4.14) possui uma transformada de

Laplace semelhante a Equagao (4.25). Assim, a seguinte escolha torna-se conveniente:

p(t) = qb(lt)tj;Ea,ﬁ (- (j)a) . (4.27)

Como requere-se p(t) > 0, escolhemos 0 < aw < < 1 (Teorema 2.2). Utilizando a

Equacao (4.27), obtemos a transformada de Laplace do ntcleo de infectividade:
L{K ()} = s'P777, (4.28)

seguindo que:

/0 t Ki(t—1t) eﬁflg) dt' = 7D ( 9@%)) : (4.29)

Substituindo as Equagoes (4.26) e (4.29) no modelo (4.18)-(4.20), obtemos um

modelo SIR fracionario:

dfh(f) =y(t)N — w(t)%tzg(t,()) pl-5 (05()))) —y(t)S(t), (4.30)

dt NtP

dI(t) w(t)S(t)@(t,O)Dl_B< I(t) ) B e(t,o)Dl_a< I(t)
6(t,0)
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dt TO

dR(t) _ 0(t,0) ji-q (0@(%)) — Y(t)R(?). (4.32)

Observe que, se f =a =1 e v(t) = e w(t) = w forem considerados constantes,

obtemos o modelo (2.82)-(2.84), acrescido apenas da dindmica vital:

dfltt) N wSEff)TI(t) S8, (4.33)
d]d(tt) _ wsgff)j(t) . j_[(t) _ ’y[(t), (4.34)
MO _ L1y () (4.35)

Por completude, a seguinte observagao ressalta que o fluxo de entrada em I é o

mesmo que foi estabelecido anteriormente:

Observacao 4.2. Para t > 0, temos

gt (I,t) = w@)sj\(ftjg(t’ 0 pros (01 %) . (4.36)

~~
~

Realmente, da Equagdo (4.13), temos

[ ote—trot -0 %~ [ - (9@“3)) dt — p(ot)ia,  (437)

sequindo da Equagao (4.29) que

[/ ot~ trota =0y LD =002 (A0 < oot (039

Logo, da Equagao (4.2), temos

gt(1,t) = /0 to(t,t/)sjift)Q(t,t’)q*([,t’)dt’ + ¢00—<t,0)5](v%<t,o) -

_ w(®)SH)O(E 0) (/Ot p(t — t)o(t — t’)w + iop(t)cb(t)) = (4.39)

N ot',0)
~w®)SWHO(t,0) g ( 1)
- NP B(H(t,O))’

como queriamos.

Finalmente, lembramos que a distribui¢ao de probabilidade F(t) = 1 — ¢(t) é
uma distribuicdo de Mittag-Leffler F(t,a,7) = 1 — E,(—(t/7)*) [71]. Como visto, a
funcao de Mittag-Leffler pode ser considerada uma generalizacao da funcao exponencial,

ou seja, F'(t,1,7) é a distribuicao exponencial. Assim, se &« = 1, T representa exatamente



73

o tempo médio de remogao, a esperanga (primeiro momento) da variavel aleatéria X. Para

0 < a < 1, a esperanca nao ¢ finita.

Na préoxima Secao, analisamos um ponto que os autores 8| deixaram implicito: a
)
nao negatividade da solucao. Além disso, mostramos que, no caso limite onde a dindmica

vital é nula, os compartimentos S e R sao mondtonos.

4.2 NAO NEGATIVIDADE E MONOTONICIDADE NO CASO LIMITE

E esperado que a solugao do sistema SIR seja nao negativa, uma vez que os
compartimentos reproduzem conjuntos de pessoas. Com efeito, vamos demonstrar o

seguinte resultado:

Proposigao 4.1. Admitindo que y(t) > 0 e a solugao do sistema (4.30)-(4.32) ezista de
maneira unica com condigoes iniciais S(0) > 0,1(0) >0 e R(0) = N — S(0) — I(0) > 0,
as fungoes S(t),1(t), R(t), D'=P(I1(t)/0(t,0)) e DY=*(1(t)/0(t,0)) sdo ndo negativas para
t > 0. Além disso, S(t),1(t), R(t) < N para todo t.

Demonstracao. Suponha por absurdo que exista um tempo 7" > 0 onde, pela primeira vez,
tenhamos S(7T") = 0. Da Equacao (4.30), temos dS(T")/dt = v(T)N > 0. Assim, existe
um intervalo (T'— €, T + ¢€) tal que dS(T)/dt > 0 ¢ S é crescente nesse intervalo, absurdo,
pois definimos 7" como o tempo onde, pela primeira vez, temos S(7') = 0. Logo, S(t) > 0

para todo t.
Dai, como o e ® sdo fungoes positivas, a Equagao (4.2) fornece ¢ (I,t) > 0 para
todo t. Da Equagao (4.7) segue diretamente que I(t) > 0 para todo t. Agora, aplicando a

Transformada de Laplace inversa na Equagao (4.13), temos

t / [(t,) / t / / q+(I7 tl) / -
K;(t—t dt’ = t—t t—1t dt t)o(t)ig. 4.4
Segue da positividade de p, ¢,0 e gt (I,t) que
! N @)
/O Kift =) gy gy > 0 (4.41)

para todo t. Logo, da Equacgao (4.29), temos D'~#(I(t)/0(t,0)) > 0, para todo t. Ana-
logamente, das Equacoes (4.15) e (4.26), segue que D'=*(I(t)/0(t,0)) > 0, para todo
t.

Finalmente, suponha por absurdo que exista um tempo 7" > 0 onde, pela primeira
vez, tenhamos R(T") = 0. Da Equacao (4.32), temos

ci;z ) A0 ( Do <0€ f%))) (T) > 0. (4.42)

7—06
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dR
Assim, existe um intervalo (T — €, T + ¢€) tal que ’ > 0 e R é crescente nesse
intervalo, absurdo, pois definimos 7" como o tempo onde, pela primeira vez, temos R(7T') = 0.
Logo, R(t) > 0 para todo t.

Como S(t)+1(t)+ R(t) = N, segue de S(t), I(t), R(t) > 0 que S(t), I(t), R(t) < N,

completando a demonstracao. O]

Agora, consideramos o sistema limite onde a dinamica vital é nula. Lembramos
que, nesse caso, o sistema com derivadas arbitrarias substituidas a esquerda nao fornece
a monotonicidade dos compartimentos S e R, o que parece contraditorio. Primeiro,
para a nao negatividade, provamos que a solu¢ao nao pode conter um ponto da forma
(0,I*, N — I*) para o tempo t* e, portanto, se S(0) > 0, entdao S(t) > 0 para todo .

Para isso, observamos que S(t) =0, I(t) = f(t) + C e R(t) = N — I(t), é uma
solugao para o sistema, onde f(t) é dada por f(t) = =I5 f(t)/7™ e C = I* — f(t*).
Com efeito, df /dt = —D'=*f(t)/7%. Assim, essa solu¢ao passa pelo ponto (0, *, N —
I*) no tempo t*. Pela unicidade, duas solugdes ndo podem possuir um ponto comum.
Logo, S(t) possui o sinal da condigao inicial, que foi dada positiva. A positividade
de I(t), R(t), D*P(1(t)/0(t,0)) e DI=*(1(t)/0(t,0)) segue como na proposigao anterior.

Temos o seguinte resultado:

Proposigao 4.2. Considerando o sistema limite (4.30)-(4.32) para o qual ¥(t) = 0, as

fungoes S(t) e R(t) sdo mondtonas decrescente e crescente, respectivamente.

Demonstragio. Segue diretamente de S(t), D=P(I(t)/0(t,0)) e D*=*(1(t)/0(t,0)) serem
positivas que, se y(t) = 0, entao dS/dt < 0 e dR/dt > 0, donde S e R sdo mondtonas
decrescente e crescente, respectivamente. Observamos que essa condi¢ao faz total sentido

fisico/epidemiol6gico, mas nao pudemos garanti-la no modelo (3.17)-(3.19). ]

Portanto, provamos duas proposicoes que reiteram a consisténcia da construcao do
modelo. Em particular, ficou claro que, no modelo (4.30)-(4.32), a perda da monotonicidade
se da apenas por conta da dinamica vital, e ndo tem relagdo com um efeito nao justificado

da derivada de ordem arbitraria. A préxima Secao diz respeito ao ntimero de reproducao.

4.3  0OS NUMEROS DE REPRODUCAO

Conforme vimos na Secao preliminar, o nimero de reproducao no tempo ¢’ pode
ser entendido como o niimero esperado de individuos que sao infectados por um individuo
infeccioso desde ¢. J& o nimero basico de reprodugao é o nimero médio de infeccoes secun-
darias que ocorrem quando um infeccioso é introduzido em uma populagao completamente
suscetivel [42]. Porém, no modelo construido, nao é natural a definigdo de uma férmula

que forneca os ntimeros de reprodugdo. Nesse sentido, em [8], os autores propoem uma
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construgao para o ntmero basico de reproducao através de uma integral. Dentro dessa
construcao, estendemos a proposta para o nimero de reproducao em um tempo qualquer
.

Em cada tempo t > ', o individuo infeccioso desde t' tem uma probabilidade
O (t,t') de ainda estar vivo e infeccioso. Nesse caso, tem uma taxa de infecgao o(t,t') e
uma probabilidade S(t)/N de que cada um de seus contatos seja um suscetivel. Entao,
podemos calcular:

R(t)= [ a(t,t’)s;(vt)@(t,t’)dt: /tloow(t)p(t—t’w(t—t’)@(t,t’)b;i;)dt. (4.43)

Obtemos, da Equacao (4.27):

R() = /t - }%w(t}@(zﬁ,t’)(t Y, , (- (“ - ”)a) dt. (4.44)

’ T

Portanto, se tomarmos 7(t) = v > 0 e desconsiderarmos, na definicdo de ntimero
de reprodugao, a variagao do S(t), por definigdo ou simplesmente considerando que

S(t) = S(t') durante o periodo infeccioso do individuo, obtemos

R(t') = ]SV(;) [T w0 — ) B <— (“ - t')>a> dt. (4.45)

t T

Particularmente, sendo S(0) ~ N,
o0 1 o0 t\¢
Ro= [ ote(t)dt == [ wite (— () )dt. (4.46)
0 75 Jo T

Consideramos inicialmente w(t) = w e simplificamos a Equacao (4.45) via mudanga
de varidavel t = t — t/. Verificando que a integral tem a forma de uma Transformada de

Laplace, utilizamos a Equagao (2.6), obtendo finalmente

Stw AP

R(t') = . 4.47
() NTB ~o  7-a ( )
Quanto ao nimero basico de reproducao, obtemos o resultado de [8]:
a—p
Wy
Ro=—"—"7". 4.48
07 1Bya 4 rha (4.48)

Nesse caso, o numero de reproducao no tempo t’' relaciona-se diretamente com o

numero basico de reproducao, sendo dado, como nos modelos classicos, por

R(E) = R - S](é'). (4.49)

Agora, procuramos estender as hipoteses sobre w. Porém, é muito dificil que

a integral da Equacao (4.44) seja resolvida de forma exata. Um caso particular onde
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podemos resolvé-la é o de um decaimento exponencial no valor de w ao longo do tempo:

—t/a

w(t) = w-e ¥ onde a é um pardmetro de escala. Essa hip6tese, aplicada em nosso artigo

[72], demonstrou bom comportamento na aproximagao aos dados reais. Nesse caso,

w(t)0(t, ) = w - e” YA ~t/a, (4.50)

Novamente simplificando a Equacao (4.45) via mudanga de variavel t =t — t' e

utilizando a Transformada de Laplace (2.6), obtemos

SEwt) (y+1/a)*”

R(t') = : 4.51
() N8 (v+1/a)* 4+ 77 ( )
Quanto ao nimero basico de reproducao, temos
1/a)"
Ry — — O FL/0) (4.52)

(v +1/a)> + 78—

E interessante salientar que, do ponto de vista da modelagem, como ji citado, o
R(t) indica a quantidade de infec¢oes secundérias que um individuo infeccioso desde t
pode causar. Em modelos epidemioldgicos classicos, o fato de serem um sistema dinamico
faz com que esse valor seja equivalente ao valor de $,5(t)/N, ou seja, basta fazermos uma

translagao no tempo.

Por isso, em modelos classicos, o pico ocorre quando R(t) = 1, uma vez que
RoS(t)/N =1 é o limiar que determina se a epidemia vai aumentar ou diminuir. Assim,
R(t) = 1 exatamente no pico, pois se fizermos uma translacido no tempo e comegarmos a
modelagem da epidemia naquele ponto, o $55(0)/N serd 1 e diminuird, fazendo com que

a doenca decline.

A grande questao é que, como vimos, modelos de ordem arbitraria sdo nao locais e
nao seguem as propriedades comuns de sistemas dindmicos, como a unicidade da trajetoria,
o que quebra o sentido de termos $(¢) = 1 exatamente no pico. Observamos que a nao
localidade influencia nesse comportamento ainda que o sistema seja de ordem inteira, mas

w, por exemplo, seja nao local. Como um exemplo, apresentamos o seguinte resultado:

—t/a (ndo autéonomo),

Proposigao 4.3. Se a = =1, y(t) = (constante) e w(t) = w - e
entdo o valor de R(t') no pico da infeccio, denotado Ryco, € menor do que 1, onde R(t') é

definido na Equagao (4.51).

Demonstragio. Se a = 3 =1 e y(t) = v constante, a Equagao (4.31) reduz-se a:

d;(tt) B w(t)kjv(j)f t) I (Tt) I, (4.53)

O pico da infecgao ocorre quando dI/dt = 0. Como I(t') > 0, podemos simplificar

1 (W@S(t) _ 1) . (4.54)

a equacgao, obtendo

T N
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donde segue que, no pico, temos:

w(th =w-e /= W (4.55)

Substituindo a Equagao (4.55) e @ = 8 = 1 na Equacao (4.51), obtemos finalmente:

.~ _S@) (my+1N 1 1 T/a -
preo Nt S(t) (y+1/a)+ 771 ™+ 7/a+1

1. (4.56)
m

Aqui fazemos uma observagao importante: desconsiderar a variacao do S(t) durante
o periodo infeccioso do individuo nao é uma escolha irrelevante. Como apresentamos no

Capitulo 5, essa hipotese faz uma grande diferenga nos calculos.
Assim, neste ponto introduzimos nossa proposta que chamamos de nimero de
reproducao S-variavel R9(¢'), definido pela integral da Equacdo (4.44) sem a aproximacio

S(t) = S(t'). Nesse caso, considerando novamente a dindmica vital constante, temos

< S(t) oyt _ (t—t)\"
Sy — Y(t=t') (4 _ 4\B-1 _
R(t) = /t (e (t—t)"""Enp ( ( - dt. (4.57)
e, quanto ao nimero basico de reproducao,
< S(t) s £\
S tyB—1 (Y
b _/0 Nrﬂw(t)e vt Eaﬁ( (T) )dt, (4.58)

sendo S(0) = N — 1.

Conforme apresentamos nos resultados numéricos, o nimero de reprodugao R(t')
pode fornecer valores muito grandes no pico da infeccdo. Porém, °(¢') nio fornece, nas
simulacoes realizadas no Capitulo 5, valores maiores do que 1 nas proximidades do pico.
Assim, o pico de infecciosos nao mais ocorre quando R(¢) = 1, nem quando R°(t) = 1, mas
acreditamos que $° forneca uma melhor estimativa para a realidade, pois uma pessoa que
se torna infecciosa em um periodo préximo ao pico estaria infectando, em média, menos

de uma pessoa. Assim, a doenca estaria, de fato, em declinio.

A proxima Secao trata dos pontos de equilibrio. Em particular, estudamos sua

relacdo com o nuimero basico de reproducao e abordagens para a analise da estabilidade.

4.4 PONTOS DE EQUILIBRIO E ESTABILIDADE

O principal objetivo desta Se¢ao é a andlise do ponto de equilibrio (S*, I*, R*)
tal que tli)m (S,I,R) = (S*,I",R"), onde o limite é tomado coordenada a coordenada.
Consideramos 7(t) = v constante, de onde 6(¢,0) = e~ 7. Obtemos o sistema:

ds(t) w(t)S(t)e "
Y

iy N — N—TBDHB (I(t)e") —vS(t), (4.59)
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dilgft) _ CU(t)Ji(;ge_%Dl—,B([(t)evt) . e;;/tDl—a(I(t)eqt) . ’)/I(t), (460)
d}fg?) - eT:tDla(I (t)e™) = VR(t). (4.61)

Tomando o limite t — oo, as Equagoes (4.59)-(4.61) se reduzem a:

0=7yN — tliglo (WDl_ﬂ(](t)ewO — 7S5, (4.62)
0= lim (‘Wﬂ—ﬁ([@ew) - eT_:tDl_O‘(I(t)th)> — NI, (4.63)
0= i (D0 ) o (464)

Para calcular os limites da forma lim e "D (I(t)e), considerando v > 0,

seguimos [9] e tomamos a Transformada de Laplace:
L{e "D *(I(t)e™)} = (s + ) " L{I}. (4.65)
Utilizando uma expansao em série de Taylor, obtemos

(s + ' L{I} = L{} (Y + (1 — o)y s + O(s?)). (4.66)

Como a Transformada de Laplace é um operador linear, podemos inverter termo a

termo, obtendo

dI
e D (I(H)e) = 4 () + (1 — a)v_o‘a + L7HO(s?%)). (4.67)
Como consideramos lim I(t) = I*, temos lim dI/dt = lim £~ '(O(s%)) = 0. Assim,
t—00 t—00 t—o00
segue que
lim e "D (I(t)e") = 4T (4.68)

t—o00

Substituindo esses resultados nas Equagoes (4.62)-(4.64) e supondo que tle w(t) =

w* (possivelmente, w* = 0), ficamos com

w*S*
0=~N — 1—51*) 8 4,60
v (NT/ﬂ vS*, (4.69)
w*S* 1
0=(-—-— 1—ﬁl*> S ey A o 4.70
<N757 =7 yI*, (4.70)
1 1—a 7% *
0= —~'"oI* — yR*. (4.71)

7-6!
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Essas equagoes permitem obter um estado livre de doenca:
S*=N, I"=0, R"=0, (4.72)
e, no caso em que w* > 0, obtemos também um estado endémico:
() + )IN o Ny)®  N@Y? pe N N

w* 14 (my)e w* 1+ (79) w*
(4.73)

St =

Quando w(t) = w, obtemos w* = w e reconstituimos o estado endémico do artigo
original [8]. Observamos que o estado endémico faz sentido fisico apenas se pudermos ter
I*>0e R* >0, ou seja, se

w* > (17)P7* + (17)°. (4.74)

Observagao 4.3. Se w(t) = w, o critério (4.74) para a viabilidade do estado endémico
pode ser reescrito, pela Equacao (4.48), como Ry > 1. Além disso, o valor S* do estado
endémico dado em (4.73) é da forma S* = N/Ry. Assim, o Ry possui relagao essencial

com o tamanho final da infeccdo. O mesmo resultado ocorre no Teorema 3.2.

Provamos, assim, que se existem equilibrios assintoticamente estaveis para o caso
v > 0, entdo sao dados pelas Equagoes (4.72)-(4.73). O caso limite onde a dindmica
vital é nula nao foi estudado originalmente em [8], mas acreditamos ser interessante. Em
particular, nessa situagao, se a = § e w(t) = w, podemos escrever dS/dR = —wS(t)/N
edl/dS = —1+ N/wS(t), como no modelo original tratado na Subse¢ao 2.3.1.2. Assim,
embora a velocidade da onda possa mudar, a trajetéria é a mesma do caso original. A

saber, temos o seguinte Teorema:

Teorema 4.1. No caso limite onde a dinamica vital é nula, se w(t) = w, 9 > 0 e

a = (3 no sistema (4.59)-(4.61), entao a solugdo se aproxima assintoticamente do equilibrio
(S,I,R)wo, onde

N —Sowe_“
— N [ 4.
R + - 0 ( N ) , ( 75)

N _ —w
Sae = Syexp < - ;Ro@> = ——Wy (Soj‘\‘;e> . Lo=N-—Su—Re=0, (4.76)

onde Wy representa o ramo principal da fungao W de Lambert [41].

Além disso, a curva parametrizada (S(t),I(t)) é a mesma para quaisquer o = 3,
com N
I(t) =19+ So — S(t) + " log(S(t)/So), (4.77)

onde S(t) percorre o intervalo [Sw, So] de maneira mondtona decrescente (ver Proposi¢ao

1.2).
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Os resultados numéricos do Capitulo 5 fornecem a hipétese de que a velocidade
na qual a curva ¢ percorrida diminui conforme «, mas nao obtivemos uma formulagao
exata. Como no caso classico, se a doenca esta no inicio, Sy &~ N e a epidemia nao ocorre

se Ry = w < 1. Com efeito, nesse caso —w > —1 e

Wo <_&)]L\‘;€_> ~ Wo(—we™) = —w, (4.78)

sendo, portanto, R, = 0.

Agora, se a # 3, as Equagoes (4.62)-(4.64) sao escritas como:

_(w(t)S(E) i
0=— lim (WD ﬂf(t)) : (4.79)
_(w(t)S(E) i L i
0= lim (WD AI(t) — =D I(t)), (4.80)
0= Jim (TlaDl‘a](t)> , (4.81)
o que implica
lim D71 () = lim w(t)S(t)D*PI(t) = 0. (4.82)

Realmente, se tlim I(t) = I", entdo é possivel provar que
—00

lim D'~*I(t) = D' PI(t) = 0, (4.83)

t—o00

pois, I(t) ~ I* para t > T com T suficientemente grande e, pelo Principio da Memoria

Curta (Short Memory Principle [15]), para ¢t > T suficientemente grande, temos

t_T)a—l
DIToI(t) ~ DI (t z[*(i 4.84
et = Dpea ~ D (454
donde
lim D-o7(t) — 1im =T 485
Jim DY) = o P — =0, 459)

valendo o mesmo para lim DY7PI(t).

Nao conseguimos prosseguir na analise do ponto de equilibrio, mas as simulagoes
parecem mostrar que, nesse caso, tlglélo S(t) = 0, obtendo o equilibrio (0,0, N). Esse
equilibrio pode também ser obtido da Equagao (4.73) se fizermos o« < § e v = 0. Porém,
essa equacao foi obtida considerando v > 0 e a substituicao nao seria permitida de maneira

direta.

Voltando ao caso onde v > 0, nao provamos que, realmente, os estados definidos sao
equilibrios assintoticamente estaveis. Ha dificuldades para a analise formal da estabilidade.
Esperamos que o estado livre de doenca seja um equilibrio assintoticamente estavel quando

w* < (17)P7* + (77)?, enquanto o estado endémico deve ser assintoticamente estével
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se w* > (77)%~® + (77)?. Essa hipotese, para o caso w(t) constante, foi formulada sem
demonstracao em [8]. Contudo, ¢ indicado o artigo [9], que considera a dependéncia do
tempo desde a infec¢do apenas para a remocao, ou seja, o equivalente a considerarmos
[ = 1. Neste artigo, os autores sugerem que algum avanco na estabilidade pode ser feito
ao utilizar a formulagao integral do modelo. Depois de uma translagao dos equilibrios para
a origem, o comportamento assintotico do sistema resultante de equagoes integrais nao
lineares de Volterra ¢ dado de forma equivalente pelo comportamento assintético de sua
linearizacdo como um sistema de equacoes lineares integrais de Volterra. Esse resultado
notavel foi usado por Hethcote e Tudor para inferir a estabilidade local dos equilibrio do
modelo epidemiolégico integral que propuseram em [73]. Partimos desse caminho para

esbocarmos os proximos resultados.
Precisamos das formas integrais dos infecciosos e dos recuperados em um tempo t.
Da Equacao (4.7), obtemos

t

1(t) =Io(t)+/ Ot —t')g (I, 1)dt' =

= Iy(t) + / "ot - t'>°W (Dm (9@@3 ))) e (4.586)

Podemos construir intuitivamente a Equagao (4.87) da seguinte forma: o niimero
de recuperados em um tempo t é o nimero de infecciosos iniciais que foram removidos
pela doenga e nao sofreram morte natural, dado por igF(1)0(t) = ig(1 — ¢(¢))0(t) =
i00(t) — ig®(t) = ip0(t) — Io(t) (Equacao (4.8)), somado a integral de 0 a t das pessoas
que ingressam em [ em cada t’, removidas pela doenca (probabilidade F(t —t')) e que

nao sofreram morte natural (probabilidade 6(t — t')), obtendo

R() = iob(t) ~ Io(t) + | Pt — )00t — £)gH(I )t =
= iof(t) ~ Io(t) + | Pl — 0t — z’)‘W (Dlﬂ <9ft(’%)>> (¥)dt'
(4.87)

Para corroborar esse raciocinio intuitivo, derivamos a Equacao (4.87) utilizando a

regra de Leibniz:

dR . dI t / ! / / t / / / /
i —70(t)ig — d—to +/O Yt =)0t —t)g (I,t)dt —7/0 F(t—tY0(t —t)gt (I, t")dt.
(4.88)
Pela Equagao (4.8), temos [y(t) = ¢(t)0(t)iy, donde ddj;o = —io(Y()0(t)+vo(1)0(1)).
Entao,
dR ‘ : [ , N (T N e ,
O 0o+ (00101 Yio / B(t—t0(E—t)g (L)t —y(R(8) ~ (i00(1)~To(1))), (4.89)
seguindo
dR . t / / / /
= U6 +/O Dt — )0t — )t (1)t — vR(1). (4.90)
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Observamos que a Equagao (4.90) é exatamente o resultado extraido da Equagao
(4.10). Isso indica que a formulacdo (4.87) conduz & mesma derivada para R do modelo

apresentado. Como R(0) = 0 em ambos os casos, as formulagdes sao equivalentes.

Os Teoremas 4.2-4.3 seguem as ideias de [73]:

Teorema 4.2. Se w(t) é limitado com Jim w(t) =w" e f =1 no sistema (4.59)-(4.61),
entdo o equilibrio livre de doenga dado pela Equacio (4.72) € globalmente assintoticamente

estdvel se w* < (7)1 + (7).

Demonstracao. Definimos a constante A tal que

*

A :/O e = o < L (4.91)

Seja J = tlim sup I(t) e suponhamos por absurdo que J > 0.

Assim, é possivel escolher € suficientemente pequeno tal que 2e+ A(1+4¢€)(J+€) < J.
Com efeito, definindo a fun¢ao continua crescente E(t) = 2t + A(1 + t)(J + t), temos
E0)=AJ<Je Jim E(t) = oo, donde existe €; > 0 tal que F(e;) = J. Basta, portanto,

escolhermos € € (0,¢€;).

Agora, pela Observacao 4.1, temos P_Ig]o(t) = 0. Além disso, sabemos que
tli}m supI(t)=J e 1tli}m w(t) = w*. Assim, escolhido esse €, podemos escolher um tempo
t, > 0 suficientemente grande tal que Iy(t) < €/2, I(t) < J + € e w(t) < (1 + €)w* para
t> 1.

Finalmente, escolhido ¢, uma vez que Pr% 0(t) = 0, podemos escolher t, suficiente-
—
mente grande tal que Nt16(t)w,,/T < € para t > t,, onde w,, é o valor méximo atingido
por w(t).

Entao, para t > t; + to, temos t —t; >ty €

10 =10 + [ "ot — t’)Wdt’, (4.92)
< ;+/0“ @(t—t’)Wdt’+ tf@(t-t’)wdt'. (4.93)

Agora, lembramos que S(t), [(t) < N para todo ¢t. Além disso, na primeira integral
usamos que O(t) = ¢(t)0(t) < 0(t), enquanto, na segunda integral, usamos que I(t) < J+e
e w(t) < (1 + e)w* para t > t;, obtendo

*

1) < 5+ N/Otl 0t — )220 + (J + )(1+¢) /t ot — ) . (4.94)

t1 T

Finalmente, notamos que, como t — t; > to, temos (¢t — t;) < 6(t3). Além disso,

pela definicao de A, temos fttl O(t — t")w*/Tdt’ < A. Logo, pela escolha de €,t; e ty, vem
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que, para todo t > t; + t9, temos
I(t) < % + Ntlﬁ(tg)me + AL+ €)(J + ), (4.95)
3
< §+A(1+e)u+e) < J—%, (4.96)

contradigao. Portanto, J =0 e lim I(t) = 0.

Lembrando que, nas condigoes do enunciado, temos
dS(t) w(t)S(t)I(t)
—— =9N — —————= —~5(t 4.97
W, SOID s), (1.97)
erzt&)x)o Jlim I(t) = 0 implica que tlggo S(t) = N. Finalmente, Jim R(t) = tli)r&(N —I(t) —
S(t)) =0.

0
Teorema 4.3. Se w(t) = w € tomado constante e B =1 no sistema (4.59)-(4.61), entdo o

equilibrio endémico dado pela Equagio (4.73) € localmente assintoticamente estdvel sempre

que € vidvel, isto é, quando w > (T7)'"% + (7).

Demonstragio. Pela Observacao 4.3, temos R = [;° o(t)®(¢)dt = N/S*. Lembramos que,

se f =1 e w é constante, entdao o(t) = w/7. Logo,

* o S* * o / S*I*w !
I / o(t )<I>( )dt Y _/ q;(f])* ot =
—/ o(t') +/ o(t') - dt’ = (4.98)

N e
o .
“ /t (t) = ar

—/ (t—1)

Agora, observamos que

< ( , X (y N w N
[ rwpwnar = " Cowar - T =< T
o T & T 8 (4.99)
- —o - o g /
= o (™) (77) /0 — (),
ou seja,
Ef 008 Nt — o Oof / N 74/
S —/0 —0(t)dt’ = () /0 —F()0()dt' (4.100)

Agora, voltando a Equagao (4.74), notamos que R* = (7)~“I*. Assim, escrevemos

o] * [’ *I*
R = () () / 9F< OO 1 = / roey>
0 T i, 0 S*[* Nt (4.101)
—/ t—t dt -I—/ dt'.
Nt
Fazemos V. =1 — [* e W = R — R* para transladar o equilibrio a origem.

Entao, pelas Equagoes (4.86), (4.87), (4.98) e (4.101) e observando que SI — S*I* =
SV —I"(V+W)—-V(V+ W), obtemos

_ | A®) i ®(t —t)w/NT 0
- [fg(t)]—'_/o Pt — )0(t — ')/ N+ o]x

v
w

(S*V-I"(V+W)-=V(V+W))()

W) dt', (4.102)
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onde
© .S*I*w ,
[fl(t)] _ IO(t)_/t qut) Nt Scffl*w _ (4.103)
O] {ib(t) — Io(t) /t F(#)0(t) =t

O sistema integral nao linear de Volterra da Equacao (4.102) pode ser escrito na

forma matricial como:

X(t) = F(t) + /0 At — G(X ()t (4.104)
onde
x@ =" e = | (”] A= | O 0] ;
Wi(t) fa(t) F(1)8(t)w/NT 0 10s)
COY) — G s*v—f*(v;mv— V(v +w)]
A equagio caracteristica da linearizacio da Equacsio (4.104) &
det (Identidade _ /O - e‘”A(t)Jdt) o, (4.106)

onde J ¢é a jacobiana de GG avaliada em 0.

A anélise da estabilidade da origem utiliza um resultado extraido de Miller ([74])
por Hethcote e Tudor ([73]): Se as solugoes da Equagio (4.104) existem em [0, 00) e sdo
limitadas, F(t) € C[0,00), F(t) — 0 quando t — oo, A(t) € L'[0,0), G(X) € C'(R?),
G(0) =0, J é nao singular e a Equagao (4.106) nao possui raizes com partes reais nao
negativas, entao a origem é um equilibrio localmente assintoticamente estavel.

A maior parte das condigoes é bastante direta. Em particular, F'(t) — 0 devido a

existéncia da Transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler.

Vamos verificar as raizes caracteristicas da Equacao (4.106). A intengao é provar

que nao existem raizes com parte real positiva. Primeiro, calculamos J, obtendo

J:[s — -2V - -V :[5 —1 —I} (4107)
1 1 1 1
V=W=0
Prosseguindo,
[ ®@®w/NT 0 S*—1° -1l [ ®tw(S*—I7)/N7T —®(t)["w/NT
AT = [F(t)t?(t)w/NT 0} [ 1 1 } N [F(t)&(t)w(s* —I*)/Nt F(t)&(t)[*w/NT}’ (4.108)

levando a equacao caracteristica

0 1 0

e ME(t) e Mw(S* —I*) /Nt —e MF(t)e "' I*w/NT
Observamos que as integrais tém a forma de uma transformada de Laplace e, no

artigo original [73], Hethcote e Tudor pediram que a probabilidade de permanéncia ¢
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fosse dominada por um decaimento exponencial, de maneira a garantir a existéncia da
transformada. A funcao de Mittag-Leffler nao é dominada pelo decaimento exponencial,

mas, como vimos no resultado 2.6, essa transformada existe se Re(\) > —.

A Equagao (4.106) pode ser escrita como

(1 _ /0 T B (1) (St — 1*)]&@) (1 4 /0 ” e”F(t)eM*;dQ

9 N o N t L Nt (4.110)
_ M) 1 —/ ME(t)e *—I*dt) —0.
(/0 ¢ ®) Nt ) < 0 ‘ (B)e(S )NT 0
Simplificando,
. < Tk i /OO —At —t *i —
1 /O NS — ) mdt + [ e NF(R)e St = 0, (4.111)

Finalmente, como ®(t) = 0(t)p(t) = e (1 — F(t)), temos

1 _ —Xt_—ytax gy W —At —yt g pry W —At oyt W )
/0 e e (S I)NTdt+ ; e “"F(t)e (S I)NTdt+ ; e VF(t)e 'I NTdt 0, (4.112)
[§

el

I R
1 /Oe (1= F(1)S"

dt /Oo A=t Y . 4113
+ 0 ©c Nt ( )

Novamente, pela Observagao 4.3, a condi¢io w > (77)'7® + (1) equivale a

N o0 w o0 w
— = @t—dt:/ 1= F(t)=dt > 1. 4.114
= [ ewZa= [T e - Fw)Zar > (4.114)
Supondo por absurdo que Re(\) > 0, entao
0 N 9]
/ et (1 — F(1)2dt = 2 > Re ( / et (1 — F(t))“dt) . (4.115)
0 T S* 0 T
Logo,
1> Re ( [T et - F(t))S*“dt) , (4.116)
0 Nt
e, para cumprir a Equagao (4.113), serd necessério ter
Re([Te W*“dt) <0. 4117
e( | ee N ( )
Mas, veja que, se Re(\) > —v, temos
o0 [*
Metpr gy 4.118
/0 © NS T vk Nr (4.118)
Sendo A = a + bi com a > 0, temos
wl* wl* 1 (a+~)—bi wI* (a+7)—0bi
_wl Ny el , (4.119)
A+v)NTt N7t (a+7y)+bi (a+7v)—b Nt (a+7)%+ b
seguindo que
wl* wl*(a+7)
R - >0, 4120
‘ ((A+7)NT> Nt((a+7)?+b?) ( )

contradi¢do com a condigao (4.117).

Logo, o equilibrio (S*, I*, R*) é localmente assintoticamente estavel. ]
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Neste Capitulo, reapresentamos o modelo de [8] com a intencao de completar os
resultados anteriores e, ainda, divulga-lo, pois, é pouco utilizado. Nos interessamos por
esse modelo porque parte de uma construcao significativa, na qual as derivadas de ordem
arbitraria surgem naturalmente. Além de apresentarmos o modelo, demonstramos a nao
negatividade e, no caso limite sem dinamica vital, o resultado da monotonicidade, o que
esta de acordo com as expectativas. Também foram construidos os niimeros de reproducao,
onde apresentamos uma nova proposta para sua aproximagao. Os pontos de equilibrio
foram estudados, provando algumas hipdéteses e mantendo outras em aberto, como a
conjectura de que toda a regiao com ig > 0 é uma regiao de estabilidade para (S*, I*, R*).

No proximo Capitulo, resultados numéricos retomam cada um dos pontos ressaltados.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

O objetivo deste Capitulo é estudar numericamente os pontos ressaltados ao longo
dos Capitulos 3 e 4. Para tanto, realizamos analises numéricas do modelo através de
esquema discreto e implementacao em MATLAB, conforme detalhado nas préximas Secoes.
A ideia é utilizar o computador para realizar experimentos que permitam que a teoria e 0s

resultados das simulagoes se retroalimentem de forma a ampliar nosso conhecimento.

5.1 DISCRETIZACAO DAS DERIVADAS DE ORDEM ARBITRARIA

Existem diversos métodos numéricos que podem ser aplicados as derivadas de ordem
arbitraria. Um deles, estudado, por exemplo, em [75], é o Método de Diferencas Finitas
Nao Cléassico (NSFD). Esperamos utilizar diferentes métodos numéricos em trabalhos
futuros. Por ora, construimos um esquema numérico tipo L1 [19] para discretizar os
modelos SIR de ordem arbitraria descritos nos Capitulos 3 e 4. O intervalo temporal |a, ]
é discretizado como a =ty < t; < --- < t, = t, onde os passos de tempo AT tém o mesmo
tamanho. Considerando « € (0, 1], realizamos a seguinte discretizagdo para a derivada de

Caputo:

D) = ey L (6= 0 O

N;j—l tht1 o _af(tk+1)_f(tk) _
~ 5 MZo/t (t; — 0) do

1—a)iz AT
_ 1 Jj—1 f(tk—l—l) — f(tk) tht1 . B
“Ti-a AT /t (t; — 0)7df =
1 S ) — fE) [ =)
_r(1_@)k§ AT [ — ]tk do = (5.1
- : Ji Ftuss) — f(te) (8 = tr)! 7 = (t; —tp)'
CT(l-a) AT T o —
1 j-1
= T ayar U tert) = NI — 6" = (6 = )] =
k=0
AT !
= T oy M then) = SO = 1) = (= k= 1))
k=0
pois t; = iAT +ty para todo i € {0,1,--- ,n}. A ordem de convergéncia do esquema L1 é

O(AT?~%) [76]. Consideramos o sistema completo com ordens «; e dinAmica vital p; em

cada compartimento:

g () = () - P50 - st (52)
cpgz1y = 220 o r) — ), (53)
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CDGLR(E) = 71 (t) — psR(2). (5.4)

Discretizando, obtemos as Equagoes (5.5)-(5.7):

J—1

SGH1) = S6) = SIS+ 1) = SEIG+1 =K =GR
k=0 '
+ATNT(2 — ay) (N = B1SG)I(G) — p1S()).
j—1
IG+1) = 1G) = Y U+1) ~ IR)G +1- B = (= k)]
—~ (5.6)
+AT*I(2 = a2)(B25(1)1(7) — 721 (5) — n21(4)),
j—1
R(G+1) = RG) ~ Y (R(+1) — RBIG+1 - k) — (j— k) =)
= (5.7)

+FATT(2 — a3) (31 () — psR(j))-

Uma vez que o MATLAB utiliza linguagem matricial, é conveniente definir as

seguintes expressoes matriciais:

1—aq 1—aq
J+1 J
. -
DS; = [S(1) ~ 5(0).5(2) - SM).--.SG) -sG-v- || 1| | . (58)
2 1
1—ag 1—a2
J+1 J
J J—1
DI; = [I(1) ~ 1(0), I(2) ~ (V). 1))~ IG 1)) - || . (5.9)
2 1
1—as 1—as
J+1 J
| -
DR; = [R(1) - R(0),R@) ~ R(1).-- . RG)~RG -1 || 1 | =] - (5.10)
2 1

Assim, obtemos a versao final da discretizagdo na forma

S +1)=53) = DSj+ ATMT(2 — ar) (N = S1S()I(G) — 1 S()), (5.11)

I(j+1) = I(j) - DI; + AT*T(2 - as)(BS(I() — 121 () — I (), (5.12)

R(j+1) = R(j) = DRj + AT™T(2 = a3) (731 () — p3 R(5)), (5.13)
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sendo que, para a; = as = a3 = 1, temos o sistema de ordem inteira.

Agora, para a derivada de Riemann-Liouville, realizamos a seguinte discretizagao:

D5 f) = s () [t =0 010 =

" I'(a) \ dt;
1/a](ty+1 0)*"1f(0) d9/ ti—0)7Lf(0)
~ F(Oé% . +:
T T(wAT | / (i = 6)" <tj =011 (0)d6 + / (t41 — 9>a1f<0>de} =
- F(ojAT _Z /ttw[(tﬂﬂ =) —(t; = )] f(6)df + /tjﬂ(tm - e)a‘lf(e)de} _
-k 0 k t;
P e IR S
= r(aiAT :Z plep e — )T = )7 fjfj“ — te) 4 (8 = t)®
+f<tj>“j“atﬂ>} _
a—1 Jj—1
B rA<§+ ) XSG~ k1) =260+ G = k= 1)+ 7).
k=0
(5.14)

onde t; = iAT + to para todo i € {0,1,--- ,n}.
Discretizando o sistema (4.30)-(4.32), obtemos as Equagoes (5.15)-(5.17):

. oy ) w(5)S(5)0(5,0)AT? k .
SG+1) =80+ ATV(])NI;) NrT(B 1 1) [Z o —k+ 1P -2 — k)P -
. J
HG— k=174 M} ~ AT()S ()
1G+1) :I<j>+“<j}ffﬁr s [2_39 B~k +1)7 =20 -0 + (G~ k= 1)
105] - S 8 - s i e
9@(‘73))} — ATY()IG),
R(j+1) =R(j)+ Tar aAJFTla {Z 0 k k+1)% =20 —k)*+ G —k-1)%+ 9@(3{)})
—ATy(H)R().
(5.17)
Novamente, definimos as seguintes expressoes matriciais:
j + 1 - - j - O - ] . 1 - Xy
J J—1 J—=2
AL = [D o [I(0),I(1),--- , I(k), -~ ,I(j — 1)]] j—l.chl —2 j;k + jfl;;fl
) ) 0

(5.18)
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r | - -8 57
j41 j j—1
J J—1 J—2
BI; = [D e [I(0),I(1),--- , I(k), -, I(j — 1 ' —2| + ‘ ,
i =[De[1(0),1(1) (k) (=1 Pkl i ik
2] 1] 0
i (5.19)

1 1 1 1

D=0G.9G000 a0y 000G — 1)

=10(4,0),0(j — 1,0),---,0(1,0)],  (5.20)

com e representando o produto coordenada a coordenada.

Escrevemos finalmente:

w . . /B
8+ 1) = 50) + ATYG)N - SIEDTLBL +1G) - ATVOSG). ()
w(4)S(5)AT? AT
1G+1) = 10)+ 52D T B+ 10 e AL (= ATA()I), (522
A [e]
RU+1) = RU)+ o AL+ 1G] - ATAORG). (523)

Esses esquemas multipassos sao utilizados nas préximas Secoes. E importante
reiterar que os graficos para ordem inteira foram obtidos, neste ultimo caso, fazendo
a = [ = 1. Ainda, devemos ter em mente a importancia de se escolher qual método
utilizar. Por exemplo, o método multipasso MSGDTM se faz inaplicavel por tratar a

modelagem fraciondria de maneira local, como discutido em [77].

5.2 EXEMPLOS DO CAPITULO 3

Como dito, procuramos implementar no MATLAB exemplos que corroborem as
discussoes realizadas nos Capitulos 3 e 4. Quanto ao Capitulo 3, os exemplos permitem
observar diversas caracteristicas que podem nao persistir ao mudarmos a ordem da
derivada, como a populagao total, a monotonicidade no caso sem dinamica vital, a regiao

de estabilidade do equilibrio (S, I, R)s e a condi¢do do ponto de pico.

5.2.1 Ordens distintas

Inicialmente, consideramos o modelo sem dinamica vital com ordens distintas, dado

por
“D3LS(t) = —ﬂlsg\?l(t), (5.24)
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“Dg2I(t) = Blsxﬂ(t) — Y21 (t), (5.25)

“DgLR(t) = y31(t). (5.26)

Para as Figuras 5.1-5.16, utilizamos uma populagao Ny, = 1000000, condicoes
iniciais S(0) = No— 1, I(0) =1 e R(0) =0 e dt =0.1.
Na Figura 5.1, temos o modelo de ordem inteira oy = ap = a3 = 1. Notamos a

monotonicidade dos compartimentos S e R e a constancia da populagao total.

e (Populagao Total) Nas Figuras 5.2- 5.4, utilizando a derivada de Caputo e ordens
diferentes, com parametros 5, = 5o = (3,7 = 73 = 7, observamos que a populagao
total nao é mantida: ela pode aumentar, diminuir ou mesmo oscilar, como mostrado
na Equacao (3.13). Lembramos que essa questdo nao é resolvida ao corrigirmos as
unidades dos parametros inicialmente considerados. Por exemplo, a Figura 5.5 considera
os parametros de indice 7 elevados a «;, enquanto a Figura 5.6 considera as equagoes do
sistema multiplicadas pela poténcia 717 sendo 7 = 0.1 uma constante de tempo. Em
qualquer caso, a populacao nao ¢ mantida. Ja na Figura 5.7, vemos a populacao constante
quando a1 = @ = a3. Ainda, a titulo de curiosidade, a Figura 5.8 retrata a nao constancia
da populacao total para o sistema em derivadas de Riemann-Liouville, mesmo que as

ordens sejam iguais em cada compartimento.

Parametros: 5=1.5; ~+=0.5; ;=0 Parametros: 3=1.5; ~7=0.5; ;=0
5 a1=a2=a3=1 6 a1=0.5; a2=0.6; a3=0.7
12 110 2510
R =)
] 10 3 ol
& ~ 2 ~
3 gl x B
= £ = %157
£~ Ex
g: °f g+
) =% 1
=L ¢ =1
8 8 s
P 2t b .
0 \ . . . , 0 ‘ ; n
0 50 100 150 200 0 50 100 150
t em dias tem dias

Figura 5.1 — Modelo SIR Cléssico. Figura 5.2 — Populacao crescendo.

200
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Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; p=0 Parametros: 3=1.5; ~7=0.5; p=0
<105 a1=0.7; a2=0.9; a3=0.6 <105 a1=0.7; a2=0.6; a3=0.5
121 12 r
° o
§ 10 ‘q;g 10
8 ~ 8 ~
3 gl 3 gl
=9 =8
g = £ =
g% or g% o
- & - &
=1 4t =1 4r
S Z S Z
N N
8 8 e —
» 2r » 2r
0 ; 0 ‘ y
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
tem dias t em dias
Figura 5.3 — Populagao oscilando. Figura 5.4 — Populagao decrescendo.
Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; p=0 Parametros: $=1.5; ~+=0.5; ;=0
«10° 041=0-7; 0£2=0-9; 043=0-6 <105 a1=0.7; a2=0.9; oz3=0.6
147 14
o 12t 3 12l
o o
2 ~ 8~
r g0 x 810
= g S d>)
e <= 87 < 87
5 5«
=3 6f 2% 6f
=9 =9
Sz 4t RZ 47
8 &
] 2 2] 2+
0 : 0 ‘ ‘ : -
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.5 — Pardmetros elevados a «;. Figura 5.6 — Multiplicacdo por 7!~%,
Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; p=0 Parametros: 3=8; y=2; u=0
5 a1=a2=a3=0.7 5 ()é1=042=0¢3=0.9
12 210 10 <10
o o
© 10 © 3
o QL o~
~ o ~ o
XD gt ¥ o
- g —= g 6 H
g = € =
3E o 3%
=3 =& 4
=1 4r =
R = 3
s =27
» 27 » %
0 ' 0 - - - g
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.7 — Pop. constante se a1 = oy = asg. Figura 5.8 — RL ndo mantém pop. constante.

Na proxima Sec¢ao, consideramos a; = ay = ag = «, de maneira que a populacao
se mantenha constante.

5.2.2 Ordens iguais, sem diniamica vital

Agora que a populacdo se mantém constante, nos preocupamos com algumas outras

caracteristicas que podem nao persistir.
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e (Monotonicidade) Ilustramos na Figura 5.9 a ndo monotonicidade dos compartimentos S
e R no modelo sem dinamica vital, como discutido na Se¢ao 3.1. Novamente, esse problema
nao é resolvido ao balancearmos as unidades dos parametros inicialmente considerados.
Com as ordens iguais, as correcoes os transformariam numericamente em outras constantes,
porém iguais em cada compartimento.

e (Equilibrio e ponto de pico) Ja na Figura 5.10, exibimos o plano (S, I), onde é possivel
observar diversas caracteristicas que nao persistem ao mudarmos a ordem da derivada,
como a monotonicidade, a regiao de estabilidade do equilibrio (S, I, R) e a condigao do
ponto de pico. A trajetoria externa equivale ao modelo tradicional e o ponto vermelho
indica (S,I) = (yN/3,0). Nessa simulagao, o tempo maximo foi de 7" = 1000. Notamos
que os pontos de pico, em azul, ndo seguem mais a relacio ¢ DY ' I = 0, variando conforme

Q.

Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; ;=0 Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; ;=0
2

_><105 a1=a2=a3=0.9 3(105 a=a =a3=0.2:0.1:1

o~
T
N

S (azul), | (verm.), R (preto)
N=S+I+R (verde)

10

0 50 1(;0 150 2(;0 0
t em dias S «10°
Figura 5.9 — Nao monotonicidade. Figura 5.10 — Trajetérias para I(0) = 1.

Notamos, ainda, que as trajetorias tém autointersecgoes, o que nao ocorre no
caso inteiro. Também é interessante observar que o modelo sem dinamica vital parece
comportar-se, no caso de ordem arbitraria, como se tivesse dinamica vital, respeitando o
equilibrio do Teorema 3.2 para boa parte do plano. Entretanto, como vemos na Figura

5.12, esse equilibrio nao ¢ globalmente estavel.

Na proxima Subsecao, acrescentamos a dinamica vital.

5.2.3 Modelo completo, com dinamica vital

Agora, as Figuras 5.13-5.14 consideram a dindmica vital, seguindo o modelo

°pg.5(0) = un — PO g, (5.27)

epg1(t) = PO 1) e, (5.28)

“D§ R(t) = vI(t) — uR(t). (5.29)
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Parametros: §=1.5; 7=0.5; ;=0 Parametros: 5=1.5; 7=0.5; ;=0

a =a,=0,=0.9 <105 = a,=a,=0.5:0.1:1
2000 5t
4 -
1500 |
3 -
— 1000 -
2 L
500 | .
0 ‘ ‘ e 0 S
32 3.25 3.3 3.35 0 3 35
S x10° S x10°
Figura 5.11 — Autocruzamento. Figura 5.12 — C.I. (0.2,0.5,0.3)N.

Por generalidade, os parametros nao foram elevados a a no cédigo, sendo, portanto,

ja considerados nas devidas unidades.

e (Equilibrio) Observamos que, nessa condi¢ao, o equilibrio endémico é o mesmo do caso
inteiro (trajetéria azul), como visto no Teorema 3.2, porém o ponto de pico muda. A Figura
5.15 exibe um zoom da regiao préxima ao equilibrio endémico, onde novamente podemos
notar uma autointerseccao. A presenca da dindmica vital permite oscilacbes mesmo
no caso inteiro. Porém, dada a Subsecao anterior, podemos concluir que as oscilagoes
presentes no caso nao inteiro nao sdo provenientes apenas da dinamica vital, mas também
da possivel nao monotonicidade de uma funcao cuja derivada fracionaria tem sinal definido.
Finalmente, a Figura 5.16 exibe um exemplo no plano (S, I) para o caso g < 1. Nesse

caso, o equilibrio livre de doenca ¢é assintoticamente estavel, como visto no Teorema 3.1.

Parametros: §=1.5; ~=0.5; ;1=0.01 Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; ;=0.01

5 a=0.4:0.1:1
x10° =0.9 35 210
12 r
—_ 3 L
o
-@' 10
e3 25 F
7P 8r
=9 o
Ex & _
g+ 15t
= +
=% 41
E z 1r
s
w27 05
0 0 . . .
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10
t em dias S x10%

Figura 5.13 — Modelo com din. vital. Figura 5.14 — Trajetérias com din. vital.



Parametros: 5=1.5; ~=0.5; ;=0.01

95

Parametros: (5=0.3; ~7=0.5; 1=0.01
«=0.9

« 104 «=0.4:0.1:1

| T
1.8t
08t
16t
06 f
14t
12} 04 f
1 .
02t
08
A A A A A / 0 %
3 3.2 3.4 36 38 9999975 9.99998 9.999985 9.99999 9.999995 10
S x10° S x10°

Figura 5.15 — Zoom EE. Figura 5.16 — Trajet6ria com Ry < 1.

A préxima Subsecao trard exemplos da nao localidade do modelo.

5.2.4 Nao localidade

Aqui, ilustramos a questao da nao localidade discutida na Sec¢do 3.2. Consideramos
novamente N = 1000000, condigoes iniciais S(0) = N — 1, I(0) = 1 e R(0) = 0 e
dt = 0.1. No tempo t = 30, a solugdo numérica fornece S(30) = 209310, 1(30) = 24375 e

R(30) = 766315. Consideramos agora esta condigao inicial e rodamos novamente o modelo.

Parametros: 5=1.5; 7=0.5; 1;=0.01 Parametros: (3=1.5; 7=0.5; 1;=0.01

= 5 =0.9
5 «=0.9 x 10 a=0.
10 x 10 30
2 25
o 8r
a ~
x \\\ — 2
X ==
5 - 15}
2
- 47 - - ]
g 77 -
N Z
)
P 0.5
0 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10
tem dias S x10°

Figura 5.17 — Mudanga de solucao. Figura 5.18 — Mudanga na trajetéria.

A Figura 5.17 ilustra a mudanga da solugao, onde o tracejado corresponde a solugao
a partir do tempo ¢ = 30. Na Figura 5.18, temos as trajetérias equivalentes para um
tempo maximo 7" = 1000. Uma observacao interessante é a de que, embora as solugoes se
modifiquem, o ponto de equilibrio permanece o mesmo. A Proposi¢ao 5 de [62] discute

essa propriedade.

Finalizados os principais exemplos da teoria apresentada no Capitulo 3, realizamos

uma andalise de parametros na préoxima Secao.
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5.3 ANALISE DE PARAMETROS DO MODELO DISCUTIDO NO CAPITULO 3

Nesta Secao, analisamos numericamente o modelo discutido no Capitulo 3. O
objetivo é um entendimento mais aprofundado do modelo e do efeito individual das ordens e
parametros. Como visto, o modelo possui comportamentos que nao conseguimos justificar.
Assim, o interesse, nesse caso, ¢ menos epidemiol6gico e mais matematico. Ainda, o
entendimento desses efeitos pode favorecer a utilizacdo de modelos com diferentes ordens

em situagoes reais que justifiquem esses comportamentos.

5.3.1 Ordens distintas

Como visto, a utilizacao de ordens diferentes no lado esquerdo dos modelos SIR
conduz a complicagdes, como a mudanga inexplicavel da populacao total. Contudo,
iniciamos a analise de parametros estudando o efeito da variagao das ordens ayq, as, ag no
sistema (5.24)-(5.26).

No modelo (5.30)-(5.32), consideramos Ny = 1000000 e dt = 0.1. As condigoes
iniciais sao 1(0) =1 e S(0) = Ny — 1, com R(0) = 0.

“DgiS(t) = —ﬁlsgﬂ(t), (5.30)
ooy = P50 o p) (5.31)
“DgLR(t) = 731 (t). (5.32)

e (Efeito de oy nos compartimentos) Na Figura 5.19, fixamos ay = a3 = 0.9 e verificamos
que, ao crescermos «;q, o0 pico diminui. A seta indica o sentido do crescimento do parametro.
Nas Figuras 5.20-5.22, observamos o efeito nos compartimentos S e R e na populagao
total N, respectivamente. No compartimento S, verificamos que, ao crescermos «y, 0s
suscetiveis tendem a diminuir mais rapido. Para a; < 1, a ndo monotonicidade fica mais
acentuada conforme crescemos «;. Ja com relacao ao compartimento R, a; pequeno faz
com que R se torne muito grande, ultrapassando Ny. A populagao total N segue esse

comportamento.
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Parametros: 3=1.5; 7=0.5; u=0

Parametros: =1.5; ~+=0.5; ;=0

«,=0.3:0.1:1; «,=a,=0.9 =0 20 1-1- - =
6_><105 1 27%3 4105 @,=0.3:0.1:1;  a,=a,=0.9
10
5 -
4+
e 3 - 1)
2 -
1 -
0 0 : : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias tem dias
Figura 5.19 — Efeito de a; em I. Figura 5.20 — Efeito de a; em S.
Parametros: $=1.5; ~+=0.5; #=0 Parametros: 5=1.5; ~=0.5; .=0
, <107 a1=0.3:0.1:1; a2=a3=0.9 , <107 a1=0.3:0.1:1; az=a3=0.9
15t 15t
x 1t z 1t
05t 05t
0 ' ' ' i 0 ' ' ' i
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
tem dias t em dias
Figura 5.21 — Efeito de a; em R. Figura 5.22 — Efeito de a; em N.
o (Efeito de ay nos compartimentos) Ja na Figura 5.23, fixamos oy = a3 = 0.9 e

verificamos que, ao crescermos awp, 0 pico torna-se maior, ocorrendo também mais cedo.
Nas Figuras 5.24-5.25, observamos o efeito nos compartimentos S e R e na populagao
total IV, respectivamente. Diminuir ay torna S cada vez mais proximo de ser monotono,
enquanto faz com que R cresga. A Figura 5.26 ilustra o efeito de ay em N. Como esperado,
para a; = oy = a3 = 0.9, a populagdo permanece constante, mas o mesmo nao ocorre nas
demais situagoes. Particularmente, para as = 1, a populagao torna-se maior do que a

inicial.
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Parametros: 5=1.5; ~7=0.5; .=0

_x105 a2=0.3:0.1:1; a1=a3=0.9

0 50 100 150 200
tem dias

Figura 5.23 — Efeito de ag em I.

Parametros: $=1.5; ~=0.5; ;=0

«10° @,=0.3:0.1:1;  «,=a;=0.9

10

0 . . . .
0 50 100 150 200

tem dias

Figura 5.25 — Efeito de ay em R.

Parametros: (3=1.5; ~=0.5; ;=0

a2=0.3:0.1:1; a1=a3=0.9

x10°

0 . . . .
0 50 100 150 200

t em dias

Figura 5.24 — Efeito de ay em S.

Parametros: $=1.5; ~+=0.5; ;=0

<105 a2=0.3:0.1:1; a1=0z3=0.9

85t |

75 , , .
0 50 100 150 200

tem dias

Figura 5.26 — Efeito de ag em N.

o (Efeito de a3 nos compartimentos) Em seguida, nas Figuras 5.27-5.30, fixamos a; =

as = 0.9. Verificamos que a ordem a3 nao influencia os compartimentos S e I. Nas

Figuras 5.29-5.30, observamos o efeito no compartimento R e na populacao total N,

respectivamente. Observamos que, se ag cresce, entao R torna-se maior, ou seja, mais

pessoas sao dadas como removidas.

Parametros: 3=1.5; 7=0.5; ;=0

s %105 @4=0.3:0.1:1;  a,=a,=0.9
25t
2 L
- 15
1 L
0.5

0 . ,
0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.27 — Efeito de a3 em I.

Parametros: 5=1.5; ~=0.5; ;=0

%105 @,=0.3:0.1:1;  «,=a,=0.9

0 . . . )
0 50 100 150 200

t em dias

Figura 5.28 — Efeito de a3 em S.
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Parametros: 5=1.5; ~=0.5; ;=0 Parametros: $=1.5; ~=0.5; ;=0
105 a3=0.3:0.1:1; a1=a2=1 <105 a3=0.3:0.1:1; a1=a2=0.9
14 1 16 1
121 14
10 ¢ 12 +
8 10 A
¥ z
6 8
4 6 \
1
2 4t
0 : 2 : : : !
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.29 — Efeito de a3 em R. Figura 5.30 — Efeito de az em N.

Como os compartimentos S e I nao sao modificados, a populagao total segue a
mudanca de R. Além disso, para a; = as = az temos a populagdo constante, como
verificado na Equagao (3.13). Apds essa andlise, a proxima Subsecgao tratard do caso onde

as ordens sao iguais em todos os compartimentos, o que permite o equilibrio da populacao.

5.3.2 Ordens iguais

Agora, fixamos a; = ay = a3 = a e consideramos o modelo completo, com dinamica

vital:
“pg.5(0) = un — PO g, (5.33)
eog. 1) = PO 1) e, (5.31)
“D§, R(t) = vI(t) — uR(t). (5.35)

Novamente, por generalidade, nao elevamos os parametros a . Primeiramente,

estudamos o efeito da variacao de o em cada compartimento, nas Figuras 5.31-5.33.

e (Efeito de o nos compartimentos) Observamos que, quanto maior o «, isto é, quanto
menor o efeito memoéria, maior e mais rapido ocorre o pico da infeccao. Os suscetiveis
diminuem mais rapido conforme « cresce, assim como os removidos aumentam mais
rapidamente. E importante notar que diminuir o o aumenta o efeito de cauda pesada na

distribuicao dos infecciosos.

e (Efeito de a no equilibrio) A Figura 5.34 ilustra o equilibrio dado no Teorema 3.2
para diferentes ordens. Assim, as trajetérias compartilham o mesmo equilibrio, sendo a
trajetoria para o = 1 a mais externa. Observamos também que a “velocidade” da trajetoria
diminui conforme «, ou seja, as trajetorias para a pequeno demoram a se aproximar do
ponto de equilibrio. O tempo méximo utilizado foi 7' = 1000. Como antes, os pontos azuis

ressaltam o pico do compartimento I para cada trajetéria.
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Parametros: 3=1.5; ~=0.5; ;=0.001

. _X105 «=0.3:0.1:1
3L
251
oL
- 15
1
05

0 z
0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.31 — Efeito de o em I.

Parametros: 3=1.5; ~=0.5; 1=0.001

5 «=0.3:0.1:1
10 10
8 -
6 -
x
4+
2 -
0 . . . ,
0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.33 — Efeito de a em R.

Parametros: 3=1.5; ~+=0.5; ;=0.001
«10° «=0.3:0.1:1

10

n
0 L L L )
0 50 100 150 200
tem dias
Figura 5.32 — Efeito de a em S.
Parametros: (3=1.5; ~+=0.5; ;=0.001
5 =0.3:0.1:1
35 10 “
3 -
251
2 -
15
1 -
05 r
0 . . .
0 2 4 6 8 10
S x10°

Figura 5.34 — Efeito de a - (S, I).

Em seguida, estudamos o efeito da variagao do parametro 3 em cada compartimento,

variando de 0.7 a 2.1.

e (Efeito de  nos compartimentos) Observando as Figuras 5.35-5.37, notamos que o

aumento do [ faz com que o pico ocorra mais cedo e seja maior, porém mais agudo.

Também aumenta a velocidade dos suscetiveis infecciosos e a onda do compartimento R.

Todo o modelo fica mais rapido conforme [ aumenta, o que faz sentido, pois, no modelo

classico, o parametro [ se relaciona a infectividade.

e (Efeito de 8 no equilibrio) A Figura 5.38 ilustra o equilibrio dado no Teorema 3.2

para diferentes parametros 5. Como o equilibrio depende de /3, ele muda ao longo das

simulagoes, sendo a trajetéria para f = 2.1 a mais externa. Ela corresponde ao maior pico.

Novamente, o tempo maximo utilizado foi 7" = 1000.



Parametros: 5=0.7:0.2:2.1; ~=0.5; 1=0.001
«10° a=0.9

A

0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.35 — Efeito de 8 em I.

Parametros: (5=0.7:0.2:2.1; ~=0.5; 1=0.001

5 «=0.9
10 <10

0 .
0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.37 — Efeito de $ em R.
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Parametros: (5=0.7:0.2:2.1; ~=0.5; 1=0.001
«10° «=0.9

0 \ \ \ )
0 50 100 150 200

t em dias

Figura 5.36 — Efeito de § em S.

Parametros: (=0.7:0.2:2.1; ~=0.5; 1=0.001
5 x10° «=0.9

S x10°

Figura 5.38 — Efeito de 5 - (S,1).

Adiante, estudamos o efeito da variacao do parametro v em cada compartimento,

variando de 0.1 a 0.8.

o (Efeito de v nos compartimentos) Observando as Figuras 5.39-5.41, notamos que o

aumento do v faz com que o pico seja menor e mais lento, assim como diminui a velocidade

dos suscetiveis infecciosos e a onda do compartimento R. Assim, a epidemia torna-se

menos expressiva conforme v aumenta, o que faz sentido, pois, no modelo classico, o

parametro v se relaciona & recuperacao/remogao.

e (Efeito de v no equilibrio) A Figura 5.42 ilustra o equilibrio dado no Teorema 3.2

para diferentes parametros v. Como o equilibrio depende de 7, ele muda ao longo das

simulagoes, sendo a trajetoria para v = 0.8 a mais interna. Ela corresponde ao menor pico.

O tempo maximo utilizado, mais uma vez, foi T = 1000.
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Parametros: 5=1.5; ~+=0.1:0.1:0.8; ;=0.001
8 x10° «=0.9

0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.39 — Efeito de v em 1.

Parametros: (=1.5; ~=0.1:0.1:0.8; ;=0.001

5 «=0.9
10 710

0 . . . .
0 50 100 150 200

t em dias

Figura 5.41 — Efeito de v em R.

Parametros: 5=1.5; ~=0.1:0.1:0.8; ;=0.001
«10° «=0.9

0 n \ . .
0 50 100 150 200

t em dias

Figura 5.40 — Efeito de v em S.

Parametros: (5=1.5; ~7=0.1:0.1:0.8; ;=0.001
«10° «=0.9

0 2 4 6 8 10
S x10°

Figura 5.42 — Efeito de v - (S, I).

Finalmente, estudamos o efeito da variacao do parametro p em cada compartimento,

variando de 0 a 0.035.

e (Efeito de p nos compartimentos) Observando as Figuras 5.43-5.45, notamos que o

aumento do p faz com que a cauda direita do compartimento I se torne mais densa, assim

como aumenta a velocidade na qual os compartimentos S e R se estabilizam apds o pico.

e (Efeito de u no equilibrio) A Figura 5.42 ilustra o equilibrio dado no Teorema 3.2

para diferentes parametros pu. Como o equilibrio depende de pu, ele muda ao longo das

simulagoes, sendo a trajetoria para g = 0.035 a mais interna. As trajetérias sao muito

proximas até o pico, mas aumentar o 4, como vimos, aumenta o nimero de infecciosos no

equilibrio.
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Parametros: (=1.5; ~=0.5; ;;=0:0.005:0.035 Parametros: 3=1.5; +=0.5; 11=0:0.005:0.035
5 = 5 =0.9
3 x10 «a=0.9 0 «10 a
25t 8
2 .
6 .
- 15t »
4+
1 .
05| LN 2r % ?
0 : i 0 : : : ;
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.43 — Efeito de p em I. Figura 5.44 — Efeito de p em S.
Parametros: 3=1.5; 7=0.5; ;.=0:0.005:0.035 Parametros: $=1.5; 7=0.5; 1=0:0.005:0.035
5 =0.9 x10° a=0.9
10 210 @ 37
25+
8 .
2 -
6 |
x - 15
4 .
1+
2 0.5
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 : . :
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10
t em dias S %10°
Figura 5.45 — Efeito de p em R. Figura 5.46 — Efeito de p - (S, I).

Finalizamos a Secao lembrando que nosso objetivo é um entendimento mais apro-
fundado do modelo e do efeito individual das ordens e parametros. Como o modelo possui
comportamentos que nao conseguimos enquadrar na construcao significativa, o interesse
foi maior do ponto de vista do c6digo e das equagoes, como um objeto matematico. Porém,
acreditamos, ainda, que o entendimento desses efeitos pode favorecer a utilizacao desse

tipo de modelo em situagoes reais nos quais eles possuam sentido fisico mais claro.

5.4 EXEMPLOS DO CAPITULO 4

Nesta Secao, ilustramos o modelo construido no Capitulo 4, onde as derivadas de
ordem arbitraria surgem a partir de distribui¢oes de Mittag-Leffler. Assim, inicialmente,

mostramos alguns exemplos da funcao de Mittag-Leffler.

5.4.1 Exemplos da fungao de Mittag-Leffler de 1, 2 e 3 parametros

Ilustramos a fungao de Mittag-Leffler Ef, ;(2) dada na Definicao 2.7 através de
um cédigo MATLAB proposto em [29]. Inicialmente, consideramos = p = 1, o
que equivale a estudarmos a classica funcao de Mittag-Leffler. Nas Figuras 5.47-5.49,
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exibimos o comportamento da fungao E,(—z) para « entre 0.1 e 3. Observamos que, para

a=0.1:0.1:1, a funcao é completamente monotonica, como dado no Teorema 2.2. Ja

para a > 1, a funcdo oscila, crescendo em amplitude e em comprimento conforme « cresce.

Agora, na Figura 5.50 analisamos o argumento positivo, ou seja, E,(z). Como a fungao

Gama é crescente para argumentos maiores do que 1, segue diretamente da definicdo que

o valor de F,(z) diminui conforme « cresce.

«=0.1:0.1:1; (=1; p=1

E,(-2)

Figura 5.47 — Efeito de « < 1 em E,(—2z).

a=2:0.1:3; =1; p=1
10 A r

E,(-2)

0 50 100 150
z

Figura 5.49 — Efeito de a > 2 em E,(—2).

«=1:0.1:2; [=1; p=1

0.5

E,(-2)
o

051

0 10 20 30 40 50 60
z

Figura 5.48 — Efeito de a > 1 em E,(—2).

«=0.1:0.1:2; =1; p=1
o5 B p

20
15

10

z

Figura 5.50 — Efeito de a em E,(z).

Na Figura 5.51, exibimos o comportamento de E, z(—=z) obtido ao modificarmos o

parametro 3. Observamos, novamente, conforme o Teorema 2.2, que, se a < 1le > «a, a

fungao possui a propriedade da monotonicidade completa. Ja na Figura 5.52, exibimos o
comportamento para argumento positivo. Logo apds, na Figura 5.53, exibimos o efeito do

parametro p na fungdo de Mittag-Lefler de trés parametros. Vale a observacao de que, no

codigo que utilizamos, o autor ressalta, para a funcao de trés parametros, que a deve ser

um escalar real tal que 0 < o < 1 e os argumentos z devem satisfazer |Arg(z)| > a.



a=0.9; (=0.1:0.1:2; p=1

Figura 5.51 — Efeito de § em E, g(—2).

; a=0.9; (=1; p=0.1:0.1:1

Figura 5.53 — Efeito de p em E, 5(—z).

20 r

105

a=0.9; (=0.1:0.1:2; p=1

Figura 5.52 — Efeito de § em E, g(z).

=(-1)/z

E, 2 (2)

14

a=1; =2; p=1

12

-
o
T

(o]
T

Figura 5.54 — E12(2) = (¢ — 1) /2.

Prosseguindo, na Figura 5.54, exibimos o caso especial Ejs(z) = (e* — 1)/z,

que pode ser consultado em [22]. Finalmente, nas Figuras 5.55-5.58 exibimos situacoes

especiais que permitem que a fungao de Mittag-Leffler generalize as fungdes seno e cosseno

trigonométricos e hiperbélicos [7]. A saber, Fy(—2%) = cos(z) e Ey(2%) = cosh(z), enquanto

2F55(—2%) = sen(z) e zE55(2%) = senh(z).

E, (-z2 )=cos(z)

a=2; p=1; p=1

Figura 5.55 — Ey(—2%) = cos(z).

=cosh(z)

E,(#)

=2; =1; =1
250 e M Wil

200

150 |

Figura 5.56 — Eq(2%) = cosh(z).
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a=2; (=2; p=1
300 172 572 71
200
g T 0o
c = L
3 &
o i
o~ N
uf ufN -100
N N
-200
-300 '
6 6 -4 2 0 2 4
z
Figura 5.57 — 2B 9(—22%) = sen(z). Figura 5.58 — 2E»9(2?) = senh(z).

Um maior conhecimento das funcoes de Mittag-Leffler é uma boa base para enten-
dermos as funcgoes de infectividade intrinseca p e permanéncia ¢ do modelo construido no

Capitulo 4. Como visto, elas foram definidas através de funcoes de Mittag-Leffler.

5.4.2 Exemplos do modelo do Capitulo 4

Agora, exemplificamos o modelo (4.30)-(4.32) apresentado no Capitulo 4:

diit) = y(t)N — w(t)S]\([tT)g(t,O)Dl—ﬁ <9€t<t()))> A0S, (5.36)

dI(t)  wt)SHOL0) 5 I(t) \  6(t,0) . ( I(t)
a - N P ﬁ(@ 0)>_ b (

a (t,

dt TC

dR(t) _ 6(t,0) )\, (91(’ t(tz))) L (OR). (5.38)

Para as Figuras 5.59-5.63, utilizamos uma populacao N = 1000000, condigoes
iniciais S(0) = N — 1, I(0) = 1 e R(0) = 0 e dt = 0.1. Inicialmente, consideramos w
constante. Relembramos que d(S(t)+1(t)+ R(t))/dt = 0, ou seja, a populacao é constante.
Na Figura 5.59 usamos a = 3 = 1 no cédigo proposto, o que equivale ao modelo dos “pais”

Kermack e McKendrick. Ja na Figura 5.60, observamos que a populagao se mantém no
modelo com ordem arbitraria, mesmo sendo « # f3.

A constancia da populagao atende as expectativas de termos considerado as taxas
de nascimento e morte iguais.

5.4.2.1 Caso limite sem dinamica vital

Agora, estudamos o caso limite onde y(t) = 0. Como vimos, no modelo classico, os
compartimentos S e R devem ser mondtonos se desconsiderarmos essa dindmica. Porém,

nos modelos fracionérios ad hoc, isso nao pode ser garantido.
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Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01 Parametros: w=3; =10; ~=0.01

«10° a=1; =1 1 «10° «=0.7; (3=0.9
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S (azul), | (verm.), R(preto)
S+I+R (verde)

0 ; ‘ ; 0 ; ‘ ;
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.59 — Modelo SIR Classico. Figura 5.60 — Populagao ct. para o # (.

e (Monotonicidade) Nas Figuras 5.61-5.62, observamos que a monotonicidade se mantém
no modelo com ordens arbitrarias, conforme observado na Proposicao 4.2. Assim, as

oscilagoes que surgem no modelo completo sao devidas exclusivamente a dinamica vital.

Parametros: w=3; 7=10; =0 Parametros: w=3; 7=10; ~=0

«10° «=0.7; (=09 %«10° «=0.7; (=0.7
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S (azul), | (verm.), R(preto)
N=S+I+R (verde)

S (azul), | (verm.), R(preto)
S+I+R (verde)

0 : 0 : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.61 — Monotonicidade de S e R. Figura 5.62 — Modelo com o = 3.

Como discutido no Capitulo 4, o equilibrio limite tem um comportamento distinto
se a = [ oua#f.
e (Equilibrio) Para a = 3, como nas Figuras 5.62-5.63, o equilibrio endémico é o mesmo
do caso inteiro (Teorema 4.1). Ressaltamos a observagao de que, para o« = 3, as trajetérias
sao idénticas, a menos da velocidade na qual sao percorridas a medida que se varia o
valor de a. O tempo maximo foi de 7" = 2000 e a Figura 5.63 indica as trajetorias para
a=p=0.2:0.1:1. Para a = § pequeno, a trajetéria, percorrida em velocidade muito

lenta, nao se aproxima do equilibrio nesse tempo, mas continua seguindo o mesmo perfil.

Ja o modelo com « # 8 nao possui o mesmo ponto de equilibrio endémico do caso
inteiro, como podemos verificar na Figura 5.64. Na verdade, para « # (3, as simulagoes

parecem mostrar que lim S(¢) = 0.
t—o00

E interessante notar que o equilibrio (S*, I*, R*) = (0,0, N) pode ser obtido da
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Equacao (4.73) se fizermos a < e v = 0. Porém, devemos lembrar que a Equagao (4.73)

foi obtida considerando-se v > 0.

Parametros: w=3; r=10; =0

5 a= (3=0.2:0.1:1
35 10
----------- 1
3r ,’,-'"""%.N’ ........... 0.8
Y 0.6
257 ""o. ........... 0.4
%’b ........... 0.2
2t ™ '
7 p
— f %,
15 / N
AN
1 “"\
. \
0 1 L L L ".A
0 2 4 6 8 10
S x10%

Figura 5.63 — Trajetorias para a = (3.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0
%108 «=0.7; (3=0.7:0.05:1

0 2 4 6 8 10
S x10°

Figura 5.64 — Trajetorias para v = 0.

Na préxima Subsec@o, o modelo serd considerado com dindmica vital v(¢) > 0.

5.4.2.2  Modelo com dinamica vital

Agora, consideramos a dinamica vital. Nas Figuras 5.65-5.66 utilizamos as condigoes
iniciais 1(0) = 1,5(0) = N — 1, R(0) =0 e I(0) = 0.1N,S(0) = 0.5N, R(0) = 0.4N.

Parametros: w=4; =8; v=0.01

5 «=0.6; (3=0.8
12 & 10 Y

-
o

N
T

S (azul), | (verm.), R(preto)
N=S+I+R (verde)

0 50 100 150 200
t em dias

Figura 5.65 - C.I.: (N —1,1,0).

Parametros: w=4; 7=8; v=0.01

5 =0.6; 5=0.8
12 x10 a B

N
o

S (azul), | (verm.), R(preto)
N=S+[+R (verde)

0 50 100 150 200
tem dias

Figura 5.66 — C.I.: (0.5,0.1,0.4)N.

e (Equilibrios) Na Figura 5.67, ilustramos as respectivas trajetérias. Elas possuem

perfil semelhante e 0 mesmo ponto de equilibrio, pois a Equacao (4.73) independe da

condicao inicial. Embora tenhamos demonstrado, no caso do equilibrio endémico, apenas

a estabilidade local para § = 1, reiteramos que o resultado parece valer no caso geral.

Ja na Figura 5.68, temos as trajetérias para situagoes nas quais oy < 1, com as
condigoes iniciais (S(0),1(0), R(0)) = (N —3,2,1) e (5(0),1(0), R(0)) = (N —1,1,0).

Observamos a estabilidade assintética do equilibrio livre de doenca.
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Parametros: w=4; =8; 7=0.01
arametros: w =% Parametros: w=0.5; 7=5; ~v=0.01

5 = . =
4 X0 @=0.6; (=08 , a=0.6; 3=0.8
C.1:(0.5,0.1,0.4)N
C.l.: (N-3,2,1
C.1:(N-1,1,0) o EN-1 ’ 0;
31 15t
f— 2 - _ 1
T 0.5 f
0 . . . . 0 . n %
0 2 4 6 8 10 9.99996 999997  9.99998  9.99999 10
S %105 S %105
Figura 5.67 — Trajetorias Jg > 1. Figura 5.68 — Trajetorias Jg < 1.

Finalmente, nas Figuras 5.69-5.70, consideramos w com decaimento exponencial,
tal que w(t) = w-e /1% A Figura 5.69 exibe o comportamento do modelo para a condicao
inicial (S(0),1(0), R(0)) = (N —1,1,0). Ja na Figura 5.70, temos as drbitas para diversas
condigoes iniciais. Como w* = 0, o tnico equilibrio viavel é o livre de doenca. Assim, a

trajetéria volta para (N, 0,0), como dado no Capitulo 4.

Parametros: w=4; 7—=8; ’y=0.01 Parametros: U.}=4; T=8; ’y=0.01

%105 «=0.6; (=0.8 x10° a=0.6; (3=0.8
127 5r
g 10 4r
S~ . (N-1,1,0)
3 gl £(0.5,0.1,0.4)N
=g 3t 2(0.5,0.4,0.1)N
£ = _ £(0.9,0.1,0N
2x 8
=9 2
w2t Qi
0 : : . ] 0 N
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8
t em dias S %x10°
Figura 5.69 — Caso w* = 0. Figura 5.70 — Trajetéria com w* = 0.

A partir desses exemplos gerais, voltamos nossa atencao para as caracteristicas de

nao localidade do modelo e, ainda, do comportamento incomum no terminal inferior.

5.4.2.3 Comportamentos incomuns

Na sequéncia, ilustramos que o modelo do Capitulo 4 também nao é local. Consi-
deramos novamente N = 1000000, condi¢oes iniciais S(0) = N — 1, I[(0) =1e R(0) =0e
dt = 0.1. No tempo t = 90, a solugdo numérica fornece S(90) = 205890, 1(90) = 267840 e

R(90) = 526270. Consideramos agora essa condigao inicial e rodamos novamente o modelo.

e (Solugao Nao Local) A Figura 5.71 ilustra a mudanga da solucao, onde o tracejado

corresponde a solucao a partir do tempo t = 90. Na Figura 5.72, temos as trajetorias
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equivalentes para um tempo méaximo 7" = 3000. Novamente, o equilibrio ¢ mantido.

Parametros: w=3; =10; ~=0.01 Parametros: w=3; =10; ~=0.01
105 a=0.7; 3=0.9 <105 a=0.7; 3=0.9
10 31
o L
g 2.5
2
x ol
£
o — 157
=
= a
N
~
()] 05
: : : : : 0
0 50 100 150 200 250 300 0 2 4 6 8 10
t em dias S x10%
Figura 5.71 — Mudanga na solucgao. Figura 5.72 — Mudanca na trajetoria.

Finalmente, exibimos uma caracteristica incomum observada nos instantes iniciais
das simulagoes do modelo (4.30)-(4.32). Dado o comportamento assintético das derivadas

de Riemann-Liouville de ordem arbitraria préximo ao terminal inferior [15],

D¢, f(t) = F(Jlf(f)a)(t —a)™°, (t — a+), (5.39)

se B> a entdo DL®(I(t)e) vai a 0 mais lentamente que Do " (I(t)e).

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01 Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01
13 «=0.2:0.1:0.9; (=0.9 «=0.2:0.1:0.9; (3=0.9
1.05
12
1.1 T
— 1 —
0.95 f
0.9
0.9 f
0.8
o7 4//_
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 001 002 003 004 005
tem dias t em dias
Figura 5.73 — I (terminal inferior) Figura 5.74 — ZOOM terminal inferior.

Assim, temos dI /dt < 0 para t suficientemente pequeno, como ilustrado nas Figuras
5.73-5.74. Para essa figura, utilizamos dt = 1072, Quando a = 3, esse comportamento
nao ¢ observado se Ry > 1. Ressaltamos, ainda, que a solucao do modelo nao é C!, pois
nao ¢ derivavel na origem.

Aqui, finalizamos os exemplos que tiveram por objetivo experimentar a teoria
discutida no Capitulo 4, fortalecendo nossa intuicao sobre o modelo e fornecendo novos

insights. Na proxima Secao, serd realizada uma anélise de parametros do mesmo modelo.
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5.5 ANALISE DE PARAMETROS DO MODELO DISCUTIDO NO CAPITULO 4

Agora, realizamos analise semelhante no modelo dado em (4.30)-(4.32). Como na

maior parte das aplicagoes, consideramos y(t) = v e, portanto, 6(¢,0) = e~ 7", Inicialmente

)

consideramos w(t) = w. Depois, estudamos w(t) com decaimento exponencial e oscilatério.

Por ora, consideramos entdao o modelo

dk(giit) =N - WD“B(I(W“) —S(8), (5.40)
d.;it) _ wS](\QeﬂV D' P(I(t)e™) — eTZDl—a(I(t)e*yt> o (5.41)
CUZP - e;ztD TAI0e) = A1) =y R(E), (5.42)

com condigoes iniciais N = 1000000, I(0) = 1, S(0) = N — 1 e R(0) = 0. Também
analisamos a influéncias das ordens «, 5 e do parametro 7 nas fungoes de permanéncia no
compartimento infeccioso (independente da dindmica vital) e na func¢ao de infectividade
intrinseca, respectivamente dadas por

¢(t) = Ean (— (t>a) : (5.43)

T

p(t) = Cb(lt)tf_;gaﬂ (- (i)a) | (5.44)

O passo de tempo utilizado foi dt = 0.1. Observamos que, para < 1, temos

tl_i}(gr p(t) = co. Assim, iniciamos o célculo de p em ¢ = 0.5.

e (Efeito de av nas fungoes ¢ e p) A Figura 5.75 nos mostra que, quanto menor «, mais
pesada é a cauda da func¢ao ¢ de permanéncia no compartimento infeccioso. Além disso,

pela Figura 5.76, quanto maior o, menor a funcao de infectividade intrinseca ao longo do

tempo.
Pardmetros: w=3; 7=10; 7=0.01 Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01
a=0.3:0.1:0.9; 3=0.9 «=0.3:0.1:0.9; 3=0.9
1 015
0.8
0.1
0.6
S SN
04
0.05 |
02
0 : : 0 : : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias

Figura 5.75 — Efeito de a em ¢. Figura 5.76 — Efeito de o em p.
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o (Efeito de @ nos compartimentos) Nas Figuras 5.77-5.79, observamos que, quanto maior o
«, menor e mais cedo ocorre o pico da infeccao. A quantidade de suscetiveis se restabelece
mais cedo conforme « cresce e a onda dos removidos ocorre em um tempo menor. Diminuir
o a aumenta a assimetria na distribuicao dos infecciosos, como reflexo do efeito de a na

funcao ¢, e aumenta o pico, como reflexo do efeito de oz em p.

e (Efeito de a no equilibrio) A Figura 5.80 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3 para
diferentes ordens «a. O equilibrio depende de « e a trajetoria para a = f = 0.9 é a mais
interna. Observamos que as trajetorias sao muito semelhantes no inicio, mas diferem ao
longo do tempo. O tempo maximo utilizado foi T" = 2000.

Parametros: w=3; =10; ~=0.01 Parametros: w=3; 7=10; v=0.01

%105 «=0.3:0.1:0.9; [3=0.9 0 %105 «=0.3:0.1:0.9; 3=0.9

— 2} [%2]
1 .
0 : : : 0 : : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.77 — Efeito de o em 1I. Figura 5.78 — Efeito de o em S.
Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01 Parametros: w=3; 7=10; 7=0.01
 x10° 0=0.3:0.1:0.9; (=0.9 4 x10° @=0.3:0.1:0.9;  5=0.9
6 .
3 .
5 -
4 .
x - 27
3 .
2r 1t
1 -
0 1 1 1 0
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10
t em dias S %105
Figura 5.79 — Efeito de o em R. Figura 5.80 — Efeito de « - (S, I).
Agora, estudamos o efeito da ordem (3, que relaciona-se a infectividade pela Equacao
(4.27).

e (Efeito de # na fungao p) Na Figura 5.81, observamos que aumentar (3 torna a infectividade
intrinseca menor no comego, porém maior conforme o tempo. Para § = 1, a fungao p
é constante, ou seja, a infeccdo nao muda sua transmissibilidade ao longo do tempo, a

menos por fatores externos, relacionados a w.
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Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01 Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01
=0.5; (=0.5:0.1:1 5 «=0.5; (£=0.5:0.1:1
025 “ p 35 10 7
3 .
0.2
251
0.15 ol
N -
0.1 15y
1 .
0.05
051
0 - . 0 , , )
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.81 — Efeito de 8 em p. Figura 5.82 — Efeito de 5 em I.

e (Efeito de  nos compartimentos) Nas Figuras 5.82-5.84, observamos que, quanto maior
o [, mais o pico da infeccao demora a ocorrer e é maior, embora o perfil da onda de

infecciosos nao mude muito, ja que o [ nao influencia na funcao ¢ de permanéncia. A

quantidade de suscetiveis diminui conforme [ cresce, mas a onda também é retardada.

Assim, [ crescer aumenta a epidemia, porém em um tempo posterior, reflexo de seu efeito
em p.

e (Efeito de § no equilibrio) A Figura 5.85 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3 para
diferentes ordens . O equilibrio depende de 3 e a trajetoria para a = = 0.9 é a mais
externa. Observamos que as trajetérias sao muito semelhantes no inicio, mas diferem
ao longo do tempo. Na Figura 5.86, utilizamos um tempo méaximo de T' = 3000 para

observamos o comportamento da trajetoria préximo ao ponto de equilibrio para g = 0.5.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01

200

%105 a=0.5; (3=0.5:0.1:1 ; x10° a=0.5; (=0.5:0.1:1
10
6 .
5 -
4 +
%) he
3 .
2 -
1 .
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150
t em dias t em dias

Figura 5.83 — Efeito de  em S. Figura 5.84 — Efeito de $ em R.
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Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01 Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01
- x10° «=0.5; (3=0.5:0.1:1 %105 «=0.5; (3=0.5
3t 1.38 |
257 1.36 |
2 |-
156 1.34 |
T 132 |
05 f
13+
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 432 434 436 438 44 442 444 446
S x10° S x10°
Figura 5.85 — Efeito de g —(S, ). Figura 5.86 — (S,I) (ZOOM).

Em seguida, analisamos o efeito do parametro w, a infectividade extrinseca dada
pela Equagao (4.3).
e (Efeito de w nos compartimentos) Nas Figuras 5.87-5.89, observamos que, quanto maior
0 w, maior e mais cedo ocorre o pico da infeccao. A quantidade de suscetiveis diminui
mais rapido conforme w cresce e a onda dos removidos ocorre em um tempo menor. Isso

era esperado, ja que w diz respeito a infectividade extrinseca.

o (Efeito de w no equilibrio) A Figura 5.90 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3 para
diferentes escolhas de w. O equilibrio depende de w e a trajetéria para w = 4.5 é a mais
externa. Como era de se esperar, a epidemia é maior se a infectividade extrinseca w é

maior. O tempo méaximo utilizado foi 7" = 1000.

Parametros: »=1.5:0.5:4.5; 7=10; 7=0.01 Parametros: w=1.5:0.5:4.5; 7=10; 1=0.01
4 _><105 a=0.5; /8=09 ><105 «=0.5; ﬁ=09
10
8l
6 .
n
4 .
2 .
0 50 100 150 200 250 300 0O 50 100 150 200 250 300
t em dias tem dias

Figura 5.87 — Efeito de w em I. Figura 5.88 — Efeito de w em S.
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Parametros: w=1.5:0.5:4.5; 7=10; 7=0.01 Parametros: »=1.5:0.5:4.5; 7=10; 7=0.01
«10°% «=0.5; (3=0.9 4 x10° a=0.5; (3=0.9
S0 :
6 F
3 -
5 F
4+
x — ol
3 F
2 B 1 L
1 F
0 0
0 50 100 150 200 250 300 0
t em dias S x10°
Figura 5.89 — Efeito de w em R. Figura 5.90 — Efeito de w - (S, I).

Agora, analisamos o efeito do pardmetro 7, a escala utilizada nas fungdes Mittag-
Leffler de infectividade e remocao. Lembramos que, se « = =1, 7 é o tempo médio de

remocao.

e (Efeito de 7 nas fungoes ¢ e p) A Figura 5.91 ilustra um ligeiro aumento da fungao de
permanéncia independente da morte natural a medida em que 7 aumenta. Por outro lado,
a Figura 5.92 indica que, ao aumentar 7, temos uma diminuicao da infectividade intrinseca.
E importante lembrar que p é constante para = 1. Assim, se § = 1, o pardmetro 7 nao

influencia na infectividade intrinseca.

Parametros: w=3; =7:1:13; ~=0.01 Parametros: w=3; 7=7:1:13; ~=0.01
«=0.5; 3=0.9 «=0.5; 3=0.9
1 A 0.18 A
0.16
0.8
0.14
0.12
QU
0.1
0.08 1
0.06
0 \ \ \ ) 0.04 \ \ \ )
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias
Figura 5.91 — Efeito de 7 em ¢. Figura 5.92 — Efeito de 7 em p.

e (Efeito de 7 nos compartimentos) Nas Figuras 5.93-5.95, observamos que, conforme 7
cresce, a epidemia é transladada para frente, apenas com uma ligeira diminui¢ao do pico.
Como 7 é uma escala temporal, esse comportamento de deslocamento temporal é esperado.
A ligeira diminui¢ao do pico é devida a diminui¢do da infectividade intrinseca, enquanto o
ligeiro aumento da fun¢ao de permanéncia independente da morte natural faz com que o

pico se torne um pouco mais grosso.
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e (Efeito de 7 no equilibrio) A Figura 5.96 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3
para diferentes escolhas de 7. O equilibrio depende de 7 e a trajetoria para 7 =7 é a
mais externa. Observamos que as trajetérias sao muito semelhantes, pois, como vimos, o

parametro 7 tem maior influéncia no tempo.

Parametros: w=3; r=7:1:13; ~=0.01 Pardmetros: w=3; =7:1:13; ~=0.01
s 05 A= 5 a=0.5; (5=0.9
. %10 «=0.5; (3=0.9 10 %10 B
— 3
3 -
25 f
2 -
— (2}
15
‘l .
05 f
0 ‘ ‘ ‘ 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias tem dias
Figura 5.93 — Efeito de 7 em I. Figura 5.94 — Efeito de 7 em S.
Parametros: w=3; 7=7:1:13; 7=0.01 Parametros: w=3; 7=7:1:13; ~=0.01
7 _><1O5 a=0.5; (=0.9 55 _><105 «=0.5; 3=0.9
6 3+
51 25
4 r 2+
x _
3f 151
2r 1+F
1r 05
0 0
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10
t em dias S x10°
Figura 5.95 — Efeito de 7 em R. Figura 5.96 — Efeito de 7 - (S, I).

Finalmente, analisamos o efeito do parametro v, a dindmica vital.

e (Efeito de v nos compartimentos) Nas Figuras 5.97-5.99, observamos que aumentar -y
diminui o pico da epidemia, muito embora pareca retardar seu desaparecimento. Esse

retardo pode ser visto como um efeito do maior nascimento de novos suscetiveis a infecgao.

e (Efeito de v no equilibrio) A Figura 5.100 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3 para
diferentes escolhas de . O equilibrio depende de 7 e a trajetéria para v = 0.004 é a mais
externa. Observamos que as trajetorias sao muito semelhantes no inicio, mas diferem ao
longo do tempo, sendo a epidemia menor quando v é maior. Isto se deve, acreditamos, ao

fato de que a mortalidade alta induz a um maior decrescimento do pico de infecciosos.
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Parametros: w=3; 7=10; ~=0.004:0.003:0.022

5 =0.5; (3=0.9 5 =0.5; (=0.
35 210 a B 10 «10 a=0.5; (3=0.9
3 .
8
25 1
2t 6
15 4
1 .
2
0.5
0 : : ! 0 ‘ : : :
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias t em dias

Figura 5.97 — Efeito de v em I.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.004:0.003:0.022

Figura 5.98 — Efeito de v em S.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.004:0.003:0.022

105 a=0.5; (3=0.9 5 =0.5; (3=0.
8_><0 3.5_><10 «=0.5; (=0.9
3l
6 L
251
2 |-
X 4 _
1.5
2t tr
05
0 0
0 50 100 150 200 0 2 4 6 8 10
t em dias S x10%

Figura 5.99 — Efeito de v em R. Figura 5.100 — Efeito de v - (S, I).
Na préxima Subsec¢ao, analisamos algumas modificagoes do modelo simples, por

meio da introducao da infectividade extrinseca w(t) varidvel.

5.5.1 Infectividade extrinseca variavel

Agora, consideramos w com decaimento exponencial, dado por w = w - e .

Consideramos —at em vez de —t/a, como originalmente fizemos em [72], pois assim
podemos fazer com que o modelo com w(t) constante seja recuperado se a = 0. A seguir,

fixamos w e analisamos o efeito do parametro a.

e (Efeito de a nos compartimentos) Nas Figuras 5.101-5.103, observamos que aumentar
a diminui o pico da epidemia e restabelece a parcela suscetivel mais rapidamente. Esse
efeito pode ser visto como um reflexo da diminuicdo monétona da infectividade extrinseca,

por exemplo, por medidas de profilaxia.

e (Efeito de a no equilibrio) A Figura 5.104 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3 em
vermelho. O tempo maximo utilizado foi de T" = 2000. Observamos que o equilibrio é

alcancado apenas se o decaimento for nulo, isto é, se w for constante. Do contrario, uma



118

vez que tlim w(t) = 0, o ponto de equilibrio é o livre de doenga, isto é, (N,0,0), como visto
—00

no Capitulo 4.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01; a=0:0.002:0.01

5 «10° «=0.8; (=0.9

25
2 .

— 157 \

1 .

05 | \
0

0 100 200 300 400
t em dias

Figura 5.101 — Efeito de a em I.

Parametros: w=3; =10; ~=0.01; a=0:0.002:0.01

. «10% «=0.8; [(3=0.9
6 .

5 .

4 +

o

3 .

2 .

1 .

0

0 100 200 300 400
t em dias

Figura 5.103 — Efeito de a em R.

Parametros: w=3; r=10; ~+=0.01; a=0:0.002:0.01

5 «=0.8; 3=0.9

10 210 B
8 -
6 .

%)
4 .
2 -
0
0 100 200 300 400
t em dias
Figura 5.102 — Efeito de a em S.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01; a=0:0.002:0.01
5 «10° «=0.8; =0.9

2.5
2 L

- 157

1+

0.5
0

0 2 4 6 8 10

S x10°

Figura 5.104 — Efeito de a - (S, I).

Agora, consideramos um efeito oscilatério, definindo w = w cos?(brt).

e (Efeito de b nos compartimentos) Nas Figuras 5.105-5.107, observamos que aumentar

b aumenta a quantidade de ondas da infeccao, por exemplo, por periodos alternados de

relaxamento e endurecimento de medidas de contencao.

e (Efeito de b no equilibrio) A Figura 5.108 ilustra o equilibrio dado no Teorema 4.3,

respeitado apenas se b = 0. Na presenca da oscilagao, parece nao existir um equilibrio

assintoticamente estavel.
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Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01; b=0:0.01:0.03

%105 «=0.8; (3=0.9
b=0
b=0.01
b=0.02
b=0.03
JRY
0 100 200 300 400

t em dias

Figura 5.105 — Efeito de b em I.

Parametros: w=3; =10; ~=0.01; b=0:0.01:0.03

«10% «=0.8; (=0.9

AN

100 200
t em dias

b=0

b=0.01
b=0.02
b=0.03

300 400

Figura 5.107 — Efeito de b em R.
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Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01; b=0:0.01:0.03

%105

2=0.8; =0.9

400

Figura 5.106 — Efeito de b em S.

Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01; b=0:0.01:0.03

_><105

2=0.8; (=0.9

b=0
b=0.01

10
%105

Figura 5.108 — Efeito de b - (S, I).

Finalmente, nas Figuras 5.109-5.110 exibimos exemplos particulares da combinacao

desses dois efeitos: w = w - e~ cos?(brt). A utilizacio desses pardmetros permite o fend-

trajetorias. Como w* = 0, o equilibrio livre de doenca ¢ assintoticamente estavel.

no reajuste dos parametros. Na préxima Secao, falamos do niimero de reproducao.

meno das ondas e a extin¢ao da doenca, através de uma perda oscilatoria de infectividade
extrinseca. Essa variacao de infectividade pode ser vista, por exemplo, como periodos
alternados de relaxamento e endurecimento de medidas de contencao, sempre apontando

para um amortecimento total da doenca. Nas Figuras 5.111-5.112, exibimos as respectivas

As analises numéricas fomentam a interpretagao biolégica dos parametros. Isso

facilita a utilizacdo do modelo, recente e pouco disseminado.

Como no Capitulo 6

pretendemos expandir o estudo aos dados da COVID-19, a andlise também pode auxiliar
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Parametros: w=3; 7=15; 7=0.01; a=0.001; b=0.001 Parametros: w=3; 7=10; 7=0.01
105 a=0.6; $=0.95 ; <10* a=0.6; (=0.9;2=0.002; b=0.01
2571 r
2t 4t
151 3r
1t 2t
05 | /\ L
0 - L 0 ! ! .
0 500 1000 1500 0 200 400 600 800 1000
t em dias t em dias
Figura 5.109 — Decaimento oscilatério (1). Figura 5.110 — Decaimento oscilatério (2).
Parametros: w=3; 7=15; ~+=0.01; a=0.001; b=0.001 Parametros: w=3; 7=10; ~=0.01; a=0.002; b=0.01
L5 X10° 2=0.6; (3=0.95 5 x10* «=0.6; (=0.9

4 5 6 7 8 9 10 85 9 95 10
S x10° S x10°
Figura 5.111 — Decaimento osc. (S — I). Figura 5.112 — Decaimento osc. (2) (S —I).

5.5.2 O ntmero de reproducao

Conforme vimos, o nimero de reproducao no tempo t’ pode ser entendido como o
numero esperado de individuos que sao infectados por um individuo infeccioso desde ¢,
sendo o numero basico de reproducao a quantidade média de infecgoes secundarias que
ocorrem quando um infeccioso é introduzido em uma populacao completamente suscetivel
[42]. Como, no modelo construido, ndo é natural a definicdo de uma férmula que fornega o
nimero de reproducao, em [8] os autores propoem uma constru¢ao para o nimero basico
de reproducao através de uma integral. Aqui, estendemos a proposta para o nimero de
reproducao em um tempo qualquer ¢'. Assim, inicialmente, consideramos w(t) constante e
as defini¢oes (5.45)-(5.46) dadas por

a—f
_ Wy
Ro= (5.45)
N SH)w S
R() = N7 e =R Ty (5.46)

Essa analise serd importante, uma vez que para esse modelo nao temos tabelas

de parametros, nem mesmo aplicagdo a nenhuma doenca infecciosa especifica. Como ja
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citado, em modelos epidemiolégicos classicos, o pico ocorre quando R(t) = 1, mas isso nao

ocorre nos modelos de ordem arbitraria ou com parametros dependentes do tempo.

Consideramos o exemplo abaixo, da Figura 5.113, onde o valor de R(t') dado pela
Equacao (5.45) para o ponto ¢’ de pico é Ry, =~ 0.9078 < 1. Se comegarmos a modelagem
em um tempo anterior ao pico, para o qual ., < R(f) < 1, a epidemia vai decrescer
ainda mais rapidamente, mas apds uma pequena elevacao. Ainda, como o sistema é
nao local, a trajetoria nao continua a mesma quando mudamos o ponto inicial, como ja

discutido na Segao de exemplos.

O que acontece em outros casos, contudo, é termos ¥, > 1. Em alguns casos,
podemos pegar um dia anterior, onde R(t) > Ry, > 1 e, ainda assim, comegarmos com a
doenca decrescendo ainda mais rapidamente, como ilustrado na Fig. 5.114. Ou seja, “o
ponto onde a epidemia deve comecar para decrescer” realmente nao é mais o ponto de pico!
Isso indica uma dificuldade no entendimento do $y definido em (5.45): embora Ry > 1 seja
a condicao de viabilidade do equilibrio endémico dada na Equagao 4.3, £,5(0)/N > 1 nao
necessariamente indica que a epidemia vai ou nao ocorrer, isto é, se I vai ou nao crescer.

Em ambos os exemplos, consideramos N = 1000000 e a condigao inicial é (N — 1,1,0).

Parametros: w=2.5; =3; 7=0.01 Parametros: w=5; 7=9; v=0.01
%105 =0.5; (3=0.5 _ %102 a=0.5; (3=0.9
235 ¢ R(p)=0.9078 R(p)=1.6279
23t a4r
225
22

215t (p-1)=0.9835

24t
36t B

205 | R(p-1)=1.9402
34t

2 F
19 20 21 2 23 24 25 3 37 38 39 40 41 42 43
tem dias tem dias
Figura 5.113 — Caso R(p) < 1. Figura 5.114 — Caso R(p) > 1.

Agora, consideramos diferentes pontos iniciais ao longo da curva I construida
originalmente com condi¢oes iniciais (N — 1,1,0). A Figura 5.115 ilustra a evolucao do
compartimento I se comecarmos a modelagem em diferentes pontos iniciais ao longo da
mesma curva. O comportamento nao local do modelo é surpreendente e vemos que, nesse
exemplo, o compartimento I sobe apenas se tomarmos um ponto inicial bem anterior
ao pico. Neste ponto, comecamos a considerar também a proposta que apresentamos no

Capitulo 4 do nimero de reproducio S-varidvel °(¢):

() = [ ]i%w(t)e—w—t’)(t B, (- (“ - t/)>a> Q. (547)

T

e, quanto ao nimero basico de reproducao,

RS = /Ooo if(f/)gw(t)e—wtﬁ—lEaﬁ (— <t)a> dt. (5.48)

T



122

Na tabela da Figura 5.116, exibimos o ®5(0)/N e o R5S5(0)/N para cada uma

das curvas. Em modelos classicos, a doenca declina desde o inicio se, e somente se,

RoS(0)/N < 1. Se R,5(0)/N > 1, ela tem que crescer por um tempo. Como podemos

observar, isso nao acontece no nosso modelo se considerarmos Ry definido pela Equacao

(5.45). Entretanto, o equilibrio da Equacao (4.73) é o mesmo para qualquer condigao

inicial, sendo dado no compartimento I por (5.49).

Parametros: w=5; 7=9; ~=0.01

«10° a=0.5; (3=0.9
4+
Ro S(O/N | RoSS(OV/N
35 - = 8.2953 2.1882
— 6.5125 1.7069
3 e 4.3990 1.3420
— o5 L _ 2.71609 1.1218
1.6966 1.0103
2r = 1.1490 0.9611
15 [=——==x] 0.8664 0.9442
'] -
30 40 50 60 70
t em dias
Figura 5.115 — Modificando o ponto inicial. Figura 5.116 — Ry e R5.
Parametros: w=5; 7=9; ~=0.01
%10° a=0.5; (3=0.9
4 -
35
N N
I" = — . (5.49) 3r
(T~ + 1 w(ry)?
25 \
-
15
1F
05
0 ----': 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

t em dias

Figura 5.117 — O equilibrio permanece o mesmo.

Um outro exemplo é construido com condigao inicial 7(0) = 200000, S(0) = 500000.

Podemos tomar diferentes valores para o parametro w de maneira que o Ry varie, o que
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nos permite observar a relacao entre o Ry e a ocorréncia da epidemia, entendendo essa
“ocorréncia” como uma quantidade de infectados acima do ponto inicial. A seta simples
indica o sentido de crescimento de w e, consequentemente, o sentido de crescimento de
RoS(0)/N. A seta dupla em roxo indica a simulacdo para a qual £,5(0)/N ~ 1. Ja a
seta dupla em vinho, indica uma das simulagoes para a qual 5 S(0)/N ~ 1. Observamos
que [ estd decrescendo em ambas as curvas sinalizadas. Na Tabela 5.1, sao dados os
valores de RyS(0)/N para w =1:0.1:4. O valor de #,5(0)/N ultrapassa 1 em um caso
muito anterior aquele onde a epidemia ocorre. Porém, novamente o ponto de equilibrio é o
mesmo.

Parametros: w=1:0.1:4; 7=10; ~=0.01
%105 «=0.6; [(5=0.9

///\ ROS(0)/N=1.0575
e/
;‘ N\ R, S(0)/N=1.0366

2.6
24
22

1.8
— 16 ——
1.4
1.2
1
08
06 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t em dias

Figura 5.118 — Ry > 1 ndo necessariamente indica a ocorréncia de uma epidemia.

Na Tabela 5.2, sdo dados os valores de R5 para w = 1:0.1 : 4, de acordo com a
Figura 5.5.2. Observamos que o R5.5(0)/N fornece valores mais préximos a 1 nos casos
nos quais a epidemia comeca a ocorrer. Ainda assim, a epidemia s6 pode ser considerada

quando R5S(0)/N é um pouco acima de 1.

Lembramos que, até o momento, nao obtivemos uma formulagao perfeita para o
numero basico de reproducao desse modelo. Mas, os testes numéricos indicam que nossa
proposta, dada em (5.47)-(5.48), parece fornecer algo mais préximo do que esperamos, em

termos de argumentos biologicos plausiveis, a saber,
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o RoS(0)/N o RoS(0)/N
1 | 0.797346717415876 || 2.5 | 1.993366793539680
1.1 | 0.877081380157463 || 2.6 | 2.073101465281270
1.2 | 0.956816060899051 || 2.7 | 2.152836137022860
1.3 | 1.036550732640630 || 2.8 | 2.232570808764450
1.4 | 1.116285404382220 || 2.9 | 2.312305480506040
1.5 | 1.196020076123810 || 3. | 2.392040152247620
1.6 | 1.275754747865400 || 3.1 | 2.471774823089210
1.7 | 1.355489419606980 || 3.2 | 2.551500495730800
1.8 | 1.435224091348570 || 3.3 | 2.631244167472390
1.9 | 1.514958763090160 | 3.4 | 2.710978839213970
2 | 1.594693434831750 || 3.5 | 2.790713510955560
2.1 | 1.674428106573330 || 3.6 | 2.870448182697150
2.2 | 1.754162778314920 || 3.7 | 2.950182854438740
2.3 | 1.833897450056510 || 3.8 | 3.029917526180320
2.4 1 1.913632121798100 || 3.9 | 3.109652197921910

Tabela 5.1 — Ry ultrapassa 1 antes da infecgdo comegar a subir.

o RES(0)/N o RES(0)/N

1 1 0.797179856571252 || 2.5 | 1.270169587622030
1.1 | 0.851305562459823 || 2.6 | 1.286611837775870
1.2 1 0.900524333274055 || 2.7 | 1.302064591238640
1.3 | 0.945292917648240 || 2.8 | 1.316610224672580
1.4 | 0.986089343720545 || 2.9 | 1.330322378695790
1.5 | 1.023365549937640 3 | 1.343267067889520
1.6 | 1.057526950497950 || 3.1 | 1.355503627275880
1.7 | 1.088928068761710 || 3.2 | 1.367085522997280
1.8 | 1.117875680024210 || 3.3 | 1.378061049449770
1.9 | 1.144634587832660 || 3.4 | 1.388473930910600
2 | 1.169433740184080 || 3.5 | 1.398363842426100
2.1 1 1.192471785352160 || 3.6 | 1.407766862146210
2.2 1 1.213921816055770 || 3.7 | 1.416715865234270
2.3 | 1.233935316861070 || 3.8 | 1.425240867819360
2.4 1 1.252645419617920 || 3.9 | 1.433369328103370

Tabela 5.2 — Interpretacio biolégica parece favorecer o uso de R em vez de Ry.

e O valor R5 = 1 determina, aproximadamente, se a epidemia vai ou ndo ocorrer;

e e, como verificamos abaixo, obtemos *°(p) < 1 em todos os casos, ou seja, a doenca
ja esta se extinguindo, mas, como a cauda da func¢ao de permanéncia é mais pesada
se a < 1, o pico ocorre um pouco depois de obtermos R* (p) = 1. Nao encontramos

justificativa epidemiolégica para a ocorréncia de R(p) > 1 na maior parte dos casos.

Procuramos estender o estudo dos ntimeros de reproducao realizando, na proxima

Secao, uma analise de pardmetros.
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5.5.2.1 Efeito dos parametros nos nimeros de reprodu¢ao

Construimos tabelas para que, com os intervalos da analise de parametros da Sec¢ao
anterior, possamos investigar o tempo de pico, p, a quantidade maxima de infecciosos, I(p),
e os valores de Ro, R5, R(p), R°(p). Os valores de referéncia considerados foram o = 0.5,
8 =09 w=3 7=10 e v = 0.01. Utilizamos uma populacao N = 1000000, condicoes
iniciais S(0) = N — 1, I(0) =1 e R(0) =0 e dt = 0.1. As integrais em (5.47)-(5.48) sao
avaliadas numericamente. Na Tabela 5.3 verificamos, como anteriormente, que, quanto
maior «, isto é, quanto menor o efeito memoria considerado, menor e mais rapido ocorre o
pico da infeccao, pois menor é a funcao de infectividade extrinseca ao longo do tempo e
menos pesada a cauda da funcao de permanéncia. O fato do pico ser menor é corroborado
pela indicacao de que os nimeros de reproducao diminuem conforme « aumenta.

a | R | R [ p [IP(x10%) ] Rp) [ R(p)
0.3 | 7.9558 | 5.8800 | 105.8 3.6075 1.1937 | 0.9154
0.4 | 6.7855 | 5.2298 | 98.8 3.3742 1.2715 | 0.9158
0.5 | 5.7252 | 4.6203 | 92.4 3.1844 1.3086 | 0.9124
0.6 | 4.7841 | 4.0539 | 86.5 3.0392 1.2950 | 0.9001
0.7 | 3.9638 | 3.5316 | 81.2 2.9406 1.2233 | 0.8701

0.8 | 3.2601 | 3.0528 | 76.4 2.8905 1.1121 | 0.8175
0.9 | 2.6646 | 2.6153 | 72.1 2.8895 0.9776 | 0.7355

Tabela 5.3 — Pico e ntiimeros de reproducao para oo = 0.3 : 0.1 : 0.9.

Em seguida, na Tabela 5.4 ressaltamos que, como foi visto, quanto maior [, mais
o pico da infeccao demora a ocorrer e é maior, pois aumentar § torna a infectividade
intrinseca menor no comego, porém maior conforme o tempo. O fato do pico ser maior
é corroborado pela indicagao de que os nimeros de reproducao aumentam conforme [

aumenta.

B R R | p [ I(0)(x10°) [ R(p) | R(p)
0.5 | 2.2792 | 1.9023 | 43.4 | 2.8653 | 0.8809 | 0.7234
0.6 | 2.8694 | 2.4525 | 50.1 | 2.9251 | 0.9648 | 0.8032
0.7 | 3.6123 | 3.0681 | 724 | 3.0133 | 1.0575 | 0.8514
0.8 | 4.5477 | 3.7807 | 83.4 | 3.1026 | 1.1676 | 0.8846
0.9 | 5.7252 | 4.6203 | 92.4 | 3.1844 | 1.3086 | 0.9124
1.0 | 7.2076 | 5.6174 | 99.9 | 3.2566 | 1.4834 | 0.9370

Tabela 5.4 — Pico e niimeros de reprodugao para = 0.5:0.1: 1.

Ja na Tabela 5.5 verificamos, como anteriormente, que, quanto maior o w, maior
e mais rapido ocorre o pico da infec¢ao, ja que w diz respeito a infectividade extrinseca.
O fato do pico ser maior é corroborado pela indicacao de que os niimeros de reproducao
aumentam conforme w aumenta. Porém, ha que se observar que, nesse caso, o R%(p)

diminui ligeiramente, nunca ultrapassando 1.
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w | R Ry p [ I(p)(x10°) | R(p) | R°(p)
1.5 | 2.8626 | 2.7934 | 291.2 | 1.9221 | 1.0791 | 0.9389
2.0 | 3.8168 | 3.5411 | 175.1 | 24384 | 1.1559 | 0.9498
25 | 4.7710 | 4.1396 | 122.1 | 2.8472 | 1.2332 | 0.9360
3.0 | 5.7252 | 4.6231 | 924 | 3.1844 | 1.3086 | 0.9207
35 | 6.6794 | 5.0218 | 73.7 | 3.4704 | 1.3770 | 0.9057
4.0 | 7.6336 | 5.3576 | 60.9 | 3.7178 | 1.4469 | 0.8928
45 | 85878 | 5.6456 | 51.7 | 3.9353 | 1.5083 | 0.8805

Tabela 5.5 — Pico e niimeros de reprodugao para w = 1.5 : 0.5 : 4.5.

Prosseguindo, na Tabela 5.6, vemos que, conforme 7 cresce, o ponto de maximo do
compartimento I é transladado para frente, apenas com uma ligeira diminuicdo do pico,
devida a diminui¢do da infectividade intrinseca. Os ntimeros de reprodugao nao mudam
muito conforme 7, uma vez que, como vimos, esse parametro tem maior influéncia na

escala temporal.

Ro RS p_ [ I(p)(x10°) | R(p) | R°(p)
6.8720 | 4.0934 | 63.7 | 3.2368 | 1.4588 | 0.9031
6.4226 | 4.8628 | 73.2 | 3.2191 | 1.3936 | 0.9059
9 [ 6.0462 | 4.7386 | 82.7 | 3.2016 | 1.3509 | 0.9102
10 | 5.7252 | 4.6203 | 92.4 | 3.1844 | 1.3086 | 0.9124
11| 5.4472 | 45073 | 102.2 | 3.1673 | 1.2742 | 0.9143
12 5.2032 | 4.3995 | 112.1 | 3.1503 | 1.2459 | 0.9150
13| 4.0860 | 4.2964 | 122.1 | 3.1334 | 1.2222 | 0.9172

oo| ~1| 3

Tabela 5.6 — Pico e ntimeros de reproducao para 7 = 7:1:13.

Quanto a dindmica vital, na Tabela 5.7, vemos que, conforme = cresce, o pico da
epidemia diminui, pois apenas a mortalidade age em I, e ndo o nascimento. Assim, uma
maior mortalidade diminui o pico da infecgao. O fato do pico ser menor é corroborado pela
diminui¢ao dos nimeros de reproducao conforme v aumenta. Porém, também nesse caso,

o R° (p) tem um comportamento inverso, aumentando ligeiramente, sem ultrapassar 1.

v Ro R | p [ I0)(x10°) [ R(p) | R(p)
0.004 | 9.0597 | 5.3837 | 89.3 | 3.2844 | 1.7706 | 0.7934
0.007 | 6.8729 | 4.9871 | 90.8 | 3.2344 | 1.4595 | 0.8789
0.010 | 5.7252 | 4.6203 | 92.4 | 3.1844 | 1.3086 | 0.9124
0.013 | 4.9869 | 4.2055 | 94.0 | 3.1344 | 1.2237 | 0.9207
0.016 | 4.4601 | 4.0097 | 95.7 | 3.0845 | 1.1668 | 0.9398
0.010 | 4.0597 | 3.7576 | 97.5 | 3.0347 | 1.1263 | 0.9467
0.022 | 3.7421 | 3.5342 [ 99.4 | 2.9848 | 1.0961 | 0.9519

Tabela 5.7 — Pico e niimeros de reproducao para v = 0.004 : 0.003 : 0.022.

Agora, consideramos novamente algumas opgoes de variacao de w. Inicialmente,
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a

consideramos um decaimento exponencial dado por w(t) = w - e~*. A seguir, fixamos

w = 3 e analisamos o efeito do parametro a. Consideramos as defini¢goes de niimero de

reproducao dadas por
a—p3
Ry = O+ : (5.50)
8 (v + a)® 4 7h-=

_Stw()  (y+a)*?

. 5.51
N 7—5(7 + CL)O‘ + B« ( )

Como ja dissemos, o parametro a faz com que o pico diminua e demore mais a

ocorrer, o que é corroborado pela diminui¢ao de Ry.

a Ro RG p [ 1(p)(x10°) | R(p) | R°(p)
0.000 | 5.7252 | 4.6231 | 92.4 | 3.1844 | 1.3086 | 0.9207
0.002 | 5.2032 | 4.5308 | 106.7 | 2.8327 | 1.1267 | 0.9163
0.004 | 4.7933 | 4.4383 | 128.7 | 2.3438 | 0.9781 | 0.8936
0.006 | 4.4601 | 4.3096 | 164.1 | 1.5605 | 0.8569 | 0.8422
0.008 | 4.1824 | 4.1310 | 188.3 | 0.4691 | 0.7838 | 0.7807
0.01 | 3.0462 | 3.9159 | 164.5 | 0.0722 | 0.7437 | 0.7404

Tabela 5.8 — Pico e niimeros de reprodugao para a = 0 : 0.002 : 0.01.

Finalmente, analisamos um decaimento oscilatério, onde w(t) = w cos?(brt). O pico
considerado ¢ o maior valor de I até o tempo 400, mas lembramos que ha diversos picos,
dada a oscilagio de w(t). Nesse caso, estimamos apenas R;5 e R°(p), uma vez que nio hd

férmula explicita para o e R(p).

b | Ry | p [ I(p)(x10°) [ R%(p)
0.00 | 4.6231 | 924 | 3.1844 | 0.9207
0.01 | 3.4251 | 216.7 | 2.8%62 | 0.7435
0.02 | 3.1320 | 258.2 | 2.4480 | 0.7550
0.03 | 3.0224 | 240.6 | 2.3260 | 0.8392

Tabela 5.9 — Pico e nimeros de reproducao para b =0:0.01 : 0.03.

Acreditamos na utilidade deste Capitulo para a aplicacao aos dados de uma epidemia
real: as analises numéricas facilitam e ilustram a interpretacao bioldgica dos parametros,
o que auxilia muito na utilizacdo do modelo, ainda pouco difundido. Além disso, a analise

realizada pode auxiliar no reajuste dos parametros depois de uma otimizacao.

A construcao deste Capitulo nos levou bastante tempo e muitos resultados apre-
sentados sdo de carater empirico, como um relatério de uma experiéncia laboratorial.
Talvez, nem todos os dados aqui contidos sejam de utilidade imediata, mas foram de
extrema importancia para nosso entendimento, proporcionando confianga, conhecimento e
aprofundamento nao apenas com relagao ao novo modelo, mas também com relagao ao

codigo utilizado nas simulagoes. Esse arcabougo permitiu uma maior seguranca para o
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préoximo Capitulo, onde consideramos dados reais da pandemia de COVID-19 e propomos,

ainda, extensoes do modelo estudado no Capitulo 4.
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6 APLICACOES
“Construimos muros demais e pontes de menos.” Isaac Newton.

A interdisciplinaridade é uma forte tendéncia no atual mundo académico, sendo a
matematica uma ferramenta grandiosa para o estudo e controle de epidemias. De fato, ela
permite realizar em pouco tempo experimentos virtuais que testam diferentes cenarios e
hipoteses sobre a doenca. Neste Capitulo, consideramos dados reais da atual pandemia de
COVID-19, seguindo as ideias do artigo que publicamos em [72]. Expandindo o trabalho

em [72], calculamos sempre o N5 e também analisamos os estados brasileiros.

Em seguida, da mesma forma que o modelo SIR possui diversas extensoes que
se adéquam a cada doenga, como exemplificado na Subsecao 2.3.2, analisamos algumas

opgoes de extensao do modelo SIR proposto no Capitulo 4:

dflit) = y(t)N — w(t)s;\(ftT)g(t,O) D8 (%) —(t)S(t), (6.1)

dI(t)  wt)SHOE0) o 1)\ 0t0) . [ I(t)
it~ N L ﬁ(e(t,o)>_ o P (9 t,0)>_7(t>j(t)’ (6.2)

2O _ 000 pree (9@(%)) A (BR(). (6.3)

Essas extensoes compreendem infectividade oscilatoria, compartimento de quaren-
tena e dindmica da imitagdo (comportamento humano), todas possibilitando a ocorréncia
de diversas ondas. Elas sao propostas de forma que o significado da construcao seja mantido
e foram também analisadas numericamente. Ressaltamos que a construcao significativa
foi justamente a maior influéncia para que escolhéssemos trabalhar com esse modelo, em

detrimento a substituicao das ordens inteiras por ordens arbitrarias.

A doenga por coronavirus (COVID-19) é considerada uma das maiores pandemias
em rapida expansao desde a gripe espanhola de 1918, com graves consequéncias para a
saude e economia globais. Em 1° de setembro de 2021, a sindrome respiratoéria aguda
grave causada pelo coronavirus 2 (SARS-CoV-2) havia infectado mais de 200 milhoes de
pessoas, com cerca de 2% de ébitos [78]. Acredita-se que o SARS-CoV-2 seja derivado
de um coronavirus animal que adotou a capacidade de transmissao entre humanos. No
entanto, em contraste com o SARS-CoV, o SARS-CoV-2 é mais contagioso e se espalhou

rapidamente pelo mundo apés algumas infecgoes humanas em Wuhan, China [79].

Segundo [79], o SARS-CoV-2 se espalha de uma pessoa para outra através do
contato direto ou por curtas distancias no ar, em gotas de aerossol ou transportado por
fomites - objetos inanimados ou substancias capazes de absorver, reter e transportar

organismos contagiantes ou infecciosos. Apés a inalagao, o SARS-CoV-2 entra nas células
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respiratorias do hospedeiro por meio da interacao com seu receptor de entrada. A replicagao
viral nessas células provoca efeitos adversos diretos nas células, mas também induz as
células imunes locais a secretarem citocinas e quimiocinas de forma rapida e abundante.
Por sua vez, uma quantidade excessiva de células imunes é atraida para o local da infec¢ao,
causando uma cascata de reagoes inflamatorias com efeitos prejudiciais aos pulmdes. A
visdo atual sobre a COVID-19 concentra-se nessas patologias respiratorias, causando
sintomas como tosse, febre, mal-estar geral e falta de ar, que podem eventualmente levar a
morte. No entanto, evidéncias mostram que o SARS-CoV-2 nem sempre estd confinado ao
trato respiratério, mas também pode se espalhar para outros érgaos, incluindo disfuncoes

neurologicas, cardiovasculares, intestinais e renais.

A transmissao pessoa-a-pessoa sugere que o uso do modelo epidemiolégico SIR
(Suscetiveis-Infecciosos- Removidos) é razodvel para a compreensao da disseminagao da
COVID-19. Entretanto, evidéncias demonstram a assimetria da curva de infecciosos, o que
inclusive apareceu em uma declaracao do entao presidente da OMS, Tedros A. Ghebreyesus,
quando, em abril de 2020, afirmou que “embora a COVID-19 acelere muito rapido, ela
desacelera muito mais lentamente. Em outras palavras, a descida é muito mais lenta do
que a subida” [80]. Essa assimetria foi relatada, entre muitas outras noticias, na curva
de infecciosos do estado do Parana, onde se afirmou, com relagao a primeira onda, que
a velocidade de descida era a metade da velocidade de subida [81]. Além disso, dados
laboratoriais sugerem que as pessoas infectadas sao mais infecciosas imediatamente antes

de desenvolverem os sintomas e no inicio da doenca.

Os dois fatores apresentados, isto é, a assimetria dos dados, com efeito de cauda
direita pesada e a diminuicao da infectividade ao longo do tempo desde a infeccao sao
capturados pelo modelo de ordem arbitraria apresentado no Capitulo 4. Particularmente,
como vimos na apresentagao e também nos exemplos numéricos do Capitulo 5, a ordem «
tem maior influéncia na cauda pesada, enquanto a ordem [ permite modelar a queda da

infectividade ao longo dos dias.

Procurando ajustar as curvas reais ao modelo, acoplamos o algoritmo de otimizacao
Feasible Directions Interior Point Algorithm (FDIPA) ao modelo discreto 5.21-5.23 que

construimos:
S+ 1) = 56) + AT N — SIS BL +16)] - AT (S, (64)
NS ()AT? AT
1G+1) = 16)+ ey 17 B+ 10) = Zopge e AL+ TG = AT ()G, (65
R(7+1) = R(y AT" Al 4+ 1(7 AT~(7)R(j 6.6
(J+1)= (J)er[ i+ 1)) = ATy(j)R(j). (6.6)

Na préxima Segao, damos uma visao geral desse algoritmo.
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6.1 O ALGORITMO DE OTIMIZACAO

Com os dados disponiveis da pandemia de COVID-19, utilizamos o MATLAB para
resolver um problema de Minimos Quadrados através do algoritmo de otimizagao FDIPA

[82]. A ideia é minimizar a fungao
f(X) =I|AI = I|]* + [|AR — RIJ", (6.7)

onde X é o vetor dos parametros a serem otimizados, por exemplo, X = (w, 1), Al é o
vetor formado pelos dados dos infecciosos monitorados e, AR, pelos dados dos removidos
(recuperados + 6bitos). Os pardmetros a serem otimizados podem ser nao apenas w e
7, mas também «, f etc. Além disso, se os recuperados forem negligenciados, pode-se

considerar apenas a norma ||AI — I||* para minimizagao.

O algoritmo FDIPA -Feasible Directions Interior Point Algorithm -, é um algoritmo

de ponto interior para resolver problemas nao lineares de otimizacao restrita da forma

minimize f(x),
sujeito a g(z) <0,

sendo o conjunto viavel dado por Q = {z € R" : g(z) < 0}.

Em cada ponto, o FDIPA calcula uma direcao de busca viavel de descida do
problema. Entao, um novo ponto viavel é calculado através de uma busca linear. As
dire¢oes de busca constituem um campo de dire¢des uniformemente viavel e de descida, de

acordo com as seguintes definigoes:

Definicao 6.1. O vetor d € R" em x € R™ é uma direcao de descida para uma fung¢do
suave ¢(z) : R" = R se d'Ve(z) < 0.

Definicao 6.2. O vetor d € R" é uma diregao vidvel para o problema, em x € €2, se para
algum 0(z) > 0 temos x + td € S para todo t € [0,0(x)]. Um campo vetorial d(z) definido
em §) € considerado um campo de direcoes uniformemente vidvel para o problema (6.8) se
existe um comprimento de passo T > 0 tal que x + td(x) € Q para todo t € [0, 7] e para

todo x € Q. Ou seja, T < 0(x) para x € Q.

O algoritmo inclui uma busca baseada em procedimento de Armijo e converge para
pontos 6timos segundo as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker [82]. A dire¢ao de busca é
ilustrada na Figura 6.1. A linha laranja indica uma curva de nivel de f e o vetor vermelho
indica o sentido do crescimento de f. Assim, a direcao de descida deve estar com sentido
oposto. Além disso, a regiao viavel esta em azul. A direcao de descida dy pode apontar
para um ponto fora da regiao vidvel. Assim, utilizamos uma direcao de restauracao dy,

para que a direcao d seja viavel e de descida.
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Figura 6.1 — Descrigao do FDIPA.

Os passos do algoritmo sao descritos como segue, onde Q, = {x € Q: f(z) < a} é

compacto e tal que g(x) < 0 para todo x € int(£2,).
Algoritmo FDIPA
Parametros £ € (0,1),n € (0,1),¢o >0ewv € (0,1).

Dados iniciais z € int(€,), A € R} (multiplicador de Lagrange) e B € R™*"

simétrica e definida positiva.
Passo 1 Computar a dire¢ao de busca d.

(i) Resolva o seguinte sistema linear para obter dy, d; € R™ e A\g, \; € R™.

B V)| [do d1] [—Vf(:z:) 0]
= ) (6.9)
GVg' () G Ao A 0 —A
Se dy = 0, pare.

(i) Se 'V f () > 0, calcule p = min (p||do|[?, (§ — 1)d} V £ () /dT V f(x)) .
Caso contrério, calcule p = ¢||dol|*.
(iii) Calcule a direcio de busca d = dy + pd;. Faca A = \g + pA;.

Passo 2 Busca linear.

Encontre ¢, o primeiro elemento de {1,v,v% v3,---} tal que
flx+td) < f(x) +tnd" V() (6.10)
e
gi(z +td) < 0,\; > 0; gi(z +td) < g;(z), N < 0. (6.11)

Passo 3 Atualizacao.
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(i) Atualize o ponto = = x + td.
(ii) Defina um novo valor para B e .
(iii) Se dy < €, entao pare. Do contrario, volte para o Passo 1.

Nesse trabalho, consideramos para o passo inicial B = I. Entao, a cada passo
calculamos B por uma estimativa quasi-Newton, por meio da regra Broyden — Fletcher -
Goldfarb — Shanno (BFGS), conforme [83].

6.2 PRIMEIRAS APLICACOES A COVID-19

No artigo [72], publicado durante o trabalho de mestrado, procuramos investigar o
uso do Célculo de ordem arbitraria tanto analiticamente quanto através de simulagoes.
Apresentamos alguns modelos e realizamos investigagoes sobre eles, partindo do modelo
classico e das defini¢coes bésicas para discutir as dificuldades na construcao de um modelo
fracionario nao artificial. Além disso, analisamos a pandemia da COVID-19 usando o
modelo (6.1)-(6.3) e apresentamos resultados numéricos. O pardmetro w(t) esta relacionado
ao contagio, sendo fortemente afetado por medidas governamentais, como quarentena, além
de medidas de higiene e readaptacao em tempos de pandemia. Assim, em [72] consideramos
trés situagoes nas simulagoes: 1) Valor constante w(t) = w, como considerado na maioria
dos modelos, 2) Decaimento exponencial no valor ao longo do tempo: w(t) = w - e,
3) Decaimento exponencial com oscilagoes, representando relaxamento e endurecimento

periédico das medidas de contengio: w(t) = w - e~ cos?(brt).

6.2.1 Valor constante w(t) = w

A populagao brasileira considerada foi de N = 210147125 habitantes e o estagio
inicial dado por (S,I,R) = (N — 1,1,0). Conforme dito, aplicando o Método dos
Minimos Quadrados através do algoritmo FDIPA, buscamos minimizar a fungao f(w,7) =
||AT—1I||*+||AR— R||*. Notamos que a auséncia de dados sobre recuperados nos primeiros
dois meses da pandemia brasileira prejudica a analise. Em cada figura, as linhas sélidas
sao o resultado do modelo, enquanto as linhas pontilhadas representam os dados colhidos
de 26 de fevereiro a 25 de julho de 2020 no Bing [84].

Inicialmente fixamos o« = f = 1 e w(t) = w, considerando um modelo SIR cléssico
com parametros constantes. Os resultados sdo obtidos na Figura 6.2 (comparacao entre o
modelo e os dados reais) e na Figura 6.3 (projegao do pico de infec¢ao). Os dados foram
atualizados até 25/07/2020 e os numeros de reproducao calculados da forma tradicional
para o modelo SIR de ordem inteira. A dindmica vital considerada para todos os testes do
Brasil ou de seus estados foi v(t) = 6.08 - 107° [85]. O niimero de reprodugao exibido foi
obtido pela Equagao (5.46).
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a=1; §=1; R,=1.4875 a=1; (=1; R,=1.4875
§ 10 w=1.4879; 7=4.9597 g 2107 w=1.4879; 7=4.9597
5l 12t
) 210
©4r R=1.4357 5 max(l)=12815325
s S 4l
Gy © 27 - Ago - 2020
E E 6f
St 2 | ©0983%
1t ol
0 . . 0 . . . .
0 50 100 150 0 100 200 300 400
t em dias - 26-Fev-2020 a 25-Jul-2020 t em dias - 26-Fev-2020 a 20-Fev-2021
Figura 6.2 — Modelo X Dados. Figura 6.3 — Projecao.
A seguir, nas Figuras 6.4-6.5, minimizamos a fungao f(w,7,«,3) = ||AI — I|]* +

||AR — R||*. Enfatizamos que, & medida que o diminui, a cauda direita do compartimento
I torna-se mais pesada. Percebemos que a otimizacao nao consegue encontrar parametros

adequados de maneira a manter uma projegao aceitavel.

a=0.05; (3=0.05; %,=1.1511 a=0.05; $=0.05; #,=1.1511
, %106 w=1.7543; 7=0.04 5 %108 w=1.7543; 7=0.04
el R=1.1341 2
o ® 101
= 2
X ¥
= 7 =
£ £
3 g 5t
T 05¢ =
o e 0 . . ,
0 50 100 150 0 100 200 300 400
t em dias - 26-Fev-2020 a 25-Jul-2020 t em dias - 26-Fev-2020 a 20-Fev-2021
Figura 6.4 — Modelo X Dados. Figura 6.5 — Projegao.

Agora, acrescentamos os dados obtidos na minimizagao da fungao f(w, 7, o, ) =
|| AT —I|? nos 27 estados brasileiros. Como os dados estaduais exibem apenas o acumulado
de 6bitos e de infecciosos, nao fornecendo os recuperados, aproximamos os dados Al
apenas nos primeiros meses como acumulados menos Obitos. As Figuras 6.6-6.7 exibem os

resultados das otimizagoes para dois dos estados.

Por enquanto, nio utilizamos a defini¢dao de 5, apenas o Ry dado no artigo original
8],
wy* 8

= — 6.12
By 7B (6.12)

0
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@=0.40462; [3=0.40474; R =1.4977 «=0.062772; [3=0.062878; % ,=1.2303
w=1.5349; 7=1.9754 w=1.986; 7=7.2205
3000 8000
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2000
— 1500 — 4000
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0 - : : : ! 0 — : : : !
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
t em dias - 19-Mar-2020 a 25-Mai-2020 t em dias - 19-Mar-2020 a 25-Mai-2020
Figura 6.6 — Tocantins. Figura 6.7 — Paraiba.

A data inicial das legendas corresponde ao dia do primeiro infectado em cada
estado. Observamos que, embora a otimizacao tenha sido fina, as curvas / e R nao tém
um bom comportamento, como podemos ver nas projecoes das Figuras 6.8-6.9. Embora o

Ry seja pequeno, as curvas tém um crescimento muito acima do esperado.

@=0.40462;  5=0.40474; ¥,=1.4977 0=0.062772; (=0.062878; #,=1.2303
§ %107 w=1.5349; 7=1.9754 1 210° w=1.986; 7=7.2205
4t 10 r
) )
o T 8t
S3f s
4 ¥
’..: ,_; 6 r
Eof £
g g 4
1t .l
0 . . . 0 . . .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t em dias - 19-Mar-2020 a 15-Set-2020 t em dias - 19-Mar-2020 a 15-Set-2020
Figura 6.8 — Tocantins. Figura 6.9 — Paraiba.

Acreditamos que isso se deva ao fato de desconsiderarmos os dados dos recuperados
e, sobretudo, a termos considerado w constante. Os platos também nao sao capturados.

Contudo, acreditamos que o modelo pode gerar uma informacao preliminar muito ttil.

Agora, analisamos a aplicabilidade do modelo 6.1-6.3 & primeira onda de COVID-19
brasileira, prestando atencao sobretudo ao calculo do niimero bésico de reprodugao. Assim,
consideramos 260 dias de dados reais, de 26/02/2020 a 09/11/2020, o que acreditamos ser

uma boa aproximacao para a primeira onda da COVID-19.

Consideramos os dados do Brasil como um todo e o resultado da otimizagao é

mostrado na Figura 6.10. A titulo de curiosidade, na Figura 6.11 extrapolamos o tempo
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para 20000 dias. O ponto vermelho representa o equilibrio endémico dado na Equacao
(4.73), ou seja, S* ~ 161762631 e I* ~ 44449. Nessas simulagoes, também calculamos os

numeros de reproducao S—variaveis, nas formas

RO(¢) = /f if(;;w(t)e_”(t_t/)(t By (- <(t - t/)>a> dt. (613

T

e, quanto ao nimero basico de reproducao,

RS = /Ooo if(f/)jw(t)e”ttﬁlEaﬂ (— (:)a) dt, (6.14)

sendo S(0) = N — 1. As integrais foram truncadas e discretizadas com passo dt = 0.1 para

o resultado numérico.

Observamos que, ainda que o Ry (assim como o ) forneca um valor abaixo das
referéncias para a COVID-19, a curva possui um perfil de crescimento que nao condiz com

os dados reais.

a=0.78671; (3=0.79889; %,=1.2991; R5=1.187 a=0.78671; (=0.79889; R,=1.2991; RS=1.187
10 _><106 w=1.1669; 7=2.2721 . «108 w=1.1669; 7=2.2721
3 -
8 -
2 25t
o
S 6} !
7 2
€ 4l ®=12362 15=0.93934 15}
[
= 1t
2 -
05 f
. N e A A . 0 - ,
0 50 10 150 200 250 300 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2
t em dias - 26-Fev-2020 a 12-Nov-2020 S x108
Figura 6.10 — Primeira onda COVID-19. Figura 6.11 — Orbita relativa & primeira onda.

E possivel melhorar o ajuste a curva I modificando as ordens « e [ e os parametros
w e 7, como podemos ver na Figura 6.12. Os ajustes foram feitos manualmente através dos
conhecimentos de andlise de pardmetros obtidos no Capitulo 5. Por exemplo, diminuindo

o parametro 7 conseguimos transladar o pico para tras.
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Figura 6.12 — Otimizacao para a curva I. Figura 6.13 — Curvas I e R.

Porém, esses valores fornecem uma curva R bastante distinta dos dados oferecidos,
como visto na Figura 6.13. Além disso, o valor do Ry estd muito abaixo do esperado para
a COVID-19, sendo que R5 < 1. A préxima Secdo busca melhorar o ajuste das curvas

considerando w(t) variavel.

6.2.2 Infectividade extrinseca variavel

Como visto na Subsecao anterior, precisamos melhorar o ajuste das curvas, e
nossa proposta em [72] foi a de considerar, para tanto, w(t) varidgvel. Como ja foi dito,
apresentamos duas propostas: decaimento exponencial no valor ao longo do tempo,
w(t) = w-e ™ e decaimento exponencial com oscilagoes, representando relaxamento e
endurecimento periédico das medidas de contencio, w(t) = w - e~ cos?(brt). Na primeira
proposta, nas Figuras 6.14-6.15, adaptadas de [72], consideramos a = 1/70 para o« = 0.7 e
B =0.9.

a=0.7; $=0.9; R,=6.1217; R5=6.0864 a=0.7; (=0.9; R,=6.1217; R5=6.0849
, x10° w=7.1534; 7=22.942 4 x10° w=7.1534; 1=22.942
25T max(1)=759850
§ 151 S
[ ° 2r
g8 S =3 05-Ago-2020
¥ | #=0.70083; #5=0.69567 Z |
E E 0.36158%
[} [ L
2 z 1
— 05 -
05t
0 0 '
0 50 100 150 0 100 200 300 400
t em dias - 26-Fev-2020 a 25-Jul-2020 t em dias - 26-Fev-2020 a 20-Fev-2021

Figura 6.14 — Modelo X Dados. Figura 6.15 — Projecao.
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Ja com relacdo a segunda proposta, nas Figuras 6.16 e 6.17, também adaptadas de
[72], tomamos um decaimento exponencial oscilatério para w, com a = 1/140,b = 1/110
e ordens a = 0.8 e § = 0.9. A figura apresentada é uma pequena adaptacao da Figura
12 do artigo [72] e fornece, no periodo em anélise, trés ondas. O fenémeno de ondas

caracteristico da COVID-19 nos leva a continuar estudando modelos oscilatérios.

= . = . S_
a=0.8; (=0.9; Ry=4.5224 a=0.8; 4=0.9; RS=4.5217

p ¥ 10° w=4.9802; 7=9.2434 %108 w=4.9802; T=9.2434
S-

15l #5=0.33626

1 L
05

1 I , . . .

0 50 100 150 0 100 200 300 400
t em dias - 26-Fev-2020 a 25-Jul-2020 t em dias - 26-Fev-2020 a 20-Fev-2021
Figura 6.16 — Modelo X Dados. Figura 6.17 — Projegao.

Os resultados construidos apenas com os dados até julho de 2020 mostraram-se
interessantes do ponto de vista atual, no que diz respeito a modelagem da primeira onda e
também ao modelo com infectividade oscilatéria. Sugerimos a consulta do artigo original

para demais figuras, inclusive sobre a primeira onda da pandemia italiana.

6.3 EXTENSOES PARA A INFECTIVIDADE EXTRINSECA VARIAVEL

Os resultados obtidos na Sec¢ao anterior parecem promissores. Portanto, acreditamos
que, com dados mais precisos, o0 modelo pode ser realmente 1til na andalise de epidemias.

Particularmente, definimos de maneira mais geral

w(t) =w- (c+ e *cos?(brt)). (6.15)

Se considerarmos ¢ > 0, a infectividade extrinseca nio serd 0 ainda que cos?(brt) = 0
para algum £. Além disso, temos lim w(t) =w"=cw > 0.

Nas figuras abaixo, a otimizacao foi realizada com os dados até 25/07/2020 e, em
seguida, o modelo foi projetado até 25/08/2020, sendo a projegao comparada aos dados

do periodo durante esse més.

e (Decaimento exponencial - b = ¢ = 0) Para as Figuras 6.18-6.19, os parametros otimizados
foram w, 7 e a, além das ordens « e 3. Os pontos iniciais e restri¢oes sao dados na tabela

a seguir, onde rand(1) é um numero randoémico escolhido pelo MATLAB entre 0 e 1.
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Parametro Ponto inicial Restrigao
w 1+20-rand(1) 0<w <50
a 0.01 - rand(1) 0<a<0.05
T 5430 -rand(1) | 0 <7 <200
o 04+04-rand(l) | 0<a<1
16 0.540.5 -rand(1) | a<p <1

Verificamos que as curvas se aproximam de maneira excelente no intervalo consi-
derado para a otimizagao, sendo que, ao longo do tempo, se tornam menores do que os
dados reais. Provavelmente, isso se deve a reinfecc¢oes, que nao foram consideradas, e ao
inicio das mutacoes. Contudo, curtas previsoes sao razoaveis, pois, em um periodo de 3
dias, o erro maximo foi de 7.96%, enquanto para 7 dias aumentou para 11.81%. Para 30

dias, o erro maximo foi de 27.35%, impossibilitando uma boa previsao.
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Figura 6.18 — Modelo X Dados. Figura 6.19 — Extrapolacao

e (Decaimento exponencial com limite inferior - b = 0 e ¢ = 0.01) Nas Figuras 6.20-
6.21, novamente, verificamos que as curvas estao muito proximas da realidade na faixa
considerada para a otimizacao e, com o tempo, tornam-se menores que os dados reais. No
entanto, as previsoes curtas continuam razoaveis, pois para um periodo de 3 dias o erro
maximo foi de 9.13%, enquanto para 7 dias aumentou para 13.36%. No periodo de 30 dias,

o erro méaximo foi de 29.75%.

e (Caso geral) Agora, otimizamos também o pardmetro b, com restricao b € [0,0.03] e
ponto inicial by = 0.01 - rand(1), permitindo a oscilagdo de w nas Figuras 6.22-6.23. Para
um periodo de 3 dias o erro méaximo foi de 18.53%, enquanto para 7 dias aumentou para

25.43%, tornando-se ja muito grande para ser aceitavel.

Isso mostra que a pandemia, embora nao siga de maneira exata um padrao oscila-
torio relacionado ao cosseno, possui uma modelagem interessante no que diz respeito as
ondas da primeira cepa do virus. Porém, os platos observados nao podem ser modelados

dessa forma. Talvez a dificuldade da otimizacao com relagdo ao f surja por conta da
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Figura 6.22 — Modelo X Dados (¢ = 0.01).

t em dias - 25-Jul-2020 a 25-Ago-2020

Figura 6.23 — Extrapolacao (¢ = 0.01).

complicada curva de contagio da COVID-19, dada pela Figura 6.24, na qual verifica-se que

a infectividade do SARS-CoV-2 nao pode ser descrita de maneira exata por uma funcao

monotona decrescente, como aquela baseada na funcao de Mittag-Leffler que consideramos.

O Megative test
© Positive test

Viral Load

Low analytic sensitivity

High analytic sensitivity (PCR)

T T § T
' Postinfectious
Positive by PCR

Figura 6.24 — Curva de contagio COVID-19 [4].
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Contudo, ¢é possivel concluir que, se a otimizacao for refeita a curtos periodos de
tempo, o modelo é capaz de traduzir a realidade de maneira fina, fornecendo, portanto,

uma boa previsao para um intervalo pequeno de dias posteriores.

Voltando nossa aten¢ao a primeira onda no Brasil, que tomamos como de 260 dias,
visamos melhorar o ajuste, considerando ¢ = 0.01 e b = 0 na definicao de w que fornecemos
na Equacao (6.15). Otimizamos também o pardmetro a relacionado ao decaimento, com
condicao inicial ag = 0.01 - rand(1) e restrigao a € [0,0.05]. O resultado da otimizacao é

exibido na Figura 6.25. Na Figura 6.26, extrapolamos o tempo para 20000 dias.
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T4l %=034341; %5=0.33494
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o
~3t — 4t
£
g2
= o1
1 F
0 2] : : : : 0 ‘
0 50 100 150 200 250 300 204 205 206 207 208 209 21 211
t em dias - 26-Fev-2020 a 12-Nov-2020 S %108
Figura 6.25 — Primeira onda COVID-19. Figura 6.26 — Orbita relativa & primeira onda.

Observamos que o ajuste é 6timo, embora tenhamos perdido o equilibrio endémico,
uma vez que w* = we < (77)P7*) 4 (779)5. O valor de Ry estéd compativel com as principais

referéncias, como [86]-[87].

6.3.1 Estados brasileiros

Em seguida, consideramos os 27 estados da federacao, fixando ¢ = a = 0.01, valores
que se adequaram razoavelmente ao Brasil como um todo. Foi necessario um ajuste
artificial nos dados, pois os dados estaduais exibem apenas o acumulado de 6bitos e de
infecciosos, nao fornecendo os recuperados. Inicialmente, quase todos os notificados eram
os que iam a 6bito, mas a notificagdo foi melhorando ao longo do tempo e, de acordo com
os dados do Brasil no final dos 260 dias, AR ~ 30 - AM. Assim, ap6s estudar o caso do
Brasil como um todo, escolhemos a aproximagao AR = (t-0.1)AM, onde t é o tempo em
dias e AM é o vetor dos 6bitos acumulados. Reiteramos que a inexatidao dos dados nao
permite otimizarmos o modelo de forma realmente fina. As Figuras 6.27-6.38 exibem os
resultados das otimizagoes para 12 dos 27 estados, enquanto na tabela 6.3.1 exibimos os
parametros de todas as otimizacoes. A diferenca na data inicial das legendas se deve ao

dia do primeiro infectado em cada estado.
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Figura 6.27 — Acre.
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Figura 6.29 — Piaui.
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Figura 6.31 — Rio Grande do Norte.
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Figura 6.30 — Ceara.
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Figura 6.32 — Minas Gerais.
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Figura 6.33 — Espirito Santo.
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Figura 6.35 — Parana.
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Figura 6.37 — Mato Grosso.
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Figura 6.38 — Goias.

Observamos que os parametros mudam muito a cada estado, o que acreditamos ser



144

Estado a B w T RS
RO 0.44 | 0.67 | 10.87 | 127.13 | 4.58

AC 0.57 | 0.57 | 6.12 89.35 | 3.01

AM 0.24 | 0.49 | 3.09 12.08 | 2.99

RR 0.67 | 0.67 | 11.88 | 200.00 | 4.42

PA 0.29 | 0.50 | 3.62 17.91 | 2.96

AP 0.57 | 0.57 | 9.13 | 199.98 | 3.51

TO 0.44 | 0.72 | 15.13 | 199.82 | 5.06
Média Norte 0.48 | 0.60 | 8.55 | 92.61 | 3.79
MA 0.34 | 0.66 | 8.65 77.43 | 4.67

PI 0.39 | 0.64 | 8.52 92.44 | 4.21

CE 0.41 | 0.63 | 2.18 4.69 | 3.10

RN 0.70 | 0.76 | 4.65 27.54 | 3.51

PB 0.49 | 0.71 | 4.40 23.01 | 3.95

PE 0.49 | 0.80 | 1.57 2.91 3.88

AL 0.41 | 0.61 | 6.55 66.53 | 3.67

SE 0.13 | 0.51 | 3.31 14.35 | 3.61

BA 0.33 | 0.67 | 11.08 | 115.14 | 4.94
Meédia Nordeste 0.41 | 0.67 | 5.66 | 47.12 | 3.95
MG 0.85 | 0.85 | 8.34 58.26 | 5.06

ES 0.15 | 0.57 | 3.08 11.46 | 4.22

RJ 0.37 | 0.77 | 2.05 4.88 | 4.99

SP 0.75 | 0.93 | 4.51 1741 | 4.73
Média Sudeste 0.53 | 0.63 | 4.50 | 23.00 | 4.75
PR 0.63 | 0.78 | 7.80 51.10 | 5.26

SC 0.19 | 0.68 | 3.57 13.89 | 5.27

RS 0.25 | 0.85 | 5.74 25.58 | 7.19
Média Sul 0.36 | 0.77 | 5.70 | 30.19 | 5.91
MS 0.79 | 0.83 | 10.97 | 100.98 | 5.35

MT 0.49 | 0.79 | 5.31 28.63 | 4.81

GO 0.64 | 0.92 | 9.33 54.42 | 6.39

DF 0.39 | 0.88 | 16.78 | 111.39 | 7.37
Média Centro-Oeste | 0.58 | 0.86 | 10.60 | 73.86 | 5.98
Média Brasil 0.47 | 0.70 | 9.97 | 60.29 | 4.54

Tabela 6.1 — Parametros otimizados para cada estado do Brasil.

devido a diferenca populacional entre cada um e, sobretudo, aos possiveis erros das bases
de dados. Porém, o 5 manteve-se entre 2.96 e 7.37, sendo a média dos estados R = 4.54,
0 que é coerente com as principais referéncias. Por exemplo, [86] considera o #y do Brasil
no intervalo de 95% de confianca 2.4 — 5.5, enquanto a Organizacao Mundial da Satide
sugeriu, em junho de 2020, a estimativa 2 — 4 [87]. Assim, embora tenhamos realizado
algumas manobras, como a insercao manual dos dados dos recuperados, obtivemos um

resultado satisfatorio para os estudos iniciais que foram realizados.
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Trabalhos futuros pretendem utilizar outras defini¢bes para o w variavel, buscando
inclusive respeitar a condicao de existéncia do equilibrio endémico. Por outro lado, o
equilibrio livre também é interessante, pois representa o caminho da extingao de uma
doenca ao longo dos anos. Algo semelhante ao ocorrido com a peste negra em alguns

paises. Entretanto, a total erradicacao da doencga nao é atingida em tempo finito.

E necessaria, ainda, uma teoria mais fina que relacione a variabilidade dos para-
metros as caracteristicas de cada populagao. Outras propostas futuras sao utilizar mais
parametros no problema de otimizacao e também introduzir uma infectividade intrinseca
baseada nas fun¢des de Mittag-Leffler. Nas proximas Secoes, apresentamos duas extensoes

para o modelo proposto que também permitem o surgimento de diversas ondas.

6.4 MODELO COM QUARENTENA

Como citado na Subsecao 2.3.2, o modelo SIR possui diversas variagoes, como o
acréscimo de novos compartimentos. Partindo de nossa proposta, que nao é olhar para o
modelo tradicional e apenas substituir as derivadas, agora procuramos estabelecer dire¢oes
de expansao para o modelo apresentado no Capitulo 4, propondo algumas variagoes que, por
exemplo, possam reproduzir novas ondas. Segundo nossa filosofia, essas variagdoes devem
ser inseridas de maneira que a construcao do modelo nao se perca. Uma das possibilidades,
a proposta de w com decaimento exponencial e oscilatorio, ja foi apresentada. Nesta
e na proxima Sec¢ao, exibimos alguns outros resultados numéricos de modelos que nao
foram detalhadamente estudados durante a disserta¢gdo. Expandimos o modelo estudado
(6.1)-(6.3), amplamente discutido analitica e numericamente, com duas diferentes hip6teses:
a possibilidade de individuos em quarentena com susceptibilidade menor do que os demais
e, semelhante a essa, a possibilidade da dependéncia comportamental na resposta humana
a epidemia.

Aqui, acrescentamos o compartimento (), o qual recebe individuos de S propor-
cionalmente a uma fungdo ¢;(f) que representa periodos de contencdo e relaxamento.
Como alguns individuos deixam a quarentena eventualmente, sobretudo nos periodos de
relaxamento das medidas, S recebe individuos de @) proporcionalmente a uma fungao go(t).
Na Figura 6.39, temos o diagrama de fluxo do modelo proposto. As setas cinzas indicam a

dinamica vital.

No compartimento @, a infectividade extrinseca é dada por w,(t) < w(t) para todo

tempo t. O modelo é governado pelas seguintes equagoes:
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Figura 6.39 — Fluxo SQIR.
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Consideramos as seguintes fungoes de fluxo:
q1(t) = m(qmt(Ep, 11,2(—(grt) P T))?, q2(t) = 0.5m(Epg, 411 (—(grt) )2 (6.20)

onde m é propor¢ao maxima da populagao que sera colocada em quarentena e ¢ é um
pardmetro que regula as oscilagdes. Se ; = 1, entdo ¢(t) = msen?(qrt) e qo(t) =
0.5m cos®(qmt): se o fluxo de S para @ estd alto, entdo as medidas sao rigidas e o fluxo de
() para S é baixo. Reciprocamente, se o fluxo de S para () esta baixo, as medidas estao
relaxadas e o fluxo de @) para S ¢ alto. Consideramos o fluxo de () para S menor, porque
algumas pessoas (acamadas ou em grupo de alto risco, por exemplo) tendem a permanecer
em (.

As Figuras 6.40-6.43 exibem alguns exemplos numéricos para (1 = 1, construidos
considerando uma populagao N = 1000000 e dindmica vital v(¢) = 0.01. Inicialmente,
consideramos w(t) = w. Nas Figuras 6.44-6.45, aumentamos o parametro ¢, relacionado
a frequéncia das oscilagdes, o que permitiu uma maior quantidade de ondas no mesmo

intervalo de tempo.
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Figura 6.40 — SQIR frac.-Exemplo 1.
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Figura 6.42 — SQIR frac.-Exemplo 3.
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Figura 6.44 — SQIR frac.-Exemplo 5.
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Figura 6.41 — SQIR frac.-Exemplo 2.
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Figura 6.43 — SQIR frac.-Exemplo 4.
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Figura 6.45 — SQIR frac.-Exemplo 6.

Percebemos, como se poderia supor, que diminuir a ordem « torna a cauda direita

das ondas mais pesada. As ordens arbitrarias influenciam sobretudo no formato da segunda
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onda, mas diminuir § também pode fazer com que a primeira seja maior e ocorra mais
cedo. Agora, na Figura 6.46, aumentamos a propor¢ao maxima da populagao a fluir para
a quarentena de 10% para 80%. Talvez devido ao fluxo reverso, as ondas se modificam

apenas levemente, com uma pequena diminuicao da primeira e aumento da segunda.

Ja na Figura 6.47, consideramos w(t) variavel na forma w(t) = w-(c+e~ cos?(brt)),

com a = b = 0.0005, porém mantendo ¢ = 0.
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Figura 6.46 — SQIR frac.-Exemplo 7. Figura 6.47 — SQIR frac.-Exemplo 8.

A variagdo de w torna as ondas mais modestas, como era de se supor. Ressaltamos
que em todas as Figuras calculamos o R5 conforme Equagio (5.48) e consideramos
wg = 0.25w, ou seja, a infectividade extrinseca para o comportamento de quarentena foi
considerada quatro vezes menor. Finalmente, nas Figuras 6.48-6.49, modificamos o [,
parametro das fungoes de Mittag-Leffler que definem os fluxos, dados na Equagao (6.20).
Os zoom’s exibidos nas Figuras 6.50-6.51 mostram o comportamento interessante do inicio

das ondas. Os platos, percebidos no mundo real, aparecem aqui.
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Figura 6.48 — SQIR frac.-Exemplo 9. Figura 6.49 — SQIR frac.-Exemplo 10.
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Figura 6.50 — Exemplo 9 (ZOOM). Figura 6.51 — Exemplo 10 (ZOOM).

Observamos que as oscilagoes diminuem conforme (3, decresce, até que, para (5, = 0,
tenhamos ¢ (t) = m(exp(—qnt) — 1)? estritamente crescente e go(t) = 0.5m exp?(—qmt)
estritamente decrescente. As Figuras 6.52-6.55 exibem o comportamento das fungoes ¢; e

¢2 para diferentes valores de ;.

m=0.1; q=0.01; 3, =1 m=0.1; g=0.01; (,=0.8
0.12 1 a, () 017
a,(t)
o1 0.08 |
0.08 f
0.06
0.06 f
0.04 f
0.04
0.02 0.02
0 0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
t em dias t em dias
Figura 6.52 — Fungoes de fluxo - 1 = 1. Figura 6.53 — Fungoes de fluxo - 1 = 0.8.

Na sequéncia, acoplamos o modelo ao algoritmo FDIPA com os dados de 575 dias,
a saber, de 26/02/2020 a 21/09/2021. Procuramos minimizar a funcao f(w,7,«,f3) =
|AT — I||* + ||AR — R||*. Consideramos w(t) = w - (¢ + e % cos?(bnt)), com ¢ = b = 0.01
e a = 0.001. Ainda, consideramos f; = 1. O parametro ¢ de regulagem da quarentena
foi considerado ¢ = 0.003, enquanto o parametro m = 0.1 indica propor¢do maxima
da populagao a ser colocada em quarentena. Ressaltamos que recursos computacionais

impossibilitaram que otimizassemos mais parametros neste momento da pesquisa.



150

m=0.1; q=0.01; [j1=0.2 m=0.1; q=0.01; [j1=0
0.08 1 01r
a4t q,(t)
q,(t) 0.08 F q,(t)
0.06
0.06
0.04
0.04
0.02 |
0.02
0 S . : . ! 0 : : * * !
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
t em dias t em dias
Figura 6.54 — Fungoes de fluxo - 51 = 0.2. Figura 6.55 — Fungoes de fluxo - 51 = 0.
«=0.3652; (3=0.5228; %§=2.0827; w=1.2147 «=0.3652; (3=0.5228; %OS=2.0827; w=1.2147
05 X 107 7=0.2329; a=0.001; b=c=0.01 5 X 106 7=0.2329; a=0.001; b=c=0.01
2 -
R 15
o
15+ -
¥
= - 17 -
E 1t
) . -
=
- 05 § ‘.': ".".. .:
0.5 r .
0 4_“: ........ e ‘-.-...- SR 0 ‘”‘v' ) ) ) X X X
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
t em dias - 25-Jul-2020 a 21-set-2021 t em dias - 25-Jul-2020 a 21-set-2021
Figura 6.56 — Modelo X Dados. Figura 6.57 — Modelo X Dados (I).

Os resultados foram muito satisfatorios no que diz respeito a reprodugao das ondas.
Trabalhos futuros pretendem estabelecer uma andlise numérica e analitica do modelo

(6.16)-(6.19) e acoplar mais parametros a otimizagao.

6.5 MODELO COM DEPENDENCIA DE COMPORTAMENTO

Outra maneira de obtermos as ondas de uma epidemia ¢ definirmos uma infecti-
vidade extrinseca variavel em termos comportamentais. Essa abordagem considera uma
linha de pesquisa em expansao no estudo de modelos: o comportamento humano através da
dindmica de imitacdo. Compreender como a influéncia social molda os processos biolégicos
é um desafio central, essencial para alcancar o progresso em uma variedade de campos
que vao desde a organizacao e evolucao da acgao coletiva coordenada entre células, ou
animais, até a dindmica da troca de informagoes nas sociedades humanas. Um exemplo é

o do grupo de pesquisa Collective Behaviour (Couzin Lab) [88], cujos estudos permitem
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explorar as causas e consequéncias dos comportamentos sociais e identificar principios em

comuim.

O italiano Poletti [89] introduziu em 2010 a ideia de usar a dindmica de imitagao para
modelar a resposta humana a uma epidemia. No 33° Coléquio Brasileiro de Matematica, o
tema ocupou o Capitulo 5 do livro-texto Equagoes Diferenciais e Modelos Epidemiologicos
[90]. Na ocasiao, a proposta é baseada em um modelo SIR simples, de ordem inteira, sem
dindmica vital. Aqui, oferecemos uma proposta para a adaptacao do comportamento ao
modelo 6.1-6.3. Trabalhos futuros devem oferecer um estudo tedrico mais aprofundado

desta proposta.

A proposta consiste em considerar dois tipos de individuos suscetiveis: os cuidadosos
e os “normais”, sendo que a transicao entre um tipo de comportamento e outro é baseada
na dindmica de imitagdo. Cada comportamento produz uma recompensa (payoff) esperada
pelo individuo que a adota, e a dinAmica de imitacao ocorre quando suscetiveis dos dois
tipos conversam entre si e, ocasionalmente, mudam de comportamento. O comportamento
normal tem um retorno negativo devido a chance de contrair a doenca. No modelo SIR,
essa probabilidade é proporcional a /. No modelo de ordem arbitraria proposto no Capitulo
4, a infectividade de cada pessoa do compartimento I é dependente do tempo desde a
infeccio, entdo consideramos que esse retorno é proporcional a 0(t)D*=A(I(t)/0(t))/NT°,
sendo dado por p, = —m,0(t)D'"?(I(t)/0(t))/N7?, com m, = m,/T uma constante

positiva.

Individuos que adotam um comportamento cuidadoso ainda podem pegar a doenga,
entdo tém um retorno —m0(t)D'P(I1(t)/0(t))/N7°, onde m. = m./T é uma constante
positiva menor que m,,. Também ha um retorno negativo de —k por adotar um com-
portamento cuidadoso, devido a possiveis implicagdes pessoais, comerciais etc. Assim,

pe = —k —m0(t,0)DP(1()/0(t,0))/NTP.

A diferenca entre as duas recompensas é dada por

Pn—DPe=k— mej(\f;g)Dl—ﬂ (9@@()))) , (6.21)

sendo m = m,, — mMm.. Vemos que o comportamento normal tem recompensa maior quando
0(t,0)D=P(I(t)/0(t,0)) < kN7? /m e menor quando 0(t,0)D=P(I(t)/0(t,0)) > kNT5 /m.

Digamos que x indica a porcentagem da populacao com comportamento normal e,
1 — x, a porcentagem da populagdo com comportamento cuidadoso. Através de conversas
presenciais ou virtuais, as pessoas podem mudar de comportamento se descobrirem que
o comportamento de seu contato é mais vantajoso. Assim, considera-se que a mudanca
de comportamento é proporcional a diferenca entre as recompensas, ou seja, existe uma

constante positiva £ tal que

de  (1—2x)y(t)N (we(t) — wn(1))0(t,0) 1_5 ( I(t) _0(t,0) 15 [ I(t)
57W+l‘(1*$) NTﬂ D B ( >+€$(1$) (kaD B ( )>> .
(6.22)
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Nessa equacao, o ultimo termo é devido a dindmica de imitacao. Ja os dois

primeiros termos sao devidos a diminuicao natural de suscetiveis com comportamento

normal, por conta da maior infectividade extrinseca a qual estdo expostos. Esse termo

pode ser encontrado se desconsiderarmos a dindmica de imitacao e escrevermos o modelo

com quatro compartimentos, isto é, desmembrando os suscetiveis nos compartimentos .S,

(suscetiveis com comportamento normal) e S, (suscetiveis com comportamento cuidadoso):

dS;t(t) =~(t)N — wn(t)iz(:ge(t, 0) pi-s ( (%) (1) (1), (6.23)
d%t(t) — (N - wc(t)icv(:)ﬁe(t, 0) pi-s (96%)) o (8)5.(8), (6.24)

dr

dt

N8

dt T

dR(t) _ (t.0) 1 (9@(%)) — (t)R(t). (6.26)

A infectividade extrinseca w,. é tal que w. < w,. Se © = 5,,/(S, + S.), entao

dSp/dt-Se.— Sy, -dSc/dt
Gut 502 (6.27)
1 Wi (1) — we(t))S,(1)S.(t)8(t, 0 I
R e R e e
_ 1= 2ehON _;sz'gtw (1 — o)) ]“\;:Ef))e(t’ 0 pr-s < Qgt()))> . (6.29)
Assim, o modelo é governado pelas seguintes equagoes:
B _ 5y - a2 2)SOIE0) s (0@(%» —(0S(0), (6:30)

dx

dt

_ (1 - QT),Y(IL)N +{L(1 o CL') (wff(t) - wn(t))ﬁ(t,O) Dl*ﬂ ( I(f) ) +§{L(l o ZL') <k - 9( )Dl B8 (91(0 )) .
3

0I0) _ el sl )SUO0) 1oy (10 000y (1O i (o

NT78

ﬂ(t) _ 9(t70) Dl <91(t()))) _ ’y(t)R(t), (6.32)

S(t) 0(t,0) "N

As Figuras 6.58-6.61 exibem alguns exemplos numéricos, construidos considerando uma

populagao N = 1000000 e dinamica vital nula. Inicialmente, tomamos w(t) = w. Consideramos,

ainda, que, inicialmente, 80% da populagio possui comportamento normal.

Agora, consideramos y(t) = 0.01. A dindmica vital faz com que as oscilagoes da proporgao

de individuos com comportamental normal ndo sejam tdo extremas, como podemos ver nas
Figuras 6.62-6.65.



a=1; 5=1; £=100
05 wn=5; wc=0.6; 7=6; k=0.5; m=20

x 1

S(azul), I(verm.), R(preto)

0 20 40 60 80 100
t em dias

Figura 6.58 — Modelo Comport. (Ex. 1)

a=0.8; (3=0.9; £=100

<105 wn=5; wc=0.6; 7=6; k=0.5; m=20

S(azul), I(verm.), R(preto)
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t em dias

Figura 6.60 — Modelo Comport. (Ex. 2)
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t em dias

Figura 6.62 — Modelo Comport. (Ex. 3)
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a=1; 5=1; £=100
wn=5; wc=0.6; 7=6; k=0.5; m=20
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t em dias

Figura 6.59 — Variacao da proporcao = (1).
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Figura 6.61 — Variagao da proporcao z (2).
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Figura 6.63 — Variacao da proporcao = (3).

Finalmente, apresentamos nas Figuras 6.66-6.67 um exemplo de como o modelo pode ser
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«=0.8; (=0.9; £=100
05 wn=5; wc=0.6; 7=6; k=0.5; m=20
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Figura 6.64 — Modelo Comport. (Ex. 4)
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Figura 6.66 — Modelo Comport (BR).
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Figura 6.65 — Variacao da propor¢ao = (4).

a=0.92; (=0.92; ¢=100;a=0.01; w =4
wc=0.1; 7=11.65; k=0.46; m=1570

| I
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0.2
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t em dias

Figura 6.67 — Variacdo da proporgao = (BR).

utilizado junto aos dados do Brasil, com N = 210147125 e v(t) = = 6.08 - 107°.

Trabalhos futuros pretendem utilizar a otimizacao via FDIPA e, para tanto, resultados

tedricos deverao embasar melhor as escolhas de k, £ e m. Por enquanto, as escolhas de k e m,

por exemplo, foram inteiramente empiricas. Pretendemos um estudo mais aprofundado de [89]

para adaptacao a esse modelo. Chamamos a atengao para a possibilidade de platds oscilatorios,

inexistente nos outros modelos que apresentamos.

Lembramos que as extensoes ao modelo do Capitulo 4 sdo propostas de maneira a manter

a filosofia construtiva apresentada. Acreditamos ter grande potencial um estudo futuro analitico

e numérico dessas extensoes.
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7 CONCLUSAO

O Calculo Fracionario possui mais de 320 anos, mas apenas nas tltimas décadas tem
mostrado crescimento substancial como area de pesquisa. E uma 4rea fértil, porque permite
tratar o “efeito memoria” de muitos fendmenos, considerando a dependéncia de estégios anteriores
em materiais ou processos e, nesse contexto, otimizando a modelagem de fenémenos e sistemas.
Porém, o Célculo Fracionario possui alguns comportamentos incomuns e, nesse sentido, muitas

teorias do Célculo classico necessitam ser adaptadas para que continuem a ser utilizadas.

Neste trabalho, apresentamos defini¢oes basicas e um pequeno contexto histérico do
Célculo Fracionario, chamando a atencao para propriedades que nao sao herdadas do Célculo de
ordem inteira. Ressaltamos os fatos de que o sinal da derivada deixa de valer como indicativo do
comportamento monétono da fungdo e que a solu¢ao de um PVI de ordem arbitraria pode nao
manter a positividade do PVI equivalente com ordem inteira, sendo este ultimo contraexemplo
original. Também ilustramos a dificuldade da definicdo de condigoes iniciais para PVI’s, pois,
como as derivadas de ordem arbitraria que utilizamos neste trabalho sdo nao locais, todo o
passado deve ser levado em consideracao, entre outros aspectos que merecem atencao. Esperamos
ter oferecido uma réapida base no Célculo de ordem arbitraria e, sobretudo, objetivamos atrair a
atencao para alguns cuidados que nao devem ser esquecidos em seu uso. Esse objetivo nos levou

a realizar uma apresentacao na I Reunidao Mineira de Matematica [91].

Com relacdo a modelagem fracionaria, o presente trabalho nao pretende invalidar os
diversos modelos desenvolvidos nos tltimos anos. Inclusive, sugerimos a leitura de [43] para
um estudo do efeito memoria tratado pelo Célculo Fracionario através de uma abordagem
estatistica. Na verdade, é esperado que os novos modelos nao herdem todas as caracteristicas
originais. Mas, é importante saber o que mudou, porque é interessante nao apenas estimar a
curva real, mas também entender a perspectiva fisica/biolégica do que estd acontecendo com
as taxas e parametros. Nossa discussao versa, assim, sobre o que se perde, o que se ganha e o
que se transforma ao utilizar o modelo SIR fracionério, tema que gerou uma publicagdo em [92].
Discutimos resultados e comportamentos desse tipo de modelagem ad hoc, mas, até o momento,
nao conseguimos encontrar uma estrutura fisica que nos permita mudar a ordem das derivadas
originais, mesmo que as unidades sejam ajustadas e as novas ordens sejam as mesmas em todos

os compartimentos.

Portanto, buscamos a possibilidade de modelar um sistema fisicamente, com formalismo
semelhante ao dos “pais” Kermack e McKendrick, cuja construgao original revisitamos, de maneira
que o surgimento de derivadas fracionarias decorra de leis potenciais nas fun¢oes de infectividade
e remoc¢ao. Nesse sentido, apresentamos uma derivacao fisica de um modelo fracionério, seguindo
os passos de Angstmann, Henry e McGann [8] e a linguagem probabilistica dos Passeios Aleatérios
em Tempo Continuo (PATC).

Nés discutimos o modelo de [8], com a inten¢ao de compreendé-lo melhor e, também,
divulga-lo, pois, é pouco utilizado. Procuramos, ainda, expandir alguns dos resultados anteriores.
Demonstramos a nao negatividade e, no caso limite sem dindmica vital, o resultado da monoto-

nicidade, o que esta de acordo com as expectativas. Também foram discutidos os ntimeros de
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reproducdo e apresentamos uma nova proposta para sua aproximacao. Essas extensoes aparecem
em nossa publicacao [93], sendo mais desenvolvidas nesta dissertacao. Outro exemplo de resultado
original é o de que a trajetéria da solucao para o = 5, no caso sem dinamica vital, é a mesma

para qualquer « € (0,1].

Os resultados numéricos corroboram os resultados tedricos. Para tanto, formulamos
uma discretizacado baseada no esquema L1 e construimos um cédigo MATLAB para sua im-
plementacao. Assim, realizamos andlises de parametros, além de validarmos nossas propostas
de nimero de reproducao, verificarmos condigoes de inicializacao, entre outros. Para citar um
exemplo, verificamos o efeito das ordens arbitrarias «, relacionada a fungdo de permanéncia no
compartimento infeccioso, e [, relacionada a infectividade intrinseca. Quanto menor «, mais
pesada é a cauda da funcdo de permanéncia no compartimento infeccioso, enquanto, quanto
maior «, menor é a funcdo de infecciosidade intrinseca ao longo do tempo. Portanto, diminuir «
aumenta a assimetria na distribuicao de infecciosos e aumenta o pico. Por outro lado, quanto
maior o 3, mais tempo leva para ocorrer o pico de infeccdo e é maior, embora o perfil da onda de
infectados ndo mude muito, ja que 8 nao influencia a funcdo de permanéncia ¢. Esse tipo de

discussao valida e facilita o uso significativo do modelo.

Também discutimos um comportamento incomum do modelo do Capitulo 4, onde a curva
I decresce antes de comecar a subir. Os resultados numéricos e a andlise de comportamentos
incomuns do modelo do Capitulo 4 deram oportunidade as apresentacoes [94]-[95]. Ainda, foram
realizados ajustes do modelo a dados da COVID-19 via Minimos Quadrados usando o algoritmo
FDIPA - Feasible Directions Interior Point Algorithm [82]. Alguns resultados iniciais foram

publicados nos posteres [96] (caso inteiro) e [97] (ordens arbitrarias, estados brasileiros).

Expandindo os resultados, investigamos as diferentes ondas de pandemia, propondo
uma infectividade extrinseca varidvel. Essa proposta possibilitou um ajuste fino nos dados da
COVID-19, o que nos encaminha para novas oportunidades, como a proposta futura de uma
infectividade extrinseca construida por fungoes de Mittag-Leffler. A infectividade extrinseca
varidvel foi também ilustrada no artigo [72], onde publicamos uma revisao do modelo de Kermack
e McKendrick, partindo para o modelo estudado no Capitulo 4 e apresentando aplicagoes a
COVID-19, com os dados até 25 de julho de 2020.

Ainda, apresentamos de forma seminal duas outras propostas de extensoes para o modelo
apresentado: a insercao de um compartimento de quarentena e a aplicagdo da dindmica de
imitagdo (comportamento humano). FEssas extensdes sdo formuladas de maneira a manter
a filosofia construtiva apresentada. Ressaltamos que um estudo analitico e numérico mais

aprofundado dessas extensoes ainda estd em aberto, possuindo grande potencial.

O presente trabalho possui diversas vertentes de continuagao. Quanto ao estudo do
Calculo Fracionario, trabalhos futuros pretendem relacionar propriedades e espacos de fungoes
nas quais elas valem. Um maior conhecimento da teoria das derivadas de ordem arbitraria pode
ser util para uma analise completa do modelo ad hoc, por exemplo. Em particular, a estabilidade
do caso sem dindmica vital ainda estd em aberto. J4 no que diz respeito ao modelo construido
com distribui¢bes de Mittag-Leffler, nosso foco principal, pretendemos fechar alguns resultados

nao completamente explorados, como a estabilidade dos pontos de equilibrio no caso geral e a
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utilizacdo de uma infectividade extrinseca advinda de func¢oes de Mittag-Leffler. Além disso,
acreditamos serem de grande importancia estudos posteriores nos modelos propostos (quarentena
e comportamental), pois carecem de embasamento tedrico, como a andlise da estabilidade.
Resultados numéricos poderao ser melhorados com o desenvolvimento de outras discretizagoes e

a utilizacdo de uma base de dados mais sélida.

Encerramos parafraseando uma analogia escrita pelo professor Rubens de Figueiredo
Camargo na conclusao de sua tese [24]: da mesma forma que a mecénica de Newton parecia
estar completa até o surgimento das teorias de Einstein, também o Calculo classico parecia estar
completo; mas, com o advento do Calculo Fracionario, estamos diante de uma evolugado cujas

consequéncias podem ser tao formidaveis quanto as advindas da fisica quantica.
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