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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo expor a entropia sequencial, um conceito intro-
duzido por A. G. Kushnirenko e T. N. T. Goodman, generalizado as entropias métrica e
topoldgica classicas, respectivamente. A entropia sequencial é um nimero que permite ex-
trair mais informagoes sobre o comportamento de um sistema dindmico, tanto em cenarios
topolégicos quanto quando munidos de medida. Abordamos paralelamente algumas das
propriedades das entropias métrica e topoldgica usuais e suas correspondentes na entropia
sequencial, mas nem todas sao validas na tltima. Nesse escopo, apresentaremos subsidios
que embasam o Principio Variacional para entropia sequencial, além de um exemplo onde
falham suas hipoteses. O ponto cardeal deste texto é um teorema de Kushnirenko, que

usa entropia sequencial para caracterizar espectro discreto de um sistema dinamico.

Palavras-chave: Entropia sequencial. Principio Variacional.



ABSTRACT

This work aims to expose sequence entropy, a concept introduced by A. G. Kushni-
renko and T. N. T. Goodman, generalizing the classical metric and topological entropies,
respectively. Sequence entropy is a number that allows extracting more information about
the behavior of a dynamical system, both in topological scenarios and when provided
with a measure. We approach in parallel some of the usual entropy properties and their
correspondent ones in sequence entropy, but not all of them are valid in the second one.
In this scope, we present subsidies that base the Variational Principle for sequence entropy
are discussed, besides an example where its hypotheses fail. The cardinal point of the
text is a theorem by Kushnirenko, which uses sequence entropy to characterize discrete

spectrum of a dynamical system.

Keywords: Sequence entropy. Variational Principle.
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1 INTRODUCAO

A entropia topoldgica foi introduzida de duas maneiras distintas: uma por Adler
et al (1), em 1965, e a outra de maneira independente por E. Dinaburg (2), em 1970, e
R. Bowen (3), em 1971. A primeira defini¢ao utiliza o nimero minimo de elementos que
pode ter alguma subcobertura de uma dada cobertura aberta, e a segunda, o niimero
crescente de orbitas distinguiveis por um medidor abstrato. As duas nogoes parecem muito

diferentes a primeira vista; porém, num espaco métrico compacto, elas sao iguais.

A entropia métrica foi introduzida em 1958, por A. Kolmogorov (4), e lapidada em
1959 por Y. Sinai (5). Esta defini¢ao se baseia no conceito de C. Shannon em Teoria da
Informagao (6), adaptada para sistemas dindmicos em espacos de probabilidade, sendo
um indicador da informagao média assintética obtida pelo comportamento das érbitas de

cada ponto no espaco. Neste contexto, V. Rokhlin (7) fez significativas contribuigoes.

Estes conceitos de entropia estao interligados pelo Principio Variacional, demons-

trado pela primeira vez por T. N. T. Goodman em 1971 (8).

A entropia métrica sequencial foi idealizada em 1967 por A. G. Kushnirenko (9)
que, no mesmo texto, apresentou um forte resultado, o qual caracteriza sistemas com

espectro discreto, a ser explicitado no capitulo 4:

Teorema 1.0.1. Se X ¢é compacto, u € invariante por f e f € invertivel, entdo o sistema
(f, 1) possui espectro discreto se, e somente se, a entropia sequencial h, s(f) € nula, para

toda sequéncia S de inteiros ndo negativos.

O mesmo T. N. T. Goodman trouxe a noc¢ao de entropia topologica sequencial em

1973 (10), juntamente com o Principio Variacional para entropia sequencial.

Outros estudiosos de destaque em entropia sequencial sdo D. Newton (11), e J.
Canovas (12, 13).

Abordaremos as ideias expostas acima ao longo do texto.
No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados conhecidos em geral.

No Capitulo 3, expoe-se as definigdes de entropia topologica e entropia métrica, e

o Principio Variacional, que mostra a relacao entre elas.

No Capitulo 4, sao dadas as defini¢des de entropia métrica e topolégica sequenciais,
que generalizam as do capitulo 3, e a relagdo entre elas, o Principio Variacional Sequencial,

que exige restricoes adicionais.

No Capitulo 5, discorremos sobre um forte teorema, que caracteriza espectro
discreto utilizando entropia sequencial, além de um exemplo onde falham as hipdteses do

Principio Variacional Sequencial.

O Capitulo 6 traz conclusoes e disposicoes finais.



2 PRELIMINARES

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados preliminares necessarios ao transcor-

rer do texto.

2.1 RESULTADOS GERAIS

Recapitulemos que um espago X e uma medida i, com dominio nos elementos
da o-dlgebra boreliana B de modo que pu(X) = 1, compoem o espaco de probabilidade
(X, B, it). Os elementos de B sao chamados de borelianos ou, em contexto mais amplo, de

mensurdveis (14).

Lema 2.1.1 (Continuidade da medida). Sejam (X, B, u) um espago de probabilidade e

{A;}ien uma sequéncia de mensurdveis de X .

1. Se Ay CAyC---CA,C..., entdou(U )—hmpAk)

2. 8¢ AL DAD - DALD ..., entdou(ﬂ&-):liinu(/lk).

i=1

Dem.:. 1. Defina a sequéncia (B;);en fazendo By = Ay e By = Ap\Ax_1, para cada

k € N. Note que os By sao disjuntos e sua uniao ¢ igual a unido dos Ag. Assim,

[0 (f_j Bi> = iM(B = 1115112 (Ar) = 1(Ax-1))) + p(Ar) = lim pu(Ay).

1=

Logo, p (U Ai) = lim p1(Ay).

2. Temos p(A;) < oo, pois u(X) =1, e

(Al\ﬂA> = pu(Ay) — (ﬂA) (2.1)

Por outro lado,

Ap\ ﬁAi = AN <61A> = AN (G A;;) L:J (A1\A,).

=1 i=1

Defina a sequéncia (B;);ey pondo B; = Aj\A;, para cada i. Entdo By C By C

.. By C .... Usando o item anterior,

[ (Al\ﬁ Ai> =4 (G(Al\A ) = 4 (U B) = lim pu(B,) = lim pa(Ay)—lim pi(A,,)

i=1

Por 2.1, segue que p (ﬂ ) = hmp (A,). N



Uma medida de probabilidade x4 num espaco topologico X ¢é dita regular se, dados
e > 0 e B mensurével, existem F' fechado e A aberto, tais que F' C B C A, e u(A/F) < e.
De maneira equivalente, tem-se u(B/F) < € ou u(A/B) < e.

Seja (X, d) um espaco métrico. A J-vizinhanca de um subconjunto B de X, B?, ¢

definida pelos pontos que estdo a uma distancia menor que § de B: B? = {x € X;d(x, B) <
J}.

Lema 2.1.2. Seja (X,d) um espago métrico. Dados F C X conjunto fechado e € > 0,
existe funcio Lipschitz (X : X — [0,1] tal que (¥ (x) = 1, para todo x € F, e (X (x) =0
para todo x ¢ F©.

Dem.: Considere a fungado h : R — [0,1] dada por: h(z) = 1, sex < 0;h(z) = 1 —
xz,se 0 <z <1;h(x)=0, sex > 1.

d(z, F)

Defina (£(z) == h . Tal funcao é Lipschitz, por ser composicao de h e a

funcao distancia a um conjunto, duas fungoes Lipschitz.

Um ponto z estd em F se, e somente se, d(z, F') = 0, o que implica ¢'(x) = 1. Se

T ndo estd em F° implica d(z, F) > ¢, resultando em (£ (x) =0. W

Proposicao 2.1.3 (Regularidade da medida). Se u: B — R é medida de probabilidade

no espago métrico X, entao p é regular.

Dem.: Seja G o conjunto dos subconjuntos mensuraveis B tais que, dado € > 0 arbitrario,
existem F' fechado e A aberto de modo que FF C B C A e u(A\F) < e.

Assim F© D B¢ D A com u(F\A®) = pu(F°nNA) = p(A\F) < e. Logo,
Beg= Bceg.

Note que G contém os fechados de X. De fato, pela continuidade de p (Lema 2.1.1),
se B ¢ fechado, B = (| B’ e, por isto, u(B°\B) — 0 se § — 0.
5

Logo, podemos tomar F' = B e A = B°, para ¢ suficientemente pequeno. Como

complementares de abertos sao fechados, G contém também os abertos de X.

Considere uma familia (B,,),en de elementos de G e seja B = U B;.
i=1
Dado ¢ > 0, para todo n € N, existem F}, fechado e A, aberto de forma que
F, C B, C A, e u(A,\F,) < &/2"". A uniao A = U A, é um aberto e, para cada

n=1

k
k € N, a uniao finita F' = U F,, é um fechado.
n=1

Novamente, pela continuidade de p, podemos escolher kj suficientemente grande

00 ko
tal que p <U Fn\F> <¢/2,onde F = U F,, é um fechado. Entao, F C BC Ae
n=1 n=1
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W(A\F) = (fj ((ANF) U ( n\F))) < gjlu(An\Fn) +p @1 Fn\F> <

n=1

15 9
<Z:12n+1+§:€.

Deste modo, B estd em G, assinalando que G é uma o-algebra que contém os

fechados de X e , por consequéncia, contém os mensuraveis de X. W

Denotamos M(X) o espaco das medidas de probabilidade borelianas em X.

Uma medida p é dita invariante por f, ou, no mesmo sentido, diz-se f preserva pu,
se u(A) = u(f~1(A)), para todo A mensurével. A medida imagem, ou iterada de p por f,
fet, é definida pondo f.u(A) = u(f~(A)), para todo A mensurdvel.

Assim, p é invariante por f se, e somente se, f.u = pu

Chamaremos de M (X, f) C M(X) o subespago das medidas invariantes por f. Na

ocasiao de X ser espago métrico compacto, M(X, f) é nao vazio e f é continua (19, 17).

Definicao 2.1.4. Diz-se que um ponto x € X é recorrente para f : X — X se existe uma

sequéncia {ng tren de sorte que f™(x) — x.

Definicao 2.1.5. Um ponto x € X é dito ndo errante por f se, para toda vizinhanca
aberta V contendo z, existe k natural de modo que f¥(V)NV # @. Denotamos o conjunto

dos pontos nao errantes por f por 2.

O conjunto €y é fechado: se x ¢ €, entdo existe vizinhanca V' de z tal que

V)NV =@, para todo n € N. Assim, todos os pontos em V' ndo pertencem a ;.

Todo ponto recorrente é nao errante, mas a reciproca nem sempre é verdadeira

(15), (16).

Definicao 2.1.6. O suporte de uma medida u, supp u, é o conjunto dos pontos cujas as
vizinhangas tém medida ndo nula: supp p = {z € X;2 € G C X, G aberto = u(G) > 0}.

Note que todo conjunto nao contido em supp g tem medida nula.
De fato, seja A um conjunto disjunto de supp pu.

Se A é aberto, entdo A possui medida nula, visto que supp p é o complementar da

uniao de todos os abertos com medida nula.

Se A é fechado, entao podemos cobrir A com U V., onde cada V, tem medida

€A
o

nula. Como A C X, A é compacto. Entao, podemos cobrir A com U V., donde segue
i=1

que p(A) = 0.
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Observe, também, que o suporte de uma medida é sempre um conjunto fechado:
se x ¢ supp p, entdo existe V' vizinhanca de x com p(V) = 0. Assim, V estd contida no

complementar de supp pu.

O conjunto supp p pode ser interpretado como o lugar onde "mora'a medida .

Teorema 2.1.7 (Recorréncia de Poincaré, versao mensuravel). Seja p € M(X, f) e
E € X um conjunto mensurdavel com medida nao nula. Entao, para p quase todo ponto

x € E, existem infinitos valores de k para os quais f™(z) estd em E.

Dem.: Seja Ey = {x € F; f"(x) ¢ E,Vn} o conjunto dos pontos que nunca voltam a F.
Afirma-se que as pré-imagens f~"(Fp),n € N sdo disjuntas duas a duas.

De fato, suponha que existem 1 < n < m tais que f~"(Ey) N f"(Ey) # &. Seja x
um ponto nesta intersecao, e y = f"(z). Entao f™"(y) = f™(z) € Ey, ou seja, y volta a

Ey, contradizendo sua definigao.

Por p ser invariante por f, u(f~"(Ey)) = pu(Fo), para todo n € N.

Assim, co > p (G fi(E0)> = i,u(f’i(Eo)) = i,u(Eo), pois p é probabilidade.

Se u(Ey) fosse pzo:slitivo, a senter:; acima nao serz;lverdadeira. Logo, p(Fy) = 0.

Agora, chamemos de E' = {x € F; f"(z) € F para finitos indices n} o conjunto
dos pontos que voltam para E finitas vezes.

Por defini¢do, todo 2 € E’ possui um iterado por f em Ejp, isto é, E' C | J R (ED).
k=0

Como p(FEy) =0, e p é invariante, u(E") < p (U fi(E0)> =Y wu(E)=0 W
=0 i=0
Dizemos que um espaco X ¢ separdvel quando possui um subconjunto ¥ C X

enumeravel denso em X.

Teorema 2.1.8 (Recorréncia de Poincaré, versao topoldgica). Sejam X um espaco sepa-

ravel e p € M(X, f). Entao, p quase todo ponto x € X ¢é recorrente para f.

Dem.: Como X é espaco métrico separavel, entao existe uma familia enumeréavel de abertos
{Vk }ren que é base para X, ou seja, todo aberto de X pode ser escrito como unido de

elementos V; desta familia.

Para cada i € N, chamemos V; = {z € V}; f*(x) ¢ V;,V¥n} o conjunto dos pontos

de V; que nunca voltam a Vj.

O Teorema 2.1.7 afirma que V; tem medida nula, para todo 7. Consequentemente,
(0. ]

a uniao V = U V; tem medida nula.
i=1

Vamos mostrar que todo ponto x fora de V' é recorrente, concluindo a demonstracao.
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Sejam x € X \‘7 e G uma vizinhanca qualquer de x.
Por definicdo, existe algum Vj, tal que z € Vi, € G. Como z ¢ V, z ¢ V},, ou
seja, existe n > 1 de forma que f"(x) estd em V,.

Como a vizinhanca G é arbitraria, conclui-se que  é um ponto recorrente. W

Teorema 2.1.9 (Desigualdade de Jensen). Seja ¢ : [ C R — R uma fung¢do concava. Se
w € medida de probabilidade em X e f € L'(u), com /fdu € I, entao: ¢ (/ fdu) >

/gpofd,u.

Dem.: Sejam a = /fd,u e T(r) = Px 4 @, a reta tangente a ¢ em = = a, com P,(Q € R.

Tem-se /TOfd,u = /(Pf#—Q)d,u =Pa+Q="T(a) = ¢(a).

Como, por concavidade, p < T, ¢(a) = /T o fdu > /gp ofdu. W

Como caso particular, sejam ¢ : R — R e ()\;);eny uma sequéncia de ntimeros reais
o0

satisfazendo )\Z <1, e a; r;eN UIna Se uéncia limitada de nimeros reais.
= 5 S
i=1

Seja o intervalo X = [0, 1] munido da medida de Lebesgue e f : X — R uma fungao

o0

da forma Z a;Xa,, onde os A; s2o conjuntos mensuraveis disjuntos tais que p(A4;) = ;.
i=1

Aplicar a desigualdade a funcao f resulta em:

¥ (Z )\iai> > Z Aip(as).
i=1 i=1
E este um resultado que serd usado ao longo do texto.

Lema 2.1.10 (Fekete). Seja {a,}n uma sequéncia nao negativa de nimeros reais com a
propriedade subaditiva, isto €, tpmin < Gp + an, ¥ m,n > 1. Entao existe, sendo realizado

por um infimo, o limite

a a
lim — = inf .
) )
. 0 0n
Dem.: Denote L = inf —.
non
Por definicao de infimo, para cada ¢ > 0, é possivel obter nyg de forma que
Ay
L>——¢ oua, <ny(L+e).
No
Seja K = max a;. Tome m > ny. Entao existem 0 < r < ng e b € N tais que
StSno

m = bng+r.

Por subaditividade, a,, = apygtr < any + apy + -+ + apy +a, < bay, + K.

b vezes
Entao,
a ba,, K  bnog(L+¢)

— < +—<
m m m m

K K
+—=—<L+ec+—
m m
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A,
o que implica lim — < L +¢.
m—0o0 M,

A,
Logo, como ¢ é arbitrario, vale lim — =L =inf —. W
m—0o0 m, mom

Dado A C N, denote por v4(n) a cardinalidade do conjunto AN{1,...,n}.

A densidade assintotica, ou simplesmente densidade, de um conjunto A C N é o
limite, se existir, lim LH(AN[,n)) = lim Lya(n).

Note que a unido finita de conjuntos de densidade zero também possui densidade

Zero.

Lema 2.1.11 (Koopman-Von Neumann). (17) Seja {a,}nen uma sequéncia limitada de

numeros reais. Sao equivalentes:

1. lim — Z]al = 0;

2. Existe um subconjunto J C N com densidade zero, tal que liTan a, =0, n¢J.
1L 2

3. lim =Y a|* =
Lt

Dem.: (1 = 2): Seja Ji = {n € N;|a,| > 1/k}. Tem-se J, C Jo C J3---.

1 11
Cada um dos Jj, possui densidade zero, pois — § la;| > — — 7. (n).
i=1

Assim, existem naturais £y < ¢; < f < --- tais que que, se n > [, entao

1 1
ngk-H (TL) < k+ 1

Ponhamos J = [ J {[J;Hl N [Ek,fkﬂ)}. Vamos mostrar que J tem densidade zero.
i=0
Pelo fato de J; C Jo C -+, se l < n < {1, entao

JO[Ln] = [JN L& U [0 [b,n]] € [T (L 6)] U [ 0 (1 0]

Portanto,

() + (1)) < 3+

SM—‘

(V. (b)) + Y2 (0)) <

S|

o) = (T 0 [1,]) <

1
Consequentemente, —y;(n) — 0 quando n — oo, o que significa que J tem
n
densidade zero.
Novamente, se £, < n < {41 mas n ¢ J, entdo n ¢ Jyyq, e, por consequéncia,
la,| < 1/(k+1). Isto, por sua vez, implica que lim|a,| = 0,n ¢ J.
n
(2 = 1) : Como {a,}, ¢é limitada, existe A € R tal que |a,| < A € R*. Dado
e > 0, existe ng de maneira que, n > ng,n ¢ J implica, simultaneamente, em |a,| < ¢ e

vs(n)/n < e. Logo, se n > ng,
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(Z |as| + z": |ai’)<ﬁfyj(n)+6<(z4+1)g.

ieJN[1,n] i¢JN[1,n]

SRS

1 n
*Z\aﬂ =
=1

n -

1 n
Assim, — ) Ja;| = 0.
iz
1 n
(1 <= 3): Pelos itens acima, - > |as| — 0 se, e somente se, lim la;| = 0,n & J,
=1
tendo J densidade zero.

Isto, por sua vez, ocorre se, e somente se lim |a;|> = 0,n ¢ J. Este tltimo equivale
n

1 n
a dizer que — Y |a;|* — 0. MW
n

=1

Convém observar que nao é necessaria a hipdtese de que a sequéncia {a,}, seja

limitada para provar a passagem (1 = 2).

2.2 A TOPOLOGIA FRACA*

A topologia fraca® é uma topologia util de M(X). Ela é definida por uma familia
de seminormas formuladas com fung¢oes continuas de X em R, cujo espaco denotamos
CY(X). Este é dual a M(X), pelo Teorema 2.2.1 (18).

Teorema 2.2.1 (Riesz-Markov-Kakutani). Sejam X um espago métrico compacto e
F: C%X) — R um funcional linear positivo continuo. Entdo, existe uma tnica medida

boreliana finita p em X tal que
F(e) = / pdp

Além disso, i é medida de probabilidade se, e somente se, F/(1) = 1.

Uma demonstragao deste teorema esté apresentada em (14).

Os dois resultados a seguir sao centrais em Teoria da Medida; sdo tteis para realizar
calculos com convergéncia de integrais conjugado com convergéncia de func¢oes. Suas

demonstragoes podem ser encontradas em (14).

Lema 2.2.2 (Lema de Fatou). Seja f, : X — R uma sequéncia de fungoes mensurdveis

nao negativas. Entao
/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.
Em adicao, se existe g : X — R com g > f,, para todo n, entao

limsup/fnd,u < /limsup fdu.
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Teorema 2.2.3 (Convergéncia Dominada). Seja f, : X — R uma sequéncia de fungoes
mensuraveis, e g integravel tal que |f,(x)| < g(z) para p quase todo ponto x € X. Se
{fn}n converge em p quase todo ponto para f : X — R, entdo f,,n € N e f sao integraveis

e vale:

lim / fndp = / fdp

Proposicao 2.2.4 ("Bolo em Camadas"). Seja f: X — R uma fungao mensurdvel, nao

negativa e limitada, e . uma medida boreliana em X. Entao:

[ fan= [~ nlte € X: f(@) > .

Dem.: Seja B, = {z € X f(z) > t}. Entao,

[ Byt = [ [ xudpat= [ [ Xpatay = [ [ dtap = [ fap  m
0 0 0 0

Definicao 2.2.5. Dada uma medida y € M(X) e um conjunto finito ® = {¢1,...,¢on} de

fungoes continuas limitadas ¢; : X — R, definimos uma e-vizinhanc¢a de p pelo conjunto:

Vg, ®,e) = {y e M(X):

/¢idv—/¢idu‘<5,‘v’i:1,...,N}

A topologia fraca™® é a topologia definida por estas bases de vizinhancas de cada
p € M(X). Dito de outra forma, os abertos da topologia fraca® sdo os conjuntos

A C M(X) tais que, para todo p € A, existe alguma vizinhanca V' (u, ®,¢) contida em A.

Lema 2.2.6. Uma sequéncia (p,), C M(X) converge para uma medida pp € M(X) em

fraca® se, e somente se,

/gbd,un — /(bdu, para toda ¢ € C°(X).

Dem.: (=): Considere ¢ € C°(X) arbitrdria e tome o conjunto ® = {¢}. Como {, }, —
i, dado € > 0, existe ng = ny(e) de sorte que u,, € V(u, ®,¢) para todo n > ng.

Isto significa que

/qbd,un — /(bd,u’ < g, para todo n > ng, o que equivale a dizer
aue [ odyn — [ odp.

(<) : Se ocorre (/ ¢d,un> — [ ¢du, para toda ¢ € C°(X), entdo, dados ¢ =
{p1,...,on} CCUX) e >0, existem ni,ny...,ny € N de modo que

‘/gzﬁid,un — /qﬁidu‘ < g, para todo n > n;.

Tomando ng = max{nq,...,ny}, obtém-se p, € V(u, ®,¢), para todo n > ng. M.
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O conjunto B ¢é dito conjunto de continuidade para a medida pu se seu bordo tem
medida nula: p(0B) = 0.

Teorema 2.2.7. (19, 20) Sejam p € M(X) e {pn}tneny C M(X). Sao equivalentes:

1. p, — p na topologia fraca™.
2. /¢dun — /@bd,u, para toda ¢ : X — R Lipschitz limitada.
3. limsup p,(F) < u(F), para todo F C X fechado.

4. lim inf pn(A) > u(A), para todo A C X aberto.

Dem.: (1 = 2) : Suponha que exista ¥ : X — R Lipschitz limitada tal que /@bd,un +
/ Ydp. Porém, 1 é continua e limitada. Logo, haveria de ocorrer / vdp, — / Ydu, o

que é uma contradigao.

(2 = 3) : Para cada fechado F e € > 0, pelo Lema 2.1.2, existe fungio ¢p = ¥
Lipschitz de forma que Xp < (£ < Xp-.

Entao, tem-se pu(F) < / Urdp < p(F°), e pn(F) < / Vpdp, < i (F°).
Pela continuidade de p (Lema 2.1.1), liir(l] w(F®) = u(F).

Por hipoétese, lirlln/z/JFd,un = /wpdu. Assim,

lim sup p, (F') = lim Sup/Xqun < ligl/szdun = /1/1qu < p(FF).

Passar ao limite com ¢ > 0 resulta em lim sup u,, (F) < u(F).
(3 < 4): As afirmagoes 3 e 4 sdo equivalentes por passagem ao complementar.

(3,4 = 1): Tome ¢ : X — R continua limitada. Sem perda de generalidade,
assuma 0 < ¢ < 1. Seja B; = {z € X; ¢(x) > t}.

1
Pela Proposicao 2.2.4,/ odp = / p(By)dt, para toda p € M(X).
0
Como ¢ é continua, B; é aberto e, pelo item 3, limninf i (By) > 1(By).

Pelo Lema de Fatou aplicado em i, (B;):

1 1 1
liminf/¢dun = liminf/ i (By)dt 2/ lim inf p,, (By)dt 2/ w(By)dt = /¢du.

Por outro lado, de forma andloga, usando o mesmo lema para —¢, tem-se
1 1
lim inf/ —odp, = —lim sup/ tn(By)dt > —/ lim sup p,, (By)dt =
n n 0 0 n

1
~ lim inf /0 —u(By)dt = / —dp.

Logo, resulta li7rln / odp, = / odp. A
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Teorema 2.2.8. (19, 20) Se uma sequéncia { i, fnen C M(X) converge para uma medida
w € M(X) na topologia fraca™, entdo p,(B) — w(B) para todo conjunto de continuidade

mensuravel B.

Dem.: Seja B um conjunto de continuidade para u, B seu fecho (fechado) e B° seu interior

(aberto). Entao u(B) = u(B°) = u(B). Dai, pelos itens 3 e 4 do Teorema 2.2.7:
u(B) = p(B°) < liminf p1,(B°) < liminf 1, (B) < limsup pi,(B) < p(B) = p(B),

donde se conclui que u(B) = lim pun(B). N

Proposicao 2.2.9. Sejam X um espagco métrico, f : X — X uma fun¢do mensurdvel,
w,v € M(X) com p= fv. Dada ¢ : X — R integravel, tem-se /gbd# = /gbo fdv. Em

particular, se v € M(X, f), entdo /gzﬁd,u = /gzﬁo fdu.
Dem.: Seja A um conjunto mensuravel. Tem-se

u(A) = / Xadp = for(A) = v(f(A)) = / Xjor(aydy = / Xy o fdv.

Isto é, o enunciado vale para funcoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis.
N
Por linearidade, vale para fungoes simples s = Z a;Xa,: / sdp = / so fdv.
i=1
Se ¢ : M — R mensuravel, entdao ¢ é limite de uma sequéncia de fungoes simples

51 <8< < < g o() zliyrlnsn(:c), para cada x € X.

Assim, aplicando o Teorema 2.2.3 duas vezes:

/gzﬁdu: /ligbnsnd,uzli%n/sndu:li%n/snofdyz /limsnofdyz /gzﬁofdu.
Logo, o resultado vale para qualquer ¢ : X — R mensuravel. W

Proposicao 2.2.10. (19, 17) Sejam X um espago métrico compacto , f : X — X e {v,}n

sequéncia em M(X). Entao, todo ponto de acumula¢io da sequéncia {ii,},, definida por
1 n—1 )
Py = — Z fivn. € uma medida invariante.
i=0

Dem.: Sejam p = liin fn, Ponto de acumulagao de {p,}n € ¢ : X — R mensurdvel. Entao

[ oo san— [ odul =tim| [ 60 pdpa, ~ [ édpn,). (2.2)

ng—1

1 .
Devido ao Teorema 2.2.9, /gbdunk = —/ Z ¢o fldvy,.
Mk izo

Logo, a diferenca 2.2 se torna uma soma telescépica:
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1 Tbk—l ) ) 1
lim |-= [ X (00 fH =60 fdv, | =lim | = [(6o0 ™ - 0)du,
k ng i—0 k N
2
O ultimo termo é limitado por M, o que implica que o limite é zero. Isto é, u
ng

¢ invariante por f. W

Os pontos de acumulagao mencionados na Proposicao 2.2.10 existem pela compaci-

dade de M(X), que decorre da compacidade de X (17), (19).
Um subconjunto B C X é dito um dtomo da medida u se pu(B) > 0e u(A) =0

para todo subconjunto A estritamente contido em B. Se o espaco X em questao for

separéavel, entdo todo atomo de p consiste num unico ponto. (21)

O operador A denota a diferenga simétrica entre conjuntos: AAB = (A\B) U
(B\A) = (AU B)\(AN B).

Dizemos que um conjunto mensuravel B C X é invariante por f se sua pré-imagem

por f nao difere de B, a menos de medida nula: u(BAf~1(B)) =0

Uma medida invariante p é dita ergddica se todo conjunto invariante por f tem

medida 0 ou medida 1.

Proposicao 2.2.11. Se pu € uma medida ergodica que possui dtomo no espago de probabi-

lidade separdvel X, entao u estd suportada na orbita de algum dtomo.

Dem.: Seja x um atomo de . Como p é invariante por f, a medida da orbita de z, O(x),

¢ maior que zero.

A 6rbita de x nao pode conter infinitos pontos, pois todos possuem medida igual e

positiva. Portanto, a érbita é periddica.

Por ergodicidade, u(O(x)) = 1, ou seja, o suporte de p é a érbita de x. W
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3 ENTROPIA

O termo entropia foi cunhado em 1865 pelo fisico alemao Rudolf Clausius, um dos
fundadores da Termodindmica (19, 22), como uma amalgama dos termos gregos érgon
(trabalho, energia) e tropé (transformagao). Clausius definiu a mudanga na entropia de um
corpo pela troca de calor dividida pela temperatura absoluta deste. Maxwell e Boltzmann
trouxeram uma teoria atomistica da troca de calor baseada em probabilidades - a mecanica
estatistica - trazendo significado intuitivo ao conceito de entropia (22). Claude Shannon
idealizou uma definicao alternativa, mas afim, de entropia, associada a informacao em

uma sequéncia de caracteres (6).

Neste capitulo, tratar-se-a acerca destes conceitos adaptados para Sistemas Dina-
micos, a saber: as entropias métrica e topoldgica, exibindo propriedades, exemplos, além

da relagdo entre as duas, concretizada no Principio Variacional.

3.1 ENTROPIA TOPOLOGICA

Aqui, trataremos sobre duas defini¢bes de entropia topoldgica: uma baseada
numeros de elementos de subcoberturas, e outra baseada na taxa de crescimento de orbitas

distintas. Dentro de certas condigoes, as duas sao equivalentes.

No decorrer desta se¢ao, subentende-se f : X — X uma aplicacdo continua, e X

um espago topoldgico compacto.

3.1.1 Entropia Topolégica segundo Adler, Konheim e McAndrew

Este nimero foi introduzido por Adler et al. em 1965 (1).

Uma familia o = (A4;);e; de conjuntos é uma cobertura de X se X = U A;. Uma

iel
cobertura é dita aberta se todos os A;, i € I, sdo abertos em X. Se oy = (A;)ics, com
J C I, é uma cobertura de X, diz-se que a; é uma subcobertura de «, denotando-se

o1 C o

A partir daqui, pressupomos X como o conjunto coberto, e todas as respectivas
coberturas sendo abertas.

Uma subcobertura é dita minimal se tem cardinalidade minima.

Uma cobertura § é dita um refinamento de uma cobertura « se, para todo B € 3,
existir A € a de modo que B C A. Denota-se a < 3. Tal relagao é uma ordem parcial

ampla no conjunto das coberturas de X.

Dadas a e 8 duas coberturas de X, define-se a juncao de o com 3, oV [, como

a cobertura cujos elementos sao intersecoes de elementos de « com elementos de f3:
aVp={ANDB;A€a,BEefj}
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E claro que a V S refina « e refina 3, e toda cobertura refina a si mesma.
A operacao V é comutativa e associativa.
Se a, aq, B, By sao coberturas e a < aq, 8 < f1, entdo a V 5 < ay V .

Dadas « e [ coberturas, a cobertura a V [ é a cobertura menos fina que refina o e

B. Isto é, se v é cobertura que refina o e 3, entao a VvV g < 7.

Se a é uma cobertura de X, o conjunto f~(«a) = {f71(A); A € a} ¢, também,
cobertura de X, pois f é continua. Chamamos este conjunto de cobertura pré imagem

por f de a. Indutivamente, definimos a cobertura pré imagem n-ésima por f de o como

S~ a).

Definicao 3.1.1. Seja a uma cobertura de X. Definimos a cobertura n-ésima f-juncao

de v, o'f, por

n—1
af=aV fHa) V.-V )= ()
i=0
Definigao 3.1.2. A entropia de uma cobertura o, H(«), é o logaritmo da cardinalidade

de uma subcobertura minimal de o, N(«). Isto é,

H(a) =log N(«a) = log élclf {#0; 8 cobre X}.

Ordinariamente, a base do logaritmo é tomada como o ntimero 2 ou o ntimero e.

Adotaremos a segunda opcao em todos os casos deste texto.

E claro que a entropia é um valor nao negativo.

Proposicao 3.1.3. Dadas « e B coberturas, entdao:

1. Se a < 3, ocorre:

a) [7He) < f7H(B);
b) N(a) < N(B), o que implica H(a) < H(f);
¢) N(aV pB)=N(B), o que implica H(aV ) = H(p).
2. fHav ) =fa) v (D)
3. N(aV p) < N(a)N(B), o que implica H(aV () < H(a) + H(B).

4. N(a) > N(f~Y(«a)), o que implica H(a) > H(f ' (a)). Se f é sobrejetiva, ocorrem

as itqualdades.

Dem.: 1. a) Para cada B € 3, encontra-se A € a tal que B C A. Logo, f~}(B) C
fHA) = f7He) < f7H(B).



21

b) Seja {Bi, Bs, ..., By(s} uma subcobertura minimal de 3. Para cada B; € 3,
existe A; € a tal que B; C A;,Vi=1,...,N(f).. Logo, {A1, As, ..., Anp)} é
uma subcobertura de «, ndo necessariamente minimal. Portanto, N(a) < N(f).
e, assim, H(a) < H(p).

¢) E claro que N(B) < N(a V ). Por outro lado, seja {By, ..., B,} uma subco-
bertura minimal de 5. Como a < (3, para todo B;, 1 = 1,...,r, existe A; € «
tal que B; C A;, o que implica B; N A; C A;. Assim, {ByNA;,...,B, NA}é

subcobertura, ndo necessariamente minimal, de « V 5. Logo, N(a V ) < N(f).

2. Temos fHaVpB)={f(ANB);Aca,BepB}={f(ANf1(B);Aca BEe
B =fHa) vV f7HB).

3. Sejam {A1, As, ..., An} € {Bi1, Ba, ..., Bn(s)} subcoberturas minimais de a e f3,
respectivamente. Entao, a cobertura {4, N B;;i=1,...,N(a)ej=1,...,N(f)} é

subcobertura de o V 8, nao necessariamente minimal, com N(a)N (/) elementos.

Logo, N(a Vv ) < N(a)N(p) e H(aV §) = log(N(a Vv 3)) < log(N(a)N(3)) =
log(N(e)) +1og(N(B)) = H(a) + H(p).

4. Seja{A1, As, ..., An(a)} uma subcobertura minimal de . Tem-se que { (A1), f(A2),

. [T (AN(a))} é subcobertura, ndo necessariamente minimal, de f~'(«). Logo,
N(a) = N(f~(a)) e H(a) = H(f(a)).
Se f é sobrejetiva e {fH(Ay), f7H(As), ..., [ (AN(a))} nd0 é minimal, entdo pode-
se obter {f~(By), f~1(Bs),..., f 1(Bm)} subcobertura com m < N(a) elementos.

Entao:
X = f(X) = f (G f‘l(Bz-)> _ (f-l (L"j B)) -Us

Logo, U B; é subcobertura de o com m < N(«) elementos, uma contradigdo. W
i=1

Proposicao 3.1.4. Se o é uma cobertura de X, entdo existe o limite
1 1

lim—H(aV fH(a) V.-V (@) = lim —H (o).
non non

Dem.: Ponha, para cadan > 1, H, = H(a}).
Entao:
g = H(a7™™ ) = H(a V-V f~™1(0) V f7™(0) V-V f777 () <
< H(aVv-V " a) + H(f (@) Ve v " a) =
= H(a})+ H(f™(a V-V [ a))) <
<H(of)+H(aVv---V f‘"“(a)) H(a}) + H(o}) = Hy, + Hy,.

Portanto, pelo Lema 2.1.10, o limite h,{n %Hn existe. W
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Definicao 3.1.5. A entropia topologica de uma aplicacao f com respeito a uma cobertura
a, h(f,a), é definida pelo limite

h(f, o) = lim TllH(a?).
Proposicao 3.1.6. Dadas « e B coberturas de X com entropia finita, entao:
1. h(f,a) < H(a).
2. Se a < 3, entao h(f,a) < h(f, D).
3. h(f,a) = h(f,ak) para todo k € N.

Dem.: 1. h(f,a)=lim ;H(a}) < lim(H(e) + H(f () + -+ H(f (@) <
< liTan% (H(a) +---+ H(a)) =lim H(a) = H(a).

n

2. Como a < f3, entdo f~"(a) < f7"(8), para todo n € N. Disto, segue o} < 3%. Logo,
A(f, @) = lim LH(a}) < lm LH(3}) = (/).

3. Observe que

(@)= (ahv v k) = (V- V )\ F ) VeV RV
N @) Vv T () = et

Portanto, A(f, a/f) = lim LH( ) = lim - H(a}) = h(f,a). W

Definicao 3.1.7. A entropia topologica sequndo Adler, Konheim e McAndrew de uma
aplicagio f, h(f), é definida como o supremo do conjunto {h(f,«);a é cobertura com
entropia finita}:

h(f) = sup h(f, ).

Definicao 3.1.8. Dizemos que duas aplicacoes f : A — Ae g : B — B sao topologicamente
conjugadas se existe 1) : A — B homeomorfismo tal que g ="' o f o). 1) é chamada de

conjugagdo topologica de f e g.

Neste contexto, omitiremos o simbolo o entre funcdes compostas: g = 1! fi).

Teorema 3.1.9. A entropia topoldogica de uma aplica¢do é um invariante topologico, isto

¢, duas aplicagoes topologicamente conjugadas tém a mesma entropia topoldgica.

Dem.: Sejam f,g: X — X duas fungoes topologicamente conjugadas, o uma cobertura
de X e 1 uma conjugacao de f e g.

Note que g~ (¢ (a)) = (¥ fY) (¥~ () = o7 fFPy~a)) = ¢ (),
para todo k € N.
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Entao:
h(g, ™ (a)) =
=lim  HY (@) Vg ' (@) V- Vg (@) =
=lim  H@ () Vo' f (@) Ve vy 7 (@) =
=lim LH@W  (a V7 (@) VeV T (a) =
=lim  H(aV---V [ (a)) = h(f, @)

Quando « varia sobre as coberturas de X, 1) ~!(a) também varia sobre as coberturas

de X, pois ) é homeomorfismo.
Entdo, h(g) = sup{h(g, 4" (@)} = sup{h(f, )} = h(f) . W
Proposicao 3.1.10. h(f*) = kh(f), para todo k € N.
Dem.: Dada « cobertura, e k € N:
o1 _ n
h(f") = h(f*, ) =lim —H(aj v f5(af) v v T8 (af) =

— klim 1kH((a VeV @) F @) Vv R @)

n.n

A\ FEMa) v R 0)) = kh(fa),

Como a < of, temos h(f*) > kh(f,a) = h(f*, o) > h(f*, a).

Tomando o supremo sobre as coberturas «, resulta em h(f*) > kh(f) > h(f*), o
que implica kh(f) = h(f*). W

O didmetro de um conjunto A é definido por diam A := sup {d(z,y)}.
r,yeA

O diametro de uma cobertura o é definido por diam « := sup{diam A}.
Aca

Definicao 3.1.11. Seja a uma cobertura. O ntimero € > 0 dito numero de Lebesgue de «
se for o maior numero tal que toda bola de didmetro menor ou igual a € estd contida em

algum elemento de a.

Proposicao 3.1.12. Seja a uma cobertura aberta de (X,d) espago métrico compacto.

Entao o admite um niumero de Lebesgue.

Dem.: Suponha que a = (A;);cr ndo admita nimero de Lebesgue.

Assim, pode-se obter, para cada n € N, uma bola aberta B, = B(x,1/n), tal que

nenhum elemento de « contenha B,,.

Para cada n, escolhamos um ponto vy, € B,.



24

Passando a alguma subsequéncia, se necesséario, temos que limy, =y € X, pois X
n

é compacto.
Tem-se, ainda, y € A;, para algum i, € /. Como « é aberta, existe ¢ > 0 tal que
B(y7 8) C Aio‘

1
Escolha ny € N tal que — < % e d(y, Yn,) <
o

DO |

1 €
Entdo, se 2 € Buy = d(y, 2) < (Y, yny) + dlYng, 2) < —+5 <e.
o

Ou seja, B,, C B(y,e) C A;, uma contradigdo. Logo, a admite nimero de

Lebesgue. W

Proposicao 3.1.13. Seja {ay}ren uma sequéncia de coberturas de X tais que diam ay

converge para zero. Entao h(f) = sup h(f, ax) = lillcn h(f, ag).
k

Dem.: Seja  uma cobertura qualquer de X com ntimero de Lebesgue € > 0.
Escolha ny de modo que diam oy < €, para todo k > ny.
Disto segue que todo elemento de a4 esta contido em algum elemento de (3, ou seja,
B < ay.
Portanto, h(f,5) < h(f, ax), o que implica h(f) < limkinf h(f, o).
Por outro lado, h(f) > s
goes, obtemos h(f) = lilrcn h(f, o). B

up h(f, ax) > limsup h(f, ax). Combinando estas afirma-
k k

Exemplo 3.1.14. (23) Seja A = {1,...,k} um conjunto, e A" o espago formado por
sequéncias unilaterais infinitas, constituidas por elementos de A: AN = {zox 2. .. ;25 €
AVi=0,1,2,...}.

Seja, também, X = (AN, d) um espaco métrico, munido com a métrica d(x,y) =
sup{2”"; 25 # Ya}-

Este espaco é compacto, pois a topologia gerada por d coincide com a topologia

produto; e nesta, ha compacidade, pelo teorema de Tychonoff (25).

Denotamos o cilindro [m, zy, ..., x,] como conjunto dos elementos de AN que tém

m — n elementos fixados, iguais a x4, ..., x,, nesta ordem, a partir da posicao m.

Considere a aplicagao shift o : AN — AN, pondo o((x,)n) = (Tpi1)n, OU seja,
o(zor1T2...) = T1T203 . . ..

Seja a = {Ay, ..., A} uma cobertura de X, A; = {x € A;zg = i},i = 1... k.
Observe que o é a cobertura por cilindros disjuntos [0; z1, ..., xx| com n elementos fixados,
e N(aZ) = k™, para todo n, pois os elementos de o sdo disjuntos entre si.

Seja a sequéncia de coberturas {a; }; = {a’ }; . Ocorre h(o,a;) = h(o,al) = h(o, a),

para todo 7 € N, pelo item 3.1.6-3. Note que diam a; — 0.
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1 1
Ainda, h(o, ;) = lim — H( ") = lim —(n+i—1)logk = log k, para todo i € N.
Logo, pelo item 3.1. 13 h(c) =lim h(o, o) = log k.

3.1.2 Entropia Topolégica segundo Bowen e Dinaburg

Esta definicao de entropia é, a principio, muito distinta da nogao apresentada
por Adler et al: esta relacionada com o crescimento do niimero de segmentos de érbitas
distintos, a medida que o niimero de iterados de tais segmentos cresce, e a resolugao de

um aparelho medidor que as distingue tende a zero (2, 3).

Nesta subsec¢ao, assumimos que X estd munido com uma métrica d.

Definicao 3.1.15. Sejam z € X, n € N e ¢ > 0. Definimos a bola dinamica de centro x,

raio € e comprimento n, B(x,n,¢), por

B(z,n,e) ={y € X;d(f"(z), ["(y)) <eV0O<m<n—1} =
={ye X;f"(y) € B(f"(z),e) VO<m<n—1} =

= (1B, )

Defini¢ao 3.1.16. Um conjunto S € X é dito (n,e)-separado se, para todos =,y € S
distintos, existe 0 < k < n — 1 inteiro, de modo que d(f*(z), f*(y)) > ¢

Intuitivamente, um conjunto (n,¢)-separado S é aquele tal que um aparelho de
observagao com resolucao e consegue distinguir quaisquer dois segmentos de f-orbitas com

comprimento n de dois pontos nele distintos (24).

Defini¢ao 3.1.17. Um conjunto R C X é dito (n, e)-gerador se, para todo z € X, existe
y € R tal que, para todo 0 < k < n — 1 inteiro, se tenha d(f*(z), f*(y)) < e. Isto equivale
a dizer que o conjunto | J B(y,n,e) cobre X.
YyER
Intuitivamente, um conjunto (n,e)-gerador R é aquele tal que um aparelho de
observacao com resolucao € nao consegue distinguir o segmento da f-o6rbita com compri-
mento n de qualquer ponto do espaco do segmento da f-érbita com comprimento n de

algum ponto do conjunto (24).

Chamamos de s,(f,e) o maximo das cardinalidades de todos os conjuntos (n,¢)-

separados, e de 7,(f,€) o minimo das cardinalidades de todos os conjuntos (n, £)-geradores.

Defina r(f,¢) == hmsup log( n(f,€)), e s(f,e) = limsupilog(sn(f, £)).
Defina, também, r(f) =1 lim mr(f,e)es(f) = l1_r)r(1) s(f,e).

Observacgao 3.1.18. Se dado conjunto S C X é (n, €)-separado maximal, entao S é (n, €)-

gerador. De fato, dado y € X\ S, SU {y} nao é (n,e)-separado, pois S tem cardinalidade
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méaxima. Portanto, existem x € S e 0 <m <n — 1 tais que d(f™(z), f"(y)) < ¢, isto é,

S é um conjunto (n, )-gerador.

Observacao 3.1.19. O espaco X pode ser coberto por um nimero finito, digamos, £ € N
k

de bolas dindmicas de raio € e comprimento n, por ser compacto: X = | J B(wk, n, ).
i=1
Assim, o conjunto {zy,...,x;} é (n,e)-gerador, e r,(f,e) < k < 0.

As grandezas s,(f,€) e r,(f, ) sAo mondtonas com relacao a variavel ¢, isto é,

se € > g1 > 0, entdo s,(f,e1) > su(f,e), e r(f,e1) > r.(f,e). Consequentemente,

S(fv 6) > 8(f7€1)7 e T(f7€> > T(f7€1)'

Lema 3.1.20. Para todosn > 1 ee > 0, tem-se r,(f,e) < s,(f,e) < r.(f,e/2).

Dem.: Seja S um conjunto (n, €)-separado maximal.

Pela observagao 3.1.18, S é (n,e)-gerador.
Logo, r,(f,e) < #S = s,(f, e).

Para a outra desigualdade, seja S um conjunto (n, e)-separado e R um conjunto
(n,e/2)-gerador. Dado = € S arbitrério, existe y € R tal que d(f™(z), f™(y)) < /2, para
todo 0 <m <n-—1.

Defina ¢ : S — R pondo ¢(x) = y, como definido no pardgrafo anterior. Tal

aplicagao é injetiva. De fato, sejam x,z € S tais que ¢(x) = ¢(2) = y. Entao:

d(f™(x), [™(2)) < d(f™ (), [ (y) +d(f"(y), ["(2) < 5 + 5 =&,

8_
5 =

DO | M

para todo 0 < m < n — 1. Pelo fato de S ser (n,e)-separado, x = z.

Disto segue que #S < #R, o que implica s,(f,e) <r,(f,¢/2). R

Pelo Lema 3.1.20 e pelas observacoes 3.1.18 e 3.1.19, segue que s,(f,¢) é finito.
Dado ¢ > 0, o Lema 3.1.20 implica r(f,e) < s(f,e) <r(f,/2).

Tomando o limite com € — 0, obtemos 7(f) = s(f).

Definicao 3.1.21. A entropia topoldgica sequndo Bowen e Dinaburg de uma aplicagio f
é definida por r(f) = s(f).

Observagao 3.1.22. A nocao de entropia segundo a Defini¢ao 3.1.21 para uma métrica d;

¢ a mesma que para outra métrica ds, desde que estas sejam topologicamente equivalentes.

De fato, dado € > 0, pode se obter § = d(¢) > 0 de sorte que Bg,(z,0) C By, (z,¢),
para todo x € X.

Isto significa que todo conjunto (n, €)-separado na métrica dy é (n,d)-separado na
métrica dy, resultando em s, (f,e,d1) < s,(f, 9, ds).
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Dai, obtemos s(f,dy) < s(f,ds).
De modo andlogo, trocando-se os papéis de d; e dg, depreende-se que s(f,ds) <

S(f, dl)

Proposicao 3.1.23. A entropia sequndo Bowen e Dinaburg é a mesma entropia sequndo

Adler, Konheim e McAndrew, isto é, r(f) = h(f) = s(f).

Dem.: Pelo Lema 3.1.20, basta mostrar que s(f) < h(f) <r(f).

Fixemos ¢ > 0 e n € N. Seja S C X um conjunto (n, ¢)-separado maximal e «
cobertura aberta, com didmetro menor que e. Se z e y estdo no mesmo elemento de af,
entao

d(f™(z), f"(y) <diama<e, VO<m<n-—1.
Em particular, cada elemento de a’f nao contém mais que um elemento de S, pois z,y € S
resulta em d(f™(z), f™(y)) > ¢ para algum 0 < m <n — 1.

Portanto, s,(f,€) < N(a}), para todo n € N. Entao

s(f,e) = limsup;log sn(f,e) < lignilog N(a’) = h(f,a) < h(f).

Fazendo € — 0, obtemos s(f) < h(f).

Por outro lado, sejam o uma cobertura de X e € > 0 o nimero de Lebesgue de a.
Seja R C X um conjunto (n,e/2)-gerador com cardinalidade minima. Para cada x € R e
0<m <n-—1,existe A%, € « tal que B(f"(z),e/2) C AZ,.

n—1
Assim, B(z,n,e/2) C () f(A?).
i=0
Pelo fato de R ser (n,e/2)-gerador, o conjunto {B(z,n,c/2);x € R} é uma co-

bertura de X. Também o é, entdo, o conjunto § = {nﬁl Az € R}, que é uma
subcobertura de oy com, no maximo, #R elementos. =

Segue disto que N(a}) < #R = r,(f,&/2), para todo n € N.

Portanto, h(f,«) = liTan TllH(a}l) < limnsuprlllogrn(f, e/2) =r(f,e/2).

Fazendo € — 0, obtemos h(f,a) <r(f) = h(f) <r(f). W
Exemplo 3.1.24. Seja f é uma isometria, isto é, d(f(z), f(y)) = d(x,y), para todo

x,y € X. Entao, a cardinalidade dos conjuntos (n, )-geradores é constante em relagao a

n, pois d(f*(x), f¥(y)) = d(x,y), para todo z,y. Logo, a entropia de f é zero:
1
s(f,e) = limsup - log(rn(f,€)) = 0, o que implica h(f) = 11_1}(1) s(f,e) =0

Exemplo 3.1.25. Seja f : S' — S' um homeomorfismo e o uma cobertura de S* formada

por finitos intervalos.
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Denote da o conjunto formado pelos extremos dos intervalos de a.

Para cada n, a cobertura oy é formada por intervalos com extremos em da’y =
da U f[7H(Oa)U---U f 1 (0a).

Note que nao ha mais elementos em o} do que em da’. Além disso, o nimero de
elementos em da’} nao excede #0da, pois, a cada iteragao pela pré imagem de f em O, ¢

acrescentado, no maximo, o niimero de elementos de dav. Portanto, #a’} < #0a’} < n#0a.

1 1 1
Dai, h(f,a) = lim —H(a}) < liminf —log(#a’}) < liminf —log(n#da) = 0
n o n n n n n

Considerando {ay }ren sequéncia de coberturas finitas com diam «y < 1/k, temos
h(f,a) =0, para todo k. Pela Proposi¢ao 3.1.13, h(f) = sup h(f, ax) = 0.
k

3.2 ENTROPIA METRICA, OU ENTROPIA DE KOLMOGOROV-SINAI

Esta definicao de entropia foi confeccionada por Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai

(19, 22), adaptada do conceito de Shannon em Teoria da Informagao (6).

Consideremos a seguinte situagdo: um canal de comunicacao que transmite simbolos
de um alfabeto A em sucessao. Cada simbolo a € A possui uma probabilidade p, de ser

utilizado, independente dos outros simbolos.
Denotamos por A" o conjunto das palavras de comprimento n.

No contexto de Shannon, a informacao fornecida pelo caracter a é dada por
I(a) = —log p,, e a informagao fornecida pela palavra aq, ..., a; é dada por I(ajas . .. ax) =

—log(ay ...ar) = —log(pa, - - - Pa, ). Esta formulagio perfaz duas propriedades intuitivas:

e (Quanto maior a probabilidade de um caracter ocorrer, menor a informacao fornecida
por ele: se for solicitado a alguém que adivinhe uma palavra que comeca com a letra

A, a probabilidade de acerto é menor do que se a palavra comecgar com a letra Z.

e A informacao fornecida por uma palavra é a soma das informagcoes individuais dos

caracteres que compoem a palavra.

No mesmo contexto, a entropia, ou informacao média, do alfabeto A é dada por

I(A) =" —p,log p,.
ac A

Por fim, a entropia, ou informacao, do canal de comunicacdo é definida pelo
informacao média fornecida pelo conjunto das palavras de comprimento igual a n, quando

n tende ao infinito:
o1
I =1im—I(A")
non

Kolmogorov e Sinai aplicaram conceitos parecidos em Sistemas Dinamicos, empre-

gando parti¢coes do espaco de estados em questao.
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Aqui, subentende-se (X, B, i) é um espago de probabilidade, com X um espago
métrico compacto, B a o-algebra de Borel, e © uma medida de probabilidade boreliana,

além de f: X — X mensuravel.

Uma familia P = { P, };en de subconjuntos mensuraveis de X disjuntos dois a dois

¢ dita uma particio de X se (EJO B) = 1. Dado x € X, denotamos P(z) o elemento de
=1

1
P que contém x.

A partir daqui, pressupomos X como o conjunto particionado.

Uma particao Q é dita um refinamento de uma particao P se, para todo ) € Q,
existir P € P tal que Q C P, a menos de medida nula. Denota-se P < Q. Tal relacao é

uma ordem parcial ampla no conjunto das particoes de X.

Dadas P e Q duas particoes, define-se a jun¢do de P com Q, PV Q, como
a particdo cujos elementos sao intersecoes de elementos de P com elementos de O:
PVvQ={PNQ;PeP,QeQ}

E claro que PV Q refina P e refina Q, e toda particdo refina a si mesma.

A operagao V é comutativa e associativa.

Se P, Pi, Q, O sao particoes, e P <Py, Q < Qq, entao PV Q <PV Q.

Dadas P e Q partigoes, a particio PV Q é a particao menos fina que refina P e Q.
Isto é, se R ¢é particao que refina P e Q, entdao PV Q < R.

Se P é uma partigao, o conjunto f~!(P) = {f~1(P); P € P} é uma partigao, pois f
¢ mensuravel. Chamamos este conjunto de particao pré imagem por f de P. Indutivamente,

definimos a particio pré imagem n-ésima por f de P como f~"(P).

Definicao 3.2.1. Definimos a particao n-ésima f-juncao de P pondo

Pp=PV TPV v [P = P)

1=0

Dizemos que duas partigdes P e Q sao independentes se u(P N Q) = u(P)u(Q),
para todo P € P e todo Q) € Q.

Definigao 3.2.2. A cada partigdo P e medida p, associamos a uma funcao de informacdao
I : X — R, dada por I5(x) = —log u(P(x)).

Tal fungdo é mensuravel, pois é composicao de trés fungdes mensuraveis:
e 7: X — P, dada por 7(z) = P(x);

e g:P —[0,1], dada por g(P) = u(P);

e f:]0,1] — R, dada por f(z) = —log(x).
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Assim, pode-se falar na integral desta.

Definicao 3.2.3. A entropia, ou informacao média, de uma particdo P com respeito a

uma medida f1, H,(P), é o valor médio da fungao de informacao, isto é,

/I“du— > —u(P)log u(P).
PeP

Nesta secao, denotaremos por ¢ a fungdo r — —x log x, com dominio no intervalo
[0,1]. Faremos a convengao 0log0 = liI%ZEIOgZL‘ = 0. Note que ¢ é concava, pois sua
T—

segunda derivada é sempre menor que zero.
Definicao 3.2.4. A entropia condicional de uma particdo P com relagao a outra particao

Q, H,(P|Q) é definida por

WP NnQ)
(PNQ)1
H,(P|Q) = ];DQZE:Q —u(P N Q)log —— == Q)

Esta pode ser escrita de outra forma:

H,(PIQ) =3 Y —uPnQlogpu(PNQ)+ Y. 3 u(PNQ)logu(Q) =

PeP QeQ PeP QeQ

=H,(PVQ)— > logu(Q) > —u(PNQ)=H,(PVQ)— H,Q).

QEeQ PeP

O ntmero H,(P|Q) pode ser visto como a informacao adicional oferecida por P

quando ja havia a informacao dada por Q.

Lema 3.2.5. Se P ¢é uma particio finita, entio H,(P) < log#P, isto é, toda particio

finita tem entropia finita.

Dem.: Seja P = {P,..., P} uma particdo. Como a fungao ¢ é concava, utilizamos a
desigualdade 2.1.9:

LR = 3 polu)) < o (3 qutr)) =0 (1) = 5,

o que implica em H,(P) <logk. W

Proposicao 3.2.6. Se u e v sao probabilidades, entdo, para t € [0,1] e P é uma partigio

qualquer,
Hipr(1-tyw(P) > tH,(P) + (1 — t)H,(P).
Mais geralmente, se aq,...,a, sao numeros nao negativos tais que ay+---+a, = 1
e 1, - ., by Sao probabilidades, entdo

HZ it (P) > Z a;H
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Dem.: Por defini¢do, Hy,ya—1y(P) =Y ¢(tu(P) + (1 — t)v(P)).
P
Como a funcao ¢ é concava,

Hura-0u(P) 2 SH6(P)) + (1= 00((P)) = tH,(P) + (1 = ) Hi (P).

Isto significa que a funcao p +— H,, é concava. Aplicar a desigualdade 2.1.9 a esta

funcao resulta na segunda afirmacao. W

Se pu é invariante por f e P é uma particao, entao é claro que H,(f~1(P)) = H,(P).
Mais geralmente, H,(f~*(P)) = H,(P), para todo k € N.

Lema 3.2.7. Sejam P, Q e R particoes com entropia finita. Entao:

1. H,(P|Q) =0 se, e somente se, P < Q.

2. Se P < Q, entdio

a) f[7HP) < [7H(Q).

b) H,(P|R) < H,(Q|R). Em particular, tomando R = {X}, tem-se H,(P) <
H,(Q).

o) H(RIP) > H,(R|Q)

3. H,(PV QR) = H,(PIR)+ H,(Q|P VR). Pelo item anterior, tem-se também
H,(PVQOIR) < H,(PIR)+ H,(Q|R). Em particular, tomando R = {X}, H,(PV
Q) < Hu(P) + Hu(QIP) < Hu(P) + Hu(Q).

4. Se f preserva u, entao

a) H,(f7'(P)If1(Q)) = Hu(P|Q). Mais geralmente, H,(f~*(P)|f(Q)) =
= H,(P|Q), para todo k € N.

b) Hu(P7Q}) < nH,(P|Q).

O item 1 diz que Q refina P é equivalente a afirmar que toda informagao cedida

por Q contém a informacao dada por P e, assim, ndo ha acréscimo de informacao.

O item 3 descreve a cumulatividade da informagao: inserir P V Q havendo previ-

amente R equivale a inserir P apods sucedido R, depois Q, ocorrido P juntamente com

R

Dem.: 1. H,(P|Q) = 0 se, e somente se, para todo P € P e todo ) € Q, ocorrer
w(PNQ)=0oupu(PNQ)=p@). Isso equivale a dizer que @ é disjunto de P, a
menos de medida nula, ou @) esta contido em P, a menos de medida nula. Assim,
H,(P|Q) =0 ¢é o mesmo que P < Q.
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2. Suponha P < Q. Entao:

a) B idéntico ao item 3.1.6-1.

_ p(PNR) n(PNR)
b) H,(P|R) = };%—M(PQR) log B EP:ER:QCP —u(QNR) log MO
S35 3D S50 S NHACAKLNES of b S Rra1aY ) MCCARKL
P R QCP (R) R P QcP (R)
B p(@QNR)
c¢) Utilizando a :a fungao ¢:
_ p(RNP) p(RNP)

HURIP) = 3 - Plos () = iju(Pw ( M(P) ) >

_ w@Q) p(RNQ) w@)  (n(RNQ)

= 2 1Py (QZPM (P) u(@Q) ) 2 1P) 2 ( ) )

B wRNQ) 3 pRNQ)

N RZ,C;QH(Q)¢ ( Q) ) X M(RNQ)" @~ RIQ)
H(PVOR) = 3 —u(PnQn Rylog “ELL0H)

P,O.R p(R)
B p(PNQNR) p(PNR)
— P%;R—N(POQHR)IogM(PmR) +P%;R—M(PHQHR)10gM —
= H,(QIPVR) +Zlog”(PmR) > —wPNQNR) =
PR u(R) Q
— H,(QIPVR)+Y —u(PnR)og “COI) o v R) + HL(PIR).
PR N(R)

4. Dado que f preserva pu:

R YN L Iad ) I
) (7 (PIIH@) = 3 -l PN @loe

pPNQ) _
#Q)
b) Usando o caso particular do item 3, tem-se H,(P}|Q}) < H,(P|Q}) +
+ Hu(fTHPIQY) + -+ + +H.(fTH(P)QF).
Como f7(Q) < QF, para i =0,...,n — 1, pelo item 2¢, H,(P}|Q}) <
< H,(P|Q) + H,(fH(P)If7H(Q )) e+ Hy(fTUP Q) =
=nH,(P|Q). pelo item 4a. W

=3 —u(PNQ)log H,(P|Q).
PQ

No caso de duas parti¢oes P e Q serem independentes, temos I, o = Ip + 15 e,
portanto, H,(PV Q) = H,(P)+ H,(Q). Assim, H,(P|Q) = H,(P), ou seja, a informacio

cedida por P ¢ independente da informacao dada por Q.
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Defini¢ao 3.2.8. Chamamos de Z, o espago das classes de equivaléncia das particoes
de X com entropia finita, com a relacao P ~ Q se, e somente se, os elementos de P sao

iguais aos de Q a menos de medida p nula.

Serd util o emprego da métrica de Rokhlin p, : Z, x Z,, — R, definida por
pu(P, Q) = H,(P|Q) + H,(Q|P) = 2H,(PV Q) — H,(P) — H,(Q).
A fungao p, ¢ claramente nao negativa. Além disso,

e p.(P,Q) =0 se, e somente se, H,(P|Q) = H,(Q|P) =0, o que implica P < Q e
Q < P a menos de medida p nula, ou P = Q em 2Z,,.

e Dadas P,Q,R € Z,, e utilizando o Lema 3.2.7-3:

pu(P,Q) = H,(P|Q) + H,(QIP) < H,(RVP|Q)+ H,(RV Q|P)
= H,(R|Q) + Hu(PIR V Q) + Hu(R[P) + Hy(QIR VP) <
< H,(R|Q) + Hu(PIR) + Hu(R|P) + Hu(QIR) =
= Pu(Pa R) + Pu(Ra Q).

Isto confirma que p, é uma métrica.

Lembremos do operador de diferenga simétrica entre conjuntos: AAB = (A\B) U
(B\A) = (AU B)\(AN B).

Proposicao 3.2.9. (17) Para todo € > 0, existe 6 > 0 de forma que, se P = {Py,...,P,}
e Q@ = {Q1,...,Qn} sdo particoes tais que u(P,AQ;) < 9§, entio p,(P,Q) < . Em
particular, H,(P|Q), H,(Q|P) < ¢.

Esta proposi¢ao diz que parti¢oes finitas cujos elementos sao similares fornecem

aproximadamente a mesma informacao.

Dem.: Seja e > 0. Escolha § > 0 de modo que § < 1/4 e —n(n—1)dlogd — (1 —4)log(1l —
J) < ¢e/2.

Seja, também, ¢ a particao formada por elementos que sao intersecoes P; N @),

comi,j=1,...,nei#j, eo conjunto | J(P;NQ;).
i=1
Note que PV Q= QV<¢eque (PNQ;) C |J(PAQ).
k=1

Da hipotese resultam pu(P,NQ;) <6,i# j, e p (U (PN Qk)> >1-—9.
k=1

Como 0 é pequeno, usando a fungao ¢:
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o $((P,NQy)) < 6(5) = —5log 8, se i # j:

. s (u (U u(P, m@w)) < 6(1-8) = —(1— §)log(1 - &).
k=1
Como h4, no maximo, n(n — 1) conjuntos do tipo P, N Q;,i # j, entdo:

H,(€) =Y ¢(u(PNQy)) + i —¢ (u (O(H n @))) <

i#] i=1

< —n(n—1)dlogd — (1 —0)log(l —¢) < e/2.
Assim,
H,(P|Q)+ H,(Q)=H,(PVQ)=H,(PVE) <H,(Q)+ H,(&) < H,(Q)+¢/2.

Isto implica em H,(P|Q) < /2.

Analogamente, como PV Q =P V¢, ocorre H,(Q|P) < /2, donde concluimos a
proposicao. W

Proposicao 3.2.10. Se P é uma particio e f preserva p entdo existe o limite
1 1
lim EH,L(P VITHP)V v fTTH(P)) = lim 5}1“(79;2).

Dem.: Usando os Lemas 3.2.7 e 2.1.10, é andloga a demonstracao da Proposicao 3.1.4,

substituindo a cobertura por P particao. W

Definicao 3.2.11. A entropia de uma aplicacao f com respeito a uma particio P e uma

medida invariante p, h,(f,P), é definida pelo limite
1 n
R, P) =i H, (P,

A entropia, como definida acima, pode ser vista como a informacao média, ao longo
do tempo, que uma funcao - interpretada como um experimento - e uma particdo fornecem.
Conhecendo um elemento de P}, sabemos onde pontos do espago de estados X estao e

onde seus respectivos iterados por f estao.

Definicao 3.2.12. A entropia métrica de uma aplicacao f com respeito a uma medida
invariante i, hy,(f), é definida como o supremo do conjunto {h,(f,P);P é particao com
entropia finita}:

hu(f) = sup hu(f,P).

Proposicao 3.2.13. Para toda particio P e up € M(X, f), tem-se

hu(f,P) =lim H, (77

V)

i=1
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Dem.: Por definicdo de entropia condicional,

e =1, (V1)) (P
= Hu <n\/2 f_Z(P)> + HM (P A

n—1
Indutivamente, conclui-se que H,(P}) = H,(P)+ Y _ H, <73

i
L

3 -
|l
[

@
I
—

que u é invariante.

Entao, h,(f, P) é dada por um limite Cesaro: h,(f, P =lim — Z H, (

Vo)

Pelo Lema 3.2.7-2¢, a sequéncia {H 9 (P

k

\/ f_Z(P)> } ¢ decrescente.
1=1 keN

Logo, o limite desta sequéncia existe e coincide com seu limite Cesaro. W

Proposicao 3.2.14. Dadas P e Q duas particoes com entropia finita, e up € M(X, f):

hu(f,P) < Hy(P).

2. Se P < Q, entao h,(f,P) < hu(f,Q).
hu(f,P) < hy(f, Q) + Hu(P|Q).
hu(f. P) = hu(f, P¥) para todo k € N.

Dem.: 1. h(f,P) = LH,(P}) <lim(H(P)+ H(f ' (P)) +---+ H(f" '(P)) <
(Hu(P)+ -+ H,(P)) = lign H,(P) = H,(P).

2. Se P < Q, entao P} < QY para todo n. Dai, H,(P}) < H,(Q}) e, entdo,
hu(f,P) < hu(f, Q).

3. Fazendo uso do item 3.2.7-4b,

<

S|

H,(P}) < TH,(PV Q)) = H(P} v Q) =~ (H,(P}|Q}) + H,(Q})) <

L pio) iy - mirio) - CHL(Q)).

n

3

Assim, h,(f,P) < h,(f, Q) + H,.(P|Q).

4. Observe que

(P}C)}L = ('P]]f \VARRAV f—n-i-l(fp}c)) — (’p \VARRV f—k—i—l(P) \/f_l(P) VARV, f_k('P) \/ o
N PPV v [ (P)) = Py

Portanto, h(f, Pf) = lim %HM(P}‘%_I) = lim %HM(PJ’}) =h(f,P). W
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Proposicao 3.2.15. A Definicio 3.2.12 nao € alterada se tomarmos o supremo sobre

particoes finitas.

Dem.: Seja P = { Py }ren uma particio com entropia finita e considere a sequéncia de
partigdes finitas Py, = { Py, ..., Py, Qx}, onde Qr = U P;.

i>k

Entao, h,(f, Px) < hu(f,P) < h,(f,Px) + H,(P|Py), para todo k € N.
Ainda, usando que P < P e a fungao ¢:

o0 k

H,(P|Py) = Hu(P) — Hu(Py) = Z:¢(Pi) =2 A(P;) + p(Qr) log 11(Qr) =

i=1

= > o(P)— D, —u(P)logu(Qr) = Z 1(P;)(log p(P;) — log 11(Qx))
i=k+1 i=k+1 i=k+1

Dado que a série Z ¢(P;) converge, H,(P|Pi) — 0 quando k — oo.
=1

Logo, h,(f,P) = sup hy(f,Pe). N
Observacao 3.2.16. Segue da Proposicao 3.2.15 que o conjunto das parti¢oes finitas é
denso em (Z,, p,.).

De fato, nos moldes da Proposi¢ao 3.2.15, como H,(Px|P) = 0, para todo k, e
H,(P|Py) — 0 quando k — oo, segue que, dado € > 0, existe ko tal que p, (P, Pr,) =
HH('P‘P]%) < E.

Lema 3.2.17. (11) Sejam A um subconjunto de inteiros nao negativos, P uma particio e
we M(X, f). Entao,

1, (V 17(P)) = (. )

i€A
Dem.: Vamos usar indugao sobre #A.
Para #A = 1, o resultado é verdadeiro, pela Proposicao 3.2.14-1.
Assuma validade da afirmacao para #A =k > 1.

Seja B um subconjunto dos inteiros nao negativos com #B = k+1, by = max{b;b €
B}, by = min{b;b € B} e By = B\{by}. Entao, por defini¢do de entropia condicional,

(Zléf P) = ( 2NN )+Hu(i¥1f_i(P))

Pela hipétese de inducao e usando os itens 3.2.7-4a e 3.2.7-2c:

iV ) = (
(7l

i€B;

Vo ) (#B1)hu(f, P) >

) #Bl> M(fa P)
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Usando a Proposi¢ao 3.2.13, obtemos

i, (v f-"<7>>) > P) + (#B)ha(f,P) = (#B)h, (£ P). .

i€EB

Proposicao 3.2.18. h,(f*) = kh,(f), para todo k € N.

Dem.: Analoga a demonstracao da Proposi¢ao 3.1.6-3, substituindo a cobertura por P

particao. W

3.3 O PRINCIPIO VARIACIONAL

Neste contexto, lembramos que M(X, f) C M(X) é o espago das medidas invari-
antes por f, munido da topologia fraca*®. Este é um subconjunto nao vazio do espaco de
probabilidades em X, M(X) (19).

O conteudo desta secao foi adaptado de (19), (15), (23) e (26).

O didmetro de uma partigdo P é definido por diam P = sup{diam P}.
PeP

Proposicao 3.3.1. Se p € M(X), entao nao existe familia nao enumerdvel de subcon-

juntos de X disjuntos dois a dois, cada um com medida positiva.

Dem.: Seja G uma familia qualquer de subconjuntos de X com medida positiva, e G =
{G e Gu(G) = 1/k}.

Todo G € G estd em algum Gy, logo U G.=G.

i=1

Se G é nao enumeravel, entdo, ao menos um dos G, é, ao menos, infinito. Entao

p| U G| > 1/k, que é nao finito, contradizendo a finitude de p. M
Gegy =1

Proposigao 3.3.2. Se X € um espago métrico compacto e € M(X), entdo, dado € > 0,
existe uma particio P = { Py, ..., Py} de sorte que diam P; < e e u(0P;) = 0,1 <i <k.

Dem.: Dado = € X existe 1 < € de forma que u(0B(z,e1)) = 0. Isto porque, caso nao
exista, teriamos uma cole¢cdo nao enumeravel de conjuntos disjuntos dois a dois, com

medida positiva, o que nao pode acontecer, pela Proposicao 3.3.1.

Logo, por compacidade, existe cobertura a = {Ay, ..., A,} de bolas abertas com

raio g1 < €.
SejamBleleBk:Ak\UAipara1<k§r.

i=1

Logo, P = {A,..., A} é uma partigio, diam A, < ¢, e u(0B,) < p (U 8141») =
i=1

0. |
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Teorema 3.3.3 (Principio Variacional). Se f : X — X ¢é uma fung¢ao continua e X é
uma espago métrico compacto, entdo a entropia topoldgica h(f) coincide com o supremo

das entropias métricas h,(f) relativas ds medidas de probabilidade invariantes por f.

Vamos dividir a demonstragao deste fato em dois lemas, cada um contendo uma

das duas desigualdades.

Lema 3.3.4. Nas hipéteses do Teorema 3.53.3, sup h,(f) < h(f).
HEM(X, )

Dem.: Seja P ={Py,..., P,} uma partigdo finita de X.
Pela Proposicao 2.1.3, u é regular.

Como X é compacto, dado € > 0, pode-se obter K1, ..., K, compactos tais que
K; C P e p(P\K;) < e. Seja Q = {Ky, Ky,...,K,.} uma particao de X, em que

ko= \U K = ()7
i=1 i=1
Entao p(Ko) < re. De fato:
1(Ko) =M<X\UKz'> :M<UPi UKz> (U (P\K; ) (PA\K;) = re.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Logo, usando a fungao ¢(zr) = —xlogx:

p(bin - p(P N K;)
H,(P|Q) = ZZ —u(P; N K;) log (K Zz,u (K))

i=1 j=0 =1 j=0 HJ(J

Para j # 0, ou pu(P; N K;) = p(K;) ou u(P; N K;) = 0. Dai, como ¢(1) =0,

’Lljl

Como ¢ é concava, langa-se mao da desigualdade de Jensen (2.1.9):
"1 u(RﬂKo)> (1 d (R-ﬂKo)>
H,(P|Q) = ru(K <<rK —— | =
1
= ru(Ko)o <r) <erlogr.

Escolhendo € < 1/(rlogr), tem-se H,(P|Q) < 1. Para cada ¢, a unido Ko U K; é
igual a X, removendo-se todos os K, com j # i: KoU K; = X\ U, K;. Por isso, cada
Ky U K; é aberto.

Logo, a« = {KoU K1, Ko U Ks, ..., Ky U K, } é uma cobertura aberta.

Todo elemento da cobertura o é da forma (Ko U Ky,) N f~H (Ko U Kp,) NN
YKy UK,), comt; € {1,....,r},i=1,...,n
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Portanto, cada um destes contém algum elemento de Q% da forma K, N f “HK,,)N
N fY(K,), com s, € {1,...,7} i =1,...,n. Além disso, ocorre t; = s; ou s; = 0,

para todo i = 1,...,n, pois cada elemento de o contém no maximo dois elementos de Q.
Assim, existem no maximo 2" elementos de Q}L em cada elemento de oz;}.
Tome uma subcobertura minimal de o, com N elementos.
Entéo, existem no maximo N2" elementos na particao Q7.
Pelo Lema 3.2.5, H,(Q}) <log N2" = nlog2 + log N.

Dividindo por n e passando ao limite com n — 0o, obtemos
hu(f, Q) < h(f,a) +1log2 < h(f)+ log2.

Pela Proposicao 3.2.14-3:
ho(f,P) < hu(f, Q) + Hu(P|Q) < h(f) +log2+1 = h,(f) < h(f) +log2+1.

Esta desigualdade também vale para f", dado que esta também preserva u. Pelas
proposicoes 3.2.18 e 3.1.10, h,(f") = nh,(f) e h(f™) = nh(f), logo

log 2 1
g2 1

hu(f) < h(f) +

n

Passando ao limite com n — oo, infere-se o resultado:  sup  h,(f) < h(f). B
HEM(X,f)

Lema 3.3.5. Nas hipdteses do Teorema 3.3.3, sup h,(f) > h(f).
HEM(X,[)

Dem.: E suficiente provar que, para todo e > 0, existe yp € M(X, f) tal que h,(f) > s(f,e),

pois, como a entropia topoldgica é o limite crescente h(f) = liH(l) s(f,¢€), isto implicaria em
E—r

sup  hy(f) = h(f).
REM(X,[)

Seja S, um conjunto (n,e)-separado de cardinalidade méxima, s,(f,¢).
1 1l
Op € by == — fivg.
sn(fy€) % n ;

Fazendo uso da Proposigao 2.2.10, considere uma sequéncia {ny}ren de modo que

Defina as medidas de probabilidade v,, ==

lim 1,,, = p, na topologia fraca®. Tem-se que p invariante por f.
ng

Tome uma partigdo P = { Py, ..., P} com didmetro menor que ¢, tal que todos os

seus elementos tenham bordo com medida nula (Proposicao 3.3.2).

Observe que, se 7,y estdo no mesmo elemento de P}, entao d(fi(x), fily)) < e,V
i=0,...,n—1. Isso significa que cada elemento de P} ndo contém mais que um elemento
de S,,.

Caso P € P} nao contenha elemento de S, entdo v,(P) = 0.
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Por isso, H,,(P}) = > —va(P)log(va(P)) = > log(sn(f,€)) = log(s,(f,¢)).

PPy 2ESn sn(f,€)

Vamos mostrar a desigualdade fundamental: para ¢ <n — 1, vale

2¢log k
108 % (3.1)

n

1
H, (Py) < 5]—1“”(77}’) +

A ideia ¢ a seguinte: a jungao P} possui n termos, com pré imagens indexadas
desde 0 até n — 1. Sendon —1=aqg+7r, com 0 <r < ¢ < n — 1, subdividimos o conjunto
{0,...,n — 1} em a em conjuntos com ¢ elementos cada, juntamente com um conjunto

com r elementos.

Para cada 0 < j < ¢ — 1, computamos os termos de P} tomando blocos de 73]?,
transladados zq + j, z indo de 1 até b(j) — 1, b(j) = {%J, acrescentados dos elementos
que restaram: de 0 até j, e de b(j) — 1 até n. Por definigao, (b(j) — 1)q + j esta entre n — 1
en—1—q.

Chamemos de L; o conjunto que contém os elementos restantes. Tem-se #L; < 2g,

para todo 0 < 7 < g — 1. Isso é formalizado na igualdade

b(j)—1
7);}:(\/ f zq+J Pq)\/\/f

leL

Entao, para cada 0 < j7 < ¢ — 1, acionando a convexidade de H,,

b(j)—1
H, (P}) < Z Hyn((f(zqﬂ)(p]g))_i_lz; H, (f\(P)) <
b(j)—1
< X Hyero, (P + 2 Ha(£7(P)) (3.2)

lELj

O segundo termo do lado direito de 3.2 é menor ou igual a 2¢qlog k, por 3.2.5.

Somando todas as q possibilidades de valores para j e dividindo por n, obtemos:

q 1! 2¢%log k

=1 n\J» v H - 3.3

n 0gs,(f,e) = n n(Pf Z 9y, Pf) n (3.3)
Pelo fato de p, ser combinagio convexa de vy, fu(Vy), ..., f" 1 (v,), o primeiro

termo do lado direito de 3.3 é menor ou igual a H,,, (73]‘%), pela Proposicao 3.2.6:

2q¢° log k
—

Llogsa(f,e) = H,, (P) < H,, (P)) +

Assim, provamos a desigualdade 3.1.

Os membros de 77]‘? tém bordo com medida nula. Portanto, j,,, — ¢ implica em
pin, (P) = p(P), para todo P € 73}1. Assim, substituindo n por n; e passando ao limite

superior com k — 0o, obtemos:
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1
qs(f,e) < H,(P}) = s(f,e) < 6HN<’PJ€) = s(f,e) < hu(f).
Dessa maneira, dado € > 0, existe p € M(X, f) de sorte que s(f,e) < h,(f).

Logo, sup h,(f)>h(f). N
HEM(X,f)

A seguir, uma consequéncia do Principio Variacional, a qual diz que a entropia
topoldgica pode ser computada tomando a restricdo de f a seus pontos nao errantes.

Comecamos com a

Proposicao 3.3.6. Se p € M(X, f), entdo supp p C Q.

Dem.: Por ser X um espaco métrico compacto, X é separavel.

Pelo Teorema 2.1.8, i quase todo ponto x € X ¢ nao errante. Seja M um conjunto

com medida 1, no qual todo ponto em M é nao errante. Note que M é fechado.

Se x estd em supp p, mas nao estd em M, entdo existe uma vizinhanga V de x

disjunta de M, de sorte que (V') > 0, o que contradiz u(M) = 1. Logo, supp u C M.
Dal, segue que h,(f) = h, (f|Qf) |

Teorema 3.3.7. (27) Se p € M(X, f), as entropias métrica e topolégica de f nio mudam

se o dominio for tomado como .

Dem.: Como X é um espago métrico compacto, X é separavel.
Devido a Proposigao 3.3.6, h,(f) = h, (f|Qf)
Pelo Principio Variacional (3.3.3),

Wf)= sup h(f)= sup b (fla,) =h(floy) _

neM(X,f) HEM(X,[)
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4 ENTROPIA SEQUENCIAL

Neste Capitulo, trataremos sobre as extensoes das defini¢des de entropia topoldgica

e métrica, idealizadas, respectivamente, por T. N. T. Goodman (10) e A. G. Kushnirenko
(9).

Esta parte visa apresentar defini¢des alternativas de entropia, que podem ofertar

mais informagoes a respeito de um sistema dindmico do que a definigao usual (13).

Os operadores H e H, sao os mesmos utilizados nas secoes anteriores.

4.1 ENTROPIA TOPOLOGICA SEQUENCIAL

Assim como na sec¢ao que trata de entropia topoldgica classica, subentende-se

f X — X uma aplicagdo continua e X um espaco métrico compacto.

Definicao 4.1.1. Dada S = {t¢,}, uma sequéncia de inteiros ndo negativos e o uma

cobertura de X, definimos a cobertura n-ésima f,S-jun¢io de o pondo

afs=["Ha) V@) Vv T a) = VT ).

Definicao 4.1.2. A entropia topologica sequencial de uma aplicagdo f com respeito a uma
cobertura o e uma sequéncia de inteiros nao negativos S = {t,}n, hs(f, @), é definida pelo

limite superior

1
hs(f,a) =limsup —H(a}s).
n n ’

A definicao usa limite superior, pois nao ha garantia da existéncia do limite.
A entropia topolégica usual ocorre quando S = {n — 1},en.

A seguir, o conceito de entropia sequencial afim ao de Adler, Konheim e McAndrew:

Definicao 4.1.3. A entropia topologica sequencial de uma aplicacao f com respeito a
uma sequéncia de inteiros nao negativos S = {t, }n, hs(f), é definida como o supremo do

conjunto {hs(f,a);«a é cobertura com entropia finita}:
hs(f) =suphs(f,a).

A entropia descrita acima também pode ser chamada de S-entropia.

Teorema 4.1.4. A entropia topologica sequencial de uma aplicacio € um invariante

topologico, isto €, duas aplicacoes topologicamente conjugadas tém a mesma entropia.

Dem.: Sejam f,g: X — X duas fungoes topologicamente conjugadas, a uma cobertura,

1 uma conjugacao de f e g e S = {t,}, uma sequéncia de inteiros nao negativos.
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Note que g~*(¢7'(a)) = (7" f) (@ a)) = ¢~ ) = 7' (),
para todo k € N.

Entao:
hs(g, 0™ (@) = hs(™ foo, 07 ) =
=lim H(g™" (Y~ (a)) Vg () V- V(g () =
=lim H( (@) Vo 2 (a) Ve VT T (a) =
=lim  H@ ' (fT (@) V 2 (@) V-V T (a) =
=lim S H(f V-V f(a)) = hs(f, a)

Quando « varia sobre as coberturas de X, 97! (a) também varia sobre as coberturas

de X, pois ¥ é homeomorfismo.
Entdo, hs(g) = Slcltp{hs(%?/fl(@)} = Sgp{hs(ﬂ )y =hs(f). H

Definigao 4.1.5. Sejam S = {¢,, },, uma sequéncia de inteiros nao negativos, z € X, n € N
e £ > 0. Definimos a S-bola dindmica de centro x, raio € e comprimento n, B(S,z,n,¢),

por

B(S,x,n,¢) = {y € X;d(f"(z), f"(y)) <e V1<m < n} =
—{y e X; f"(y) € B(f'"(z),e) Y1 <m<n} =

- m S B (), ).

Definigao 4.1.6. Um conjunto S € X é dito (S, n,e)-separado se, para todos x,y € S
distintos, existe 1 < k < n inteiro, de modo que d(f*(z), f*(y)) > .

Intuitivamente, um conjunto (S, n,e)-separado S é aquele tal que um aparelho de
observagao com resolugao e consegue distinguir quaisquer dois segmentos de (S, f)-6rbitas

de dois pontos nele distintos.

Definigao 4.1.7. Um conjunto R C X é dito (S, n, €)-gerador se, para todo = € X, existe
y € R tal que, para todo 1 < k < n inteiro, se tenha d(f™(z), f*(y)) < e. Isto equivale a
dizer que o conjunto | J B(S,y,n,¢e) cobre X.
yER
Intuitivamente, um conjunto (S,n,¢e)-gerador R é aquele tal que um aparelho
de observagao com resolugao € nao consegue distinguir o segmento da (S, f)-6rbita com
comprimento n de qualquer ponto do espago do segmento da (S, f)-6rbita com comprimento

n de algum ponto do conjunto.

Chamamos de s,(S, f,e) o méximo das cardinalidades de todos os conjuntos
(S,n,¢e)-separados, e de 1,(S, f,e) o minimo das cardinalidades de todos os conjuntos

(S,n,e)-geradores.
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1 1
Defina (S, f,¢) == limsup — log(r,,(S, f,€)) e s(S, f, &) := limsup — log(s,(S, f,¢€)).
n n n n
Defina, também, r(S, f) = li_r>r(1)r(8,f, e),es(S, f) = lir% s(S, f,e).
15 E—>
Observagao 4.1.8. Se dado conjunto S C X é (S, n,¢e)-separado maximal, entao S é
(S,n,e)-gerador. De fato, dado y € X\S, SU{y} ndo é (S,n,e)-separado, pois S tem
cardinalidade méxima. Portanto, existem x € S e 1 < m < n tais que d(f(z), f™(y)) <
g, isto é, S é um conjunto (S, n, €)-gerador.
Observacao 4.1.9. O espago X pode ser coberto por um nimero finito, digamos, k € N
k
de S-bolas dinamicas de raio £ e comprimento n, por ser compacto: X = U B(S, zy,n,¢).

i=1
Assim, o conjunto {z,...,xx} é (S,n,e)-gerador, e 7,(S, f,e) < k < 0.

As grandezas s,(S, f,¢) e r,(S, f, ) sdo mondtonas com relagao a variavel ¢, isto
é,se € >e1 >0, entdo s,(S, f,e1) > su(S, f,€), e ru(S, fre1) > (S, f,€). Consequente-
mente, 5(S, f,€) > s(S, f,e1), e r(S, f,€) > (S, f,e1).

Lema 4.1.10. Para todosn > 1 ee > 0, tem-se r,(S, f, &) < $,(S, f,e) < (S, f,e/2)
Dem.: Anéloga ao do Lema 3.1.20, trocando O,...,m,...,n—1porty,...,t,, ..., t,. W

Pelo Lema 4.1.10 e pelas observagoes 4.1.8 e 4.1.9, segue que s,(S,n, ) é finito.
Dado € > 0, o Lema 4.1.10 implica r(S, f,e) < s(S, f,e) < r(S, f,/2).
Tomando o limite com € — 0, obtemos (S, f) = s(S, f).
Observacao 4.1.11. A nocao de entropia segundo a Defini¢ao 4.1.12 para uma métrica d;
¢ a mesma que para outra métrica dsy, desde que estas sejam topologicamente equivalentes.

O raciocinio é analogo ao da observacao 3.1.22.

A seguir, o conceito de entropia sequencial afim ao de Bowen e Dinaburg:

Definicao 4.1.12. A entropia topologica sequencial de uma aplicagio f é definida como

(S, f) = s(S8, ).

Proposicao 4.1.13 (Equivaléncia entre as defini¢oes). A entropia sequencial andloga ao
conceito de Bowen e Dinaburg é a mesma entropia sequencial andloga ao conceito de Adler,
Konheim e McAndrew. Isto é, r(S, f) = hs(f) = s(S, f).

Dem.: Pelo Lema 4.1.10, é suficiente mostrar que s(S, f) < hs(f) < r(S, f).

Fixemos ¢ > 0 e n € N. Seja V C X um conjunto (S, n, e)-separado maximal e «
cobertura aberta, com didmetro menor que €. Se z e y estdao no mesmo elemento de o} g,

entao
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d(f*(x), f*(y)) < diam a <e, V1<k<n.

Em particular, cada elemento de o ¢ nao contém mais que um elemento de V', pois

z,y € V resulta em d(f%(z), f™*(y)) > € para algum 1 < k < n.
Portanto, #V < N(a}s) = s.(S, f,e) < N(a}s), para todo n € N, e:

1 1
$(S, f,¢) < limsup —log s,(S, f,¢) < lim —log N(afs) = hs(f. ) < hs(f)-

Fazendo € — 0, obtemos s(S, f) < hs(f).

Por outro lado, sejam o uma cobertura e € > 0 o nimero de Lebesgue de a. Seja
R C X um conjunto (S, n,e/2)-gerador com cardinalidade minima. Para cada z € R e
1 <k < n, existe A} € a tal que B(f%(z),e/2) C A%.

Entao: B(S,z,n,e/2) C () f"(A?).
i=1

Pelo fato de R ser (S,n,e/2)-gerador, o conjunto {B(S,x,n,e/2);z € R} é uma
cobertura de X. Também o é, entdao, o conjunto § = ﬁ [7H(A?);x € R}, que é uma
subcobertura de ot g com, no maximo, # I elementos. -

Segue disto que N(a}s) < #R =1,(S, f,€/2), para todo n € N.

Portanto, hs(f,a) = lim :LH(O(;L’S) < 1imnsup rlz logr,(S, f,e/2) =r(S, f,e/2).

Fazendo € — 0, obtemos hs(f,a) <r(S, f) = hs(f) <r(S,f). N
Proposicao 4.1.14. (1, 10) Sejam X,Y compactos, S = {t,}, uma sequéncia de inteiros

nao negativos e f : X — X, g 'Y — Y aplicagoes continuas. Entao hs(f x g) <
hs(f) + hs(g), onde f x g: X xY — X XY € definida por (f x g)(z,y) = (f(x),9(y)).

Caso S ={n—1}, ou f =g e X =Y, vale a igualdade.
Dem.: Sendo « e [3 coberturas, definimos a cobertura a x f ={A x B; A € a, B € 3}.

A continuidade de f e g garante a continuidade de f x g. Logo, (f x g)~}(a x )

é uma cobertura de X x Y.

Note que as coberturas de X xY da forma ax = {Ax B; A € o, B € 3} possuem
as seguintes propriedades: se a e oy sdo coberturas de X e e 1 sdo coberturas de Y,

entao
e N(ax ) = N(@)N(B);
o (axPB)V(xpi)=(aVa)x(BVpP);
o (fxg) Haxp)=f1a)xg ' (B).
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Dali,

(X B)frgs =T " (axB)V(fxg)(axB)V -V (fxg)(axp)=
= (M) V() Ve V) x (FTHB)V FTRB) VeV FTB)) = afs X s

Portanto,
N((a x B)fgs) = N(afs)N(Bys) = H((a X B)}ys) = H(fs) + H(Bys)-

Segue disto que hs(f x g, x ) < hs(f, @) +hs(g,8) = hs(f x g) < hs(f)+hs(g).

Caso § = {n — 1},, hd um limite no lugar do limite superior, e ocorre a igualdade:
h(f x g,a x B) = h(f,a) 4+ h(g, ), o que implica h(f x g) > h(f) + h(g). De fato, se
isto ndo ocorresse, existiriam o', ' coberturas tais que h(f x g,a’ x §') < h(f X g) <
h(f,a') + h(g, ") < h(f) + h(g), gerando uma contradicao.

Para a outra desigualdade, mostraremos que, se v é cobertura de X x Y, existe
uma outra cobertura do tipo a x § que refina v, onde o cobre X e 3 cobre Y. Assim,
h(f*xg,7) < h(fxg,axB) = h(f,a)+h(g, ), o que implica em h(fxg) < h(f,)+h(g, B).

Como todo aberto de X x Y é unido de conjuntos da forma A x B, onde A é aberto

de X e B é aberto de Y, podemos obter um refinamento de v, e deste, uma subcobertura

minimal, 7y, escrita como {A; x By, ..., An(y,) X By }-

Sejam oy = {A,..., An(y,)} uma cobertura de X, 51 = {B,..., By(y,)} uma
cobertura de Y.

Dado x € X, denote V, a intersecao de todos os elementos de a; que contém z.
Dado y € Y, denote W, a intersecao de todos os elementos de 3; que contém y. Tais

conjuntos, assim definidos, sdo abertos.

Pelo fato de X e Y serem compactos, existem finitos z1,...,x, € X e finitos
Y1, -, Ym tais que v ={V,,..., V, } cobre X, e w={W,,,...,W,, } cobre Y.

Considere um conjunto V,, x W, € v X w, i =1,...,n;j=1,...,m.
Como v, cobre X XY, (z;,y;) € Ap X By, para algum 1 < k < N ().

O fato de x; € Ay e y; € By implica em V,, C Ay e W,. C By, isto é, V, x W, C
Ak X Bk

Isto significa que v < 71 < v X w, 0 que é exatamente o que querfamos provar.
Agora, se f =ge X =Y, seja S um conjunto (S, n, €)-separado maximal em X.

Entao, S x S é um conjunto (S, n, €)-separado, ndo necessariamente maximal, em

X xX.
Dai, 5,(S, f x f,&) > #(S x S) = (#5)* = 5,(S, f, )%

Por consequéncia,
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1 1
hs(f x f) > limsup —log s,(S, f x f,&)* = 2limsup —s,(S, f, ),
n n n n

donde se conclui que hs(f x f) > 2hs(f). N

Observacgao 4.1.15. O texto de Lemanczyk (28) apresenta um exemplo que nao satisfaz

a igualdade na Proposicao 4.1.14 quando f é diferente de g.

Proposicao 4.1.16. Seja {ay}ren uma sequéncia de coberturas de X tal que diam ay

converge para zero. Entdao hs(f) = sup hs(f, ax) = lilgn hs(f, o).
k

Dem.: Analoga a da Proposicao 3.1.13. .

4.2 ENTROPIA METRICA SEQUENCIAL

Como na sec¢ao que trata sobre entropia métrica classica, subentende-se (X, B, )
um espaco de probabilidade, com X um espaco métrico compacto, B a o-dlgebra de Borel,
e 1 uma medida de probabilidade boreliana, além de f : X — X mensuravel, com u

invariante por f.
Definicao 4.2.1. Dada S = {t,,},, uma sequéncia de inteiros nao negativos, definimos a

particao n-ésima f,S-jungdo de P pondo

Pis =PIV P V-V T (P) =\ [TH(P).

Definicao 4.2.2. A entropia métrica sequencial de uma aplica¢io f com respeito a uma
particio P e uma sequéncia de inteiros ndo negativos S, h, s(f,P), ¢ definida pelo limite
superior

. 1 "
hus(f,P)= hmnsup gHu(Pf,s)-

Definicao 4.2.3. A entropia métrica sequencial de uma aplica¢io f com respeito a uma
sequéncia de inteiros nao negativos S, h, s(f), é definida como o supremo do conjunto

{h.s(f,P); P é particdo com entropia finita}:
hu,S(f) = S%p h,u,S(f7 P)

A entropia descrita acima também pode ser chamada de S-entropia.

Proposigao 4.2.4. Sejam p € M(X, f), S = {t.}n uma sequéncia de inteiros nao

negativos e P, Q duas particoes. Entao:

1. Hu(Pfs|Qts) < nHu(P|Q).

2- hu,S(fa P) S hu,S(f, Q) + HM<P’Q)
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Dem.: Anéaloga aos itens 3.2.7-4b e 3.2.14-3. N

Proposigcao 4.2.5. A Definicio 4.2.3 ndo ¢ alterada se tomarmos o supremo sobre

particoes finitas.
Dem.: Analoga a da Proposicao 3.2.15, fazendo uso da Proposigao 4.2.4. W

Chamamos de € = {x},cx a particdo de X em pontos.
(o, ¢]
Dizemos que uma particao P ¢é f-geradora se \/ f7'(P) = ¢, a menos de medida
i=0
nula.

Lema 4.2.6. (7) Seja {Py}tren uma sequéncia de particoes tais que Py < Py < -+ <
P,<... e \/ P; = €. Entao, o conjunto J ={Q € Z,; Q < Py para algum k} é denso

=1
no conjunto das particoes finitas de Z,, na métrica de Rokhlin.

Demonstragio. Seja R = {Ry,..., Ry} uma particdo e € > 0.
Como P; < Piyq e \/ P; =€, dado § > 0, é possivel obter ng € N e uma particao

i=1
p={B,...,By} formada por unides de elementos de P,,, de sorte que u(R;AB;) < 0,

1=1,...,m.
Note que 8 < P,

Pela Proposicao 3.2.9, escolhendo § apropriadamente, ocorre p,(R,3) <ec. B

Lema 4.2.7. Sejam P,Q duas particoes, S = {t,}, uma sequéncia de inteiros ndio
negativos e 1t € M(X, f). Entdo |h,s(f,P) — hus(f, Q)| < pu(P,Q), isto €, a aplicacio
P h,s(f,P) € Lipschitz em relagio a métrica de Rokhlin.

Dem.: Por defini¢ao, temos que
Hu(P}l,s N Q}L,s) = Hu(P}is|Q?,5) + HM(Q?,S) = Hu( ?,5|PZ$) + HN(P?,S)' (4.1)
Pela Proposicao 4.2.4,
H,(Qfs|Pfs) < nHu(QIP), e Hu(Pfs|Qfs) < nH,(P|Q). (4.2)

Subtraindo as igualdades de 4.1 e usando as desigualdades de 4.2, obtemos

1 1
*HM<P?,3) HM(Q?S) < HM(P|Q) + HM(QWD) = pu(P, Q).

n n

Passando ao limite com n — oo, infere-se o resultado. W
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Teorema 4.2.8 (Kolmogorov-Sinai). (9) Sejam {Pglren uma sequéncia de partigoes
o0

finitas tais que Py < Pa < -+ <P, <... e \| Pi=¢, e p€ M(X, f). Entao,
i=1

hyus(f) = lim by, s(f, Pn).

Dem.: Dado § > 0, seja R uma partigao finita satisfazendo h, s(f) < h,s(f, R) + /2.

Isto é possivel por causa da Proposicao 4.2.5.

Pelo Lema 4.2.6, existem k inteiro e D € J = {Q € Z,;Q < P, para algum
i} tais que p,(R,D) < 0/2, e D < Py; este ultimo implica em h, s(f) — h,s(f,D) >
hyus(f) = hyus(f, Pr)-

Ainda, usando o Lema 4.2.7, h, s(f,R) — hus(f, D) < p.(P,D) < /2.

Logo, hys(f) — hus(f, D) <6, o que implica em h, s(f) — hus(f, Pr) < 6.

Portanto, lilgn hus(f,Pr) =h,s(f). W

Corolario 4.2.9. Se P ¢ f-geradora e u esta em M(X, f), entao P realiza o supremo
hu(f) = h,u(f7 P)

Dem.: Forme a sequéncia {Py}reny pondo Py = 77]’? , para cada k.
Por P ser f-geradora, o Teorema 4.2.8 permite escrever h,(f) = li7rln h(f, P}).
Usando o item 3.2.14-4, h,(f,P}) = h,(f,P), para todo n.

Logo, hy(f) =h,(f,P). N

Note que o item 3.2.14-4 ndo ¢é valido para uma sequéncia S qualquer. Por exemplo,
se S = {2"},.en, entdo:

(Pis)ts = (/71 (P)V [4(P) PON [PV [PV fH(P)) =

!
f()f‘()f()f()f()-

Mas Pi5~! = Pis = fH(P)V [2P)V [THP)V [5(P) # (Pis)is

Exemplo 4.2.10. (19) Seja {A, B, v} um espaco de probabilidade boreliano qualquer.

Denotamos por AN o espaco das sequéncias (2125 ...2,...) = (Zn)n, onde cada
x;,1 € Nestda em A. Munimos tal espago com o-algebra ¥ gerada pela dlgebra dos cilindros,

que sao subconjuntos da forma
[m; A,y An] = {x € ANz e Aic Am<i< n},

juntamente com a medida p, dada por p([m; A, ..., An]) = v(An) - v(A4,).
Considere a aplicagao shift o : AN — AN, pondo o((2,)n) = (Tpi1)n-
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Tomemos o caso particular A = {1,...,k}, com v({i}) =p; = 1/k,1 < i < k. Este

sistema, (o, u) é conhecido como um shift de Bernoulli, com pesos (1/k,...,1/k).
Considere P = {Py, P,, ..., P;} uma particdo de A, com P, = {x € A,z =i},i =

1...,k. Observe que P é a parti¢ao em cilindros [0; x1, . .., x,] com n elementos fixados.
Dali,

H,(P)) = > —Du D, 1080ay** Pun) = Y., —Pay Pan (Zlogpm>=

T, T1yeens@

Tn
= Z Z — Pz, log(pmr) Z DPzy * " Pxy 1Py - Py — Z Z — Pz, IOg Pz, =
Tr roxy

1

r Ti AT
k

= —anilogpi = nlogk.

=1

1
Assim, h, (o, P) =lim —H,(P}) = limlogk = log k.
n o n n

Note, também, que p é invariante por o, pois o é em cada elemento da algebra

gerada pelos cilindros (19).

P ¢é o-geradora, pois a intersecao de infinitos elementos das pré imagens de P

contém um unico elemento de AY.

Por 4.2.8, a entropia métrica de o com relacio a u é é h,(o) = hy,(o, P) = logk.

Proposicao 4.2.11. (9) Sejam S = {t,}, uma sequéncia de inteiros nao negativos,
(X,,B,u), (Y,C,v) espagos de medida com respectivas o-dlgebras de Borel, e f: X — X,
g Y — Y aplicacoes mensurdveis, tais que i X v € invariante por f x g. Entao
husu,s(fxg) < hus(f)+hys(g), onde fxg: XxY — X XY € definida por (f xg)(z,y) =
(f(x),9(y)). Caso S ={n—1},, ou f =g, X =Y e u=v, ocorre a igualdade.

Dem.: Sendo P uma particao de X e Q uma particao de Y, definimos a particao P x Q =
{(PxQ;PeP,QeQ}

A mensurabilidade de f e g garante que f x g é mensurdvel. Logo, (f x g)~}(P x Q)
¢ uma particao de X x Y.

Sejam ey e €y as particoes de X e Y em pontos, respectivamente.

Note que as partigbes de X x Y da forma P x Q = {P x Q;P € P,Q € Q}
possuem as seguintes propriedades: se P e P; sao particoes de X e Q e Q; sdo particoes

de Y, entao

° (PX Q)\/(P1>< Ql):(PVPl)X (QVQI);

o (fxg) H(PxQ)=fHP)xg Q).

De modo andlogo ao desenvolvido na Proposicdo 4.1.14, (P x Q)% , s = P}s x 9 5.
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Entao,

HXV((P X Q)fxg8> > Y (pxv)(PxQ)log((pxv)(PxQ)=

PeP} s QeQy o

= > 1(P)(Q) log(u(P)v(Q)) =

P?Q

= ZM(P) (Q)log u(P) + Z,u Q)logv(Q) = H,(Pis) + H,(Qys)- (4.3)
PQ

Lembrando que o limite superior da soma ¢ menor ou igual a soma dos limites
superiores, h,x,s(f X g, P x Q) < h,s(f,P) + h,s(g, Q).

Tomemos sequenmas de partlgoes {Pr}ren € { Ok tren taisque Py < -+ <P, < ...,
Q1 <---=<9, <. \/P—CXe\/QZ—Ey

EDtéOP1XQ1-<""<7)n><Qn-<...e\/ ><Qz €Ex X €y.

Pelo Teorema 4.2.8, h,x,s(f X g) = hllcn huxy73(f X g, P X Q).
Mas, para cada ka hww,S(f X g, Pk X Qk) S h;L,S(f: Pk) + hu,S(ga Qk)
Logo, passando ao limite em k, obtemos h,x,.s(f % g) < hus(f) + ho,s(9).

No caso em que § = {n — 1},¢n, vale a igualdade, pois toma-se o limite usual, em

vez do limite superior, na expressao %H u(P}), dado que tal existe.

Sob as cincurstancias f = g, X =Y e u = v, pelo uso de 4.3, obtemos

Hyu (P X P)}ps) = 2Hu(Pls), 0 que implica e s(f X f,P x P) = 2h,,s(f,P).

Dai, tomamos o supremo sobre as particoes P: sup hyx,.s(f X f, PxP) =2h,s(f).
77

O ntmero sup hyx,s(f x f,R), em que R varre todas as particoes possiveis de
X x X, é maior ou?gual que o supremo que considera somente particoes do tipo P x P,
onde P particiona X.

Logo, huxus(f x f) = suphuxus(f x f,P x P) = 2h,s(f) e, entao, vale a
igualdade. W :

Observagao 4.2.12. O texto de Lemanczyk (28) apresenta um exemplo que nao satisfaz

a igualdade na Proposicao 4.2.11 quando f é diferente de g.

A identidade h(f*) = kh(f),k € N, ndo é, em geral, verdadeira para entropia

sequencial. A seguir, vamos expor um contraexemplo (12).

Novamente, consideremos a aplicagao shift o : N¥ — NN pondo o(x175...) =
(r925...). Podemos compd-la indutivamente: o®(z125...) = (Tpi1Zps2 ... ).
Se § = {t;} é uma sequéncia de inteiros nao negativos, a sequéncia shift de S

deslocada k vezes é definida pondo o*(S) = {t;}is.
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Lema 4.2.13. Seja S = {t,,},, uma sequéncia de inteiros nao negativos e f : X — X.

1. Se f é mensurdvel, invariante por i e P € particio finita, entdo h,s(f,P) =

p,o'k (f7 )

2. Se f ¢ continua e o € cobertura finita, entdo hs(f,a) = hor(s)(f, ).

Em particular, ocorrem hy,s(f) = by ors)(f)e hs(f, a) = hors)(f, ).

Dem.: 1. Sen >k, entao H,(P}s) < H (PfS ( \/ f )

i=k+1

Passando ao limite com n — oo, obtemos h,s(f, P) < hy, ors)(f, P)

Por outro lado, H,(P}s) > H, ( \VA )

i=k+1

Passando ao limite novamente, logra-se h,s(f,P) > hy oxs)(f, P).
2. Anéloga ao do item (1), substituindo P por v e H, por H. W

Proposicao 4.2.14. Sejam k € N e § = {k"}.en.

1. Se f é invariante por p, entdo, para todo m € N h, s(f) = h,s(f*").

2. Se f é continua, entdo, para todo m € N, hs(f) = hs(f*").

Dem.: 1. Sejam dados P uma particao e m € N. Note que, se S = {t,}, é sequéncia

de inteiros nao negativos, entao h, s(f™,P) = hyms(f, P), onde mS = {mt, },.
Dai, dado k € N, se t,, = k" para todo n, entdo h, s(f*",P) = h,xms(f, P)
Mas k™S = {tn}nsm—1 = 0™ (S). Pelo Lema 4.2.13, h,, s(f*", P) = hyom-1(5)(f, P) =
hus(f,P).

Logo, fy,s(f) = hus(f*").

2. Anadlogo ao item anterior, substituindo P por a e H, por H. W

Exemplo 4.2.15. (19) Se a medida p estd suportada num nimero finito de dtomos, entao

sua entropia métrica sequencial é nula.

De fato, p s6 pode tomar um conjunto finito de valores, nesse caso. Por consequéncia,
a entropia H,(P) também s6 toma um namero finito de valores, quando consideramos as
particoes P finitas.
. . o . . .1
Por isto, para qualquer sequéncia S de inteiros nao negativos, lim —H,, (P?) =0,
non

para toda particao finita P.
Logo, h,s(f) = 0.
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No caso em que pu é ergddica e possui algum atomo, seu suporte serd dado por uma

érbita periddica, pela Proposicao 2.2.11. Assim, ocorre h, s(f) = 0.

4.3 O PRINCIPIO VARIACIONAL SEQUENCIAL

A seguir, serdao apresentados trés resultados preliminares de Goodman (10), que
servirao de alicerce para suster o Principio Variacional para entropia sequencial, ou

simplesmente Principio Variacional Sequencial.

Definigao 4.3.1. A ordem de uma cole¢ao de conjuntos o = {A;}icr, Ord «, é o ntimero

maximo de conjuntos de « que intersectam entre si.

Definicao 4.3.2. A dimensdo de recobrimento de um espago topoldgico X, dim X, é o
menor valor de n de modo que toda cobertura aberta finita de X possui refinamento de

ordem no maximo n + 1.

Observacao 4.3.3. A dimensao de recobrimento de R™ coincide com a dimensao como

espago vetorial, isto é, n (29).
Exemplo 4.3.4. (25) Qualquer subespago compacto de R possui dimensao de recobrimento
no maximo igual a 1.

Para provar isto, em primeiro lugar, definimos as colecoes de intervalos abertos
ay={(n,n+1)n€Z}ear={(n—-1/2,n+1/2);ncZ}.

Assim, o = ay U g é uma cobertura aberta de R com ordem 2, pois cada nimero

real esta em, no maximo, 2 elementos de a.

Agora, seja X um subconjunto compacto de R. Dada uma cobertura aberta [ de

X, esta possui numero de Lebesgue (Proposicao 3.1.12), digamos, § > 0.

Isto significa que toda cobertura aberta de X com didmetro menor ou igual a § é

um refinamento de .
Considere o homeomorfismo f : R — R dado por f(z) = dz/2.
Note que f(a) = {f(A); A € a} é uma cobertura aberta de R, com didmetro /2.

As intersegoes dos elementos de f(a) com X formam uma cobertura aberta de
X que refina 5. Assim, obtemos um refinamento de 5 com ordem, no maximo 2, o que

implica dim X < 1.

Afirma-se, também, que um intervalo fechado qualquer na reta possui dimensao de

recobrimento igual a 1.

De fato, seja Y = [a,b], com a < b ntimeros reais. Temos dimY < 1, pois Y é

compacto.
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Seja v = {[a, b), (a,b]} uma cobertura de Y. Seus elementos sdo abertos em Y.

Se 1 € uma cobertura aberta de Y que refina ~, entdo ~; possui, a0 menos, 2
elementos.

Sejam U um dos elementos de v; e V' a unido dos outros elementos.

Se 7 tivesse ordem 1, entao U e V seriam disjuntos, o que iria contradizer a
conexidade do intervalo Y.

Logo, 1 possui, ao menos, ordem 2, o que implica dimY > 1.

De maneira andloga, pode-se mostrar que o circulo unitdrio S! também possui

dimensao de recobrimento 1.

Teorema 4.3.5. Suponha que X possua dimensdo de recobrimento finita. Entdo, para

quaisquer sequéncia de inteiros ndo negativos S e medida p em M(X, f), tem-se h, s(f) <

hs(f).

Dem.: Ponhamos dim X = k e seja S = {t,}, uma sequéncia de inteiros ndo negativos.
Dada uma cobertura a; = {A)},er, esta possui subcobertura finita. Por dim X

ser finita, tal subcobertura finita possui refinamento com ordem finita, digamos, k£ +1 € N

ou menor. Chamemos a = {Ay,..., A} tal refinamento.
Construamos uma particdo de X, P = {Py,..., B}, fazendo P, = A, e B, =
Ak\ kol A;paral <k </.
ZZlDai, para cada z € X, podemos escolher uma vizinhanca V,, 3 x, intersectando no
maximo k + 1 elementos de P.

De fato, cada x € X nao estd em mais que k + 1 elementos de . Tome o conjunto
formado pela intersecao destes elementos de a que contém x. Este conjunto é aberto,
entao contém alguma vizinhanca de x. Chame tal vizinhanca de V,. V, nao intersecta
mais do que k + 1 elementos de P pois, se o fizesse, intersectaria mais que k + 1 elementos

de a.

Chamemos de v uma subcobertura finita de {V,;z € X}. Seja £ > 0 o niimero de

Lebesgue de v. Dado y € X, chamemos também V(y) um elemento de v que contém y.
Sejam E, um conjunto (S, n,e)-gerador de cardinalidade minima.

Sejam também Y, == {(i1,...i,); existe x € X com f*(z) € P,
Zy = A{(i1, ...i,); existe y € E,, com V(f*(y))N P, # @,V 1<k<n}.

V1<k<n}e

Tome (iy,...,i,) € Y,. Entdo, existe x € X com f%*(z) € P;,, paratodo 1 < k < n.

Além disso, existe y € F,, tal que, para todo 1 < k < n, tem -se d(f**(z), f*(y)) < e.
Isto significa que f*(x) € V(f*(y)), para todo 1 < k < n.
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Logo, V(f*(y)) N P, # &, para todo 1 < k < n, o que significa que Y,, C Z,,
implicando em #Y,, < #Z,,.

Para cada y € E,, fixado 1 < k < n, V(f*(y)) intersecta, no méximo, k + 1
elementos da particao P. Como isto ocorre para todos os k entre 1 e n, temos que, para

cada y € E,, existem no maximo (k + 1)" elementos de Z,, associados.
Portanto, #7,, < (k + 1)"#E,, = (k+ 1)"r,(S, f, ).
Dada p € M(X, f), H,(P}s) <log#P}s.
Para cada v € P € P}, tem-se f*(z) € P
#Pis < #Y.

Assim,

para todo 1 < k£ < n. Entao

k>

H,(P}s) < log #Y,, < log #Z, < log((k+1)"#E,) = log (8., ) +nlog(k-+1). (4.4

Por consequéncia, h,s(f,P) <r(S, f,e) +log(k +1) < hs(f) +log(k +1) .

Tome e; > 0, e uma partigao finita Q = {Q1,...,Q,} de modo que h,s(f, Q) >
hus(f) —e1/2.

Escolhamos § > 0 tal que, se houver particao Q' = {Q1, ..., @} com pu(Q;AQ}) < o
(Proposicao 3.2.9), entao H,(Q|Q’) < &1/2.

Como p é regular (Proposicao 2.1.3), podemos obter compactos K; C @, 1 < i < ¢,
com p(Q;\K;) < /L.

Defina a cobertura 8, = {B,..., B;} pondo B; = () K5,1 <i < /(. Seja 3 um

J#i
refinamento de (5; com ordem no maximo k + 1.

Analogamente ao que foi feito até a equacao 4.4, podemos tomar uma particio R
com 3 <R eh,s(f,R) <hs(f)+log(k+1).

Em seguida, defina uma particao I' = { My, ..., M,} pondo

M, = (| M.

O fato de R refinar 8 garante que nenhum R € R intersecta mais do que um
K;, 1 <i</{. Isto certifica que I' seja particao, e que I' < R.

Como K; C M;, para todo 1 < i < £, u(Q:\M;) < pu(Q:\K;) < d/¢, para todo
1<i <.

Se um dado ponto estd em algum M;, e nao estd em @);, para algum 1 < i < /|

entao ele estd em algum (); e nao estd em M;, para algum 1 < j < ¢,j # i. Assim,

MAQ: € U (Q;\M;).
j#i
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Por consequéncia,

‘ 1

p(MNQ) < g (U @\ ) CAVARTAVAR CEAR
J#i J=1

Dai, u(Q;AM;) < 0, o que implica em H,(Q|I') < %1

Usando o item 4.2.4-2: h, s(f, Q) < h,s(f,I')+ H,(Q|l') < h,s(f,T) +e1/2.

Isto implica em

h,u,S(f) < h,u,S(fa Q) + % < hH,S(fJF) +ée < h“,s(f,R) +e <
< hs(f) +log(k+1)+e.

Como ¢, ¢ arbitrario, h, s(f) < hs(f) +log(k + 1).

Agora, dado n € Z, sejam Y = [[X; e g = [] fi, onde (X;, f;) = (X, [),i =
=1 =1

1,...,n.
Por um resultado de (29), pagina 20, tem-se dimY < nk.
Aplicando o obtido acima a (Y, g), obtemos h, s(g) < hs(g) + log(nk + 1).
Usar as proposicoes 4.1.14 ¢ 4.2.11 resulta em nh, s(f) < nhs(f) + log(nk + 1)

Dividindo por n e passando ao limite com n — oo, decorre o resultado. W

A seguir, trataremos sobre o Principio Variacional para entropia sequencial, ou

Principio Variacional Sequencial.
A prova deste resultado se da pela amélgama de trés resultados.
Comegamos por introduzir o nimero auxiliar K(S).

Dada uma sequéncia de inteiros nao negativos S = {t, },, vamos definir o niimero

auxiliar K (S) da seguinte maneira:

n

Para k,n € N, sejam Us(n, k) = | J{t;, t;+1,...,ti+k—1} e Os(n, k) = #Us(n, k).

i=1
Note que, por Og(n, k) ser uma fungio crescente positiva em k, lim sup %@S(n, k)
n

é uma funcao crescente nao negativa em k.
1
Definimos K (S) = liin limsup —Os(n, k).
n n
Note que, se S = {n — 1},cn, entdo, para k fixo e n > k, que Og(n, k) =n+k — 1.
Logo, lim sup %@S(n, k) =1 e, assim, K(S) = 1.

Lema 4.3.6. Seja S uma sequéncia de inteiros nao negativos. Entao,

0, se K(S)=0;
K(S)h(f), se 0 < K(S) < oc.
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: 1 n :
Dem.: Seja a uma cobertura e a,, = gH(af). Chame a = lim a, = h(f, ).
Denote ¢, = sup(a, — a). Note que {e, }n,en é uma sequéncia decrescente, conver-
r>n

gindo para zero.

Sejam k,n € N, Us(n,k) e Os(n, k) definidos como imediatamente antes deste

lema.

Defina a relagdo de equivaléncia em Ug(n, k) da seguinte maneira: para i,j em
Us(n, k), decretamos i ~ j se, e somente se, £ entre i e j (1 < ¢ < jou j < ¢ <4i) implica
(e Ug(n, k)

Denote Uy, ..., U, as classes de equivaléncia: Us = U;U...U U,.
Seja b; = #U;,1=1,...,7.

Note que k < b;, para todo 1 < ¢ < r, pois cada classe contém ao menos k elementos

consecutivos de Ug(n, k).

Seja B(n, k) = f~(af) vV fT(ak) = \/  f7'(a) uma cobertura.
iGUs(n,k‘)

Entao:
H(B(n, k)) ZH( f""(a)) <
i€Us(n,k)

SH<\/ f‘%a)) +H(\/ f‘%a)) +---+H(\/ f‘i(a)>-

€Uy €Uz 1€Ur

Os membros de uma classe sdo inteiros consecutivos entre si. Portanto
H(B(n, k) < H(@}) + H(aP) + -+ H(a}) = biay, + boay, + -+ + bray, .

Mas, ap, < a+ep,i=1,...,r.
Entao, H(S(n,k)) < (a+e)(by + -+ b,) = (a +€x)Os(n, k).

Por consequéncia,

hs(f, o) = limsup iH(ﬁ(n, k)) < limsup 71165(”’ k)(a+er) < K(S)(a+ eg).

Entdo, para cada k € N, hs(f, a) < hs(f, o) < K(S)(a+ ).

Logo, K(S) = 0 implica hs(f,a) = 0. Além disso, e, — 0 quando k — oo e, assim,
0 < K(S) < oo implica hs(f,a) < K(S)h(f,a) < K(S)h(f).

Como « é arbitraria, pode-se concluir o resultado tomando o supremo sobre as

coberturas. W
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Proposicao 4.3.7. Seja S = {t,}, uma sequéncia de inteiros ndao negativos, e p €
M(X, f). Entao:

h o) > | K, 500 < hulf) < oo
T oo e ) > 0mu(h) =

Dem.: Seja P uma particao e S = {t, },, uma sequéncia de inteiros nao negativos.

Usando o Lema 3.2.17, dados n, k inteiros positivos, tem-se:
H, (\/ f“(P}“)> = H, ( V f’U’)) > (#Us(n, k)b (f, P) = O(n, k), (f, P).
i=1 i€Us (n,k)
Donde segue que
hus(f, Pf) = limsup —H, \/  [7(P)| = limsup —O(n,k)h,(f, P)
non icUs(n,k) non

Entao,
1
hus(f) > lillcn hus(f, 77}“) > lilgnlim sup ;@(n,k)hu(f, P) = K(S)h,(f, P).

Assim, h, s(f) > K(S)h,(f). W

Teorema 4.3.8 (Principio Variacional Sequencial). Suponha que X possua dimensdo de

recobrimento finita. Entao

0, se K(S) =
0, se K(S) < oo,h(f)=0;

K(S)h(f), 860<h(f)<00;
se K(S) > 0,h(f) = 0.

De modo equivalente, se h(f) >0 ou K(S) < oo:

hs(f) = sup h,s(f).
PEM(X,[)

Dem.: Pelo Teorema 4.3.5, Lema 4.3.6 e Proposi¢ao 4.3.7:

K(S)h(f) = hs(f) = hyus(f) = K(S)hu(f).

Usando o Principio Variacional ordinario (Teorema 3.3.3) e tomando o supremo

sobre as medidas invariantes por f:

K(S)h(f) 2 hs(f) = sup  h,s(f) = sup K(S)hu(f) = K(S)h(f).
BEM(X,f) HEM(X,[)

O resultado segue de imediato. W
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Teorema 4.3.9. (27) Se p € M(X, f), dada S uma sequéncia de inteiros nao negativos,
as entropias métrica e topologica sequenciais de f nao mudam se o dominio for tomado

como Qy, desde que K(S) < oo ou h(f) > 0.

Dem.: Devido a Proposicao 3.3.6, h, s(f) = hus (f|gf)

Pelo Principio Variacional Sequencial (4.3.8),

hs(f) = sup hus(f)= sw hus(flo,) = hs (flo,). n
HeM(X,f) HEM(X,f)

4.4 O EXEMPLO DE SZLENK

Nesta secao, mostraremos um sistema dindmico simbélico que foge as hipdteses
do Principio Variacional Sequencial, isto é, possui o supremo das entropias da medida
sequenciais diferente da entropia topolégica sequencial. Este exemplo foi elaborado por
Szlenk (30). Ver também (31).

O espago X serd um subespaco fechado das sequéncias formadas por zeros ou uns,

{0, 1}, munido com a dindmica shift o, conforme disposto nos exemplos 4.2.10 e 3.1.14.
Seja n > 0 um inteiro positivo, e r,, ¢, dois inteiros nao negativos tais que
r, = 2",
Considere a familia de todos os segmentos de sequéncia v,, = (v1,v9,...,v,, ), onde
vp = 0 se k # il,, e vy é arbitrario, dito livre (0 ou 1), para k =il,, i =1,...,2"

Por definicdo, ha 2" digitos livres em cada v,. Logo, ha 22" formas diferentes de se

compor v, segundo esta regra.

Denotemos todos os v,, por UT(}), v,(f), e ,1;7(122”).

Seja V}, a sequéncia formada pela concatenacao dos v,: V,, = vMv@ .. ,v,(fgn).
Concatenando, por sua vez, os V;, definimos zo = VoV; ...V, ... € {0, 1}
Coloquemos £y = 1 = ry, isto é, vél) = (0),2)(()2) = (1).

Requer-se que £, seja maior que o comprimento do segmento de sequéncia VoVi, ..., V,_1.

A ideia é que o intervalo entre dois digitos livres consecutivos tenda a infinito muito rapi-

damente.
n—1
. ;. 21t . 21
Como o comprimento de V; ¢é igual a 2° r;, £, deve ser maior que E 27 r;.
i=0

Entéao, fazemos ¢, = n2%"r,_; = n22"t" 14, _,.
Para fins de ilustracao, vejamos os trés primeiros V;: 1 = 0,1, 2.

Vb, por defini¢ao, é dado por 01.

Temse f; = 1-22+1-1.1 =4 ¢ r; = 214, = 8. Ou seja, cada segmento v\ possui
8 simbolos, sendo dois deles livres, o quarto e o oitavo. O segmento V;, assim, é composto

pela concatenacido dos 22 = 4 segmentos UY).
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Agora, ly = 2224271 .4 — 956, ¢ 1y = 220, = 1024. Isto é, cada segmento

véi) possui 1024 simbolos, sendo quatro deles livres: o 256°, 0 512° o 768° e o 1024°. O
segmento V5, assim, é composto pela concatenagao dos 22 — 16 segmentos vgi).

Denote as coordenadas de xg por aq,as,... e, para todo n € N, seja p,, inteiro

positivo tal que (ag, a1, ..., ap,,) = VoVi... V.

Isto é, p, — pn_1 é 0 comprimento de V,,, n > 0. Como py = 2, temos p; = 34,

p2 = 16418, e assim por diante.

Denote x,, = 0™ (xg), e defina X como o fecho de {z,},.

Proposicao 4.4.1. O espaco X contém somente pontos da forma:

1. ©,, n e N;
2. e, =1(0,0,...,0,1,0,...) - 0o numero 1 aparece na n-ésima posi¢io, somente;

3. (0,0,0,...) =0.

Dem.: E claro que (0,0,0,...) é ponto de acumulacio de {0 (o) }n, pois, dado N natural
qualquer, existem infinitos termos de {0" ()}, tal que todos os digitos até a posigdo N

sao 0. Isto se deve ao fato de que ¢, — oo sempre que n — 00,

Suponha, entdo, que a = (ay, as,as,...) é ponto de acumulacao de {o™(x)},, com
a,, = 1, para dado m natural, sem perda de generalidade.

E fato que existem infinitos termos de {0" (o)} tal que seus m-ésimos digitos sao
iguais a 1, por defini¢do de x.

Chamemos tais termos de {o"* (zg) }.

Existe, ainda, um nimero natural M de sorte que, se k > M, entao todos os digitos,

do primeiro ao m — 1, de 6" () sdo iguais a zero, bem como os digitos de m + 1 até 2m.

Isto também se deve ao fato de ¢, — oo quando n — oo.

Isto indica que a é exatamente (0,0,...,0,1,0,...), onde o digito 1 aparece na
m-ésima posicao.
Além disso, e, — 0 quando k& — oo.

Assim, exaurimos as possibilidades para os elementos de X. W

Proposicao 4.4.2. A entropia sequencial métrica do sistema (X,0), h,s(o), € nula, para

qualquer sequéncia de inteiros nao negativos S.

Dem.: Sejam p € M(X,0) e Y = [ o'(X).
i=0
Conforme a Proposicao 4.4.1, sejam X; o conjunto contendo todos os x,, e X5 0

conjunto contendo todos os e,, n € N.
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Tem-se Y = X, U {0}. Note que Y é fechado.
Além disso, Y ndo intersecta X, pois, para todo k, x;, ¢ o**1(X).

Como, para todo i, 0'(X) C o7 (c""}(X)) e o é invariante por p, entdo

o1 (X)) = p(o™ (0" (X)) = p(o"(X)).

Dai, como u(X) =1, u(c*(X)) = 1, para todo i € N.

Pela continuidade da medida 2.1.1, pu(Y') = 1.

Pelo fato de o7%(eg) = ¢;, para todo 4, segue que u(eg) = pu(e;), para todo i.

Cada e; tem medida nula, pois, caso contrario, X, teria medida infinita. Por
u(Y) =1 resulta p(0) = 1.

Logo, todo subconjunto de X tem medida 0 ou 1.

Assim, dada S sequéncia qualquer de inteiros nao negativos, tem-se b, s(c) =0. W

Proposicao 4.4.3. Existe uma sequéncia tal que a entropia topoldgica sequencial do

sistema (X, 0), hs(o), é positiva.

Dem.: Vamos particionar X de maneira similar do feito em 3.1.14.

Recapitulemos que p; é a quantidade de digitos até o fim de V;, para todo ¢ =
0,1,2,....

Seja A, = |J{pi-1 + s&}?zl, para todon = 1,2,..., e § = {t;}; a sequéncia

=1
00

contendo todos os termos de U A;, em ordem crescente. Esta, escrita por extenso, seria:
i=1

{po + b1, po + 201} U {p1 + Lo, p1 + 20a, p1 + 3la, py + 44 }U
U{pg+£3,p2+2€3,..-7p2+8f3}u...
U {pn—l + Knapn—l + 2£n7 <oy Pn—1 + 2n€n}

O conjunto A,,; contém 2" termos a mais que o conjunto A,.

Note que os termos de A,, indicam, dentro de z, as posicoes dos 2¢ digitos livres

do primeiro v; de cada V;, a partir de V; até V,,,
n
Ainda, A,, possui os Z 2t = 2"1 _ 9 primeiros termos da sequéncia S.
i=1
Seja o« = {Ap, A1} uma cobertura, em que A; = {x € X;20=1i},i =0, 1.
Em vista da definicao de v,,V, e ¢,, a cobertura «, = \/ a_i(a) contém, ao

icA
on , 1E€EAR
menos, 2° elementos. De fato, a cobertura «, contém, ao menos, todos os elementos

de X que possuam 0 ou 1 nas posi¢oes dos indices de A,. Considerando somente os
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indices relativos aos digitos livres de V,, em zq, a,, contém ao menos, todas as combinagoes

’ . . , n
possiveis para v,, isto é, 22" elementos.

Observe, também, que a cobertura «, é minimal, pois seus elementos sao disjuntos

dois a dois.

1 n
A entropia sequencial de o com relagdo a v é hs(o, a) = limsup — log N (\/ ol (a))
n n

=1

Chame y,, = = log N <\/ at"(oz)>.
n

i=1

Note que iy log N () = yon+1_9 € que hg(f, ) > limsup yan+1_s.
Por isto,

1 1 o on
Consequentemente,

1
hs(f,a) > limsup log N(a,) > ilog 2.

n

Logo, a entropia topoldgica sequencial de o é positiva. W

Corolario 4.4.4. A entropia topoldgica sequencial do sistema (X, 0) em relagio d sequén-

cia S ndo € atingida no conjunto de pontos ndao errantes de o.

De fato, a entropia topolégica sequencial do sistema (X, o) é positiva, segundo a
Proposicao 4.4.3, mas, quando restrita a €2,, é zero. Para esta tltima afirmacao, note,
por £, ser invariante por o, que €}, C Y, em que Y é dado pela Proposicao 4.4.2. Além
disso, 0 € €, e e, — 0 quando m — +oo. Isto quer dizer que €2, contém, além de 0,

possivelmente, todos os e;, com 7 maior do que algum 7 € NUO.
Caso 2, contenha somente 0, segue de imediato que hs (o|q,) = 0.

Caso contenha também os e;, com ¢ maior do que algum j € N U 0, considere uma
bola de raio € > 0, centrada no ponto 0. Fora desta bola, existem finitos pontos do tipo e;,
digamos, N pontos.

Dada uma sequéncia de inteiros nao negativos S = {t;};, um conjunto (S, 1,¢)-
gerador seria formado por 0, os N pontos fora da e-bola centrada em 0, e mais N
pontos dentro da bola, cujas respectivas imagens por f! seriam estes mesmos N pontos,
totalizando 2N + 1 elementos. Isto é (S, f,e) < 2N + 1.

Um conjunto (S,2,¢e)-gerador teria que incluir, além dos pontos do conjunto
(S, 1,¢e)-gerador, no méximo, mais N pontos dentro da e-bola centrada em 0, de sorte que

suas imagens por f%2 sejam os N pontos fora desta bola. Assim 75(S, f,e) < 3N + 1.

Continuando o raciocinio, um conjunto (S, n,e)-gerador minimal de , tem cardi-

nalidade, no méximo, igual a (n + 1)N + 1.
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1 1
Assim, limsup —r(S, f,e) < limsup — log((n + 1)N + 1) = 0.
n n n n
Isto é, pela definigdo de entropia por conjuntos (S,n,e)-geradores, temos que
hs (0lq,) = 0, ndo importando a sequéncia S de inteiros nao negativos.

Com isto, pelo Principio Variacional cldssico (Teorema 3.3.3), concluimos que
h(o) = h(olo,) = 0.

Mas, hs(o) > 0, para S dada conforme a Proposigao 4.4.2.

Este exemplo materializa o fato da entropia topologica sequencial poder distinguir

um sistema que possui entropia topolégica nula.
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5 O TEOREMA DE KUSHNIRENKO

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados propedéuticos, a fim de provar
um importante teorema de Kushnirenko (9), o qual caracteriza espectro discreto de um

sistema dinamico com entropia sequencial positiva. Primeiramente, algumas definicoes:

Definigao 5.1. O operador de Koopman de uma sistema (f, u), Uy : L*(X, u) — L*(X, p),
é definido pondo Uy(p) = p o f.

Note que, se p estd em M (X, f), o operador de Koopman é uma isometria: dada
p € L*(X, p),

5t = | [ 1050 = | 16 o ] = | 1] = ol

Devido a isto, os autovalores de U; sao sempre unitdrios.

Dizemos que um colecao de elementos ortonormal de um espaco de Hilbert X,
o

{e;}ien é base de Hilbert se, para todo x € X, ocorra x = Z a;e;.
i=1

Definig¢ao 5.2. Dizemos que um sistema (f, 1) possui espectro discreto se os autovetores
do respectivo operador de Koopman U; geram, no sentido de base de Hilbert, o espago

L*(X, ). Isto é o mesmo que dizer que Uy possui espectro discreto.

Assim, se (f, 1) possui espectro discreto, qualquer funcio em ¢ € L*(X, i) pode
(e.)

ser escrita como uma série ¢ = Z a;e;, onde Us(e;) = Ney, |Ni| = 1.
i=1
Agora, o enunciado do teorema:

Teorema 5.3 (Kushnirenko). Se u € M(X, f) e f € invertivel, entao o sistema (f, 1)
possui espectro discreto se, e somente se, h, s(f) =0 para toda sequéncia S de inteiros

nao neqativos.

Neste contexto, além de X ser espago compacto, assumimos que y ¢ nao atémica.

Comecamos pela

Proposicao 5.4. Seja (K,d) um espago métrico compacto. Dada uma sequéncia {x, }nen
em K ee >0, existe N € N de sorte que, para cada x,,n > N, pode-se obter z;;1 < N,
tal que d(x,, ;) < €.

Dem.: Suponha que a afirmacao seja falsa.

Entao, existe € > 0 de sorte que, para todo N € N, existe um z,,n > N, de

maneira que d(z,,z;) > &, para todo i < N.

Para N = 1, existe n; > N tal que d(x,,,x1) > ¢
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Para N = ny, existe ny > N tal que d(zn,, Tn, ), d(Tp,, 1) > €.
Para N = ng, existe ng > N tal que d(Zp,, Tny), d(Tpyg, Tny ), d(Tpg, 1) > €.

Procedendo desta maneira, construimos uma sequéncia {xi,z,,, Tn,, ...} Cujos
elementos distam ao menos € de todos os outros. Tal sequéncia nao possui, assim,

subsequéncia convergente, contradizendo a compacidade sequencial de K. W

Defini¢ao 5.5. Chamamos de W, o conjunto das fungoes caracteristicas de subconjuntos
de X com medida 1/2. Para cada T' € W,, denotamos por & = {T71(1),7-(0)} sua
particao correspondente. Chamamos também de YW, C Z, o conjunto das partigoes

correspondentes as fungoes de W,,.

Trataremos W, com a métrica ¢, induzida pela norma de L*(X, u): dados T, R €
Wy, Cu(T, R) = || T — R||2. Note que |T" — R|(x) é ndo nulo se, e somente se, z esta ou em
T~Y(1) ou em R™'(1). Portanto, ¢, (T, R) = \/u(T- (1) AR1(1)).

Proposicao 5.6. A funcao v : W, — YW, que leva T' em &p, desta forma definida, €

continua.

Dem.: Sejam TR fungdes em W, e &r = {T71(1),T-40)},ép = {R*(1), R"*(0)} € yW
suas partigoes correspondentes. Chamemos A; = T (1), Ay = T71(0), A3 = R71(1), Ay =
R71(0). A menos de medida nula, A; = A e A3 = AS. Chamemos também o = p(A;NA3),
B =p(Ar N Ag), v = (A2 N Az), 6 = p(A2 N Ay).

Vamos usar a fungio ¢, além de u(A;) = 1/2, obtendo
H,(&7|¢r) = ¢(@) + ¢(8) + ¢(7) + 6(0) —log 2(a + B + 7 + 0).
Ainda, o fato de H,(&r|€g) = H,(€x|¢r) resulta em
pu(ér, Er) = 2(0(a) + ¢(B) + ¢(7) + ¢(9)) — 2log 2(a + B + 7 +9).

Ademais, por defini¢ao dos A;:

B4 = m(A\Az) + p(As\ A1) = p(A1AAz) = G(T, R)

5.1
a+0=pu(ANA3) + u(A;NAS) =1— u(AAA3) =1— (3(T, R). (5:1)
Isto implica em p, (&7, Er) = 2(d(@) + ¢(B) + ¢(v) + ¢(0)) — 2log 2.
Em adicao:
d+v=1/2. B+0=1/2 (5.2)

a+v=1/2;a+p=1/2;

De (4.1) e (4.2), resulta « = 0 = (1 = C2(T, R))/2 e f = v = C.(T, R)/2.



66

Por conseguinte, p,({r,&r) se torna igual a

2(aloga+ flog f+ vylogy + dlogd) — 2log2 =

5.3
= —2((1 = G(T, R)) log(1 — ¢i(T, R)) + Gi(T', R)log (;(T, R)). >

Pelo fato de liII(l](l — %) log(1 — 2?) = liII(l) 2*log z* = 0, para todo ¢ > 0, pode-se
T T—
obter ¢ > 0 de sorte que, se (,(T, R) < 6, entdo p,(&r,&ér) <c. N

Observacao 5.7. Note que 1 leva exatamente dois elementos do dominio em um elemento
da imagem: dado T' € W, ¥(T') = ¥(1 — T'). Por este fato, e por 1 ser continua, se K ¢é
fechado e nao compacto, entdao ¥ (K) é ndo compacto.

De fato, ¢ é dois para um, pois cada partigao & = {T1(1),T7-(0)} € YW, possui
duas fungoes em W, que sao levadas a ela por 1, a saber, T'e 1 —T.

Ainda, W, nao ¢ discreto, pois, dado f € W, e € > 0, é possivel obter g € W,
com (,(f,g9) = \/,u(f—l(l)Ag—l(l)) < ¢, pela continuidade da medida .

Se K ¢ fechado, mas nao compacto, existe sequéncia {f,}nen sem subsequéncia

convergente, isto é, existe € > 0 tal que (,(f;, f;) > €, para todos i # j.
Como v é dois para um, a sequéncia {¢(f,,) tnen possui infinitos termos distintos.
Suponha que tal sequéncia possua subsequéncia convergente, digamos, para & € (K).
Sejam go, 1 — go as fungoes levadas a &: ¥(g0) = ¥(1 — go) = &o-

Usando a continuidade de v, escolha § > 0 tal que a pré imagem de B, (&, d)
contenha B¢, (go,€) e B¢, (1 — go, ).

O conjunto B,,(&,d) contém infinitos elementos de {¢(fn)}nen. Entao, algum

dos dois conjuntos B, (go,€) ou B¢, (1 — go,€) contém infinitos termos de { f, }nen, 0 que

contradiz (,(fi, f;) > ¢, para i # j.

Lema 5.8. Seja 0 > 0 e sejam {aq,...,ar}, {x1,...,2%} dois conjuntos de nimeros reais
k k

nao negativos tais que Z a;=1¢€ Z a;x; < 0.

i=1 =1

Entao, existe R real tal que, se M € N, M > R, existem subconjuntos
{ae,, .. .yae, },{xe,, .. 2, }, comn <k,
n
tais que Zagi >1—1/M e x,, < M6, para todoi =1,...,n.
i=1
Dem.: Suponha que a assertiva seja falsa.
Note que nao é possivel que que todos os a;,i = 1,...,k, sejam maiores do que
k

M, pois isso implicaria em Z a;r; > 0.
i=1
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Assim, existe ¢ < k tal que, reordenando os elementos, se necessario, a; < M4,
parai=1...,0,ea; > Mj, parat=4+1,... k.
‘ k k
Se ocorresse Zai < 1—1/M, entdo teriamos Z a; > 1/M. Dali, Z a;r; >

i=1 =041 i=0+1
M§(1/M) =6, o que contradiz a hip6tese. W

p(PNQ)
Q)

Defini¢ao 5.9. Dados P,  dois conjuntos mensuraveis, chamamos de pu(P|Q) =

a medida condicional de P dado Q).

Definicao 5.10. Definimos a entropia condicional de uma particao P em relacdo a um

conjunto mensurdvel @ por H,(P|Q) = > —u(P|Q)log(u(P|Q)).
Pep

Proposicao 5.11. Para todo € > 0 existe 6 > 0 de modo que, para qualquer particao
P finita, se ocorrer H,(Q|P) < 0 para algum Q € YW,, entao existe P’ < P que
pu(Q, P <e/2.

Dem.: Denotemos por )1 e Q> os elementos de Q, e por Py, ..., P, os elementos de P.
Chamemos, usando a fungao ¢: H,(Q|P;) = ¢(u(Q1|F;)) + o(1(Q2| F;))-
Note que p(Q1|P;) + u(Q2|P;) = 1. Pondo p(Qq|P;) = v, entdo H,(Q|P;) =
o(y) + ¢(1 —7) que, como funcao de v, nao ultrapassa 1. Isto se deve a partigdo Q ter

dois elementos e a base do logaritmo ser e. Portanto, H,(Q|F;) < 1.

Assim, H,(Q|P) = Z w(P;)H,(Q|P;) < 6, por hipdtese - uma média ponderada.

Como > u(P;) = 1, faremos uso do lema 5.8: para todo M suficientemente grande,
=1
existe um subconjunto P; de elementos de P tal que Z pu(P;) > 1—1/M, e tal que

P;ePy
H,(Q|P;) < Mé se P; € P,. Basta tomar a; = u(P;) e x; = H,(Q|F;), i =1,...,k, nos
moldes do lema. Atribua a tais conjuntos de P; os rétulos Py, ..., Pp,.

Afirmacao: Para 6 suficientemente pequeno, a desigualdade H,(Q|P;) < M < —0log6—
(1 —6)log(1 — @) somente pode implicar em ou u(Q1|FP;) < 6 ou u(Q2|P;) < 0.

Sem perda de generalidade, assuma que
e para 1 < j </ ocorre u(Q:1|P;) <6 e u(Q2]P;) >1— 0,
e para ¢ < j < m ocorre u(Qq|P;) < 8 e pu(Q1|P;) >1—46.

l m
Seja P’ = {P{, P}, P}} uma parti¢do, onde P{ = |JP,, P, = |J P, e P} =
i=1 =041

k
U P
i=m+1

Entao, u(P§) < 1/M e, porisso, u(Q1NP§) < 1/M, u(Q2NP;) < 1/M. Outrossim,
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¢
(@ NP =3 u(@ NP <92N = Ou(P[) < 0;

=1 =1

m

QNP = > w@QnNPk)<6 Z pu(P) = 0pu(Py) < 0;

i={+1 i=0+1

¢ ¢
QNP = ZM (2N Fy) (1—9)2 u(P) = (1= 0)u(Py);

m

W@ P = i W@ E) > (1—0) S u(P) = (1— 0)u(FL).

Tais fatos implicam, usando o crescimento e decrescimento de ¢ e o fato de € ser

pequeno, em:

P((@Q1]Pr)) < o(0); o ¢(u(Q2|P)) < o(1 = 0);
P(u(Q2| F3)) < ¢(0); o p(u(@iF3)) < o(1-90).

Assim, fazendo uso de H,(Q|P;) <1

H,(Q|P') Zu H,(Q|P,) < H,(Q|P\) + H,(Q|P,) + 1/M =

= (@1l P) + ¢(Q1]P;) + ¢(Qa|PY) + &(Qa| P3) +1/M <
<20(0)+26(1 —0)+1/M = —2(0logf + (1 — 0)log(1 —6)) + 1/M.

Como u(Q1) = 1(Q2) = 1/2 € 2u(Q1 N Fy), 2u(Q2 N Py) > 1 — 20,

2 2

H,(P'1Q) = > m(Qi)H,u(P'Qi) < > Hu(P'|Q:) =

i=1 =1

z: o(2u(P/ N Q1)) +;¢ 2u(P/ N Q2)) §2<¢(29)+¢(1_29)+¢(]\24)> —

2
) (291og 20 + (1 — 20) log(1 — 26) + M log M)

Juntando as partes,
, 1 2
pulQ.P') < 20(6) +26(1 — 6) + - +2(6(26) + 6(1 - 20) + 6 () ).

Como })irr(l) »(20) = éiné ¢(1 —20) = 0, podemos escolher 6 tao pequeno quanto se
— —
queira e M tao grande quanto se queira, de modo que p,(Q,P") < ¢/2.
Dai, escolhemos 6 a partir de M§ < —flog# — (1 — 0)log(1 — @). Como desejado,

0 depende somente de . W
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Prova da afirmagdo: Seja 6 um nimero real suficientemente pequeno (< 1/e) e seja 0; a
outra pré imagem da imagem de 6 por ¢. Note que 6; < 1 — 6, pois |¢'| é maior perto de

0 do que perto de 1.
Seja ¢ = u(Q1|P;). H& quatro opgoes possiveis. Isto estd ilustrado na figura 1:

Figura 1 — Ilustracao das quatro opgoes possiveis para q.

A
Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

1. 0 < g < 0. Neste caso, ¢(q) < ¢(f) e 1 —q > 1—6, o que implica ¢(1 —q) < ¢(1—0).
Entao, ¢(q) + ¢(1 — q) < ¢(0) + ¢(1 — 0), o que é admissivel;

2. 0 < q < 0. Neste caso, ¢(q) > ¢(f) el —0 >1—q > 1— 6, o que implica
d(1—0) < ¢(1—q). Entao, ¢(q) +o(1—q) > ¢(0) + ¢(1—0), o que nao é admissivel;
3. 6p <q<1-—40. Neste caso, ¢(q) > ¢(1 —0) el —6, >1—¢q >0, o que implica
o(1 —q) > ¢(0). Entao, ¢(q) + o(1 —q) > ¢(0) + ¢(1 — 6), o que nao é admissivel;

4. ¢ > 1—0. Neste caso, ¢(q) < ¢(1 —0) e 1 —q < 0, o que implica ¢p(1 — q) < ¢(0).
Entao, ¢(q) + ¢(1 — q) < ¢(0) + ¢(1 — 0), o que é admissivel.

Logo, somente é possivel ocorrer os casos 1 e 4, ouseja, g <foul—g<6. N

Observacao 5.12. Sob as hipdteses da Proposicao 5.11, o conjunto dos elementos
{Qi}ier C YW, tais que ocorre simultaneamente p,(Q;, Q;) > €, se i # j e H,(Q;|P) < 9,
é finito.

De fato, suponha que nao o seja. Como P é um conjunto finito, o nimero de
partigoes tais que P’ < P nos moldes da demonstragao de 5.11 é finito. Seja {Py,...,P;}

o conjunto destas partigoes.

Seja a fungdo g : {Qi}ier — {P1, .-, Pi} que leva cada Q; em algum P} de forma
que acontega p,(Q;, P}) < &/2.
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Note que g é injetiva, pois, se ndo o for, nao podera acontecer p,(Q;, Q;) > ¢€,i # j.
Logo, pelo fato da imagem de g ser finita, segue que £ também o é.

Lema 5.13. Um conjunto fechado K € YW, é compacto se, e somente se, para toda

sequéncia {Pptnen em K, tem-se hm H (\/ P)

Dem.: (=) Seja K um compacto. Segundo a Proposicao 5.4, para toda sequéncia {P,, }nen
em K e todo € > 0, existe N natural, de sorte que, para todo P,,,n > N, pode-se obter
Pi, i < N, tal que p,(P,,P;) < e.

Entao, para todo n > N, utilizando o Lema 3.2.7 — 2¢:

(U)o ()

m-+n n
Entao, se m,n > N, temos H, ( \/ 732-> - H, <\/ 772-> < me, o que implica

) < Hy(PolPy) < pu(Pus P) <

lim sup H (\/ P) < e. Como ¢ ¢ arbitrario, tem-se lim sup H (\/ P)
( ) Se K é fechado, mas nao compacto, podemos obter € > 0 e uma sequéncia
{P:}ien de pontos de K, de sorte que p,(Pi, P;) > ¢, se i # j.

Dado ¢ > 0 e P uma partigdo finita, o nimero de termos de {P;}ien que satisfazem

H,(P;,P) < 6 é finito, por causa da observagao 5.12.
Logo, para infinitos indices ¢, dada P particao finita, temos H,(P;|P) > o.
Agora, formemos uma subsequéncia P, Py, - - -, Pn,, - .. indutivamente.

Escolha P,, e assuma que os k — 1 primeiros elementos da subsequéncia foram

7j—1
determinados, satisfazendo H,, (Pnj \/ 77”2.) >, paratodo 1 <j<k—1.
i=1

k-1
Fazendo P = \/ P,,, existe um dentre os infinitos termos da sequéncia {P;}en

i=1
satisfazendo H,(P;|P) > 0. Chame-o de P,,.

+ n
Dai, de modo anélogo ao feito na parte 'somente se’, H,, ( 77m> (\/ )

Geramos, assim, sequéncia {P,, }ren, de forma que H, (
m

1 k
md, o que implica lim sup EH“ (\/ Pnk> >0>0. N
k i=1

O seguinte lema ¢é parte de um teorema de Paul Halmos. Sua demonstragao utiliza
o Teorema Espectral, e nao serd exibida neste texto. O leitor interessado podera consultar
(19), p. 222-224, ou (32), p. 39-41.
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Lema 5.14. Se a fungio p € L*(X, ) € ortogonal a todos os autovetores do operador
n—1

1 .
unitdrio Uy, entio — Y [(U(p), ©)|* = 0 se n — oo.
"o

Lema 5.15. O operador unitdrio Uy : L*(X, pu) — L*(X, ) possui espectro discreto se, e
somente se, o fecho do conjunto {U}(p)}n € compacto, para toda ¢ € L*(X, p).

Dem.: (=) Se (f, ) possui espectro discreto, entao existe base ortonormal {ey}ren de
L*(X, p), tal que Up(ey) = Mgex, [ M| =1, k=1,2,....
Toda ¢ € L?(X, u) pode ser escrita como ¢ = »_ ae;, com » _|a;]* < oo.
i=1 i=1
Para todo n € N, temos que U} (@) = Y bie;, onde b; = X'a;. E claro que |b;] < |ai|,

i=1
para todo 1.

Assim, o fecho de {UF(¢) }nen € compacto, pois esta contido no conjunto

{9 = cieg o < |ai|} :

i=1
Este conjunto é compacto, por ser sequencialmente compacto. A prova deste fato segue as

ideias do mesmo argumento para um cubo de Hilbert (33).

(«<): Suponha que (f, ) ndo possua espectro discreto. Entao, existe um vetor
no complemento ortogonal do subespaco gerado pelas autofungoes de Uy, isto é, existe

¢ € L*(X, u) ortogonal a todas as autofungoes de Uy.
1 . n—1 ;
Pelo Lema 5.14, - hgn ;) (Ut (¢), )2 = 0.

Isto equivale a dizer que lim [(UF (), ¢)| = 0, se n ndo toma valores em um conjunto
n

J de densidade zero, pelo Lema 2.1.11.

Por f ser invertivel, o operador U; é unitario. Entao, (Us(¢),Ur(¥)) = (@, 1),
para todas o, € L?(X, u). Disto segue que, para quaisquer a,b € N com a > b, tem-se
(Uf(9), Up(p)) = (UF (), ).

Seja € > 0 dado. Pode-se obter n; ¢ J; com densidade zero, de sorte que
(U7 (), 0)| <&

De forma semelhante, pode-se obter ny > n; de sorte que ny ¢ Jy com densidade
zero, e [(U7*™" (), )| = U7 (), U ()| <€ e [(Us* (), )| <e.

Ainda, pode-se obter ng > n, de forma que ng ¢ J3 com densidade zero, [(U*~"(¢), )| =
[(UF* (@), Ug ()] <&, e KU (), o) = (UF* (), Up* ()| < e

Continuando o raciocinio indutivo, obtemos ny de forma que ny > ny_1, ny—n; & Jy
de densidade zero, i = 1,...,k — 1, ocorrendo [(U7*(¢), U (@))| <e,i=1,....k—1e
[(Us*(p) - )| <e.
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O fato da uniao finita de conjuntos de densidade zero ser, também, um conjunto de
densidade zero, garante que todos os indices ny,...,ni e n; —n;,1 <@ < j <k, estejam

fora de um conjunto de densidade zero, a saber, J; U---U Jg.

Assim, para ¢ # j, tem-se

U7 (9), Up* () = IUF (9) = Ug” ()2 =
= VITF @3 + 1T ()3 = (UF (), U () = (U (), U () > /2]l — 22 > 0,

ou seja, a sequéncia {U}(¢) fien ndo possui subsequéncia convergente, implicando que o

conjunto {U} () }nen ndo é compacto. M

No proximo lema, faremos uso da hipdtese que p é nao atomica, juntamente com o
resultado de Sierpinski (21):

Teorema 5.16. Se u é medida ndo atomica em X, entao, para todo conjunto A mensurdvel
ea € [0,u(A)], existe B C A tal que u(B) = a.

Lema 5.17. Seja P € 2, uma particao finita. Dadoe > 0, existek > 0e&y,...,& € YW,
de sorte que p,(P, &1, ..., &) <e.

Dem.: Para provar a afirmagcao, basta provar que existe um conjunto infinito {Py,..., Pn,... },

onde P; = \/ &, & € YW, de sorte que \/ P; = \/ & = ¢, usando a Proposicao 4.2.6.

j=1 i=1 i=1
Suponha que isto ndo acontega: para cada colegdo de partigdes {{1,...,&,, ... },
o0
existe um conjunto K de medida positiva, contido em algum elemento de \/ &.
i=1
Tome duas colegbes de partigdes {ny,...,Mn, ... e {&,...,&n, ... }, sendo Kj o
o

conjunto com medida positiva contido em algum elemento de \/ n; € K3 o conjunto com

i=1
o)

medida positiva contido em algum elemento de \/ &.

i=1

Se K1 N K, = @, entdo a cole¢ao {n1, ..., M, &1, &n, ... } étal que \/ &V
i=1

\/ n; = €.
i=1

Entao, sem perda de generalidade, podemos supor que existe conjunto K com

medida positiva (digamos, u(K) = a < 1) tal que, para toda cole¢ao {&1,...,&n, ...}, K

esta contido em algum elemento de \/ &.
i=1
Seja a = {A, B} uma partigao formada da seguinte maneira: tome P subconjunto
de K com 0 < u(P) = b < a. Isto é possivel, pelo Teorema 5.16. Tome, também,

conjunto disjunto de K, com u(Q)=1/2—b. Faga A=PUQ e B= X\A.
Observe a V \/ & contradiz a hipétese, e concluimos a prova. W
i=1
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Proposicao 5.18. Dada uma sequéncia de inteiros nao negativos S = {t,}n, ocorre
h,s(f) =0 se, e somente se, h,s(f,P) =0 para toda P € YyW,,.

Dem.: («): Suponha hs(f,&) =0 para todo £ € YW,,.

Seja P uma particao. Pelo Lema 5.17, para todo € > 0, existem k € N e parti¢oes
&1y, & em YW, tais que p, (P& V-V &) <e.

Note que hys(f, &V - V&) < hyus(f, &)+ + hus(f, &) =0

Entdo, pelo Lema 4.2.7, h, s(f,P) < €.

Logo, h, s(f,P) =0, para toda particdo P, o que implica h, s(f) =0

(=): Como h,s = 0, entdo h,s(f,&) = 0 para toda partigdo £, em particular,
para { € YyW,. R

Vamos, agora, a prova do teorema:
(=) Suponha que (f, 1) possua espectro discreto.
Pelo Lema 5.15, para toda ¢ € W, o fecho do conjunto {U} () }nen = {¢ 0 f" }nen

é compacto.

Como a funcéo ¢ é continua (Observagao 5.7), o fecho de {€0n bnen = {f7"(€y) Fnen
é compacto.

Repare que h, s(f,&,) = limnsup iH# (Z\_n/1 fin (&0)).

Pelo Lema 5.13, h, s(f,&,) = 0, para tO(;a 0 EW,.

A Proposicao 5.18 garante que h, s(f) = 0.

(<) Suponha que (f, 1) ndo possua espectro discreto.

Novamente, pelo Lema 5.13, para toda ¢ € W,, o fecho de {¢ o f"},en nao é

compacto em PW,,.
Como 1 é continua (Observacao 5.7), o fecho de {f™™(&,) }nen ndo é compacto em
YW,,.

Logo o Lema 5.13 permite afirmar que existe subsequéncia {f~"*(&,) }ren tal que
hmsup H (\/ (&, ) > 0, isto é, h, s(f, &) > 0, para S = {ny }ren.

Assnn, a Proposigao 5.18 certifica h, s(f) > 0, e concluimos a prova. B

Exemplo 5.19. (19) Considere o toro T" = R"/7Z".

Podemos munir este espaco com uma medida de probabilidade, da seguinte maneira:
seja m: R™ — T™ a projecao que associa cada ponto x € R" a sua classe de equivaléncia

[z] em T™.
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Diremos que um conjunto A € T™ é mensuravel se 77! (A) é um conjunto mensuravel
em R". Definimos a medida de Lebesgue v no toro fazendo v(A) = p(x~1(A) N[0,1)"),

em que p ¢ a medida de Lebesgue em R™.

O espago L*(v) das fungoes quadrado integraveis de T" em R tem como base de
Hilbert a familia de fungdes de Fourier F = {¢y.(z) = e*™**: k € Z"},

Seja Ry : T" — T™ a rotagao por um vetor 6 = (6q,...,0,): dado x = (z1,...,z,),
tem-se Ry(z) = (1 +01,...,2, +6,) mod 1.

Entao,

Ury(0r)(x) = ¢ 0 Ro(x) = dp(x 4 0) = €2mk-9¢k<x)7

o que significa que os elementos de F sdo autovetores de Ug, e, portanto, o sistema (Ry, )

possui espectro discreto.

Pelo Teorema 5.3, dada S uma sequéncia de inteiros nao negativos, h, s(Ry) = 0.
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6 CONCLUSOES

Este trabalho realizou uma exposicao de uma das varias maneiras que é possi-
vel estender o conceito de entropia, a saber, a entropia sequencial, de modo a melhor

caracterizar um sistema dinamico.

A entropia sequencial oportuniza fortes possibilidades. O teorema de Kushnirenko
diz respeito a um sistema com entropia sequencial nula; o teorema abaixo, por J. Smital
e N. Franzova (34), traz o caso positivo para aplicagbes em intervalos da reta: uma
transformacao f : I C R — [ é cadtica no sentido Li-Yorke se, e somente se, existe

sequéncia de inteiros nao negativos S de sorte que hs(f) > 0.

Além da entropia sequencial, ha outras generalizagoes, como a entropia lenta (slow
entropy), entropia média de Fried (Fried average entropy) (27) e entropia polinomial

(polynomial entropy) (35).
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