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RESUMO

Sistemas de equacoes diferenciais parciais de reagao-difusao sao caracterizados pela
capacidade de produzir uma grande variedade de padroes espaciais complexos. Além
disso, os modelos sao frequentemente aplicados em diferentes areas do conhecimento,
tais como quimica, fisica, biologia, entre outras. Devido a nao linearidade do problema
presente na maioria das aplicagoes, os modelos de reacao-difusdo tém sido frequentemente
estudados em termos numéricos e computacionais. Neste contexto, o presente trabalho
visa a aplicacao de métodos hibridos de elementos finitos para aproximagcao espacial em
conjunto com os métodos SBDF (Semi-Implicit Backward Differentiation Formulas) para
discretizacao temporal com o intuito de construir aproximacoes numéricas para problemas
de reagao-difusao. Os métodos hibridos caracterizam-se pela imposi¢ao da continuidade
através do multiplicador de Lagrange e com isso, o tratamento de aproximagoes numéricas
de alta ordem se tornam menos complexas e sao computacionalmente eficientes. Ja os
métodos SBDF apresentam alternativas de alta ordem para a integragao temporal e
permitem tratar o termo de reacao nao-linear de forma explicita. Experimentos numéricos
com a formulagao proposta foram realizados comprovando a taxa de convergéncia 6tima
no espaco e no tempo. Além disso, simulagoes em modelos de eletrofisiologia cardiaca e no

modelo de Gray-Scott foram realizadas de forma satisfatéria com a metodologia proposta.

Palavras-chave: Modelos de reacao-difusao. Método hibrido de elementos finitos. Métodos

semi-implicitos



ABSTRACT

Systems of reaction-diffusion partial differential equations are characterized by the
ability to produce a wide variety of complex spatial patterns. The models are often applied
in different areas of knowledge such as chemistry, physics, biology, among others. Due to
the nonlinearity of the problem present in most applications, reaction-diffusion models
have often been studied in numerical and computational terms. In this context, the present
work aims at the application of hybrid finite element methods for the spatial approximation
combined with SBDF (Semi-Implicit Backward Differentiation Formulas) methods for
the time discretization to build numerical approximations for reaction-diffusion problems.
Hybrid methods are characterized by imposing continuity through the use of a Lagrange
multiplier. In this approach the treatment of high-order numerical approximations becomes
less complex and computationally efficient. SBDF methods, on the other hand, are high-
order alternatives for time integration and allow treating the non-linear reaction term
explicitly. Numerical experiments with the proposed formulation were carried out to
show the optimal convergence rates in space and time. In addition, simulations of cardiac
electrophysiology models and of the Gray-Scott model were performed satisfactorily with

the proposed methodology.

Keywords: Reaction-diffusion models. Hybrid finite element method. semi-implicit
methods
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivagao e contexto

Em 1952, o matemaético e cientista da computacao Alan Turing descobriu que um
sistema com apenas duas moléculas seria capaz de gerar uma variedade de padroes com-
plexos se elas se difundissem e interagissem quimicamente de maneira adequada (Turing,
1952). Seu modelo matematico de reagao-difusdo demonstra que, partindo de uma distri-
buicao homogénea, as moléculas poderiam auto-organizar suas concentra¢oes formando
um padrao espacial. Devido a essas caracteristicas e motivados pelo trabalho pioneiro de
Turing, modelos de reagao-difusao comecaram a ocupar espaco na literatura com aplicacoes

em diferentes ramos da ciéncia.

Padroes biolégicos podem ser facilmente encontrados na natureza sob diversas
formas, tais como na formacao estrutural de plantas, na coloracdo da pele ou dos pélos de
animais, dentre outras. Na embriologia, os mecanismos de Turing descrevem, por exemplo,
o desenvolvimento dos dedos das maos e dos pés (Raspopovic et al., 2014). Outro exemplo
relevante de aplicacdo encontra-se na area da eletrofisiologia cardiaca, a qual estuda a
geracao do potencial de a¢ao nas células cardiacas e a sua propagagao na forma de ondas.
Em situagoes diversas, usualmente associadas com patologias, a propagacao dessas ondas
pode formar padroes complexos como espirais (Beaumont et al., 1998). A Figura 1 ilustra

alguns exemplos de padroes presentes nesses fendomenos mencionados anteriormente.

-

Figura 1 — Alguns exemplos de formagao de padroes encontrados na natureza, embriologia
humana e eletrofisiologia cardiaca.

Os modelos de reagao-difusao (RD) sdo compostos por equagoes diferenciais parciais
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(EDPs) que podem ser representadas na seguinte forma geral:

ou

onde u ¢é a variavel de interesse, A é um operador linear que representa a difusdo e R é um
operador, em geral, ndo-linear que representa as reagoes. Em diversas aplicagoes praticas
¢ comum os modelos serem governados por sistemas de EDPs com duas ou mais variaveis

de interesse.

1.2 Revisdo da literatura

Devido a nao linearidade do termo de reagao presente na maioria dos modelos, a
equagao (1.1) agrega desafios matematicos e computacionais. Em termos matematicos,
os sistemas dificilmente apresentam solucoes na forma fechada e explicita e, por isso, sao
geralmente resolvidos computacionalmente. Sob o ponto de vista computacional, diferentes
métodos podem ser aplicados com o objetivo de construir aproximacoes numéricas para essa
classe de problemas. Na literatura, métodos numéricos de diferencas finitas tais como Crank-
Nicolson e ADI (Alternating-Direction Implicit) sdo frequentemente utilizados (Hasnain
et al., 2018; Pereira, 2019). Em casos onde o termo reativo é linear, o método ADI
produz sistemas de equacgoes lineares cuja matriz é tridiagonal, fato este que pode reduzir
consideravelmente o custo computacional envolvido na solu¢gao numérica. Entretanto,
na presenca de termos de reacao nao-lineares, torna-se necessario utilizar um esquema
de resolugao de sistemas nao lineares (como o método de Newton) em cada passo de
tempo (Hasnain et al., 2018) e, portanto, demandam grande esfor¢o computacional. Para
contornar esse problema, a busca por métodos numéricos eficientes e precisos é fundamental
para resolver os modelos de maneira viavel. Nesse contexto, é bastante comum o uso de
esquemas semi-implicitos (que serd discutido adiante) ou de técnicas de decomposigao de

operadores (Strang, 1968).

Com relacao a discretizacao espacial, uma alternativa bastante empregada sao
os Métodos de Elementos Finitos (MEF) (Hughes, 2012). Dentro dessa classe de mé-
todos, formulagoes classicas de Galerkin continuo sao bastante utilizadas em diversas
aplicacoes. Entretanto, quando combinado com métodos de diferencas finitas para a
integracao temporal podem surgir oscila¢oes nos instantes de tempo iniciais (Harari, 2004).
Além dos métodos classicos de elementos finitos, formulagoes de Galerkin Descontinuo
(GD), como aqueles discutidos por Cockburn et al. (2012), também sao utilizadas, pois
destacam-se pela robustez, flexibilidade para adocao de estratégias de refinamento espacial
e polinomial (adaptatividade) e técnicas de estabilizacao, além de utilizar espagos de
elementos finitos descontinuos por partes. Por outro lado, essa metodologia demanda alto
custo computacional devido ao grande niimero de graus de liberdade (principalmente para

aproximagoes de alta ordem) e possui implementagao complexa. Com isso, hibridizagoes de
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métodos elementos finitos foram desenvolvidas com o intuito de preservar as caracteristicas
de robustez e flexibilidade dos métodos de GD, mas com custo computacional reduzido e

formulagdes menos complexas de serem implementadas.

Inicialmente, hibridizagoes de elementos finitos foram vistas como uma estratégia
de implementacao com base em uma manipulagao algébrica denominada condensacao
estatica, com o proposito de reduzir consideravelmente o nimero de graus de liberdade
do problema (Guyan, 1965; Fraeijs de Veubeke, 1965). No entanto, trabalhos posteriores
demonstraram que essa técnica poderia ser reinterpretada como versoes discretas de uma
caracterizagao da solucao exata, expressa em termos de solucoes de problemas de contorno
de Dirichlet em cada elemento da malha, corrigidas por condigoes de transmissao nas
interfaces dos elementos (Raviart and Thomas, 1977; Cockburn and Gopalakrishnan, 2005).
Dessa forma, os métodos hibridos sao caracterizados pela utilizacdo de elementos finitos
descontinuos com a imposi¢ao de continuidade nas interfaces dos elementos através do uso
de multiplicadores de Lagrange. Essa estratégia gera um sistema global envolvendo apenas
os graus de liberdade associados ao multiplicador através da eliminagao das variaveis de
interesse no nivel dos elementos (Arruda et al., 2013; Igreja and Loula, 2017), fato que
reduz consideravelmente a complexidade e o custo computacional envolvido, principalmente

quando sao utilizadas aproximacoes polinomiais de alta ordem.

Com relagao a integracao temporal, dentre os diversos esquemas numéricos uti-
lizados para aproximar EDPs no tempo, os métodos semi-implicitos destacam-se pela
possibilidade de tratar diferentes termos de forma implicita e/ou explicita e apresentar
um facil acoplamento com os métodos numéricos utilizados para a aproximacao espacial.
Dentro desse contexto, Ascher et al. (1995) apresentaram uma familia de esquemas IMEX
(Implicit-Explicit) para a integracao temporal em problemas de adveccao-difusao e reagao-
difus@o. Eles também demonstram algumas anélises de estabilidade, enquanto (Crouzeix,

1980) apresentam alguns testes de convergéncia e estabilidade.

No que diz respeito a utilizagado de métodos hibridos para problemas de reacao-
difusdo, Rocha et al. (2020) apresentou uma formulagao numérica com decomposicao de
operadores para a equacao do monodominio da eletrofisiologia cardiaca. A formulacao
utiliza um método hibrido primal estabilizado para discretizacao espacial considerando
aproximacgoes continuas ou descontinuas para o multiplicador de Lagrange. A formulagao
com multiplicador continuo trata-se de uma extensao da formulacao proposta por Arruda
et al. (2013) para problemas elipticos de segunda ordem. Experimentos numéricos mostra-
ram taxas 6timas de convergéncia e ainda demonstraram que os esquemas apresentados
podem ser mais eficientes do que as técnicas comumente usadas neste contexto, quando
métodos iterativos pré-condicionados sao usados. Outros estudos que aplicam métodos
de elementos finitos descontinuos para solugao numérica de problema de RD podem ser
encontrados nos trabalhos de Zhang et al. (2014) e Zhu et al. (2009).
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1.3 Objetivo geral e objetivos especificos

Este trabalho possui como objetivo a construcao e implementacao de esquemas
numeéricos compostos por métodos de elementos finitos hibridos combinados com esquemas
IMEX, em particular com os métodos SBDF (Semi-Implicit Backward Differentiation
Formula) para aproximar problemas nao-lineares de reacao-difusao, visando alta ordem de
aproximacao com reduzido custo computacional. Dentro desse escopo, pode-se mencionar

os seguintes objetivos especificos:

o Estudo, implementagao e validacao de métodos de elementos finitos hibridos para

solu¢ao numérica de EDPs de reagao-difusao;

o Verificacdo computacional das taxas de convergéncias dos métodos e o seu desempe-

nho computacional;

o Aplicagdo dos métodos hibridos no modelo de Gray-Scott com o intuito de validar

numericamente as formulagoes através de estudos de convergéncia;

» Aplicacao dos métodos hibridos no modelo de Gray-Scott com o objetivo de gerar

padroes espaciais, incluindo padroes de Turing;

o Aplicagdo dos métodos hibridos em modelos da eletrofisiologia cardiaca, em particular

no modelo do monodominio acoplado ao modelo de FitzHugh—Nagumo.

Em sintese, dentre as vantagens que justificam a escolha de métodos hibridos
de elementos finitos, destacam-se: robustez, flexibilidade para adaptatividade espacial
e polinomial, reduzido custo computacional para gerar aproximagoes numéricas de alta
ordem e menor complexidade de implementacdao em comparagao com métodos de Galerkin
descontinuo e eficiéncia em malhas nao uniformes e nao estruturadas. Ja para a integracao
temporal, as principais motivag¢oes para a utilizacao dos métodos semi-implicitos SBDF
sao a possibilidade de gerar aproximacoes de alta ordem, facil acoplamento com os métodos
utilizados para a discretizacao espacial e a oportunidade de tratar termos reativos de forma
explicita, proporcionando facilidade de implementacgao e reduzindo o custo computacional

envolvido.

1.4 Organizacao do texto

O presente trabalho integra 5 capitulos e esta organizado da seguinte forma: o
capitulo 2 sdo apresentados os diversos modelos matematicos que serao estudados neste
trabalho e suas aplicagoes; no capitulo 3 sdo apresentados os métodos numéricos de
elementos finitos, as técnicas para integracao temporal, a formulagao completamente

discreta e a estratégia de solucao; os resultados de diversos experimentos numéricos sao
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apresentados no capitulo 4, enquanto no capitulo 5 as conclusoes e discussoes a respeito

de limitacoes e trabalhos futuros sdo apresentadas.
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2 MODELOS MATEMATICOS

Neste capitulo sao apresentados os modelos matematicos de reacao-difusao transi-
ente que serao resolvidos numericamente neste trabalho, assim como algumas aplicagoes e

conceitos fundamentais na formacao de alguns padrdes espaciais.

2.1 MODELOS DE REACAO-DIFUSAO

Sistemas de reagao-difusao envolvem constituintes transformados localmente entre
si por reagoes quimicas e transportados no espaco por difusao. Surgem naturalmente
na quimica, mas também servem como referéncia para o estudo de uma ampla gama de
fendmenos de variados ramos da ciéncia, como aqueles presentes em sistemas biologicos
e fisicos. Em determinadas situacoes, esses fenomenos podem apresentar algum tipo de
formagao de padrao espacial. Estes modelos, em geral, sao compostos por sistemas de

EDPs nao lineares, descritos de forma geral por:

?: = Au+ R(u), (2.1)

onde u denota o vetor de variaveis, A é um operador linear que representa a difusao e R

um operador, em geral nao linear, que representa o termo de reagao.

2.1.1 Condigoes Gerais para Formacao de Padroes de Turing

A instabilidade impulsionada pela difusdo em sistemas de reacao-difusao tem sido
proposta como um dos principais mecanismos que justificam a formacao de padroes
espaciais em diversos contextos e aplicagoes. Segel and Jackson (1972) foram os primeiros
autores a propor essa ideia para explicar a heterogeneidade espacial que ocasionalmente
ocorriam em interagoes presa-predador. Mais tarde, a ideia de que a dispersao poderia
provocar instabilidades e consequentemente gerar padroes espaciais também foi construida

por outros autores, como Okubo et al. (1980).

Também conhecida como instabilidade de Turing, esse comportamento ocorre em
um sistema de reagao-difusao se o estado estacionario homogéneo for estavel a pequenas
perturbacgoes na auséncia de difusao, mas instavel a pequenas perturbagoes espaciais quando
a difusdo estiver presente. As condigoes necessarias para o surgimento de instabilidades
de Turing serao apresentadas a seguir e alguns estudos numeéricos serao apresentados
posteriormente. Um detalhamento mais profundo pode ser encontrado na literatura

especializada (Murray, 2001).

Nesta secao, objetiva-se encontrar as condigOes necesséarias e suficientes para a
instabilidade de Turing acima mencionada. Visando simplificar a notacao nesta secao,

considere um problema com duas variaveis u e v, tal que:

Qu ovo, Of , Of 9 0
atavt_ata u—aua v—avagu_au> gv—av-

T (2.2)
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Dessa forma, define-se o seguinte sistema composto por duas espécies quimicas, u

e v, definido em um dominio 2 isolado:

O Autf ), (2.3)
g: = dAv + vg(u,v), (2.3Db)

onde d representa o coeficiente de difusao (constante) e A representa o operador diferencial
do laplaciano, que para u e em duas dimensoes é dado por:
Pu  O*u

(2.4)

Para o problema (2.3) considera-se um sistema com condi¢oes iniciais conhecidas e con-
dicao de contorno do tipo Neumann homogéneo para que o padrao espacial nao sofra
consequéncias oriundas do contorno e surja devido a auto-organizagao nas concentracoes
das espécies. Como deseja-se apresentar as condi¢Oes necessarias para a instabilidade
impulsionada pela difusao, o interesse é na instabilidade linear do estado estacionario
homogéneo (ug,vg) que surge da solugao positiva de f(u,v) =0 e g(u,v) = 0. Portanto,
na auséncia de variagao espacial, o estado estacionario homogéneo sera linearmente estavel.

Tais condigoes para que isso ocorra sao obtidas como segue.

Inicialmente, lineariza-se u; = v f(u,v) e v, = yg(u,v) em (ug, vy):

W:(u:uo)’ (2.5)

o que leva ao sistema linear dado por:

w, = vAw, com A= ( gu gv ) : (2.6)

M com A\ denotando o autovalor de vA.

As solugoes desse sistema sao proporcionais a e
Com isso, os autovalores podem ser obtidos a partir da equacao caracteristica padrao,

dada por:
AN =y (fut g) A+ (fuge) A+ 72 (fugo — fogu) =0, (2.7)

cujas solucoes sao dadas por:

)\17 )\2 - % ((fu + gv) :i: \/(fu + gv)2 - 4 (fugv - fvgu)) . (28)

Por fim, para garantir estabilidade linear, a condi¢do Re(\) < 0 deve ser satisfeita, o que

resulta em:

tr(A) = fu+ 9., <0, (2.9a)
det(A) = fugo — fogu > 0. (2.9b)
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Para resolver o sistema completo da equacao (2.3) sujeita a condigoes de contorno
de Neumann homogéneo, primeiro lineariza-se o sistema sobre (ug, vg), produzindo

1
w, = vAw + DAw, com D = ( 0 2 ) : (2.10)

Seja W (r) a solugao independente do tempo para o problema de autovalor espacial definido
por:
AW +E*W =0, VW.-n=0 para r sobre 05, (2.11)

onde k é o autovalor e pode ser visto como o niimero de onda. Por exemplo, em um dominio
fechado unidimensional de 0 < z < a, W ¢é proporcional a cos(nmz/a) (n sendo um valor
inteiro) e nesse contexto k = nm/a é o nimero de onda e seu inverso é proporcional ao

comprimento de onda.

Seja Wi (r) a autofungao referente ao niimero de onda k. Devido a linearidade do

problema, o conjunto de solugoes do sistema (2.10) apresenta a forma
w(r,t) =Y e Wi(r), (2.12)
k

onde as constantes ¢, sao oriundas da expansao de Fourier das condi¢oes iniciais em
termos de Wy(r). Substituindo esse resultado na equacao (2.10) e levando em conta as

propriedades de Wy, obtém-se:

= YAW, — DK*W,, (2.14)
= (YA — kK*D)W,. (2.15)

Com isso, pode-se determinar A\ através das raizes do polindmio caracteristico, o que

produz:
N+ XKL+ d) =y (fu+90)] + 1 (K?) =0, (2.16)

onde
h(K?) = dk* = (dfu + go) K + 77 det(A). (2.17)

As restrigdes para que o estado estacionario seja estdvel na auséncia de variagoes
espaciais ja foram impostas: o estado (ug, vp) seréd linearmente estével se ambas solugdes da
equagao (2.16) satisfizerem a condigdo Re(A) < 0. Dessa forma, para o estado estacionario
ser instavel a pertubagoes espaciais, Re(A) > 0 deve ocorrer para algum k # 0, o que leva

a duas possibilidades:

(i) o coeficiente de A, dado por k*(1 + d) — v (f. + ¢), ser negativo; ou

(ii) h(k?) < 0 para algum k # 0.
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De acordo com a equagao (2.9) e ao fato de k*(1 + d) > 0 para todo k # 0, o
coeficiente de \ serd positivo e a primeira possibilidade pode ser descartada. Assim,
a segunda possibilidade produz diretamente através da solugao da equagao (2.16) uma
restricao adicional as aquelas da equagao (2.9). Considerando que a equagao (2.9b)

determina que det(A) > 0, a tnica forma de h < 0 é dada por:

dfu +9, >0 = d#1, (2.18)
Como pela equagao (2.9a), tem-se que f, + g, < 0, isto implica que d # 1 e também que
fu € g, devem ter sinais opostos.

A equagao (2.18) representa uma condi¢do necessaria mas nao suficiente para

garantir Re(\) > 0. Além dela, é necessario que o minimo h,,;, seja negativo, ou seja,

2 _(dfu+gv)2 o 4o _dfutgy
Rmin = 7~ |det A i , k*=k = Vg < 0. (2.19)
que resulta em
dfu + g.)*
(j14;g>><hn(A) = (dfu+ g0)> — 4ddet(A) > 0. (2.20)

Portanto, para que o sistema (2.3) apresente instabilidade de Turing, é necessario

que satisfaca as condigoes apresentadas nas equagoes (2.9), (2.18) e (2.20).

2.2 MODELO DE GRAY-SCOTT

O modelo de Gray and Scott (1983, 1985) (MGS) é composto por um sistema de
reacao-difusdo que envolve duas espécies quimicas quaisquer. Essas espécies reagem entre
si e se difundem no meio, assim, suas concentracdes mudam com o tempo e localizac¢ao
no espaco. Esse comportamento permite que o MGS seja capaz de produzir uma grande
variedade de padrdes espaciais complexos (Pearson, 1993). Sejam U e W duas espécies

quimicas genéricas, no MGS as reagoes quimicas sao dadas por:

U+2W — 3W, (2.21)
W — P. (2.22)

Como a espécie W aparece em ambos os lados da primeira reacao, ela atua como um
processo autocatalitico onde duas moléculas da espécie W, em interacao com uma molécula
da espécie U produzem 3W. J4 a segunda reagao representa a decomposicao de W no

produto P.

Considerando a difusao das espécies no meio, as reagdes acima podem ser descritas

por um sistema de EDPs que apresentam termos de reacao e difusao, dadas por:

(31: = diAu+ F(1 —u) — uw?, (2.23a)
ow — 9
Fr doAw — (F + k)w + vw?, (2.23b)
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onde u e w representam as concentracoes das espécies U e W, respectivamente; d; e do
sao os coeficientes de difusao das espécies U e W, respectivamente; F' e k sdo parametros

que controlam a reagao das espécies.

Negligenciando a difusao, os termos reativos do sistema (2.23) levam a existéncia
de uma solucao estaciondria trivial homogénea denominada red state, dada por (ug, wg) =
(1,0). Para certos valores de F e k que satisfazem a relagio d = 1 — 4(F + k)?/F > 0,
o sistema (2.23) apresenta outros dois estados estacionarios: blue state e intermedi-
ate state, dados respectivamente por (ug,vg) = (%(1 —Vd), Ja(1+ \/E)) e (ur,vy) =
(%(1 +Vd), Sa(l — \/E)), onde a = F/(F + k). Para mais detalhes, veja o trabalho
de Mazin et al. (1996).

2.2.1 Geragao de Padroes

O sistema da equagdo (2.23) permite a formacao de diversos padroes a partir
de diferentes combinacoes dos pardmetros F e k. Com isso, as solucdes do MGS sao
caracterizadas por apresentarem variados arranjos espaciais ao longo do tempo, inclusive

partindo de pequenas pertubagoes de estados homogéneos.

Padrdes do MGS podem apresentar diferentes formas e comportamentos. Pearson
(1993) classifica 12 tipos de padroes de acordo com suas caracteristicas, nomeando-os
com letras gregas (veja a Figura 2). Como as solugbes sdo extremamente sensiveis aos
parametros F e k, a Figura 3 fornece um mapeamento dos valores de F' e k necessarios

para a geracao de cada um dos padroes classificados.

Em seu trabalho, Pearson (1993) descreve que todos os 12 padrées foram gerados
utilizando condigoes de contorno periddicas e condi¢oes iniciais dada pelo estado trivial
homogéneo (ug, wr) = (1,0) (red state) acrescido de uma pertubagdo na regido central
do dominio. Dessa forma, todos os padrdes classificados em Pearson (1993) (alguns deles
também reproduzidos neste trabalho) surgiram em resposta as variagoes de amplitude
inseridas na condigao inicial. Entretanto, padroes de Turing podem surgir espontaneamente
devido aos efeitos da difusao (ver Segao 2.1.1) quando os coeficientes de difusao sao
diferentes e o sistema parte do estado estacionéario blue state. Para mais detalhes sobre o
espaco de Turing para essa classe de problemas, veja os trabalhos de Mazin et al. (1996)

e Pearson (1993).

2.3 MODELOS DA ELETROFISIOLOGIA CARDIACA

O coracgao é o érgao responsavel pelo processo de bombeamento do sangue para
diversas partes do corpo. Esse processo ocorre de forma ciclica: o coracao relaxa para
receber o sangue e depois contrai para bombed-lo de suas cavidades. Dessa forma, o
sangue nao oxigenado ¢ bombeado para os pulmoes para ser oxigenado e depois retornar ao

coragao, que por sua vez ird bombear o sangue para outras partes do corpo, distribuindo
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Figura 2 — Exemplos de padrdes obtidos através do modelo de Gray-Scott. Figura adaptada
de Pearson (1993).

oxigénio e nutrientes através da circulagdo sanguinea. O ciclo cardiaco inicia-se novamente

quando o sangue retornar ao coragao apoés ter viajado pelo corpo.

Esse fendmeno é possivel devido a contracdo do musculo, resultado da capacidade
de contracao e excitagao elétrica das células do coracao. No estado de repouso, a diferenca
de potencial entre o meio intracelular e extracelular das células permanecem estaveis em
uma determinada configuracao. Quando um estimulo elétrico é aplicado, ocorre uma
rapida despolarizacao da célula cardiaca, que apés um intervalo de tempo ira retornar ao
seu estado de repouso, como mostra a Figura 4. Esse percurso da diferenca de potencial

elétrico através da membrana celular é conhecido como potencial de agao.

2.3.1 Modelo de Fitz-Hugh-Nagumo

Dentro desse contexto, o modelo proposto por FitzHugh (1961) e Nagumo et al.
(1962), conhecido como modelo FitzHugh-Nagumo (FHN), é caracterizado por descrever
a geracao do potencial de agdo em células excitaveis como, por exemplo, as células do

tecido cardiaco. Trata-se de um modelo fenomenolégico, uma vez que este nao leva
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Figura 3 — Mapa para a geracao dos padroes da Figura 2. Além dos padroes representados
por letras gregas, tém-se R e B denotando as solucoes estaciondrias red state e blue state,
respectivamente. Adaptado de Pearson (1993).
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Figura 4 — Representacao do potencial de acdao dado pela despolarizacao e repolarizagao

em uma célula excitavel apds a aplicagdo de um estimulo elétrico no instante ¢ = 10.
Adaptado de Pereira (2019).

em consideracao detalhes biolégicos de forma quantitativa para reproduzir a geragao do

potencial de acao.

O modelo de FHN é composto por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias,

o qual ¢ dado por:

ou 1
O w2 —wt Ly, (2.24)
%l: =e(u+a—bw), (2.24b)

com condigoes iniciais dadas por u(0) = up e w(0) = wy. Os pardmetros a, b e € permitem
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alterar o estado de repouso e a dinamica do potencial de agao e I,,, ¢ a funcao que denota

ume estimulo elétrico externo aplicado em um intervalo de tempo.

2.3.2 Modelo do Monodominio

Apesar de descrever a geragao do potencial de acdo em uma célula excitavel, o
modelo FHN nao ¢ suficiente para descrever a propagacao da onda elétrica de excitagao
no tecido cardiaco. A onda de excitacao se espalha através do tecido cardiaco devido ao

acoplamento elétrico das células cardiacas e proteinas especiais denominadas jungoes gap.

Para representar o comportamento elétrico do tecido, o modelo de FHN é acoplado

a um sistema de reacao-difusdo, conhecido como modelo monodominio, o qual é dado por:

X (Cm?;; + Ii(m(u,S,t)> =V - (DVu), (2.25a)
oS

5 = Jw.8.1), (2.25b)

(DVu) -n =0, (2.25¢)

onde D denota o tensor de condutividade, C,, a capacitancia da membrana celular, y uma
constante utilizada para compatibilizar as unidades (razao superficie-volume), S um vetor
de varidveis de estado (S = w no modelo de FHN) e I;,, é a densidade total da corrente

ionica. No caso do modelo FHN, o termo I;,, é dado por:
1
[ion(u, S, t) = U — §u3 —w + Iapp- (226)

As condigoes iniciais sdo dadas por u(x,0) = ug(x) e condigdes de contorno do tipo fluxo

nulo S(x,0) = Sp(x) s@o impostas sobre u ao longo de todas as superficies do miocérdio.

2.3.3 Formagao de espirais

Os modelos apresentados nas Secoes 2.3.1 e 2.3.2 fazem parte do conjunto de
modelos simplificados, que usam um pequeno numero de parametros, variaveis e equacoes,
desenvolvidos para descrever a eletrofisiologia cardiaca em termos do potencial de agao
e outras caracteristicas importantes. Sob determinadas condigoes de estimulo elétrico o
modelo monodominio consegue representar a geracao de um padrao complexo conhecido

como onda de reentrada, ou também onda espiral.

Diversos estudos (Jalife, 2000) indicam que o surgimento dessas ondas de excita¢ao
elétrica estao atreladas a situacgoes patologicas que dao origem a disturbios cardiacos, tais
como as arritmias cardiacas. Em sintese, arritmias cardiacas sao disfungoes do padrao de
excitagdo normal do coracao que podem leva-lo a falha no bombeamento do sangue para o

corpo e, consequentemente, levar a morte subita.

Os mecanismos que podem dar origem & essas ondas espirais sao diversos (Jalife

et al., 2011). Uma possibilidade é através de obstaculos funcionais, caracterizados por
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regioes onde a conducgao elétrica sofre uma redugao significativa em sua velocidade de
propagacao ou até mesmo um bloqueio. Outro mecanismo bastante comum ¢é devido a um
pulso prematuro espontaneo (Oliveira et al., 2018). De modo geral, pode-se dizer que uma
onda espiral ocorre quando a propagacao de um impulso nao termina de forma normal

apos a sua ativagao e persiste provocando a re-excitagao do tecido.

As Figuras 5 e 6 ilustram a atividade elétrica cardiaca na presenca e propagacao de
ondas espirais em simulagoes computacionais ao longo de diferentes passos de tempo. A
Figura 5 ilustra a situagdo em um modelo bidimensional com um regiao de heterogeneidade
das propriedades de condutividade elétrica (a direita no dominio). A Figura 6 apresenta
uma simulagao tridimensional utilizando uma geometria bi-ventricular do coragao (a faixa

de cores indica o valor do potencial de agao, sendo azul &~ —80mV e vermelho ~ 20mV’).

4.0e+01
[20

(A) 1 ms (B) 20 ms (C) 60 ms (D) 200 ms ks
[w
9 0e+01
(E) 300 ms (F) 350 ms (G) 500 ms (H) 600 ms

Figura 5 — Exemplo de onda espiral em um modelo ventricular 2D. Figura adaptada
de Rocha et al. (2020).

V99V

t = 1200 ms t = 1800 ms t = 2400 ms t = 3000 ms

Figura 6 — Exemplo de onda espiral em um modelo 3D bi-ventricular do coragao. Adaptado
de Goktepe et al. (2010).
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3 METODOS NUMERICOS

Este capitulo contempla a descricao dos métodos numéricos utilizados para resolver
os modelos de reacao-difusao apresentados no capitulo anterior. Em particular, serao
apresentadas formulagoes hibridas de elementos finitos em conjunto com métodos semi-

implicitos para a integragao do termo transiente.

3.1 DISCRETIZACAO ESPACIAL

3.1.1 M¢étodo Hibrido de Elementos Finitos

Os métodos hibridos de elementos finitos utilizam elementos descontinuos e sao
caracterizados pela montagem de um sistema global, definido em todo o dominio, formado
pela condensagao dos graus de liberdade dos problemas locais definidos em cada elemento da
malha. A continuidade dos elementos e consequentemente a equivaléncia entre os problemas
locais e o problema global sao impostas de forma fraca através dos multiplicadores de

Lagrange, definidos sobre as interfaces dos elementos, isto é, sobre o esqueleto da malha.

As condigoes de interface dos elementos podem ser impostas via multiplicador de
Lagrange empregando fungbes de interpolagao continuas ou descontinuas (Igreja, 2015),
conforme ilustrado na Figura 7. Computacionalmente, multiplicadores continuos sdo mais
atraentes por produzirem sistemas globais com um menor nimero de graus de liberdade em
relacdo aos multiplicadores descontinuos. Por outro lado, os multiplicadores descontinuos
podem preservar a propriedade de conservacao local e sdo mais indicados para problemas

que apresentam descontinuidades.

¥ X X % x A
O O O O O O x| © X
O L L) O O O |X]| O O | X
0 % % % s
O O O O )k L] OIX| O O |X
® O O O %( O OIX| O O [X
X X % X )
(a) Multiplicador continuo. (b) Multiplicador descontinuo.

Figura 7 — Representagao dos graus de liberdade de elementos bilineares utilizando
multiplicadores lineares com (a) aproximacao continua e (b) descontinua. Figura adaptada
de Igreja (2015).
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Nesse contexto, através da condensacgao estatica, que trata-se de uma forma de
resolugao via complemento de Schur (Igreja, 2015), que serd detalhada mais adiante no
texto, a dimensao do sistema global ird contemplar somente os graus de liberdade do
multiplicador de Lagrange. Com isso, o custo computacional para resolucao do sistema de
equagoes lineares envolvido é reduzido, principalmente quando aproximacgoes de alta ordem
sao utilizadas, e o tempo necessario para a resolucao dos problemas locais, principalmente
em uma e duas dimensoes, é desprezivel em relagao ao tempo de resolugao do problema
global. Para fins de comparacao entre as abordagens usadas para o multiplicador de
Lagrange, a Tabela 1 apresenta o nimero de graus de liberdade do sistema global e local,
ambos gerados por multiplicadores continuos e descontinuos, para diferentes ordens de
aproximacgao polinomial em dominios bidimensionais formados por malhas uniformes de
elementos quadrilaterais. Destaca-se que para dominios tridimensionais, a discrepancia no

niumero de graus de liberdade do sistema global seria ainda maior (Rocha et al., 2020).

Tabela 1 — Namero de graus de liberdade do sistema global (referente ao esqueleto da
malha) e local (para cada elemento) para diferentes refinamentos de malha e aproximagao
polinomial em um dominio 2D.

Multiplicador continuo Multiplicador descontinuo
Grau Malha Sistema global Sistema local Sistema global Sistema local
1 8 x 8 81 4 288 4
1 16 x 16 289 4 1088 4
1 32 x 32 1089 4 4224 4
1 64 x 64 4225 4 16640 4
2 8§ x 8 225 9 432 9
2 16 x 16 833 9 1632 9
2 32 x 32 3201 9 6336 9
2 64 x 64 12545 9 24960 9
3 8§ x 8 369 16 576 16
3 16 x 16 1377 16 2176 16
3 32 x 32 5313 16 8448 16
3 64 x 64 20865 16 33280 16
4 8 x 8 513 25 720 25
4 16 x 16 1921 25 2720 25
4 32 x 32 7425 25 10560 25
4 64 x 64 29185 25 41600 25

A seguir sao introduzidas formulacoes hibridas de elementos finitos para o problema
transiente de reacao-difusao (1.1). Assim, considerando o problema modelo definido em

um dominio espacial Q C R? e em um intervalo de tempo [0, 7], temos
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Problema modelo: Encontrar u : Q x [0,7] — R, tal que:

?;Z — Au— R(u) = f(z,y,t) em €2 x [0,7], (3.1a)
u(z,y,t) =0 sobre 02 x [0, 77, (3.1b)
U(ZL‘7 Y, O) = UO('I’ y) e Qa (31C)

onde f e ug sdo fungdes conhecidas e suficientemente regulares. Para descrever a formulacao
do problema definido por (3.1) através do método de elementos finitos hibrido, sera
necessario introduzir a notacao essencial para sua descricao. Considere uma malha 7y,
formada pela unidao de todos os elementos K e para as arestas e dos elementos, definem-se

0s seguintes conjuntos:
En ={e;e é uma aresta de K, K € Ty}, (3.2)
o qual denota o conjunto de todas as arestas de todos os elementos de Ty,
E) = {e € &,; ¢ 6 uma aresta interior} (3.3)
que representa o conjunto das arestas interiores e
£l ={ec &, eC 00} (3.4)

que representa o conjunto das arestas pertencentes ao contorno 0€2 do dominio 2. Além
disso, para cada elemento, associa-se um vetor unitario normal ng. Com isso, pode-se

definir o problema local, no nivel de cada elemento K como segue:
Problema no nivel do elemento: Para cada ¢ € (0, 7], encontrar u tal que:

ou

% Au— R(u) = f(z,y), em K, (3.5a)
[[Vu]l. =0, Ve € &, (3.5b)

[[u]]le =0, Ve € &7, (3.5¢)

u(z,y,t) =0, sobre £, (3.5d)
u(z,y,0) = ug(x,y), em K, (3.5e)

onde o operador de salto [[-]]e, definido como [[Vu]]. = Vu' - ng+ + Vu™ - ng- e [[u]]. =
uTng+ +u ng-, corresponde a imposicao das condicoes de transmissdao nas interfaces
dos elementos, com K e K~ denotando dois elementos vizinhos que dividem uma mesma

aresta e € &p.

Seja o seguinte espago quebrado (Igreja, 2015) de dimensao finita para aproximacao

da variavel primal do problema:

Vi = {vn € LAQ);vnlx € Pu(K), YK € Ty}, (3.6)



32

onde Px(-) denota o espago das fungdes polinomiais de grau k associado aos elementos ou

arestas, respectivamente.

Para os multiplicadores de Lagrange, consideram-se as seguinte possibilidades de

aproximacao:

Mi® = { i € TA(En); pnle € Pale), Ve € &), (3.8)
M© = {n € COEn); pnle € Prle), Ve € &}, (3.9)

onde Mi’d e /\/l’,i’c denotam espagos de aproximacao descontinuos e continuos, respec-
tivamente. No contexto deste trabalho, destaca-se a utilizacdo de multiplicadores de
Lagrange continuos (conforme definido o espaco MfLC) para essa classe de problemas, a
qual justifica-se pela redugao do nimero de graus de liberdade em relacao aos multiplica-
dores de Lagrange descontinuos. Por simplicidade, a seguir sera utilizada a notacio M¥

para denotar o espago de aproximacao do multiplicador de Lagrange.

Assim, para obter uma formulagao variacional hibrida deve-se: (i) multiplicar a
equagdo (3.5a) por uma funcio peso v, € V¥ e (ii) integrar por partes o termo de difusao
no dominio K. Assim, chega-se na forma fraca local, a qual é dada por:

0
((;:la wL)K + (Vup, Vo) g — /8K Vuy, - ngvpds — (R(up), vn) e = (f,on)k,  (3.10)

onde (-, ) denota o produto interno L? no elemento K.

A integracao por partes do termo difusivo produz um termo no contorno 0K
do elemento K que garante a consisténcia do método. Para garantir as propriedades de
consisténcia adjunta e estabilidade, adiciona-se na equagao (3.10) um termo de simetrizagao

e um termo de estabilizacdo (Arruda et al., 2013), respectivamente, o que produz:

ot "

—/ (up, — An) Vo, - ngds +/ Bup — An)vpds = (f,vn)k, Yo, € Vy,
oK oK

0
< Uh ) + (Vuy, Vop) g — / Vuy, - ngvpds — (R(up), vn)
. oK (3.11)

onde A é o multiplicador de Lagrange associado ao trago da variavel v nas arestas e 5 é um

parametro de estabilizacdo. O parametro de estabilizacao é definido da seguinte forma

_ Pok®

B="

(3.12)

onde [y > 0 denota um parametro independente da malha, k o grau do polindémio e h um
parametro relacionado a dimenséo do elemento. E importante ressaltar que os termos
adicionados no sistema (3.11), relacionados ao multiplicador de Lagrange, ndo ferem a

consisténcia do método, ja que, por defini¢ao, A = u|. para todo e € &j,.

Com a inclusdo do multiplicador de Lagrange, o problema definido na equagao (3.11)

contém duas incognitas (u e \) para somente uma equacdo. Por essa razao, torna-se
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necessario a inclusao de mais uma equagao ao problema, para que o mesmo seja bem posto.

A nova equagao é dada por:

Z {/8[{ Vuy, - ngppds + /BKB(/\h — up)ppds| =0, Yu, € MZ, (3.13)

K

a qual impoe de forma fraca as condiges de transmissao [[u]le = 0 e [[Vu]]. = 0 entre os

elementos.

Por fim, chega-se na seguinte formulagao hibrida semi-discreta associada ao pro-
blema modelo (3.1a)-(3.1c):

Formulagdo Variacional Hibrida (FVH): Para cada t € (0, 7], encontrar u;, € VF e
A € MJ tais que

s,
<8uth’ U’L>K + (Vuy, Vup)k — /aK Vuy - ngvpds — (R(un), vn) g

— (Uh - )\h)Vvh : anS (314>

oK
+/ Bup — An)vpds = (f,vn)k, Yo, € Vy,
oK

> {/M( Vuy, - ngppds + /8K6()\h —up)ppds| =0, Y, € ME. (3.15)
K

3.1.2 Taxas de Convergéncia no Espaco

Para demonstrar as taxas de convergéncia do método hibrido no espago, apresenta-se
a seguir um estudo de convergéncia para um problema modelo simplificado de reacao-
difusdo com termo de reacao linear e cuja solu¢ao nao depende do tempo. O problema

modelo é dado por:

—Au—u= f(z,y), em , (3.16)
u(z,y) = ue, sobre 0L, (3.17)

onde u, denota a solucao exata utilizada para fins de teste de convergéncia, a qual neste

caso ¢ dada por u, = —4sin(7x) cos(4my).

As simulacoes foram realizadas empregando a formulacao hibrida descrita acima,
considerando as seguintes definigoes: (i) sequéncia de malhas uniformes formadas por
{8 x8;16 x 16; 32 x 32; 64 x 64} elementos quadrilaterais distribuidos no dominio Q = [0, 1]?;
(ii) termo de estabilizacdo By = 10 e (iii) ordens de aproximagao polinomial k = [1,2, 3, 4].
Os resultados foram agrupados e exibidos na Figura 8 através de graficos que demonstram
o erro em fun¢ao do parametro de malha h,,.s;, € na Figura 9 por meio de graficos que

demonstram o erro em fungao do ntiimero de graus de liberdade (ndofs).

A taxa de convergéncia denotada por ¢p, para multiplicador descontinuo, e ¢c,

para multiplicador continuo, pode ser obtida através do calculo do coeficiente angular
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da reta. Com isso, nota-se que os resultados obtidos estdo de acordo com as taxas de
convergéncia esperadas O(h¥*1) para esse método. Destaca-se também o decaimento do
erro conforme ocorrem os refinamentos de malha e ordem de aproximacao polinomial.
Também conforme esperado, nota-se que nao héa diferencas significativas entre a utilizacao
de multiplicadores descontinuos e continuos para este problema em termos de precisao da

solugao aproximada e convergéncia dos métodos.

Entretanto, pode-se perceber que o erro obtido para multiplicadores continuos é
menor que o erro obtido para multiplicadores descontinuos quando comparados com o
mesmo numero de graus de liberdade, conforme exibido na Figura 9. Por esse motivo,
todos as simulagoes realizadas nas se¢oes seguintes deste trabalho adotarao multiplicadores
continuos, uma vez que sao mais eficientes computacionalmente devido ao baixo nimero
de graus de liberdade gerados pelos sistemas globais, conforme visto anteriormente na

Tabela 1.

—0.50 ,
—— k=1, ¢p = 2.0027677 -1.51 —— k=2, ¢p = 2.9834748

—0.75 1 k=1, ¢c = 1.9983454 ¢ k=2, ¢c=2.979723

-1.001 =2.0 A

—1.251 2.5
~1.50 1
-3.01
~1.75 1

log(|ue — un|i?
log(|ue — un|i2)

—2.00 1 —3.5 A

—2.25
-4.0 4

—2.50 1

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
-log(h_mesh) -log(h_mesh)
(a) k=1 (b) k=2
—2.5 1% —¢ k=3, ¢p = 3.9869295 —¢ k=4, ¢p = 4.988981
k =3, ¢c = 3.9871719 -4 4 k=4, pc = 4.98877
-3.0 1
- -3.5 1 " —~ =51
S -4.04 3
| |
EQEE 3 -6
=3 =)
° o
-5.0 A
74
-5.5 A
-6.0 1 % -8 A
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
-log(h_mesh) -log(h_mesh)
(c) k=3 (d) k=4

Figura 8 — Taxas de convergéncia no espago para o método hibrido de elementos finitos
com aproximagao continua (¢¢) e descontinua (¢p) para o multiplicador de Lagrange
usando diferentes ordens polinomiais k£ = {1, 2, 3,4}.
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—0.50 A
—— k =1, multiplicador descontinuo -1.5 1 =~ k = 2, multiplicador descontinuo

~0.75 —»— k =1, multiplicador continuo = k = 2, multiplicador continuo

~1.004 =2.0 A

—1.251 2.5

—1.501
—3.0 A
-1.751

log(|ue — unli2)
log(|ue — upi2)

-2.001 35

-2.25
-4.0 4

—2.50 1

2.0 2.5 3.0 35 4.0 225 250 275 3.00 3.25 350 3.75 4.00 4.25 4.50
log(ndofs) log(ndofs)
(a) k=1 (b) k=2
—2.5 A =~ k = 3, multiplicador descontinuo —— k = 4, multiplicador descontinuo
k = 3, multiplicador continuo —4 k = 4, multiplicador continuo
—3.0 A
T35 -y
S 4.0+ 5
I |
3 451 3 —61
=) >
° Lo
=5.0 A
—7
—5.5 -
—6.0 4 -8
250 275 3.00 325 350 375 4.00 425 450 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 425 450
log(ndofs) log(ndofs)
(c) k=3 (d) k=4

Figura 9 — Decaimento do erro em fun¢ao do niimero de graus de liberdade do sistema global
para o método hibrido de elementos finitos, utilizando aproximacao continua e descontinua
para o multiplicador de Lagrange com diferentes ordens polinomiais k£ = {1, 2, 3,4}.

3.1.3 Efeito do parametro de estabilizacao

A influéncia do termo de estabilizacao presente na FVH é controlada a partir do
parametro [y, definido em (3.12). Esse pardmetro controla a imposi¢ao da continuidade da,

solucao entre os elementos e, consequentemente, pode afetar a precisao das aproximagoes.

A Figura 10 apresenta o erro obtido nas aproximagoes geradas com o método
hibrido ao empregar diferentes valores para fy. As simulagbes numéricas foram aplicadas
ao mesmo problema abordado na Segao 3.1.2 em um dominio 2 = [0, 1]? discretizado
por uma malha uniforme formada por 64 elementos quadrilaterais uniformes. Nota-se
que a precisao da solucao aumenta até um certo ponto conforme o valor de 5y também
aumenta, até que chega-se em um valor 6timo para [y na qual obtém-se um menor erro
da aproximacao. A partir desse ponto, o erro da aproximacao volta a aumentar até que se
estabiliza em uma faixa na qual o aumento do parametro de estabilizacao nao gera efeitos

significativos na qualidade da solucao em termos de precisao.

A Figura 10 indica que o melhor valor de 3y é aproximadamente 5 para multiplica-

dor continuo e aproximadamente 7 para multiplicador descontinuo no problema modelo
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—— mult. continuo

3_— —— mult. descontinuo T
= |
3 L

Il 2F .
Kl
o |
'_‘O L

1 [ -

0 10 20 30 40 50

Bo

Figura 10 — Erro de aproximagao para k£ = 1 em funcao do parametro de estabilizacao [y
para o multiplicador de Lagrange com aproximagao continua e descontinua.

estudado para o caso k = 1 (linear). Para outros problemas, deve-se realizar um estudo
similar para avaliar o efeito do parametro de estabilizacao. Embora essa analise nao tenha
sido feita nos demais estudos computacionais apresentados neste trabalho, os valores de

Bo escolhidos foram suficientemente grandes e apresentaram resultados satisfatérios.

3.2 INTEGRACAO TEMPORAL

Este trabalho tem por objetivo explorar a utilizacdo de métodos semi-implicitos
para aproximar problemas de reacao-difusao nao lineares. Dessa forma, uma abordagem
implicita pode ser usada para parte difusiva e a parte reativa pode ser tratada explicitamente
(termo que normalmente apresenta nao linearidades). Assim, em cada passo de tempo sao
resolvidos somente sistemas lineares, reduzindo o custo computacional que seria empregado
para linearizacao dos sistemas. Além disso, esquemas semi-implicitos destacam-se pelo
facil acoplamento com os métodos numéricos utilizados neste trabalho para a discretizagao
espacial. A seguir serao apresentados o método de Euler semi-implicito e a familia de
métodos semi-implicitos, conhecidos como SBDF, que sdo adotados neste trabalho.

No decorrer da leitura desta se¢do, considere uma particao uniforme do intervalo
temporal [0, 7] dada por J = {tg = 0,1, -+ ,ty = T}, com o tamanho do passo de tempo
sendo At = t,41 — t,. Considere ainda que a aproximacao para a solugao u (t,) serd

denotada por u".

3.2.1 M¢étodo de Euler

O método de Euler é uma das abordagens mais populares e simples utilizadas para

aproximar problemas transientes. Assim, empregando o método de Euler semi-implicito a
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equacgao (1.1), podemos reescrevé-la como:
“"HA;“n — Aum + R (0" (3.18)

Essa discretiza¢ao produz aproximagoes de primeira ordem (no tempo) e permite

que o termo reativo possa ser calculado no passo de tempo anterior como no método de
Euler explicito. Concomitantemente, o termo difusivo é calculado implicitamente, como
ocorre no método de Euler implicito. Em problemas de RD onde o termo reativo ¢ nao

linear, essa abordagem evita a necessidade do tratamento de sistemas nao lineares

3.2.2 Meétodos SBDF

Conforme apresentado em Ascher et al. (1995), esquemas de multiplos passos

podem ser derivados de forma geral para a equagao (1.1) como:

T e IR A R
N + Atjzoaju = Z cjAu +jZObJR(u ), (3.19)

j=—1
onde s > 1ec_; # 0. O erro de truncamento pode ser obtido através da expansao em

série de Taylor, o que produz:

Alt 1 +:§::aj] w(t,) + [1— :Zijaj] (zfz (tn) + -+ Azl 1 +jzi(—j)f’aj] u® (t,)
~Sur@ie) s T - S S T
J= I= t=t,, L= t=tn
- sijl c;A(u(ty)) — At ey — S ¢ 88;1 -
j=-1 j=-1 t=tn
- (jt_pll)! cq +§Cj(_j)p1] %};plfl . + O (AtP)

(3.20)
Aplicando a equacao (1.1) no erro de truncamento, obtém-se uma familia de métodos de

ordem p, fornecendo:
s—1
1+ Z a; = O,
§=0

s—1 s—1 s—1
L= jaj=3 b= > ¢
=1 i=0

j=—1

1 g2 = = 3.21
P+ G =T ib=ca =X g 320
j=1 j=1 j=1
1 s—1/(  \p s—1 ¢ p_lb' c._ s—1 /¢ p—lc
L (J')aj: (=J) i 1‘+Z(J) ‘<
b 5 P j=1 (p— 1! (p—1)! j=1 (p—1)!

Ascher et al. (1995) demonstram os seguintes resultados para um método semi-

implicito de s-passos, como dado pela equagao (3.19):
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(i) as 2p+ 1 restrigoes do sistema (3.21) sao linearmente independentes desde que p < s;
(ii) um esquema de s-passos nao pode ter ordem de precisao superior a s; e

(iii) que essa familia de métodos possui s pardmetros.

A seguir os métodos semi-implicitos de primeira, segunda, terceira e quarta ordem usados

neste trabalho serdao apresentados juntamente com os parametros que os definem.

3.2.2.1 Métodos Semi-Implicitos de Primeira Ordem

Uma familia de métodos semi-implicitos de primeira ordem (s = 1) pode ser obtida

através da equacao
u" Tt — " = At {(1 — y)Au” + fyAu”“} + AtR (u"), (3.22)

onde o parametro 7 é restrito a 0 < v < 1 para se evitar grandes erros de truncamento (As-

cher et al., 1995).

Nota-se que diferentes escolhas do parametro v resultam em diferentes métodos
numéricos. Em particular, a escolha v = 0 produz o método de Euler explicito, enquanto
que v = % produz o método de Crank-Nicolson na auséncia do termo de reagao. Com

v = 1 chega-se ao método SBDF' de primeira ordem, o qual é dado por:
u"t — " = AtAU"T 4+ AR (u™) . (3.23)

Essa escolha v = 1 pode ser vista como a aplicagdo do método de Euler explicito para
o termo de reacao em conjunto com o método de Euler implicito para o termo difusivo.
Essa abordagem denominada SBDF1 ou método semi-implicito BDF (SBDF) de ordem 1.

3.2.2.2 Métodos Semi-Implicitos de Segunda Ordem

Os esquemas semi-implicitos de segunda ordem (s = 2) apresentam dois pardmetros

(7, ¢) e sdo descritos por:

Alt Kv + 1) u™t — 2y 4 (7 - ;) u"—l] = (y+ DR (") —yR (v")

2
c c (3.24)
|+ 5) A4 @ = - w4 S,

1
29
de Crank-Nicolson para tratamento do termo difusivo e o0 método Adams-Bashforth para

Para (v, ¢) = (5,0), obtém-se um método implicito-explicito que combina o método
o termo reativo. As melhores propriedades de decaimento assintético para v = % ocorrem
quando ¢ = é. Com (7, ¢c) = (0,1) chega-se ao método CNLF, composto por algo similar

ao Crank-Nicolson para o termo de difusdo e Leap-frog para a parte reativa (explicita).
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Finalmente, a escolha (v, c¢) = (1,0) resulta no método conhecido como SBDF2 (Ascher
et al., 1995), o qual é dado por:

1
2At

Esta abordagem pode ser vista como a aplicacao do método BDF de ordem 2 para o

[Su"Jrl — du" + u"‘l} = Au"™ + 2R (u") — R (u”_l) : (3.25)

operador A, combinada com um tratamento explicito para o termo de reagao.

3.2.2.3 Métodos Semi-Implicitos de Terceira Ordem

Uma possibilidade de parametrizacao dos esquemas com trés passos (s = 3) e de

terceira ordem leva a seguinte familia de métodos parametrizada em termos de (7,6, ¢):

Alt [(;72+7+;+9> w4 (—272—27+;—9) u (3.26)
+ @72 +y— 1) "t + (—;72 - é) U"_Q} (3.27)

- (72 ;L A i26> R(u") — (72 +2y+ ;9) R(u") (3.28)
NEETERO -
+ [(72 ;— Ty c) Au" 4 (1 — 7 —3c+ 329) Au™ (3.30)

n (72 > T4 3e— §9> Aunt 4 <1529 -~ c) Au"—ﬂ . (3.31)

Assim como nos métodos anteriores, deseja-se 0 < v < 1 para evitar um aumento do erro
de truncamento. Escolhendo (7,6, ¢) = (1,0,0) chega-se ao método SBDF3, dado por:
1 /11 3 1
= (=, n+l n “on—1__ — n-2\) _ n+1 ny__ n—1 n—2
A7 ( o U 3u™ + SU U )—Au +3R (u")—3R (u )+R (u ) (3.32)
Conforme em Ascher et al. (1995), embora aplicagdes de v = 1 com valores diferentes
de zero para 6 e ¢ permitam a utilizacdo de At maiores, degradam o forte decaimento

assintotico. Para v % 1, a escolha de § = ¢ = 0 nao é recomendada.

3.2.2.4 Métodos Semi-Implicitos de Quarta Ordem

Assim como ocorre nos métodos anteriores, uma familia de métodos de quarta ordem
pode ser obtida através da definicao de quatro parametros. Uma dessas parametrizagoes
leva ao método SBDF4, descrito como segue:

1

L 725 +1 -1 4 -2 3)
| = _4 n 3 n _ —amn )
AL (12u U+ Ju 3u +4u

= Au" + 4R (u") = 6R (u") + 4R (u"?) = R (u"?).

(3.33)

De maneira similar aos métodos anteriores, este método de quarta ordem pode ser visto
como a aplicacao do método BDF4 para o termo de difusao em conjunto com o termo de

reacao sendo aproximado de maneira explicita.
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3.2.3 Inicializagdo dos métodos

Métodos semi-implicitos tornam-se alternativas interessantes capazes de gerar
aproximagcoes numéricas para problemas nao lineares e com custo computacional reduzido.
Em particular, métodos de passos multiplos, como os métodos da familia SBDF, demandam

aproximacoes para os primeiros passos de tempo para se iniciar a integracao temporal.

Diante disso, para os experimentos usando os métodos SBDF2, SBDF3 e SBDF4
foi utilizada uma estratégia em “cascata” para gerar aproximacoes para os passos de
tempo iniciais. Por exemplo, para a formulagao de mais alta ordem explorada FHCD4
foi utilizada o SBDF1 para gerar v, SBDF2 para gerar u" 2 e, finalmente, SBDF3
para obter u"~!. Para os estudos de convergéncia, observou-se em estudos preliminares
que tal estratégia obteve resultado muito préximo da utilizacao da prépria solugdo exata
interpolada para os passos iniciais. Destaca-se também que alguns experimentos com
outras solugoes exatas necessitaram da utilizagdo de um intervalo de tempo (At) menor

para os passos iniciais.

3.3 FORMULACOES COMPLETAMENTE DISCRETAS

Nesta secao, a formulagao hibridizada de elementos finitos apresentada na Secao
3.1.1 é aplicada em conjunto com os métodos descritos na se¢do anterior com o objetivo
de se obter a formulacdo completamente discreta do problema.

Assim, definindo as seguintes formas bilineares a(uyp,vy,), b(An, vp), ¢(An, 1n) € a

forma linear f(v;,) dadas por:

a(uh, Uh) = (Vuh, Vvh)K - / Vuh : HKUhdS - / Vvh . nKuhds
oK oK

+ /8  Bunnds, (3.34)
b, vn) = /8 Vo s — /8  Bwends, (3.35)
O, i) = /8 - BAnpnds, (3.36)

fon) = (f;vn)k, (3.37)

derivam-se as formulagoes hibridas completamente discretas (FHCD) as quais sao resultado

da combinacao do método hibrido e dos métodos SBDF de ordem 1 a 4.

Formulacao Hibrida Completamente Discreta 1 (FHCD1): Nesta abordagem, a
FVH é aplicada com o método SBDF1. Dessa forma, para cada K € Ty, e t, (com

n=0,..., N —1), o problema consiste em: encontrar (uj™ A"*!) € VF x M¥ tais que
(uZH, vh>K + At [a (uZH, vh) +b (/\ZH, vh)} = At f(vy)
+ At (R(u}),vn) i + (U, vn) e, Yo € VP
S [bn, up ™) + e )| =0, Vin € Mg (3.38b)
K

(3.38a)
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Formulacao Hibrida Completamente Discreta 2 (FHCD2): Nesta abordagem, a
FVH é aplicada com o método SBDF2. Assim, para cada K € T, et, (comn =0, ..., N—1),

o problema consiste em: encontrar (uj ', \Pt) € VE x ME | tais que

(u’;;“ W)+ 24t [a (n+1 w) +0 (M, )] = S AtF ()

3
. 4. . 1/
+ gm (R(u), vp) e — gAt (R(up™),0n)  + 5 (o) — (ep™tv) o Vow € Vg
(3.39a)
> [bn, up ™) + e )| =0, Vun € M; (3.39b)

K

Formulacdo Hibrida Completamente Discreta 3 (FHCD3): A combinagiao da
FVH com o método SBDF3 produz: para cada K € T, et, (comn =0,...N —1), 0

problema consiste em: encontrar (u} ™, A\/t) € VF x M¥E | tais que

(up™ vn) , + 6 At[ (wptt o) + b (N )| = 161Atf(vh)
8 18

A (RO, ) — 1A (RO, ), 7 6 2 At (RO )

+ LS (UZ,Uh)K — i (uz—l ) + 121 ( _Q,Uh)K’ V?Jh € V;]f

(3.40a)
> [, up ™) + e )| =0, Vun € M§. (3.40b)

K
Formulacao Hibrida Completamente Discreta 4 (FHCD4): De forma similar aos
esquemas anteriores, a FVH é aplicada com o método SBDF4. Logo, para cada K € Ty,

et, (comn=0,.. N —1), o problema consiste em: encontrar (u}™ \/"') € VF x Mk,

tais que

(up™ vn) , + 25At[ a(upt o) +b (A o)| = ;Atf(vh)

+ 7& (R(ul), vn) e — ;im (R(up™),vn) + g‘im (R(u). )

- g5 (RO ), o+ 5 = 35 (i) 35 (),

235 (i 0n) .o Von € Vi
(3.41a)

S (b, up ™) + e )| =0, W, € M; (3.41b)
K

3.4 METODOLOGIA DE RESOLUCAO

Nesta secao é apresentada a metodologia de resolucao usualmente aplicada para

o método hibrido, a qual é conhecida como condensacao estatica. Apresenta-se a seguir,
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somente a metodologia aplicada ao esquema FHCD1, uma vez que a aplicacao nos esquemas
FHCD2, FHCD3 e FHCD4 pode ser feita de forma anéloga.

Para cada elemento K € 7, e instante de tempo ¢, (com n = 0,...,N — 1), a

equagao (3.38) pode ser reescrita de forma matricial como segue:

Un+1 —yn
MKT + AU 4+ BRA™ = Fg + Ry, (3.42a)
> BLU" '+ Y CrA™! =0. (3.42Db)
KeTy, KeTy

onde U™ e A"*! representam os vetores: solucao da varidvel primal e do multiplicador
de Lagrange, respectivamente. As matrizes A, Bx e Ck e o vetor F sao formados pela
contribui¢ao das formas bilineares a, b, ¢ e o funcional linear f definidos em (3.34), (3.35),
(3.36) e (3.37), respectivamente. A matriz Mg corresponde a matriz de massa, enquanto
o termo R corresponde a discretizagdo de um termo de reacao, de forma similar ao que é

feito com Fp.

Dado que Mg e A g sdo matrizes positivas definidas, pode-se manipular a equacao
(3.42a) para se obter

U™ = (Mg + AtAg) " At (Fi + R — BeA™) + MU, VK €T, (3.43)

Substituindo a equagao (3.43) na equagao (3.42b), obtém-se um sistema global associado

somente ao multiplicador A, o qual é dado por:

> [Bi (Mx + AtAx) ' AtB — Ci| A =
KeTy

S BEL (Mg + AtAg) AL (Fg + Ri) + MgU"], VK € Ty
KeTy,

(3.44)

Assim, ap6s a resolugio do sistema global da equacio (3.44), o vetor U™ é obtido para
cada elemento a partir da equagao (3.43) com o multiplicador A™"! conhecido no passo
n+ 1.

3.5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Os experimentos numéricos apresentados nesta secao foram obtidos a partir da
execucao de codigos implementados na linguagem de programagao C++ tomando como
base a biblioteca de elementos finitos deal.Il (Bangerth et al., 2007).

Para a resolucao dos sistemas de equagoes lineares gerados para o problema global
foi utilizado o método do Gradiente Conjugado juntamente com o precondicionador de
Jacobi para acelerar a convergéncia. As implementagoes do método e do precondicionador
estao disponiveis na biblioteca deal.Il. A tolerancia relativa para o critério de parada foi

de 107!2. J4 para os sistemas lineares dos problemas locais foram realizadas operacoes
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algébricas com as matrizes locais, nas quais o método de Gauss-Jordan foi utilizado para

a inversido de matrizes.

Destaca-se que as matrizes Mg, Ak, Bi, Cg oriundas das formas bilineares e
1 ~ .
consequentemente o termo (Mg + AtA k)™ nao precisam ser recalculadas em cada passo

de tempo, diminuindo o esfor¢co computacional envolvido.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta resultados numéricos obtidos a partir da solucao dos
problemas de reacao-difusao através dos métodos numéricos descritos anteriormente.
Inicialmente, sdo apresentados estudos de convergéncia que comprovam as taxas esperadas
pelos métodos e, na sequéncia, sao apresentados resultados de aplicacoes dos modelos de

RD que descrevem a formacao de padroes espaciais complexos.

Objetivando-se validar as formulagoes FHCD1, FHCD2, FHCD3 e FHCD4, foram
realizadas simulages aplicadas ao MGS definido na equagao (2.23), visando obter taxas
de convergéncia 6timas e produzir alguns dos padrdes caracterizados por Pearson (1993).
Além disso, as formulagoes foram aplicadas em modelos simplificados de eletrofisiologia
cardiaca com o intuito de demonstrar a robustez e eficiéncia dos métodos estudados quando

sujeitos a uma diferente classe de problemas de reacao-difusao.

Destaca-se que em todas as simulagoes usou-se multiplicadores de Lagrange conti-
nuos, visando gerar sistemas com menos graus de liberdade que os obtidos com a utilizagao

de multiplicadores descontinuos.

4.1 Estudos de Convergéncia

Para os testes de convergéncia computacionais apresentados a seguir, o modelo de

MGS foi modificado considerando a inclusao de termos fontes f, e f,,, da seguinte forma:

?97: = diAu+ F(1 —u) —uw? + fo, (4.1)
ow R 2
5 doAw — (F + k)w + vw* + fy, (4.2)

e assim o modelo foi resolvido adotando-se a seguinte solucao exata:

Ue(z,y,t) = cos(mz) cos(my) sin(t),

(4.3)
we(x,y,t) = 2 cos(mx) cos(my) sin(t),
sendo que neste caso os termos fonte f, e f, sao dados por:
fu = 4(sin(t) cos(mx) cos(my))* + sin(t) cos(mz) cos(my)
+ 277 sin(t) cos(mz) cos(my) cos(t) cos(mx) cos(my) — F, (4.4)
fuw = —4(sin(t) cos(mx) cos(my))? + 2sin(t) cos(mz) cos(my)
+ 4 sin(t) cos(mx) cos(my) + 2 cos(t) cos(mz) cos(my). (4.5)

O problema foi resolvido em um dominio bidimensional 2 = [0, 1] x [0, 1] discretizado
por malhas formadas por elementos quadrilaterais com Ng X N elementos. Os parametros

do modelo MGS usados neste caso foram: d; = dy = F' = 1, k = 0. Para este estudo
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considerou-se um tempo final de T = 1 e utilizou-se um espacamento temporal At = h%,

onde # denota a ordem do método de discretizacao no tempo. Para o método hibrido o

seguinte valor do parametro de estabilizacao foi usado: (5, = 10.

O resultados dos testes de convergéncia para os métodos FHCD1, FHCD2, FHCD3

e FHCD4 sao apresentados nas Tabelas 2, 3, 4 e 5, respectivamente.

Tabela 2 — Erros e taxa de convergéncia para a FHCD1 (At = h?).

Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k)  (Nk X Nk)  (lue — unllz2) (lwe — wpllz2)
1 4 x4 1,4132e-02 - 3,4169e-02 -
1 8 x 8 3,4847e-03 2,02 8,5882¢e-03 1,99
1 16 x 16 8,6794e-04 2,01 2,1500e-03 2,00
1 32 x 32 2,1678e-04 2,00 5,3770e-04 2,00

Tabela 3 — Erros e taxa de convergéncia para a FHCD2 (At = h).

Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k)  (Nk X Ng)  (lue — unl|z2) (lwe — wnllz2)
1 8 x 8 3,6400e-03 - 8,9793e-03 -
1 16 x 16 9,3498¢e-04 1,96 2,2053e-03 2,03
1 32 x 32 2,3815e-04 1,97 5,4522e-04 2,02
1 64 x 64 6,0160e-05 1,98 1,3551e-04 2,01

Tabela 4 — Erros e taxa de convergéncia para a FHCD3 (At = h).

Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k)  (Nk x Ng)  ([lue — up|r2) (lwe — wpllz2)
2 16 x 16 8,5325e-05 - 8,0193e-05 -
2 32 x 32 1,1461e-05 2,90 1,1436e-05 2,81
2 64 x 64 1,4637e-06 2,97 1,4693e-06 2,96
2 128 x 128 1,8457e-07 2,99 1,8583e-07 2,98

Tabela 5 — Erros e taxa de convergéncia para a FHCD4 (At = h).

Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k)  (Nxg x Ng)  (llue — unllz2) ([lwe — wa|z2)
3 16 x 16 3,8143e-05 - 1,8276e-04 -

3 32 x 32 4,2245e-07 6,5 4,6935e-07 8,61
3 64 x 64 2,1015e-08 4,33 2,4771e-08 4,24
3 128 x 128 1,1188e-09 4,23 1,2968¢-09 4,26

Nas Tabelas 2, 3, 4 e 5, nota-se o decaimento do erro de acordo com o refinamento
da malha e ordem de convergéncia O(h*™!). Esse valor é compativel com a taxa de
convergéncia esperada, pois, os métodos hibridos de elementos finitos que fornecem taxas

de convergéncia espacial de ordem O(h**!) foram combinados com esquemas de integracio
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temporal SBDF de ordem compativel. Note que, para o FHCD1 utilizou-se At = h? e
para os demais casos FHCD2, FHCD3 e FHCD4 foi utilizado At = h.

Visando facilitar a comparacao entre os métodos em termos de precisao e custo
computacional, foram realizados experimentos numéricos com uma malha uniforme e
fixa composta por 512 x 512 elementos quadrilaterais. Os seguintes parametros foram
utilizados nesse estudo: dy =dy = F =1,k =0,8, = 10, T = 1 e dessa vez refinando o

passo de tempo At. Os resultados dos métodos FHCD1, FHCD2 FHCD3 e FHCD4 sao

apresentados a seguir nas Tabelas 6, 7, 8 e 9, respectivamente.

Tabela 6 — Erro e taxa de convergéncia para a FHCD1 com malha fixa de 512 x 512
elementos.

At Erro Ordem Erro Ordem CPU
(lue — unllz2) (lwe — w|[z2) (s)
1,2500e-01 1,8184e-03 - 1,6827¢-03 - 2,17e+02
6,2500e-02  8,7166e-04 1,0608 7,8598e-04 1,0982  4,32e+02
3,1250e-02  4,2660e-04 1,0309 3,7875e-04 1,0532  8,36e+02
1,5625e-02  2,1068e-04 1,0178 1,8547e-04 1,0301  1,58e+03
7,8125e-03 1,0431e-04 1,0142 9,1387e-05 1,0211  2,69e+03

Tabela 7 — Erro e taxa de convergéncia para a FHCD2 com malha fixa de 512 x 512

elementos.
At Erro Ordem Erro Ordem CPU
([[ue — unr2) ([[we — wallzz2) (s)
1,2500e-01 3,7990e-04 - 5,0546e-04 - 2,82e4-02
6,2500e-02 1,2218e-04 1,6366 1,7283e-04 1,5482  4,44e+02
3,1250e-02 3,8145e-05 1,6794 5,1420e-05 1,7490 7.77e+02
1,5625e-02 1,0956e-05 1,7998 1,4406e-05 1.8357 1,39e+03
7,8125e-03 3,5764e-06 1,6151 4,4967¢e-06 1,6797  2,24e+03

Tabela 8 — Erro e taxa de convergéncia para a FHCD3 com malha fixa de 512 x 512

elementos.
At Erro Ordem Erro Ordem CPU
([[ue — unlz2) ([[we — wallz2) (s)
1,2500e-01 5,4443e-04 - 5,9977e-04 - 1,10e+03
6,2500e-02 7,8952e-05 2,7857 8,3631e-05 2,8423 1,86e+03
3,1250e-02 8,8139¢-06 3,1631 9,2715e-06 3,1732  3,02e+03
1,5625e-02 9,9425e-07 3,1481 1,0422e-06 3,1532  4,52e+03
7,8125e-03 1,1651e-07 3,0932 1,2185e-07 3,0965 6,26e+03

A partir dos resultados anteriores das Tabelas 6, 7, 8 e 9, nota-se que para 0 mesmo
nivel de refinamento da malha os resultados demonstram o decaimento do erro de acordo
com o refinamento de At e a taxa convergindo para o valor esperado, que é a ordem do

método utilizado para a integracao temporal.
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Tabela 9 — Erro e taxa de convergéncia para a FHCD4 com malha fixa de 512 x 512
elementos.

At Erro Ordem Erro Ordem CPU
(lue — unllz2) (lwe — w|[z2) (s)
1,2500e-01  3,9134e-04 - 3,9035¢e-04 - 2,53e+03
6,2500e-02  4,1792e-06 6,5491 5,3682e-06 6,1842 4,25e+03
3,1250e-02  9,7881e-07 2,0941 1,0307e-06 2,3808  6,86e+03
1,5625e-02  8,3558e-08 3,5502 8,6602e-08 3,5731  9,77e+03
7,8125e¢-03  5,8761e-09 3,8298 6,0473e-09 3,8400 1,30e+04

Vale observar que o custo computacional do caso FHCD2 é similar ao do caso
FHCDI1, porém o método obteve um resultado mais preciso. Para os demais casos
(FHCD3 e FHCD4), a medida que aumenta-se a ordem do método, um maior tempo de
processamento é observado, conforme esperado devido ao maior nimero de termos a serem
calculados (equagoes (3.40) e (3.41)). Porém, percebe-se também uma melhora na precisao
dos métodos de maior ordem em relagao aos de menor ordem, uma vez que o erro final

obtido é cada vez menor.

4.2  Aplicagdo em Formagao de Padroes

Com o intuito de verificar a aplicabilidade e robustez das formulagoes apresentadas
neste trabalho, realizaram-se simulagoes em dois dominios bidimensionais: (i) quadrado
([0;2,5] x [0;2,5]) com uma malha uniforme com total de 65536 elementos quadrilaterais
e (ii) circular com 2,5 de didmetro e uma malha nao estruturada formada por 65115
elementos quadrilaterais. Em todas as simulac¢oes a FHCD2 que considera o método SBDF2
foi aplicada utilizando elementos com aproximagao polinomial bilinear para discretizacao
espacial. Além disso, a seguinte configuracio foi adotada nos experimentos: d; = 2 x 1072,
dy =1 %1075, By = 100, At =1 e T = 200000.

A Figura 11 ilustra os padroes obtidos para alguns valores de F' e k. Seguindo o
trabalho de Pearson (1993), os modelos da Figura 11 foram gerados a partir de condigoes
iniciais definidas como segue: o sistema foi iniciado com um estado estacionario trivial
homogéneo (u =1 e w = 0). Em uma drea quadrada de 0,2 x 0,2 localizada no centro
do dominio, os valores foram alterados para u = 0,5 e w = 0,25 e um ruido aleatério da

ordem de 10~ foi adicionado nessa regido para quebrar a simetria quadrada.

As Figuras 12 e 13 ilustram a evolucao temporal dos padrdes 11b e 11d, respectiva-
mente. Assim como observado por Pearson (1993), a configuracao espacial do padrao da
Figura 12 é dependente do tempo e caracterizada pelo surgimento de faixas (paralelas ou
cruzadas) que podem se ramificar e de “ilhas”, regides estdveis com concentragoes mais

altas de u cercadas localmente por concentracoes mais baixas de w.

J& o padrao da Figura 13 é caracterizado pela formacao de regides circulares com
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) F=0,015e k=0,05 ) F=0,04ek=0,06.
F=0,03ek=0,055. F =0,026 ¢ k=0,061.

Figura 11 — Exemplo de padrdes formados com o modelo de Gray-Scott. As figuras
apresentam as concentragoes da variavel u em diferentes dominios (quadrado e circulo)
para diferentes conjuntos de parametros.

baixa concentracao de u e altas concentragoes de v que se expandem até se dividirem.
Esse comportamento é repetido até que as regides circulares se multipliquem o suficiente

para ocupar todo o dominio e chegar a um estado estacionério.

4.3 Aplicagdo em formagao de padrao de Turing

Diferente dos padroes anteriores, que foram gerados devido a pertubacao de am-
plitude finita inserida na condicao inicial, a Figura 14 exibe um padrao gerado espon-
taneamente devido ao efeito da difusao. Para este padrao, foram adotadas as mesmas
configuragoes estabelecidas para os padroes anteriores de dominio circular, porém para
essa simulacdo, os valores de F e k foram 0,06 e 0,0620 respectivamente e a condicdo
inicial utilizada foi o estado estacionario blue state com a insercao de um ruido branco
com 10™* de amplitude. A mesma formulacio numérica dos exemplos anteriores, a qual é
baseada na formulacdo FHCD2 (SBDF2) com o pardmetro de estabilizagao 5y = 100 foi
utilizada para obter os resultados da Figura 14. As faixas de cores indicam os valores das
concentragao das variaveis u (esquerda) e w (direita) conforme as escalas de cores ao lado

de cada figura.
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Figura 12 — Evolucdo temporal do padriao obtido com F = 0,04 e k = 0,06. Para cada
item de (a) até (f), sdo exibidos os valores das concentracoes das varidveis u (esquerda) e

w (direita), respectivamente.
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Figura 13 — Evolucao temporal do padrao obtido com F = 0,026 e k = 0,061. Para cada
item, sdo exibidos os valores das concentragoes das variaveis u e w, respectivamente.
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Figura 14 — Evolucdo temporal do padrao de Turing obtido com F = 0,06 e k =
0,0620. Para cada item, sdo exibidos os valores das concentracoes das variaveis u e w,
respectivamente.
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4.4 Aplicagdo em eletrofisiologia cardiaca

Objetivando-se apresentar a flexibilidade, aplicabilidade e robustez das formulagoes
apresentadas neste trabalho, realizaram-se também simula¢ées em um dominio bidimensi-
onal com o modelo do monodominio acoplado ao modelo de FHN (S = w), o que leva ao

seguinte sistema oriundo das equagoes (2.24) e (2.25):

ou 1 1 1

vro_ A — — Zud = I, > 4.

o xC. U a <u 3u W+ Loy | (4.6a)
ow

E—e(u—i-a—bw). (4.6b)

O experimento foi realizado em uma regiao quadrada 50 x 50 formada por uma
malha uniforme com 256 x 256 elementos quadrilaterais. A formulacdo FHCD2 ba-
seada no método SBD2 com a formulagao de elementos finitos hibridos com apro-
ximacgao polinomial bilinear foi utilizada para a simulacdo da atividade elétrica car-
diaca apresentada neste exemplo. O sistema foi inicializado com a condig¢ao inicial
(ug, wp) = (—1,19940803524; —0, 62426004055) em todo dominio e foram aplicadas condi-
¢oes de contorno do tipo Neumann homogéneo em todo o contorno. Além disso, adotou-se
os seguintes parametros: y = € = 0,2; a = 0,7; b = 0,8; By = 100; tempo final de
simulagao T = 50; e At =0, 1.

Para estimular o sistema e gerar uma onda de propagacao elétrica, foi aplicado um
primeiro estimulo elétrico através da atribuigao de u = 2 € [0;5] x [0;50] no intervalo de
tempo de t = 1 até t = 1,3. Posteriormente, foi aplicado um segundo estimulo através
da atribuicdo de u = 2 € [15;25] x [15;35] durante o intervalo de tempo de t = 15 até
t = 15, 3. Esse protocolo de estimulacao, quando configurado apropriadamente, é capaz de

gerar ondas de reentrada (espirais) no tecido cardiaco.

Os resultados obtidos pela simulacao sao ilustrados na Figura 15, que exibe a
formacao e propagacao da onda em diferentes passos de tempo. Através da mesma figura,
observa-se que a aplicagdo do segundo estimulo elétrico provocou uma alteracao no padrao
da onda, que antes era plana e se propagava da esquerda para a direita, e que comecou a

propagar-se na forma de duas espirais (veja a Figura 15g até a Figura 151).
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(b) t =1

(a)t=0 (c)t=8 (d) t =16
7

(i) t = 34

Figura 15 — Evolucao temporal de simulagao realizada com modelo bidimensional do
monodominio. O mapa de cores indica o valor do potencial transmembranico u, variando
de azul para u ~ —1,2 até vermelho com u ~ 2.

4.5 Discussdo sobre os métodos

As simulacoes apresentadas anteriormente da formagao de padroes espaciais com-
plexos usando o modelo de Gray-Scott e da atividade elétrica cardiaca utilizando o modelo
do monodominio estao de acordo com resultados relatados na literatura especializada (Be-
aumont et al., 1998; Pearson, 1993; Rocha et al., 2020). Esses resultados corroboram a
capacidade dos métodos numéricos baseados na formulagao de elementos finitos hibrida
combinada com os métodos SBDF, os quais foram apresentados neste trabalho, de gerar

aproximagcoes numéricas precisas e robustas para essa classe de problemas.

E importante destacar algumas caracteristicas interessantes da abordagem utilizada
neste trabalho. A solu¢ao do modelo de Gray-Scott até o estado estacionario requer a
simulacao por um grande ntimero de passos de tempo, o que consequentemente, resulta
em um grande custo computacional. Logo, a utilizacdo de um método de alta ordem, que
permite a utilizacao de passos de tempos maiores, pode ser uma estratégia interessante

para se reduzir este custo e alcancar o estado estacionéario de forma mais eficiente.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como principal objetivo apresentar formulagoes hibridas de
elementos finitos em combinacdo com os métodos SBDF para discretizacdo temporal,
visando construir aproximacoes numeéricas de alta ordem e com custo computacional
reduzido para problemas transientes de reacao-difusao. O conceito de métodos hibridos
esta relacionado a imposicdo da continuidade na interface dos elementos a partir da
adicao do multiplicador de Lagrange. Assim, tal abordagem produz problemas locais
compostos pelas variaveis de interesse definidos no nivel do elemento, que quando eliminados
utilizando a estratégia de condensacao estatica, da origem a um sistema global que
possui somente os graus de liberdade do multiplicador, definido sobre as arestas dos
elementos. Para a integracao temporal, foi introduzida a familia de métodos semi-implicitos
denominada SBDF, caracterizada por permitir tratar a parte difusiva implicitamente e a
parte reativa, em geral nao linear, explicitamente. Dessa forma, em cada passo de tempo sao
resolvidos apenas sistemas lineares, reduzindo o custo computacional associado a sistemas
nao lineares. Em seguida, os métodos hibridos de elementos finitos sao introduzidos e
formulacoes variacionais hibridas foram apresentadas. Para a discretizacao temporal,
foram apresentados métodos semi-implicitos capazes de aproximar a varidavel temporal
presente na maioria dos fendémenos modelados por equagoes de reagao-difusao. Por fim,
sao apresentadas as formulacoes completamente discretas geradas a partir da combinagao

dos métodos hibridos com os métodos SBDF e uma metodologia de resolucao foi proposta.

Todas as formulagoes hibridas completamente discretas (FHCD1, FHCD2, FHCD3
e FHCD4) foram submetidas & simulagoes numéricas, objetivando a validagao das taxas
de convergéncia propostas na literatura e na aplicacao em modelos matematicos oriundos
de fenomenos distintos. Para tanto, o Capitulo 2 descreve, em resumo, o modelo de Gray-
Scott e modelos da eletrofisiologia cardiaca através do modelo de Fitz-Hugh-Nagumo e do
monodominio. Os resultados foram destacados no Capitulo 4, primeiramente através de
estudos de convergéncia no espaco e no tempo, que validaram as formulagoes desenvolvidas
apresentando taxas 6timas de convergéncia, inclusive para aproximagoes de alta ordem. Em
seguida, foram apresentados os resultados obtidos na aplicacdo em formacao de padroes
com o MGS. Assim como em Pearson (1993), observou-se a capacidade do MGS em
produzir padroes espaciais complexos de diferentes formas e comportamentos a partir da
combinacdo de diferentes valores para os parametros F' e k e condicdes iniciais. Também
observou-se a geragao de padroes como efeito da difusao, denominado padrao de Turing.
Por fim, as formulagoes foram submetidas ao modelo do monodominio acoplado ao MFHN,
novamente gerando resultados esperados, como encontrados na literatura (Rocha et al.,
2020). Nesse ponto, destaca-se a flexibilidade da metodologia de resolugao estudada, através
da facilidade de implementacao e adaptacao dos métodos para fornecer aproximagoes

precisas e de alta ordem para problemas de fendmenos distintos.
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Todos os resultados obtidos contribuem para corroborar a capacidade dos métodos
numéricos baseados na formulacao hibrida de elementos finitos de gerar aproximagoes
numéricas precisas e robustas para problemas de reacao-difusao. A partir destes resultados,

surgem as seguintes possibilidades de trabalhos futuros:

o Realizar a analise numérica dos métodos propostos;

o Estudar o efeito do pardmetro de estabilizacao (3, em diferentes cendrios, buscando

estimar valores 6timos;
o Aplicar as formulagoes propostas em modelos cardiacos de bidominio;

o Aplicar as formulacbes propostas para resolver problemas de outros fenémenos

complexos.
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