UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MODELAGEM COMPUTACIONAL

POS-GRADUACAO EM MODELAGEM COMPUTACIONAL

Andlise e implementacao de esquemas upwind
polinomiais e suas aplicacoes em escoamentos de
fluidos incompressiveis

Mateus Teixeira Magalhaes

JUIZ DE FORA
DEZEMBRO, 2021



Andlise e implementacao de esquemas upwind
polinomiais e suas aplicacoes em escoamentos de
fluidos incompressiveis

MATEUS TEIXEIRA MAGALHAES

Universidade Federal de Juiz de Fora
Programa de P6s-Graduacao em Modelagem Computacional

Mestrado em Modelagem Computacional

Orientador: Prof. Dr. Rafael Alves Bonfim de Queiroz

Coorientador: Prof. Dr. Bernardo Martins Rocha

JUIZ DE FORA
DEZEMBRO, 2021



Ficha catalografica elaborada através do programa de geragéo
automatica da Biblioteca Universitaria da UFJF,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Teixeira Magalhdes, Mateus.

Analise e implementacao de esquemas upwind polinomiais e suas
aplicagdes em escoamentos de fluidos incompressiveis / Mateus
Teixeira Magalhées. -- 2021.

91 p.

Orientador: Rafael Alves Bonfim de Queiroz

Coorientador: Bernardo Martins Rocha

Dissertagdo (mestrado académico) - Universidade Federal de Juiz
de Fora, ICE/Engenharia. Programa de P6s-Graduacgdo em
Modelagem Computacional, 2021.

1. esquema upwind polinomial. 2. limitador de fluxo. 3.
escoamento incompressivel. 4. critério TVD/CBC. I. Alves Bonfim de
Queiroz, Rafael, orient. Il. Martins Rocha, Bernardo, coorient. lll.
Titulo.




Mateus Teixeira Magalhaes

Andlise e implementacdo de esquemas upwind polinomiais e suas aplicacoes em

escoamentos de fluidos incompressiveis

Aprovada em 20 de dezembro de 2021.

BANCA EXAMINADORA

Dissertacao
apresentada ao
Programa de Pos-
Graduacao em
Modelagem
Computacional

da Universidade
Federal de Juiz de
Fora como requisito
parcial a obtencao do
titulo de Mestre em
Modelagem
Computacional. Area
de concentrac¢ao:
Modelagem
Computacional.

Prof(a) Dr(a). Rafael Alves Bonfim de Queiroz - Orientador

Universidade Federal de Ouro Preto

Prof(a) Dr(a). Bernardo Martins Rocha - Coorientador

Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof(a) Dr(a). Eliandro Rodrigues Cirilo

Universidade Estadual de Londrina

Prof(a) Dr(a). Patricia Habib Hallak

Universidade Federal de Juiz de Fora



Juiz de Fora, 07/12/2021.

Documento assinado eletronicamente por Rafael Alves Bonfim de Queiroz, Usuério
Externo, em 20/12/2021, as 20:27, conforme horario oficial de Brasilia, com
fundamento no § 3° do art. 4° do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020.

/ fl
Sel’ &)
assinatura

eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Bernardo Martins Rocha, Professor(a),
em 20/12/2021, as 20:53, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3°
do art. 4° do Decreto n°® 10.543, de 13 de novembro de 2020.

; fl
Sel 5
assinatura

eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Patricia Habib Hallak, Professor(a), em
20/12/2021, as 21:05, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 3° do
art. 4°do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020.

; fl
Sel 3
assinatura

eletrbnica

Documento assinado eletronicamente por Eliandro Rodrigues Cirilo, Usuario
Externo, em 21/12/2021, as 10:51, conforme horario oficial de Brasilia, com
fundamento no § 3° do art. 4° do Decreto n° 10.543, de 13 de novembro de 2020.

; fl
Sel 3
assinatura

eletrbnica

"

A autenticidade deste documento pode ser conferida no Portal do SEI-Ufjf
s (www2.ufjf.br/SEI) através do icone Conferéncia de Documentos, informando o
- codigo verificador 0607084 e o codigo CRC D436A237.



Resumo

Diversos problemas cientificos e de engenharia sobre fluidos sao caracterizados por esco-
amentos convectivos. Problemas dessa natureza sdo desafiadores e exigem o desenvolvi-
mento de esquemas numéricos eficientes, robustos e precisos. Dessa forma, o tema tem
sido uma das principais preocupacdes da comunidade cientifica na area de CFD (“Compu-
tational Fluid Dynamics”). Solu¢cdes numéricas para esse tipo de problema envolvem, entre
outros, o desenvolvimento de esquemas numeéricos para tratamento do termo convectivo e
modelagem de turbuléncia.

O presente trabalho visa contribuir no estudo numérico e implementacao de es-
quemas upwind polinomiais para tratamento do termo convectivo de equacdes diferenciais
parciais e suas aplicagoes em escoamento de fluidos incompressiveis. Para tanto, este tra-
balho tem como objetivo a comparacao dos esquemas upwind polinomiais TOPUS (“Third-
Order Polynomial Upwind Scheme”), FSFL (“Flexible and Symmetric Flux Limiter”), SDPUS-
C1 (“Six-Degree Polynomial Upwind Scheme”) e EPUS (“Eight-degree Polynomial Upwind
Scheme”) entre si utilizando experimentos computacionais com variacao de parametros.
Problemas unidimensionais sao resolvidos numericamente através de implementacao com-
putacional utilizando o método de diferencas finitas e formulacdao em varidveis normaliza-
das. Simulag¢des bidimensionais de escoamento de fluidos sdo realizadas utilizando o Open-
FOAM, através do método de volumes finitos e formulacdo em limitadores de fluxo para os
esquemas. Neste trabalho tem-se como objetivo o estudo e implementacdo de esquemas
upwind polinomiais avancados bem como a sua incorporacao na ferramenta OpenFoam.

Uma contribuicdo importante deste trabalho é a implementacao e estudo do es-
quema FSFL através de experimentos computacionais, fornecendo novos resultados e com-
paracoOes ndo vistas na literatura até entdao. Os resultados obtidos com os experimentos rea-
lizados mostram que ambos os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS fornecem bons
resultados para o tratamento do termo convectivo de equacdes de transporte. Em destaque
o esquema EPUS obteve um melhor desempenho em termos de exatidao e o esquema TO-

PUS se destacou ao atingir um residuo temporal minimo com menos iteracdes. Além disso



o esquema SDPUS-CI1 se mostrou muito efetivo tanto em termos de exatidao quanto de ite-

racOes para atingir um residuo temporal minimo estabelecido.

Palavras-chave: esquema upwind polinomial. limitador de fluxo. escoamento incompres-

sivel. critério TVD/CBC.



Abstract

Several scientific and engineering problems about fluids are characterized by convective
flows. Problems of this nature are challenging and require the development of efficient, ro-
bust and accurate numerical schemes. Thus, the topic has been one of the main concerns
of the scientific community in the area of CFD (Computational Fluid Dynamics). Numeri-
cal solutions for this type of problem involve, among others, the development of numerical
schemes for the treatment of the convective term and turbulence modeling.

The present work aims to contribute to the numerical study and implementation
of polynomial upwind schemes for the treatment of the convective term of partial differen-
tial equations and their applications in the flow of incompressible fluids. Therefore, this
work aims to compare the polynomial upwind schemes TOPUS (“Third-Order Polynomial
Upwind Scheme”), FSFL (“Flexible and Symmetric Flux Limiter”), SDPUS-C1 (“Six-Degree
Polynomial Upwind Scheme”) and EPUS (“Eight-degree Polynomial Upwind Scheme”) to-
gether using computational experiments with parameter variation. One-dimensional pro-
blems are numerically solved through computational implementation using the finite diffe-
rence method and formulation in normalized variables. Two-dimensional fluid flow simula-
tions are performed using OpenFOAM, through the finite volume method and formulation
in flow limiters for the schemes. This work aims to study and implement advanced polyno-
mial upwind schemes as well as their incorporation into the OpenFoam tool.

An important contribution of this work is the implementation and study of the FSFL
scheme through computational experiments, providing new results and comparisons not
seen in the literature so far. The results obtained with the performed experiments show that
both the TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 and EPUS schemes provide good results for the treatment
of the convective term of transport equations. The EPUS scheme performed better in terms
of accuracy and the TOPUS scheme stood out by achieving a minimum temporal residual
with fewer iterations. In addition, the SDPUS-C1 scheme proved to be very effective both in

terms of accuracy and iterations to reach an established minimum time residual.



Keywords: polynomial upwind scheme. flow limiter. incompressible flow. TVD / CBC crite-

rion.
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1 Introducao

Problemas envolvendo escoamento de fluidos estdao presentes em diversas aplicacoes cien-
tificas e de engenharia e muitas vezes sdo interdisciplinares englobando areas da matema-
tica, fisica, engenharia entre outras. O escoamento de fluidos é descrito matematicamente
por equacgoes diferenciais modeladas através leis de conservacao e principios de balanco.
Muitos destes problemas sao caracterizados por um escoamento convectivo, especialmente
em regimes turbulentos. Problemas dessa natureza sdao desafiadores e exigem o desenvol-
vimento e utilizacdo de métodos numeéricos. Por esta razdo tais problemas tem sido utiliza-
dos como um dos principais temas discutidos pela comunidade cientifica na drea de CFD
(“Computational Fluid Dynamics”).

O sucesso na abordagem de problemas de natureza convectiva pode ser obtido atra-
vés de diversas técnicas, entre elas tém-se: i) desenvolvimento de esquemas upwind de alta
resolucdo; e ii) modelagem de turbuléncia. Esquemas upwind sao técnicas numéricas es-
pecializadas na aproximacao de termos convectivos em equacoes diferenciais, tais como as
equacoes de Navier-Stokes. Diz-se que sdo de alta ordem caso sua ordem de convergéncia
seja maior ou igual a 2. Esquemas upwind tem como ideia base a utilizacdo de esquemas
numéricos tdo precisos quanto possivel em regidoes suaves e ao mesmo tempo adicionar dis-
sipacdo numérica controlada em regioes de gradiente elevado. Com esses esquemas € possi-
vel manter a estabilidade da solu¢do numérica, capturar descontinuidades e choques, além
de conseguir convergéncia, sendo esquemas computacionalmente simples e econdémicos.
Uma estratégia bastante comum [19] para se atingir estes objetivos tem sido a combinacao
de varidveis normalizadas de Leonard [39] ou limitadores de fluxo [61] com condicdes para
estabilidade ndo linear TVD (“Total Variation Diminishing”) de Harten [36] e/ou Sweby [61]
além do critério CBC (“Convection Boundedness Criterion”) de Gaskell e Lau [31]. Com o
critério TVD visa-se conseguir variacoes limitadas no tempo para propriedades fisicas, além
de impor um ajuste automatico dos esquemas de acordo com os gradientes locais, jad com o
critério CBC visa-se produzir solugdes limitadas.

Neste trabalho visa-se o tratamento numeérico de problemas convectivos através do
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uso de esquemas upwind polinomiais, cuja formulacao € feita através de polindmios. Neste
sentido, este trabalho tem como principal objeto de estudo esquemas upwind polinomiais
e suas aplicacoes em escoamento de fluidos incompressiveis, tendo como foco, em particu-
lar, os esquemas TOPUS [51], FSFL [51], SDPUS-C1 [42] e EPUS [42]. Como principal mo-
tivacao deste trabalho tem-se o estudo e experimentacao destes esquemas, a comparacao
destes esquemas entre si e com outros resultados da literatura e também a contribui¢do na
implementacao destes esquemas através de c6digos proprios, além da contribuicdo na im-
plementacdo de esquemas na ferramenta OpenFOAM [3].

Problemas unidimensionais (1D) sdo resolvidos numericamente utilizando o mé-
todo de diferencas finitas e a implementacdo dos esquemas upwind através de varidveis
normalizadas. Problemas bidimensionais (2D) de escoamento de fluidos incompressiveis
também sdo abordados utilizando a ferramenta OpenFOAM através do método de volumes
finitos e implementacao de limitadores de fluxo dos esquemas.

Este trabalho estd dividido em 7 capitulos, separados de forma que o capitulo 2
apresenta a modelagem matemadtica com equacgoes, leis de conservacao e condi¢des que
descrevem os problemas de escoamento de fluidos abordados. No capitulo 3 sao apresenta-
dos os conceitos essenciais para o entendimento de esquemas upwind de forma geral bem
como suas formulacdes através de varidveis normalizadas e limitadores de fluxo. Apo6s a
apresentacdo de tais conceitos e formulacoes, sao apresentadas as formulagoes por varidveis
normalizadas e limitadores de fluxo para cada um dos esquemas em estudo, TOPUS, FSFL,
SDPUS-C1 e EPUS, bem como o comportamento de cada esquema em relacao aos critérios
TVD e CBC. No capitulo 4 sdo apresentados os conceitos relacionados a modelagem compu-
tacional e solu¢ao numérica dos problemas de escoamento de fluidos abordados, descricoes
e informacoes sobre os métodos utilizados, implementacoes e sobre a ferramenta Open-
FOAM estao presentes neste capitulo. No capitulo 5 sao apresentados resultados numéricos
e comparag¢oes com solucdes analiticas para diversos problemas 1D através do método de
diferencas finitas e formulacdo dos esquemas em varidveis normalizadas. No capitulo 6 sdo
apresentados os resultados obtidos em experimentos computacionais para problemas 2D
de escoamento de fluidos incompressiveis utilizando a ferramenta OpenFOAM e formula-

¢oes em limitadores de fluxo para os esquemas em estudo. Por fim, o capitulo 7 sintetiza
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observacoes e conclusoes a cerca do estudo feito e dos resultados obtidos, levantando van-
tagens e desvantagens de cada esquema entre si e em comparacao com a literatura. O texto

se encerra com as referéncias bibliogréficas.
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2 Modelagem Matematica

Neste capitulo sdao apresentadas as Equagdes Diferencias Parciais (EDPs) bdsicas para testar

o desempenho dos esquemas upwind polinomiais, objeto dessa dissertacao.

2.1 Equacao de Adveccao

Para a simulacao do transporte de escalares, o seguinte modelo 1D é adotado [49]:

Ou + adu =0 (2.1)
ot ox '
com condicao inicial
u(x,0) =up(x), xE€lxg,xgl, 2.2)
e condi¢do de contorno
ulxg,t)=u;, u(xg, t)=ur (u;e ugrsao constantes), (2.3)

em que t é o tempo; u é a variavel dependente, assemelhando-se a velocidade de um esco-
amento num meio fluido; a é constante; xg e x; sdo, respectivamente, os extremos direito e
esquerdo do dominio 1D.

A solucdo exata de (2.1) é dada por [44]:

u(x,t) = ug(x—at). (2.4)

Nos experimentos numeéricos, trés condicoes numéricas diferentes u(x,0) = uy(x) sdo ado-

tadas para resolver (2.1), a saber:

e Condicao inicial 1 (CI1) [38]:
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x—0.15)2

e log(50) (%555

L

20x—10,
Up(x) = 4
12 -20x,

x=0.75
0.05

0,

1_( )2)

e Condicao inicial 2 (CI2) [69]:

Up (x) = <

e Condicao inicial 3 (CI3) [35]:

up(x) =

2x—1-— % sin (37 x),

As condicoes (CI1), (CI2)

x€[0,0.2),
x€(0.3,0.4),
x €(0.5,0.55),
x €[0.55,0.6),
x€(0.7,0.8),

x¢S5=1[0,0.2)u(0.3,0.4) U (0.5,0.55) U[0.55,0.6) U (0.7,0.8),

(2.5)
1, x€10,0.2],
4x—0.6, x€(0.2,0.4],
—4x+ 2.6, x€(0.4,0.6], (2.6)
1, x € (0.6,0.8],
0, xeS=[-1,00u(0.8,1]),
—xsin (322), x€e[-1,-1/3],
|sin (27 x)|, x€(-1/3,1/3), (2.7)

x€e[1/3,1],

e (CI3) sao representadas nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3, res-

pectivamente. Estas condicdes iniciais foram escolhidas por apresentarem regides de des-

continuidade e picos, representan

do um desafio numérico mesmo quando utilizadas em

problemas unidimensionais simples, como o problema em questao.
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0.21
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X

Figura 2.1: Condicao CI1 definida por (2.5).

1.01

0.8

0.6 1

0.4 1

0.21

0.0 1 I
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Figura 2.2: Condicao CI2 definida por (2.6).
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—0.50 A

—0.75 A
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X

Figura 2.3: Condicao CI3 definida por (2.7).
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2.2 Equacao da Conveccao-Difusao

De modo geral, a equagdo de conveccao-difusdo 1D € expressa por [49]:

6u+ 0 (f( )) 0u 2.8)
_ — ul|l=v—, .
0t 0x 0x?
com condicao inicial
u(x,0) =up(x), x€lxg,xgl (2.9)
e condicao de contorno
ulxp,t)=ur, u(xg,t)=ur (u;e ugrsao constantes). (2.10)

Em (2.8), f(u) é afuncao fluxo, v é o coeficiente de viscosidade (constante).
Em particular, neste trabalho, considera-se nas simulacdes condicdes que resultam

em uma equacao da camada limite (boundary layer [52]) que é obtida considerando (2.8)

com

v>0 e f(u)=au, a-constante. 2.11)
Assim, reescreve-se (2.8) desta forma:

ou O(au)_ 0%u
ot o Vo (212

A equacdo (2.12) com a = 1, condicao inicial u(x,0) = 0, e condi¢des de contornos
u(0, 1) = tanh (%2) e u(1, 1) = — tanh (%22) apresenta a solugdo analitica em regime perma-

nente dada por [14]:
(1-exp(3))

(1-exp(3))

onde v = ﬁ e Re denota o niimero de Reynolds.

u(x) = x€[0,1], (2.13)

2.3 Equacoes de Navier-Stokes

No caso em que o fluido é considerado um meio homogéneo incompressivel, tém-se que a

massa especifica p(x, t) = pg das particulas ndo varia durante o seu movimento e as proprie-
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dades de transporte sdo constantes [64, 48]. Escoamentos de fluidos com essa propriedade
de massa especifica sdo chamados de escoamentos incompressiveis e sio modelados mate-
maticamente através de equacoes especificas.

As equacgdes matemadticas das leis fisicas de conservagao, consideradas para a simu-
lacao de escoamentos em regime laminar, neste trabalho, sdo as equacdes instantaneas de

Navier-Stokes e continuidade adimensionais, dadas por

6u,~+6(uiuj) op . 1 0 (aui)+ 1 10 214
_— —_— = o [y 1=1,z, .
ot 0x; 0x; Redx;\0x; Frzgl

ou:

i o, 2.15)

axi

nos quais u; € a i-ésima componente do campo de velocidade, p é a pressdao cinemdtica
(pressdo dividida pela massa especifica), Re = LUy /v e Fr = Uy//LIgl sdo, respectivamente,
os numeros de Reynolds e Froude, e g; é a i-ésima componente da aceleragdo gravitacional.
O parametro v é o coeficiente de viscosidade cinemética molecular (constante) do fluido
dado porv = u/p (u é aviscosidade dinamica do fluido), e Uy e L s@o as escalas de velocidade
e comprimento caracteristicos, respectivamente.

As condicoes de contorno consideradas, neste trabalho, para resolver o sistema for-

mado por (2.14) e (2.15) sdo:

* Condicao de contorno de entrada de fluido:

u, =U,, u;=0, (2.16)

em que u, € a velocidade normal ao contorno e u; é a velocidade tangencial ao con-

torno;

* Condicao de contorno de saida de fluido:

ouy, 0 ou;
on " on

0, (2.17)

em que n e t denotam dire¢des normais e tangenciais a entrada e a saida, respectiva-

mente;
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* Condicao de contorno sem escorregamento na superficie rigida:

u =0, u,=0; (2.18)

* Condicdo de contorno com escorregamento na superficie rigida:

aut _

— =0. 2.19
o (2.19)

u, = 0)
Em especifico, considerando o escoamento em uma cavidade em duas dimensoes
(2D), cuja geometria é mostrada na Figura 2.4,

U,
 —

A
Y

d

Figura 2.4: Tlustracdo do problema do escoamento em uma cavidade.

adotam-se as condicoes de contorno:

u=(Uy,00 e p=0 em y=d

(2.20)
u=(0,0, p=0 em y=0, x=0 e x=d
Para este problema, a condicao inicial é expressa por:
u = (0,0),
p = 0. (2.21)

Para o problema do escoamento de Poiseuille, ilustrado na Figura 2.5, tém-se a con-

dicdo inicial:
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INFLOW Y OUTFLOW
R — 5

A
\4

L

Figura 2.5: Ilustragdo do escoamento de Poiseuille em Regime Laminar

u=(00,00 e p=0, (2.22)

e a condicdo de contorno:

u=(U,,00 e Vp=0 naparede esquerda do tubo ("inflow"),
p=0 e Vu=0 naparede direita ("outflow"), (2.23)

u=(0,00 e Vp=0 nasdemaisparedes.

2.4 Estimativas de Erros

Neste trabalho, os erros entre as solucoes numeérica e exata sdo calculados pelas seguintes

relagoes [49]:

N .
i ‘(Pi,exata - </’i,numérlca)

IElI. = , (2.24)
YN |#i exatal
ZN o; _ L. 2
i=1|Piexata ‘/’i,numerlca
IEll2 = ~ 5 : (2.25)
Y X (biexata)
maxi<i<n |$; exata — ‘Pi,numérica‘
lElo = (2.26)

maxi<i<n |P; exatal

onde ¢ é a grandeza numérica avaliada, i a i-ésima célula em um dominio discreto
e N é o numero total de células computacionais do dominio discreto. As estimativas de
erro também sao utilizadas para se calcular as ordens de convergéncia [49] dos esquemas
em estudo. A taxa de convergéncia [49] é uma medida de quanto o erro decresce a medida
que a malha discretizada é refinada. Considerando o erro numérico || E|| e o espacamento h
entre os pontos de uma malha, tem-se que o erro || E|| é proporcional a h através da relacao
IEll < h", onde n é a ordem de convergéncia do método. Um método de segunda ordem,

por exemplo, tem seu reduzido em 4 vezes quando a malha discreta é dobrada (espacamento
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h entre os pontos reduzido pela metade), dessa forma n = 2 na relacdo | E| o< h". Dessa

relacdo tem-se:

IEIl = h"
log(I El) =1log(h™)
(2.27)
log(I El) = nlog(h)
_ log(IEl)
— log(h)
Dessa forma as ordens de convergéncia podem ser calculadas por:
log(llEllj+1) —log(I Ell;
Ordem| E|| = ogUlEl;+1) —log(l Ell;) (2.28)

log(h;+1) —log(h;)
onde i indica a malha utilizada, assim || E||; e h; sdo, respectivamente, o erro obtido e o es-
pacamento entre os pontos da malha i. O refinamento de malha é feito de forma que cada
malha i + 1 tem o dobro de pontos da malha i. Considerando como exemplo um problema
1D com x € [0, 1] euma malha de 10 pontos para i = 1, as malhas seguintes serao de 20, 40, 80
e 160 pontos, e os espacamentos entre as malhas serdo de 0, 1; 0,05; 0,025; 0,0125; 0,00625.
Dessa forma, para calcular as ordens de convergéncia de um método, basta definir uma ma-
lha inicial, o nimero de refinamentos, calcular o erro entre a solucdo numérica e analitica e
aplicar a equacao 2.28, obtendo uma ordem de convergéncia a cada refinamento. Conforme
a malha é refinada a ordem de convergéncia é obtida com maior exatidao e se aproxima de
algum valor tedrico esperado, de acordo com o método numérico utilizado e sua ordem de
convergéncia. Diferentes normas de erro podem ser utilizadas e cada uma vai gerar uma
ordem de convergeéncia, utilizando a norma | E|; (equagdo 2.24) tem-se uma ordem de con-

vergéncia diferente do que utilizando a norma | E||», (equagdo 2.26), por exemplo.
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3 Esquemas upwind de Alta Resolucao

Neste capitulo sdo apresentados a formulacdo em varidveis normalizadas, a formulacdao em
limitadores de fluxo e os esquemas upwind polinomiais analisados e implementados neste

trabalho.

3.1 Formulacao de Variaveis Normalizadas

A formulacgao de varidveis normalizadas foi proposta por Leonard [39] visando obter esque-
mas convectivos capazes de resolver gradientes elevados e, ao mesmo tempo, manter esta-
bilidade nas solucées numéricas.

Sejam as posicdes D (“Downstream”), R (“Remote Upstream”) e U (“Upstream”) em
relacdo a face computacional f da molécula computacional ilustrada na Figura 3.1 entao,

uma variavel genérica ¢ expressa em varidveis normalizadas é definida como segue:

L _ PR

e o

em que ¢p e ¢Pp sdo, respectivamente, os valores nao normalizados da grandeza ¢ nos pon-
tos D e R. Deste modo, a variavel genérica ¢ nas posicoes De Rresultaem ¢p=1e ¢pr=0

respectivamente. Por outro lado, a varidvel ¢y é definida por

» _$u—¢r
(3.2)
bu ~ ¢p—odr
R U D g
g f

Figura 3.1: Posi¢des D, Re U em relacdo a face computacional f, a direcao da velocidade vy
fornece o sentido do escoamento.

Leonard [39] elaborou o que chamou de NVD (“Normalised Variable Diagram”) para
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representar a relacdo entre as varidveis normalizadas ¢ r € ¢y. Esta relacdo entre estas va-
ridveis normalizadas pode resultar em diferentes esquemas upwind de alta resolucdao em
varaveis normalizadas. A seguir, estdo listados alguns exemplos de esquemas upwind de

alta resolucao em varidveis normalizadas:

e ADBQUICKEST (28]

2-0)pu, Pu € 10; a),
5 ) Pu+31-10D1-py)—t(1-611-2dy), ¢uela;bl,
r = N R
1—9+9¢)U, (,bUe(by 1]r
du, Py [0;1],
udt

em que 6 = 5 € o nimero de Courant; e os parametros a e b sao:

. 2-30]+6° _ —4+60-3|0|+6°
C7-60-3|0]+202" —-5+60—3|0]+202
e CUBISTA [6]
1,75¢y, Pu € 10;0,375),
5 0,75¢y + 0,375, ¢y € [0,375;0,75],
f = " .
0,25¢y +0,75, ¢y € (0,75; 1],
du, by € [0;1],
e VONOS [65]
10y, Puelo;3),
0,375(1+2¢y), Pu € [3;0,5),
ér = 1 L5¢y, by e 0,5 2),

1, Pu € 1511,

du, by € [0;1],
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* WACEB [60]

2y, du € 0;0,3),
X 0,75¢y +0,375, Py €0,3;2],
by = A .

1; du € (311,

(Z)U, (Z)UE[O;I],

Na Figura 3.2 os esquemas ADBQUICKEST, CUBISTA, VONOS e WACEB estdo repre-

sentados no NVD.

1.0 1

0.8

0.4

0.2 1

0.0

—+— ADBQUICKEST
—4— CUBISTA
—&— VONOS

0.0 0.2 0.4 0.6
A

du

0.8 1.0

Figura 3.2: Esquemas convectivos de alta resolu¢dao no NVD.

Segundo Leonard [39] qualquer esquema nao linear, formulado em varidveis nor-

malizadas é de segunda ordem de precisdo se atender as condicoes:

(C1) passa pelo ponto O(0,0) do NVD (ver Figura 3.2)

$r=0, parady=0;

(3.3)
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(C2) passa pelo ponto P(1,1) do NVD
(,Bf: 1, para([)U: 1; (3.4)

(C3) passa pelo ponto Q(0,5,0,75) do NVD

$r=0,75, parady=0,5; (3.5)

Além das condigoes (C1)-(C3), se o esquema também atender a condi¢do abaixo é de terceira

ordem:

(C4) passa pelo ponto Q com inclinacao de 0,75

dy
ddulo

= $/;(0,5) = 0,75; (3.6)
Junto com as condicdes (C1)—(C4), Leonard [39] recomenda que
(R1) para valores de ¢y menores que 0 ou maiores que 1, o esquema FOU (“First-Order
Upwind”) deve ser empregado:

$r=duy,  parady¢(0,1]. 3.7)

Combinando as condi¢des (C1)-(C4) e arecomendacdo (R1), na literatura [42] tém agregado

outras condicdes para elaboracado de esquemas upwind polinomiais:

(C5) continuidade na derivada primeira no ponto O(0,0) do NVD

ddys
ddy

=¢0)=1; (3.8)
o f

(C6) continuidade na derivada primeira no ponto P(1,1) do NVD

ddys

A

=¢,(1)=1; (3.9)
doylp i
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(C7) continuidade na derivada segunda no ponto O(0,0) do NVD

d W%)

ddy \ ddy

= ([);Q(o) =0; (3.10)
o

(C8) continuidade na derivada segunda no ponto P(1,1) do NVD

iolaa)

— | —=|| =¢}®=0. (3.11)
dy \doy Jlp 1
Considerando-se a importancia de solucoes limitadas no transporte de proprieda-

des fisicas, Gaskell e Lau [31] propuseram o critério de limitacdo CBC. No contexto de varia-
veis normalizadas, um esquema convectivo produz solucao limitada se ele estd inteiramente
contido na regiao CBC mostrada na Figura 3.3, isto é, o esquema deve satisfazer as seguintes
condicoes:
$reldy,1l, paradse(0,1],
(f) =0, para (f)U =0,

! (3.12)
¢f:1, para ¢y =1,

br=du, parangfeE[O,l].

(@) (b)

Regiao CBC Regiao TVD de Harten

0.8
0.6
or

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

bu du
Figura 3.3: Regioes importantes no NVD: (a) CBC e (b) TVD.

Apesar do critério CBC de Gaskell e Lau [31] tratar o problema de estabilidade ade-

quadamente, ele ndo garante convergéncia da solu¢ao numérica. Para convergéncia, as res-
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tricoes TVD de Harten [36] devem ser satisfeitas. No contexto de varidveis normalizadas

essas restri¢oes de Harten sao expressas por:

breldu,2¢y]l e ¢p<1, paradyel0,1],
éf = <Z>Uy para (Z)U ¢ [0,1].

(3.13)

A partir da Figura 3.3, nota-se que a regidao TVD de Harten estd contida dentro da
regiao CBC. Assim, se um esquema é TVD entao ele é também CBC, porém o contrario nao

¢é valido.

3.2 Formulacao de Limitador de Fluxo

Além da formulacdo de varidveis normalizadas, é comum também expressar um esquema
convectivo em termos de limitador de fluxo. Seja um esquema convectivo formulado em
termos de varidveis normalizadas:

. F(¢y), paradyel0,1],
- $u), parady 514

(Z)U, para (f)U ¢ [0,1].

onde F(¢y) denota que ¢ ¢ € uma funcédo conhecida de ¢y, em geral ndo linear.
A formulacao por limitador de fluxo [61] considera que o esquema (3.14) pode ser

reescrito por:

n " 1 n
$r=¢u+ EW(rf)(l - du), (3.15)
em que 7y € definido por:
rr= (pl{ . (3.16)
1-¢y

Logo, o limitador de fluxo y (rf) pode ser obtido para uma esquema como sendo

wirp) = ———. (3.17)
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A partir da equacao (3.16), obtém-se

i
1+I’f.

du = (3.18)

Assim, substituindo (3.18) em (3.17), resulta o limitador de fluxo y(r¢) do esquema convec-
tivo (/3 f:
w(rp) =2[+rp)dp -1y, (3.19)

onde (f) r dependerd de ry através de (3.18).

Analisando as equagoes (3.14) e (3.15), tém-se que ¥(r¢) = 0, para cf)f = cZ)U e, em
especifico, para (/SU ¢ [0,1]. Da equacao (3.16), temos que r¢ <0 para (ﬁU ¢ [0,1]. Parary =0,
o limitador de fluxo w(r¢) € obtido substituindo a equacao (3.14), quando (f)U € [0,1], na
equacio (3.19) e levando em conta a expressdo de ¢y em (3.18).

Abaixo, estao listados alguns exemplos de limitadores de fluxo de esquemas upwind

de alta resolucao.

ADBQUICKEST (28]

2rp(1-0), ;

_ 2+60%-3101+1-0%)ry
Y(re) = max{o,mm ,2(1-6) },

CUBISTA [6]

y(ry) = max{O,min [2rp(1-C1),0,75+0,25rF,2(1 - C,)| }

em que C; = C =0,25;

VONOS [65]

Y(ry) = max{O,min [rf,0,75+0,25r,181,2] };

WACEB [60]

y(ry) = max{O, min [2r7,0,75+0,25r,2] }
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Para que o limitador de fluxo seja considerado TVD deve satisfazer as restricoes a

seguir:
w(rg)=0, pararg=0,
! ! (3.20)
y'(rf) <2, pararstendendoaO,

onde a segunda restricao estd associada ao principio de monotonicidade de Sweby [61].
A Figura 3.4 apresenta os limitadores de fluxo dos esquemas ADBQUICKEST, CU-

BISTA, VONOS e WACEB na regiao TVD de Sweby.

25
—+— ADBQUICKEST

CUBISTA
—&— VONOS
—— WACEB
Regiao TVD de Sweby

2.04

1.5 A

1.0 A

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0
r

Figura 3.4: Esquemas ADBQUICKEST, CUBISTA, VONOS e WACEB na regidao TVD de Sweby.

Além das restricoes TVD mencionadas na equacao (3.20), algumas condicdes dese-

javeis que um limitador de fluxo satisfaca sao:

(CL1) no minimo, segunda ordem de precisao

w()=1; (3.21)



3.3 Esquemas upwind Polinomiais 32

(CL2) propriedade de simetria [8]

(7f) 1
viry :1//(—)- 3.22)
r'f r'f
3.3 Esquemas upwind Polinomiais
Os esquemas upwind polinomiais em varidveis normalizadas sdo expressos por
. " ai($u)’, paradyelo,1]
dr={ T /(@) (3.23)

du, para ¢y ¢ [0,1].

onde a; sdo constantes a serem determinadas de acordo com o esquema escolhido, i é a
poténcia da variavel ¢, definida em (3.2), e n indica o grau do polindémio.

Em varidveis ndo normalizadas o esquema torna-se

r+@p-dn T, ai(S2), paragyelo,1]

bu, para (Z)U ¢ [0, 1].

br= (3.24)

Considerando as equacdes (3.18), (3.19) e (3.23), o limitador de fluxo dos esquemas

upwind polinomiais é dado por

2

i
(L+7y) (Z?zl a; (li—frf) ) - rf] , parary=0,

0, pararg < 0.

w(rp) = (3.25)
A seguir, apresentam-se 0s esquemas upwind polinomiais conhecidos como TO-
PUS, FSFL, EPUS e SDPUS-C1, que sdo implementados e empregados neste trabalho em

simulacdes de problemas envolvendo leis de conservacao 1D e 2D.

3.3.1 TOPUS

O esquema TOPUS (“Third-Order Polynomial Upwind Scheme”) foi proposto por Queiroz
[51] e colaboradores [21, 23, 50]. Este esquema foi empregado com sucesso para resolver
problemas 1D e aplicacdes 2D e 3D envolvendo escoamentos de fluidos com superficies
livres em regimes laminares e turbulentos [12, 22, 29].

Considerando a formulacdo geral de um esquema upwind polinomial (3.23), o pro-
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cesso de constru¢dao do esquema TOPUS [51] considera n = 4 e determina os coeficientes

a; empregando as condi¢oes (C1), (C2), (C3) e (C4) especificadas nas equacoes (3.3), (3.4),

(3.5), e (3.6), respectivamente. O emprego destas condi¢des resulta em um sistema linear

que para ter solucao tnica necessita de que um coeficiente a; seja definido como parametro
~a+10 5a-10

livre. Para tanto, fixa-se a4 = a, obtendo a; = T =X —eaz=2a+1. Adota-se

também a recomendacdo (R1) definida em (3.7).
O esquema TOPUS [51] em varidveis normalizadas é expresso por

A ad?t +(—2a+1)$3 + (310 32 1 (2210 b Gy e [0, 1],
i 4 v+ () e+ (F5) (3.26)

(ﬁU, (ﬁU ¢ [0,1].
Aplicando a definicdao de varidvel normalizada (ver equacdo (3.1)) em (3.26), o es-

quema TOPUS [51] em particular, resultante em varidveis ndo normalizadas é dado por

Or+ (pp—Pr) [ad] + (—2a+1) 7, + (2212) @7 + (=52 duy], Puelo,1],

b= A
by, Py ¢l0,1],

(3.27)
onde a varidvel normalizada ¢y estd definida em (3.2). Na equacdo (3.26), para a € [-2,2],
o esquema TOPUS [51] estd inteiramente contido na regidao CBC. No caso em que a = 2, 0
esquema TOPUS [51] é TVD de Harten. O esquema SMARTER de Waterson e Deconinck [68]

€ obtido fazendo-se a = 0.

—a+10 _ 5a-10
3 2= 77

Substituindo os coeficientes a; = ,a3=—-2a+1eas = ado es-

quema TOPUS [51] na equacgao (3.25), obtém-se a sua formulacdo em limitador de fluxo:

_ 3 2,
( 0,5a+1)rf+(a+4)rf+( 0,5a+3)rf

, T1r¢r=0,
wirs) = (erp)? ! (3.28)

0, r < 0,
Para fins de implementagcdo computacional, reescreve-se esse limitador como

0,5(|rs|+rf) | (=0,5a+ Dr2 + (@+4)r + (<0,5a +3)
A +]|re]3

wiry) = (3.29)
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Na notac¢do mais usual, o limitador de fluxo do esquema TOPUS [51] é

0,5(rf| + 1) [(=0,5a + 1)r2 + (@+4)ry +(~0,50 +3)| }

" o

A Figura 3.5 mostra curvas caracteristicas do esquema TOPUS [51] em varidveis nor-
malizadas na regido TVD de Harten e seu respectivo limitador de fluxo na regidao TVD de
Sweby para determinados valores de a. Nota-se que a escolha do parametro « = 2 garante

que o esquema TOPUS [51] esteja inteiramente contido nestas regioes.

(a) (b)

TOPUS TOPUS

—— a=-2.0 —— a=-2.0
—— a=0.0
-+ a=2.0
BN Regido TVD de Harten

—— a=0.0
—&— a=2.0
Regido TVD de Sweby

08

0.6

ér

04

0.2

0.5

0.0

~ 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0
¢U re

Figura 3.5: Curvas caracteristicas do esquema TOPUS: (a) regido TVD de Harten [36], (b)
limitador na regiao TVD de Sweby [61].

3.3.2 FSFL

O esquema FSFL (“Flexible and Symmetric Flux Limiter”) foi desenvolvido por Queiroz [51]
levando em conta a propriedade de simetria (Equacao 3.22) e tendo como inspiracdo o limi-
tador TOPUS [51].

E importante informar que o esquema FSFL [51] foi pouco explorado para solucdo
de leis de conservacao na literatura. Isto motiva a implementacao e aplicacdo dele em pro-

blemas abordados neste estudo.
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A formulacgdo geral do FSFL [51] é dada por

3 2
arf+brf+crf

a0 120

w(re) = (3.30)

0, r f <0,
em que os parametros a, b e ¢ devem ser determinados. Para tanto, impoem-se as condicoes
(CL1) e (CL2) definidas nas equacdes (3.21) e (3.22), respectivamente. Bem como, adota-se
a = [ como sendo uma variavel livre para tornar o limitador de fluxo flexivel.

Ap6s a determinacao dos parametros a, b e ¢, o limitador de fluxo FSFL [51] torna-se

ﬁrj%+(8—2/3)r}%+ﬁrf
1+rp)3 ’

erO,

w(rs) = (3.31)

0, r < 0,
em que S € [0,2]. Esta faixa de valores de 8 é estabelecida através de duas restricoes que
w(r¢) deve respeitar para que o limitador seja TVD (ver equacao 3.20).
Da mesma forma que o limitador TOPUS [51], o limitador FSFL [51] pode ser rees-

crito por

0.5(rfl+ 1) [,Br]% +(@8-2P)rf+ Bl
}. (3.32)

vy :max{o’ A+ 177D

Adotando (3.16) em (3.31) e, em seguida, substituindo a expressao resultante em

(3.15) obtém-se o esquema FSFL [51] em varidveis normalizadas:

(-2B+ 4}, + (4p-8) %)+ (52) 8% + (52) pu. Puelon,
br= (3.33)

(ﬁU, (ﬁU ¢ [0,1].

Logo, o grau do polinomio fundamental deste esquema € n = 4 e seus coeficientes sdo a; =

%, ay = _5§+8, as :4ﬁ—8€‘ as = —2ﬂ+4.

Abaixo tem-se o esquema FSFL [51] em varidveis ndo-normalizadas:

-56+8

</>R+(¢>D—¢>R)[(—2ﬂ+4)¢3‘;]+(4ﬂ—8)</3@+(7]<[>§]+(%)J)U], by elo1],
br=
du, (ﬁuﬁf[o,l].
(3.34)
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A Figura 3.6 mostra curvas caracteristicas do esquema FSFL [51] em varidveis nor-
malizadas na regidao TVD de Harten e seu respectivo limitador de fluxo na regiao TVD de
Sweby. Nota-se que o esquema FSFL [51] estd inteiramente contido nestas regides quando
se utiliza f € [0, 2].

(@) (b)

FSFL FSFL

—— B=0.0
—— =10
—— B=2.0
N Regido TVD de Harten

—— B=0.0
—— B=1.0
—— p=2.0
Regido TVD de Sweby

08

0.6
or
0.4

0.2

0.5

0.0

~ 0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 175 20.0
¢U rs

Figura 3.6: Curvas caracteristicas do esquema FSFL: (a) regidao TVD de Harten, (b) limitador
na regido TVD de Sweby.

3.3.3 SDPUS-C1

O esquema SDPUS-C1 (“Six-Degree Polynomial Upwind Scheme of C1 Class”) foi proposto
por Lima et al. [42]. Desde sua proposic¢ao, este esquema vem sendo muito utilizado na lite-
ratura em problemas de dindmica de fluidos [41, 20, 55, 70], sendo um esquema polinomial
de sexto grau bem robusto e que apresenta bons resultados nos trabalhos em que € utilizado.

Considerando a formulacao geral de um esquema upwind polinomial (3.23), o pro-
cesso de construcao do esquema SDPUS-CI1 [42] considera n = 6 e determina os coeficientes
a; empregando as condicoes (C1), (C2), (C3), (C4), (C5) e (C6) especificadas nas Equagdes
(3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.8) e (3.9), respectivamente. Além destas condicoes, estabelece-se
a, =y com parametro livre do esquema.

Adotando também a recomendacao (R1) definida em (3.7), tem-se que o esquema
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SDPUS-C1 [42] é definido em variaveis normalizadas como sendo:

(=24 +4y)P%, + (68— 12Y) 3, + (—64 + 13Y) 7, + (20— 6y)3,
br=5 +y¢%+du, Puelo1], (3.35)

(,i)m (Z)U ¢ [0,1].

Logo, o grau do polindmio base deste esquema é n = 6 e seus coeficientes sao a; =1, a, =7,
a3 =20-6y, as=—-64+13y, a5 =68— 12y e ag = —24 +4y.

Em varidveis ndo-normalizadas o esquema SDPUS-CI1 [42] é escrito como:

Or+ (Pp— Pr) [(—24 +47)PC + (68 — 12y)P3, + (—64 + 13Y)py, + (20— 6Y)P3,
br=9 +ydy+dul, Puelol],
¢u, Puelo1].
(3.36)
Substituindo os coeficientes a; (i =1,---,6), em que i denota a poténcia da variavel

¢y, do esquema SDPUS-C1 [42] na equacio (3.25), obtém-se a sua formulacio em limitador

de fluxo:

(=8+2))r}+(40-4y)ry+2y77

f
5 y rf 2 0,
wirs) = +rp) (3.37)
0, rf <0.
Para a implementacdo computacional, reescreve-se esse limitador como
B 0.5(|rf|+rf)((—8+2y)r]%+(40—4y)r]%+2yrf)
w(rf) =max-0, 5 . (3.38)
(A +Irel)

A Figura 3.7 apresenta curvas caracteristicas do esquema SDPUS-C1 [42] em varid-
veis normalizadas na regido TVD de Harten e seu respectivo limitador de fluxo na regiao
TVD de Sweby. Nota-se que este esquema estd inteiramente contido nestas regidoes quando

se utiliza y € [4,12].
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@ (b)

SDPUS_C1 SDPUS_C1

—— y=4.0 —— y=4.0

—— y=8.0 —— y=8.0
—— y=12.0
Regido TVD de Sweby

—— y=12.0
W Regido TVD de Harten
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0.0

~ 0.0 05 10 15 2.0 25 3.0
¢U re

Figura 3.7: Curvas caracteristicas do esquema SDPUS-C1: (a) regidao TVD de Harten, (b) li-
mitador na regido TVD de Sweby.

3.3.4 EPUS

O esquema EPUS (“Eight-degree Polynomial Upwind Scheme”) foi proposto por G. Lima
[42], sendo utilizado na literatura em problemas de escoamento de fluidos nao-lineares,
como pode ser visto nos trabalhos [18, 42, 17].

Considerando a formulacao geral de um esquema upwind polinomial (3.23), o pro-
cesso de construcao do EPUS [42] considera n = 8 e as mesmas condicoes do esquema
SDPUS-C1 [42] para determinar seus coeficientes a;. Além disso, emprega também as con-
dicoes (C7) e (C8) especificadas em (3.10) e (3.11), respectivamente. Este esquema adota
as = A como paramero livre.

O esquema EPUS [42] é definido em termos de varidveis normalizadas como

—4(A—24)¢8 + 16(A — 23)], + (528 — 250) %, + (191 — 336)¢H3,
br=3 +B0—7M)¢y + A3 +du; Py elo,1] (3.39)

(ﬁu, (ﬁU ¢ [0,1].

Desta forma, o grau do polindmio presente na formulacdo deste esquema é n = 8 e seus
coeficientes sao a1 = 1, ap =0, a3 = A, as = 80—7A, as = 194 — 336, ag = 528 — 251, a; =

16(A —23) e ag = 4(A —24).
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em variaveis ndo-normalizadas tem-se o esquema EPUS [42]:

Pr+ (P — Pr) [-4(A —24) P, + 16(A — 23)P], + (528 — 251)p°, + (191 — 336)¢H3,
br=1{ +B80-70)¢f + A3 +dul; Py € 10,1]

du, ([)U ¢ [0,1].
(3.40)

Substituindo os coeficientes a; (i = 1,---,8), em que i denota a poténcia da variavel
(,BU, do esquema EPUS [42] na equacgdo (3.25), obtém-se a sua formula¢do em limitador de

fluxo:

(2A-32) r;+(160—4/l) r}+27Lr3

, TIe=0,
wlry) = (g ! (3.41)
0, ry<O.
Para a implementacao computacional, reescreve-se esse limitador como
0.5(rpl+rp)[(2A—32) r; + (160 —41) rj; +2A1?]
(r )=maX{0, } (3.42)
i 0+ 77D

(@) (b)

—+— A=16.0 —— A=16.0
—— A=48.0 —— A=48.0
—— A=95.0 —&— A=95.0
EEm Regido TVD de Harten Regido TVD de Sweby
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¢U re

Figura 3.8: Curvas caracteristicas do esquema EPUS: (a) regido TVD de Harten, (b) limitador
na regido TVD de Sweby.

A Figura 3.8 apresenta curvas caracteristicas do esquema EPUS [42] em varidveis

normalizadas na regido TVD de Harten e seu respectivo limitador de fluxo na regidao TVD de
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Sweby. Nota-se que este esquema estd inteiramente contido nestas regioes quando se utiliza

A €[16,95].
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4 Modelagem Computacional

Neste capitulo é discutida a discretizacao dos termos convectivos das equacoes de trans-
porte (2.1), (2.12) e (2.14). Também sao apresentados algoritmos/descricao para a solucao
computacional das equag¢des de Navier-Stokes usando o OpenFOAM [3].

As equacdes 1D de advecc¢do e da camada limite foram discretizadas pelo método
de diferencas finitas [58]. Para discretizacdo temporal foi considerado o método de Euler
explicito [9]. As equacoOes de Navier-Stokes foram discretizadas pelo método de volumes
finitos [40, 63, 66].

No caso particular de escoamentos incompressiveis, foi utilizada uma malha des-
locada (“staggered grid”) [7] para a discretizacdo das equagoes Navier-Stokes. Neste tipo de
malha, a pressdo é aproximada no centro da célula e as componentes da velocidade u e v
no caso 2D nas faces (i + %, e, j+ %), respectivamente. O sistema discreto de equacdes
resultante € resolvido no sistema de simulacdo OpenFOAM. Este ambiente computacional
calcula as equacoes de transporte e da continuidade baseado em [27].

O ambiente OpenFOAM aqui empregado para simulacdo de escoamento incom-
pressiveis foi equipado neste trabalho com limitadores de fluxo dos esquemas upwind poli-

nomiais descritos na Sec¢do 3.3.

4.1 Discretizacao dos Termos Convectivos

Um representante tipico para os termos convectivos das equacoes de transporte (2.1), (2.12)

e (2.14) pode ser expresso na forma 1D por

o(ve)

) 4.1
o |, 4.1)

em que ¢ é a varidvel convectada (por exemplo, componentes de velocidade, varidveis tur-
bulentas etc.) e v a velocidade de conveccdao. O ponto P em (4.1) representa o né central,

onde o termo convectivo € avaliado. Por exemplo, a Figura 4.1 ilustra esse ponto P de avali-



4.1 Discretizacdao dos Termos Convectivos 42

acao bem como as posicoes D, Re U, e as faces f e g das células computacionais.

A derivada de (4.1) é aproximada no ponto P por

v ' —|\vo
:( )f ( )g:”f‘f’f_”g(l’g
N bx Sx )

o(vo)

ox (4.2)

Por simplicidade e sem perda de generalidade, considera-se a varidvel ¢ = u em
(4.2) transportada com velocidade v na dire¢ao x (ver Figura 4.1). Nesse caso, P = (i), f =
i+ %, g=1i- %, e aquela derivada é estimada como
(Ufui+% - Vgui—%)

= (4.3)
i) ox

o(vu)
0x

em que as velocidades vy e vg sdo aproximadas, respectivamente, utilizando-se as médias

aritméticas:

_ Wi+ 1)
Uf — vH_l — 2 y
(vi-1+ ;)

Vg:”z—zz ! > y (4.4)

Para completar a aproximacdo, um esquema upwind polinomial em varidveis ndo
normalizadas é empregado. Esse esquema estd definido genericamente na equacdo (3.24).
Para tanto, os valores da propriedade transportada u nas posicoes (i + %) e(i— %) sdo obtidos
utilizando-se os pontos vizinhos D, R e U, os quais sdo definidos de acordo com a direcao

das velocidades de convecgao (sinais de vf e vg). Em resumo, tem-se:

* Aproximagoes para ;1 quando vy = 0; nesse caso as posi¢oes D, R e U assumem, res-
2
pectivamente, os valores D=(i + 1), R=(i — 1) e U=(i) como representadas na Figura 4.1.

O valor u, 1 usando-se o esquema upwind polinomial é obtido como:
2

i
n Ui—uj_1 A
wi—1+ (U1 — Ui—1) X Qi (—uiﬁl—l_&i—l) , uyel0,1],

i+5

Ui, aU¢ [0) 1];
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em que
N . Ui —uUj—1
MU:ul:
Uiv1 — Uj—1
1 1
: —= >0
I i
1 1
R=(i—1) U=(@) 1+ D=(i+1)
1 1
o : Ny : L | X
-0
g=i—3 1 if=i+3
1 1

Figura 4.1: Posicoes D, R e U em relacdo a face computacional f para velocidade de convec-
gao vy =0.

¢ Aproximacoes para Uiyl quando v < 0: as posi¢oes D=(i), R=(i +2) e U=(i + 1) repre-

sentadas na Figura 4.2.

i
Ujr1— U ~
qu+UM—Lﬁu)Zﬁ$aiL§%Eﬁ§), y €0,1],
u. =
1+

D=

Uit an [0)1])

em que
N . U1 — Uiy
Uy =Uj+1 = .
Ui = Uj+2

1 1

! -~ <0

1 1

| |

' D=(i) . U=(@G+1) R=(i+2)

1 1

 feo

lg=i-1 F=i+}

1 1

Figura 4.2: Posicdes D, R e U em relagdo a face computacional f para velocidade de convec-
¢ao vy <0.

* Aproximacoes para U1 quando vg = 0: as posi¢oes D=(i), R=(i —2) e U=(i — 1) sdo

representadas na Figura 4.3.

i
Ui 1—U;j— N
wio+ (- w2 Ty @ (4542 ), ay e (0,1),

~
|
DI

Uuj-1, LAtUE [0,1],
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em que

~
Il
+
NI

Figura 4.3: Posicoes D, R e U em relacdo a face computacional g para velocidade de convec-
Gao vg = 0.

* Aproximacoes para U1 quando vg < 0: as posi¢oes D=(i — 1), R=(i + 1), U=(i) sdo

mostradas na Figura 4.4.

i
n Uj—Uj41 N
Uiv1 + (Uj—1 — Ui+1) X Qi (—uiil—lzﬂ) , uyelo,1],

~
|
DI—=

Ui, flU¢ [0,1],

em que
L. Ui Ui
Uy =uij=
Uij—1— Uj+1
1 1
4—:—'1/'g<0 !
1 1
1 1
D=(i-1) ' U = (i) ' R=(i+1)
* A : * " >
! fP:(,):
1 1
g=i—3 f=i+3
1 1

Figura 4.4: Posicoes D, R e U em relacao a face computacional g para velocidade de convec-
¢ao vg <O0.

Acima, a discretizacao do termo convectivo foi realizada considerando a formula-
¢ao genérica de um esquema upwind polinomial (3.24). No entanto, basta informar o grau
do polindmio 7 e os coeficientes a; para que seja escolhido um dos esquemas: EPUS, FSFL,

SCDPUS-C1, TOPUS.
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Para o termo difusivo foi considerada a discretizacdo 1D:

_0%u
p  0x2

Ui =2ui+ Uin
P 5)62

Au (4.5)

4.2 OpenFOAM

OpenFOAM [3] é um software livre e de c6digo aberto para simulagdo computacional de
escoamento de fluido, sendo muito utilizado tanto no meio académico quanto comercial e
industrial em diversas dreas das ciéncias e engenharias. O OpenFOAM utiliza o método de
volumes finitos na solu¢dao numérica de equagdes diferenciais de problemas de escoamento
de fluidos.

O método de volumes finitos [40, 63, 66] consiste em um esquema de discretiza¢ao
do dominio no qual as equagdes sdo aplicadas, comumente aplicado em problemas de esco-
amento de fluidos através das aproximacao de solucdo de equacdes de transporte. O método
de volumes finitos subdivide o dominio de escoamento em um numero finito de volumes
de controle contiguos. O método utiliza da forma integral do conjunto de equac¢des como
ponto de partida. Essas equacgdes sdo integradas, geralmente utilizando a regra do ponto
médio, além de outros esquemas de alta ordem. O teorema de Gauss também é comumente
aplicado nas equacdes, como resultado tem-se um nimero finito de equacgdes lineares que
podem ser resolvidas através de métodos de solucdo de sistemas lineares. Os fluxos podem
ser definidos em um ou mais locais dentro de cada volume: i) Co-located grids tem todas as
suas grandezas e dindmica em um tnico volume de controle; ii) Staggered grids define suas
grandezas baseadas no volume (pressdo, densidade e temperatura) em um inico ponto no
centro do volume, e grandezas baseadas no fluxo (velocidade) nas faces. Valores em outras
regioes do espaco sao obtidas através de interpolacado. Ao utilizar da abordagem Co-located
grids é necessdrio mais interpolagdes devido a todas as informacdes estarem centralizadas
em um unico volume de controle.

O OpenFOAM utiliza do método de volumes finitos em sua abordagem Co-located
grids em uma malha nao-estruturada na forma de poliedros com elementos arbitrérios.

Grandezas do escoamento sao armazenadas no "centréide"dos volumes de controle. Existe
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uma variedade de esquemas de interpolacdo, discretizacao e solucdo de sistemas lineares,
que podem ser utilizados dentro do OpenFOAM. Além disso este ambiente computacional
utiliza de vérias abordagens dentro do contexto de volumes finitos na solucao de diversos
problemas de acordo com suas especificidades, utilizando algoritmos especificos para tra-
tar cada tipo de problema.

No capitulo 6 desta dissertacdo sao abordados problemas de escoamento de flui-
dos 2D utilizando a ferramenta OpenFOAM através de implementacao e incorporacao dos
esquemas upwind TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS.

Na Secdo 6.1 é apresentado o problema do escoamento em uma cavidade e nesta
sec¢do sao apresentados os resultados obtidos utilizando o OpenFoam com seu "solver" Ico-
Foam [2]. O IcoFoam resolve as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis através do algo-
ritmo PISO (“Pressure-Implicit with Splitting of Operators”). As equacdes sdo resolvidas de
forma transiente, necessitando de uma condicdo inicial, que para o problema abordado na
secdo 6.1 é pressdo zero e velocidade zero ao longo de todo o dominio, além de necessério
condicdes de contorno. Uma boa analise e descricao do algoritmo PISO pode ser encontrada
em [30] e nas referéncias [37, 54] sdo descritos o algoritmo e a implementacao de forma mais
proxima da implementacao utilizada dentro do OpenFOAM.

Na secdo 6.2 é apresentado o problema do escoamento de Poiseuille e sera utili-
zado o OpenFOAM através do "solver"SimpleFoam [5]. O simpleFoam é um resolvedor para
equacoes de Navier-Stokes incompressivel utilizando o algoritmo SIMPLE (“Semi-Implicit
Method for Pressure Linked Equations”). Mais detalhes do funcionamento e implementa-

cdo deste algoritmo podem ser encontrados nos trabalho [45, 30, 37].
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5 Resolucao Numérica de Problemas 1D

Neste capitulo, apresentam-se resultados numeéricos obtidos empregando os esquemas upwind
polinomiais TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS em problemas 1D, que possuem solucdes exa-
tas. As solucoes numéricas sdo comparadas com as solugoes exatas para analisar a exatidao
dos esquemas. Os parametros (tempo de simulacao, espacamentos temporais e espaciais)

e condic¢Oes iniciais e de contorno empregados nas simulagdes numéricas sdo 0s mesmos
adotados em Queiroz [51].

Os problemas 1D escolhidos neste trabalho foram a equacdo da advecgao linear
(2.1) e da camada limite (2.12). Valores distintos para o parametro livre em cada um dos
esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS foram utilizados com o objetivo de verificar a
influéncia de sua escolha na qualidade da solu¢cao numérica, bem como o erro em relacao
a solucdo exata da equacgdo da adveccao linear. Ademais, as taxas de convergéncia de cada
esquema foram investigadas no experimento envolvendo a camada limite.

Todos os experimentos foram realizados em um notebook com processador core-i5
7300HQ (4-cores, 4-threads, 3.5 GHz) e 16 GB de memoéria RAM (dual-channel 2400 Mhz)
em um sistema Operacional Linux Ubuntu 64 bits.

Os codigos desenvolvidos para os experimentos dessa secao estao todos disponiveis

em um repositorio aberto no Github através do link:
* https://github.com/mateus96mt/InterpolationSchemes

Além dos coédigos dentro do repositério estdao presentes uma documentacao e ori-
entacao para utilizacdo. As linguagens utilizadas foram a linguagem C++ [1] e a linguagem

Python [4] (versao 3).

5.1 Adveccao Linear

Nesta secdo sao apresentados os resultados numéricos obtidos na solu¢ao da equacgao da

adveccdo linear (2.1) considerando a velocidade de transporte a = 1, condi¢Ges iniciais da
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forma (2.2) e diferentes tempos de simulac¢do. A solugdo exata desta equacao € definida por
(2.4).

Em relacdo a malha computacional, fixaram-se 400 pontos ao longo do eixo x. Foi
utilizado dois valores nameros de Courant (0) distintos, a saber: 0,05 e 0,5. Logo, define-
se um cendrio mais favoravel (0 mais baixo) e menos favoravel (§ mais alto) para a solugao
numérica.

No tocante as condicoes iniciais, utilizaram-se trés condicoes cujas expressoes es-
tao definidas (2.5), (2.6) e (2.7). Essas condi¢oes foram escolhidas pelo fato de serem funcoes
continuas por partes, apresentando regioes de descontinuidade, alto gradiente e picos, cri-
ando assim uma situa¢do adversa para avaliar os esquemas e a qualidade da solu¢cao numé-
rica. Os parametros utilizados para as simulacdes 1D sdao os mesmos utilizados por Queiroz
[51].

Cada um dos esquemas foi simulado utilizando diferente valores distintos para o
parametro livre. Basicamente, foram adotados os valores extremos (minimo e maximo) no
qual cada esquema foi desenvolvido e valores intermediédrios obtidos pela média entre os
valores extremos.

Para efeitos de visualizacdo, as solu¢des numéricas e exatas mostradas nesta se-
¢do consideram os esquemas e seus respectivos valores do parametro livre: TOPUS — a €
{—2;0;2}, FSFL - 8 € {0;1;2}, SDPUS-C1 -y € {4;8;12}, EPUS — A € {16;55,5;95}. No entanto,
o comportamento das curvas de erro entre as solugdes sdo apresentadas levando em conta
mais valores intermedidrios para o parametro livre de cada esquema. Os parametros foram
adotados de acordo com a literatura [51], onde o tempo final de simulacdo é suficiente para
atingir o regime estaciondrio em cada cendrio de teste.

Utilizando a condicao inicial da equacao (2.5), em que x € [0,2] e o tempo final de
simulacdo ¢ =1, os resultados numéricos obtidos, para 8 = 0,05 e 6 = 0,5, sdo apresentados
nas Figuras 5.1 e 5.2 . O gréfico de erro, equacgdo (2.25), entre as solu¢cdoes numérica e exata é

mostrado nas Figurase 5.3 e 5.4 paraf =0,05e 0 =0,5.
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Figura 5.1: Resultados numéricos para 6 = 0,05 variando o parametro livre dos esquemas

TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-CI1 (c) e EPUS (d), para a condicao inicial (2.5).

A solug¢do numérica para a condic¢do inicial CI1 (2.1) e 8 = 0,05 estd mais préxima

da solucdo analitica utilizando a = -2, f =2, ¥y = 12 e A = 95 como parametro livre dos

esquemas, o que pode ser observado na Figura 5.1, ja para 8 = 0,5 temos os parametros

a=-2 p=2,v=12e A =95 (Figura 5.2). Pode-se observar a difusividade numérica da

solucdo nas regides de descontinuidade e picos bem como em suas proximidades, tanto para

0 = 0,05 quanto 6 = 0,5. Além disso é possivel notar as oscilagoes presentes na solucao do

esquema TOPUS paraa=-2,a=0e6 =0,5.
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Figura 5.2: Resultados numéricos para 6 = 0,5 variando o parametro livre dos esquemas
TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condic¢do inicial (2.5).
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esquemas TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condicdo inicial (2.5).
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Figura 5.4: Erros obtidos || E|l; (equacgdo 2.25) para 6 = 0,5 variando o parametro livre dos
esquemas TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condicao inicial (2.5).
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Agora, adotando condic3o inicial (2.6) em que x € [-1,1] e o tempo final de simula-

¢do t = 0,25, os resultados numéricos e o erro entre a solucdo numérica e exata podem ser

observados nas Figuras 5.5 até 5.8, para =0,05e 0 =0, 5.
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Figura 5.5: Resultados numéricos para 6 = 0,05 variando o parametro livre dos esquemas
TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condic¢do inicial (2.6).
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Figura 5.6: Resultados numéricos para 6 = 0,5 variando o parametro livre dos esquemas
TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-CI1 (c) e EPUS (d), para a condicao inicial (2.6).

Para a condicao inicial CI2 (2.2), observando a Figura 5.5 percebe-se que as solucoes
numeéricas estdo muito préximas independente do valor do parametro livre, com excessao
do esquema EPUS no qual a solucao numérica com A = 16 estd mais distante da solucao
analitica. Salienta-se que a ocorréncia da difusividade numérica nas regioes de descontinui-
dade e picos tanto no caso § = 0,05 quanto 6 = 0,5, este ultimo apresentando difusividade

numérica menor porém oscilacoes mais presentes, principalmente no esquema TOPUS com

a=-2.
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Figura 5.8: Erros obtidos || Ell; (equacgdo 2.25) para 6 = 0,5 variando o parametro livre dos

esquemas TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condicao inicial (2.6).
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Por fim, adotam-se para simulacdo a condicao inicial (2.7) em que x € [-1,1] e 0

tempo ¢t = 0,125. Os resultados obtidos sdao apresentados nas Figuras 5.9 até 5.12, para 0 =

0,05e0 =

0,5.
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Figura 5.9: Resultados numéricos para 6 = 0,05 variando o parametro livre dos esquemas
TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condic¢do inicial (2.7).

A partir das Figuras 5.9 e 5.10 tem-se que as solu¢des numeéricas estio muito pro-

ximas entre si ao variar o parametro livre dos esquemas tanto para 6 = 0,05 quanto 6 = 0,5,

ambos os casos apresentando leve difusividade numérica nas regides de descontinuidade e

suas proximidades.
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Figura 5.10: Resultados numéricos para 6 = 0,5 variando o parametro livre dos esquemas
TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-CI1 (c) e EPUS (d), para a condicao inicial (2.7).

Na maioria dos casos, tem-se que as curvas de erro para o esquema FSFL sao de-

crescentes conforme o parametro livre f aumenta tendo assim o valor de f = 2 como uma

adequada escolha para se resolver o problema numérico tratado nesta secgao.

Salienta-se ainda que os resultados dos esquemas SDPUS-C1 e EPUS estdo em con-

cordancia com os trabalhos de Lima et al. [43] e Corréa et al. [16], que também obtiveram

os parametros y = 12 e A = 95 como sendo os mais adequados para resolver o problema

abordado aqui de transporte de condicdes iniciais descontinuas.
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Figura 5.11: Erros obtidos || Ell; (equacdo 2.25) para 0 = 0,05 variando o parametro livre dos
esquemas TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condicdo inicial (2.7).
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Figura 5.12: Erros obtidos | E|l, (equacdo 2.25) para 8 = 0,5 variando o parametro livre dos
esquemas TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1 (c) e EPUS (d), para a condicao inicial (2.7).
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A Tabela 5.1 mostra os esquemas que obtiveram melhores resultados para cada um

dos experimentos dessa se¢do bem como o parametro livre utilizado.

Condicao inicial 0=0,05 0=0,5
CI1 (Equagao 2.5) | FSFLpB=2 EPUS A =16
CI2 (Equagdo 2.6) | EPUS A =95 FSFL =2
CI3 (Equacgao 2.7) | TOPUSa =2 | TOPUS a = -2

Tabela 5.1: Esquema e valor de parametro livre que apresentou resultados mais préximos da
solucao analitica (menor erro) para cada condicao inicial e nimero de Courant.

Para as condicdes iniciais (2.5) e (2.6), utilizando nimero de Courant 8 = 0,5, nota-
se que o esquema TOPUS apresenta uma melhoria de desempenho, em termos de exatidao,
com a = 2. Destacam-se que os resultados obtidos aqui usando o esquema TOPUS estao
condizentes com aqueles ja alcancados por Queiroz [51].

Ao observar os gréficos de erro das Figuras 5.3, 5.4, 5.7, 5.8, 5.11, 5.12 nota-se um
valor elevado para o erro numérico entre as solucoes obtidas e a solucao analitica. O erro
elevado se justifica pelas condicdes iniciais utilizadas, estas que apresentam regioes de picos
e descontinuidades que sao dificeis de capturar, sendo necessario uma malha refinada com
um maior namero de pontos. Tomando como exemplo a Figura 5.1, a regido compreendida
entre x € [1,1;1,2] e x € [1,5; 1,6] sdo regides de pico que cresce rapidamente do valor 0 para
o valor 1 em seu centro. Na regido central nota-se que as solucdes numéricas apresentam
valores entre 0,6 e 0,8 onde a solucdo analitica tem o valor 1, ao calcular o erro e somar

todas essas diferencas tem-se um erro total elevado.

5.2 Camada Limite

Nesta secdo, aborda-se a resolucdo do problema da camada limite (2.12) empregando os es-
quemas upwind polinomiais em andlise neste trabalho. Pretende-se com esse experimento
calcular a ordem de exatiddao dos esquemas.

Para resolver este problema numericamente, adotam-se a = 1 e as condi¢des inici-
ais e de contorno de modo que possa considerar solucao exata (2.13). Os esquemas upwind
sdo empregados fixando os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS com a =2, = 2,

Y =12 e A = 95, respectivamente. Fixaram-se estes parametros, pois com eles os esquemas
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apresentaram resultados satisfatérios no problema anterior investigado (secao 5.1) e em ou-
tros experimentos numéricos da literatura [51, 42, 15, 41, 24, 11, 18].

Inicialmente, consideram-se trés valores do namero de Reynolds Re = 1,10, 100 e,
respectivamente, as malhas com 10, 80 e 640 pontos ao longo do eixo x € [0, 1]. O tempo final
de simulacdo foi £ = 0,5. Sendo N o nimero de pontos, o espacamento da malha em relagao
ao dominio espacial é 6x = 1/N. O espacamento temporal aqui adotado é 5 = 0,016 x. Estes
parametros foram os mesmos utilizados por Queiroz [51], escolhidos de forma a simular um
escoamento laminar utilizando valores pequenos para o numero de Reynolds e tempo final
de simulacao suficiente para atingir um regime estacionario.

A Figura 5.13 mostra os resultados numéricos e solu¢des exatas deste problema 1D.
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Figura 5.13: Soluc¢des numéricas obtidas comparado com solugao analitica (linhas conti-
nuas) para diferentes nimeros de Reynolds e suas respectivas malhas.
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Agora, a fim de verificar as ordens de exatidao de cada esquema, resolve-se a equa-
¢do da camada limite (2.12) fixando Re = 50 e as outras condicoes ja empregadas sdao man-
tidas. O valor de Reynolds 50 foi escolhido para simular um escoamento laminar bem com-
portado, facilitando a aproximacao numérica da equagdo da camada limite (2.12) gerando
erros menores entre solucado numérica e analitica para obter ordens de exatiddo com uma
boa precisao.

A Tabela (5.2) mostra o nimero de pontos (N) utilizados na malha, bem como, os
erros e as ordens de exatiddao calculados usando diferentes normas. A partir desta tabela,
nota-se que conforme a malha de pontos € refinada, as ordens de exatidao se aproximam
cada vez mais do esperado que € segunda ordem de convergéncia para o esquema FSFL e
terceira ordem para os demais esquemas. Os resultados obtidos nesta tabela estdo condi-

zentes com resultados da literatura para estes esquemas [18, 51].

Ordem Ordem Ordem
Esquema N I Elly I Elly I Ell2 I Ell2 I Elloo I Elloo
80 0,0275 —_— 0,0202 —_— 0,0135 —_—
TOPUS 160 | 0,0063 | 2,1022 | 0,0045 | 2,1346 | 0,0027 | 2,2868
320 | 0,0013 | 2,2515 | 0,0009 | 2,2496 | 0,0005 | 2,3446
640 | 0,0003 | 2,3511 | 0,0002 | 2,2990 | 0,0001 | 2,3164
1280 | 0,00004 | 2,6296 | 0,00003 | 2,6994 | 0,00002 | 2,5723
80 0,0434 —_— 0,0316 —_— 0,0211 —_
FSEL 160 0,0136 1,6565 | 0,0097 1,6850 | 0,0058 1,8371
320 0,0037 1,8663 | 0,0026 1,8706 | 0,0015 1,9683
640 | 0,0009 | 1,9871 | 0,0007 | 1,9720 | 0,0004 | 2,0134
1280 | 0,00021 | 2,1761 | 0,00015 | 2,1158 | 0,00008 | 2,1013
80 0,0476 —_— 0,0346 —_— 0,0231 —_—
SDPUS-C1 160 | 0,0105 | 2,1651 | 0,0075 | 2,1896 | 0,0045 | 2,3389
320 | 0,0019 | 2,4188 | 0,0014 | 2,4191 | 0,0008 | 2,5147
640 | 0,0003 | 2,5053 | 0,0003 | 2,4619 | 0,0001 | 2,4863
1280 | 0,00005 | 2,7765 | 0,00003 | 2,7758 | 0,00002 | 2,6594
80 0,0631 — 0,0456 —_— 0,0304 —_—
EPUS 160 | 0,0141 | 2,1441 | 0,0100 | 2,1625 | 0,0060 | 2,3094
320 0,0025 | 2,4794 | 0,0018 | 2,4803 0,0010 | 2,5756
640 0,0004 | 2,5825 | 0,0003 | 2,5453 0,0002 | 2,5742
1280 | 0,00005 | 2,8542 | 0,00004 | 2,8159 | 0,00002 | 2,7115

Tabela 5.2: Ordem de convergéncia para os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-CI1 e EPUS,

Com os experimentos realizados neste capitulo pode-se observar que mesmo pro-
blemas simples 1D conseguem ser desafiadores numericamente quando tratados sob con-

di¢coes adversas como regidoes de descontinuidade, alto gradiente, nimero de Courant eleva-
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dos. Com os experimentos realizados é possivel observar que a escolha do parametro livre
influencia na qualidade da solucao numérica obtida e que existe diferenca entre as solucoes
numéricas de cada esquema quando comparados entre si. Além disso através da Tabela 5.2

foi possivel obter ordens de convergéncia préximas das ordens tedricas para cadas esquema.
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6 Escoamentos 2D de Fluidos Incompressiveis

No Capitulo 5 foram abordados vérios problemas 1D com o objetivo de verificar a validade
dos esquemas upwind polinomiais em estudo, bem como comparar os esquemas entre si
e diferentes valores de parametro livre dos esquemas. Até entdo os problemas abordados
foram tratados utilizando o método de diferencas finitas através de implementacgao pro-
pria. Neste capitulo sdo abordados problemas de escoamento de fluidos incompressiveis
2D através do método de volumes finitos utilizando a ferramenta OpenFOAM. Problemas de
escoamento de fluidos incompressiveis podem ser representados matematicamente pelas
equacoes de Navier-Stokes expressas em (2.14) e (2.15).

Aqui, sdo abordados dois problemas de escoamento de fluidos 2D cléssicos e muito
utilizados na literatura para validacao numérica: problema da cavidade [10] e o escoamento
de Poiseuille [62].

O problema da cavidade consiste no confinamento de um fluido em uma caixa na
qual sua parede superior se desloca com velocidade constante ao longo de um eixo gerando
um movimento circular de fluido no interior da caixa. O problema de Poiseuille consiste
em um escoamento transiente ao longo de duas placas, inicialmente movimentado por um
gradiente de pressdo e depois escoa até atingir o regime estaciondrio.

Cada problema abordado é descrito com mais detalhes nas secdes seguintes, bem
como os parametros utilizados em cada simulacao. Os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1
e EPUS foram utilizados valores fixos do parametro livre levando em consideragdo resulta-
dos mostrados no Capitulo 5 e os resultados da literatura [42, 42, 41, 18]. Nesse sentido, foi
utilizado o esquema TOPUS com «a = 2, FSFL com f = 2, SDPUS-C1 com y = 12 e EPUS com
A =95.

Para o problema da cavidade sdo realizados experimentos em condicdes adversas,
tais como nimero de Reynolds elevado e malhas computacionais grosseiras, afim de veri-
ficar o comportamento de cada esquema bem como comparar os esquemas entre si. Ja o
problema do escoamento de Poiseuille, por ser um escoamento laminar mais simples, é uti-

lizado para calcular as taxas de convergéncia do método numérico, que adota o esquema
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upwind polinomial, utilizando valores pequenos para o nimero de Reynolds.

6.1 Escoamento em uma Cavidade

O escoamento laminar incompressivel em uma regiao quadrada no qual sua parede superior
se desloca com uma velocidade uniforme vem sendo utilizado constantemente como um
problema modelo para testar e avaliar métodos numéricos [32, 33, 46, 53, 59].

A Figura 6.1 ilustra o problema 2D em questdo. As condi¢des de contorno e inicial
sdo apresentadas em (2.23) e (2.21), respectivamente. Consideram-se como parametros da

geometria e velocidade tais valores: d = 1me Uy = 1m/s.

d

Figura 6.1: Ilustracdo do problema do escoamento em uma cavidade.

Com a finalidade de validar e comparar os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e
EPUS entre si, foram realizados diversos experimentos computacionais e comparagdes com
aliteratura. Foram considerados diversos niimeros de Reynolds, variando entre 1000 a 21000

e malhas grosseiras de 128 x 128, 64 x 64 e 32 x 32. O trabalho de Ghia et al. [34] é um artigo

cldssico muito utilizado na literatura para comparacao de resultados abordando o problema
em termos de funcao corrente e vorticidade que considera niimeros de Reynolds de 1000
a 10000. Outro trabalho que também aborda o problema em termos de vorticidade e fun-
cao corrente € o de Erturk et al. [26], considerando nimeros de Reynolds ainda mais altos
chegando até 21000. Em ambos os trabalhos os resultados sdo apresentados em forma de
tabelas e graficos para as componentes x e y da velocidade u no centro da regido de escoa-

mento e sao utilizados como principais referéncia nos experimentos seguintes.
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Os experimentos computacionais realizados podem ser divididos em 3 partes:

* primeiro utilizando o trabalho [34] como referéncia, considerando Reynolds de 1000 e

7500 no tempo final de 300 segundos e utilizando malhas de 128 x 128, 64 x 64 e 32 x 32

* segundo utilizando a referéncia [26] para Reynolds variando de 1000 a 21000 e uma

malha fixa de 128 x 128 e também no tempo final de 300 segundos

e em terceiro lugar utilizando novamente o artigo [26] e mesmos valores de Reynolds
porém utilizando como critério de parada o residuo temporal da solucdao numérica e

o namero de iteracoes para se atingir um residuo minimo estipulado

Para o primeiro experimento tem-se que a Figura 6.2 mostra a magnitude da veloci-
dade u e linhas de corrente para Reynolds 1000 (a esquerda) e 7500 (a direita). Observando
os resultados da Figura 6.2, nota-se que todos os esquemas testados obtiveram resultados
muito préximos entre si e qualitativamente condizentes com o esperado, tanto para Rey-
nolds 1000 quanto para 7500. Resultados numéricos e comparacdes matematicas serao fei-
tas a seguir para validar os resultados. Além disso pode-se notar o aumento do didmetro da

regido de recirculacdo ao aumentar o nimero de Reynolds de 1000 para 7500.
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(d)

Figura 6.2: Magnitude da velocidade u (valores entre 0 e 1m/s, do azul ao vermelho) e linhas
de corrente para Reynolds 1000 (a esquerda) e 7500 (a direita), para os esquemas TOPUS (a),
FSFL (b), SDPUS-CI1 (c) e EPUS (d), tempo final de 300 segundos.

As Figuras 6.3 e 6.4 mostram a componente x e y da velocidade u, respectivamente,
para Reynolds igual a 1000, tomadas no centro do canal, x = 0.5 ao longo do eixo y e y = 0.5
ao longo do eixo x. Os mesmos resultados sao mostrados nas Figuras 6.5 e 6.6 para Reynolds
7500. Em linhas continuas estao os resultados numéricos obtidos para cada esquema, con-
siderando uma malha de 128 x 128, e os pontos marcados sdo os resultados das tabelas I e II

do artigo de referéncia [34].
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Figura 6.3: Solucdao numeérica (linhas continuas) e solucao de referéncia [34] (pontos) da
componente x da velocidade em x = 0,5 ao longo do eixo y para Reynolds 1000: (a) TOPUS,
(b) FSFL, (c) SDPUS-CI e (d) EPUS, utilizando uma malha de 128 x 128 pontos, tempo final

de 300 segundos.

Ao observar as Figuras 6.3-6.6 tem-se que os resultados numéricos para todos os

esquemas estdo muito proximos dos resultados de referéncia para Reynolds igual a 1000 e

mais distantes para Reynolds fixado em 7500, além disso os resultados numéricos para a

componente x da velocidade u estdo mais proximos do que os resultados da componente y.
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Figura 6.4: Solug¢do numérica (linhas continuas) e solucao de referéncia [34] (pontos) da
componente y da velocidade em y = 0,5 ao longo do eixo x para Reynolds 1000: (a) TOPUS,
(b) FSFL, (c) SDPUS-C1 e (d) EPUS, utilizando uma malha de 128 x 128 pontos, tempo final
de 300 segundos.
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Figura 6.5: Solug¢do numérica (linhas continuas) e solucao de referéncia [34] (pontos) da
componente x da velocidade em x = 0,5 ao longo do eixo y para Reynolds 7500: (a) TOPUS,
(b) FSFL, (c) SDPUS-C1 e (d) EPUS, utilizando uma malha de 128 x 128 pontos, tempo final
de 300 segundos.
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Figura 6.6: Solug¢do numérica (linhas continuas) e solucao de referéncia [34] (pontos) da
componente y da velocidade em y = 0,5 ao longo do eixo x para Reynolds 7500: (a) TOPUS,
(b) FSFL, (c) SDPUS-C1 e (d) EPUS, utilizando uma malha de 128 x 128 pontos, tempo final
de 300 segundos.
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A fim de melhor comparar os esquemas entre si e em relacdao aos resultados de re-
feréncia, foi calculado o erro ||E||, entre a solucdo numérica obtida em cada esquema e a

solucdo de referéncia [26]. A Tabela 6.1 mostra os resultados obtidos.

Componente x Componente y
Esquema\Malha = e 6 [ 32x32 | | 128128 | 64x64 | 32%32
TOPUS 0,03401 | 0,07730 | 0,19362 0,01448 | 0,04644 | 0,17337
Re FSFL 0,03360 | 0,07393 | 0,18639 0,01358 | 0,03337 | 0,15063
1000 | SDPUS-C1 0,03380 | 0,07493 | 0,18799 0,01405 | 0,03945 | 0,15984
EPUS 0,03359 | 0,07386 | 0,18390 0,01387 | 0,03437 | 0,14811
TOPUS 0,11144 | 0,26277 | 0,40798 0,06719 | 0,22617 | 0,41214
Re FSFL 0,10438 | 0,24907 | 0,39522 0,05118 | 0,19345 | 0,38953
7500 | SDPUS-C1 0,10655 | 0,25210 | 0,39576 0,05537 | 0,20153 | 0,38591
EPUS 0,10152 | 0,24401 | 0,38450 0,04411 | 0,18406 | 0,36894

Tabela 6.1: Erro || E||, entre as solucao numérica e dados de referéncia [34] no tempo final de
300 segundos.

Neste experimento foram utilizadas malhas mais grosseiras de 32 x 32 e 64 x 64,
além da malha mais refinada de 128 x 128 pontos, com o objetivo de validar a reducdo do
erro numérico entre solucao numérica e analitica conforme a malha é refinada. Ao observar
os resultados numéricos com as malhas mais grosseiras, principalmente a 32 x 32 pontos,
nota-se com maior facilidade a diferenca entre as solu¢des numéricas obtidas para cada es-
quema. A Tabela 6.1 mostra os valores obtidos para o erro ||E||; entre as solu¢cdoes numéricas
e de referéncia. Ao observar os resultados tem-se que o esquema EPUS tem melhor exatidao
que os demais esquemas em todos os cendrios, apresentando um erro menor em relacdo as
solugoes de referéncia quando comparado aos demais esquemas. Tal observacao fica mais
ainda evidente considerando malhas mais grosserias de 32 x 32 e nimero de Reynolds mais
alto 7500. Ao se comparar os esquemas EPUS e TOPUS, em termos de suas formulagoes
e forma como foram construidos, tem-se que o esquema EPUS é um polindmio de maior
grau, consequentemente necessitando de mais condicdes para ser construido, como a con-
tinuidade da derivada segunda, o que torna o esquema EPUS mais robusto que os demais
esquemas.

Os resultados também podem ser observados graficamente na Figura 6.7.
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Figura 6.7: Erro || E||» entre solucao numérica e os dados de referéncia [34] no tempo final de
300 segundos.

Com afinalidade de reforcar os resultados dos experimentos anteriores um segundo
experimento foi realizado considerando ntimeros de Reynolds mais elevados. Foi utilizado
valores entre 1000 e 21000 para o nimero de Reynolds considerando uma malha fixa de
128 x 128 células computacionais e um tempo final de 300 segundos. A Figura 6.8 mostra os
resultados obtidos para o erro ||E||, entre as solu¢des numéricas e de referéncia [26] para as

componentes x e y, respectivamente.
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Figura 6.8: Erro entre solucao numérica e solucao de referéncia [26] para a componente x (a)
e y (b) da velocidade ao variar o nimero de Reynolds mantendo uma malha fixa de 128 x 128
no tempo final de 300 segundos.

Observando os resultados nota-se que conforme o nimero de Reynolds aumenta
o erro aumenta de forma significativa para todos os esquemas considerados, pois o escoa-
mento se torna menos viscoso e mais turbulento dificultando ainda mais a solu¢ao numé-
rica, além de exigir um tempo de simula¢do maior para atingir o regime estacionario (ou
nem mesmo o atingir). Além disso, com o aumento do ntimero de Reynolds é necessdrio um
refinamento de malha para se obter resultados numéricos precisos, capturar regioes de re-
circulacdo e outros efeitos inerentes ao escoamento, os resultados mostrados consideram
uma malha fixa de 128 x 128 pontos o que aumenta consideravelmente o erro conforme
o numero de Reynolds aumenta. Tem-se que os esquemas EPUS e SDPUS-C1 sdo os que
apresentam menor erro em comparacdao com os demais neste experimento de forma que
suas curvas de erro estdo abaixo dos demais esquemas conforme o nimero de Reynolds au-
menta, tanto para a componente x quanto y da velocidade. No entanto, como mencionado
anteriormente, é necessario um refinamento de malha a medida que o namero de Reynolds
aumenta para garantir maior embasamento na comparacdo entre os esquemas para Rey-
nolds elevados. Para uma malha fixa de 128 x 128, nota-se uma vantagem para o esquema
EPUS que apresenta menor erro ||E||; em comparacdo com os demais esquemas o que fica

mais evidente conforme o nimero de Reynolds aumenta para valores mais elevados.
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A Figura 6.9 mostra os resultados obtidos para a magnitude de velocidade utilizando
o esquema EPUS conforme o niimero de Reynolds aumenta até 21000. E possivel notar re-

gides de recirculacdo maiores para Reynolds mais altos.

(a) Re =1000 (b) Re =5000

(c) Re =7500 (d) Re = 10000

(e) Re =15000 (f) Re = 21000

Figura 6.9: Esquema EPUS para varios nimeros de Reynolds. Magnitude de velocidade de 0
a1 m/s no tempo final de 300 segundos.



6.1 Escoamento em uma Cavidade 74

Um terceiro experimento computacional foi realizado envolvendo este problema
da cavidade, desta vez com o intuito de utilizar outro critério de comparacdo entre os es-
quemas, além do erro || E|| entre as solu¢des numéricas e de referéncia. Neste experimento é
utilizado como critério o nimero de iteracoes que cada esquema precisa para se atingir um
valor fixo de residuo temporal. Considerando o valor 10~ como o valor minimo de residuo
temporal a ser atingido para a componente y da velocidade, a Figura 6.10 mostra o nimero
de iteracOes que cada esquema precisou para atingir este valor de residuo para cada valor
de Reynolds. Ao observar os resultados obtidos, nota-se que o esquema TOPUS é o que ne-
cessita de menos iteracoes para atingir o residuo minimo estabelecido para a componente
y da velocidade e o esquema SDPUS-C1 ficando bem préximo. Apesar dos experimentos
anteriores o esquema EPUS ter melhor exatiddao em comparagdao com os demais esquemas,
no entanto, tem-se que o mesmo necessita de mais iteracoes do que os demais esquemas
para se atingir o critério de residuo minimo definido. O esquema SDPUS-C1 por sua vez fica
mais proximo do esquema TOPUS nessa comparacdo e também apresenta bons resultados

nos experimentos anteriores com relacao ao erro da solucao numeérica obtida.
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Figura 6.10: Ntimero de iteracdes considerando um residuo inicial minimo de 1072 para cada
esquema em diferentes valores de Reynolds, 128 x 128.
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Com os experimentos realizados, nota-se a dificuldade numérica em se obter solu-
¢oes numéricas de boa qualidade para o problema do escoamento em uma cavidade quando
sdo utilizados numero de Reynolds elevados e malhas grosseiras. Ao considerar como crité-
rio o erro da solucdo numérica obtida, os esquemas SDPUS-C1 e EPUS apresentaram os
melhores resultados. Ja ao considerar como critério o nimero de iteracdes para se atingir
um valor minimo de residuo temporal, temos uma vantagem nitida para o esquema TOPUS
e também para o esquema SDPUS-C1 em relacao aos demais esquemas. Considerando am-
bos os critérios utilizados, tem-se que o esquema SDPUS-C1 é um esquema interessante que
combina bons resultados numéricos e um nimero menor de iteracoes para se atingir um re-
siduo temporal. De forma geral, todos os esquemas apresentaram resultados satisfatérios
para a solu¢dao numérica, nao apresentando oscilacdes bruscas ou anomalias mesmo em si-
tuacoes adversas onde o nimero de Reynolds é elevado, bem como com malhas simples e

com poucos elementos.

6.2 Escoamento de Poiseuille

O escoamento de Poiseuille [62] consiste no escamento transiente entre duas placas situa-
das a uma distancia D entre si formando um tubo de comprimento L. Inicialmente o fluido
é movimentado por um gradiente de pressdo e escoa através do canal até atingir o regime
estaciondrio. Este problema é cldssico na literatura e muito utilizado em experimentos com-
putacionais com diversos métodos numéricos e aplicacoes [13, 47, 67, 57, 56].

Para o problema em questao, tém-se as condicoes iniciais de velocidade e pressao
nulas, u = (0,0) e p =0, e como condi¢cdes de contorno tém-se velocidade constante e gra-
diente de pressdo nulo na parede esquerda do tubo ("inflow") u=(1,0) e Vp = 0, pressao e
gradiente de velocidade nula na parede da direita p = 0 e Vu = 0, nas demais paredes veloci-
dade e gradiente de pressdao nulau = (0,0) e Vp =0.

Para este problema o niimero de Reynolds é definido como Re = %, onde |U| é a
velocidade méxima do escoamento, D o didmetro do canal e v a viscosidade. A figura 6.11

ilustra o problema.

Sabe-se que para esse problema [25], a velocidade maxima no centro do canal é
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INFLOW Y OUTFLOW
—

L

Figura 6.11: Escoamento de Poiseuille em Regime Laminar

dada por:

Ur(y) = 4U. L (

D y)

1-2L

D (6.1)

Onde U, é a velocidade no eixo x, D é o didmetro do canal e U, é a velocidade
maxima no canal.

Para os experimentos computacionais descritos nesta secao foi considerado dimen-
soes L x 10L, espaco de tempo 6¢ = 1, ao longo de 1000 segundos, com velocidade de esco-
amento inicial e méxima de U, = 1,468m/s. Com esses parametros, considerando L = 10,
ou seja, uma malha de 10 x 100 pontos, cada esquema foi executado e ao final da execugado
foi obtido a componente x da velocidade no centro do canal e comparado com a solu¢ao da

equacao 6.1. A figura 6.12 mostra os resultados obtidos.

ToPUS FSFL

Solugao numérica —e— Solugao numérica —e—
Solugao analitica Solugo analitica

Uy

SolugA0 numérica —e—

Solugao numérica —e—
Solugao analitica

Solucao analitica

Uy

Figura 6.12: Magnitude da velocidade no centro do canal, Reynolds 100, malha de 100 x 10
pontos.
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A figura 6.13 mostra a magnitude de velocidade obtida em cada simulagdo realizada
empregando os esquemas.

00e+00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 1.3 15e+00

D e —
(a)
0.0e+00 0.1 02 0.3 04 05 06 0.7 0.8 09 1 1.1 12 13 1.5e+00
L ——

00e+00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 1.3 15e+00

L ——

0.0e+00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 13 1.5e+00

(d)

Figura 6.13: Magnitude da velocidade u para os esquemas TOPUS (a), FSFL (b), SDPUS-C1
(c) e EPUS (d).

Ao observar a Figura 6.13, tem-se os esquemas apresentam resultados consistentes
e muito proximos entre si com nenhuma diferenca qualitativa. Uma diferenca entre os es-
quemas podera ser notada ao calcular o erro entre a solucao de referéncia e suas ordens de
convergéncia ao refinar a malha, o que é feito a seguir.

Com a finalidade de se estimar a ordem de convergéncia dos esquemas o experi-
mento anterior foi executado utilizando diferentes malhas cada vez mais refinadas e ao final
da execucdo calculado o erro em diferentes normas. A Tabela 6.2 mostra os resultados obti-

dos.
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Ordem Ordem Ordem
Esquema LxD IEl: IEl1 IEl2 IEl2 lEloo | IEloo
100 x 10 | 0,0275  — 0,0202 —_— 0,0135 —_—
TOPUS 200 x 20 | 0,0063 | 2,1022 | 0,0045 | 2,1346 | 0,0027 | 2,2868
400 x40 | 0,0013 | 2,2515 | 0,0009 | 2,2496 | 0,0005 | 2,3446
800 x 80 | 0,0003 | 2,3511 | 0,0002 | 2,2990 | 0,0001 | 2,3164
100 x 10 | 0,0434 0,0316 0,0211  —
FSFL 200x20 | 0,0136 | 1,6565 | 0,0097 | 1,6850 | 0,0058 | 1,8371
400 x40 | 0,0037 | 1,8663 | 0,0026 | 1,8706 | 0,0015 | 1,9683
800 x 80 | 0,0009 | 1,9871 | 0,0007 | 1,9720 | 0,0004 | 2,0134
100 x 10 | 0,0476 S 0,0346  — 0,0231  —
SDPUS-C1 200x 20 | 0,0105 | 2,1651 | 0,0075 | 2,1896 | 0,0045 | 2,3389
400 x40 | 0,0019 | 2,4188 | 0,0014 | 2,4191 | 0,0008 | 2,5147
800 x 80 | 0,0003 | 2,5053 | 0,0003 | 2,4619 | 0,0001 | 2,4863
100 x 10 | 0,0631 —_— 0,0456  — 0,0304  —
EPUS 200x20 | 0,0141 | 2,1441 | 0,0100 | 2,1625 | 0,0060 | 2,3094
400 x40 | 0,0025 | 2,4794 | 0,0018 | 2,4803 | 0,0010 | 2,5756
800 x 80 | 0,0004 | 2,5825 | 0,0003 | 2,5453 | 0,0002 | 2,5742

Tabela 6.2: Ordem de convergéncia para os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS.

Ao observar os resultados obtidos nesta secdo tem-se que ambos 0s esquemas con-
seguiram obter solucdes consistentes para o problema em questdo, ficando muito préximos
da solucdo de referéncia. Além disso as ordens de convergéncia obtidas estdo de acordo com

o esperado, segunda ordem para o esquema FSFL e terceira ordem para os demais esquemas.

6.3 Codigos implementados

Os codigos desenvolvidos para os experimentos realizados estdo disponiveis em repositorios

abertos no github através dos links:

e https://github.com/mateus96mt/OpenFoam-CFD-problems
* https://github.com/mateus96mt/openFoamFluxLimiters

* https://github.com/mateus96mt/InterpolationSchemes

O primeiro repositério contém o cédigo dos problemas simulados nesta secdo e o
segundo repositério o cédigo da implementacdo dos esquemas upwind para implementa-

¢do no OpenFoam, o terceiro repositorio contém os c6digos desenvolvidos na parte 1D. Além
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dos codigos, dentro dos repositdérios foi escrito uma pequena documentacao com orienta-

¢oOes para utilizacao e instalacdao dos esquemas upwind no ambiente OpenFOAM.
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7 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado o conceito de esquemas upwind e suas formulacdes em va-
ridveis normalizadas e limitadores de fluxo, com foco em esquemas de formulacao polino-
mial. Foram implementados e realizados experimentos computacionais 1D e 2D para os
esquemas polinomiais TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS utilizando tanto a formula¢do em
varidveis normalizadas quanto a formula¢do em limitador de fluxo.

Experimentos computacionais 1D utilizando o método de diferencas finitas e a for-
mulacdo em varidveis normalizadas foram realizados com cada esquema upwind em situa-
¢Oes adversas tais como com numero de Courant moderado, malhas grosseiras, condicoes
iniciais com regioes de descontinuidade brusca e picos. Estes experimentos mostraram que
mesmo problemas 1D simples podem representar um grande desafio numérico para o tra-
tamento do termo convectivo nas equacoes quando submetidos a condicdes adversas. Nes-
tes experimentos foram testados diferentes valores para o parametro livre de cada esquema
upwind, além da comparag¢do dos esquemas entre si. Foi utilizado como critério o erro entre
as solucoes numéricas obtidas e solugdes analiticas conhecidas para os problemas simula-
dos. Os resultados obtidos direcionam para a escolha do melhor valor de parametro livre
para cada esquema, de acordo com o problema a ser resolvido. Além disso, nota-se que to-
dos os esquemas testados conseguem obter solu¢cdes numéricas de boa qualidade mesmo
sob tais condi¢des adversas. Na comparacao dos esquemas entre si através dos experimen-
tos realizados, de forma geral, o esquema EPUS teve melhor desempenho apresentando um
erro menor entre a solucdo numérica obtida e as solucoes analiticas consideradas. Vale des-
tacar que um refinamento de malha é necessario quando considerado nimero de Reynolds
mais elevados nos experimentos, os resultados, comparacoes e conclusoes deste trabalho
consideram os experimentos realizados e malhas fixas para Reynolds elevados.

Além dos experimentos 1D com a finalidade de comparac¢ao entre esquemas e valo-
res de parametro livre também foi utilizado o problema da camada limite com o objetivo de
se obter as ordens de convergéncia de cada esquema. As ordens de convergéncia obtidas fo-

ram préximas dos valores teéricos esperados, uma vez que a ordem de convergéncia obtida
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tem influéncia direta da aproximacao de todos os termos das equacgdes resolvidas, como o
termo difusivo e outros erros numéricos.

Experimentos computacionais 2D utilizando o método de volumes finitos com a
ferramenta OpenFOAM e a formulagdo por limitadores de fluxo também foram realizados.
Nestes experimentos foram adotados nameros de Reynolds elevados e um refinamento de
malha. Foi utilizado o problema do escoamento em uma cavidade considerando como re-
feréncia solugdes cléssicas da literatura com resultados refinados. As soluc¢des de referéncia
foram comparadas com os resultados numéricos obtidos empregando os esquemas upwind
testados considerando diferentes niveis de refinamento de malha. Como critério de ava-
liacao da qualidade da solu¢do numérica obtida por cada esquema, foi utilizado normas
de erro entre a solucao obtida e as solugdes de referéncia, Além disso, o nimero de inte-
racoes até se atingir um residuo temporal minimo foi adotado como condicdo de parada.
Ao observar os resultados obtidos tem-se que todos os esquemas testados conseguem obter
solugoes de boa qualidade quando comparado com as solucoes de referéncia, mesmo uti-
lizando malhas grosseiras e niumero de Reynolds elevados. Ao compararmos os esquemas
entre si, considerando como critério o erro entre a solucao obtida e a solucao de referéncia,
nota-se uma vantagem para o esquema EPUS, este apresentando um erro menor quando
comparado com os demais esquemas, o que fica mais evidente conforme o nimero de Rey-
nolds aumenta. Novamente vale destacar, para um maior embasamento nas comparacoes, a
necessidade de um refinamento de malha ao utilizar nimero de Reynolds elevados, as com-
paracoes feitas aqui consideram uma malha fixa de 128 x 128 pontos. Ao analisar o nimero
de interagdes necessdrio que cada esquema necessita para se atingir um critério de parada
baseado no residuo temporal tem-se uma vantagem nitida para o esquema TOPUS, que ne-
cessita de menos interacoes para atingir tal critério de parada. Ao utilizar ambos os critérios,
tanto erro quanto nimero minimo de interacdes para atingir o residuo minimo, tem-se que
o esquema SDPUS-CI se sai muito bem em ambas as situacdes, podendo ser utilizado.

O problema do escoamento de Poiseuille também foi utilizado mas desta vez so-
mente com a finalidade de se obter as ordens de convergéncia de cada esquema, reforcando
os resultados ja obtidos nos problemas 1D e condizentes com o esperado.

Em resumo os resultados apresentados neste trabalho tem como objetivo principal
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a comparacao direta entre os esquemas TOPUS, FSFL, SDPUS-C1 e EPUS entre si e também
a melhor escolha de parametro livre para cada esquema. Este trabalho contribui com uma
andlise sistematica, através de experimentos computacionais com variacao de parametros,
de esquemas upwind polinomiais utilizando experimentos 1D e 2D. Nestes experimentos,
tanto nos problemas 1D quanto 2D, todos os esquemas apresentam solucoes de boa quali-
dade dadas as circunstancias, porém nota-se uma vantagem para o esquema EPUS em rela-
¢do aos demais, apresentados de forma geral menor erro nos resultados obtidos. Além disso,
este trabalho visa contribuir na implementacao e incorporacao dos esquemas estudados na
ferramenta OpenFOAM, visto que tais esquemas sado relativamente recentes e nao estdo in-
corporados em tal ferramenta. Os codigos desenvolvidos e implementados neste trabalho na
geracao de todos os resultados obtidos também ficara disponivel de forma gratuita e aberta

em repositorios no Github:

e https://github.com/mateus96mt/OpenFoam-CFD-problems
* https://github.com/mateus96mt/openFoamFluxLimiters

e https://github.com/mateus96mt/InterpolationSchemes

Além dos codigos instrucoes de uso e contextualizacdes ja estdo presentes nos repo-
sitérios, e tanto o c6digo quanto a documentacao pode ser melhorada conforme necessério.

Com trabalhos futuros desta pesquisa, destacam-se:

* Realizacdo de simulacdes 3D de escoamentos incompressiveis;

* Realizar uma andlise de desempenho em termos de tempo computacional necessario

na simula¢do quando se utiliza um esquema upwind polinomial.
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