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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo estudar as propriedades Total Variation Diminishing
(TVD), Total Variation Diminishing in the Means (TVDM) e Total Variation Bounded
in the Means (TVBM) de um método Strong-Stability-Preserving Runge-Kutta Discon-
tinuous Galerkin (SSP-RKDG) desenvolvido para resolver problemas diferenciais com
natureza convectiva escritos na forma de leis de conservagao. Sao investigadas também as
propriedades TVD e Total Variation Bounded (TVB) de um método de elementos finitos
misto e hibrido construido para resolver problemas de conveccao e difusdo. A motivagao
para este estudo é a verificacdo da adequagao dos métodos a simulacao da injecao de
espuma para a recuperacao avancada de petréleo. Foram estudadas as propriedades de
estabilidade e convergéncia dos esquemas, concluindo a necessidade da implementacao
de limitadores de fluxo nas solugoes aproximadas para que o método SSP-RKDG satis-
faga as propriedades TVD, TVDM e/ou TVBM. A investigagdo do método SSP-RKDG
foi substancialmente desenvolvida a partir dos trabalhos [16] e [25]. E apresentada uma
estrutura geral do método, passando pela discretizacao espacial via método de Galerkin
Descontinuo e pela utilizagao de métodos explicitos e estaveis SSP Runge-Kutta para o
tratamento da variavel temporal. Algumas demonstracoes de resultados que garantem
propriedades de estabilidade dos métodos com e sem limitadores de fluxo sao feitas de
maneira detalhada. Para o método misto hibrido, o estudo teve como norte os trabalhos
[55] e [30]. A andlise para este método esteve voltada a verificacdo da propriedade de

estabilidade de casos especificos.

Palavras-chave: TVD. Estabilidade. Convecgao. Método SSP-RKDG. Método DMHI.



ABSTRACT

The present work aims to study the properties Total Variation Diminishing (TVD), To-
tal Variation Diminishing in the Means (TVDM) and Total Variation Bounded in the
Means (TVBM) of a Strong-Stability-Preserving Runge-Kutta Discontinuous Galerkin
(SSP-RKDG) method developed to solve differential problems with a convective nature
written in the form of conservation laws. The TVD and Total Variation Bounded (TVB)
properties of a mixed and hybrid finite element method built to solve convection and
diffusion problems are also investigated. The motivation for this study is to verify the
adequacy of the methods to the simulation of foam injection for enhanced oil recovery.
The stability and convergence properties of the schemes were studied, concluding that
it is necessary to implement flux limiters in the approximate solutions so that the SSP-
RKDG method satisfies the TVD, TVDM and/or TVBM properties. The investigation
on the SSP-RKDG method was substantially developed from the works [16] and [25]. A
general structure of the method is presented, going through the spatial discretization via
the Discontinuous Galerkin method and the use of explicit and stable SSP Runge-Kutta
methods for the treatment of the temporal variable; some demonstrations of results are
made in detail in order to guarantee stability properties of the methods with and with-
out flux limiters. For the mixed and hybrid method, the study was based on the works
[55] and [30]. The analysis for this method was aimed to verify the stability property in

specific cases.

Keywords: TVD. Stability. Convection. SSP-RKDG method. DMH1 method.
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1 INTRODUCAO

Problemas de interesse pratico nos quais a convecgao exerce um papel importante
aparecem em variadas aplicagoes, como dindmica de fluidos newtonianos [3, 12, 13] e
nao-newtonianos (comportamento de espumas em meios porosos) [42, 63|, recuperagao
avangada de petroleo [3, 11, 42, 63|, transporte de contaminantes em aquiferos [27], di-
namica populacional [61, 62], modelagem de dguas rasas [54], previsao do tempo [59],
oceanografia [53], dindmica de gases [23], fluxos viscoelasticos [29], turbulentos [39], gra-
nulares [36], compressiveis [5] e incompressiveis [21], aeroactstica [52], turbomaquinas
(bombas e compressores centrifugos, turbina hidraulica, etc.) [6], simulagoes de dispositi-
vos semicondutores [15], magneto-hidrodindmica [60], eletromagnetismo [4], entre diversas
outras. Por esse motivo, criar métodos robustos, precisos e eficientes para resolver nume-
ricamente esses tipos de problemas tornou-se uma atividade de consideravel importancia

e, como esperado, atraiu o interesse de muitos pesquisadores [22].

A modelagem destes fendmenos é complexa por diversas causas. A solugao exata
de problemas em que a convec¢ao é o fendmeno dominante pode desenvolver descontinui-
dades em tempo finito. Esse tipo de solu¢ao pode exibir uma estrutura muito complexa
perto das descontinuidades [22]. Ao construir métodos numéricos para essas aplicacoes,
deve-se garantir que as descontinuidades da solucao aproximada sejam fisicamente cor-
retas. Busca-se assegurar que o aparecimento de uma descontinuidade na solugdo apro-
ximada nao produza oscilagoes espirias que prejudiquem a qualidade da aproximacao.
Enquanto assegura isso, o método deve permanecer suficientemente preciso perto dessa
descontinuidade para capturar a estrutura rica da solugao exata [22]. Essas complicagoes
passaram a ser contornadas com o uso de esquemas de diferencas e volumes finitos de alta
resolucao por meio de fluxos numeéricos e limitadores de fluxo adequadamente definidos
[8, 51]. Os métodos de Galerkin Descontinuo, ou simplesmente “DG”; do inglés Dis-
continuous Galerkin, admitem solugoes aproximadas descontinuas, fazendo com que eles
possam ser usados na solucao de problemas com natureza predominantemente convectiva
[16, 22, 24, 25]. Alguns esquemas DG, desenvolvidos para a resolugao deste tipo de pro-
blema, também incorporam em sua estrutura as ideias de fluxos numéricos e limitadores
de fluxo, por exemplo, o método proposto em [25]. Com isso, sdo capazes de capturar

descontinuidades sem produzir oscilagbes espurias perto delas [22].

Um dos esquemas DG que obteve sucesso na solu¢do de problemas convecti-
vos foi o Strong-Stability-Preserving Runge-Kutta Discontinuous Galerkin (SSP-RKDG)
[35]. Também conhecido como Total Variation Diminishing Runge-Kutta Discontinuous
Galerkin (TVD-RKDG) [16, 25], apresenta as seguintes vantagens principais sobre os

métodos classicos de volumes, diferengas e elementos finitos [22]:
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- Sao altamente paralelizaveis. Como as aproximagoes sao descontinuas, a matriz de
massa ¢ diagonal por blocos. O tamanho dos blocos ¢ igual ao niimero de graus
de liberdade dentro dos elementos correspondentes, portanto, cada bloco pode ser

invertido independentemente dos demais;

- Permite refinar a malha sem levar em conta as restricoes de continuidade tipicas

dos métodos de elementos finitos conformes;

- Podem possuir precisao de alta ordem, tanto no espaco quanto no tempo. A discre-
tizacao descontinua do espago possibilita uma aproximagao de alta ordem, mesmo
na presenca de descontinuidades. No tempo, a discretizacao é feita por esquemas de

integracao do tipo Runge-Kutta, os quais podem garantir precisao de alta ordem.
Apesar das vantagens citadas, alguns problemas também sao encontrados [22, 25]:

- Em ordens superiores, exigem um tratamento especial em sua construcao para evitar

oscilacoes proximas de descontinuidades, como o uso de limitadores de fluxo;

- Sua estabilidade, em muitos casos, fica limitada por uma condi¢ao CFL mais restrita

que as necessarias para os métodos classicos.

O método foi apresentado em [25] e revisado em [16]. Ele tem como objetivo
resolver numericamente Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) hiperbélicas nao lineares
com convecc¢ao dominante. Como o préprio nome sugere, o método é obtido realizando a
combinacgao de um método Runge-Kutta que preserva a estabilidade forte e um esquema
DG, sendo o segundo usado para a discretizagao espacial e o primeiro para resolver o
sistema de Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs) resultante. O seu potencial estd na
juncao das propriedades dos esquemas DG, como aproximagoes por fungoes descontinuas,
com a dos métodos Strong-Stability-Preserving Runge—Kutta (SSP-RK), por exemplo,
estabilidade e capacidade de atingir alta ordem. Uma investigacao numérica do método
SSP-RKDG bastante interessante pode ser encontrada em [57] e [58].

Um dos principais objetivos deste trabalho é estudar as propriedades de estabili-
dade do método SSP-RKDG, via resultados de Total Variation Diminishing (TVD), Total
Variation Diminishing in the Means (TVDM) e Total Variation Bounded in the Means
(TVBM) [25, 28, 56]. Baseadas nos trabalhos [16], [19], [25] e [43], sdo analisadas também

algumas propriedades de convergéncia.

Outro objetivo que inspirou o estudo desenvolvido foi a busca pelo entendimento
dos argumentos utilizados em [25] para mostrar as propriedades de estabilidade, via re-
sultados de TVD, TVDM e TVBM, para aplica-los a um método Dual Mized and Hybrid
apresentado em [55] e [30], chamado pelos autores de DMHI1. Este método também
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apresenta aproximacao por fungoes descontinuas e, portanto, possui algumas caracteristi-
cas comuns aos métodos DG, por exemplo, facilidade de paralelizacao e possibilidade de

refinamentos adaptativos da malha.

Nos trabalhos [55] e [30] os autores propoem o estudo da estabilidade do método
DMH1 através da técnica de variacdo limitada usando integracao reduzida. Notamos
que esta abordagem apresenta algumas limitagoes. Nesta dissertacao propomos algumas
ideias e desenvolvemos alguns calculos que podem ser utilizados para a investigacao da
propriedade Total Variation Bounded (TVB), quando desconsideradas as aproximagoes
mencionadas. Embora os resultados ainda nao foram concluidos, acreditamos que este é

o caminho para a verificacao da estabilidade.

A principal motivacao para o estudo dos métodos SSP-RKDG e DMHI1 é a sua
aplicacao aos modelos de injecao de espuma em meios porosos para a recuperagao avan-
cada de petrdleo apresentados em [3, 42, 63], que possuem termos convectivos nao-lineares
dominantes. Espera-se que esses métodos convirjam para a solucao de entropia e consigam
capturar os choques e as propriedades complexas existentes perto das descontinuidades,

sem produzir oscilagoes indesejaveis.

O trabalho estd organizado da maneira a seguir. O Capitulo 2 destina-se as defini-
¢oes e a alguns resultados basicos da andlise funcional. Nele sdo expostas também algumas
nogoes sobre solugoes fracas de uma lei de conservagdo. No Capitulo 3 é apresentada a
construcao do método SSP-RKDG e sao analisadas as propriedades de estabilidade e
convergéncia para casos particulares. O Capitulo 4 é destinado ao estudo analitico das
propriedades TVD, TVDM e TVBM, usadas para mostrar a estabilidade do esquema
apos a utilizacao de limitadores de fluxo na solucao aproximada. No Capitulo 5 apre-
sentamos de forma resumida a construcao das formulagoes do método DMH1 e damos
inicio ao estudo das propriedades de estabilidade via resultados de TVD e TVB. Por fim,
no Capitulo 6, sao feitas algumas consideracoes a respeito das investigacoes realizadas e

projetados alguns trabalhos que podem ser desenvolvidos futuramente.



12

2 PRELIMINARES

Na primeira secao deste capitulo, apresentamos algumas defini¢des e resultados
basicos da analise funcional. Em seguida, expomos brevemente a nogao de solugoes fracas

para a solucao analitica de leis de conservagao.

2.1 DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

Para a construcao dos métodos estudados neste trabalho é necessaria a consi-
deragao de alguns dos espagos de Lebesgue e Sobolev, além dos espagos de polindomios
quebrados [28, pag. 12]. Desta forma, destinamos esta segdo a revisao de conceitos e

definigoes relativas a tais espagos.

Observagao 2.1. Salvo excegoes mencionadas, serd usado €2 = (a,b), com a, b niimeros

reais e a < b.
Definigao 2.2. Seja p tal que 1 < p < co. Definimos o espago de Lebesgue LP(2) como
LP(Q) :={v: Q = R | v mensurdvel com ||v||zr) < o0},

em que a medida ¢ induzida pela norma:

p = pd v .
follzey = ([ o d)

Define-se também o espaco de Lebesgue
L>(Q) == {v: Q — R | v mensurédvel e ||v||=(q) < 0o},
com a medida induzida pela norma:
|v]| ooy := inf{M > 0 tal que |v(z)| <M gqtp. z€Q}.

Definicao 2.3. Seja ¢ : {2 — R uma funcao tal que ¢ #Z 0. O suporte de ¢, denotado por

supp(¢), é o fecho do conjunto dos pontos de 2 em que ¢ é nao nula, isto é,
supp(¢) = {z € Q| ¢(x) # 0}.

Além disso, dizemos que ¢ tem suporte compacto quando supp(¢) for compacto.

Definicdo 2.4 (o-derivada fraca). Seja v uma funcdo no espaco de Lebesgue L*(12).

Dizemos que v é fracamente diferencidvel se existir uma funcio w € L*(Q) tal que
/ wep dr = (—1)”/ vD%pdz,
Q 9)

para algum o € N, e todas as fungdes ¢ € C;°(Q2), isto é, para todas as fungoes infini-
tamente diferenciaveis com suporte compacto definidas em (). Neste caso a fungao w é

denominada uma o-derivada fraca de v e recebe a notacao D7wv.
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Usando essa nogao de diferenciagdo podemos definir os espagos de Sobolev.

Definigao 2.5. Sejam 1 < p < oo e k € NU{0}. Dé-se o nome de espago de Sobolev ao

seguinte conjunto:

WEP(Q) :={ue LP(Q) | D’ue L’ e 0 € NU{0},0 <k}.

Definicao 2.6 (Espago de Hilbert). Um espago com produto interno H completo na

norma induzida pelo produto interno é dito espago de Hilbert.

Observagio 2.7. Os espacos de Sobolev W*2(Q), com k& € N U {0}, sao espacos de
Hilbert. Usaremos a notacio usual H"(Q) := W*?(Q).

Outros espacos bastante usados na constru¢ao de métodos de elementos finitos
descontinuos sao os espacos de polindmios quebrados. As defini¢coes expostas abaixo

baseiam-se na apresentacao feita em [28].

Definigio 2.8 (Espaco de polindmios). Sejam k > 0, A" := {0,1,...,k} e [ um intervalo

de R. Define-se o espago de polinomios em [ com grau até k como:

P*(I) := {p 122 p(x) ER| I (Ya)aear € RF tal que p(z) = Y %Yxa}.

a€ Ak

Para apresentarmos o conceito de espacos de polindmios quebrados em L*(Q)

vamos considerar uma particao 7T, arbitraria do dominio 2.

Definigao 2.9 (Espago de polindémios quebrados). Definimos por espago de polinomios

quebrados o seguinte conjunto:

PH(Th) = {v € LX(Q) | v, € P(L), ¥V i € Ta} .

Definigcao 2.10 (Espago de Sobolev quebrado). Dados um elemento I; € T,, m > 0

inteiro e 1 < p < 00, definem-se os espacos de Sobolev quebrados como:
W (T,) = {v € LQ) | vy, € W™(L), V I, € To}.
No caso particular em que p = 2, denota-se
H™(Th) = W™(T;).
2.2 SOLUCOES FRACAS DE UMA LEI DE CONSERVACAO

As leis de conservacao constituem uma classe especial das Equacoes Diferenciais
Parciais (EDPs) na forma de divergéncia. Essas equagoes sdo usadas para descrever vérios

fenémenos que surgem em diversos campos da Fisica e Matematica [46, 47, 54]. Elas foram
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estudadas pela primeira vez no século XIX, em consequéncia do estudo da dinamica dos

gases [46]. A forma geral dessa equagao é dada por:

ou af
a(%t) + 9

em que u : R x RT — R caracteriza as variaveis de estado no ponto z, instante t e f é o

(u(z,t)) =0, (2.1)

fluxo dessas varidveis [46, pag. 1].

A depender da definigdo do fluxo f a Equacao (2.1) recebe nomes especiais, por

exemplo:

(a) Equagao de Advecgao Linear - Equagao do Transporte.
A equacao de adveccao linear ou transporte é o exemplo mais simples da lei de

conservagao escalar. A funcao de fluxo assume a forma

flu)=au, a€eR.

(b) Equagao de Burgers - Equacgao inviscida de Burgers.

Para a equacao de Burgers

(¢) Equagao de Buckley-Leverett.

Um exemplo de equacao de Buckley-Leverett ¢ dado por:

uZ

u? + ol —u)?’

fu) =

em que « é uma constante.

2.2.1 Solugoes fracas

Solugoes suaves ou cléssicas para a Equagao (2.1) podem nao existir. No entanto,
esses modelos surgem na Fisica, entdo espera-se que exista alguma forma de solucao.
Além disso, por definicao, a solugao forte de uma equagao diferencial parcial deve possuir
derivadas parciais em todo ponto (para que seja possivel substitui-las na equac¢ao em cada
ponto a fim de verificar se ela realmente é uma solugao). Neste contexto surge a nogao de
solugoes fracas, oriundas de uma formulagao equivalente da equacgao diferencial que nao
envolva o célculo de derivadas explicitas [7, padg. 60]. Para motivar a defini¢ao deste tipo

de solugoes, considere o seguinte Problema de Cauchy ou de Valor Inicial (PVI):

Encontrar u(z,t) tal que

du of

a(%t) + e

u(z,0) = up(x) Vel

(u(x,t)) =0 em R xR, (2.2)
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Definicao 2.11. Quando a condicao inicial é constante por partes, digamos

ul se <0,

u(z,0) = ug(x) = "
u' se x>0,

o PVI dado em (2.2) é dito Problema de Riemann.

Assumindo que existam solugdes para o Problema (2.2), multiplicando ambos os
lados da primeira equacao de (2.2) por uma fungdo suave com suporte compacto ¢ €
C3(RxR™), comumente chamada de funcdo teste, e integrando por partes sobre o dominio,
obtém-se [46, pag. 27]:

| e+ fged)dt+ [ wl@)p@,0)dz=0 ¥peCHRXRY).  (23)

Definigdo 2.12. (Solugdo fraca [46, pag. 28]). Uma funcio u € L'(R x RY) é uma
solugio fraca de (2.2) se a identidade (2.3) for valida.

As solucoes fracas nao sao necessariamente diferencidveis, nem mesmo continuas.

Quando existem, as descontinuidades aparecem na natureza como ondas de choque.

2.2.2 Condicao de Salto

As ondas de choque em solugoes fracas nao podem ser curvas arbitrarias no semi-
plano zt (R x R"): elas devem satisfazer certas condi¢des. Suponha que a solucio fraca u
é suave em duas regioes distintas, separadas por uma onda de choque x = ¢(t), conforme
ilustrado na Figura 1. Assuma que u é continuamente diferenciavel longe de ¢(t) e que
as regioes sdo dadas por Ry para x > ¢(t) e Ry para x < g(t) e que os limites laterais de
u e de suas derivadas parciais de primeira ordem existem e sao finitos quando = — g(t)~
e x — g(t)*. Entao, escolhendo a < g(t), b > g(t) e considerando a forma integral da
equagao (2.1) [7, pag. 64], obtém-se

jt/bu(x,t de = F(a,t,u(a,t)) — F(b,t,u(b,t))
dt/ ulw, ) do+ / t)dz = F(a,t,u(a,t)) — F(b,t,u(b,1), (2.4)

em que F(0,t,u(0,t)) = f(u(f,t)), com 0 € {a,b}.

Pela regra de Leibniz, pode-se escrever as duas integrais do primeiro membro de

(2.4) como
9(t)
dt / u@,t)d

dt g(t)

u(x, t)de +u(g(t)",t)g'(t), (2.5)

u(z,t)dz —u(g(t)™,t)g'(t). (2.6)

o= [
= [
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g(t)

Figura 1 — Regides de choque.

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4)

/ag(t) :;tu(x, t)dx + /gl()t) (;jtu(x, t)dx + {u(g(t)_7 t) —u(g(t)”, t)} g(t) =

= F(a,t,u(a,t)) — F(b,t,u(b,t)).
Sendo assim, considerando os limites a — g(t)” e b — g(¢)*
[u(g(t) ™, t) —ulg(®)",0)] g'(6) = Fg(t)", t,ulg(t)", 1)) = F(g(t)* t,u(g(t)",1)).
Portanto, denotando u” = u(g(t)",t) e u = u(g(t)~,t), obtemos a relacio

g ) [ul = [F(u)], (2.7)
em que [u] = v —u e [F(u)] = F(g(t)", t,u”) — F(g(t)~,t,u").

Definigao 2.13. (Condigao Rankine-Hugoniot [7, pag. 65]). A igualdade dada em (2.7)
é chamada de condi¢ao de Rankine-Hugoniot ou simplesmente condicao RH. Além disso,

s = ¢'(t) é denominada velocidade de propagacao da onda de choque.

2.2.3 Condicoes de Entropia

Solugoes fracas para o PVI apresentado em (2.2) podem nao ser unicas, sendo
necessaria uma condi¢ao adicional para determinar uma solugdo fisicamente relevante
[38]. Esta condigao esté relacionada as propriedades fisicas do problema. Ela é chamada
condigcdo de entropia e a solucao fraca que a satisfaz é denominada solugcdo de entropia

ou simplesmente solucao entropica.

Definigio 2.14. Seja u uma solucio fraca de (2.2) e considere u” e u como os valores

correspondentes a esquerda e a direita de um choque. Entao u é chamada de solucao de

entropia se satisfizer algum dos seguintes critérios:
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« Condicao de entropia de Lax [46, pag. 36]:

A velocidade de choque fornecida pela condi¢ao de salto Rankine-Hugoniot satisfaz
flwh) > s> f'(u”).
Se f é convexa, f”(u) >0,V u € R x RT, entdo a condicio se reduz a u” > u.

« Condigao de entropia de Oleinik [46, pag. 36]:
Para funcoes de fluxo nao convexas, uma nocao diferente de entropia é dada por

fuw) = f(u") f(w) = f(u)

> g >
u — ul - u— ult

Y

para todo u entre uX e uf.

A condi¢ao de Oleinik implica a condi¢do de Lax, mas o contrario ndo é necessa-
riamente verdade. Mais ainda, a condi¢ao de Lax é equivalente a condi¢ao de Oleinik se,

e somente se, [ for estritamente convexa, ou seja, f” > 0.

2.2.3.1  Par Entropia

Um outro critério para selecao de solucao entropica é desenvolvido considerando

uma equacao diferencial parabdlica escrita na forma de um perfil viscoso [48, pag. 29].

Defini¢ao 2.15. (Solugdo viscosa [48, pdg. 29]). Dizemos que u é uma solugdo viscosa

para (2.1) se ela pode ser obtida como o limite de solugoes para a familia de equagoes

out of . 0%

quando € — 0.

Perceba que (2.8) é uma perturbacao de (2.1). Essa modificacao transforma a lei
de conservagao em uma equacao de convecgao-difusao. Tais equagoes sdo semelhantes a

equagao do calor e possuem solugoes suaves, infinitamente diferencidveis [48, pag. 29].

Definigao 2.16. (Par entropia [48, pag. 29]). Sejam U : R — R uma fungdo estritamente

convexa ¢ F : R — R definida como:

Fw) = [ Feu(9ds = Flu) =),

em que a fungao f é a funcao de fluxo. A funcdo U é chamada de funcao de entropia e
a funcao correspondente F é chamada de fluzo de entropia. Além disso, o par (U, F) é

denominado par entropia.
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Usando os mesmos argumentos que [48, pag. 29], isto é, multiplicando (2.8) por

U'(uf), usando a Defini¢do 2.16 e a regra da cadeia, obtém-se

U () aaf + L{’(ue)gi(ue) () %2;‘; (2.9)
) 2w )2 = arn 2
u'(uf)%f 4 f’(ﬁ)%f _ el/{'(ue)f;g
N
%Z;’(UE) + Zm _ efgw) () (?;; ) | (2.10)
Como U ¢é uma fungao convexa, tem-se U” > 0. Sendo assim, de (2.10),
M+ 2 ey < 2 e, 2.11)

Com isso, pode ser demonstrado que u = li_r}r(% u® existe e é uma solucao fraca de
(2.1) [7, pag. 74]. Entao, de (2.11),

ou OF
o W)+ 5 () 0. (2.12)

A desigualdade (2.12) recebe o nome de desigualdade de entropia.

Definigdo 2.17. Uma fungao u € L®(R x R") é uma solugao entrépica de (2.2) se

satisfizer as seguintes condigoes:
(i) u é uma solugao fraca de (2.2);

(ii) u satisfaz a desigualdade de entropia (2.12) para todo par entropia (U, F).

Qualquer funcao convexa U pode ser usada como uma funcao de entropia para o

problema (2.2). Em particular podem-se usar as fungoes entrépicas de Kruzkov.

Definigdo 2.18. (Pares entropia de Kruzkov [48, pdg. 29]). Seja u € L®(R x R™).
Define-se por fungdao entropica de Kruzkov a seguinte funcao:
L{:Z/{(u) = ’u_c‘a

para alguma constante ¢ € R, e o seu fluxo de entropia como

F = F(u) = sign(u — c)(f(u) — f(c)).
Além disso, diz-se que uma funcao u satisfaz a condicao de entropia de Kruzkov se ela

cumpre:

el + 2 (sign(u— o) (f(u) ~ () <0

Lema 2.19. Uma fungio u € L®(R x RT) é uma solucio de entropia de (2.2) se, e

somente se, satisfizer a condicao de entropia de Kruzkov.

Demonstra¢io. Uma prova para este resultado pode ser observada em [48, pag. 30]. [
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3 METODO SSP-RKDG

Neste capitulo detalhamos a construcao de um método RKDG elaborado para
resolver uma EDP hiperbdlica nao linear escrita na forma de uma lei de conservacao
com variavel espacial unidimensional. O principal objetivo do capitulo é apresentar um
estudo das propriedades de estabilidade e convergéncia dos esquemas propostos. Para isso

utilizaremos resultados que foram substancialmente baseados nos trabalhos [16, 24, 25].

O problema estudado pode ser apresentado da seguinte forma:

Encontrar u: Q x (0,7) — R tal que

Ju of
o7 (@0 + == (u(w, £)) = 0 em Qx (0,T), (3.1)
u(z,0) = wuo(z) Ve (),

com condicoes de contorno periodicas.

Uma soluc¢ao do Problema (3.1) pode apresentar descontinuidades através de cur-
vas que a separam em regides suaves por partes, como visto no Capitulo 2. Essas des-
continuidades se desenvolvem mesmo para condiges iniciais regulares. Sendo assim, ¢é
desejavel obter um método capaz de encontrar uma solu¢ao com tais propriedades, ou
seja, que consiga capturar as regioes de choque sem produzir oscilagoes indesejaveis e

manter a ordem de aproximacao desejada nas partes suaves longe das descontinuidades.

O estudo desenvolvido neste trabalho esta restrito ao caso em que as condigoes de
contorno sao periddicas. Um estudo de casos mais gerais podem ser desenvolvidos adi-
cionando algumas hipoteses sobre as condigoes de contorno nao-periddicas, por exemplo,

uma limitacdo na norma L?.

Com o pensamento voltado para a busca de um método que atenda essas exigén-
cias iremos fazer o tratamento do problema pelos seguintes procedimentos: primeiro uma
discretizacao da componente espacial x via método de Galerkin Descontinuo que impli-
cara na montagem de um sistema de EDOs em termos da variavel temporal ¢; depois, a

resolucao desse sistema usando um método de Runge-Kutta.

Observacao 3.1. Daqui em diante sempre que tivermos uma funcao qualquer g : Q2 C
R? — R e Q aberto, serdo usadas sem distincdo as seguintes notacoes para derivada

(sentido classico):

dg

9 (z,t) e 0Oug(x,t).
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3.1 DISCRETIZACAO DO ESPACO

Definigao 3.2. A particao do intervalo Q é dada por {z;44 /g}évzo e pelos subintervalos

I = (xj_1/0,xj412) emque j =1,...,Nea = x1)2,b = Tni1/2. Além disso, serd definido

Axj = xj11/2—Tj_1/2, também paracada j = 1,..., N eusada a notacio Ax = max Ax;.
SIS

Definicao 3.3. Seja u : 2 — R uma fungao. Usaremos Uj+1/2 € Uiy J € {0,...,N},

para denotar os limites de u a direita e a esquerda do ponto x;,/,, respectivamente. Em

outras palavras, para um dado € > 0 suficientemente pequeno

P B li_r%u(:vjﬂ/g +¢€) sej<N,
Ujiryy = (T 0) =
hnolu(:vl/g +¢€) sej=N,
e—

li_{% u(wji10 —€) sej >0,

lim u(zny12 —€) sej=0.

Uji1)o = U(x;+1/2)

Além disso, definimos o salto de u no ponto 41,2, para j € {0,..., N}, como

[tjs1/2] = “<xj++1/2) —u(yyy ).

Partindo do Problema (3.1), multiplicando a primeira equagao por uma fungao
infinitamente diferenciavel, com suporte compacto v(x) sobre I; e integrando, também

sobre cada subintervalo de €2, pode-se obter:

/Ij ?;(x,t)y(x) dz + /Ij gi(u(x,t))v(x) dz =0.

O que, pela propriedade de integral por partes, implica em:
v

/Ij g?(x, tyv(z)dr + f(u(x,t))v(x)bj — /Ij f(u(x,t))a—x(x) dz = 0.

Desta forma,

/1]. ?:(m,t)v(x) da _/1 f(u(.%,t))g;(x) da

J

+ f(u<x]‘_+1/2a t))v('rj'_+1/2) - f(u<x;__1/2= t))v(x;—_lm) = 0.

A ideia béasica do método de Galerkin Descontinuo para o Problema (3.1) é realizar
a aproximagao up(t) de u(t) com t € (0,T) e substituir v(z) por v, (z). As fungoes up(x)
e v,(x) sdo continuas por partes e pertencem a algum espac¢o de polindémios quebrados

(Defini¢ao 2.9. O espaco considerado neste trabalho sera:
V=V ={ve LX(Q) | v, €PXIy), j=1,....N}, (3.2)

em que P*(I ;) denota o espago dos polindmios em /; de grau menor ou igual a k.



21

Ao realizar a substituicao das fungdes v(x) por um elemento do espago V}, (espago
das fungdes testes) e a solucao exata u(z,t) pela solugao aproximada wuy(x,t) deve-se ter
cuidado, pois a funcdo wuy(z,t) pode ser descontinua em algum ponto x;1/2, ou seja,
UR(T 74y g0 ) # uh(:p;LJrl/Q,t). Sendo assim, seguindo a ideia frequentemente usada em
métodos de volumes finitos, o fluxo f(up(z;41/2,t)) deve ser aproximado, nesses pontos,

por uma fungao de fluro numérico dada por [10, pag. 6]:

fun(@jtay,1)) = f(“h(l‘j_ﬂ/w t), Uh(x;rl/zv t)).

Observacao 3.4. Neste trabalho serdo usadas sem distingao as denominacoes funcao de

fluro numérico e fluro numérico para f.

Na Secao 3.1.1 sao evidenciadas algumas condigoes que o fluxo numérico deve

atender para que o método obtenha estabilidade e alguns exemplos deste tipo de fluxo.

Por simplicidade iremos assumir que a fun¢ao uy(z) dada em Problema (3.1) per-
tence ao espago V5. Desta forma, usando a notacio fjil/Q (t) = f(uh(xj_ﬂ/Q, t), uh(x;rﬂﬂ, t)),
a solucao aproximada wu;, dada pela discretizacao espacial DG é determinada resolvendo

o seguinte problema:
Encontrar up,(z,t) tal que para todos t € (0,T), j=1,...,N evy(zx) € V¥ :
/ Ovup(x, t)vp(z) do — / flup(z,t))0pvp(z) do
I I
! » _ s 3.3
s (O0n (@70 0) = Froaja(on(aty ) = 0. (3:3)

up(x,0) = up(x),

com condigoes de contorno periodicas e f ainda a ser determinado.

3.1.1 Fluxos numéricos

Para concluir a Formulagao (3.3), deve-se escolher de maneira adequada o fluxo
numérico f. Essa escolha é o aspecto mais delicado e crucial da definicao dos métodos
de Galerkin Descontinuo para leis de conservacao, pois pode afetar sua consisténcia e

estabilidade [18]. Desta forma, destinamos esta subsegao ao detalhamento deste conceito.

Definicao 3.5. Dados uma discretizacao do espaco como a da Definicdo 3.2 e t1,15 €
(0,7), com ty > t;, dizemos que o esquema é mondtono se, para todo j = 1,... N,
uji(t1) 2 wi(ty) (equiv. wjyi(ty) < w;(th)), entdo wjii(ta) > u;(tz) (equiv. wjpi(fz) <

u;(ta));

O método RKDG estudado neste trabalho é construido por meio de perturbacoes
de esquemas mondtonos. A justificativa para o uso desta estratégia esta no fato de os

esquemas monoétonos serem precisos em ordens mais baixas (primeira ordem), bastante



22

estdveis e convergirem para a solu¢ao de entropia [16, pag. 162]. Mais especificamente,
pretende-se verificar que no caso em que k = 0 na definicao do espaco V;f dada em (3.2),
ou seja, quando a solucao aproximada wuy, for constante por partes, a discretizacao da
componente espacial pelo método DG gera um esquema monétono e para as ordens mais

altas, o esquema satisfaz as mesmas condicoes de estabilidade que os esquemas monétonos.

Definicao 3.6. Dados a, b, c,d € R, dizemos que um fluxo numérico f é:

(i) mondtono, se f(a,b) for ndo-decrescente em a e nao-crescente em b
(i) consistente, se para a funcao de fluxo f for satisfeito f(a,a) = f(a);
(iii) localmente Lipschitz, se existirem constantes positivas Cy e Cy tais que

A

|f(C,d) - f(av b)| < 01|C—CL| +02|d— b|

Exemplo 3.7. Alguns dos fluxos numéricos mais conhecidos que cumprem as proprieda-

des definidas acima sdo [16, pag. 163]:

1. O fluxo de Godunov:
min f(u), sea <b,

fG(a, b) _ a<u<b

gg;{bf(u), se a > b;

2. O fluxo de Engquist-Osher:
FO(a,b) = /b min(f'(s),0) ds + / max(f'(s),0) ds + £(0);
0 0
3. O fluxo de Lax-Friedrichs:
FEF(ab) = J1f(@) + £0) — C(b o)),
C=  wmax |fs)

inf u9(z)<s<supu9(z)
4. O fluxo Local de Lax-Friedrichs:

FE (0,8) = S[F(a) + )~ O~ a)],

— ! .
¢= min(a,b)rélsixmax(a,b) f (S)|,

5. O fluxo de Roe com “entropia fixa”:

f(a), se f'(u) >0 para u € [min(a,b), max(a,b)],
fR(a,b) = f(), se f'(u) <0 para u € [min(a,b), max(a,b)],

FEEE (a,b),  caso contrério,

em que u ¢ a mesma fungao do Problema (3.1).
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Dos fluxos numéricos apresentados no Exemplo 3.7, o de Godunov f¢ é o que

apresenta menor quantidade de difusdo artificial [16, pag. 164].

Apesar do destaque dado aos fluxos numeéricos e da apresentacao de alguns dos
mais usados no Exemplo 3.7, segundo [16, pag. 164] as experiéncias numéricas sugerem
que, a medida que o grau k aumenta, sua escolha vai diminuindo o impacto na qualidade
das aproximagoes de uy, ou seja, quanto maior a ordem do método menor a influéncia

desempenhada pelo fluxo numérico.

Para o estudo desenvolvido neste trabalho sera usado o fluxo numérico de Engquist-
Osher. Apesar de nao desenvolvermos analises com outros tipos de fluxos numéricos,

acreditamos que um estudo semelhante possa ser desenvolvido sem muitos problemas.

3.1.2 Diagonalizacao da matriz de massa

Para o estudo desenvolvido neste trabalho serao considerados os polinémios de
Legendre como funcées de base locais para compor o espaco Vi. Esses polindmios serdo
denotados por P e sao comumente usados, pois possuem a propriedade de ortogonalidade

[16, pag. 164], isto é, dados os polinémios Py(z) e Pp(z),

(Pu(x), Po(a)) = [ 11 Py(x) Po(z) dar — (2@11) S (3.4)

em que

0, se (#/,
1, se (=1/.

5%’ =

Desta forma, podemos definir, em cada I;, os polinémios de Legendre como

Pla) =1 Poe)=&; Polo)=5 (38 -1); ..

em que

2(x — ;)

=T Ag

Lema 3.8. A escolha dos polinémios de Legendre fornece a formulag¢ao dada em (3.3)

uma matriz, resultante da discretizacdo, diagonal.

Demonstragio. As ideias para essa demostragao foram desenvolvidas a partir de [16, pag.
164]. Ela inicia-se utilizando os polindémios de Legendre (3.4), para todo = € I;, da
seguinte forma:

. 2(x — z;)
@éj)(w) =P (M) , com£=0,....Kk, (3.5)
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no intuito de expressar a solu¢ao aproximada uj, e a funcao teste v;,, ambas em I; como:
k

up(z,t) == Zug-ﬁ)(t)goéj)(x); v = goéj)(x) VI=0,..., k.
=0

A condicao inicial pode ser escrita como:

k B .
up(z) = up(z,0) = Zuy)(O)(ng)(:c) em ;.
i=0

Entao, multiplicando ambos os lados pela funcao goéj ) (x) e integrando em [,

/. (Z u§-”<o>so§”<x>) o) () dr = g“y)“” [, @ () da

Ax;
_ .0 J
=4y (0) <2£+ 1) '

Sendo assim,

20+1 ;
u(0) = =5, f, w(@)el () d.

J

Logo, a Formulagao (3.3) pode ser reescrita como:

0 (& @y () (%) d
Ik (z (00 () ) o @) da = [ ) o () da .
+fj+1/2(t)90éj)($j_+1/2> - fj—1/2<t)90§])(xj—1/2) =0
u(0) = =5, w@)el (@) de.
Por (3.4) tem-se
0 se i #
, , . . Ax ) ’
() () _ () () _ J e
(907, (ZL');SOK (IE)) - lj P (x>90€ (ZU) de <22 + 1) 5% (2?33’]1) se i =1/
+

A partir deste resultado, o primeiro termo da primeira igualdade de (3.6) resulta em:

0 (& @ ) ) _ (i
[ (S el @) e s =3 2
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Além disso, por (3.5) e os terceiro e quarto termos da primeira igualdade de (3.6)

segue que
Fiero (e (w517) = Fioap (00 (@], ) =
A 2(x i+1/2 ;) 2 2(1’—‘%—1/2 - ;)
fix1/2(t) P (]Am] — fic12(0) P jA—x] ;

o que implica em

Frp 0 @5 0) = Fimap @0 @] 1) = Frap (P (1) = fioap ()P (1)
Pelas propriedades dos polinomios de Legendre [16, pig. 164], tem-se
P(1)=1, Pf(-1)=(-1)"
Logo,
fis12 06 @510y0) = i p 09 @1 2) = fivao®) = (1) fiap®. - (38)
Utilizando (3.7) e (3.8), a Formulacao (3.3) pode ser reescrita como

Vi=1,....N e (=0,...,k:

L )2 0
<2£+1>a A:cj/f d G (@) de

(3.9)
o A A2 = (D fip®)] =0,
2041
w0 =5 — | uO(x)<P§”)(fC) da.
J J
Escrevendo (3.9) na forma matricial, isto é,
B, = D'L(D) = L(B)
B(0) = By,
em que
B=[Bi,...,By]T, com B; = [u”, ... u{"]T, (3.10)
D = diag(Dy,--- , Dy), em que D; € REFXEHD o (3.11)
Ax
Dy = [ e el (a) o = 22 ). (3.12)
D) = o [ Flun) Sl @) de = {frapl) — (D' Fp®). (313
Az, /i dz ™" Az; it/ = ’ '

L) = 2o [ ) el @) e = S {Fanalt) = (<1 )} (314)
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e
B(0) = [B(0)y, ..., B(0)x]", com B(0); = [u;(0)®, ... u;j(0)™]7", (3.15)

By = 22;1 /1 j (@) (z) da. (3.16)
Portanto, de (3.11) e (3.12) segue que a matriz D é diagonal. O

Note que os resultados apresentados na demonstracao do Lema 3.8 evidenciam que
apos ser realizada a discretizacao do espago é possivel escrever o Problema (3.1) como um

sistema de EDOs em termos dos graus de liberdade [16, pdg. 165], isto é:

d
&uh = Ly, (up), em (0,7

uh(t = 0) = UQp,

em que

d
&Uh = Bt, Lh(uh) = L(B),uh(t = O) = B(O) € Ugp — Bo.

Observacgao 3.9. Perceba que o operador Lj,(uy,) ¢ uma aproximagao do termo —0d, f(u)

fornecida pela discretizacdo DG da componente espacial.

Observacao 3.10. Escolhendo uma base local diferente, a matriz de massa pode deixar
de ser diagonal, mas mantera a ordem k + 1. Além disso, ao inverté-la, sempre é possivel
escrever as equagoes para os graus de liberdade da solugao aproximada wu;, como um

sistema de EDOs, assim como apresentado acima [16, pag. 165].

3.1.3 Analise da estabilidade e convergéncia: caso linear

Nesta se¢ao serd demonstrada uma propriedade de estabilidade e serao apresenta-
dos alguns teoremas de convergéncia para o caso linear, isto é, quando a funcao de fluxo

é dada por f(u) = au, com « constante.

Observacgao 3.11. No caso linear todos os fluxos numéricos exibidos no Exemplo 3.7

coincidem [16, pag. 165]. Mais que isso, sdo dados por:

(a—i—b)—'?(b—a). (3.17)

- «

a,b) =

flab) =5
Pela Observagao 3.11 para mostrar a estabilidade do método basta verificar o

caso em que o fluxo numérico é dado como em (3.17). O préximo resultado estabelece

a estabilidade na norma L? em termos dos saltos da solucao aproximada u;, nos pontos

{xj41/2 };V:’Ol da partigao.
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Proposicao 3.12. (Estabilidade L* [16, pdg. 165]). Seja up a solucio da Formulagio
(3.3), com f(u) = au, a constante e com um fluro numérico f mondtono e consistente.

Sob tais condicoes, a desigualdade
Jun(T)1Z2(q) + Or(un) < [luollZ2(q)

€ valida, com

w)=lol [ > [0 120

Demonstra¢io. A demostragao desse resultado foi baseada nas ideias exibidas em [10,
pég. 13]. Feita esta consideragao, partindo de f(u) = au, pela primeira equacao de (3.3)

k
temos, em cada [;, para v, € Vy,

/1. Oyupvy, dx —/ auyOyvp, do + ﬂ+1/2(t)vh(x;+1/2) — fj,l/g(t)vh(x;_lﬂ) =0. (3.18)

I;

Tomando v, = uy, segue dos dois primeiros termos de (3.18) que

d (u? 1d
/I,- atuhuhdx:/@-dt <2h> dx:th/lj ui dx (3.19)
0 a
/Ij aupOyup dr = / 81‘( ) 2/ 5$ dx— 5 uy

Logo, substituindo os resultados de (3.19) e (3.20) em (3.18), obtém-se

(3.20)

I’

2dt I, ujp da — % [Ui(x;+1/2vt> - Ui(w;il/zj)}
+ fivro(Oun(wyyys0) = Fioapp(Oun(al ) = 0.
Realizando o somatério em j:
1d 9 @ A e

«
sl Ol + G0 ETa0) = faOuen )+ X 3 07D,

—fis1/2(t) [[uh(t)]]j+1/2} - %Ui(%_wuza t)+ fN+1/2(t)Uh($z_v+1/2>t) =0. (321

Assim, por (3.17) temos:

« _ |a| N

f]+1/2() 5[ n(Z541y2: 1) + un(z J+1/27t)} 9 [“h(ajﬂ/z?t) _uh(xj+l/27t)}
_“
2

(un (2710 t) + un (200 t)] — ’;"[[uh(t)]]jH/Q. (3.22)

Desta forma, fazendo algumas manipulagoes algébricas podemos escrever, a partir

de (3.22),

© [0 11y0 ~ Froao®) [n 10 = o O G =L N1 (329
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Aqui o fluxo numérico é definido nos extremos do dominio, isto é, em x1/2 € Tn41/2, por:

f1/2(t) = fN+1/2(t) = f(uh(xj_\f-&-l/%t)’ uh(xf/z,t)),
isso devido a hipotese de as condi¢des de contorno serem periddicas.
Como, por hipdtese, a condi¢ao de contorno é peridédica, segue
S0 t) = Fria(Oun (a0 8) — 2 (X5 190 E) + P2 (B un(@y sy 0 ) =
9 “h\T1/20 1/2\0)%h Ly 2 9 “hATN+1/27 NA1/2\EJUh\ P Ny1/29
! a1 - (3:21)
Desta forma, obtém-se, de (3.21), (3.23) e (3.24),

d
e Ollz2e) + Z ol [un(®)]1/2 = O-

Logo, integrando em ¢ de 0 a 7',

1 1 |a|
SMun (D) a5 4 (0) 220y Z [ Ot =0
Portanto,
() (e + O (un) = Nun () 30y = llwoll22(o
com
N-1 .1 )
=lal X [ [un(®)], 0,
=0
0 que encerra a demonstragao. O

A Proposicao 3.12 garante ainda que |lus(T)||72(0) < lluoll72(q), pois Op(uy) > 0.

Os resultados a seguir estabelecem controles sobre os erros na aproximacao da

solucao exata u.

Teorema 3.13. Sejam w, € Vi a solugio da Formulagio (3.3), com f(u) = au, «
constante e f um fluro numérico mondtono e consistente. Além disso, suponha que a

condigao inicial ug pertenga a HkH(Q). Entao temos
HU(T) B uh<T)||L2(Q) < C|U0|Hk+1(9)(Am>k+l/2’

em que C' depende apenas de k, |a| e T.

Demonstragcio. O Teorema 3.13 é um caso particular de um resultado demonstrado em

[41]. Para uma prova detalhada desse caso especifico veja [16, pag. 193]. O
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Teorema 3.14. Sejam w, € V5 a solugio da Formulagio (3.3), com f(u) = au, a
constante e f um fluro numérico mondtono e consistente. Além disso, suponha que a

condigio inicial uy pertenca a H*2(Q). Entdo temos
[(T) = un(T)| 2 () < Cluo| 2oy (Ax)**,
em que C' depende apenas de k, |a| e T

Demonstracao. O Teorema 3.14 é uma simplificacdo de um resultado mais amplo provado

em [45]. Uma demonstracao desse caso particular é apresentada em [16, pag. 197]. O

Em sintese, os Teoremas 3.13 e 3.14 estabelecem critérios para a convergéncia
do método, visto que fazendo Ax tender a zero, isto é, refinando a particdo, a solucgao

aproximada uy, se aproxima cada vez mais da solucao exata wu.

A partir dos resultados desta secao é possivel concluir que a discretizagao do espago
pelo método de Galerkin Descontinuo, sob certas hipdteses nas condicoes iniciais, resulta
em um esquema estavel e convergente de ordem k£ + 1, pelo menos para o caso linear.
Sendo assim, ¢ natural a investigacao das mesmas propriedades para o caso nao linear.
Com esse pensamento, a proxima subsecao é totalmente dedicada a analise da estabilidade

do método para o caso em que a funcao de fluxo f é nao-linear.

3.1.4 Analise da estabilidade e convergéncia: caso nao-linear

Assim como feito na Secao 3.1.3, nesta secao serao apresentados alguns resultados
de estabilidade e convergéncia do método DG, porém, para o caso nao-linear. Mostraremos
a prova de um teorema que garante uma condi¢do de entropia como (2.12) e, a partir
dela, a estabilidade na norma L?. Além disso, exporemos resultados que garantem a
convergéncia do método escrevendo um problema parabdlico associado a (3.1), usando
argumentos semelhantes aos feitos na Secao 2.2.3, e mostrando que a sua solugao coincide
com a solugao entrépica do Problema (3.1). Para tais investigagoes, serao utilizados os

conceitos de solugao entrépica e desigualdade de entropia apresentados no Capitulo 2.

Teorema 3.15 (Estabilidade L?). Sejam uy, a solugio da Formulagio (3.3) e f um fluzo
numérico mondtono e consistente. Entdo o esquema DG é estdvel na norma L*(S2), no

sequinte sentido:
[un (Tl 220y < Nun(0)]l 2q -

Para a prova do Teorema 3.15 sera utilizada uma desigualdade de entropia celular
apresentada na forma de teorema, logo abaixo. Tal teorema foi baseado em [40] e garante

que a solucao aproximada uy, é a solucao fraca fisicamente relevante, pois satisfaz uma
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condicao de entropia do tipo:

ou OF

E(Uh) + I

em que a fungdo convexa U é dada por:

com fluxo de entropia correspondente:

Fun)(e.)= [ pus)as

o que implica em

Flun)a, 1) = unlar 0 (un 1) — [ p(5) s

Teorema 3.16 (Desigualdade de entropia celular). Sejam w;, a solu¢io da Formulagao
(3.3) e f um fluzo numérico mondtono e consistente. Sob estas condigoes, uy satisfaz a

sequinte desigualdade de entropia em I;, para j =1,...,N et € (0,T):
d
G U de+ Fruajat) = Fioapt) <0,
com a fungdao de entropia dada por:
U(up) = 2 (3.25)

e fluxo de entropia correspondente:

Uh (m;il/Q it)

Fiz1(t) = fj:ﬁ:l/?(t)uh(x;il/wt) - / f(s)ds.

0

Demonstracio. A demostracao exibida neste trabalho foi substancialmente baseada nas
ideias apresentadas em [40]. Feita esta ressalva, pela primeira equagao de (3.3), fazendo

vy, = Uy, temos, em cada I;,

/1 Oy da — / Fun)oun dz + frapp(O)un(y, ) — Frorpyun(zty ) = 0. (3.26)

I

Do primeiro termo de (3.26), usando a regra da cadeia, segue

2

d [uj d
/Ij Opupuy, dao = /Ij T <2> dr = T /Ij U (up) de. (3.27)

Defina F = F(uy,) como:

P = [" fs)as = Flun) = ) (3.28)
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Agora, a partir do segundo termo de (3.26) e por (3.28)
_ /Ij f(up)0pup de = — /Ij f’(uh)axuh dr = —f(uh(x;+1/2,t)) + f(uh(a:jtlﬁ,t)). (3.29)
Logo, por (3.27) e (3.29) pode-se escrever (3.26) como
C(].it/l Ulun) dz — Fup(z7,, 90 1) + Fun(z]_ 5,1))
J T Fyr o Oun (@500 t) = Froajo(un(aly ) = 0.

Somando e subtraindo ﬂ,l/g(t)uh(:v;_lm, t)+ f"(uh(a:j_ﬂ/z, t)),

d ) ) _ . )
& /[ Z/{(Uh) dx + fj+1/2(t)Uh(fIfj+1/2, t) — f(uh($j+1/2, t)) — fjfl/g(t)uh(flfj_l/m t)

+ ﬁ(uh(xj_—l/wt)) - ]t—(Uh(%——l/w t) + fj—l/2(t)uh<x;—1/2a t)
+ Flun(@]y jp.t) = fimip(Bun(z]_ 1) = 0.

Sendo assim, pode-se reescrever (3.26) como
d
o /1 U(up) dz + Fyy1jo — Fjoijo + 012 = 0, (3.30)
i
em que
Fitij2 = ,]Z;‘:I:1/2(t)uh((l};i1/2,t) — f(uh(xj_ﬂ/2,t)), j=1,...,N.

@j—1/2 = _'F(uh<xj_71/2)7t) + fj—l/Q(t>uh(xj_f1/27t)
+ ‘F(uh('x;_—l/z)7 t) - fjfl/2(t)uh(x;_—1/27 t)? ] = 17 s 7N'

Para simplificar a notacao, considere u,, = up,(z]_, jar ) € wy, = up(x;_y 9, t). Sendo

assim, para o caso em que u} > u;, ©,_; /2 pode ser expressado como

Oj_1y2 = F(uf) — Fluy) + fim1p(uy — fiorj2(t)ug

ul R

= [ 7 f(s)ds = Flug i) (i — i)
. i

=/ f(s,s)ds—/i f(u,;,uﬁ)ds
Z+ h+
h h

= f(svs)ds_/zi f(ulzvs)ds
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Logo, pela monotonicidade do fluxo numérico

F(s) = Fs.8) = fluy,8) 2 flup,uif), Vs €y, ui].

Desta forma, ©;_1/, > 0, visto que f(uh,uh) —f(ug,uh) >0e f(u,:,uh) f(uh,uh) 0.

O caso em que u; < uj, segue de maneira andloga.

Portanto, de (3.30) segue que

d
at /IU(Uh) dx —I—.Fj_H/g(t) — ‘F}_I/Q(t) <0

e a demonstragao é concluida. O

Com o resultado do Teorema 3.16 apresentamos uma prova para o Teorema 3.15,

também baseada nas ideias apresentadas em [40].

Demonstra¢io. (Teorema 3.15):

A partir da desigualdade de entropia dada pelo Teorema 3.16, realizando o soma-

torio em j, de 1 até N, tem-se

Zlc?t/f.u(“h) de+ 3 [Fiaapalt) = Fioapa(t)] <0,

Entao, como os fluxos se anulam em x5, j = 1,..., N —1 e pela definicao de U (3.25),
obtém-se

ilﬂ wde+ F (t) — Fipa(t) <0
2 oadt /i, h N+1/2 1/2(t) = U.

Além disso, como por hipodtese a condicao de contorno é periddica, pode-se definir

Fuja(t) = Favrja(t) = Frrajo(un(Ty o0 ), un (w5 1))-
Assim,

1d X ) 1d ,
pi 2 [, A0 = Sl <0 (3.31)
1= J

Integrando (3.31) em t de 0 a T,
1 2 1 2
§Huh(T)||L2(Q) - §||Uh(0)||L2(Q) < 0.
Portanto, segue que
2 2
[un(T)22¢0) < Nlun(0)]72(q) -
Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da equagao
lun (D)l 20y < Nun(0) 120 -

como queriamos demonstrar. O
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3.1.4.1  Problema parabdlico associado

A convergéncia do esquema (3.3) serd garantida considerando um problema para-
bélico associado a (3.1). A forma como tal problema encontra-se escrito neste trabalho
pode ser encontrada em [38] e sua construgao consiste basicamente na inser¢ao de um

termo difusivo na primeira equagao de (3.1).

Definigao 3.17. Damos o nome de problema parabélico associado ao Problema (3.1) ou

simplesmente problema associado ao seguinte problema:

Encontrar w : Q x (0,T) — R suficientemente regular, tal que

0 0 0 0
(@) + 5 fw(e,t) = o (V(w(%t))aﬂ(%ﬂ) ,em 2x(0,T), (339
w(z,0) = up(x), Ve,

com condigoes de contorno periodicas,

em que a fungdo v é estritamente positiva.
Antes de iniciarmos a andlise, baseado em [17], apresentamos algumas definigdes
que serao uteis para o estudo desenvolvido na sequéncia.

Definigao 3.18 (Espagos BV). Chamamos de espago de varia¢io limitada ou em inglés

Bounded Variation (BV), o seguinte espago:
BV(Q) = {w € L'(Q) | |wlsy < oo}

em que
lw|p, = sup /wdv dz.
vecge(e) Ja  dw
ol poo (y=1

A seminorma |w|y(q) define a variagdo total (caso continuo) da fungdo w. De uma
maneira bastante parecida podemos definir a variagao total para fun¢oes pertencentes aos
espacos Vy. Para isso, exibimos uma definicio que serd ttil a simplificacdo de algumas

notagoes na sequeéncia.

Definicao 3.19 (Operadores de diferencas). Dada uma fungao ¢ arbitraria, denote ¢; =
¢;(t) = ¢(x;,t) e defina:
Aty = ¢ji1 — @5,
A_¢j = ¢j — dj-1-
Definigao 3.20 (Variagao total). Seja 7, a particao de €2 dada pela Defini¢ao 3.2. Con-
siderando que as condi¢oes de contorno sao periddicas,
G+ns J <0

Cj—N7 j>N

G =
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para (; = u; = u;(t), t € (0,7). A variagio total de uj, = uy(t), denotada por TV (uy) do

inglés total variation, é definida como
N N
TV (un) = lunlrvie) = D lujm —usl =D |Auyl.
j=1 j=1

O conceito de variagao total, principalmente a versao discreta, é frequentemente

usado no contexto de resolu¢oes numéricas de EDPs [37].

Dividimos a andlise em duas situagoes: primeiro para o problema continuo e depois
para a forma discreta (restringindo-nos ao caso em que as fungoes de base locais sdo
constantes por partes, ou seja, pertencem a Vy). Além disso, serdo utilizados conceitos
de par entropia e solugao entrépica definidos no Capitulo 2. O objetivo é mostrar que a
solugdo do Problema (3.32), w(z,t), converge para a solugao entrépica u(z, t) do Problema

(3.1) quando o termo difusivo do problema associado, (v(w(z,t))w,(x,t)),, tende a zero.

3.1.4.2 Caso continuo

A ferramenta utilizada para mostrar que a solugdo do Problema (3.32) converge
para a solugdo do Problema (3.1) quando v tende a zero foi um resultado apresentado
em [43]. Para o seu uso deve existir uma condigdo de entropia para o Problema (3.32)
(ver Secdo 2.2.3) e uma limitacdo uniforme para w, na norma L', isto é, |wallpr@y <
(o) Il 1y V ¢ € (0,T). Os proximos dois teoremas tém como objetivo mostrar que

tais exigéncias sao satisfeitas.

Teorema 3.21 (Condicao de entropia para w). A solugio w do Problema (3.32) satisfaz

a condi¢do de entropia de Kruzkov vista na Definicio 2.18 quando v — 0, isto é€,

2 el + 3 (sign(w — ¢)(f(w) ~ £())) <0

ou equivalentemente
Uw =)+ Flw,e), <0 em Qx(0,7),
em que

Uw) = |w—c| e Flu)=sign(u—c)(f(u) = f(c)).

Demonstragio. A prova deste resultado segue de maneira andloga ao feito em (2.9)-(2.12)
substituindo o termo difusivo de (2.8) pelo de (3.32) e considerando a funcao de entropia

como U(w) = |w — ¢| (fungdo entrépica de Kruzkov) e o fluxo de entropia associado. [

Teorema 3.22 (Limitacdo uniforme). Seja w € WHH(Q) N W>2(Q) N BV () a solugdo

do Problema (3.32). A derivada w, cumpre a sequinte limitagdo uniforme:

lwall 1) < M1(w0)ellprqy . V€ (0,T),
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Demonstracao. Para demonstrar este resultado a estratégia serda multiplicar a primeira
equagao do problema (3.32) pela fungao —(U'(w,))., em que U(-) é a fungao entropica de

Kruzkov e integrar em {2, ou seja,
/Q — U (w,)), wy d + /Q — (U (w,))o f (W), dz = /Q — (U () (v (w)w,), da.
Tais ideias foram apresentadas em [16, pag. 167].

Utilizando a hipdtese de a condi¢ao de contorno ser periddica, podemos usar inte-

gragao por partes para escrever
/Q U (w0, )y dz — /Q (U (w0,))of (W) dz = — /Q (U (w02))a (v(w)w,), d. (3.33)

Como U(-) é a fungao entrépica de Kruzkov, o primeiro termo de (3.33) pode ser
escrito como

U (wy)wee dz = | (U(wy))dz = %(wx) de = g|wac| dz.
Q Q o dt odt

Usando a regra da cadeia no segundo termo de (3.33) segue

/Q (U (w,))o f(w), do = /Q U (w3 wye f (W) da. (3.34)

Por definicao U" é a “fun¢ao” § de Dirac. Sendo assim, a expressao dada por (3.34), para

w, nao identicamente nula, resulta em:
/ U (w) W f1(W)w, dz =0, se w, # 0, pois, U" (w,) = 0. (3.35)
Q
Do contrario, isto é, para w, = 0 é imediato que

/QU"(wx)wmf'(w)wm dz = 0. (3.36)

Novamente pela regra da cadeia e também pela diferenciacao do produto de fun-

¢oes, a partir do terceiro termo de (3.33) tem-se
/Q (U (0,))a (v (w)w,), dz = /Q U" (103 )W (V (w0) (103)? + (w0 )013) dz
— [ U et/ () ()
+ [ W wa)v(w)(w,.) da.
Pelos mesmos argumentos utilizados em (3.35) e (3.36),
U e () w,) do = 0.

Logo, (3.33) pode ser escrita como

/Q is'"‘““'" dr =~ /QZ/"’(woc)V(w(wm)2 dz

d 1!
]l = —/Qu (w0, )0(@) (wae)? .
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Sendo assim, como a fun¢ao U é convexa, e v(w) > 0, tem-se

—/QZ/{”(wx)u(x)(wm)Q dz <0.

Entao,

d

Integrando em (0, t), segue que
[wall L1 @) < [(wo)ellLr(@) = Huo)allLr(), V€ (0,T).

Portanto, o resultado é verificado. O

Quando a funcao ug tem descontinuidades, o mesmo resultado do Teorema 3.22
¢ obtido, desde que |[|(uo)|[z1() seja substituido por |ug|sy (q); estas duas quantidades

coincidem se ug apresenta mais regularidade, por exemplo, ug € W(Q) [16, pag. 167)].

Os Teoremas 3.21 e 3.22, juntos a Definicao 3.18 garantem a estimativa de erro

obtida em [43], que encontra-se escrita na forma de teorema, logo abaixo.

Teorema 3.23. Sejam u(t) = u(-,t) e w(t) = w(-,t) solugoes dos Problemas (3.1) e
(3.32), respectivamente, ambas pertencentes a BV (), com t € [0,T]. Se ug € BV(Q),

entdo vale a sequinte estimativa:

[u(T) = w(T)|[L1@) < Cluolgy o)y 8TV |-

em que C' € uma constante positiva e

V[l = sup D(u(z™, ), u(z™,1)),

te[0,T)
zeQ
com
_ 1 s d
v(r,s) = v(c)de.
() = — [ w0
Demonstra¢io. Uma demonstragio para este teorema pode ser encontrada em [43]. [

3.1.4.3 Caso discreto

Para realizar uma analise baseada no caso continuo, serd utilizado o fluxo numérico
de Engquist-Osher empregado no caso mais simples do método DG, ou seja, o que usa
uma solucao aproximada por polindmios constantes por partes. Tal caso ¢ obtido quando

k = 0 na Formulagao (3.9) vista na demonstracao do Teorema (3.8), isto &,

Vji=1,...,N:
O + { fwj,ujin) = Flusa,u5) } /Aay =0, (3.37)
1
(0) = dx.
u;(0) Az, /Ij up(z) de
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Observacgao 3.24. Por simplicidade de notagao, suprimimos o indice (0).

Teorema 3.25 (Condicao de entropia celular). A solugio w;(t), V¢t € (0,T) e j =
1,..., N do problema (3.37) com f = fEO satisfaz uma condicdo de entropia do tipo:

O (uj — ) +{F (uj, ujia;¢) — Flujor,uy50) 1/ Axy <0,
em que U € a fungdo entropica de Kruzkov vista na Defini¢io 2.18 e
Fla,b;c) = F(a,c) + F (b, c) /f p)U' (p—c) dp—l—/fJr WU (p— c)dp.
com

Fa,d) = [ FH o (=) dp

a b
fH(@) = [ max(f(s),00ds e f(b) = [ min(f(s),0)ds.
0 0
Demonstra¢io. A demonstragao deste teorema é baseada nas ideias apresentadas em |16,
pag. 168].

Multiplicando a equagao (3.37) por U'(u; — ¢), em que U(-) denota a func¢ao en-

tropica de Kruzkov, assim como foi feito no caso continuo, obtém-se
DU (uj — ) + U (uy — {f (wy, wy51) — Fluj1,u5)}/ Az =0
ou ainda,
U (u; — ) +U'(u; — ){f(uj, wjr) — fluj_1,u;)}/Ax; = 0. (3.38)
Reescreveremos o fluxo numérico de Engquist-Osher da seguinte forma:

FE9(a,b) = fT(a) + f(b).

Note que esta sendo considerada uma normalizacao de f de modo a tornar f(0) = 0. Para

mais detalhes a respeito deste argumento, ver [50].

Assim, pode-se reescrever (3.38) como
O (uj = ¢) + U (uj — &) {f(ug) + F(ujen) = F(ujo0) = £ (uy)} /Az; = 0
OU(u; — ) + U (u; — ) { £ (uy) = fH(u-) } /A
+ U (uj = &) {F (uj1) = £~ (uy)} /Az; =0 (3.39)

e, entao, definir

STy =U'(uj — ){fT(uy) — fT(uj)} +U (uj — ){f (wjn) — f(uj)}
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Usando a identidade dada em [16, pag. 168]:

Wla—o)(f*(@) ~ F*0) = FHa,0) = F*0,0) + [ (F0) — F)U"(p— ) dp

com
Fa,d)= [ FH o (=) dp,
obtém-se
STy = FH(uj,e) = F* (w0 + [ (o) = H0)U (o = ) dp
# F (ugs0,0) = F (g0 = [ (i) = £ (0D (0 — ) dp
= F(uj,uji1;¢) — Fluj-1,u5;¢) + Oiss j
em que

Fla,b;c) = F(a,c) + F (b, c),
Ouisns = [ (FHuz) = £ (U (p — 2) dp

7

— [T ) = £ U (o= ) dp,

uj
Sendo assim, podemos escrever (3.39) como:

OU(uj — ¢) + {F (uj, uj1;¢) — F(ujo1,uj5¢) }/Azj + Ogiss i/ Azy = 0.

Como por hipétese U"(-) > 0 (convexidade da fungao U(-)) e pela definigao do
fluxo de Engquist-Osher f* é nao-decrescente e f~ ¢é ndo-crescente segue que Ogiss,j = 0

e, portanto, a desigualdade de entropia é satisfeita, isto é,

O (u; — c) + {F (uj, ujy1;c) — F(uj_1,uj;¢)}/Az; < 0.

[
Teorema 3.26. Seja uy(-,t) € V), t € (0,T), a fungio definida por
N 1, zel,
un(a,t) =Y _ui(t)xr, (x), com xi(x) = '
j=1 0, =&l
em que u;(t) ¢ a solugio da Formulagio (3.37), com fluzo numérico f = fF° e Xz - —

R a fungdo caracteristica sobre I;. Sob estas condigoes, uy(t) cumpre a sequinte limitagao

uniforme:

‘Uh(t)|TV(Q) < |U0|TV(Q), Vite (0,7).
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Demonstracao. Para exibir uma prova deste resultado, a partir das ideias apresentadas
em [16, pdg. 169], serd usado o mesmo argumento do caso continuo de multiplicar a
primeira equacao de (3.37) pela fungao —(U'(u,)),. Porém, de maneira aproximada (forma

discreta), ou seja, em cada I;,

1 Uig1 — U Ui
—(U'(ug))e ® D = ——— U Wﬂ) u’(“)}, 3.40
R L & v o (3.40)
em que Azjyi/5 = (Az; + Azjiq)/2. Com isso a seguinte expressao é obtida:
du,; n .
DJ dt] + D {f(Uj, Uj+1) — f(Uj_l, uj)} /ACL’J = 0. (341)

Multiplicando (3.41) por Az;, tem-se
de - -
Dijjg + Dj {f(uj, uj+1) - f('LLjfl, Uj)} =0. (342)
Substituindo (3.40) no primeiro termo da equacao (3.42)
du; 1 Ujr1 — Uy Uj — Uj_ du;
DApi—d — = [ DL T [T WA T
72 dt AZE] {U < AZL’jJrl/Q u AIj,l/Q i dt
Uj1 — Uy Uj — Uj— du;
_ —Z/{/ j+1 j>+ul< J j 1)}]'
{ ( ALjii/y Azj-1yp ) ) dt
Como, por defini¢do, U'(-) = sign(-), segue que U'(a/b) = sign(a/b) = sign(a) = U'(a),
desde que b > 0. Logo,

U U du;
) )
{ ( Azji1) Azj1 dt

=[-U (wjs1 — uy) +ul( — uj1)] dy

dt
Desta forma, realizando a soma em j de 1 até N e usando a hipotese de as condig¢oes

de contorno serem periddicas,
S () e ()
Al']+1/2 Al’j_l/g dt

du du du du
U'(uz = ) (dt - dtl> FU (g = o) (dt - dt) +

ety ) (=

Logo, pela regra da cadeia e pela definigao da fungao U(-),

N N
(T g (e L s

Z{ “ < Azji1y2 ) +LI ( Az 1y >} at - jz:l dtumﬁl )

J=1
= ZN (;i w1 — uyl .
o dt



40

Assim, de (3.42),

N N
d ~ A
> a uj1 —usl + ) Dj {f(uj7uj+1) - f(uj—buj)} =0,
) )
ou ainda,
d al ; ;
qplunlrviey + > D {f(uj, wjr1) = fuj-1, Uj)} =0, (3.43)
=1
em que

N
lunlrvie) = D [ujer — uy).
j=1

Para completar a demonstracao, o segundo termo de (3.43) necessariamente deve

ser nao-negativo. Sendo assim, note que
D; { Fluouja) = Flusonug) ) =Dy {F () + £ (i) = FH(wjo0) = £ (uy)
=D {fH(wy) = £ (ujon) + £ (ui) = £~ (uy)}
=Di{f"(uy) = [T (uj-1)}
+ Di{f (wjr1) — [ (uy)}
>0,
pelas definigoes de D, f*e —f.
Portanto, conclui-se que
[un|rvi) < [un(0)|rvi) < [uolrvie).
]

A partir deste resultado a estimativa de erro, apresentada em [43], pode ser com-

provada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.27. Sejam uy(t) = up(-,t) € V¥ e u(t) = u(-,t) € BV(Q) as solugoes
aprovimada e exata do Problema (3.1), respectivamente, t € [0,T]. Se u,(0) € VF,
uy € BV () e Ax for o mesmo da Defini¢ao 3.2, entao

[u(T) = un(T) |21 < lluo — un(0)[| 21 ) + Cluo| v ) VT Ax.

Demonstra¢io. Uma prova para este resultado pode ser vista em [43]. O]
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3.2 DISCRETIZACAO DO TEMPO

Comecamos esta se¢ao relembrando que com a discretizacao do espaco, consegui-

mos escrever o Formulagdo (3.3) em um sistema de EDOs, dado por:

d
—up = Ly, (up, t), com te (0,7
S = Ln (1) 0.7) "

Uh(t = 0) = U,

em que, a partir das definigoes apresentadas em (3.10)-(3.16),

d
&uh = Bt, Lh(uh) = L(B),uh(t = O) = B(O) € Upp — BO-

Um método bastante usado para resolver sistemas de EDOs é o Runge-Kutta (RK).
Neste trabalho, seguindo as ideias de [16], vamos considerar esquemas deste tipo. Para
apresentar o método RK que iremos trabalhar, serd considerada a particao {t"} , do
intervalo [0, 7] e passos definidos por A" = ¢"™' —¢" paran =0,..., M — 1. Além das
definicoes de estabilidade forte' e esquemas TVD.

Defini¢ao 3.28. (Estabilidade forte [35]). Dizemos que uma sequéncia y" é fortemente
estdvel em uma dada norma || - || se [|y" || < ||y"], ¥V n. Uma defini¢io andloga pode ser

apresentada se substituirmos a norma || - || por uma semi-norma | - |.

Exemplo 3.29. Por definicao, no método de “Euler Avancado” ou “Euler Explicito” a

estabilidade forte é determinada por:
[t = Nl + ALy (@)l < gl Vne 0, M —1}.

Definicao 3.30. Dadas uma discretizagao do espago como a da Defini¢ao 3.2 e do tempo
como a definida acima, dizemos que, para todos j = 1,...,.Nen =0,...,M — 1 um

n

! n+1 Z un+1

- n . n n ~
esquema preserva monotonicidade, se uj, ,; > u (equiv. Uiy < uj), entao wu; J

(equiv. ulf <wulth).
Defini¢ao 3.31. Dizemos que um esquema ¢ TVD (Total Variation Diminishing) se
TV (u") < TV (u™).

O método Runge-Kutta utilizado neste trabalho serd o SSP-RK? explicito, abrevi-

agao de Strong Stability Preserving Runge-Kutta, que foi introduzido em [33]. Em [37] foi
1

A nocao de estabilidade forte usada neste trabalho baseia-se em [35] e refere-se ao fato de
que nao hd crescimento temporal, ou seja, ||u;‘+1|| < JJup]|, em oposi¢do & nogao geral de
estabilidade, que permite um crescimento temporal limitado, |[u}| < a|/uy|, em que a é
uma constante arbitraria, possivelmente a > 1.

Os métodos SSP-RK originalmente eram chamados de Total Variation Diminishing Runge-
Kutta (TVD-RK), como pode ser visto em [33]. Contudo, mais tarde tais métodos passaram
a ser tratados como SSP-RK, por exemplo, em [35]. Essa mudanca esté ligada ao fato de os
esquemas TVD-RK possuirem a propriedade de Preservagao de Estabilidade Forte (termo
do inglés Strong Stability Preserving — SSP), como afirma [35].
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mostrado que esquemas mondtonos sao TVD, ver Definigao 3.5. Mais detalhes a respeito

deste método podem ser encontrados nos trabalhos [44] e [32].

3.2.1 Algoritmo SSP Runge-Kutta

O algoritmo do método Runge-Kutta que utilizaremos foi desenvolvido a partir das
ideias apresentadas em [16, pdg. 172] e [35]. Antes de apresentd-lo chamamos atengao
para uma questao relevante que diz respeito a estabilidade. Para problemas com solu-
¢oes suaves, geralmente uma andlise de estabilidade linear é adequada, enquanto, para
problemas com solugdes descontinuas é necessaria uma medida mais forte de estabilidade
[35]. A ideia é supor que a discretizacao do tempo pelo método de Euler Explicito de
primeira ordem seja fortemente estavel sob uma certa norma quando o intervalo de tempo
¢ adequadamente restrito e, em seguida, tentar encontrar uma discretizacao de tempo de
ordem superior (RK) que mantém a estabilidade forte pela mesma norma, talvez sob uma
restricio de tempo diferente [35]. Neste sentido alguns pardmetros necessirios a cons-
trucao de tais métodos sao apresentados na Tabela 1. Eles encontram-se distribuidos no
formato das Tabelas de Butcher [9].

Tabela 1 — Parametros para método SSP-RK até ordem 3 [16, pag. 171].

’ Parametros de discretizacao Runge-Kutta ‘

Ordem D) Bil
1 1 1
2 1 1
1/2 1/2 0 1/2
1 1
3 3/4 1/4 0 1/4
/3 0 2/3 10 0 2/3

Perceba que na Tabela 1, ay, By > 0 e max{f3;/a;} = 1. Essa escolha garante a
propriedade de estabilidade forte [16, pag. 171]. Mais detalhes acerca desta afirmativa

serao abordados mais adiante.

Os métodos SSP-RK sao particularmente interessantes, pois garantem a manu-
tengao das propriedades de estabilidade nao-linear obtidas pela discretizagdo da compo-
nente espacial; em outras palavras, eles nao “estragam” o tratamento dado pela semi-

discretizacao realizada em um primeiro estagio.

O Algoritmo 1 descreve a aplicagdo do método SSP-RK ao Problema 3.44.

3.2.2 Andlise da estabilidade

Para desenvolvermos uma analise da estabilidade carecemos de algumas defini¢oes.
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Algoritmo 1: METODO SSP-RK
Entrada: uop, oy, Bu, L(+), M, k, At
Saida: {u}},

1 inicio
2 uy  ugp
3 paran=20,...,M — 1 faga
4 u,(lo) — uy
5 parai=1,...,x faca
6 ( )0
7 paral:O .,1—1 faca
; uf? o +@ AL, ()
Qi
9 u — W+ ™
10 fim
11 fim
12 up ugf)
13 fim
14 fim

Defini¢ao 3.32. (Condi¢ao CFL). O nimero Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) ou
Courant é um limitante superior para o passo em um esquema numérico estavel [26]%.

Denotaremos esse nimero por Capy, € apresentamos a Condi¢do CFL como:

At
AL < Ccrr, com 7= mgx\f’(u)].
Definigao 3.33. (Condicio CFL Modificada). Chamaremos de Condi¢ao CFL Modifi-

cada a seguinte desigualdade:

Az o
Atp < cAt = At, < ==Cepr, c= mllnﬁ—l
Ui v il

em que Atg indica um novo tamanho do passo no tempo e ¢ é uma constante positiva.

Pela Tabela 1 todos os valores de «y; e [; s@o nao negativos com a soma dos
ay’s igual a um. Essa escolha nao é por acaso, ela implica em uma resultado apresen-
tado em [16, pag. 172] que garante a estabilidade forte do método SSP-RK. Antes de
enuncié-lo perceba que os estdgios intermedidrios u” dados pelo Algoritmo 1, equivalem

a combinacoes convexas do método de Euler Explicito, com At substituido por At,.

3 A Condicao CFL foi originalmente apresentada no artigo dos autores R. Courant, K. Frie-

drichs e H. Lewy, publicado na revista Mathematische Annalen no ano de 1928. Este artigo
foi republicado em 1967, com a permissao dos autores, em uma versao na lingua inglesa, que
é justamente a Referéncia [26], utilizada neste trabalho.
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Teorema 3.34. (Estabilidade [16, pdg. 172]). Seja uy, a solugao aproximada do Problema
(3.44) pelo método SSP-RK de k etapas dado no Algoritmo 1. Se a solugio obtida para o

mesmo problema adotando k =1 (Euler Explicito) com passo de tempo constante

0o := max | A" max{ S/},

0<n

onde At", oy e By sao os parametros utilizados no Algoritmo 1 para encontrar wy, for

fortemente estavel e os coeficientes ay; forem ndo negativos e satisfizerem

entdo o esquema numérico descrito no Algoritmo 1 é fortemente estdvel, isto €,
|Uh+1| < Jug|, Vn=0
e, ainda, possui uma propriedade de estabilidade dada por:

uhl < lupl,  Yn>0.

Demonstragio. As ideias para a demonstragao deste resultado foram obtidas de [16, pag.

172]. Sendo assim, provaremos primeiro uma desigualdade que serd de grande utilidade.

Do Algoritmo 1, tem-se

uh —Zazlwh , 1e{l,... Kk} (3.45)

Além disso, como por hipdtese «a; > 0, aplicando a funcao valor absoluto em ambos os

lados de (3.45) e usando a desigualdade triangular,

| < aulw®|, e {1,... K}
=0

Logo, pela estabilidade forte do método SSP-RK para um passo no tempo dado por oy,

]ul)]<lz;)ozl\uh\<ogl<ax W, ie{1,... k) (3.46)
Agora, usando indugao em 7 mostremos que |u§f)| < |u§10)| parai=0,...,K.

Para ¢ = 0 ¢ imediato que |u§:)| < |u§10)|.

Para ¢ = 1, de (3.46) obtém-se,

) (0)
< < X
|uh | gglaggluh = < e
Suponha, agora, que a desigualdade seja valida para i € {0,...,r},r < &, isto é,

up] < [ul]. (3.47)
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Entao, provemos que a desigualdade também é valida para ¢ = r + 1, ou seja,
) < ).

Para isso note que a partir da desigualdade (3.46) e da hipdtese de indugao (3.47),

(3.47)
(r+1) 0] ) _,,00
fup "] < max uy,| < max fuy”| = Juy .
Logo, |u§f)] < |u,(10)| é vélida para todo i =0,. .., k.
Portanto, usando este resultado e o Algoritmo 1,
)| < luf], Vi=0,...k,
<y VR0,
up ™ < Jugl, V>0

Portanto, por um simples processo de inducio seque que |u}| < |u}|, o que com-

pleta a demonstracao do teorema. H

O Teorema 3.34 é uma poderosa ferramenta de analise da propriedade de estabili-
dade dos métodos SSP-RK, pois ele nos permite determinar se um método de multiplos
estagios é estavel a partir da estabilidade do método de um tnico estagio (Euler Explicito)
[16, pag. 173]. Contudo, deve-se ter cuidado com a sua aplicagdo, por exemplo, para o
caso em que f(u) = au, [14] prova que, se as solu¢oes aproximadas sdo lineares por partes
(k = 1), o método SSP-RK de primeira ordem com um tnico passo (Euler Explicito) é
incondicionalmente instével na norma L?*(Q2) para qualquer tamanho da razao At/Az. Ja
em [24] foi provado que se considerado um esquema SSP-RK de segunda ordem com dois
passos, existe a propriedade de estabilidade, também, na norma L*(Q2), mas de forma

restrita a seguinte condi¢ao CFL:

At 1
— < C = —.
OCA:C = CrL 3

Este resultado evidencia que uma deducgao da estabilidade de forma completa, isto
é, para um método SSP-RK de qualquer ordem e com varios estagios, a partir de um

unico passo (Euler Explicito) nem sempre é possivel.

Em [16, pag. 173], Cockburn afirma que em suas experiéncias numéricas, quando
o polinémio de grau k£ é usado, um esquema SSP-RK de ordem k + 1 deve ser usado para
garantir a estabilidade. Mais ainda, nesse caso, a condicao CFL necessaria a estabilidade

na norma L*(Q) fica determinada por:

At .o 1
YAg S TOFE T or
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3.2.3 Anadlise da convergéncia

Esta secao tem por objetivo apresentar resultados que exploram o impacto da
discretizacao do tempo pelos esquemas SSP-RK nas propriedades de convergéncia do
método SSP-RKDG. Por simplicidade iremos tratar o caso mais simples que é o método
SSP-RK de primeira ordem com um passo. Iniciamos expondo alguns resultados que
comprovam a estabilidade e convergéncia para o caso em que as fungoes de base locais
sao polindémios constantes por partes (¢ = 0) e finalizamos exibindo algumas ideias que

podem ser utilizadas na andlise do caso geral.

3.2.3.1 Polinomios constantes por parte

Seguindo as ideias de [16, pdg. 174] usando o método SSP-RK de primeira ordem

com um passo (Euler Explicito) para o avango no tempo em (3.37) segue que:
Vi=1,...,Nen=0,..., M —1:
(™ — ) A+ { F g ) = Fugy,u)) | /Ay =0,

1
u;(0) = A—% /Ij uo(z) dz,

com o fluro numérico de Engquist-Osher.

(3.48)

Segundo os Teoremas 3.25 e 3.26, para provar a convergéncia do método deve-se
obter uma desigualdade de entropia e uma limitagdo uniforme para a variacao total de

up. Sendo assim, os dois resultados a seguir objetivam garantir essas duas condigoes.

Teorema 3.35. Considere U como a funcao entropica de Kruzkov e
Fla,b:c) = F*(a,¢) + F(b,e) /f (U (p — dp+/ FH (U (p — ) dp.
com
Flae)= [ (U (p =) dp
em que f* sio dadas pelo fluzo numérico de Engquist-Osher. Temos

U —¢) — Uuj — o)} /At + {F(uf,ulg;c) — F(uj_,uj;e)}/Axy + Oy /At = 0,

J J

em que

i (Fruiy) = FHp)U"(p—x)dp

n+1

diss;j = /n+1 pi(u}) = pi(p)U"(p — = dp+ /

A
+ Agf /u ) = S (= )
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mmozw—ﬁiuww—f<w»

Além disso, se a sequinte condi¢ao CFL for atendida

At

max
1<j<N Am

—|f <1, (3.49)

ent@o Ogissj > 0 e a sequinte desigualdade de entropia € vdlida:

{UW™ — o) —UW) — o)} A+ {F(u] ujir; ¢) — Fujor,ug;¢)}/ Az < 0.

J
Demonstra¢io. Uma prova deste resultado é apresentada em [20]. O

Observacao 3.36. Perceba que, se a condigdo CFL (3.49) for satisfeita, p; ¢ nao-

decrescente. Como f* e —f~ também sdo nao-decrescentes, Og;ss; > 0 [16, pag. 175].
Teorema 3.37. Seja

]_, JIE]J‘,

N
Z:Zﬂ X1, com xr.(x)=
= ’ 0, =&l

em que U € a solugdo de (3.48). Entdo

n+1 n n
‘“th ‘TV(Q) = |uklry(@) + O1v =0,

em que
v= ( 12— uj{:ﬁm) (pj+1/2 (u?+1> ~ Pj+1/2 (U”
1<j<N
At o, "
> ay U =) (1 (w) = 17 (150))
1<5<N 2
At n — n — n
= Xy @ =) (1 () = 1 ()
1<<N 2
e ) _ + At
=t () e pnto) = W)+ £ (W)
Além disso, suponha que seja satisfeita a sequinte condicao CFL:
| f1<1. (3.50)

max
1<nj<N Am]

Entao Oy, > 0 e teremos

\up v < |uolrvie)
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Demonstrag¢ao. Uma prova para esse resultado pode ser obtida procedendo com os mesmos

argumentos utilizados para demonstrar o Teorema 3.26. [

Portanto, a partir dos Teoremas 3.35 e 3.37 a seguinte estimativa de erro, apre-

sentada em [43], pode ser comprovada:

Teorema 3.38. Sejam uy(t) = up(-,t) € V¥ e u(t) = u(-,t) € BV(Q) as solugoes
aprozimada e exata do Problema (3.1), respectivamente, com t € [0,T]. Se uy(0) € Vy,
ug € BV(QQ), Ax for o mesmo da Definigao 3.2 e a condi¢io CFL (3.50) for atendida,

entao

[u(T) — uh(T)HLl(Q) < Jluo — Uh(O)HLI(Q) +C ’u0|TV(Q) TAz.
Demonstragio. Uma prova para este teorema é apresentada em [43]. 0

3.2.3.2  Caso geral: Aproximagao por polinomios de graus quaisquer

A andlise do caso geral é feita para as fungoes de base locais com polinémios
quebrados (P*(73)), com k > 0 qualquer. Nesta secdo iremos apenas apresentar algu-
mas ideias que podem ser usadas para a andlise da estabilidade. Para tal apresentacao,

carecemos de algumas defini¢oes.

Definigao 3.39. Seja uy(z,t) a solugdo do Problema (3.3). Definimos a média de uy(x,t)

no elemento /; por:

_ 1
u;(t) = Al']/l up(x,t) de.

J

Além disso, sera considerado

an(t) = {un(t) € Vi | an(®)l, = (1)}

<

Defini¢ao 3.40. A Total Variation in the Means (TVM) ou em portugués, variag¢ao total

nas médias de uy é definida por:
N-1
TVM(up) = ) [t — 14
j=1

Baseado na analise dos casos anteriores, para que a aproximacao obtida pelo mé-
todo RKDG para o Problema (3.44) seja estédvel no caso geral, uma desigualdade de
entropia celular e uma limitacdo uniforme da solucao discreta u; na seminorma da varia-
¢ao total devem ser satisfeitas. O que sera feito para verificar essas condigoes é reescrever
a Formulacao (3.3) de uma maneira conveniente e aplicar o Teorema 3.42. Para isso,

perceba que pela Defini¢ao 3.39,

A{L‘jl_bhljj = A(L‘jﬂj = z Up, dzx. (351)
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Desta forma, obtém-se

8uh

duj
— 3.52
1, Ot t ( )

d 3.51) d _
:dt/ljuhdx = &(iju]) Ax;— 1

Voltando a Formulagao (3.3), tomando v, = 1 e usando (3.52), podemos reescrevé-

la, em cada elemento, como:
Vi=1,...,N:

@, | (3.53)

dt {f( ]+1/27 ]+1/2> f( j 1/27 j— 1/2)}/A.’]Z]—0 te (07T>

Considerando uma discretizacao do tempo pelo método de Euler Explicito dada

por up ™ = ujl + 6Ly (u}) temos:

Vi=1,....,.Nen=0,... M —1:
) (3.54)
(ﬁ’;“—ﬂ;‘)/At+{ (). +1/27 ]+1/2) fuy U, 1/27 U, 1/2)}/A%—0

Observagao 3.41. Os termos u]iﬁ /2 denotam as fungoes uj[ﬂ /o 110 tempo n.

Teorema 3.42. Seja

N _ 1, xr &€ Ij,
up = Zu;-lx[j, com xr,(r) =
j=1 0, =&l

em que uj ¢ a solugdo de (3.54). Entdo

@y vy — g rvie) + O v =0,

em que
N
Orvu Z (UJ/“/2 J+1/2) <pﬂ+1/2<uh|lg+1) pj+1/2(uh|1j))
Jle .
+JZ::1 Az ( ~1/2 7 J,‘+1/2) (FT(ugia) = F (i 59))
N5 , o -
;ij ( J+1/2 T uj—1/2) (f7(ufyaye) = F7 (U] 1))
com
Uip1 — Uj
i,+1/2 =U’ (%)
e

) _ o
m Az, f+(um—1/2) + Ef (u;—1/2)'

J

|

pi+1/2(Un|r,) =
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Demonstracio. A prova deste resultado segue as ideias da demonstragao exibida para o
Teorema 3.26. [

A partir do Teorema 3.42, a ideia para mostrar desigualdade de entropia e uma
limitacao uniforme da solugao discreta u;, na variacao total é restringir-se a tarefa de estu-
dar sob quais condigoes a variacao total nas médias ndo aumenta para uma discretizacao
no tempo pelo método SSP-RK de primeira ordem. Para isso, a solucao discreta deve

atender (consulte [16, pag. 176] para obter mais detalhes):

sign(u;1 — ;) = sign(pj1/2(unlr ) = pjvrje(unln)), (3.55)
sign(t; — 1) = sign(uj, /o — Uj_y/9), (3.56)
sign (1 — ;) = sign(ujy,y — u) ). (3.57)

Nao existe garantia alguma de que a solugao numérica satisfaga as condigoes (3.55)-
(3.57). Portanto, é necessério aplicé-las por meio de um limitador de fluxo. Esse limitador
altera a solu¢do numérica de um elemento fazendo com que as condigoes (3.55)-(3.57)
sejam satisfeitas, preservando a média da soluc@ao no elemento e, sempre que possivel, a

precisao do método.

No préximo capitulo, seguindo as ideias apresentadas em [25], estudamos critérios
para que a incorporagao de um limitador de fluxo a Formulagao (3.54) satisfaca a propri-
edade de estabilidade via resultados de TVD, TVDM e/ou TVBM. Além disso, ele deve

cumprir as condigoes (3.55), (3.56) e (3.57) necessarias ao Teorema 3.42.
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4 ESTUDO DAS PROPRIEDADES TVD, TVDM E TVBM

O objetivo deste capitulo é estudar as propriedades TVD, TVDM e TVBM do
método SSP-RKDG apresentado no Capitulo 3. Sera considerado um limitador de fluxo
que foi apresentado em [25] e verificados os critérios para que ele satisfaca as condigdes
(3.55), (3.56) e (3.57) do Teorema 3.42. Nesta perspectiva serao usados o Lema de Harten

[28, 38] e as fung¢oes minmod e minmod modificada [25].

4.1 LIMITADOR DE FLUXO

Para solucoes que apresentam descontinuidades ou gradientes pronunciados, os
esquemas DG de alta ordem (k > 1) podem produzir solugao oscilatéria [10, pag. 33].
Este problema esta diretamente relacionado com o fendmeno de Gibbs [34] e a falta da
propriedade TVD. Uma solucdo numérica oscilatoria pode ter variacao total maior do
que a da condicao inicial [10, pdg. 33], causando a perda da estabilidade. Nos métodos
de volumes finitos, por exemplo, este problema é solucionado reduzindo a inclinacao da
solucao por meio da reconstrucao dos fluxos por fungodes limitadoras de inclinagao apro-
priadas, que os tornam esquemas TVD e, portanto, estaveis [10, pdg. 33]. Podem ser
utilizadas também técnicas de resolvedores Lagrangiano-Euleriano, como visto em [1] e
[2]. Sugerido as ideias propostas por [16] e [25], vamos considerar limitadores de fluxo
capazes de tornar os esquemas DG, com uma discretizacao no tempo por Euler Explicito,
TVD. Como o objetivo é usar uma discretizacao do tempo com um esquema SSP-RK, sera
suficiente verificar tal propriedade para uma discretizagao pelo método de Euler Explicito.
Os esquemas SSP-RK fornecerem automaticamente a propriedade TVD para versoes do
método SSP-RKDG de ordem superior [10, pag. 33].

O que seré feito é, a partir da Formulacao (3.54), considerar um limitador de fluxo.

Para isso, note que de (3.54),
Vi=1,....,Nen=0,... M —1:

(wf* - )/At+{ (PRI E fluy, W) g 1/2)}/A%_0

em que w?t! = u? + 6L, (u?). Assim, deve-se encontrar uma solucao proviséria w?! e
q h h n\Uyp, ) cao p h

(4.1)

utilizar um limitador de fluxo para corrigi-la, obtendo uma nova solugao, dada por:
n+1 AH ( n+1)' (42)

Definigao 4.1. Dizemos que o operador All,(-) é um limitador de fluzo.

Um limitador de fluxo “ideal”, segundo [16, pag. 177], deve satisfazer as seguintes

propriedades:
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(a) Manter a conservagao de massa elemento por elemento, isto é, se o limitador estiver

definido com (4.2), entao uj*' = wj™, j=1,...,N.

(b) Satisfazer as propriedades (3.55), (3.56) e (3.57). Esta condigao afirma que, se o

limitador for definido com (4.2), entao

[Wn| v i) < |Un]rvie),
para valores suficientemente pequenos de §, Teorema 3.42.

(¢) Nao prejudicar a precisao do método.

Uma explicagao do tltimo item é dada a seguir.

Observacao 4.2. Perceba que se a solugao u, é uma aproximacgao “muito boa” de uma
solugdo suave u na vizinhanga do um ponto g, ela se comporta (assintoticamente quando
Az vai a zero) como uma linha reta se u,(zg) # 0. Se xy é um extremos isolados de
u, entao ele se comporta como uma parabola fornecida w,,(zg) # 0. Agora, se uy é
uma linha reta, satisfaz trivialmente as condigoes (3.55) e (3.56). No entanto, se uy é
uma parabola, as condigdes (3.55) e (3.57) nem sempre sao satisfeitas. Isso mostra que
é impossivel construir o “limitador de fluxo ideal” com as condigoes (a), (b) e (c¢), em
outras palavras, para impor a propriedade TVDM, precisamos abrir mao da precisao de
alta ordem nos extremos locais. Este é um fené6meno muito conhecido para esquemas
de diferengas finitas com a propriedade de TVD [16, pdg. 178]. Isso significa que nem
sempre é possivel construir limitadores de fluxo que preservam a precisao de alta ordem,

principalmente em extremos locais.

4.2 CONSTRUCAO DO LIMITADOR DE FLUXO

Usando as ideias apresentadas em [25], definimos

1 .
) =l =y [ (P @) e, (=01 R, (43)

Ax?*l I

em que véj ) (z) € Vy sdo os polindmios de Legendre definidos na Secdo 3.1.2.

Observacgao 4.3. Perceba que de (4.3), se £ = 0, entao

0 1 _
ug ) = As; /Ij u(z,t)dr = uj, (4.4)

(0)

ou seja, u;° € a média da fungao u em I;.

Considerando a ordem do esquema DG, pode-se escrever:
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e 1?* ordem (k = 0):

e 2% ordem (k= 1):

e 3% ordem (k = 2):

_ (0 1) 2
Uiy =l + 6l + 30u”
_ (0 (1) (2)
e assim por diante. Além disso, definimos também
Uy = Ujy1y2 = u§ g Ujt172 = ”5 '+,
~ o R ©_ =~ (45)
A partir de (3.53), considerando a Defini¢ao 3.19 e a Observagao 4.3,
Vi=1,...,N
4.6)
dul” 1 A ~ (
= A_F(u? + 7, ul —0).
dt ASUJ' ( J J It J )
De (4.1), usando o método de Euler Explicito, obtém-se:
()7 = G - 2 {045 (=)} )

J

O resultado do Teorema 4.5 estabelece alguns critérios para garantir que o esquema
dado por (4.7) seja TVD. Enunciaremos o teorema e para a sua demonstragao iremos fazer

uso do Lema de Harten, em uma versao apresentada em [28, pag. 110].

Lema 4.4 (Lema de Harten). Suponha que um esquema numérico possa ser escrito como:

u?“ = uj + MCjr1pA1u] — Dj_1pA uff}, (4.8)

em que uj = u(x;,t"), A = At/Ar e Apu} dados pela Definigao (3.19).

Seja Q = (a,b). Assim, teremos {u;}1y, {Cji12} g € {Dj_12} 05" reais. As-
suma que as condigoes de contorno sao periédicas. Se Cji1/2,Dj_172 > 0 € AN(Cjq1/2 +

Djy10) <1 paraj=1,...,N, entao o esquema é TVD.
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Demonstragao. (i) A demonstragao deste resultado é baseada nas ideias apresentadas em

[37] e adaptadas por [28, pag. 110]. Pela hip6tese de condig¢oes de contorno periddicas:

¢ = Giens, J <0
<j7N7 j > N
para ¢ = u", u"™', C ou D.
De (4.8), para j=1,..., N,
U?Ll = ujyy + MCjispliufyy — DipipA_uj, }. (4.9)

Subtraindo (4.8) de (4.9), obtém-se, para j =1,..., N,
u;lill - U?H = A+U?+1 = wjipy — Uy + ACjyspAiuf — ADjpA_ujy,
- )\Cj+1/2A+U? + )\Dj_l/zA_U?
= Asui + ACjispAiugy — ADjipA_ufy,
- )\Cj+1/2A+U§L + )\Djfl/gA_U?.

Pela definigdo do operador de diferencas (Defini¢ao 3.19),
A_;_U;-H_l = A+U? + )\Oj+3/2A+U?+1 — )\Dj_,_l/QA_i_U;-l
- /\Oj+1/2A+U? + ADj_1/2A+U;-L_1
= (]_ — /\Cj+1/2 - )\D]’+1/2) A_A,_U;’L + )\Cj+3/2A+U§L+1
-+ )\Dj_l/QA_,_u}@fl. (410)

Tomando o valor absoluto em ambos os membros de (4.10) e usando a desigualdade

triangular, obtém-se
’A+U?+1’ < Hl = M2 + Dj+1/2)] A+U?’
+ ’)\Oj+3/2A+U?+1‘ + ‘)\Dj_l/gA_;_U?_l‘ .
Como por hipétese os coeficientes Cjy1/2, Djt1/2 € A(Cjq1/2 + Djy1y0) < 1, para
todo j € {1,..., N}, tem-se
‘A+U?+1’ < [1 = MCjiay2 + Dj+1/2)} ‘A#{?’
+ ACj a2 | Al | + ADj 1y |[Auly|.

Realizando o somatério em j de 1 até N, tem-se
N N N N
YAt < ST Avup| = ST ACh i | A | = Y AD | A ]
j=1 j=1 j=1 j=1

?

N N
+ Z )\Cj+3/2 ‘AJFU;LJA‘ + Z )\Dj_l/g ‘A+U?fl
i=1 j=1
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o que implica em
N-1 N-1
S 1A <3 AUl + AD g2 | A uf] — Az | A
§=0 §=0
+ )\CN+3/2 ‘A+U§LV+1‘ - )\DN+1/2 ’A+u7\[| .
Usando a periodicidade da condigao de contorno, tem-se

N N
oA <D A
=i =1

Portanto, pela definicao de variagao total,

TV (u™t) < TV (u")

e o esquema (4.8) é TVD. O

Teorema 4.5 (TVDM [25]). Sejam 6 uma constante, A+u§0),A+aj e A4y dados pela
Definicao 3.19, pela Observagao 4.4 e por (4.5). Suponha

_p< B <1, —-0<-— A

a A+U§-O) a A_i_u;())

<1, Vte(0,T). (4.11)

Entao,

(i) o esquema dado por (4.6) € TVD para todo 0 > 0;

(i7) o esquema (4.7) € TVD sob a restricao CFL

AR = 1) < (412)
em que
A= ii, Ar = 1?3‘?5\/ij’
B f{(ugt)) + ﬂj)n, (u§0> _ ij)"} _ f{(u§°31 n EH)", (ugm B mn}
1 (W@ 7)) — (W, + 5y )
€
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Demonstracao. (Teorema 4.5). (i) Usando a definigdo do operador de diferencas,

A_f (u§-0) + uj,
(U(O) + lNLj,

J
f (Ugo) + zNL]-,

>

O _ = \_
Ujpy — Ujr1) =
(0)

Ujpr —

MO
J+1 j+1

R

Jj+1

-
| |
S

—~~
< <

A

®

+ f (ugo) + 1y, ug-o) — ﬁj) —f (u

(©

)

De @), pode-se definir

A

~
~

0, ~ (0
f (u§ Lt (2 U§+)1 - uj+1> -

Citryz =

Assim, usando algumas manipulagoes algébricas,

J

r 0 ~ 0 ~
f (u( ) ‘FUJ‘, Ug_gl — Uj+1> —

A

f

(0)

J

Cit12 =

AL

A+U§-O) — A+'Lzbj
X ~ 9
A+U§-O) — A+'L~LJ

o que implica em

Py = —

Al(0) |~ 0y = Al(0) |~ 0 ~
f U§)+Uj, u§+)1 —uj+1> _f(U§)+Uj, ué)—uj
CJ'H/? = (0) ~
ou ainda,
pL(0) ™ 0 = Al(0) ™ 0
f u§ ) + uj, uﬁl —uj+1> —f(ug- ) + uy, u§)
Cisrjz = © _ 0N _ (% ~
(i =) = (ta = )
AL(0) ™ 0y = AL(0) , ~ 0y ~
B f<u§ ) + uy, uﬁl —ujH) —f(ug- ) + uy, ug g
N 0 _ = 0 _ =
(s = Tga) = (" = 1)
Desta forma, fazendo
Al0) |~ 0y = Al(0) |~
f<u§)+uj, uﬁl —uj+1> —f(u§)+uj, u
u

obtém-se

W0 7
j+1 G+1
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Logo, como o fluxo numérico f considerado é mondétono, ele é nao-crescente na

segunda. Sendo assim,

2l o(0) |~ 0 ~ pLO(0) |~ 0 ~
hQ_f(U§)+uj, ugﬁl—uj+1>—f(u§)+uj, ug)_u])<0
- 0 ~ 0 ) = Y
(“§+)1 - uj+1> - <U§ ) - uj
s
o que implica em —hy > 0. Além disso, pela hipdtese que — (é) <1em (4.11), tem-se
+U;

Cit172 = 0.

Agora por (2), é possivel definir

A 0 ~ 0 ~ A 0 ~ 0 ~
f<u§)+u]‘, uﬁ)_uj> _f(uﬁ,_)1+uj_17 u()_uj)
_u

J
(0)
A J

Com isso,

A 0 ~ 0 ~ A 0 ~ 0 ~
f(U§)+Uj, ug)_uj) -/ U('_)1+Uj—la u(»)—uj>
Dj*l/? =

)+ ) P o 5) [ a
A_Ugo) +A_17j A_U§O)

~ 0 ~ 0 ~ » 0 ~ 0 ~ ~
S 0 =) = P, o ) (HAW)
(
J

que resulta em

PO L O RN A0 L~ 0 R -
P+, w” =) = f (w2 + 1, 0 — ) (HA—%’) (4.15)

Dj 1y =

(4.16)

obtém-se

—_u
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Assim, a hipotese do fluxo numérico f se mondtono implica que ele é nao-

decrescente na primeira, isto é,

A

F (6 + 7,

0 ~ P 0 ~ 0 ]

( _
J
50) + %) — (U§0,1 + ﬂj,l) a

(u

Entao, h; > 0 e por (4.11),

Logo, pode-se escrever

£ 0 O ~ 0 0

0 ~ 0 0
AJrf ( ] 1 -+ UJ 1, u§ ) — Uj) = — j+1/2A+U§< ) -+ Dj_l/gA,u§ )

Portanto, por [50] segue que o esquema (4.6) é TVD.

(i7) Considerando Ax = max Azx; em (4.7) é possivel escrever:
1<j<n Y

() = () A8 F{0 4 5) (8 -F))
em que
At
A= NS

Usando um raciocinio analogo ao desenvolvido para obter os resultados apresen-
tados em (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) pode-se escrever (4.17) como:

AP +15)" (uh — )"} =
=A {C +1/2A+“ o — Dy 1/2A—“§'0)7n} ’

J

com,
A ()"
]T'L+1/2 = —hg (1 - m) )
J
n S (a])n
Dy )5 = hy (1 + A_u§0)’n ) ,
em que
o 7+ )" ()" - {4 )" (u” - 5))
1 (U§O) a,])n _ (U§ )1 + a/]_l)n
(&
o A )" (i~ )} - (7 +3)" (u” - %)")
2 .

<u§(-)21 - ij+1)n - (U§°) - Zz)n
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Sem perda de generalidade,

A, ()"
ﬁuz:h?<“+lf(él)'

+Uj

Usando monotonicidade do fluxo numérico, h}, —h3 > 0. Desta forma, de (4.11),

0< C;'L—&—I/Z < _hgv

0<Dj1p<hy

= O+ Diyp < hi—hy (4.18)

Logo, por (4.18) e pela hipdtese (4.12), obtém-se

n n n n 1
Mo+ D) S AR 1) < = <1 V0 >0 (4.19)

Portanto, como (4.18) e (4.19) sdo as hip6teses do Lema 4.4, o esquema (4.7) é
TVD, desde que a restrigao CFL dada por (4.12) seja satisfeita. O

Observacao 4.6. Pela Definicao 3.40, concluimos que o Teorema 4.5 define as condig¢oes

para que o esquema seja TVDM, isto é, seja TVD sobre as médias.

A partir do Teorema 4.5 o trabalho necesséario para mostrar que o esquema (4.7) é
TVD passa a ser o de modificar ﬂj e Zj para atender a hip6tese (4.11). Assim, usando as

ideias apresentadas por [25], vamos considerar as fungoes minmod e minmod modificada.

4.2.1 Alteracao pela fungao minmod

Definigao 4.7 (Func¢ao minmod). Sejam {a;}} ; reais. A fun¢do minmod é denotada por

m(ay, as, ..., a,) e definida como:
s min |a;|, se sign(ay) = sign(ay) = --- = sign(a,) = s,
m(ay, asg,...,a,) =< 1sisn

0 caso contrario.

A Definicdo 4.7 é usada por [25] para modificar u; e Zj:

0 <5 3 8, .
~(mod ~ .
u§ ) _ m (uj, A+u§~0), A_ug»o)) :

Como visto anteriormente, a construgao de um limitador baseia-se na procura por
condigoes simples e suficientes na fun¢ao u, que impliquem as condigoes (3.55), (3.56) e
(3.57). Essas condigoes também podem ser declaradas em termos da fun¢do minmod pelo

seguinte resultado [16, pag. 178].
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Teorema 4.8. Seja f um fluro numérico mondtono, consistente e localmente Lipschitz.
Suponha que a sequinte condi¢io CFL seja atendida:

‘f+|L'ip ’f_‘Lip 1 .
5 <>, j=1,....N
(Aa;jH A ) TR

com

N Vi O i V]
Pl = =

Se m for a fun¢ao minmod (Definigio 4.7) e satisfaz:

- © _ (0) (0) (0)
Ujpy0 — U; = m(“j+1/2 e, Aguyt A,
0 0 0 0
u§ )~ uf—l/z = m<“§' ' ujim, A+“§' g A,ug )>’

entdo, as condigoes (3.55), (3.56) e (3.57) sao satisfeitas.
Demonstra¢io. Uma prova para este resultado pode ser encontrada em [16, pag. 179]. O

Suprimindo os indices n relativos a discretizacao do tempo e considerando Ax =
1r§njzg]<VAa:j, ft = hy, f~ = hy, # = 1, a partir dos Teoremas 4.5 e 4.8, segue que as
condigoes (3.55), (3.56) e (3.57) sdo satisfeitas para a modificacao realizada pela fungao
minmod definida em (4.20).

Por (4.20), u;.tfln/c;d) podem ser reescritos como:

— (mod) _ (0) , ~(mod)
Ujyrpp ~ = Ui~ F u% )7
+ (mod) _ (0)  ~(mod

i =Y

Desta forma, obtem-se o seguinte esquema modificado:

()" = ()" = a7 ()

O Teorema 4.9 mostra que o limitador construido preserva a precisao do método

longe dos pontos criticos.

Teorema 4.9. Em regices suaves, longe de pontos criticos, a fungdo minmod nao causa

. ~ . , ~(mod)  ~ ~(mod) ~
nenhuma modzﬁcagao no esquema (4.7), 1sto €, (5 = Uj € U; =u;.
. . . ~(mod) ~ ., - ,
Demonstracao. Primeiro provemos que (5 = u;. Como por hipétese a funcao u é

suave nas regioes longe dos pontos criticos, Ujyisp = u(z I /2) e podemos usar a expansao

de Taylor. Sendo assim,
Ujyy o = wW(@)) + ug (@) (@412 — 25) + O((@j11/2 — z;)%)

= u(x;) + uy () (A;]) + O(Az?). (4.21)



Além disso, sabemos que

0 _ 1
u; —ij/]ju(w)dx.

Fazendo a expansao de Taylor em z; da funcao u,

W = 5o [ o)+ wale)le = ) + O((o = )]

J

0 que resulta em,

zﬁhzié/‘()dx+4;/f%@ﬂ@—xmdx+omm%

Logo, pelos dois primeiros termos do lado direito de (4.22),

'1/
Ax; 1

J

u(x;) dx— Ax] / dz ij Am] = u(z;)

J

Alxj /[j [ue (7)) (z — 2;)] dz = UZ(Z) /Ij (z — z;)dz = 0.

Desta forma,

ugo) = u(z;) + O(Ax?).

Sendo assim, por (4.21) e (4.23)

~ B Ax;
=t~ = o) + ) (557 = ulay) + O

:uwm<§f>+omﬁy

Agora, veja que por (4.23) e usando novamente a expansao de Taylor

A+u(0) = uﬁ)l — u§0) = u(zj1) — ulz;) + O(Az?)

Az, + Ag;
:uwm<%ﬁz%“>+omﬁy

Além disso, também temos

Aul? = 2, —l? = )~ ()

= u(w;) + ug(25)(2j-1 — 25) — ulz;) + O(Az?)

Az; + Az,
:%@ﬂ<:”iz%l>+omﬁy

u(@;) + e () (25401 — 75) — u(z;) + O(Az?)
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(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Portanto, de (4.24), (4.25) e (4.26) uj, A+u§0) e A,ugo) tem o mesmo sinal e

~ 0 0 . . o
u; < A+u§- ), A_ug- ). Com isso, a fun¢do minmod retorna sempre o primeiro argumento,

i L, o~ . . ~(mod) ~
isto ¢, u;, o que implica em wu; = u;.
L ~(mod) o,
Agora, usando um raciocinio semelhante mostraremos que u; = u;. De inicio,

~ ’ .-~ + . + . ~
como a fung¢do u é suave nesta regiao, u 12 = u(x i1 /2). Sendo assim, usando a expansao

de Taylor da funcao u(z) no ponto z;,

wl = () + ug(25) (5172 — 25) + O(Az?)

= u(z;) — ug(z;) (i”’”) +O(Az?). (4.27)
De (4.23) e (4.27),
U=l — ity = () - [u(xj) — uy(z;) (A;fﬂ + O(Az?)
= u,(7;) <A2x]> + O(Az?). (4.28)

Logo, de (4.25), (4.26) e (4.28) u;, A+u§0) e A_ug»o) tem o mesmo sinal e 1; <
A+u§0),A,u§-O). Portanto, a fungao minmod retorna sempre o primeiro argumento, ou

~(mod)

seja, uj, 0 que resulta em u; = ;. O

Um dos principais problemas apresentados pelos esquemas TVD é a degenera-
¢do para primeira ordem em pontos criticos [49]. Para superar esta dificuldade, a ideia
apresentada por [25], baseada em [56], é modificar a fun¢do minmod para nao alterar a

precisao do esquema (4.7) em regides suaves.

4.2.2 Alteragao pela fungdo minmod modificada

Defini¢ao 4.10. Sejam M e {a;}} ; reais, com M > 0. A fun¢do minmod modificada é

denotada por m(ay, as, ..., a,) é definida como:
N ay, se |ai| < M(Az)?,
m(ay, as,...,a,) =
m(ay,as, -+ ,a,) caso contrario.

A Definigao 4.10 é usada por [25] para modificar u; e Zj:

mod, ~ [~
99 _ g G A, A,
mod,2)

" G (G A, A ).

=2
—~

(4.29)

X
<

O lema a seguir foi apresentado em [25] e caracteriza M para que a alteracao feita

por (4.29) nao afete a precisdo da aproximagao em regioes suaves.
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Lema 4.11. Seja w € Q uma regiio em que u € C*(Q) e |ugs| < Ms. Se
2

M = M, (4.30)

ou
(Az)?
(Azx)? + ’AJrug-O)‘ + ‘A,ugo)‘

2
M = 5(3 + 10Ms5) M, (4.31)
entdo o limitador dado pela fungao minmod modificada por (4.29) nao afeta a precisio da

aprorimacao em w.
Demonstragio. Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada em [25]. [

Segundo [25] considerar M dada por (4.31) é melhor que (4.30), pois, apesar de
seu tamanho ser muito pequeno distante dos pontos criticos, é suficiente para recuperar

a precisao perdida com a fun¢do minmod sem modificacao.

Todas as condic¢oes de estabilidade nao linear consideradas até agora sao muito
fortes, pois implicam na preservacao da monotonicidade. As vezes nao é possivel demons-
trar tais condigoes, como no caso do limitador construido em (4.29). A préxima definigao

estabelece um critério de estabilidade mais fraco.

Definigao 4.12 (TVB). Dizemos que um esquema é Total Variation Bounded (TVB) ou

de variagao total limitada se
TV (u") < K, Vn.

em que K é uma constante positiva dependente apenas da condicdo inicial. Quando
a variagao total ¢ limitada nas médias (u;), dizemos que o esquema é Total Variation
Bounded in the Means (TVBM).

De imediato é possivel ver que TVD implica TVB. Contudo a reciproca nem sempre

¢ verdadeira [56].

O resultado a seguir estabelece condigoes para que o esquema (4.7), com o limitador
de fluxo construido a partir da funcao minmod modificada, seja TVBM e, portanto,

estavel.
Teorema 4.13 (TVBM [25]). As conclusdes do Teorema 4.5 também sao vdlidas, caso
m (Definicio 4.7) seja substituido por m (Defini¢io 4.10) e TVD substituido por TVB.

Demonstragio. Uma demonstracdo detalhada deste resultado pode ser vista em [56]. [

No capitulo a seguir, usando as ideias estudadas até aqui, investigamos as propri-
edades TVD e TVB, para um método de elementos finitos misto e hibrido proposto para

resolver problemas com termos convectivos e difusivos.
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5 ESTUDO DA ESTABILIDADE DE UMA FORMULACAO MISTA HI-
BRIDA

Neste capitulo estudamos as propriedades de estabilidade para um método misto e
hibrido apresentado em [55] e [30]. Baseado nas ideias expostas pelos autores, detalhamos
a construcao do método. Investigamos as propriedades de estabilidade via resultados de
TVD e TVB. Para o caso linear, com condigoes de contorno periddicas e de primeira
ordem, provamos a propriedade TVD, levando em consideragao algumas aproximacoes
realizadas em [55] e [30]. Destacamos a inviabilidade do tipo de aproximagoes usadas
pelos autores. Concluimos o capitulo exibindo algumas ideias e alguns calculos ainda
nao finalizados, que acreditamos funcionar, para mostrar a propriedade TVB do método,
quando desconsideradas as aproximagoes referidas. Essas propostas também sao para o
caso linear, com condigoes de contorno periédicas e de primeira ordem. Até onde sabemos,

esta é a primeira vez que esse tipo de investigacao é feita.

5.1 CONSTRUCAO DO METODO DMH1

Em [55] foi apresentado um método, entao chamado pelo autor de DMH1 (Dual
Mized and Hybrid), desenvolvido para resolver problemas com convecgao e difusdo. Em
[30] é abordado o caso escalar e em [31] é apresentado o caso multidimensional. Para a
construcao do método consideramos uma EDP parabdlica cujo dominio é o mesmo do

Problema (3.1), isto é, Q x (0,7"). Definimos o problema como:

Encontrar u(z,t) tal que

ou  Pu  If(u)
o "o " o
u(z,0) = ug(x) em Q,

-0 em € x (0,7, (5.1)

com condigoes de contorno periodicas,

em que v é uma constante positiva.

O processo de construgao do método DMH1 da-se pela reescrita do Problema (5.1)

ao introduzir duas variaveis auxiliares p e p:

Encontrar u(z,t),p(x,t) e p(x,t), tal que

ou dp ~Op

&f_ay&z‘+&t_0 em 2 x (0,7),

p= % em Q x (0,T), (5.2)
p=f(u) em 2 x (0,7,

u(x,0) = ug(x) em €,

com condicoes de contorno periddicas.

Para a hibridiza¢ao da Formulacao (5.2) sdo necessarias as definigdes de uma par-

ticao do dominio e de alguns espagos. A particdo considerada serda a mesma da Definicao
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3.2. Além disso, serd definido h; = Ax; = xj112 — ¥j_1/2, para cada j = 1,..., N e
usada a notacdo h = Axr = max Auz;. Para o tempo serd definido um passo At = T/M

1<j<N
resultando nos instantes de tempo t" = nAt, comn = 1,2, ..., M.

Os espacos utilizados sdo definidos como:

={p:{w1y2, 232, .., Tny1/2} — R},
={pe M| pj = pni1y2},

VvV =LQ),

Q = {qel*9), ql, € H(I;),j=1,...,N}.

A hibridizacao da formulagao é feita por meio de um relaxamento da continuidade

de p e p através da insercao dos multiplicadores de Lagrange \ e \. Para A, a ideia é

partir de
p= gz em 2 x (0,7
e fazer, para cada t € (0,7),
ou ou
~ %y gu 0, v
e = (p ax,q> , Vgeg@

Sendo assim, para g € Q,

Por definicao, para cada I, j =1,---, N:

/pqu—/ q—dx—O

Realizando o somatoério em j,

Z/pqu—Z/ q—dx—()

Integrando por partes,

N
Z [, oo+ Z ] e S )0 ) — ) ) =0
j=1

Observacao 5.1. Os termos q( e /2) definem os tracos da funcao ¢ a esquerda e a

direita, respectivamente, do né x;;1/2. Definimos o trago como o limite lateral em cada

no, ou seja, q(x 3+1/2) = ll_I)% q(2j41/2 T €).

Associando Ajy1/2 ao trago de u em j +1/2, para j =0,...,N, e

1 tn+1
UR U= A udt, (5.3)
tn
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obtém-se, para todo g € Q,
N N dg N B
S [ pade = =3 [ i 30 aa(vis) — Aaaaef )
=171 j=1"4i j=

A insercao do multiplicador )\ 6 feita a partir da igualdade [55, pag. 21]
p=f(u) em Qx (0,7).
Para tanto, note que V § € Q,
(b= f(u),q) =0,

Logo, em cada subintervalo de €2, tem-se:
| pide= [ fwids.

1 tn+1

= ). Jwa (5.4)

realizando o somatorio em j e somando um termo auxiliar, tem-se:

Z/ pgdr = Z/ Qd$+z ]+1/ZQ( ]+1/2) 5\;‘—1/2@@?4/2))-

7=1

Desta forma, considerando

Assim, a continuidade dos fluxos py e py, fica determinada por:

Z(p<xj++1/2) p(x;+1/2>>ﬂ =0 Ve M,

Jj=1
N

Z J+1/2 15(953'11/2))/1 =0 Ve M.

A formulacao DMH1 consiste no seguinte problema:

Dado v, encontrar (u,p,p, A\, \) €V x Q% x M tal que
al du N dp N dp ~

—oudx — / —ud / ~odr =0 :
jz::l/lj V4o ij:; i :c—l—jz::l a4 Vvey
N Y 4 fa
Z/vaqdfc = —Z/IUCT dx+2()\j+1/2Q($;+1/2) Nj—12q(x] ) Yaeg,
J=1"" j=1"4J

N N
Z/jﬁ(jdx = Z/] f(u Z J+1/2q ]+1/2) )‘] 1/29( J— 1/2)) VieQ,
j=174 J=1""

N —
S @) = (T ) =0 Y peM,

<.
Il
-

™=

(ﬁ( J+1/2) D) =0 Vae M,

<.
Il

(x, 0) = ug(x) em Q,

com condicoes de contorno periodicas.
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Para a discretizagao espacial serdao usados alguns espagos de dimensao finita. Eles

obedecem a relacio V, C V, Q, C Q e M), C M, e siao definidos por:

Vi = {vn, € L*(Q); wply, € P°(L;), 1 <j < N},
Qh:{thXCLQ( ) qh]1 E]Pl(I) 1<j<N}
M, = {M : {961/2,333/2, . 7$N+1/2} —+R | Hi/2 = ,uN+1/2}a

em que P*(I;) denota o espago dos polinomios de grau até k, (k € {0,1}) definidos sobre

o elemento I;.

Portanto, definindo u" := u(-,t") pode-se, a partir de uma discretizagao do tempo
e da discretizagdo no espago de (5.5) apresentar a formulacio DMH1 na forma discreta

pelo seguinte problema:

Dados v e u", para cada n=0,...,M — 1, encontrar (u}**, pp, pn, )\,5\) €V, x Q7
xﬂi tal que

Z/ Uy, _uhvh fL‘_VZ/ 7%(1 _1_2/ —Uhdx:() Y vy € Vi,
d
/phqhdx— Z/ g 2 d

+Z j+1/2%( j+1/2)_)‘j 1/2%( G 1/2)) Y qn € Oy,
j=1

N N -
> [ bnindr =3 [ Flu)inda
j=1"1% =171

N
> (Ngry2dn(Tyyn) = Ajory2dn(@] ) Y dGn € Qn,
=1

Mz

ph(xjﬂ/z) - ph(xj_+1/2))ﬂ =0 VpeM,,

<.
I
—

Mz

(Pn(x J+1/2) ﬁh(xj_+1/2))ﬂ =0 Ve -A;lh,
1

uh(a:,()) = upo(z) em Q,

com condigoes de contorno periodicas.

<.
I

(5.6)

Observacao 5.2. Os termos que nao estao com indice sao avaliados em t"*!, exceto i,

e f(un), que sdo médias no tempo e foram definidas em (5.3) e (5.4), respectivamente.

5.2 ANALISE DA ESTABILIDADE

O que ser4 feito, a partir de agora, é reescrever a Formulagao (5.6) de uma maneira
que possibilite a aplicacao de resultados como, por exemplo, o Lema de Harten Modificado,
enunciado e demonstrado mais adiante, para a verificacao da propriedade TVD ou TVB

do método. A estratégia para esta reescrita é tomar as fungoes de variagdo g, e G, de
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forma conveniente e considerar as fungoes p, e P, como combinacao linear de fungoes

lineares, definidas a seguir.

Defini¢ao 5.3 (Fungoes lineares). Definiremos as funcoes lineares em cada elemento I;,

COINO:

. €T —x . Xr — T;i_
Yiye = WV (z) = % e Y1y =P (x) = hiﬂl/?
j J

5.2.1 Aproximacao da integracao por trapézios

Em [55] e [30] sao feitas algumas aproximagoes pelo método de integracao do
trapézio de termos envolvendo as fungoes de base dadas pela Defini¢ao 5.3, que apresentam

os seguintes resultados:

/I]- WV (z) de = /Ij Y2 (z) de = f;];

J @) @) dr = 0 (57)
[ @ e@Pdr = [ (@) de = )

I; I 2

A primeira aproximagao, como se trata de uma func¢ao linear, nao oferece problemas.
Porém, as demais tratam-se de fungoes cujo o método utilizado apresenta solugoes apro-

ximadas muito diferentes das solu¢oes exatas, que deveriam ser:

[y ey e = 1,
[ @ = [ @ = 3
I I; 3

Essa forma de aproximacao desacopla o sistema de uma maneira bastante favoravel
a andalise, como comentado em [30]. Desta forma, seguimos os cdlculos considerando
os resultados apresentados em (5.7) e mais adiante apresentamos ideias que podem ser
aplicados ao sistema sem estas aproximagoes.

Escrevendo py, = vj_1/29j-1/24+7j+1/2%+1/2, da segunda equacao de (5.6), tomando
qn = %71/2)(1]- (x), enm que

]_, {L'EI]‘,

ij(x) =
07 xgljv

tem-se:

/ Yic1/2Vj-1/2 + Vj1/2W¥541/2)0j-1/2 da =
debj 170
_/ ] / d$+)‘]+1/2( ]+1/2)¢J 1/2 = Aj-1/2%)- 1/2( j— 1/2)
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Assim,
2 1 -
’Yj—1/2/1 wj—l/Z dz + ’Yj+1/2/] Yjy120j-172dx = H/J updr — Aj_q1/a.
J J J J
Desta forma, usando as defini¢oes de (5.7),
hj _
V12 = U = Aj-y2. (5.8)

A partir de um raciocinio analogo, considerando g, = 412X, (2), obtém-se

h; _
Vit1/2 = Ajrijz = . (5.9)
Logo, de (5.8) e (5.9), temos:
2 /_
Yi-1/2 = o (u] - >\j—1/2) )
¥ (5.10)
V12 = 5 (M — )

Usando a continuidade imposta pela quarta equacao do sistema (5.6):

2

Vim1/2 = 7o (ﬂj — )\j—1/2) ;
32 (5.11)
Vi-1/2 = m <>‘j—1/2 - Uj—1) .
De (5.11),
2 2 _
hj- (Uj - )\j—1/2) = hj—l ()\j—1/2 - Uj—l) )
2 2 2 2
— | XNilijg = —Ui_ —U;. 5.12
(hj—l + h]) Jj—1/2 hj—luj 1 + hju] ( )

Assim, pela terceira equagao de (5.6), tomando Py, = 4;_1/20j-1/2 + Yjs1/20j11/2 €

Gn = Vj-1/2X1;(7), obtém-se

/I_(%—l/ﬂ/’j—m + Fj+1/20541/2) Y172 d =
/I‘ f(uh)%—l/Q dz + (5\j+1/2¢j71/2 - j\jfl/Q@Z)jfl/Z))- (5-13)

J

Usando algumas manipulagoes algébricas, a Definicao 5.3 e uma regra de quadra-

tura trapezoidal na segunda integral de (5.13)

~ R _ h; “
Vi-1/2 /1 Ui 1o da + ”Yj+1/2/I Yip1720j-12da = f(uj)gj Aj-1/2
J J
by . hy s
%‘—1/25] = f(Uj)gj — Aj-1/2

A T
Yje1y2 = flug) — 7 Ni-1e. (5.14)
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Com um raciocinio andlogo, considerando G, = ¥;11/2x1,(7), € possivel obter

— A

Yir1ye = flug) + 7 Ad2: (5.15)
j
Logo, de (5.14) e (5.15), usando a restrigao de continuidade imposta pela quinta
equagao de (5.6), segue que

— ~

’%‘—1/2 = f(uj) - F)\j—l/%
J

i 5 . (5.16)
Aim172 = fluj-a) + A1y
j—1
De (5.16),
- 2 - 2 A~
f(uj) - i/\j—1/2 = f(uj—1) - TAj—1/27
J Jj—1
_ _ 2 2\ 4
flug) = fluj—r) = W + . Aj-1/2- (5.17)
J—1 J
Agora, como py(z) = wj,1/2¢j_1/2(x)+7j+1/2¢j+1/2(:1:), por (5.10) e pela Defini¢ao
5.3, tem-se
2 _ Tjt1/2 — X 2 _ T —Ti-1/2
2 2 _
= 53 (U = Xjm1y2) (@2 = 2) + 15 (Njryye = @) (@ = o). (5.18)
j j

Sendo assim, derivando ambos os membros de (5.18),
dpn 2 _ 2 _
E(x) = _h?(u — Aj1j2) + h?O\jH/Q — ;)
Aji1/2 = 205 + Ajo1y2

=9
h

(5.19)

Agora, pelo fato de pp(zr) = 'ij,l/gwj_lﬂ(x) + %H/gij/Q(x), por (5.16) e pela
Definicao 5.3, tem-se

o) = |70 = Ehvoaa] (Z2EZE) [+ S| (Z222). 620

Assim, derivando ambos os lados de (5.20),

- 2 4 1 |- 2 4
w [f(%‘) - h/\j—1/21 + I [f(uj) + h)‘j+1/z]

J J

(5.21)
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Retornando a primeira equacao de (5.6), tomando g, = xy,(7) e considerando os

resultados apresentados em (5.19), (5.21), segue que

n+1

/ up, _uh de — v / 9 J+1/2_2azj+>\j—1/2d +/ 2 J+1/2+)\J 1/2 dr = 0.
I At h?

Calculando as integrais,

(‘M> hy — 2v <)‘j+1/2 —2u; + AJ"W) hy + 2 (Aj“” i Aj_l/z) hj = 0.

At 02 02

Desta forma,

n+1
Uh -

up 21/)\3'+1/2 — 2u; + Nj_1/2 n 25\j+1/2 + 5\]'—1/2

=0. 5.22
Y & 2 (5:22)

Portanto, a partir dos resultados obtidos em (5.12), (5.17) e (5.22), a Formulagao

(5.6) pode ser reescrita da seguinte forma:

wtt —ul B 2V)\j+1/2 — 221‘ + Aj—1/2 I 2(/\1'“/2 — Ni1j2) 0,
At h; i
2 2 2 :
2y, 2o 5.23
(hjl hj) e hjfluj v hjuj’ o
2 21+ ; F
(hjl " hj) Aj—1j2 = f(ug) = fuj-1).

Para efeitos de simplificagao dos calculos, sera considerada uma parti¢ado do espago

uniforme, isto é, h = Ax = Axj, j = {1,..., N}. Desta forma, para todosn =0,..., M —

lej=1,...,N, pode-se escrever a Formulagao (5.23) da seguinte forma:
utt = oy i+1/2 = 205+ Ay 2(5\j+1/2 — A1) 0
At . h2 L2 v
2 1_ 1_
E)\j,1/2 = Euj‘_l + EUJ]‘, (524>
4. _ _
F -2 = f) = fwg-).

De (5.24), substituindo a segunda e a terceira equagao na primeira, tem-se

n+1 _n
u; uj 2v

1 _ 1,
AL 2 [ (U1 + uj) — 2u; + 5(“3 + uj—l)]

L2 - ; h & 7
it |~ T + () = Flus-)] =o.
Assim,
% - h? [tj 1 — 205 + 1]
g7 [ win) = Flug) + Flug) = Fluj-)] =0.
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Agora, usando as defini¢oes dadas em (5.3) e (5.4), calculando as integrais das

médias no tempo dada por % e f (u), pela regra do trapézio, tem-se

n+l _ . n
ujzﬁt1% ::th[ W = 200 = 2+
1
= g L)+ 1) = F ) = f )
+ Pt + fud) = Ft) = fuly)] =0, (5.25)

5.2.1.1 Andlise da propriedade TVD

Nesta secao analisaremos a estabilidade do esquema numérico para o caso linear,
isto é, o caso em que f(u) = au, com « constante. Sendo assim de (5.25), segue que para
todosn=0,.... M—1ej=1,..., N,

n+1 n

& —4 v n n n
fZQhQ{JI%jLUJH 200 — 2uf +uft +ul 1}
(0% n+1 n+1 n n-+1 n natl n
4h [ uyly + g - “j+ —uj oyt ) - - Ujfl} = 0.
Mais ainda,
utt = v « ntl  ntl v a o
P (e an) e = = (g ) 0 =)
v - n n 14 18] n .
+ (o =) Wi =)~ (g + ) W =) (529

O préximo teorema foi inspirado no Lema de Harten para os casos explicito e
implicito, que podem ser vistos em [28, pdg. 110] e [35], respectivamente. Ele distingue-
se dos resultados expostos em [28, pag. 110] e [35], por apresentar, no lado direito, termos
n+1

que depende do passo de tempo atual e anterior, isto é, u""" e u".

Definigao 5.4. Seja Tj, uma partigao de 2 = R dada por {;1/2}32, e pelos subintervalos
I; = (zj-1/2,%j41/2) em que j € Z. A variagao total de up = uy(t), denotada por TV (up)
do inglés total variation, é definida como

oo [e.9]

TVeo(un) = lunlrvioy = D |ujer —ujl = Y [Aguyl.

j=—s j==o0
Além disso, dados tq,t € (0,T) com ty > t1 e TV (u(ty)) < TVy(u(ty)) dizemos que a

variagao total é limitada, ou seja, que é TVD (Total Variation Diminishing).

Teorema 5.5 (Lema de Harten Modificado). Suponha que um esquema numérico possa

ser escrito como:

it = 4 Chapp(ufiy — i ™) = Dicapa(uf™ — i)
+ Oj+1/2(U;‘L+1 - U?) - Dj—l/Q(Uj - U?—l)a (5'27)

em que u’

T =wu(x;,t"), com x; et" pontos da partigio de Q e [0,T], respectivamente.
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(i) Seja Q@ = R. Assim, teremos {u;}52 ., {Cj12}i2 o € {Dj12}j2 o reais. Se
Ci12, Dj—172 >0 e Cjp1y2 + Djr1y2 < 1, para todo j, entdo o esquema é TVD.

(it) Seja Q@ = (a,b). Assim, teremos {uj}] 15 {Cj+1/2}§v=1 e {Dj_l/Q};-V:I reais. Assuma
que as condigoes de contorno sao periodicas. Se Cjiiija,Dj_12 > 0 e Cipqo +

Dji1o <1, para j € {1,...,N}, entao o esquema é TVD.

Demonstragdo. (i) Para {u;}32 ., de (5.27),
u;l—tll = ujy + Ciyz/2(u 1121 - U?Ill) - Dj+1/2(u;'lj—_11 - U?H)
+ Cirzpp(uyg — ufyy) — Djpp(uj,, —ul). (5.28)

Subtraindo (5.27) de (5.28), obtém-se

n+1 n+1 __
wity —uy = ujyy = uj + Chygp(u

+1
j 1) =

n+1 n+1
y+2 — Uiy )

(u} Djap(ufyy — uj

42 T W) T Hi+1/2 ;L+1 - ;L

(u ul)—D (u ull)

= Cipp(ufly —uf™) + Djmap(ujth —ufy)
(

— Oj+1/2 U;-Z_H — U;’) + Dj_l/z(un — un ) (529)

Usando a defini¢ao de operadores de diferengas (Definigao 3.19),
At = A + CipapAiufl) — DijpA g™ + Cirgpdiuf,,
— Djy1pAuj — Cj+1/2A+U7-1+1 + Dj—1/2A+U?j11

= CipppAquf + Dy ppAqul . (5.30)
Entao,
1+ Crarge + Dyjsge] Aglf™ = CrappAif ) + Dyoajpliut]
+ (1 —Cjy1y2 — Dj+1/2) Ajuf
b Cyrapdatsy + DiappAiul 1. (5.31)

Aplicando a funcao valor absoluto, a desigualdade triangular e as hipéteses de que
Cj+1/2 Z 0, Dj,1/2 Z le Cj+1/2 + Dj+1/2 S 1 em (531), segue que

(14 Chago + Dysrge] [Asa ] < Craga | Al | + Dyoage | Ay
+ (1 —Clp12 — Dj+1/2> ’A+U§L’
+ Cjt3/2 ‘A+U?+1‘ + Dj1y2 ‘AJFU?A

(5.32)
o que implica em
| A | < A ul| + Crrage | At + Dy |Aut|
4172 A+U?+1’ = Djt1y2 ’AW?H‘
+ Cyapa |Auly| + Djoapp |Aul |
a2 | Al | = Dyjsapp | Agul|. (5.33)
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Logo, realizando o somatorio em j de —oo até oo, todos os termos do lado direito

da desigualdade (5.33) se anulam, exceto o primeiro, o que resulta em
Z ‘A+U?+l‘ S Z ‘A+U?‘ .
je—oo j=—o0
Portanto,
TV (™) < TV (u™)

e o esquema (5.27) é TVD.

(ii) Para {uj}j.v:l, perceba que as expressoes dadas por (5.27), (5.28) e (5.29) continuam

validas, para 7 = 1,..., N, usando a hipotese de condig¢oes de contorno peridédicas:
§i+ns J <0
&= ,
5j—N7 J > N

n ™t C ou D.

para §; = uj, u;

De maneira analoga ao que foi feito de (5.30) a (5.32), é possivel mostrar que

(5.33) ¢é satisfeita para j = 1,..., N. Realizando o somatério em j de 1 até N, tem-se

i At < i A u| + Dija |Agug | = Cap| A urt|
. =

7=1
+ Crvraga | At | = Do | A
+ Dija |Asug| = Cspa [Agul]

+ Cny3)2 ’Aﬂfﬁrﬂ‘ — D12 [Aquly].

Usando a periodicidade da condi¢ao de contorno, tem-se
N N
+1
> Ayt <3 |ALu].
=1 j=1

Portanto, pela definicdo de variagao total,

TV (u™) < TV (u")
e 0 esquema (5.27) com {u;}}_; é TVD.
O
Teorema 5.6. Considere o esquema apresentado em (5.26) com condigoes de contorno

periodicas. Se

< (5.34)
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o que implica em
At S ?7

entdo o esquema ¢ TVD.

Demonstragio. De (5.26), temos

L [At(Qy— ah)] () [At(2u+ah)] (W )

J J 4h2 J+1 J 4h2 J J
At(2v —ah)| n Atv+ah)|, .
Definam os valores de Cj1/2 € Dj_;/2, como:
At(2v — ah) At(2v + ah)

Dividiremos a prova em dois casos; primeiro para a > 0 e depois a < 0.

No caso a > 0 ¢ imediato que D;_;/5 > 0. Além disso, pela primeira desigualdade
de (5.34),
2v
h < — = 2w—ah>0 = Cj+1/220.
«

Pela segunda desigualdade de (5.34) temos

h? 4v At At(2v —ah)  At(2v + ah)
At < & e A <
=T e s 7 w2 S

Desta forma, Cj1/2+Dj_1/2 < 1ecomo Dj_y/p = Dj1/2, segue que Cjpi/o+Djyq0 < 1.

1.

Para o caso em que o < 0, de maneira completamente andloga, pode-se mostrar
que Cip12 > 0,D;_1/2 > 0e Cjr1)2 + Djp1/2 < 1, portanto, pelo Teorema 5.5 o esquema
(5.26) é TVD. m

5.2.2 Caso sem as aproximacgoes

A partir da Defini¢ao 5.3, tem-se:
) ) h.:
/ V2 (z) da :/ Y2 () de = 2

I I 2
/I. WV () V2 () o = ig; (5.35)
[ @@= [ @) de =)

I; I; 3

Considerando py, = vj_1/2¥;j_1/2 + Vj+1/2%j+1/2, da segunda equacao de (5.6), to-
mando g, = ¥;_1/2x1, (), em que
1, xr € Ij,
O) x g Ij?
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tem-se:

/(’Yg 12Vj-1/2 + Vj1/2W¥541/2)0j-1/2 da =
dj_1/2
_/ j / d$+)‘3+1/2( J+1/2)wj 1/2_ J— 1/2% 1/2< - 1/2)-

Sendo assim,

1 _
’Yj—l/z/l %2;1/2 dz + 'Yj+1/2/1 Yip12Vj—12dx = hi/l updr — Aj_1/2. (5.36)
d J j 71
Por (5.35),
h; hj — _
V12 T V2 = U T Aj-1/2- (5.37)

A partir de um raciocinio analogo, considerando g, = v;412x71,(2), obtém-se

h; h;

Vi-1/2 6 +’Y]+1/2 3 /\j+1/2 —ﬂj. (538)
Logo, de (5.36) e (5.37),
4 2 6 _
Vi+1/2 = W —Ajy12 + W —Aj_1/2 — Fuja
32 ]4 6 (5.39)

Vi-1/2 = _EAj+1/2 - EAj—l/z + hfj%

Usando a continuidade imposta a p pela quarta equagao do sistema (5.6):

4 ) N 2 ) 6 _
YVi—1/2 hj—l j—1/2 hs j—3/2 ho s j—15
2 4 6
Vj-1/2 = _EAj+1/2 — EAj—l/Q + Fuja

o que resulta em,

2
hj_l

2 4 2 6 _ 6 _
Aj—3/2 + <h] + h]_1> Aj—1/2 + 3 —Ajy12 = I, —uj + 3 Uj—1. (5.40)

j—1

Agora, pela terceira equagao de (5.6), tomando Py, = 4;_1/20j-1/2 + Yj+1/20j11/2 €
Gn = Vj—172X1; (),

/1 (Fj—1/20j-1/2 + Vjs1/2Vj41/2)0j-1/2 dv =
J — A~ A
/I f(uh)qﬂjfl/Q dx + (>\j+1/2wj71/2 - )\jfl/ijfl/2))' (541)

J

Resolvendo a segunda integral de (5.41) e usando a Defini¢ao 5.3,

. X b .
Yj-1/2 /1 W71 pda + %’+1/2/I Vjr120j-12da = f(uj)gj — Aj-1/2
J J

h; hy = h; <
f}/j 1/27 3 =+ 'Yg+1/2 6 f(uj)gj - )\j_l/g. (542)
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Com um raciocinio andlogo, considerando G, = ¥;11/2x1,(7), € possivel obter

h; h; h;
Vi1j2 6 + 123 3 = f(u )5 + )\]+1/2 (5.43)

De (5.42) e (5.43), segue que
A _ 9 . 4.
Airryz = flug) + 4 i1z + PAREL
B 47 R 27 (5.44)

’%’71/2 = f(uj) - F/\jfl/Z - Kj‘j+1/2-
J J

Usando a continuidade imposta a p pela quinta equacao do sistema (5.6):
) . 2 .
Yjcaje = fluj—1) + ——Njm32 + 7—Aj_1/2,
Yj—12 = flu;) — h7j>\j—1/2 - h*)\jﬂ/g-

Assim, obtém-se:

2« 4 4 N 2 4 _
—A\i_ — 4+ — A A ) — i1). 5.45
Pt (i e A e = T = ). (545)

Como pp, = Vj—1/2Wj—1/2 + Vit1/20i1/2 € D = Fj—172Vj—172 + Fj+1/2¥j+1/2, Pela
Defini¢ao 5.3 e os resultados apresentados em (5.39), (5.44), tem-se

Nig/a — Ai_ Nipo—2u; + N
L R PR R ST TNY
J

J

pn(x) = (5.46)

Xj+1/2 - 5\3’—1/2 n 6xj+1/2 + ;\j—l/z
h; h3

J

pu(x) = f(u) + (# — ). (5.47)

Derivando ambos os lados de (5.46), (5.47), substituindo na primeira equacao de

(5.6) e tomando g, = x, (), segue que

urtt — Nic1jo — 205 4+ A\ N1/ — Aim1/2)
J I _6 J+1/2 J Jj—1/2 6 J+1/2 i-1/2) _ 0. 5.48
At g 2 - 2 (5:48)
Portanto, por (5.48), (5.40) e (5.45), tem-se o seguinte sistema:
G Ny = 2054 Ay N 6(5\j+1/2 —Nus) 0
At h3 h? ’
2 2 4 2 6 6
A — A —A U + ——U;_ 5.49
h j—3/2 1 h, + I j—1/2 + h, j+1/2 = hjuj + hj_lug 1s ( )
2« 4 4 2 . _
L il by Z N iise = Fluy) — Flu;_y).
D 3/2 + , + B ) 12+ , 2 = flug) = flujo)
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5.2.2.1 Ideias para o estudo da propriedade TVB

Para a apresentagao das ideias que possivelmente podem ser utilizadas na analise
da estabilidade do esquema (5.49), nao iremos considerar as aproximagoes feitas em (5.3)
e (5.4), ou seja, ao invés de tomar a média no tempo u, f(u), vamos considerar u e f(u).
Essa alteracio implica na formulagio (5.6) as mesmas igualdades trocando u;, por uj ™ e
f(up) por f(ul*th). Todos os célculos realizados na Secao 5.2.2 continuam validos quando

feita a mesma alteracao anterior.

Considerando a partigao espacial como uniforme, isto é, h = Az = Az, j =

{1,..., N}, e as equagoes da Formulagao (5.49), podemos escrever o seguinte sistema:
uy = <h2 +h122yAt> o <h2 iﬁim) Aty + <h2 iﬁim) iy

- (}&) Aty — <}12f?2tym> VA (5.50)

7 = (o) o+ (o) ot (i) V0
_ (fﬂﬁz';&) A, - <h2+6f2tym> At (5.51)
uptt ot = ;A}“f?}m + ;l et ;A;L:f/z, (5.52)
uj +ujy = zl)) J-3/2 +;l i1 T Zl)) i41/2: (5.53)
Wty = (O?h) Al ¢ (i) At (;) e (5.54)
== () B () ¥ (G) Moo (555)

Iremos estudar o caso em que f(u) = au, com « constante.

Subtraindo (5.51) de (5.50) é possivel obter:

h? 6 AL
n+1 n+l __ n n n+1 n+1
U T e = (;MQVAJ (4 =) + <h2+12yAt> iz = 2i%2)

6AL NP
- (W> (Aj1j2 = Afl3)0)- (5.56)

Assim, aplicando a fun¢ao valor absoluto em ambos os lados de (5.56) e usando a desi-

gualdade triangular,

h? 6vAL
n+1 n+1 n n n+1 n+1
|Uj - uj—l‘ < <h2+121/At> |“j - “j—l’ + <h2+12yAt> )‘j+1/2 - >‘j—3/2|

6AL « A
n+1 n+1
+ <h2 + 121/At> /\j+1/2 B /\j—3/2|'
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Realizando o somatoério em j de 1 até N,

S i+l +1 h’
X:: il = <h2+ 121/At> 2 |5 =

N

n+1 +1
* <h2 + 12yAt> D N = Al

6rAt 1 "
i1l <M>ZP\JL/2 NaryN

Como 12vAt > 0, segue que,

al n+1 n+1 GVAt ol n+1 n
Z |<Z|U —uj |+ [EERTYN Z|)‘j+1/2 Al 3/2|

j=1

((7AN7 n .
" <h2+12uAt> Zl N = Al (5.57)
]:

Logo, de (5.57), se conseguirmos mostrar que as variagoes totais em A\ e \ sdo

limitadas, entao:
V"™ <TV@") + K, = TV@") <K, (5.58)

em que K, K s@o constantes, ou seja, o esquema (5.49) é TVB.
Portanto, vamos apresentar as ideias que podem ser utilizadas para mostrar que

tais variacoes sdo limitadas. Para isso, perceba que de (5.56), usando (5.54) e (5.55),

(h? + 120At — Bah AT, + (407 + 48V AN ) + (h? + 120AL + 3ah AL AT

+ (Bah AN, — (Bah AT ) = (B)AT 50 + (AR)NT oy + (BN 5. (5.59)

Agora, somando (5.50), (5.51) e usando (5.52), (5.53), segue que

(B? + 6UANIE , + (457 4 36U AN, + (B + 6vAATE ) + (6AH)AT

+ (1280A7 5 + (BAOATT, = (B)X]_5n + (RPN + (WA 1o (5.60)

Logo, de (5.59) e (5.60), podemos escrever a seguinte equacao matricial:

AA;L+§/2 + BA;”ll/2 + CA?jll/Q DAY 5,0 + EAY 45 + FATL ), (5.61)

em que
yn+1 \n+1 A1
A'@—i—l _ [Aj—?)/Q] An+1 _ [)\j 1/2] An+1 _ [)\j+1/2]

j=1/2 — A\t J+1/2 AP+l
J— 1/2 j+1/2

arm 1] e i

j—1/2

n i+1/2
) Aj+1/2 = [ if /]
j+1/2
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(6]
A _ | WP 120A = 3ahAt 3ahAt | an? - asvad 0
B 6At h? + 6vAL | | 124 4h% + 36vAL |
o | P riwatesanat —sanat | [ B0
- 6AL h? +6vAt | o r|]
1 4n? 0 R0
o 4R T o R
Note que podemos escrever B=—-A +X - CeE=-D+Y —F, com
| 6h% + T2vAt 0 | 6r* 0
B 24Nt 6h% + 48vAL | |l 0 6K

Logo, por (5.61),

A(AnJrl _An+1 )+XA7.L+1 C(An+1 _An+1 ):

j—3/2 j—1/2 j—1/2 j—1/2 j+1/2
D(A?—3/2 - A?—1/2) + YA?—1/2 - F(A?—1/2 - A?+1/2)a

o que implica em,
XA;Zjll/Q - YA?—l/Q o C<A?j-_11/2 - A;lel/Q) + A<A?j11/2 - A?j:)}/Q)
+F( ?+1/2 - ?71/2) - D( ?71/2 - ?73/2)- (5.62)

Como det(Y) = 36h* > 0, existe Y~ '. Sendo assim, multiplicando a esquerda de
ambos os lados de (5.62) por Y,

Y IXAG )y = ATy = YTIC(AT )y — ATH,) + Y TTA(AT, — AT )

i
+YF( Tr1j2 — ?—1/2) - Y 'D( 12— ?—3/2)-
A definicdo a seguir estabelece a variacdo total de vetores em R2.

Definigao 5.7. Seja Tj, a partigao de €2 dada pela Defini¢ao 3.2. Considerando a definigao
do espaco Mj,, a variacio total de A € R?, denotada por TVg2(A), é definida da seguinte

forma:
N
TVr2(A) := Z ||Aj+1/2 - Aj—1/2||7
j=1

em que || - || é uma norma em R
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A partir da Definicao 5.7, a ideia é usar os argumentos do Lema de Harten Modi-

ficado (Teorema 5.5) em uma versdo matricial para mostrar que

TVie (A" < TV (A™).

Conseguindo mostrar, esse resultado a variacao total em A estaria limitada, o que

implicaria nas variacoes em A e \ serem limitadas e, portanto, por (5.58) 0o método DMH1
seria TVB.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentadas a estrutura geral e as propriedades de esta-
bilidade de um método SSP-RKDG usado para resolver EDPs hiperbdlicas, escalares,
escritas na forma conservativa. Baseados em [16], [19], [25] e [43], apresentamos também
alguns resultados de convergéncia. A analise desenvolvida foi dividida em trés etapas. Na
primeira, investigamos as propriedades de estabilidade na norma L? e convergéncia nas
normas L? (caso linear), L' e na seminorma TV (caso ndo-linear), para uma discretiza-
cao espacial feita pelo método DG. Na segunda, ao agregar um esquema SSP-RK para
resolver o sistema de EDOs resultante da discretizacao do espago, exploramos novamente
as mesmas propriedades, porém novos ingredientes foram levados em consideracao, por
exemplo, o conceito de preservagao da estabilidade e a condicao CFL. Nesta etapa as
analises ficaram restritas a alguns casos particulares. Na terceira e iltima, incorporam-se
as formulagoes limitadores de fluxo e a estabilidade foi investigada por meio de resultados
de TVD, TVDM e TVBM, de uma forma geral.

A classe dos esquemas DG usada para a discretizacao do espaco apresentada no
Capitulo 3 permitiu a construcao de esquemas semidiscretos baseados em espagos poli-
nomiais locais de grau qualquer. O conjunto de métodos explicitos e estaveis SSP-RK
escolhido para resolver o sistema de EDOs resultante da discretizagao espacial relacionou-
se diretamente com a estabilidade espaco-tempo do SSP-RKDG. A combinacgao deles da
indicios de que o método possa ser altamente paralelizavel, capaz de lidar facilmente com
estratégias de adaptabilidade da malha e possivel de atingir alta ordem de aproximacao.
Algumas limitacoes também foram notadas, por exemplo, a necessidade de uma condicao
CFL mais restritiva que a de esquemas classicos e da implementacao de limitadores de

fluxo para obter estabilidade em ordens superiores.

Baseados nas ideias de [25], usamos o Lema de Harten e exibimos uma demostragao
da propriedade TVDM para o método SSP-RKDG com o limitador de fluxo. Evidencia-
mos um resultado, apresentado em [25], com condigoes que, apesar de causarem a perda da
propriedade TVDM, mantém a TVBM e, portanto, a estabilidade. Além disso, usando as
ideias de [25], exibimos provas para dois resultados que mostram a manutengao da preci-
sao do método SSP-RKDG em regioes suaves longe das descontinuidades, quando usados

os limitadores de fluxo construidos a partir das fungoes minmod e minmod modificada.

Usando as ideias desenvolvidas para estudar o método SSP-RKDG, demos inicio
ao estudo das propriedades TVD e TVB para um método de elementos finitos misto e hi-
brido. Conseguimos mostrar a propriedade TVD para um caso especifico, usando algumas
aproximagoes propostas em [55] e [30]. Porém, vimos que as formas de aproximar os ter-

mos integrais nao sao viaveis. Propomos, entao, alguns caminhos que podem ser seguidos
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para mostrar a propriedade TVB do método quando desconsideradas estas aproximagoes

realizadas pelos autores.

Em sintese, o SSP-RKDG com os limitadores de fluxo possui caracteristicas in-
teressantes, como estabilidade e convergéncia para a solucao entropica, sem a producao
de oscilagoes esptrias e com boa resolucao de gradientes abruptos. Em nosso ponto de
vista o método pode ser aplicado a alguns dos modelos de injecao de espumas para a
recuperacao avangada de petréleo, como os apresentados em [3, 42, 63]. Neste sentido, é

pretensao para trabalhos futuros aplicar o método a esses modelos.

No que diz respeito ao método DMHI1, acreditamos que uma analise mais apro-
fundada das propriedades TVD e TVB pode ser desenvolvida, sendo objetivo futuro um

estudo voltado a essa investigacao.

O principal aprendizado fornecido pelo estudo desenvolvido neste trabalho foi
a descoberta de boas ferramentas para andlise de propriedades TVD, TVDM, TVB e

TVBM, por exemplo, o Lema de Harten e suas extensoes.
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