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RESUMO

As Redes Neurais Artificiais sao modelos matemaéticos e computacionais inspirados
no funcionamento do cérebro humano. Elas sao capazes de aprender e realizar tarefas
como reconhecimento de padroes, classificacao de imagens, deteccao de fraudes em cartao
de crédito entre outras aplicagbes. A estrutura de uma rede é composta de nés (que sdo
os neur6nios) ligados por arestas (que sao as conexoes) distribuidos em camadas. Essas
conexdes possuem valores (pesos) que representam o quanto aquela ligacao é importante
para a determinacao do resultado final. A computacao da rede é dada por uma série
de composicao de fungdes (fungoes de ativacao) aplicadas ao produto dos pesos pelos
valores atribuidos aos neurénios de cada camada. Para que a rede possa aprender, técnicas
de otimizagdo devem ser aplicadas para a determinagao dos pesos 6timos da rede. Esse
trabalho teve como principal objetivo incorporar a técnica backpropagation ao algoritmo
de otimizagao FDIPA - Feasible Directions Interior Point Algorithm para a obtencao dos
pesos 6timos de uma rede neural. Concluida essa tarefa, varios testes foram realizados

para a comprovacao da eficiéncia da proposta.

Palavras-chave: Redes Neurais, Otimizacao, Aprendizado de Maquina, Backpropagation.



ABSTRACT

Artificial Neural Networks are mathematical and computational models inspired
by the functioning of the human brain. They are able to learn and perform tasks such as
pattern recognition, image classification, credit card fraud detection and other applications.
The structure of a network is composed of nodes (which are the neurons) connected
by edges (which are the conections) distributed in layers. These conections have values
(weights) that represent how important the connection is to the determination of the final
result. The computation of the network is given by a series of composition of functions
(activation functions) applied to the product of the weights by the values attributed to
the neurons in each layer. In order to the network to learn, optimization techniques must
be applied to determine the optimal network weights. The main objective of this work
is to incorporate the backpropagation technique to the optimization algorithm FDIPA -
Feasible Directions Interior Point Algorithm to obtain the optimal weights of a neural
network. After completing this task, several tests were carried out to prove the efficiency

of the proposal.

Keywords: Neural Networks, Optimization, Machine Learning, Backpropagation.
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1 INTRODUCAO

Popularmente conhecido pelo seu termo em inglés Machine Learning, o Aprendizado
de Maquina é um subcampo da Inteligéncia Artificial que estuda algoritmos computacionais
que sao capazes de aprender a realizar tarefas automaticamente através da experiéncia
[1]. Dessa forma, ao invés de um programador desenvolver um algoritmo e deixar as
agoes que esse algoritmo ira realizar explicitamente no seu cédigo, os algoritmos que usam
aprendizado de maquina irao aprender a realizar aquela tarefa através da experiéncia,
onde experiéncia nesse contexto é apresentada como um conjunto de dados conhecidos

que dizem o que o algoritmo deveria fazer em um conjunto finito de situacoes conhecidas.

Uma subarea do aprendizado de maquina que vem chamando a atencao de boa
parte dos pesquisadores é o Aprendizado Profundo. Ele é comumente utilizado quando o
problema em questao envolve abstracoes de alto nivel de dados e para isso, uma arquitetura
especifica é utilizada que sdo as chamadas Redes Neurais Artificiais Profundas. Essas
Redes Neurais existem desde os anos 50, porém, s recentemente obtiveram seu sucesso
uma vez que houve o avanco do poder computacional e as capacidades de armazenamento
de dados até o ponto em que o aprendizado profundo pudesse se tornar realidade na
prética [2].

As Redes Neurais Artificiais (RNA), sao modelos computacionais formados por
neuronios e pesos podendo ser representados graficamente por um diagrama ou um modelo
de grafo, onde os pontos ou noés sdo os neurdnios e as arestas representam as ligagoes
entre os neurdnios da rede. Associada a essas ligacOes estao os pesos da rede, que sao
valores reais que representam a intensidade com que a informacao sera passada de um
neurénio para o outro através dessa ligacao. A rede neural pode ser vista como uma
fungao matematica que possui seus parametros (os pesos da rede) e que, dada uma entrada,
ird retornar uma saida. Entre os problemas que envolvem o aprendizado de maquina
utilizando tais estruturas de redes neurais, uma delas, o treinamento de redes neurais,
consiste em encontrar os pesos que minimizem uma fun¢ao de erro que ¢ relacionada com
as respostas que a rede nos fornece. Por exemplo, se tivermos uma rede representada pela
funcdo f : R* x R® — R™, onde R* representa o dominio dos pesos e R" representa o
dominio da entrada da rede, o problema consiste em encontrar um conjunto de pesos w,

que minimize uma funcdo de erro C'(f(w,x)), para um conjunto de dados x conhecido.

Para a minimizacao da funcao de erro, utiliza-se técnicas de Otimizagao que se
trata de uma area da Matematica que busca encontrar os pontos do dominio de uma
certa funcao, denominada fun¢ao objetivo, que produzem os maiores ou menores valores
funcionais, conforme o problema. Quando a func¢ao que se deseja otimizar é diferenciavel,
técnicas como o algoritmo de Descida do Gradiente [3], que utilizam as derivadas da

funcao, podem ser utilizadas para resolver o problema. No caso de redes neurais, a funcao
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custo da rede envolve uma série de composicao de fungoes e multiplicacao de matrizes que

dificultam enormemente a obten¢ao das derivadas.

Em 1986, foi introduzido um algoritmo chamado de Backpropagation [4], que é
utilizado para o cdlculo do gradiente de uma funcao custo de uma rede neural de uma
forma eficiente. O backpropagation é sem duvida um dos algoritmos mais importantes na
historia das redes neurais e com o emprego desse algoritmo é possivel realizar o treinamento

de uma rede neural utilizando-se, por exemplo, a descida de gradiente.

O objetivo principal desse trabalho é adaptar o algoritmo FDIPA, sigla em inglés
para algoritmo de pontos interiores e dire¢oes viaveis, para o treinamento de redes neurais,
incorporando ao mesmo a técnica backpropagation a fim de obtermos um método eficiente
e robusto para a minimizacao da func¢ao custo. O algoritmo FDIPA (Feasible Directions
Interior Point Algorithm), desenvolvido por Herskovits [5] para solugao de problemas de
otimizacao nao linear diferencidveis com restricoes. O FDIPA é um algoritmo robusto,
eficiente e de facil implementacao. Ele basicamente requer a resolucao de dois sistemas
lineares com a mesma matriz. O FDIPA apresentou bons resultados para resolu¢ao de
diversos problemas, o que nos motivou a aplicéd-lo ao problema de treinamento de redes
neurais. Outro aspecto é que o FDIPA requer somente o célculo das derivadas parciais de
primeira ordem da func¢ao objetivo. Escolhemos a técnica backpropagation amplamente
utilizada para o calculo das derivadas da funcao custo associada a redes neurais e fizemos
a junc¢ao dos dois algoritmos, realizando as adaptagoes necessarias, com o objetivo de

otimizacao dos pesos associados a uma rede arbitraria.

1.1 DESCRICAO DO PROBLEMA

Como ja mencionado anteriormente, o problema de treinamento de uma rede neural
consiste em minimizar uma funcao custo. Para a definicdo da funcao custo, é necessario
estabelecer a funcdo que representa a computacao da rede que depende da arquitetura da
rede, isto é, depende da quantidade de camadas, da quantidade de neurénios por camadas,
e das funcoes de ativagao utilizadas. Além disso, a funcao custo depende de um conjunto
de dados contendo entradas e, no caso do aprendizado supervisionado, saidas esperadas

para cada uma dessas entradas.

O problema de treinamento de redes neurais agora consiste em minimizar a funcao
custo com o objetivo de encontrar o melhor conjunto de pesos que faz com que as saidas

obtidas sejam mais préoximas possiveis das saidas conhecidas.

Os bons resultados numéricos apresentados pelo FDIPA em outros contextos, nos
motivaram a utilizar este algoritmo para o treinamento de redes neurais. Entretanto o
FDIPA resolve problemas com restrigoes o que nao é o caso de redes neurais pois 0s pesos
podem assumir quaisquer valores reais. Para contornarmos essa inconveniéncia, impusemos

uma restricao ao tamanho do vetor de pesos.
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1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta estruturado em 8 capitulos sendo este o primeiro. No capitulo 2
faremos uma revisao bibliografica de algumas técnicas utilizadas para o treinamento de
redes neurais. No capitulo 3, recordamos a definicdo de neurdnio artificial, descrevemos
como ocorre a representacao de redes neurais, explicamos como se define a fungao custo e
como acontece o treinamento de uma rede neural. Além disso, descrevemos em detalhes o
método de Descida de Gradiente Estocastico. Ainda neste capitulo, alguns teoremas e
defini¢oes basicas importantes para o entendimento do assunto em tela sao apresentados.
No capitulo 4, os calculos das derivadas feitos pelo Backpropagation sao apresentados em
detalhe. Pretende-se que esta seja outra contribuicao deste trabalho pois trata-se de um
tema de dificil compreensao. Ainda com o intuito de deixar bem claro como esses cdlculos
sdo feitos, foi apresentado um exemplo numérico que utiliza uma rede neural simples. No
capitulo 5 apresentamos o algoritmo FDIPA em sua versao original, detalhamos como sua
direcao de busca é encontrada e descrevemos as expressoes que fornecem explicitamente
essa direcao para o caso especial abordado nesse trabalho, ou seja, o caso em que precisamos
de uma restricao somente. No capitulo 6, sera apresentada a metodologia utilizada para a
realizacao deste trabalho, ou seja, as fases de implementagao dos algoritmos e etapas de
testes. No capitulo 7, apresentaremos os resultados obtidos pelos algoritmos propostos

neste trabalho e, finalmente, as conclusoes sao apresentadas no capitulo 8.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Atualmente, o aprendizado profundo vem sendo utilizado em diversas aplicagoes
de diversas dreas, como carros autéonomos [6], na area de cuidados da satide [7], na area de
finangas [8], dentre muitas outras. Assim, muitos pesquisadores vém estudando formas de
melhorar o treinamento das redes neurais, usadas no aprendizado profundo. Areas como
dos carros auténomos e cuidados da satide por exemplo, envolvem vidas humanas e o erro
cometido nas decisdes deve ser muito proximo de zero para que essas tecnologias sejam

viaveis e que as pessoas tenham confianca suficiente para utiliza-las.

Em [9] é mostrado que, em certas aplicagoes, o treinamento de uma rede neural
utilizando um algoritmo genético apresenta melhores resultados do que com o emprego de
técnicas tradicionais como o backpropagation aliado a Descida de Gradiente. Os autores
destacam como ponto negativo das técnicas que usam o gradiente, a necessidade do célculo
do gradiente, calculo esse que pode ser muito custoso no caso das redes profundas. Em
[10], o autor chama atengdao para o uso de algoritmos genéticos para treinamento de redes

neurais aplicadas a problemas de classificacao.

Em [11] é realizado o treinamento de redes neurais utilizando a técnica de otimizagao
por enxame de particulas, um método utilizado para otimizacao de fungoes continuas nao

lineares, inspirado em comportamento social de organismos vivos.

Em [12] é apresentada uma visao geral sobre os métodos de descida de gradiente
bem como suas variagoes. O treinamento classico ¢é feito com a técnica de descida de
gradiente, que consiste em minimizar uma fungao objetivo C'(W') parametrizada pelos
pesos W € R™ do modelo através da atualizacao desses pesos na direcao oposta a direcao
do gradiente Vy,C'(W) da fungao objetivo. Uma taxa de aprendizado 7 determina o
tamanho do passo que sera dado na direcao oposta do gradiente. A atualizacao dos pesos

é realizada da seguinte forma:
W = WF — V. C(WH). (2.1)

Existem algumas variagoes da descida de gradiente em relagao a quantidade de
dados utilizados na definicdo da func¢ao custo e consequentemente no calculo do gradiente.
Dependendo da quantidade de amostras, ocorre um trade-off entre a acuracia da atualizacao

dos pesos e o tempo computacional gasto nessa atualizagao.

Quando utiliza-se todo o conjunto de dados de uma s6 vez, dependendo de seu
tamanho, o algoritmo pode ficar muito lento ou até mesmo intratavel. Quando a Descida
do Gradiente considera todo o conjunto de dados o algoritmo ¢ denominado Descida
de Gradiente em Lote (Batch Gradient Descent - BGD). O BGD converge localmente

quando as fungoes custo sao nao-convexas.

O algoritmo de Descida de Gradiente Estocédstica ou SGD (sigla em inglés para
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Stochastic Gradient Descent), realiza a descida em cada amostra de treinamento 2 com

rotulo ¥y da seguinte forma
W = W — nVy CWE, 2@ 4 @), (2.2)

O SGD treina a rede mais rapidamente que o BGD com a diferenca de realizar a atualizacao
individualmente para cada amostra no conjunto de dados. Com isso, o SGD produz mais
atualizagoes, o que causa uma varidncia mais alta. Em [12], o autor menciona que o
SGD possui a vantagem de acabar com a redundancia que o BGD pode ter e por conta
disso, acaba aprendendo mais rapido. A parte estocéastica do algoritmo ocorre através de
um embaralhamento nos dados que ¢ realizado em cada época do treinamento. Isso sera

melhor explicado no Capitulo 3.

A jungao das principais caracteristicas dos algoritmos BGD e SGD resulta no
alagoritmo chamado Mini-batch Gradient Descent, ou em portugués Descida de Gradiente
em mini-lote. Esse algoritmo realiza a atualizacao para cada mini-lote com n amostras da

seguinte forma:

Wk+1 — Wk . HVWC(VV, x(i:iJrn), y(zlJrn)) (23)

Assim como o SGD, ao final de cada época ocorre um embaralhamento nos dados. Iremos,
por simplicidade, nos referir ao algoritmo Descida de Gradiente em mini-lote como SGD
ao longo desse trabalho. Ao detalhar melhor esse algoritmo no Capitulo 3, ja iremos nos

referir a ele como SGD.

Alguns desafios enfrentados pelos algoritmos de descida citados acima, como escolha
da taxa de aprendizagem e ficar preso em minimos locais ruins, sao explorados no trabalho
[12].

Um problema que ocorre com o método SGD ¢é a oscilagdo quando a busca se
encontra em pontos onde a superficie se curva muito mais em uma dimensao do que em
outra, algo que é comum em minimos locais. Uma forma de resolver esse problema é com a
utilizagdo do método Momentum [13], que torna o aprendizado mais estavel acelerando
a convergéncia. Isso é feito através da insercao de um termo, o momentum, que quantifica
o grau de importancia da variacao de peso do passo anterior comparado ao atual. A

atualizagao é dada por:
Wk+1 — Wk‘ _ ,Uk+1 (24)

onde v*! = vk + nVi, C(W*) e o termo do momentum v é comumente colocado com o
valor 0.9. Com essa atualizagdo, o método acelera mais em direcoes mais relevantes. Em
[12], o autor faz uma analogia com uma bola em um morro onde o momentum, nesse caso,
empurra a bola morro abaixo. A bola ird acumular momentum a medida que ela rola no

morro, ficando cada vez mais rapida naquela direcao.

Ainda considerando a analogia do autor, um problema que pode acontecer com o

método é um acumulo de aceleracao na bola, enquanto ela desce o morro, fazendo com
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que ela continue naquela direcao, mesmo quando atinge o minimo local, fazendo com que
ela suba o outro morro. O método Nesterov Accelerated Gradient (NAG) [14] é um
algoritmo que fornece ao momentum uma espécie de suavizagdo tentando prever o instante
que deve desacelerar olhando para o possivel proximo ponto na sequéncia iterativa da

descida de gradiente. A atualizagdo com esse método acontece da seguinte forma:
WhHL — 7k _ ket (2.5)

onde v** = yoF + nVy C(WF — 40F). Com essa atualizacio, previne-se uma aceleragao

muito alta ao longo das iteracoes.

O algoritmo Adagrad [15] é um algoritmo adaptativo que leva em consideragao
a geometria dos dados observados durante as iteracoes realizando passos iterativos com
mais informagoes. Ao contrario dos outros algoritmos mencionados até o momento, o
Adagrad realiza uma atualizacdo na taxa de aprendizagem e ainda utiliza uma taxa
diferente para cada peso a ser atualizado dentro de uma época. Esse procedimento fornece
taxas de aprendizagem menores para caracteristicas mais frequentes e taxas maiores para
caracteristicas menos frequentes. Seja g* o gradiente da funcdo custo no tempo k, ou seja,
g* = Vi C(WPF). Definimos G* uma matriz diagonal onde:

k
k 2
G = Z(gf) (2.6)
j=1
sendo gg o gradiente da funcao custo no tempo j com respeito ao i-ésimo peso da rede.

Por fim, a iteracao do algoritmo é realizada da seguinte forma:
Wk — Wk — p(G* + ) VIV, C(WF) (2.7)

onde € > 0 geralmente é tomado na ordem de 10~%. Com isso, ndo h4 necessidade de
grandes preocupacoes em relagdo a escolha da taxa de aprendizagem inicial . Contudo,
o acumulo dos gradientes ao quadrado em G* ird tender a um ntimero muito grande ao

passar das épocas e, consequentemente, o termo que multiplica o gradiente ira tender a 0.

O algoritmo Adadelta [16] busca reduzir essa rapida diminuigdo da taxa de
aprendizagem que ocorre no Adagrad. O algoritmo realiza tal feito, limitando a quantidade
de termos considerados no somatério que define a matriz G*. Ao invés de literalmente
realizar o armazenamento de uma quantidade de termos g*, o que ¢é feito é uma espécie de
amortecimento, calculando a média de (¢g¥)? no tempo k& dando uma menor importancia

aos ¢ mais antigos da seguinte forma:

E[(g"] =vEl(¢" )] + (1 —)(g")* (2.8)

Para compatibilizarmos a notacao utilizada pelos algoritmos Adagrad e Adadelta, cha-

mando v = AW* = —ng* a atualizacio fica

WHH = W+ AWE. (2.9)
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Denota-se por RM S[g"] o valor \/E[(g*)?] + €. Define-se também um outro decaimento

exponencial médio mas agora em relagdo ao quadrado da atualizacao dos parametros:
E[(AW")?] = vE[(AW )] + (1 — 7)(AW*)%, (2.10)

Com isso, define-se o erro quadratico médio das atualizagdes do parametro na formas:

RMS[AWH) = \/E[(AW)?] + . (2.11)

Definidos esses termos, a regra de atualizacao do algoritmo Adadelta fica:

_ RMS[AW*Y]
RMS[g"] ? (2.12)

WL =W+ AWF.

AWF =

Dessa forma, nao ha necessidade de informar um valor de taxa de aprendizagem.

Outro algoritmo muito utilizado é o RMSprop que assim como o Adadelta, busca
resolver o problema que ocorre com o decaimento rapido da taxa de aprendizagem do
Adagrad. A atualizagdo do RMSprop ocorre com a utlizagdo de um amortecimento

exponencial na soma dos quadrados dos termos de atualizacao da seguinte forma:
E[(¢")’] = 0.9E[(¢")?] +0.1(¢")*

E[(g%)?] + eg*

Um outro algoritmo que computa taxas de aprendizagem adaptativas e que é muito
utilizado ¢ o algoritmo Adam (Adaptive Moment Estimation) [17]. Além de realizar um
decaimento exponencial médio dos quadrados dos gradientes, assim como o Adadelta e o
RMSprop, o Adam também realiza um decaimento semelhante para o termo dos gradientes

passados, da seguinte forma:

mk — ﬁlmkfl + (1 o Bl)gk
VP = Byt (1= By)(g7)2

k

(2.14)

onde m? = 1% = 0. O termo m
k

é uma estimativa do primeiro momento do gradiente, isto
¢, a média. O termo v" é uma estimativa do segundo momento do gradiente, ou seja, da
variancia nao centrada. Por conta de suas inicializagoes iguais a 0, existe uma tendéncia
desses vetores em torno do ponto zero nas primeiras iteracoes e isso é intensificado quando
as taxas de decaimento sao pequenas, ou seja, quando 3; e B3 sao proximas de 1. Um

calculo é realizado para correcao desse viés nos dois momentos calculados:

~k m
1= (B
y oF (2.15)
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Com esses termos definidos, a atualizacao dos pesos no algoritmo Adam fica da
seguinte forma:

Wk — T sk 2.16
m+e ( )

Valores padroes de 3; igual a 0.9, 3, igual a 0.999 e € igual a 107® sdo sugeridos pelos
autores. Um estudo aprofundado sobre o método, como analise de convergéncia e alguns
experimentos numéricos, sao apresentados em [17], mostrando sua robustez na resolugao

de problemas na area de aprendizado de méaquina.

Mais detalhes sobre os métodos mencionados acima podem ser encontrados nas

referéncias apresentadas.
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3 INTRODUCAO AS REDES NEURAIS E FUNDAMENTOS TEORI-
COS

Esse capitulo tem como objetivo apresentar as principais ideias a respeito de redes

neurais importantes para o entendimento do trabalho.

O trabalho [18] foi uma das principais referéncias utilizadas para o assunto de
redes neurais abordado neste capitulo. Nessa referéncia, o autor apresenta redes neurais
de uma forma muito detalhada partindo dos principios mais bésicos, explicando de onde
vem a inspiragao para a construcao e utilizagao de redes neurais. O trabalho abrange os
principais topicos em torno do assunto como, por exemplo, os processos de aprendizado e

os diferentes tipos de arquiteturas utilizados na definicao de redes neurais.

Neste capitulo, introduzimos a definicdo de neuronio artificial, explicamos como se
representam redes neurais, deduzimos a expressao que define a func¢ao custo e também
como se faz o treinamento de uma rede neural. Além disso, apresentamos em detalhes
o método de Descida de Gradiente Estocastico. Ainda neste capitulo, relembramos o
conceito de matriz Jacobiana, a férmula de Sherman-Morrison, o produto de Hadamard,

as condicoes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker além da Regra da Cadeia em R™.

3.1 REDES NEURAIS

As Redes Neurais Artificiais (comumente chamadas de Redes Neurais) sdo estruturas
matematicas inspiradas no funcionamento das redes neurais biolégicas do ser humano.
O cérebro humano é uma espécie de supercomputador altamente complexo, ndo-linear e
paralelo, capaz de realizar muitas tarefas, sejam simples ou complicadas, como por exemplo
percepcao e reconhecimento de padroes, em milésimos de segundos [18]. Um exemplo
disso, é a visao humana como tarefa do processamento de informacao. O sistema visual
tem como func¢ao prover informagao sobre os objetos e o ambiente a nossa volta para que
possamos interagir com eles. O cérebro humano também realiza fungoes rotineiras que,
por serem comuns, nao paramos para pensar na complexidade da acao como, por exemplo,
a de reconhecer rostos de pessoas ja conhecidas mesmo em um ambiente que nao seja

familiar ou de olhar para a foto de um animal e reconhecer qual animal é aquele na foto.

A estrutura de uma rede neural é formada por nés, que sao os neurénios, divididos
em camadas e ligados por conexoes, as quais sao atribuidos pesos. Uma representacao
grafica de uma rede neural com trés camadas por ser vista na Figura 1. A primeira camada
¢é chamada camada de entrada e possui dois neurénios, r; e rs. A segunda camada é
chamada camada oculta e possui os neurdnios a?, a3 e a3. A terceira e tltima camada é
chamada camada de saida da rede e possui o neur6nio aj. No caso geral, em uma rede
com N camadas, a primeira é a camada de entrada, a iltima é a camada de saida e as

camadas intermedidrias sdo as camadas ocultas.
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Uma rede com varias camadas ocultas é chamada Rede Neural Profunda [19]. O
problema bésico que envolve redes neurais profundas é denominado Aprendizado Profundo
que consiste na determinacao dos pesos 6timos para essa rede. Os pesos 6timos sao aqueles
que, a partir de um conjunto de informacoes, fazem com que a rede produza uma resposta

mais proxima possivel daquela previamente conhecida.

Para entendermos melhor o funcionamento das redes neurais, iremos iniciar descre-

vendo o modelo dos neurdnios que formam a base de uma rede neural.

Camada de Entrada Camada Oculta Camada de Saida

Figura 1 — Representacao de uma Rede Neural Artificial.

3.1.1 Neurdnio Artificial

Inspirado na estrutura e funcionamento do neurénio biolégico, os neurdnios artificiais
sao estruturas matematicas que tentam reproduzir agoes semelhantes as realizadas pelos
neurdnios humano. Em [18], é explicado o funcionamento do sistema nervoso humano e é
feito uma correlagao entre as caracteristicas deste sistema humano com os componentes das
redes neurais. De uma forma simplificada, um neurdnio artificial ¢ um objeto que recebe
um conjunto de informagdes, trabalha essas informagoes utilizando fun¢oes matematicas e

passa o resultado para os neurdnios da préxima camada

Entrada do Neuronio Saida do Neuronio

Soma Ponderada

Figura 2 — Exemplo de um neurdnio artificial.



20

A Figura 2 exemplifica um neurdnio artificial. Esse neuronio poderia ser um dos
neurdnios da segunda camada da rede neural da Figura 1, onde agora destaca-se o bias,
denotado pela letra b, que nao havia sido representado anteriormente. O bias, ou viés em
portugués, é um parametro que interfere na passagem da informacao carregada por x; e
To para a camada seguinte. As entradas x; e x9 sdo passadas para este neuronio através
das conexodes de pesos wi; € wer. Com essas informagoes, o neurdnio realiza uma soma

ponderada da seguinte forma:
Z = wWi1x1 + W21T2 + b. (31)

Por fim, o neurdnio aplica uma funcao nao-linear, denominada funcao de ativacao, gerando
um resultado
a=o(z). (3.2)

Portanto, um neurénio que recebe as entradas x; e x5, por meio das conexodes com pesos

Wiy € woyy, respectivamente e com um bias b, tem como saida o seguinte valor:

a = 0'(1,011(131 + Wo1Ty + b) (33)

3.1.2 Representagoes da Rede Neural

Nesta secao, apresentaremos alguns dos objetos matematicos utilizados para repre-
sentar as estruturas da rede neural da Figura 1. Com isso, poderemos escrever a saida da
rede através de uma fungdo matematica de forma mais clara. Vamos enumerar as camadas
da nossa rede a partir do nimero 1 para a camada de entrada, numero 2 para a camada
seguinte e assim sucessivamente. Na rede que estamos considerando, temos 3 camadas
sendo a camada 1 a camada de entrada, a camada oculta é a camada 2 e a camada de

salda é a camada 3.

Os pesos associados as ligacoes que conectam duas camadas podem ser repre-
sentados por uma matriz. Supondo uma rede com N camadas, chamaremos de W¥,
L e{2,3,..., N}, a matriz que contém os pesos associados as ligagoes que conectam as
camadas L — 1 e L. Os elementos dessa matriz sao os pesos wiLj onde, wiLj representa o
peso da conexao que liga o neurénio ¢ da camada L com o neuronio j da camada L — 1.

Com isso, a nossa rede neural possui as matrizes W? e W3 definidas da seguinte forma:

2 2
Wi Wig
2 _ 2 2 3 _ 3 3 3
W2 = | w2 w e Wi=|wh wi wh | (3.4)
2 2
w w
31 32

Podemos também representar os biases através de uma matriz, mais precisamente
um vetor. Mesmo que nao esteja representado na Figura 1, cada um dos neurénios das
camadas 2 e 3 possui um bias. Dessa forma, chamaremos de B* o vetor que contém os

biases da camada L. Os elementos desse vetor sao os biases bF que representa o bias do
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neurdnio i, ou i-ésimo neurénio, da camada L. Dai, a rede neural da Figura 1 possui as
matrizes B? e B? definidas como
2
by
2 _ 2 3 _ 3
B = || e B'=[b]] (3.5)

b3

Com essas estruturas definidas, podemos fazer a computacao da rede através de
produtos matriciais. Por exemplo, se tivermos uma entrada X = [z1, 25]7, obtemos a

soma ponderada dos neurénios da segunda camada da seguinte forma:

2 2 2 2 2 2

Wi Wi . by Wi, Ty + wipTs + by

2 _ 2 2 _ 2 2 1 2 | — 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

Assim, Z" fica definida como a matriz que contém as somas ponderadas das

ativagoes da camada (L — 1) com seus respectivos pesos com a adigao do bias da camada

L.

Seja 0 : R — R uma funcio de ativacdo. A saida A', da camada L da rede, é

dada por o(Z"), onde A}, = o(Z[). No caso da nossa rede, por exemplo

2 o(27)
ZF=| 22 e A*=0(Z% =] o(3) |. (3.7)
% o(z)

Com isso, conseguimos uma forma geral para Z' dada por
Z7b =whtAl=t 4+ B* (3.8)

onde A = X.

Finalmente, conseguimos escrever a saida da nossa rede neural através de uma

fungdo y : R — R, para a entrada X = [z, 25]7, definida por:

y(X) = oc(W3a(W?X + B*) + B®) = c(W?0(Z%) + B?) =

(3.9)
=o(W3A* + B®) = 0(Z°) = A%

3.1.3 Funcao de Ativacao

No final da secao anterior, foi utilizada uma funcao genérica o que chamamos de
funcao de ativacao. A funcao de ativacao em uma rede neural é uma funcao aplicada na
saida do neurénio. O seu papel nas redes neurais ¢ inserir uma nao linearidade na funcao

salda y da rede que seria linear sem a aplicagao das fungoes de ativacdo. A nao linearidade
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faz-se necessaria pelo fato de que fungoes nao lineares sao capazes de separar o espaco R”
de diversas formas além de semi espacos que é o caso quando se tem apenas hiperplanos
envolvidos. Dessa forma, a rede pode ser usada para resolver problemas nao triviais que
ocorrem mesmo na presenca de um ntimero pequeno de nés. Em [20] é apresentada uma

analise de desempenho de uma rede utilizando-se diferentes fungoes de ativagoes.

Algumas das fungoes de ativacao mais utilizadas sao:

Tangente hiperbdlica : o(x) = tanh (x) (3.10)
1 >0
Funcao de Heaviside : o(z) = { e o (3.11)
0, caso contrario
~ o : : 1
Funcao logistica ou sigmoide : o(z) = e (3.12)
e—ﬂf
ReLu : o(z) = max {0, z}. (3.13)

De forma geral, a lei das fungoes de ativacao podem mudar com a introducao de coeficientes.
Por exemplo, as fungdes em (3.11) e (3.12) podem variar, dependendo do problema, de
maneira a terem seu conjunto imagem estendido para o intervalo [—1,+1]. E possivel

entender melhor essa extensao analisando os graficos dessas fun¢oes na Figura 3.

Entre as funcoes de ativacao apresentadas, destacamos a fungao sigmoide, que é uma
das mais utilizadas na construcao de redes neurais artificiais. Essa funcao se caracteriza
por apresentar um bom balanceamento entre comportamento linear e nao-linear, além de

ser uma funcgao estritamente crescente.

3.1.4 Funcgao Custo

Até esse momento, a rede neural que estamos consideramos recebe uma entrada X
e retorna uma saida y(X). Podemos atribuir as conexoes da rede pesos e biases aleatorios,
o que faria altamente improvavel que a nossa rede tivesse um bom acerto no sentido de
produzir uma saida préoxima daquela ja esperada. Uma das formas de treinamento de uma
rede é o aprendizado supervisionado, onde a partir de um conjunto de dados conhecidos,
determina-se os pesos e biases de modo que a saida da rede seja mais préxima possivel da
saida esperada. Nesse caso, o que é feito é uma comparacio entre a saida y(z(V) que a rede
esta fornecendo para uma entrada () e sua resposta esperada a(z®). Essa comparacio ¢
realizada através de uma funcao C' chamada func¢ao custo ou funcao de perda que exibe
essa diferenca entre a saida produzida pela rede e a saida desejada. Um exemplo de tal

funcao ¢é o erro quadratico médio definido por:

COV, B, X,a(X)) = COV. B) = o> [loe®) — a2 @14
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Tanh RelLu
1 ]
4 -
0 _
2 _
_1 L T T T 0 L T T T
-5 0 5 -5 0 5
Degrau Sigmoid
1.0 1 1.0 1
0.5 1 0.5
00 L T T T 00 L T T T
-5 0 5 -5 0 5

Figura 3 — Algumas fungoes de ativacao.

onde X = {zM, 2@ ... 2™} a(X) = {a(zM),a(z?),... a(z™)} e y(x?) ¢ a saida da

rede para a entrada (.

Os parametros X e a(X) que aparecem na expressao C(W, B, X, a(X)) foram
omitidos na expressao C'(W, B) para destacar que as variaveis da funcdo custo C' sao na

realidade W e B, no sentido explicitado pela férmula (3.9).

Outro exemplo de func¢ao custo, é a fungao erro de entropia cruzada definida por:
1 & : ,
CW.B)=~-% (y(@"),loga(x)). (3.15)
nai4
onde < -, - > representa o produto interno e log estd sendo aplicado em cada coordenada
de a(z).
A funcao erro de entropia cruzada, cujas ideias se baseiam no Principio da Maxima

Entropia [21, 22|, pode ser definida, para duas distribui¢bes de probabilidades p e q, da

seguinte forma [23]:

H(p,q) = Ey|—logq] = H(p) + Dk1(pllq) (3.16)

onde H(p) é a entropia da distribui¢do de probabilidade p, e Dk (pllq) é a divergéncia
Kullback-Leibler da distribuicao de probabilidade q dado p. Essas fungoes sdo definidas,

no caso em que as distribui¢oes sao discretas, por:

H(p) = Zpi log p; (3.17)
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Pi
Dir(pllg) = >_pilog " (3.18)
Neste caso, a funcao erro entropia cruzada fica:
H(p,q) = = >_pilog . (3.19)

3.1.5 Treinamento de redes neurais

O treinamento de redes neurais que vamos tratar nesse trabalho pode ser con-
siderando aprendizado supervisionado que acontece quando tem-se um conjunto finito
de dados de entrada que chamaremos X = {2, 2® .. 2™} associado com as saidas
chamadas a(X) = {a(zW),a(x®),...,a(z™)}. A partir disso, a rede precisa aprender
como fazer essa associagdo, isto é, quando a entrada () ¢ dada, a saida desejada ¢ a(z®).
Por exemplo, em um problema de classificacio podemos pensar que V) € R™ e a(z®)
pertence a um certo conjunto 8§ e o objetivo do treinamento seria definir uma funcgao
y: R™ — 8 de modo que y(z)) seja proximo de a(x™) para cada i € {1,2,...,n}.

Consideremos uma rede neural com a camada de entrada tendo n neurénios e a
camada de saida possuindo m neurdnios e associada a ela a funcao y : R® — R™. Seja
dado um conjunto de treinamento X = {z( 2® .  2®} onde () € R"”, e um conjunto
associado a(X) = {a(zM), a(x®), a(x®™)}, onde a(x@) € R™, Vi € {1,...,k}. Com isso,
conseguimos definir a funcao custo C(W, B) que quantificard o quanto as saidas y(z)
estdo préximas dos dados de treinamento a(z()). As variaveis da funcio custo C' sdo os
pesos W e os biases B da rede. O treinamento consiste em encontrar um conjunto de

pesos W e biases B que minimizem a funcao custo C'(W, B).

3.1.6 Simplificacdo da funcao da rede neural

Neste trabalho, vamos considerar uma rede neural contendo apenas os pesos como
parametros. Isso ¢ feito, transformando-se os biases em pesos da rede. Tomando como
referencia a Equagao (3.1), tipica de um neurdnio, definindo z3 = 1 e w3, = b, esta equagao
pode ser reescrita como:

2 = W12 + Wo1xe + ws31T3. (320)

Dessa forma, um neurénio denominado x3 com valor fixo igual a 1 foi adicionado na
primeira camada. Foi entdo criado um novo peso na rede associado a conexao entre o
neuronio rz e o neurénio da segunda camada. Com isso, aumentamos o nimero de pesos

da rede mas eliminamos os biases como parametros explicitos.

Essa modificacao deve ser realizada em todas as camadas da rede para que eli-
minemos todos os biases. O processo portanto, consiste em adicionar um neurdnio na
camada de entrada e em cada uma das camadas ocultas e manter o seu valor fixo igual a 1

durante todo o processo de treinamento e computacao da rede. Com a adigdo desse novo
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neuronio em todas as camadas, exceto na camada de saida, surgem novos pesos referentes
as conexoes entre esse novo neurénio de cada camada e todos os neurtnios da camada

seguinte.

3.2 DESCIDA DE GRADIENTE ESTOCASTICA

A Descida de Gradiente é um algoritmo iterativo de otimizacao de primeira ordem
para encontrar minimos de fungoes diferencidveis. A ideia intuitiva do método é a utilizacao
da direcao oposta a do gradiente, que é uma direcdo de descida, para atualizar os termos

da sequencia gerada pelo algoritmo. Uma formulagao do algoritmo é apresentada a seguir.

Seja F' : R™ — R uma funcao diferenciavel. Dado um ponto w, € R™, o algoritmo

obtém o ponto w,; utilizando a seguinte regra de atualizagao:
Wpi1 = w, — NV (wy,) (3.21)

onde n > 0 é um valor real que representa o tamanho do passo que serda dado na direcao
—VF(w,). As iteragoes do algoritmo acontecem até que um critério de parada seja
atingido. Esse critério de parada pode ser definido por um ntimero maximo de iteracoes
ou a verificagao do tamanho da direcao em cada ponto, caso em que o algoritmo sera

interrompido quando [|[VF(w,)|| < € para algum € > 0 pré definido.

No contexto do treinamento de redes neurais, o algoritmo de Descida de Gradiente
funciona da seguinte forma: o conjunto original de dados é repartido em p subconjuntos de
mesmo tamanho chamados de mini-lotes. Escolhido um ntimero natural N e um vetor de
pesos inicial Wy, apés p iteragdes, o algoritmo de Descida de Gradiente produz o vetor W,
finalizando uma etapa denominada época 1. Na época 2, a partir de Wi, apos p iteragoes,
o algoritmo encontra o vetor Ws. Para 1 < j < N, a época j consiste de, a partir, de W;_;
encontrar o vetor W;. Em cada época j, a partir do ponto inicial W;_;, sao calculados p

vetores de pesos utilizando-se os p mini-lotes.

Suponhamos que D = {(X1, a(X1)), (X2, a(X2)), ..., (Xk, a(Xk))} seja o conjunto
de dados. Decidido que o conjunto D serd repartido em p mini-lotes, teremos que o tamanho

de cada mini-lote serd ¢ = k/p. Dessa forma, os mini-lotes podem ser representados por:
« Dy ={(X1,a(X1)), (X, a(X3)), ..., (Xg,a(Xy))};

o Dy = {(Xg11,a(Xg11)), (X, a(Xgy2)), - - o5 (Xog, a(Xag)) }

o Dy ={(Xpp-1)g+1, a(X(p-1)911)), (Xp-1)g42: (X p-1)g12)), - - -, (X, a(Xp)) }-

Com essa notacao, em cada época j, a iteracao ¢ do algoritmo de Descida do Gradiente é

realizada utilizando-se o mini-lote D;. Como foi mostrado, a funcao custo de uma rede
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neural é definida a partir de um conjunto de dados. Portanto, em cada época, teremos p
fungoes custo diferentes, uma para cada um dos mini-lotes, que nao se alteram de época
para época. Todo esse processo é denominado algoritmo de Descida de Gradiente em Lote
(Batch Gradient Descent).

Quando o conjunto de dados é muito grande, o aprendizado das redes pode ser
muito lento utilizando a Descida de Gradiente em Lote pois o algoritmo pode ficar preso
em minimos locais das fungoes relacionadas aos diferentes mini-lotes. Uma alternativa para
contornar esse problema é a utilizacao do algoritmo Descida de Gradiente Estocastica
ou SGD, sigla em inglés para Stochastic Gradient Descent [24, 25]. A tnica alteracao
realizada em comparacao ao algoritmo de Descida de Gradiente em Lote é, em cada uma
das épocas, um embaralhamento da ordem do conjunto de dados originais D antes da
separacao em lotes. Feito isso, em cada época, o algoritmo tera p diferentes fungoes
objetivos, que variam de época para época devido ao embaralhamento, para minimizar e
consegue evitar de uma forma melhor os minimos locais das fungdes objetivos relativas a

alguns mini-lotes.

3.3 TEOREMAS E DEFINICOES BASICAS

Nesta secao, apresentaremos alguns teoremas e defini¢oes utilizados neste trabalho.

Um dos objetivos é deixar explicitado as notagoes que empregamos nos proximos capitulos.

3.3.1 Jacobiano e Regra da Cadeia

Definicao 3.3.1. Seja uma funcao f : R® — R continuamente diferenciavel. Dado um

ponto a € R™, a matriz jacobiana de f no ponto a, indicada por J f(a) é definida por:

98 (a) 2(a) 1 () Y fi(a)
of2(q) Of2(q 2 (g J(a

Jf(a) = a“f b oamle) e @ vf:( ) (3.22)
Ge(a) G(a) () V fon(a)

cujas linhas sao constituidas pelas derivadas parciais das fun¢oes coordenadas de f.

Teorema 3.3.1. (Regra da Cadeia [26]) Sejam U C R™ e V. C R™ conjuntos abertos,
f U — R™ uma aplicagio diferencidvel no ponto a € U, com f(U)CV eg:V — RP
uma aplicagao diferenciavel no ponto b = f(a) € V.

Entao, a aplicagio composta go f : U — RP € diferencidvel no ponto a e sua
derivada é

J(go f)a) = Jg(b)J f(a)
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3.3.2 Formula de Sherman-Morrison

A férmula de Sherman-Morrison [27, 28, 29], calcula a matriz inversa da soma de

uma matriz inversivel A e o produto tensorial, uv?, dos vetores u e v.

Teorema 3.3.2. (Formula de Sherman-Morrison) Sejam A € R™™ wma matriz inversivel
eu,v € R Entdo, A+ uvt é inversivel se e somente se 1 +v A7 u # 0 e a férmula
para o calculo da inversa é dada por:

Ayt AL

A ty—-1 _ A—l .

(4+uf) 14+ vtA-1u
3.3.3 Produto de Hadamard

O Produto de Hadamard é uma operacao de multiplicacao de matrizes especialmente

utilizada pelo algoritmo backpropagation.

Definigao 3.3.2. (Produto de Hadamard) Sejam A, B € R™*™. O produto de Hadamard

entre as matrizes A e B, denotado por A ® B, é definido como:

ayy  aiz - Qip bir bz -+ bin aytbiy aebiz - apbin

a1 Az - Q2p bo1 by -+ Doy a21b21 a22b22 c a2nboy,

asi  asz  ccc agn | ©| bar bs2 oo bsn | = | asibsi asebsy -+ asnbs, | (3.23)
L Am1 Am2 tee Amn i L bml bm2 e bmn | L Am1 anl am2bm2 e amnbmn |

Em outras palavras, o Produto de Hadamard faz a multiplicagao de matrizes

elemento por elemento.

3.4 OTIMIZACAO E CONDICOES DE KARUSH-KUHN-TUCKER (KKT)

Otimizacao é uma area da Matematica que, dada uma funcao F': X C R" — R,
chamada fungao objetivo, procura pontos z* € X tais que F'(z*) < F(x) para todo x € X.
Se X = R", o problema é dito irrestrito. Caso contrario, isto é, se X é um subconjunto

proprio de R™, temos um problema com restrigoes.

Em geral, um problema de otimizacgao é escrito da seguinte forma:

minimizar f(x)
(P) sujeito a  g(x) <0 (3.24)
e h(x)=0,

onde f:R" — R, g: R" — R™ e h: R" — R? com g(z) = (g1(2), g2(x), ..., gm(x))"
e h(z) = (hi(x), ha(x), ..., hy(x))". A notagdo g(x) < 0 significa g;(x) < 0 para todo
i€{1,2,...,m}. Uma restricao g; serd dita ativa no ponto z se g;(z) = 0.

Supondo que z* é uma solugao de (P), que as funcoes f, g;, h; sao continuamente

diferencidveis em z* e que Vhy(z*), Vho(z"),..., Vhy(z*) e Vg;(z*) para as restrigoes
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ativas sdo linearmente independentes, as condigoes necessarias de primeira ordem de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [30] garantem a existéncia de vetores A* = (A],...,\f) e
"= (pi, - ), chamados multiplicadores de KKT, que satisfazem:

o Vf(x*)+ Jg(x*)'\* + Jg(z*)'u* = 0 (estacionariedade)
o G(z*)A* =0 (folga complementar)

. \* >0 (viabilidade dual)

e g(z*) <0 (viabilidade primal)

o h(z*) =0 (viabilidade primal)

onde G(x*) é uma matriz diagonal introduzida para simplificar a notagdo. Seus elementos
sao G(z*); = ¢i(x*). Dessa forma, a condigao de folga complementar é equivalente a

Aigi(xz*) =0 parai=1,...,m.
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4 BACKPROPAGATION

Dada uma rede neural, o objetivo é encontrar os pesos ou coeficientes 6timos da
rede, que sdo aqueles que produzem o modelo mais eficiente no que diz respeito as respostas
mais precisas possiveis para as entradas conhecidas de forma que novos dados possam

produzir informagdes bem acuradas.

Esses pesos 6timos sao obtidos através do treinamento da rede que consiste de,
entre outras coisas, um processo de otimizacao, como ja visto no capitulo 3. Uma das
possibilidades é a utilizacao do método do gradiente, que requer o calculo do gradiente da
funcao custo associada a rede. O célculo desse gradiente pode ser feito com a utilizagao de
uma técnica chamada backpropagation, primeiramente introduzida no trabalho [4] como

um novo procedimento de treinamento para redes neurais.

O backpropagation é uma técnica que se baseia na Regra da Cadeia. Porém, se
o calculo do gradiente for realizado de forma convencional, isto é, determinando-se as
derivadas parciais % uma a uma, o processo computacional resultarda extremamente
custoso. Ao invés disso, o backpropagation pode ser realizado em duas etapas chamadas

forward e backward que simplificam de maneira significativa o célculo do VC.

Neste capitulo pretendemos detalhar as etapas do backpropagation, explicitando os
calculos envolvidos com o objetivo de prover uma apresentacao mais amigavel da técnica,
que nao é de facil entendimento. Para isso, iremos considerar um exemplo mais simples
que consiste de uma rede neural com 2 neuronios na entrada, 2 camadas ocultas com 3

neuronios cada e a camada de saida com 2 neurdnios, como mostrado na Figura 4.

Figura 4 — Rede Neural Artificial utilizada como exemplo.

4.1 FASE FORWARD

A partir de um conjunto de pesos inicial e um conjunto de dados selecionados, na

fase forward, é realizada a computacdo da rede, armazenando-se os vetores e matrizes
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computados em cada uma das etapas intermediarias e o calculo da funcao custo C,

obtendo-se também ao final os pesos W, os vetores Z e os vetores A.

Considerando o exemplo utilizado, teremos o vetor de entrada

z = {‘“] (4.1)

os pesos da rede

2 2 3 3 3
Wiy Wig Wiy Wiy Wig wh o owt wh
2 _ 2 2 3 _ 3 3 3 4 11 12 13
W= 1 w3 wiy |, W'=| wy wy wy |, W= 4 . e (4.2)
2 2 3 3 3 Wy Way Wag
W31 W3y W3y W3y Wsy

os vetores Z! e suas respectivas ativacoes A’

wi ) + wize 22
2P =Wz = | wiaz +whr, | = | 23 |, (4.3)
W3 Ty + WiyTo 22
o(27)
A =0(Z%) = | o(z2) |, (4.4)
o(23)
wio(27) + wiho(23) + wizo(23) Z
75 =W2A? = wio(27) + wiho(25) + wizo(23) | = | 25 | (4.5)
wo(27) + wiho(23) + wizo(23) 23
o(z7)

—I—wiga(zg) ] _ [ zi ] | (4.7)

At = (2% = [ o(21) ] . (4.8)

A saida A* da rede do nosso exemplo ¢ uma série de composicoes e multiplicacoes de
matrizes o que torna o calculo de sua derivada nao trivial. Para deixar esse fato mais

evidente podemos reescrever A* da seguinte forma:

At = oc(Wro(Wi3a(W?z))). (4.9)

Considerando o erro quadratico médio, nossa funcao custo sera dada por

O, X) = o 3 AW, 2) — a(a)|P (4.10)

zeX
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onde o somatoério é feito em relagdo a cada amostra x do conjunto de dados, a(z) é a
resposta esperada para x, n ¢ a quantidade de amostras disponiveis nesse conjunto, W ¢é o

conjunto de pesos da rede e X é o conjunto de dados.

4.2 FASE BACKWARD

Na fase backward é realizado o calculo do gradiente, iniciando-se na ultima camada,
utilizando-se as derivadas encontradas nessa camada no calculo das derivadas da pentltima

camada e assim por diante até chegar na primeira camada.

Para mostrar o processo da fase backward, iremos realizar o calculo das derivadas
parciais separadamente para enxergarmos a férmula final do gradiente. Para simplificar
os calculos, sera considerado apenas um dos termos do somatério da funcao custo C' e
desprezaremos a constante % Isso pode ser feito sem perda de generalidade, dada a
propriedade da soma de derivadas e de multiplicacdo por uma constante. O somatorio e
a constante serao incluidos no calculo final quando for considerado todo o conjunto de

dados de uma s6 vez. Dessa forma, a funcao custo fica
1
CW,z) = S[|AYW, z) — a(2)]P, (4.11)

isto é, estamos calculando o custo da rede para apenas uma amostra (z,a(x)) do nosso

conjunto de dados. Comecando com os pesos da matriz W* temos:

80(VV, gj) B 0 (1 ((O‘(Zil) - al(!L‘))2 + (g(zg) — CLQ(JZ))Q)) =

owd,  owl \2
dor () do(z3)
= (0(21) — ar(x)) 8w£ + (0(2) — as(x)) 8w£ =
52! ) N (4.12)

= (0(2)) — a1(2))o’(21) o, T o) = a3(2))0’'(z2) 5 4~ =

Owiy Owiy \2
= (ot~ an (o) G+ (o) — aale) T -
A 4 (4.13)
= (o(ah) = (D)o (H) o+ (o(eh) — aae))o (D) - =
= (0(:4) ~ ) (A=) + (0(:4) — ax()o'(4) -0 =
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(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)



De maneira resumida, temos:

oC (W, z)
owy
oC(W, x)
owi,
oC(W, )

owly,
oC(W,z)
ows,
oC (W, z)
Ows,
oC(W, )

1
Owys

Dessa forma, conseguimos escrever uma matriz

9CW.r) 44 seguinte forma:

8wfj ’
oc o(z}) — ai(x)
oW+ ([ o(28) — as(2) v

aC
onde SAT denota

(o
= (o(

(

21

1) — ar(x))o’(21)0 (1)

1) — ai(2))o’(21)0(23)

(0(21) — ar(2))a’ (21)o(25)

(0(23) — ax(2))o’ (23)0(27)

= (o(
= (o(

%9

Z9

2) — ax(2))0’(23)0(25)

2) — ax(2))0’ (23)0 (%)

oC
oWw4»
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(4.18)

onde cada elemento (i, j) é a derivada

) D [ o(zl) o))

o(23) | =

Iremos agora, realizar as derivadas com relacao aos pesos de W3

oCW,z) 0 (1

w3, ow3,

2

— (0(a) - o) Gt + (o
= (o(ah) — (o) D) ok

= (o(4) — ()0 (Ao
+(0(20) ~ ax()o (ko (]

ot = o (5 (o) — ax(@) + (0 - aa)?)
= (o(eh) — (o) B o+ (o
= (o(ah) — (o))" a1 k- + (o4
= (1) — (@) (Do ()3
4 (0(2) — ) (o' (o (3

S ((0(2]) = a1(@)* + (0(23) — a2())?)

S~
I

) — ()

(4.19)

(4.20)
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(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)



) = s (5 ((0:h) = ) + (o) - @) ) =
— (o(e) — ana) Gt + (o)~ aa(o) 2 =
= (0(2}) — al(x))a'(zf)aajél (0(23) — as(z))o’(23)
= (0(:) ~ ()0 (ko (B0 () +
+(0(4) — aala)o (Ao’ (D)o ()

Tt = o (5 (o) — @)+ (0() - ) ) =
— (0() ~ aa) Gt + (o)~ aa(w) 2 =
= (o(z]) — al(al:))a’(zil)881;)1,)2 + (0(z5) — aa(z))o’ (25)
= (0() ~ ()’ (o (o () +
+(0(:4) — aa(a)o’ (ko ()0(:3)

ot = o (5 (D) — @) + (o) - aa))?)) =
— (olat) ~ @) g + (o) ) 3 =
= (o(2}) — a1($))a’(zf)8a;§3 + (0(23) — az(w))o’(23)
= (0() ~ ()0’ (o () +
+(0(:8) — aal@)o (Ao’ () ()

35
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De maneira resumida, temos:
o0C (W, x)

ot (0(21) — a1 ()0’ (z1)wi o’ (7)o (27) + (0(23) — az(x))o’ (25)wh 0" (27) o (27)
YD) — (o(el) — an o) e (o 8) + (01 — ot} (e (D))
% = (0(z}) — a1())o’ (2wt o' (})(23) + (0(23) — az(x))o’ (z5)wh o (3)o (3)
w = (0(21) — a1(2))0’ (21)wiyo! (23)0(21) + (0(23) — az(2))o’ (23)whyo' (23) 0 (2})
w = (0(2}) — a1(2))0’ (zHwiho' (23)0(22) + (0(23) — az(x))o’ (23)wieo’ (23) 0 (22)
w = (0(21) — a1(x))0’ (2 wiyo’ (23)0(23) + (0(25) — ag(x))o’ (25)whyo’ (23) 0 (23)
% = (0(21) — a1(z))o’ (2} wizo’ (23)a(21) + (0(23) — as(x))o’ (25)wiso’ (23) o (27)
(W = (0(21) — a1(2))0’ (21)wizo’ (23)0(23) + (0(22) — az(@))o’ (23)wis0” (23)0 (23)
% = (0(21) — a1(x))o’ (2] )wizo’ (23)0(23) + (o(23) — CL2(LU))U/(Zé)w%3a'l(z§)o'<z?2))
(4.30)

Da mesma forma que foi feito com WW*, iremos escrever uma matriz que chamaremos

de 6‘9‘,53 contendo as derivadas parciais de C' em relacdo aos pesos de WW? da seguinte forma:

wi  wiy 4 1A U/(Z%) U(Z%)
oc _ wh  wh U(Zl) - al(m) g (Zl) o (23 (22
e (L5 2 e[ D) o [ ]) [

= ()" (G oo@n)) oo'an) ("

Finalmente, iremos agora, calcular as derivadas com relacao aos pesos de W2:

9C(W,z) 9 (1 ((0(z1) — a1 ()* + (o(=4) — az(w))Q)) =

IoFS

811)%1 a Bwfl 2
= oD D G e e 0 -
= (o1e) — @) (1) ok + (o(62) — an(e))o (aF) 20 =
= (0(21) — a1(2))0’ (21) (wi10” (20 w10 (27) @1 + wiao (25)wd o’ (27)x1 + wizo’ (23) w30 (27)x1)
+ (0(22) — az(x))o’ (22) (wa10' (2))wiio’ (1) 21 + waao' (23)wr10” (21) 21 + waso” (23 w310’ (27)a1)
(4.32)
803%;@ - aj (5 (061 — @) + (o) - ax(@)?) ) =
~ (o(s}) - i (a)) 8{;’1(02) + (0(+4) - a2(x)) 857;2) =
= (0(a1) — a1(e)e’ (1) 2k + (0(a8) — aala))o (o1) k- =
= (0(z1) = a1(2))o’ (21) (wiro' (2)wh o’ (21)w2 + wiso' (25) w0’ (1) + wiso' () wiho’ (=) 2)

+ (0(22) — a2())0’ (22) (w2107 (2 w10’ (21) @2 + ws0’ (23) w3107 (27 )2 + waso' (23)wiio” (21)w2)

(4.33)



37

QD) (3 (e~ s + (o) — @) =
= (g(zf) — a1 (x))aglg;) + (U(zg) - az(w))aglgz) =
— (o) - al(x))a/(zf)c%l (o) - az(x))a'(zg)a%% -
= (0(21) — a1(2))0’ (21) (w10’ (27)wia0’ (23) 71 + wiao' (23)whao' (25) 11 + wiso’ (23)wiao' (23)21)
+ (0(22) — a2(x))o’ (22) (wa10" (27)wia0’ (23) 21 + Woa0' (23)wrao” (25) 21 + waso' (23)wia0’ (23)a1)
(4.34)
S = g (5 () — @) + (o) — (@))’)) =
= (1) ~ an(@) Gz + (o) — anfa) gt =
= (1) — ar (@) () g + (o) — aala))e (o) o =
= (a(zil) —a (x))a/(zf) (wﬁa'(zf’)wg’ga'(zg)xg + wﬂa'(zé’)w%}a'(zg)xg + wilg,a'(zg)nga'(zg)xQ)
+ (0(22) — a2(2))0’ (23) (w210” (27 )wiao” (23)w2 + wao' (23)w3a0” (23 )22 + waso” (23)wiao' (23)2)
(4.35)
S = o (5 (0D = 0@) + (0D - w@)?) ) -
= (g(z‘ll) — al(:v))agi}z) + (U(Z;l) - az(w))agiz) =
= (o(z21) — al(x))a'(zf)aajél + (0(23) — aa(z))o’(23) aajgl =
= (o(21) — a1 (x))o’(21) (wfla'(zf)wiga'(zg)xl + wiho! (23)wiso’ (23)x1 + wfga'(zg)wgg,a'(zg)ml)
+ (0(23) — az(z))o’ (23) (wglal(zi’)w:fga/(zg)xl + wyao (23)wiso’ (23) 1 + wgga/(zg’)wggo'(zg)wl)
(4.36)
S = g (5 (0D 0@ + (o) — @) ) =
— (o(zh) = ar(2) 8(;’1(02) + (0(28) — as(2)) 8;%2) —
= (o (:h) — (@)’ () S + (0() = aa(a))e () 5 =
= (0(21) — a1(2))0’ (21) (w10’ (27)wiso’ (23) @2 + wiao' (23)whso’ (25) w2 + wiso’ (25 wiso’ (23)22)
+ (0(22) — a2(2))o’ (22) (w210" (27 )wis0’ (23) w2 + w0’ (23 )waso (23) w2 + waso’ (23 w30’ (23)w2)

(4.37)
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De maneira resumida, temos:

P = (o) — (@)’ (:) (who' (Db’ (Do + whao' (Db’ (Do + wlao' (Do’ (D
+ (0(23) — az(:v))al(zg) (wgla (2 w30 (23) @1 + waso! (25)wh 07 (7)1 + wazo’ (25)whyo’ (21) 21
%ﬂé@ = (o(21) — a1 (z (wna 2 w0’ (23)x2 + wio! (25)wd 0’ (27) @2 + wiso’ (23)wiio” (212
+ (U(Zg) —az(x (w210 Z1 wiho (21)552 + waso (zg)wma (21)552 + w30 (z3)w310 Zl T2
8%(5[;156) = (0(21) — a1 ()0’ (21) (wlla (21 wiao’ (25)m1 + wizo’ (25)whao’ (25)m1 + wise’ (23 wiao’ (25)m1

= (a(zf) —ai(z))o’ (zf) wio! (zf)wfza (zg)mz + wio (zg)wgga (zg)mz +wiso (z3 whao! z2 T2

oC(W, z) (

Owi,
+ (0(22) — az(x))o’ (22) (w§10 (2D wiao’ (23) 22 + w0’ (23 )whao (23) w2 + waso’ (23 )wiao” (23)ws
a%(wvgx) = (o(z}) —a(w (wllff A)wizo’ (25)z1 + wizo’ (25)wiso’ (25)1 + wizo’ (25)wiso’ (25) 21
+ (0(23) — aa(z (wgla 2 w50’ (23)@1 + waao! (25)wiso’ (23)x1 + wazo’ (25)wiso’ (25 ) a1
% = (o(21) — a1 (x))o’(21) (wna (2D wiso’ (23) 22 + wiho! (23)wis0’ (23)x2 + wiso’ (25)wiso’ (23)x2

)
)
Ja2)
)
)
+ (0(22) — a2(x))0’ (22) (wa10' (20)wiao" (23) 71 + Wia0' (25)wiao” (25) 71 + waso' (23)wiao’ (23)a1)
)
)
)
)
)
)

+ (0(22) — az(2))o’ (22 (w21‘7 (2D wiso’ (23) 22 + w0’ (23 )waso” (23) @2 + waso’ (23 ) w30’ (23)ws
(4.38)

Dessa forma, analogamente ao que foi feito com relacio a W* e W3, ¢é possivel escrever a

ocC
oOW?2

matriz contendo as derivadas parciais de C' em relacido aos pesos de W? da seguinte

forma:

20— ([7) ([ (Ko oizh)] o) oaiz) (a)" .
onde A! = z.

Conforme os calculos feitos anteriormente, encontramos as derivadas parciais da

funcao custo C' contidas nas matrizes que chamamos de aw O para L = 2,3,4. Observando

as Equacoes (4.19), (4.31), (4.39) definiremos um termo que chamaremos de 6% em cada

W - (g o) () =o' (@)
2 () (8 o) o) o -
(075 o) oy -y
50 ()" (7 (200 o)) o) (4 -
(v #) o) ) - e
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De modo geral, uma rede com N camadas, inicia-se o calculo da derivada com

oc ([ oC 17N N-1\T
SN = <8AN ®d'(Z )) (AN (4.41)
SN
e para as outras camadas L = N — 1, N — 2,...,2, a derivada é dada por:
oC T , N\T
= (((WLH) .5L+1) o0 (ZL)> (a)". (4.42)
SL

4.3 CALCULO CONSIDERANDO O CONJUNTO DE DADOS COMPLETO

Iremos agora, considerar o nosso conjunto de dados completo e nao apenas uma
amostra. Seja entao X a matriz contendo nosso conjunto de dados com n amostras

distribuidas em suas colunas da seguinte forma:
s R e

MO I

X = (4.43)

onde cada coluna z() = ( 5“, xg)) ¢ a amostra ¢ do conjunto de treinamento. Usando a

matriz X, os vetores e matrizes definidos anteriormente agora ficam:

A0 20 20
Z2=W3X = | 20 20 20| (4.44)
2022 22
o) o) L a(1™)
A =0(2%) = | o(z2Y) a(22®) .. (22" |, (4.45)
o(5") o) . e(:5")
AW B A0
Z3=w3A2= | B0 20 B0 (4.46)
A0 @ sm)
3(1 3(2 3(n
o(:") o) .. o(x")
AP =0(2%) = a(zg(l)) J(ZS(Q)) a(zg(n)) , (4.47)
3(1 3(2 3(n
o(z") (") ... oa(=x")
41) - 4() 4(n)
21 21 21
Z'=WIAS = JAM) A LA(n) ]7 (4.48)
2 2 2
4 4 4(n
i oy | o:?) o=@ e ™)
A*=0(2") = 4(1) 4(2) 4(n) (4.49)
o(zp ") o(z7) o(zp")
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Associado ao conjunto de dados X, temos a matriz a(X) que contém as saidas esperadas

para as amostras em X
a(X) = o : (4.50)

e com isso, definimos nossa funcao custo ¢

CW,X) = o {|AW, X) — a(X)| " (4.51)

Algoritmo 1: Backpropagation
Dados: Conjunto de dados (X, y)
Resultado: V,C

1 V,,C < lista de matrizes de zeros nas dimensoes das matrizes de pesos W;

2 ativacoes < lista vazia;

3 ativacao <+ X;

4 ativacoes < ativacoes U ativacao;

5 zs < lista vazia;

6 para cada W nas matrizes de pesos faga

7 z + W x ativacao

8 28 < zsU z;

9 ativacao < f(z) ; /* f & a fungdo de ativagdo. */
10 ativacoes <— ativacoes U ativacao;
11 delta <+ (ativacoes[—1] —y) ® f/'(zs[—1]) ; /* [p] representa a posigio p

da lista. -1 & a ultima posigdo, -2 a pendltima e assim por
diante. */

12 V,C[—1] + delta - (ativacoes[—2])T;

13 para [ de 2 até numero de camadas faga

14 z + zs[—l];

1 sp <+ f'(2) ; /* [ & a derivada da fungio de ativagdo */

1 delta < (W[—=1+ 1])7 - delta) ® sp;

17 | V,C[—I] <+ delta * (ativacoes[—1 — 1])7;

[=2 I

Definindo % da seguinte forma:

oC _ [ (oY) —ai@?))  (0(2{?) —ar@?)) ... (@(x"™) —ar(z™))

04 | (0" —ax@) (@) —a@®) . (@) - a@™)

(4.52)

e realizando as contas como anteriormente, chegamos na equagao para a derivada de C

com relacdo aos pesos de W4:

ot = (s ©@)- (4 (459
M
onde
s o (X)) — a1 (@@’ (1V)  (0(22®) = a1 (2@))o” (21 o (™) — ay (2™))o’ (1)
(0(") = a2(2D))’(7)  (0(23?) = az(x?))o’ (2, (0(2") = as(@™))o’ (2,™)
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Nessa derivada, observa-se que os termos % e 0/'(Z%) tém dimensdo 2 X n e o termo
(A*)T tem dimensdo n x 3 e portanto, em termos de dimensdo, os célculos fazem sentido.
Observe que cada coluna da matriz 6% é resultado de um produto de Hadamard entre as
colunas da matriz % e da matriz 0/(Z%), que corresponde a contribuicao de cada amostra
do conjunto de dados. Por outro lado, os elementos de cada linha i de §* correspondem

a contribuicao, no produto de Hadamard, do elemento de indice ¢ das amostras. Dessa

oC
ow4

forma, os elementos da matriz ficam:

o | S, )
IOV X) _ §~(5:400) g (a0))o (40)0(2300) — 32 2CWaD)
o, owty

J=1 J=1

ICW, X) _{~,  a0) D))o (1,300 _ §m IO, 27
N o(z —a(x oz )ol - o owl,

it~ 2 C) — @ o) = 3 =g
ICW, X) & 4 )0 (20520 = 3~ 20 2)

e (4.55)
WO, X) & 4(j) D))o (D)5 (20)) = 3~ 2O 21) |
I R B/ o(z — Q2(T o \z o\z - owd,
w _ Z(J(Z (J)) . az(l’(])))a'(zQ(J))U(Zg(J)) — Z wf)’

Sl 2 = w3y

- | | | , n ()

w _ Z(U(zé(])) o a2(x(J)))OJ(Z;l(]))O.(Z;’(J)> _ Z %’f),

Dwd, = ol Owsg

Com isso, obtivemos a derivada de maneira andloga como anteriormente feito para uma
unica amostra, obtendo como resultado final a soma das derivadas considerando cada
amostra do conjunto de dados. Porém, os cédlculos foram feitos de forma matricial, sem a
necessidade de realizar o somatorio explicitamente, o que seria mais custoso do ponto de
vista computacional.

Os demais calculos sao feitos de forma analoga de tal forma que a matriz resultante,

oc
owr

de dados completos, terd a mesma dimensdo, digamos, p X ¢, pois, ¢ tem dimensdo p x n

na camada [, independentemente de utilizarmos uma tnica amostra ou o conjunto

e (AH)T tem dimensio n x q onde, como ja visto, n é o nimero de amostras.

O Algoritmo 1 apresenta um pseudocddigo do backpropagation considerando-se o

erro quadratico médio como funcao custo.

4.4 ENTROPIA CRUZADA E SOFTMAX

No caso em que a funcao de entropia cruzada é escolhida como fung¢ao de custo,

usa-se a funcao de ativagdo softmaz s : R™ — [0, 1]™ definida por:

s(z) = (s1(2), 82(2),...,sm(2)) onde s;(z) = meZi parai=1,2,....,m  (4.56)

D e

J=1
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m
com Z si(z) = 1 na ultima camada para que a saida seja uma func¢ao de probabilidade.
i=1

No nosso exemplo, m = 2 pois temos apenas 2 neuronios na camada de saida da

rede. Assim, a saida da rede, é dada por

4 _ 4y _ s1(Z%)
At =s(27%) = 55(2%) (4.57)
e a fungao custo por
C(W,x) = —(ay(z) - Ins,(Z*) + as(z) - In so(Z*)) (4.58)

Para uma rede qualquer, com N camadas, as derivadas da fun¢ao custo C' em

relacdo aos pesos de W, relativos a ultima camada, podem ser escritas como

oc  aC azN  aC
OWN — 9ZNWN ~ 9zN (AM)? (4.59)
oC

da mesma forma que tinhamos anteriormente. Porém, agora, o termo 37N que representa

6N seré calculado de forma diferente. Iniciaremos calculando a derivada de s;(Z%) e, sem

perda de generalidade, denotaremos Z~ por z e z¥ por z;, para qualquer i.
Sejam
filz) =€ e g(z)=)_ €™ (4.60)
k=1
Dai, as derivadas de f e g com respeito a z; sao dadas por

Ofi(z)  Oer o Oz | e¥,sei=}
(%j 8,2]- 82]' O’ se 1 7§ ]

(4.61)

k=1

ag(z) _ i - Zk _ i & Zk Zj — 575
o, —azj<Ze )-azj(z et +e )—e . (4.62)

No caso em que 7 = j obtemos:
m m
eZi Z ek _ pFigFi o7 (Z ek _ ezz')
9si(2) _ k=1 _ k=1 _
0z m 2 m 2
J
> e > e
k=1

’“Zlm (4.63)
. Z et — "
€ k=1
= I = si(2)(1 = si(2)).
Z ek Z ek
k=1 k=1
Se i # j temos:
0- Z ek — eFie®
Js(2) = es €%
I g = —si(2)s;(2) (4.64)
J 2k 2k
ek e e
Eo) ren
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Iremos agora, utilizar a derivada de s;(z) para calcular aazicN' Para isso, precisamos

calcular a derivada de C' com relagao a z;:

oc _ 9 S - 0log si(z
azi = 8Zi <_k2::1ak(x) . logsk(2)> = _kzz:l(lk(w) . g/gl() =
v gl - 1 Osi(2) W ap(z) Osi(2) _
- kgl ) sk(z) Oz kg sp(z) 0z

k=1,k#1i
=—a;(x)(1—si(2)) + Y ar(@)si(z) = as(@)si(2) + D an(w)si(z) — ai(x) =
k=1,k#1i k=1,k#1i
= ar(z)si(z) — ai(@) = 5i(2) D an(r) —ai(z) = si(2) — ai(@)
k=1 k:l_l
(4.65)
Portanto,
oC
SN = s(ZN) — a(x) (4.66)
onde a(x) = (a1(x), as(x),...,an(x)). Com isso, temos que as derivadas parciais de C
com relacdo aos pesos de W serdo dadas na matriz 8‘84/—0]\, obtida da seguinte forma:
oC T
SR = (s(Z") = a(x)) (A)". (4.67)

5N

A tnica mudanca com a utilizagao da funcao de ativacao softmaz e a entropia cruzada
como funcao custo é no calculo da derivada na ultima camada da rede. Os demais calculos

do backpropagation ocorrerao da mesma forma como apresentado anteriormente.

4.5 EXEMPLO

Consideremos uma rede neural com 3 neuronios na camada de entrada, 1 camada
oculta com 3 neur6nios e 1 neur6énio na camada de saida, conforme representado na Figura
5. Nessa rede ja estdo adicionados os neuronios com valores constantes iguais a 1 para a

remocao do bias.
Seja o conjunto inicial de pesos
1.62 —0.61 —0.53

WHW =] —1.07 087 —2.30

1.74 —-0.76 0.32 (4.68)

(WHM = ~025 146 —2.06 |.
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Figura 5 — Rede Neural para exemplificagdo do backpropagation.

Para simplificacio de notagdo escreveremos (W?2)) = W2 e (W3)M) = W3 e, de
forma geral, quando ndo houver perigo de confusdo, na iteracao k, (W*)*) = W?,
Utilizaremos nessa rede a fun¢ao de ativacao sigmoide o : R — R, definida por

B 1
1 4e

o(z) (4.69)

Consideremos o seguinte conjunto de dados

{@,a(2D)), (@, a=®))} = {((2,1.5),1), ((0,1),0)}

ou seja, quando a entrada é r; = 2 e 79 = 1.5 a saida esperada ¢ a3 = 1 e quando a

entrada ¢ 1 = 0 e 7o = 1 a saida esperada ¢é a3 = 0.

Iniciaremos com a primeira amostra mostrando os calculos para Z2 e A2

1.62 —0.61 —0.53 1 —0.39
7220 =w2W = | 107 087 —2.30 2 | =] —2.78 (4.70)
1.74 —0.76  0.32 1.5 0.70
—0.39 o(—0.39) 0.40
AV =22y =g || =278 | | = | o(=2.78) | = | 0.06 (4.71)
0.70 (0.70) 0.67

Por conta do bias, consideramos s6 os dois tltimos termos de A2V, sendo o primeiro fixado

igual a 1. Com isso

1 1
AW =1006 | =] a® | (4.72)
0.67 a2
Agora, o calculo de Z3 e A3:
1
720 = WA = [ —0.25 146 —2.06 | | 0.06 | = —1.54 (4.73)

0.67
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A3 = 5(72V) = o(—1.54) = 0.18 = y(zV)), (4.74)

Para a segunda amostra x(z), temos:

1.62 —0.61 —0.53 1 1.09

72D = w?® = | 107 087 —2.30 0|=1—-337 (4.75)
1.74 —0.76  0.32 1 2.06
1.09 o(1.09) 0.75

A =7y =0 || =337 || =| 0(=3.37) | =] 0.03 (4.76)
2.06 7(2.06) 0.89

Novamente, por conta do bias, de A>3 aproveitamos s6 os dois Gltimos termos, sendo o

primeiro igualado a 1 e com isso, obtemos:

1 1
A =1 003 | =|® . (4.77)
0.89 ai?
Agora, o calculo de Z3 e A3:
1
750 = WA = | —0.25 146 —2.06 | | 0.03 | = —2.04 (4.78)
0.89
A3 = 5(23)) = g(-2.04) = 0.12 = y(z?). (4.79)

Com a saida da rede neural calculada para cada amostra do conjunto de dados,

considerando o erro quadratico médio, obtemos a fungao custo:

) = 55 () = a1 + ly) - ae)P) =

1 2 2 1 _
=7 (018 = 1)1 + [j0.12 = 0]*) = 1 (0.67+0.01) =017

C(w,x
(4.80)

A seguir, calcularemos as derivadas de C' com respeito aos pesos da rede con-

siderando a amostra (). A derivada da funcdo sigmoide, ¢/ : R — R é dada por

o'(z) =o(z)(1 - o(z)). (4.81)
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ocC

a3 como na Equacao (4.41):

Em primeiro lugar, calcularemos

aavgg _ ((;9;@0(23 >> (A20)" = ((y(aD) = a(aV)) © o (Z20)) -(A20)T

53

53
= ((0.18 = 1) ©o'(—=1.54)) - [ 1 0.06 0.67 | =

(~0.8200.15)- [ 1 0.06 0.67 | =

—0.12-[1 0.06 0.67 | =
53
=[-012 —0.01 —0.08 |

(4.82)

Agora, o calculo de 2% utilizando &% seguindo a Equacao (4.42):

OW?

e = ()7 ) 0 (z2m) (a10)" -

52
T

(100 e e ] 2]

52

0.03 0.24 (4.83)
— || 018 | @] 006 { 1.0 20 15 } -
0.25 0.22

52

[ 0.01 0.01  0.02 0.02
=1 —0.01 {1.0 2.0 1.5}= —0.01 —0.02 —0.02

| 0.06 0.06 012  0.09

Considerando agora a amostra z(?:

e = (a®) — aa®)) © (2°)) (42"

53
= ((0.12-0)©0'(=2.04))- [ 1 0.03 0.89 | =

=(012©0.10)- [ 1 0.03 089 | =

@;[1 0.03 0.89 | =

53
[ 0.01 0.0 0.01 |

(4.84)
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6= (o )i (e -

52

. ((([ 025 146 20 ])" 001} @

a’'(1.09) 1
o’'(2.06) 1
pe
0.0 0.19 1 . (485)
—0.02 0.10 1.5

62
[ 0.0 0.0 0.0 0.0
— 1 00 [101]= 0.0 0.0 00 |.

| 0.0 0.0 0.0 0.0

A derivada final serd dada pela soma das derivadas encontradas, multiplicada pelo

fator ﬁ, com n = 2 no nosso exemplo:

oC 1

75 = ([ -012 —001 008 |+[ 001 00 001 |)=[-003 —0.00 -002 | (456)

0.01 0.02  0.02 0.0 0.0 0.0 0.00 0.00 0.00
oC 1
e 1 -0.01 -0.02 -0.02 |+ ] 0.0 0.0 0.0 =1 0.00 0.00 0.00 {-. (4.87)
0.06 0.12  0.09 0.0 0.0 0.0 0.02 0.03 0.02

Adotando uma taxa de aprendizagem 1 = 0.1, o primeiro passo do SGD fica:

oC
1@ _ 3y _ _
(W) (W) Upe
- [ —0.25 1.46 —2.06 ] ~0.1 [ —0.03 —0.00 —0.02 } — (4.88)

| —0.247 1.46 —2.058 |

oC
(W® = w® - Moz =
162 —0.61 —0.53 0.00 0.00 0.00
=| —1.07 0.87 —230|—0.1]0.00 0.00 0.00 | =
1.74 —0.76 0.32 0.02 0.03 0.02 (4.89)

1.62 —-0.61 —-0.53
=| —-1.07 087 —2.30
1.738 —0.763 0.318

Fica exemplificado o calculo da derivada pelo backpropagation e mostrada uma
iteragao do SGD.
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Os calculos das derivadas feitos acima consideraram as amostras de forma separada.
Usualmente, com o objetivo de otimizar esses calculos, para cada mini-lote, considera-se

todo o conjunto de dados. Dessa forma, temos

11
X=[zW 2@ = 2 o0 (4.90)
15 1
Dai
1.62 —0.61 —0.53 11 ~0.39  1.09
Z2=W3X =] —1.07 087 —2.30 2 0|=|-278 —3.37 (4.91)
1.74  —0.76  0.32 15 1 0.70  2.06
0.40 0.75 11
A2=0(Z%) = 006 003 | =006 0.03 (4.92)
0.67 0.89 0.67 0.89
11
78 =W9A? = | —0.25 146 —2.06 || 0.06 0.03 | =[ —1.54 —204 |  (4.93)
0.67 0.89
A =o(2%) =018 012 ] (4.94)
oc 1 [(oC s nT 1 3 - nT
8W3—4<8Ag®o—(2)>-(,4) L —axp 0 o(2Y) - (4 =
63
53
1 , NT
:Z(QO‘B 012 |=[1 0))@o'([ 154 —2.04 |))-(4%) =
53
L I\ (4.95)
_1 —
—Z({—OBQ 012 |® [ 0.15 0.0 |)- || 0.06 0.03 =
pe | 0.67 0.89
1 1 0.06 0.67]
= -012 o001 |- =] -0.03 0.00 —0.02 |
4 1 003 089 | !

53
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aav% = 111 (((W?’)T : 53) © 0’(22)) (a1)" =

52

: —0.25 —0.39  1.09
T
=7 1.46 -[—0.12 0.01] oo || =278 —3.37 (A1> -
—2.06 070  2.06
62
0.03  0.00 0.24 0.19
1 NT
=2|| —018 001 [©] 006 003 (A) —
025 —0.02 0.22 0.10
62
0.01 0.00 0 0 0
1 12 15
= — | —0.01 0.00 = 0 0o 0
1 10 1
0.06 0.00 0.02 0.03 0.02
62
(4.96)

Nota-se que as derivadas obtidas utilizando-se as amostras separadamente ou o

conjunto de dados de uma sé vez sao iguais.
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5 FDIPA - UM ALGORITMO DE PONTOS INTERIORES E DIRE-
COES VIAVEIS

Neste capitulo, apresentamos as principais caracteristicas do FDIPA. Explicamos
como sao obtidos os sistemas lineares que definem a direcao de busca do método e também

como se define o passo dado nessa direcao.

No caso geral, o problema de otimizacao de redes neurais ¢ irrestrito. Entretanto,
o FDIPA resolve problemas com restri¢des. Para que pudéssemos entao aplicar o FDIPA
ao contexto de redes neurais, foi preciso a introducao de uma tnica restri¢cdio ao problema
original. Isto levou a uma simplificacao das formulas que definem a direcao de busca
do algoritmo. Esses detalhes serao também explicados neste capitulo. Um estudo mais

profundo a respeito do FDIPA pode ser encontrado em [5].

Iniciaremos o capitulo introduzindo o problema de otimizagao nao linear diferen-

ciavel e a caracterizacao de suas solu¢oes para, entao, apresentarmos o FDIPA.

5.1 PROBLEMA DE OTIMIZACAO NAO LINEAR DIFERENCIAVEL

Neste trabalho, consideraremos apenas restri¢coes de desigualdade. Um problema
de otimizacao nao linear diferenciavel com restricoes de desigualdade pode ser escrito

COINO:

(P) {minimizar f(z) (5.1)

sujeito a  g(x) <0

onde f: R" — R, g : R" — R™, g(x) = (g1(x), g2(2), . .., gm(x))?, sdo fungoes de classe
C' em R™. A restricao g(z) < 0 significa que cada funcio coordenada g; de g satisfaz a

essa condigdo, isto é, g;(z) < 0 para todo i € {1,2,...,m}.

Para que o problema seja considerado de otimizacao nao linear, pelo menos uma

das fungoes deve ser nao linear.

Definigao 5.1.1. Uma restrigao g; serd dita ativa no ponto x se g;(z) = 0.

Seja I(z) = {i|g;(x) = 0} o conjunto das restrigoes ativas no ponto z. Dizemos que =

¢ um ponto regular se os vetores no conjunto {Vg;(x)}icr(x) sdo linearmente independentes.

Consideremos a fungio lagrangiana, associada ao problema (P):
L(z,\) = f(z) + Xg(2) (5.2)

onde A € R™ é uma varidvel auxiliar chamada variavel dual ou multiplicador de Lagrange.

A matriz hessiana da fungao lagrangiana (5.2) é dada por:

H(w, ) = V2 () + 3 A Vg, (a) (5.3)
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O proéximo teorema explicita as condigoes necessarias de otimalidade de primeira
ordem de KKT para o problema (P). Esse teorema é uma versao simplificada das condigoes
de KKT apresentadas no capitulo 3. No teorema, G(z) denota a matriz diagonal tal que
G(x); = gi(x) para todo 7 € {1,2,...,m}.

Teorema 5.1.1. Seja z* um ponto reqular para o problema (P) (5.1). Se x* é um minimo
local de (P) entao existe \* € R™ tal que

VFx*)+ Jgla®)'\* =0
Gx)A* =0

A>0

g(z*) <0

5.2 O ALGORITMO FDIPA

O FDIPA [5] é um algoritmo de otimizagao que converge globalmente para pontos
de Karush-Kuhn-Tucker sendo simples de implementar, apresentando um bom desempenho
no que diz respeito a robustez e eficiéncia. O método se baseia na solugao de dois sistemas
de equagoes lineares com a mesma matriz em cada iteragao seguida de uma busca linear
inexata. A resolucao desses sistemas lineares é feita de modo a respeitar, em cada iteragao,
as restri¢coes de desigualdade apresentadas no Teorema 5.1.1. Com isso, ha a garantia de
que o ponto solugao sera viavel. Ou seja, a partir de um ponto inicial no interior da regiao
viavel, o FDIPA gera uma sequéncia de pontos que sao interiores a regiao de viabilidade.
Em cada iteragao, primeiramente, resolve-se um sistema de equacoes lineares envolvendo
as variaveis primal e dual obtendo-se uma dire¢ao de descida nao necessariamente viavel.
Em seguida, o sistema linear é perturbado para produzir uma deflexdo na direcao obtida
no sentido do interior da regiao de viabilidade de forma a se obter uma direcao de descida
que seja também viavel. Por fim, uma busca linear é feita para se obter um novo ponto
interior que melhore o objetivo. No que segue, mostraremos passo a passo como o FDIPA

obtém sua direcao de busca e detalharemos como a busca linear é realizada pelo algoritmo.
Consideremos o seguinte sistema linear extraido do Teorema 5.1.1:
Vf(z)+ Jg(x)'A =0 (5.4)
{ G(z)A =0 (5.5)
Definindo

[ = [ V(@) + Jg(z)'A
y—(A) : <I><y>—( o ) 59

encontramos o jacobiano de ®(y):

(5.7)

(H@N) Jg(a)
Tely) = (Ang:) G(x))



52

onde A é uma matriz diagonal de tal que A;; = \; para todo i € {1,2,...,m}.
Considerando o ponto y* = (z*, \*) na iteracdo k, encontra-se y**! = (zF+1 \F+1)
com uma iteracdo de Newton para resolver o sistema de equagoes lineares ®(y) = 0 definido

pelas Equagoes (5.4) e (5.5) que pode ser escrito da seguinte forma:

JO(yF) (Y — yF) = =@ (y"). (5.8)

A Equacao (5.8) pode ser reescrita, obtendo-se:

B¥ Jg(a®)\ [z —aF\ [V f(aF)+ Tg(aF) Nk (5.9)

AFJg(x®)  G(z®) ) \ X =\ G (z®)\k '
onde B* é uma matriz de ordem n podendo ser a prépria matriz hessiana H (z*, \F) (5.3).
Para a garantia da convergéncia global do algoritmo [5], a matriz B* escolhida deve ser
simétrica e definida positiva podendo inclusive ser uma aproximacao da Hessiana obtida

por alguma técnica quasi-Newton. Por vezes, nos referimos a y*t1 = (z¥*1 \¥1) apenas

como y = (x, \).

Pondo d = 2 — ¥, podemos reescrever o sistema (5.9) da seguinte forma:

B*d + Jg(z")N = =V f(2F) (5.10)
A Jg(x¥)d + G2\ = 0. (5.11)

A solugao do sistema definido pelas Equagoes (5.10) e (5.11) nos fornece uma
tupla (df, A}) onde df é uma direcdo e A} uma estimativa para A\. Em [5] foi provado que
(d¥)IV f(2%) < 0, isto é, df é uma diregao de descida para a fungio f. Entretanto, nao h4
nenhuma garantia, até o momento, que a dire¢ao d} seja vidvel.

De fato, caso o ponto z* esteja "préximo” da curva g;(z*) = 0 para algum i, a
direcao d¥ pode deixar de ser vidvel pois nesses caso, d¥ tende a uma direcio tangente ao

conjunto vidvel. Com efeito, se reescrevermos a Equagao (5.11) temos que :
NV gi(2®)db + gi(2®)\ = 0, i=1,2,...,m (5.12)

e isso implica que Vg;(z*)d¥ = 0 para todo i tal que g;(z*) = 0, ou seja, df é tangente a
curva g;(x) = 0 e portanto, é uma direcao que sai da regiao viavel.

Uma solucao para esse problema, é realizar o calculo de uma nova direcao de
restauragao para impedir que a direcao original seja inviavel. Para isso, é definido um
novo sistema linear em d e A a partir do sistema das Equagoes (5.10) e (5.11) adicionando
um termo no lado direito da Equacao (5.11) com um fator escalar p € R* e um vetor
w e (RL)™. O sistema fica

B*d + Jg(a™)X = =V f(z*) (5.13)
A Jg(a®)d+ G\ = —ppAFuF. (5.14)
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Agora, a Equagao (5.14) é equivalente a

MV gi (") d 4 gi(2) i = —pediwl, i=1,2,...,m (5.15)

A

e com isso, Vgi(z*)d = —pywP para as restri¢oes ativas em x*. Sendo pp > 0 e wf > 0
para todo i, temos que —ppw? < 0 e, portanto, a direcio d calculada pelo novo sistema
é vidvel uma vez que Vg!(z¥)d < 0. Esse novo sistema, definido pelas Equagoes (5.13) e
(5.14) produz uma diregao d que é vidvel mas que pode nao ser de descida para a fungao
f. Para resolver esse problema, o sistema perturbado é desacoplado, dando origem aos

seguintes sistemas:
BFdy + Jg(z*)'\} = =V f(2") (5.16)
A Jg(a®)d + G®)NF =0 (5.17)
cujas solucdes sdo db e A\ e
Brdk + Jg(z™)NE =0 (5.18)
A Jg(a®)ds +  G(2*)AE = —AFWF (5.19)
que tem como solucdo di e \¥. Com isso, definimos a direcdo d e o multiplicador \ na
iteracdo k como d* = df + ppdb e P A+ prAS.
Apresentaremos agora a condicio para que d* seja também de descida. J4 sabemos
que (d¥)'V f(a*) < 0. Da defini¢io de d* obtém-se:
(d)'V f(2*) = (d)'V (") + pi(d5)'V f (") (5.20)

Se tivermos (d5)'V f(2*) < 0 entdo teremos que (d*)'V f(z¥) < 0, Vp, € R%. Portanto,
devemos escolher p; adequadamente no caso em que (d5)'Vf(x*) > 0. Neste caso,

impondo-se a desigualdade:

(d*)'V f(2*) < &(d)'V f(2*) <0 com € € (0,1) (5.21)
obtém-se:
() V f(a) + pr(d)'V f(a) < €)'V () <0 (5.22)
e, isolando py, vem: . .
(d7)'V [ (")
pr < (€ — 1)w- (5.23)

Escolhendo p; de modo a respeitar a desigualdade em (5.23), para qualquer ¢ € (0, 1),

conclui-se que d* serd uma direcdo de descida para a funcio f.

Por fim, com a direcdo d* calculada na iteracdo k, atualiza-se o ponto z**! segundo
a regra:
" = b 4t d" (5.24)
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onde t; é um valor que representa um tamanho de passo que serd dado na direcao d* e é

selecionado como o maior termo na sequéncia {1,v,v% 13, ...} que satisfaz
f2® + td®) < @)+t VF(2")(d®) e g;(a® + t,d") < 0, se Xf >0 (5.25)
@™+ tpd®) < (@) + 0tV f(2%)(d) e gi(z" + tpd®) < gi(z¥),  se Xf < 0. .

A matriz A que define os sistemas lineares é uma matriz diagonal cujos elementos

m

sao formados pelas coordenadas do vetor A € (R}) Os valores de €,&,7m,p e v sao

fixados antes do algoritmo iniciar. Além disso, usando-se diferentes regras para a atua-
lizacdo da matriz B e dos vetores w e A obtém-se uma familia de algoritmos. Existem
diversas técnicas de atualizacao da matriz B. Uma delas é a atualizacao BFGS (Broy-
den-Fletcher-Goldfarb—Shanno) [31]. Outras técnicas podem ser vistas em [32], [5] e
[33].

Para um melhor entendimento dos calculos envolvidos, as dimensoes das matrizes

e vetores sao:
o 2F € R™¥;
o Bk c R
o d¥ € R™! parai=1,2;
. Jg(at) e R™
o N e R™! parai=1,2;
o Vf(z*) e R,
o AF g RMX™:
o G(zF) e R™*m;

« weR™

Abaixo, é apresentado uma versao bem simplificada de um pseudocodigo do
algoritmo FDIPA:

5.3 O CASO PARTICULAR EM TELA

Para esse trabalho, algumas particularidades foram consideradas no algoritmo
FDIPA. Por simplicidade, a matriz B foi adotada igual a matriz identidade. Vale destacar
que o problema original é irrestrito e portanto, para a utilizacao do FDIPA, houve a
necessidade da incorporacao de uma restricao ao problema original. Consequentemente,

m =1 em (5.1). Dessa forma, conseguimos realizar manipulagoes nos sistemas lineares
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Algoritmo 2: FDIPA
Dados: z € Q" , A € (R)™ , w € (R%)™, B € R™" simétrica definida
positiva.
Resultado: z*
incia € € (0,1), £ € (0,1), n € (0,1), ¢ >0, v € (0,1), tol € (0,1) e
MAX ITEREN :

[uny

2 k< 0;
3 al
4 enquanto k < MAX ITFER faga
5 k< k+1;
6 Calcule d} e A} resolvendo o sistema das equacdes (5.16) e (5.17);
7 | se d} < ¢ entdo
8 L retorne xk;
9 Calcule d§ e A5 resolvendo o sistema das equacdes (5.18) e (5.19);
10 se d%(2%) > 0 entdo
k\t k
w || e min{glbI? (€ - DT )
12 senao
w || e gl

14 d* « df + prd5;
~*k
15 A= A+ A

16 Calcule t;, o maior termo na sequéncia {1,v,v% 3, ...} que satisfaz (5.25);
17 se t < tol entao

18 L retorne xk;

19 | 2F « 2F 4 tdF;

20 Atualiza B* simétrica definida positiva, w € (R%)™ e A € (R%)™;

21 retorne z*:

para chegar em expressoes diretas para as diregoes d; e dy. Estamos no caso em que
g:R" — R, B¥=1,A*=)eReG(z") = g(z*) para toda iteracio k.
Para o primeiro sistema, comecamos isolando A} da Equagao (5.17) e obtemos:
k

k e —
A= G(x*)

Jg(z®)dr. (5.26)

Substituindo (5.26) em (5.16) e isolando d¥ temos:

k

B+ I0(a") (= g Tl ) = V() —

Gy
(B~ G ol I0(a")) df = =9 a4) = 5.2
k —1
it = (B = e Io(a ) Tateh)) V)

Essa inversa foi calculada através da formula de Sherman-Morrison considerando a matriz

A=Bt =1 u= —%Jg(mk)t e v = Jg(z*)t. Por simplicidade, realizamos as célculos
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abaixo suprimindo-se o indice k, obtendo:

A . . a1 B~ (~ gy J9(x))(Jg(x))' B! B
(7 ot aa) = U S B = o )
I G(I Jg(x)' Jg(x) I
I e o
B ( )'Jg(x)
~ T T gy
Multiplicando a ultima fracdo por % obtemos:
(B _ AJg(x)th(I)>_1 _ 4S9 e(@) (5.29)
G(x) 2 — Jg(x)Jg()"

A direcao d¥ fica entdo dada por:

k_ Jg(z)t Jg(x) ) — () Jg(2)! Jg(z)V f ()
dy = (I + G[(\m) _ Jg(l')Jg(x)t) Vi(z)=-Vf(z) G/(\:p) ~ Jg(x)Jg(g;)t' (5.30)

Iremos agora, encontrar uma expressao direta para a direcdo db trabalhando com o
segundo sistema de equacgoes lineares. Assim como feito anteriormente, vamos primeiro
isolar o termo A5 da Equacdo (5.19):

k k
A B
G(z*) G(x")

M= — Jg(x*)ds. (5.31)

Substituindo (5.31) em (5.18) e isolando d5 obtemos:

k jk k\t Ak k Ak k
B*d Sy dr) =
5 + Jg(x¥) ( G(:r’f)w G(a:k)J g(z") ) 0
B*dk — ' Jg(zP) ik — At Jg(z®) ' Tg(2™)ds =0
*G(ah) G (o) ’
Bkzdk o Ak J ( k)tJ ( kz)dk o Ak J ( k)t k 5.32

Ak t Ak t
(B~ G o)l ) = s Tatabt

= (B Gl e ) s gatet

e como ji calculamos essa inversa em (5.29) temos que a diregao d5 ¢ dada por:

kL Jg(x)" Jg(z) A
dy = <I+ - Jg(x)efg(“f)t)
A Jg(x)' Tg(w)g(x)'w

G(z) 2 — Jg(a)Jg(a)t

(5.33)

A
— = Jg(a)w +
X
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Obtivemos uma expressio explicita para a direcio d}, que depende essencialmente

do gradiente da funcdo f, bem como para a direcio dX.

As diregoes d; e dy sdo vetores coluna de dimensao n x 1. Na Formula (5.30) que
fornece a diregdo df aparece a multiplicagao Jg(z)'Jg(z)V f(z). Perceba que, Jg(x) tem
dimensao 1 x n. Com isso, se fizermos o calculo de forma sequencial iremos primeiro
multiplicar Jg(z)'Jg(x) cujo resultado nos dard uma matriz de dimensdao n x n que, em
termos computacionais, € mais custoso, principalmente no caso de redes neurais onde
n, o namero de neurénios da rede, é muito grande. Podemos entao realizar primeiro a
multiplicagao Jg(x)V f(x) cujo resultado é um nimero real dado que V f(z) tem dimensao

n x 1. Finalmente, multiplicamos esse escalar obtido por Jg(z)".

O mesmo pode ser
feito para a direcao db, de forma que nenhuma matriz é criada durante as iteracoes do

algoritmo.

Para a funcao particular utilizada neste trabalho, qual seja, a fun¢do ¢ : R® — R
definida por
g(x) = ||z = r* (5.34)

o jacobiano de g fica

Jg(z) = 2z. (5.35)

As expressoes das dire¢goes podem entao ser escritas da seguinte forma:

21)'2 4(xt
dlf = —Vf(x) - x(”zsz fo(x) P - —Vf(ﬂ?) - ||z||(2$rf)Vf(x> 9 (536)
i 20(20) i Al
A A (2x)122(2x) ' w
&= ()t -
2= ol = 2 O e SR B g (20
2\ A 8(ztxa!
- ﬁxtw + 2 2] ”2_(172 o = (5.37)
l]]* = l][* =72 Ji=r — 42
2\ . A 8(zt||z||*)w
= 2w+ .
lz]|? — 72 )2 = 72 BelP=r® g2
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6 METODOLOGIA

Este capitulo apresenta a metodologia adotada na produgao desse trabalho. Serao
detalhados os passos para o desenvolvimento dos algoritmos, as etapas de realizagao dos

testes, bem como os parametros utilizados.

6.1 IMPLEMENTACAO DOS ALGORITMOS

Para a producao deste trabalho, todos os algoritmos foram implementados em
linguagem Python. Em primeiro lugar foi implementado o algoritmo responsavel pela
implantacao das redes neurais que aparecem no trabalho. Depois, implementamos o
algoritmo backpropagation para o calculo das derivadas e em seguida, o algoritmo de

treinamento SGD. Feito isso, ficamos em condi¢oes de implementar o algoritmo FDIPA.

Em um primeiro momento, foi implementada a versao basica do FDIPA conforme
descrita no capitulo 5. Porém, a representacao dos pesos em uma rede neural, que
correspondem as variaveis a serem otimizadas, nao é compativel com a estrutura dos
dados com os quais o FDIPA lida. Em um segundo momento foi feita uma adaptacao nas

matrizes que representam os pesos da rede neural para a compatibilizacao com o FDIPA.

0060 0000Qaop0OO0CZ (0 OO0
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Figura 6 — Base de dados MNIST !

A implementacao do algoritmo SGD teve como meta a comparagao dos resultados
obtidos por uma algoritmo ja consagrado com os resultados obtidos através do emprego

de um novo algoritmo, no caso o FDIPA, que foi o principal objetivo do trabalho.

! Imagem retirada de: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:MnistExamples.png
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6.2 TESTES

Para realizacao dos testes, necessitamos de um conjunto de dados para o treinamento
da rede neural. Escolhemos a base de dados MNIST [34], sigla em inglés para "Banco de
Dados Modificado do Instituto Nacional de Padroes e Tecnologia'. A base de dados MNIST
consiste em um conjunto de imagens digitalizadas de digitos manuscritos, juntamente com
a sua correta classificagdo. Na Figura 6 é apresentado um subconjunto dessa base de dados.
A base de dados MNIST ¢é dividida em duas partes, a primeira contém um total de 60 mil
imagens para serem usadas como dados de treinamento e a segunda contém 10 mil imagens
usadas como dados de teste. Cada imagem esta na escala em cinza e tem tamanho 28 x 28
pixels. Para serem utilizados pela rede neural, as imagens sao disponibilizadas como um
vetor de tamanho 784 = 28 x 28 onde em cada posi¢ao do vetor temos a intensidade de
escala em cinza daquele pixel. Na Figura 7 temos um exemplo da representacao em uma
matriz de uma amostra na base de dados. O vetor usado como entrada pelo algoritmo
da rede neural é uma transformacao da matriz, mostrada na Figura 7, através de uma

"linearizacao".

0000000000000 D
0000000000000 D
0000006800000 0
0000007100000 0
0000007100000 0 —
000D00051.400000 € {i g_ fr-; <%
— | 00000001 400000
00000001 .400000 <
00000001 .700000 | | °F ’S %
0000000110000 0
0000000.9100000
0000000310000 0
0000000000000 D
0000000000000 D

Figura 7 — Representacio da imagem em uma matriz. 2

Alguns pardmetros foram mantidos constantes ao longo dos testes realizados. Sao

eles:

o Tamanho do mini-lote = 128;
o Numero de épocas = 100;

o Numero de camadas ocultas na rede = 2;

2 Tmagem retirada de: https://www.javatpoint.com/tensorflow-mnist-dataset-in-cnn
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e Numero de neuronios nas camadas ocultas = 32 neurdnios em cada camada oculta.

Com esses parametros, obtemos 27324 pesos na rede para serem treinados. Também foram
escolhidos constantes os seguintes pardmetros do FDIPA: ¢ = 0.1, £ = 0.8, ¢ = 1079,
w=1, A=1, v =0.9, por terem sido os melhores parametros quando da resolucao de
diversos problemas da literatura pelo FDIPA. Além disso, a matriz B* foi mantida igual a

identidade em todas as iteracoes.

Foi incorporado ao problema irrestrito constituido da minimizagao da funcao custo

uma restricao ao tamanho dos pesos definida pela fungao g : R" — R tal que:
g(x) = [lz]* = r*. (6.1)

Como a nossa restricao é do tipo menor ou igual a 0 temos que:

2

9(2) <0 = |lz[I* =r* <0 = J2* <r* = [zf <7 (6.2)

Um estudo sobre a influéncia do parametro r nas solugoes serda também apresentado.

No pseudocddigo apresentado no Algoritmo 2, um dos critérios de parada é o
nimero méaximo de iteragdes que foi representado por MAX [ITER. Um estudo sobre a

influéncia desse hiperparametro sera apresentado.

Outro hiperparametro que iremos investigar para o FDIPA sera o valor t que
representa o tamanho do passo do algoritmo na direcao d, obtida em cada iteragao.
Na versao basica do algoritmo, inicia-se com o valor ¢ = 1 e multiplica-se ¢ por um
namero v € (0,1) até que o préximo ponto seja viavel. Entretanto, no nosso contexto,
a escolha inicial ¢ = 1 acarretou muitas iteragoes do algoritmo até que um ponto viavel
fosse encontrado. Isso motivou estudos sobre a escolha inicial para o tamanho do passo,

conforme serd apresentado no Capitulo 7.

Foi utilizado um algoritmo de Evolugao Diferencial [35] para obter os melhores
hiperparametros do FDIPA e do SGD. Com relagao ao FDIPA, os hiperparametros de
interesse foram o raio r da funcdo g, o nimero de iteragoes e o tamanho do passo t. Com

relacao ao SGD, o tnico hiperparametro estudado foi a taxa de aprendizagem 7.

Com essa finalidade, definimos uma funcao que calcula a média da acuracia em
uma estratégia de 3-fold e retorna o valor 1 apds a subtracao da média da acuracia.Os

parametros do algoritmo evolucao diferencial utilizados foram:

o Numero de individuos na populacao (5 para o FDIPA) e (8 para o SGD);

e numero maximo de geracoes que a populagao é evoluida: 20;

constante de mutacgao : 0.9;

constante de recombinacao : 0.9;
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o tolerdncia para convergéncia : 107°.

Apés a obtencao dos melhores hiperparametros, foram realizadas algumas simu-
lagbes com objetivo de investigar a influéncia desses no algoritmo. Para isso, no caso
do FDIPA, foram fixados dois hiperparametros, como sendo o valor 6timo obtido pelo
evolucao diferencial, e feita a variacao do terceiro. Esses resultados sao apresentados no
Capitulo 7.

Toda implementagao e testes foram feitos utilizando-se um notebook com proces-
sador Intel® Core™ i7-7500U CPU @ 2.70GHz x 4, 16Gb de meméria RAM e sistema
operacional Linux Ubuntu 20.04.3 LTS. A funcao de evolucao diferencial foi rodada em pa-
ralelo para a obtencao dos hiperparametros dos dois modelos. Os demais testes nao foram
feitos de forma paralela. O codigo desenvolvido para esse trabalho pode ser encontrado
integralmente em <https://github.com/vitormgou/FDIPA-ANN>.
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7 RESULTADOS

Para o FDIPA, o algoritmo Evolugao Diferencial foi rodado duas vezes para duas
sementes diferentes. Na primeira vez, deixamos livres o tamanho do passo t, o niimero
de iteragoes e o raio r para serem otimizados. Com a semente igual a 1 para o algoritmo
Evolucao Diferencial, obtivemos r = 49, t = 0.23111951 e nimero de iteragoes igual a 2.
O algoritmo levou 431970.4 segundos, isto ¢é, aproximadamente 120 horas, e a acuracia
obtida com esse modelo foi de 0.955740037 no conjunto de teste.

Na segunda vez, deixamos fixo o nimero de iteracoes em 2. Com a semente igual a
2, obtivemos r = 47.40463817 e t = 0.3239329. O algoritmo levou 602558.4 segundos. A

acuracia obtida com esse modelo foi de 0.953859976 no conjunto de teste.

Feito isso, para o FDIPA, foi considerado o primeiro conjunto de hiperparametros

obtidos, isto é, r =49, t = 0.23111951 e nimero de iteragoes igual a 2.
Para o algoritmo SGD, foi encontrado o hiperparametro n = 0.10288171 e o tempo

gasto foi de 82831.3 segundos ou aproximadamente 23 horas. A acuracia obtida com esse

modelo no conjunto de teste foi de 0.889.

Para os resultados nas tabelas e graficos, serao utilizados algumas abreviagoes dos

termos. Maximo sera referido como max, minimo como min, o desvio padrao como std.

7.1 RESULTADOS SGD

Para o SGD, foram escolhidos 6 valores de taxa de aprendizagem 7 para variar e
coletar os resultados. Os valores de 7 escolhidos foram 0.01,0.1,0.10288171,0.23111951, 0.5
e 1.0. O valor de n = 1 foi o que se saiu melhor, em média, na acuracia no treino e na
acuracia no conjunto de teste como pode ser visto na Tabela 1. Para todos os valores de n
houve um valor baixo de desvio padrao indicando que o método nao foi afetado pela escolha
da semente inicial que altera a inicializacao dos pesos da rede. Isso pode ser observado nas
Tabelas 1 e 3. Nas Tabelas 2 e 4, é possivel observar que o valor de n = 1 obteve o melhor
resultado da maior acuracia e do menor custo nos conjuntos de treino e de teste. Em todas
as Tabelas referentes aos resultados do SGD, observamos uma tendéncia de melhora no
resultado com o aumento da taxa de aprendizado 7. Também é possivel observar que nao
existe diferenca entre o tempo gasto no treinamento por diferentes valores de 7 utilizados.
Esse fato também pode ser observado pelos graficos na Figura 8. As Figuras 8 (a) e (b)
mostram que o treinamento aumenta a acuracia no conjunto de treino e de teste e pondo
em destaque o fato de que, quanto maior a taxa de aprendizagem 7, mais rapido a acuracia
aumenta, chegando a valores de mais altos ao fim das 100 épocas de treinamento. De
forma analoga, as Figuras 8 (e) e (f) apresentam a queda da fungao de custo nos conjuntos
de treino e de teste, ocorrendo a queda da funcao mais rapidamente nos valores de n

mais altos. Para todos os valores de 7, o treinamento foi bem comportado para diferentes
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sementes apresentando pouca variancia tanto no conjunto de treino quanto no conjunto

de teste, como podemos ver na Figura 8 (c). Para todos os valores de n considerados, a

norma do peso nao se alterou muito ao longo das épocas, como pode ser visto na Figura 8

(d) e na Tabela 5. Como o valor da taxa de aprendizado 7 é um escalar que multiplica a

direcao d, interpretando-a como um tamanho de passo, os resultados obtidos disponiveis

na Tabela 5 mostram que, com um tamanho de passo maior, em cada iteracao o passo

dado na dire¢ao do gradiente é maior e, portanto, pode haver uma mudang¢a maior na

posi¢ao do peso da rede em R” se comparado a tamanho de passos menores. E com isso, a

norma do peso tera uma maior variacao ao longo das épocas.
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Figura 8 — Acurécia, custo e norma do peso para diferentes valores de 7.
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Tabela 1 — Médias da Acuracia e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para diferentes
valores de 7.

n Acuricia Treino (£ std) Acurdcia Teste (+ std) Tempo (+ std)
0.010 0.797 (£ 0.006) 0.788 (£ 0.007) 215.498 (£ 42.665)
0.100 0.925 (£ 0.002) 0.889 (£ 0.004)  195.325 (£ 0.843)
0.103 0.926 (£ 0.002) 0.889 (£ 0.004)  196.345 (£ 1.532)
0.231 0.951 (£ 0.001) 0.900 (£ 0.004)  196.086 (£ 0.773)
0.500 0.969 (£ 0.001) 0.905 (£ 0.003)  196.170 (£ 1.381)
1.000 0.981 (£ 0.001) 0.907 (£ 0.003)  196.161 (£ 0.685)

Tabela 2 — Valores maximos da Acuracia e do tempo, em segundos, para diferentes valores de 7.

1 Acuracia Treino Max Acuracia Teste Max Tempo Max

0.010
0.100
0.103
0.231
0.500
1.000

0.810
0.929
0.930
0.953
0.972
0.983

0.805
0.898
0.899
0.908
0.912
0.916

349.478
198.422
202.088
197.693
202.348
197.620

Tabela 3 — Médias da funcao Custo e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para diferentes
valores de 7.

n  Custo Treino (£ std) Custo Teste (£ std) Tempo (% std)
0.010 0.639 (£ 0.016) 0.670 (£ 0.019) 215.498 (+ 42.67)
0.100 0.253 (£ 0.005) 0.375 (£ 0.012) 195.325 (£ 0.843)
0.103 0.250 (£ 0.005) 0.374 (£ 0.012) 196.345 (£ 1.532)
0.231 0.172 (% 0.005) 0.353 (£ 0.012) 196.086 (< 0.773)
0.500 0.114 (£ 0.004) 0.367 (& 0.014) 196.170 (£ 1.381)
1.000 0.073 (£ 0.004) 0.407 (£ 0.017) 196.161 (4 0.685)

Tabela 4 — Valores minimos da fungao Custo e do tempo, em segundos, para diferentes valores

de .

n  Custo Treino Min  Custo Teste Min  Tempo Min

0.010
0.100
0.103
0.231
0.500
1.000

0.600
0.237
0.234
0.164
0.106
0.065

0.621
0.347
0.346
0.324
0.334
0.377

194.481
194.060
194.975
194.590
194.669
194.562

O tempo total para rodar os 180 testes do SGD, com 30 sementes para cada um

dos 6 valores de 7, foi de 35.867, 54 segundos, ou 9, 9632 horas.
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Tabela 5 — Norma do Peso inicial e final para diferentes valores de 7.

Norma do peso na época 1 Norma do peso na época 100

T "Minimo Maximo Média  Std | Minimo Maximo  Média  Std
0.010 | 163.674 167.078 165.264 0.745 | 163.622 167.054 165.207 0.746
0.100 | 163.674 167.078 165.264 0.745 | 164.433 167.703 165.971 0.739
0.103 | 163.674 167.078 165.264 0.745 | 164.467 167.732 166.004 0.738
0.231 | 163.674 167.078 165.264 0.745 | 166.084 169.170 167.606 0.725
0.500 | 163.674 167.078 165.264 0.745 | 169.774 172.503 171.114 0.689
1.000 | 163.674 167.078 165.264 0.745 | 175.829 178.407 176.984 0.679

7.2 RESULTADOS FDIPA

7.2.1 Variagao do Raio

Foram escolhidos 5 valores de raio para avaliar, sendo eles: 2, 10, 50, 100 e 1000.
Na Figura 9 podemos ver as medidas de acuracia e custo, no treino e no teste, e a norma

dos pesos ao longo das épocas para os diferentes raios.

Para a métrica da acuracia, observamos que nos dados de treino e de teste o
comportamento ¢é igual para cada raio. O que muda de um grafico para o outro nesse
caso sao as grandezas e a velocidade com que se alcanga a assintota horizontal como pode
ser visto nas Figuras 9 (a) e (b). Na acurédcia do treino, é possivel ver que os raios 50 e
100, que obtiveram melhores resultados, estao muito préximo de 1 de acuracia enquanto
no conjunto de teste eles estao menos proximos do valor 1, como pode ser observado na
Figura 9 (a) e nas Tabelas 6 ¢ 7. Observou-se um comportamento interessante em relagao
ao raio. Apesar da quantidade de raios testados ter sido pequena, podemos ver que a
limitacao adicionada pela restricao pode gerar baixa acuracia quando os raios sao muito
pequenos, como no caso 2 e 10 ou quando os raios sao muito grandes, como no caso 1000,
onde a acuracia levou mais tempo para atingir sua assintota. Destaca-se que nesses casos,
a acuracia foi menor que as obtidas com o raio igual a 50 ou 100. Ainda em relagao a
acuracia, nas Tabelas 6 e 7 observa-se que o modelo com raio igual a 100 se saiu melhor

nos dados de treino e pior nos dados teste, se comparado ao modelo com raio igual a 50.

A acuracia final para os diferentes modelos nos dados de treino e de teste podem ser
observados no box plot da acuracia na época 100 na Figura 9 (c¢). Observa-se que os melhores
modelos, o com raio 50 e com raio 100, estao muito proximos no comportamento, tanto na
acuracia obtida, quanto no desvio padrao muito baixo entre as execugoes independentes.
O modelo com raio igual a 2 obteve resultados muito ruins nao variando muito e tendo um
resultado préximo de 0.1 na acuracia do treino e do teste, o que mostra que esse modelo
estd basicamente chutando um valor de resposta, considerando que temos 10 classes no
nosso problema. Os modelos com raio igual a 10 e 1000 apresentaram o maior desvio
padrao, tanto na acuracia quanto no custo, como pode ser visto na Figura 9 e nas Tabelas

6 e 8, sendo que o modelo com raio igual a 10 obteve um desempenho por volta de 0.2 de
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acuracia no conjunto de treino e de teste, enquanto que o modelo com raio igual a 1000

obteve acuracia por volta de 0.87 no conjunto de treino e de 0.82 no conjunto de teste.

Na Figura 9 (d) é mostrada a norma dos pesos da rede ao longo das épocas e
podemos observar que a busca é realizada basicamente sobre a fronteira de uma bola com
raio por volta de 45% do raio do modelo (por exemplo, para o modelo de raio 1000, o
raio médio se manteve em torno de 450 durante todas as épocas). Além disso, os desvios
padroes apresentados sao proporcionais aos raios, isto é, apesar de eles serem maiores
para raios maiores eles sao proporcionais ao tamanho desses raios como pode ser visto na
Tabela 10.

O tempo total para rodar os 150 testes desse caso, com 30 sementes para cada um

dos 5 raios, foi de 136.858, 50 segundos ou aproximadamente 38 horas.

Tabela 6 — Médias da Acuréacia e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para diferentes
raios.

Raio  Acurdcia Treino (£ std) Acurécia Teste (£ std) Tempo (£ std)
2 0.103 (£ 0.006) 0.102 (£ 0.008)  955.47 (£ 85.87)

10 0.173 (& 0.095) 0.173 (£ 0.095)  851.52 (£ 292.92)
50 0.981 (£ 0.001) 0.958 (£ 0.002) 1082.86 (+ 196.96)
100 0.998 (£ 0.002) 0.945 (£ 0.007)  904.93 (+ 215.34)
1000 0.873 (£ 0.091) 0.820 (£ 0.085)  767.16 (£ 86.07)

Tabela 7 — Valores maximos da Acuracia e do tempo em segundos para diferentes raios.

Raio Acuracia Treino Max Acuracia Teste Max Tempo Max

2 0.113 0.116 1133.570

10 0.389 0.382 1921.342
20 0.983 0.960 1251.527
100 1.000 0.956 1245.924
1000 0.997 0.936 899.549

Tabela 8 — Médias da funcao Custo e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para diferentes
raios.

Raio  Custo Treino (+ std) Custo Teste (+ std) Tempo (+ std)
2 2.308 (& 0.002) 2.308 (£ 0.002)  955.474 (£ 85.864)

10 2.120 (£ 0.244) 2.121 (£ 0.245)  851.518 (& 292.917)
50 0.089 (£ 0.004) 0.152 (4 0.005) 1082.864 (£ 196.958)
100 0.018 (£ 0.009) 0.224 (£ 0.033)  904.932 (£ 215.335)
1000 0.413 (£ 0.281) 0.613 (£ 0.240)  767.162 (£ 86.077)
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Tabela 9 — Valores minimos da fungao Custo e do tempo, em segundos, para diferentes raios.

Raio Custo Treino Min Custo Teste Min  Tempo Min

2 2.304

10 1.663
50 0.082
100 0.007
1000 0.017

2.303 721.276
1.663 706.431
0.139 707.712
0.181 702.953
0.293 704.418
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Tabela 10 — Norma do Peso inicial e final para diferentes raios.

Raio Norma do peso na época 1 Norma do peso na época 100
Minimo Maximo Média Std Minimo Méximo Média Std
2 0.059 0.180 0.115 0.031 0.049 0.196 0.120 0.027
10 0.153 4.912 1.574 1.867 0.163 5.108 1.829 2.049
50 7112 42872 24597  10.726 | 23.397  24.401  23.849 0.238
100 | 13.544  87.725  46.513  24.126 | 36.896  69.426 45.838  10.149
1000 | 58.217 887.715 445.026 268.621 | 74.648 877.801 442.598 261.676

7.2.2 Variagdao do Tamanho do Passo

Para a variacdo do tamanho do passo t foram escolhidos 5 valores para serem
avaliados, sendo eles: 0.01, 0.1, 0.23111951, 0.5 e 1.0. Na Figura 10 podemos ver as
medidas de acuracia e custo, no treino e no teste, e a norma dos pesos ao longo das épocas

para diferentes valores de t.

Com relacao a métrica da acuracia, observamos na Tabela 11 que o desvio padrao
da acurécia, tanto no conjunto de treino quanto no conjunto de teste, foi muito pequeno
indicando que nao houve grande variacao entre as execucoes independentes para cada valor
de t. Ainda nessa tabela podemos observar que o valor de ¢ encontrado pelo algoritmo
Evolucao Diferencial teve a maior média na acuracia no conjunto de teste e a segunda
maior no conjunto de treino. O mesmo pode ser observado em relagdo ao valor maximo da
acuracia obtido na Tabela 12. Todos os valores de ¢ tiveram uma boa acuracia, no conjunto
de treino e de teste, com valores acima de 0.9. Nas Figuras 10 (a) e (b) podemos ver
que valores de ¢t mais altos aumentam a acuracia mais rapidamente nas primeiras épocas
do treinamento, porém, ao final das 100 épocas, os valores 0.1 e 0.23111951 obtiveram
maiores valores de acurdcia. No boz plot, na Figura 10 (c), é possivel observar melhor
esse resultado para os valores de ¢ iguais a 0.1 e 0.23111951 os quais tiveram valores de
acuracia muito parecidos, nos conjuntos de treino e de teste, e maiores que o dos demais
valores de t, destacando também o valor de ¢ = 0.01 que obteve a menor acuracia e uma

maior dispersao dos dados.

Em relagao a norma dos pesos da rede, podemos observar na Tabela 15 que os
valores de t iguais a 0.01 e 0.1 tiveram desvio padrao alto na primeira época e, na época
100, esse desvio padrao diminui pela metade para t igual a 0.01. Os demais valores de ¢
diminuiram consideravelmente o valor do desvio padrao entre a época 1 e 100. Em relacao
aos valores médios nao houve uma alteragao muito grande comparando a época 1 e 100
em nenhum valor de ¢. O valor minimo e maximo tiveram uma mudanca significativa em
quase todos os valores t saindo de um minimo muito pequeno, e de um maximo muito
alto e indo para valores proximos da média obtida na época 100. Isso também pode ser
observado na Figura 10 (d) onde é mostrado que, no inicio, em todos os valores de t,

as normas dos pesos da rede, estao préoximas e, ao longo do treinamento, elas atingem
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assintotas horizontais e se estabilizam nesse valor. Nessa figura, destaca-se o valor de t

igual a 0.01 que teve um desvio padrao consideravel ao longo das épocas de treinamento.

Com relagao a fungao custo, podemos ver nas Figuras 10 (e) e (f) um comportamento
semelhante ao que ocorreu na acuracia. Os valores maiores de ¢ diminuiram o custo mais
rapidamente. Os valores de t igual a 0.1 e 0.23111951 obtiveram os menores valores para
a funcao custo. Nas Tabelas 13 e 14 observa-se que todos os valores de t tiveram um valor
da funcao custo baixo, algo ja esperado pelo que foi visto com a acuracia, sendo o valor de
t igual a 0.23111951 o que obteve o menor custo médio no teste e o segundo menor no
conjunto de treino. Observa-se também, um desvio padrao muito baixo em todos os casos

e um tempo médio muito proximo entre os diferentes valores de t.
O tempo total para rodar os 150 testes, 30 sementes para cada um dos 5 valores de

t, foi de 131.723 segundos, ou aproximadamente 36,5 horas.

Tabela 11 — Médias da Acuracia e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para diferentes
valores de t.

t  Acurécia Treino (+ std) Acurdcia Teste (£ std) Tempo (=+ std)
0.010 0.945 (< 0.005) 0.930 (£ 0.005) 1064.191 (& 290.034)
0.100 0.982 (& 0.001) 0.956 (& 0.002)  955.705 (£ 155.352)
0.231 0.980 (£ 0.001) 0.957 (£ 0.002)  820.880 (£ 303.790)
0.500 0.972 (4 0.001) 0.954 (& 0.002) 833.399 (& 74.778)
1.000 0.961 (£ 0.002) 0.947 (£ 0.003)  716.599 (% 3.809)

Tabela 12 — Valores maximos da Acuracia e do tempo em segundos para diferentes valores de t.

t Acurédcia Treino Max Acurdcia Teste Max Tempo Max

0.010 0.952 0.939 2413.164
0.100 0.984 0.959 1340.738
0.231 0.983 0.960 2015.913
0.500 0.974 0.957 1012.071
1.000 0.966 0.952 728.240

Tabela 13 — Médias da funcao Custo e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para
diferentes valores de t.

t Custo Treino (+ std) Custo Teste (% std) Tempo (+ std)
0.010 0.208 (£ 0.020) 0.250 (£ 0.018) 1064.191 (& 290.034)
0.100 0.088 (< 0.005) 0.156 (£ 0.006)  955.705 (% 155.352)
0.231 0.092 (< 0.003) 0.154 (£ 0.005)  820.880 (& 303.790)
0.500 0.116 (& 0.003) 0.167 (£ 0.005)  833.399 (£ 74.778)
1.000 0.145 (& 0.006) 0.188 (£ 0.007)  716.599 (< 3.809)
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Figura 10 — Acurécia, custo e norma do peso para diferentes valores de raio.

Tabela 14 — Valores minimos da fun¢ao Custo e do tempo, em segundos, para diferentes valores
de t.

t Custo Treino Min Custo Teste Min Tempo Min

0.010 0.185 0.225 779.797
0.100 0.081 0.141 768.045
0.231 0.086 0.142 720.413
0.500 0.109 0.154 T18.776

1.000 0.131 0.174 711.920
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Tabela 15 — Norma do Peso inicial e final para diferentes valores de .

Norma do peso na época 1 Norma do peso na época 100
Minimo Méximo Média  Std | Minimo Maximo Média  Std
0.010 2.709 42732 21.398 12948 | 18573  38.613 25.507 6.543
0.100 2.665 42465 22.233 12502 | 23.554  24.607 24.113 0.258
0.231 6.774  41.954 24.132 10487 | 23.056  23.995 23.576 0.220
0.500 | 14.822  40.589 25.122 8194 | 22220  22.845 22.469 0.165
1.000 | 18.137 37930 24.844 6.323 | 21.660  22.449 22.061 0.172

t

7.2.3 Variagdao do Numero de Iteragoes

Para a variacao do nuimero de iteragoes foram escolhidos 5 valores para serem
avaliados, sendo eles: 1, 2, 5, 7 e 10. Na Figura 11 sao apresentados graficos da acuracia e
da funcao custo, no conjunto de treino e de teste, e a norma dos pesos da rede ao longo

das épocas considerando esses diferentes niimeros de iteragoes no treinamento.

Tabela 16 — Médias da Acuracia e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para diferentes
nimeros de Iteracoes.

Iteragbes Acuracia Treino (4 std) Acurédcia Teste (£ std) Tempo (£ std)
1 0.964 (£ 0.001) 0.949 (£ 0.002) 672.535(+ 172.209)

2 0.980 (< 0.001) 0.957 (£ 0.002)  820.880(= 303.790)

5 0.985 (£ 0.002) 0.957 (£ 0.002) 2026.218(% 1090.844)

7 0.985 (< 0.002) 0.956 (£ 0.002)  2120.654(< 696.625)

10 0.983 (£ 0.002) 0.955 (£ 0.002) 2641.864(+ 10.525)

Tabela 17 — Valores maximos da Acuracia e do tempo em segundos para diferentes ntimeros de
Tteracoes.

Iteragoes Acuracia Treino Maximo Acuracia Teste Maximo Tempo Maximo

1 0.966 0.953 1062.489
2 0.983 0.960 2015.913
5 0.988 0.961 4732.276
7 0.988 0.961 5433.911
10 0.987 0.960 2660.893

Para a medida da acuracia, podemos ver nas Figuras 11 (a) e (b) que ntimeros de
iteracao mais altos chegam mais rapido em sua assintota horizontal mas nao necessariamente
chegam em valores mais altos. Isso pode ser visto nas Tabelas 16 e 17 que mostram que o
valor de 5 iteragoes foi o que se saiu melhor na média e no maximo da acuracia tanto no
conjunto de treino quanto no conjunto de teste. Porém, analisando os resultados, vemos
que as acuracias obtidas, tanto médias quanto maximas, nao estao muito longe uma das
outras, e nesse caso poderiamos utilizar o tempo gasto como um desempate para escolher

o melhor hiperparametro. Com isso, vemos que o nimero de iteracoes igual a 2 tem
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resultados muito bons de acurécia, destacando a acuracia média no teste que empata como
a melhor acuracia no teste, e que possui o segundo menor tempo médio de treinamento e
segundo menor tempo maximo. O desvio padrao de todos os casos considerados é muito
pequeno indicando pouca variabilidade entre as execucoes independentes. Na Figura 11
(c), é possivel observar a distribuigao da acuracia ao final do treinamento para cada niimero
de iteracoes. Todos tiveram desempenhos parecidos de acuracia final no conjunto de treino
e de teste e apresentam um baixo desvio padrao. Destaca-se ai, o modelo com niimero de
iteracgoes igual a 1 que obteve o pior resultado, se comparado aos outros, mas basta olhar

a escala para perceber que apesar disso ele obteve bons valores de acuracia.

Tabela 18 — Médias da funcao Custo e do tempo, em segundos, com o desvio padrao para
diferentes nimeros de Iteracoes.

I[teragoes Custo Treino (£ std) Custo Teste (£ std) Tempo (% std)
1 0.164 (£ 0.003) 0.201 (£ 0.005) 672.535 (£ 172.209)

2 0.092 (< 0.003) 0.154 (£ 0.005)  820.880 (% 303.790)

> 0.059 (£ 0.005) 0.146 (£ 0.005) 2026.218 (£ 1090.844)

7 0.057 (£ 0.005) 0.149 (4 0.007)  2120.654 (£ 696.625)

10 0.057 (£ 0.005) 0.154 (£ 0.007) 2641.864 (£ 10.525)

Tabela 19 — Valores minimos da fun¢éao de Custo e do tempo, em segundos, para diferentes
niumeros de Iteracoes.

Iteragoes Custo Treino Custo Teste ~ Tempo

1 0.158 0.190  480.946
2 0.086 0.142  720.413
5 0.050 0.137 1448.147
7 0.048 0.134 1897.821
10 0.049 0.143 2618.845

Tabela 20 — Norma do Peso inicial e final para diferentes ntimeros de Iteragoes.

Tteracoes Norma do peso na Epoca 1 Norma do peso na Epoca 100
Minimo Maximo Média  Std | Minimo Maximo Média  Std
1 2.593 41.549 21.701 12.019 | 19.089 19.507 19.281 0.115
2 6.774 41954 24.132 10.487 | 23.056 23.995 23.576 0.220
51| 17.023 43.430 27.941 8.533 | 27.068 28.787 27.813 0.401
7| 19.544  44.122 29.314  8.047 | 27.955 29.821 28.665 0.387
10 | 21.797 44922 30.767 7.612 | 28.606 30.565 29.452 0.418

Na Figura 11 (d), observamos que nas primeiras 20 épocas, todos os modelos
apresentam variancia na norma dos pesos da rede. Além disso, é possivel ver que quanto
maior o nimero de iteragoes maior é a assintota horizontal alcancada em todos os casos.

Na tabela 20 observa-se que na época 100, a norma dos pesos aumenta em média, em
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valor méximo e em valor minimo quanto maior for o nimero de iteragoes. Vemos também
na tabela que, o desvio padrao que, na época 1, é alto, ao final do treinamento, na época
100, é baixo.

Em relagdo a fungao custo, as Figuras 11 (e) e (f) mostram que ntimeros de iteragoes
mais altos diminuem mais rapidamente o custo ao longo do treinamento. Nas Tabelas 18
e 19 mostram que todos os casos se sairam bem, com custo médio e minimo no treino e
teste abaixo de 0.21. O modelo com nimero de iteragoes igual a 5 obteve o menor custo
médio igual a 0.146 no conjunto de teste, o segundo menor custo médio igual a 0.059 no

conjunto de treino, e ficou entre os 3 menores custos minimos no conjunto de treino e de
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teste. Todos os resultados tiveram um desvio padrao abaixo de 0.01 indicando uma baixa
variacao entre as execucgoes independentes. Apesar de alguns modelos terem obtido um
custo menor em alguns casos, analisando de uma forma geral, todos se sairam muito bem
com um valor da funcao custo muito baixo e novamente, poderiamos desempatar uma
suposta escolha do melhor modelo olhando para o tempo médio gasto. Com isso, o modelo
com numero de iteragoes igual a 2 é o que tem um melhor equilibrio entre custo médio e

minimo e tempo médio gasto.

O tempo total para rodar os 150 testes, 30 sementes para cada um dos 5 niimero

de iteracoes, foi de 248.464, 503 segundos, ou aproximadamente 69 horas.
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8 CONCLUSAO

Nesse trabalho, foi feita uma modificacao do algoritmo FDIPA com a finalidade de
realizagdo do treinamento de redes neurais artificiais. Foram estudadas técnicas utilizadas
em treinamento de redes neurais com especial atengao para o backpropagation que é uma
abordagem bastante empregada para o calculo do gradiente da funcao custo. Para a
realizagao desse trabalho, implementamos um algoritmo para defini¢ao de redes neurais, o
algoritmo de treinamento SGD, o algoritmo backpropagation e o algoritmo FDIPA, incluindo
as adaptacoes que se fizeram necessarias. Apés todas as implementagoes, realizamos testes

com diferentes cenérios, conforme ilustrado no Capitulo 7.

Com a obtencao dos valores 6timos de hiperparametros para o SGD e para o FDIPA
observamos que o FDIPA teve uma acuracia maior que o SGD no conjunto de treino e de
teste. O FDIPA obteve 0.98 de acuracia média no conjunto de treino e 0.957 no conjunto
de teste enquanto que o SGD teve 0.926 de acuracia média no conjunto de treino e 0.889
no conjunto de teste. E importante ressaltar que o SGD obteve resultados melhores com o
valor da taxa de aprendizagem n = 1. Com esse valor de 1, o SGD obteve uma acuracia
média no conjunto de treino de 0.981, valor préximo ao obtido pelo FDIPA, e de 0.907 no
conjunto de teste, abaixo do obtido pelo FDIPA. Em termos de comparacdo, nos nossos
testes o FDIPA obteve resultados melhores na métrica de acuracia tanto no conjunto de
treino quanto no conjunto de teste se comparado ao SGD por nds implementado. Apesar
disso, cabe ressaltar que o tempo médio do SGD foi proximo de 196 segundos, um pouco
mais do que 3 minutos, enquanto que o FDIPA teve um tempo médio préoximo de 900
segundos, ou 15 minutos. Isso nos mostra que o FDIPA ainda estd muito lento para esses

problemas.

Os resultados obtidos pelo FDIPA em si, foram satisfatérios uma vez que obteve-se
uma acuracia alta para o problema considerado. Além disso, os resultados foram obtidos
utilizando no algoritmo a matriz identidade como aproximagao para a matriz hessiana
B. Com isso, vemos como muito positivo os resultados uma vez que foi utilizada a
mais simples matriz como aproximacao da matriz hessiana. Espera-se que os resultados
sejam ainda melhores com uma escolha mais adequada para B. Restricoes do tipo caixas

(x € [ay,b1] X ... X [an,by,]) ou anelares (rg < @ < ry) também podem ser consideradas.

Para trabalhos futuros, pretende-se testar melhores escolhas para a matriz B, por
exemplo utilizando a técnica BFGS para a sua atualizagao. Por se tratar de problemas de
redes neurais, a dimensao da matriz B pode ficar extremamente grande e, portanto, trazer
problemas tanto em relagao ao armazenamento quanto a complexidade computacional dos
calculos. Futuramente, para realizacao dos cédlculos, podem ser utilizados as Unidades de
Processamentos de Tensor [36] (TPU, sigla em inglés para Tensor Processing Unit) que

tratam-se de aceleradores de hardware especializados em realizar operagoes de matrizes e
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tensores de grandes dimensoes. Essa abordagem pode aumentar a acuracia e velocidade
de treinamento visto que as implementagoes feitas nesse trabalho utilizaram CPU e as

TPU’s sao cerca de 20 vezes mais rapidas que as GPU’s [36].
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