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RESUMO

Diversos problemas com interface demandam a solu¢do numérica de equagoes dife-
renciais parciais em dominios méveis, onde os movimentos das interfaces sdo desconhecidos
e dificeis de se calcular quando estas passam por mudancgas topologicas. A abordagem de
campo de fase tem se mostrado como uma poderosa ferramenta para a modelagem de tais
problemas, considerando um dominio computacional conhecido e fixo. Nesse contexto, a
equacao de Cahn-Hilliard, inicialmente usada para modelar a separacao de ligas binarias,
tem sido muito utilizada em diversas aplicacoes que vao desde a modelagem do crescimento
tumoral até o processamento de imagens. Trata-se de uma equacao diferencial parcial
parabélica de quarta ordem nao linear que apresenta grandes desafios para a sua solugao
numérica, que em determinadas casos pode apresentar oscilagoes nao fisicas e demandar
o uso de malhas e passos de tempo extremamente refinados. Este trabalho tem como
objetivo contornar tais dificuldades numéricas através de formulagoes dos elementos finitos
hibridos no espago e formulagoes de segunda ordem no tempo visando robustez e eficiéncia.
A equagado de Cahn-Hilliard classica assim como outros modelos baseados nesta serao
estudados do ponto de vista numérico para verificar a ordem de convergéncia dos métodos
apresentados e avaliar sua eficiéncia e precisao. Em particular, algumas aplicacoes da
equacao de Cahn-Hilliard como a modelagem do crescimento tumoral avascular e o processo

de eletromolhabilidade também sao considerados neste trabalho.

Palavras-chave: Modelo de Campo de Fase. Modelagem Matematica. Teoria das
Misturas. Cahn-Hilliard. Método dos Elementos Finitos. Métodos dos Elementos Finitos
Hibridos.



ABSTRACT

Several interface problems demand the numerical solution of partial differential
equations in moving domains, where the movements of the interfaces are unknown and
difficult to calculate when they undergo topological changes. The phase field approach
has been shown to be a powerful tool for modeling such problems, considering a known
and fixed computational domain. In this context, the Cahn-Hilliard equation, initially
developed to model the separation of binary alloys, has been widely used in several applica-
tions ranging from modeling tumor growth to image processing. It consists of a non-linear
fourth-order parabolic partial differential equation that presents great challenges in the
numerical solution, which in certain cases can present non-physical oscillations and demand
the use of extremely refined meshes and time steps. This work aims to overcome such
numerical difficulties through hybrid finite element formulations in space and second-order
formulations in time aiming at robustness and efficiency. The classical Cahn-Hilliard
equation as well as other models based on it are studied from a numerical point of view to
verify the order of convergence of the presented methods and evaluate their efficiency and
precision. In particular, some applications of the Cahn-Hilliard equation such as in the

modeling of tumor growth and the electrowetting process are also considered in this work.

Keywords: Phase Field Model. Mathematical Modeling. Mixture Theory. Cahn-
Hilliard. Finite Element Method. Hybrid Finite Element Method.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos basicos da modelagem da
equagao de Cahn-Hilliard (CH) e suas aplicagoes em diversas areas da ciéncia. O capitulo
se inicia com uma motivacao, discussao de alguns conceitos, apresenta uma breve revisao

da literatura e, em seguida, apresenta a proposta da tese e os seus objetivos.

1.1 MOTIVACAO

Uma das teorias iniciais do campo de fase é a equacao de Cahn-Hilliard, que surge
da derivacao da energia livre de Ginzbug-Landau e que foi utilizada inicialmente para
modelar a separacao de fases de ligas binarias (Cahn, 1961, Cahn e Hilliard, 1958). Esta
equacao diferencial parcial de quarta ordem e nao linear tem sido utilizada em diversas
areas do conhecimento tais como: ciéncia dos materiais, mecanica computacional, dinamica

dos fluidos, ciéncias bioldgicas, processamento de imagens, entre outras.

A principal contribuicao deste trabalho é formular métodos hibridos de elementos
finitos no espacgo e esquemas de discretizagao no tempo mais robustos e eficientes para
a equacao de Cahn-Hilliard e modelos similares. Objetiva-se alcangar maior precisao
na solugdo numérica, visando contornar possiveis oscila¢gdes nao fisicas observadas na
equacao Cahn-Hilliard com mobilidade nao constante. Esquemas de discretizacao temporal
semi-implicitos de primeira ordem com o uso da técnica de Eyre e o método de Picard para
a solugao nao-linear do sistema para o caso de mobilidade nao constante sao apresentados.
Um esquema de discretizacao temporal de segunda ordem baseado no método semi-
implicito SBDF (Semi-Implicit Backward Differentiation Formula) de segunda ordem serd

apresentado em combina¢dao com o método hibrido de elementos finitos.

Abordaremos aplicagoes direcionadas a modelagem do crescimento do tumor na sua
fase inicial solida avascular, e o processo de eletroprocessamento que modela a modificagao
da curvatura geométrica de uma gota de fluido aplicado a um campo elétrico. A seguir,

alguns exemplos de aplicagoes dessa equacao de CH serao apresentados de forma breve.

Nas ultimas décadas a equacao classica de Cahn-Hilliard (CH) tem sido utilizada
em diversas areas, tais como na ciéncias dos materiais, para modelar e prever a evolugao
morfolégica e microestrutural de diversos materiais na mesoescala (Choksi et al., 2009). Na
ecologia, a equacao tem sido para modelar a separacao de fases que acontece essencialmente
no movimento da densidade dos organismos. Esta equacdao também aparece na area de
processamento de imagens, onde ¢ utilizada para modelar a restauragao de imagens, e na

segmentacao de imagens.

Na Figura 1 pode-se observar no painel (a) a aplicagdo do modelo de CH para
representar as transformagoes de fase estrutural em estado sélido na area da ciéncia dos

materiais; no painel (b) a separagao de fases num organismo de mexilhoes é apresentado; o
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painel (c) ilustra uma aplicacdo na segmentacao de imagens médicas tendo neste exemplo
a segmentacao de um vaso sanguineo; e, por ultimo, no painel (d) uma aplicagao na
restauracao de uma imagem danificada, sendo que a primeira imagem é de referéncia, a
segunda a imagem danificada, a terceira a imagem sendo processada e a quarta e tltima

imagem a restaurada.

Figura 1 — Aplicagoes da equacao Cahn-Hilliard em diversas dreas da ciéncia:
(a) ciéncia dos materiais, (b) biologia, (¢) e (d) processamento de imagens.

=

e

Fonte: Imagens adaptadas de PennState (2021), Liu et al. (2013), Yang et al.
(2019) e Theljani et al. (2020).

Uma das aplicagoes da equagao de CH na area da biologia que tem sido muito
explorada (Adam e Bellomo, 2012, Cristini et al., 2003, Ebenbeck e Garcke, 2019a,b) é
a modelagem do crescimento de células tumorais. Além disso, esta abordagem permite
estudar diversos tipos de células entre cancerosas e saudaveis, sendo que dentre as células
cancerosas os seguintes fenétipos podem ser considerados: células necroéticas, células

hipoxicas e células proliferativas.

A equacao CH também tem sido utilizada na area da dinamica dos fluidos, especifi-
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camente em microfluidica, onde um campo elétrico é aplicado de forma a alterar a tensao
superficial de um liquido depositado em uma superficie. Este procedimento é conhecido
na literatura como eletromolhabilidade e tem sido estudado computacionalmente através

da solugao numérica da equagao de CH, como apresentado em Keita et al. (2021).

Diversas aplicacoes tém surgido utilizando esta abordagem de eletromolhabilidade
como, por exemplo, na deteccao de uma pessoa contagiada pelo COVID-19 Jain e Mura-
lidhar (2020) e em artefatos eletronicos como e-paper ou Kindle da Amazon Quilliet e Berge
(2001), entre outros. A Figura 2 a seguir ilustra essas aplicagoes: no painel (a) ¢ mostrado
uma evidéncia experimental da mudanca de curvatura pela eletromolhabilidade onde duas
gotas experimentam repulsao, enquanto o painel (b) apresenta a aplicagdo da detecgao de
COVID-19, a qual utiliza uma matriz de eletrodos controlada por microprocessador para
mesclar uma amostra possivelmente infectada transportada por um liquido com uma gota

de um reagente para realizar o processo de teste.

Figura 2 — Exemplos de aplicacao de eletromolhabilidade: (a) evidéncia experi-
mental da repulsdo de duas gotas e (b) procedimento de detecgao de COVID-19
através de uma matriz de eletrodos que mescla uma amostra, possivelmente
infectada, que é transportada por um liquido com uma gota de um reagente.

Infected Sample ~ Reagent

Transponmion
0 100 120

1

200 220 300

RN Mergingand
Mixing

400 420 500 ms
(a) (b)

Fonte: Imagens adaptadas de Quilliet e Berge (2001) e Jain e Muralidhar (2020).

A Figura 3 apresenta um experimento realizado por Lu et al. (2007) no qual um
campo elétrico é aplicado na metade superior do dominio e para avaliar a evolucao de
uma gota de um fluido em uma célula de Hele-Shaw. Dispositivos baseados na técnica de
eletromolhabilidade sao fabricados com o objetivo de separar, unir e misturar gotas de
fluidos Lu et al. (2007), como apresentado no painel (b) da Figura 3, o qual mostra os

resultados de um experimento sobre a separacao de uma gota de fluido.
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Figura 3 — Evolugao da curvatura do fluido realizado nos experimentos em uma
geometria de Hele-Shaw proposta em Lu et al. (2007).

1.2 REVISAO DA LITERATURA

As equagoes diferenciais parciais de alta ordem contendo o operador bi-harmdnico
aparecem em diversos problemas de duas ou mais fases na mecéanica dos fluidos ou na
mecanica dos sélidos. Em particular pode-se mencionar as equacoes de filme fino (Lisini
et al., 2012, Ronsin et al., 2020), as equagoes de Cahn-Hilliard (Barros, 2019, Cahn,
1961, Cahn e Hilliard, 1958, Du et al., 2011, Gomez e Hughes, 2011, Goudenege et al.,
2012, Guillén-Gonzalez e Tierra, 2014, Kaessmair e Steinmann, 2016, Zhang e Qiao,
2012), modelos de circulagao atmosférica (Pan et al., 2019), modelos de crescimento
tumoral (Cristini et al., 2003, 2009, Garcke et al., 2016, 2018a,b, Rocha et al., 2018),
propagacao de fissuras Abdollahi e Arias (2015), Li e Maurini (2019), Li et al. (2015),
modelos de filtragdo nao-estéveis através de meios porosos (Banas e Mahato, 2017, Ebenbeck
e Garcke, 2019a, Gao et al., 2018), entre outros. Discretizagoes para os operadores espaciais
de alta ordem como, por exemplo, de quarta ou sexta ordem, tém sido estudadas, tanto
numéricamente como computacionalmente (Cherfils et al., 2017, Miranville, 2013). Além
disso, nao-linearidades podem surgir ao se considerar a mobilidade nao constante ou pelo
uso de fungoes de energia livre nao lineares (Barrett et al., 1999, 2001, Brenner et al.,
2012).

Naturalmente, diversos procedimentos para aproximar estas equagoes tém sido
empregados na literatura. Pode-se mencionar estudos numéricos para resolver estas

equacgoes parabolicas envolvendo operadores bi-harmonicos através de métodos de diferencas
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finitas (Bertozzi et al., 2011, Shin et al., 2011, Zhornitskaya e Bertozzi, 1999), métodos dos
volumes finitos (Dargaville e Farrell, 2015, Griin e Rumpf, 2000), métodos dos elementos
finitos (Barrett et al., 2001, Brenner et al., 2012, Jokisaari et al., 2017), entre outros.
Em particular, diversos estudos utilizando os métodos dos elementos finitos na forma
mista, onde as equagoes governantes sao divididas em sistemas de equagoes de ordem
inferior, tém sido amplamente utilizados para resolver as equacoes de Cahn-Hilliard e
podem ser encontradas nas referéncias (Barrett et al., 1999, Du et al., 2011, Goudenege
et al., 2012, Kaessmair e Steinmann, 2016, Kéastner et al., 2016, Zhang et al., 2013).
Diversas abordagens tém sido utilizadas, como as discretizagoes de Galerkin descontinuo e
suas diversas variantes, como o SIPG (Symmetric Interior Penalty Galerkin) (Liu e Yin,
2021, Sanaydin-Filibelioglu et al., 2017), NIPG (Nonsymmetric Interior Penalty Galerkin
Method) (Liu et al., 2019) e LDG (Local Discontinuous Galerkin) (Guo e Xu, 2014, Shi e
Li, 2019, Song e Shu, 2017, Xia et al., 2007). Nesse contexto, vale ressaltar que ainda nao
foram encontrados trabalhos empregando os métodos hibridos de Galerkin descontinuo
(HDG) (Arruda et al., 2012, 2013, Igreja, 2015, Quinelato, 2017, Roca et al., 2013) para

este tipo de equagoes.

Por outro lado, diversos esquemas de discretizacao temporal eficientes tém surgido
na literatura (Gomez e Hughes, 2011, Guillén-Gonzalez e Tierra, 2014, He et al., 2007,
Keita et al., 2021, Vignal et al., 2017, Yan et al., 2018). Em particular, métodos implici-
tos (Cristini et al., 2009), esquemas adaptativos (Barros, 2019, Zhang e Qiao, 2012), e
esquemas de alta ordem (Keita et al., 2021) tém sido utilizados para resolver problemas

envolvendo as equacoes de CH.

Os métodos de adaptatividade temporal sdo usualmente baseados em variagdes do
funcional de energia livre, como nos esquemas propostos por Guillén-Gonzalez e Tierra
(2014), Zhang e Qiao (2012). O trabalho de Barros (2019) utilizou um esquema adaptativo

para integracao no tempo com base na teoria de controle.

Dentre os trabalhos que abordam a equacao de Cahn-hilliard com discretizacao de
segunda ordem no tempo, destaca-se o recente trabalho de Keita et al. (2021) apresenta
novas técnicas utilizando a férmula de diferenciacdo retroativa de segunda ordem no
tempo, conhecida como SBDF-2, além de uma abordagem especial para o tratamento de
termos nao lineares. Esta técnica torna o esquema numérico eficiente em termos de custo
computacional, dado que o método proposto trata apenas de um sistema linear a cada
passo de tempo e nao é mais necessario a resolucgao iterativa, como pode ser feita pelo
uso do método de Newton ou de Picard. Outras abordagens deste tipo foram exploradas
utilizando um esquema BDF de segunda ordem no tempo, dadas nas referéncias He et al.
(2007), Yan et al. (2018), e para outros tipos de abordagens no tempo pode ser revisada
as referéncias Gomez e Hughes (2011) e Vignal et al. (2017).

Os métodos hibridos de elementos finitos se destacam na resolucao de diversos
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problemas devido a sua robustez, baixo custo computacional para aproximagoes de alta
ordem e menor complexidade de implementagao em comparacao com métodos de Galerkin
descontinuo. Destaca-se ainda a sua flexibilidade para incorporar técnicas de computacao
paralela no nivel do elemento e esquemas de adaptatividade espacial e polinomial. Portanto,
espera-se que a sua aplicacao a equagao de Cahn-Hilliard e em modelos derivados possa
se beneficiar dessas vantagens e resultar em aproximacoes mais precisas e com reduzido

custo computacional, sobretudo quando aliadas a esquemas de alta ordem.

Em particular destaca-se que na literatura ainda nao foram empregados esquemas
de elementos finitos hibridos no espago para este tipo de equagoes. Assim, no presente
trabalho serao apresentadas formulacoes de elementos finitos hibridos e combinadas com
esquemas de discretizagdo temporal semi-implicitos de primeira e segunda ordem (SBDF-2),

para os quais sua eficiéncia e a robustez serd estudada.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho ¢é a solu¢do numérica da equagdo de Cahn-Hilliard e
outros modelos baseados nesta equacao através de formulacoes de elementos finitos hibridos.
Em particular, além da equacgao de CH serao considerados modelos matematicos para
descrever a fase inicial de um tumor sélido avascular e o processo de eletromolhabilidade.
Pretende-se resolver numericamente um modelo que descreve os principais aspectos da
dinamica da proliferagdo tumoral através de modelos do tipo Cahn-Hilliard. Serdo conside-
rados também modelos que descrevem a curvatura média de uma gota do fluido mediante
a aplicacao de um campo elétrico, aplicagao esta que é conhecida por eletromolhabilidade.
Também se explorou o modelo de Cahn-Hilliard generalizado para casos anisotropicos e
a sua aplicabilidade para o crescimento tumoral. Dentro desse contexto, ressalta-se que
este trabalho tera foco especial na aplicacao de diferentes métodos numéricos para solucao
eficiente e robusta desses modelos visando a obtencao de resultados precisos. Além disso,

algumas aplicagoes da equacao de CH serdo exploradas ao longo do trabalho.

1.3.2  Objetivos especificos

A seguir, os objetivos especificos deste trabalho sao detalhados:

o Estudar a convergéncia dos métodos numéricos CG, DG e HDG para o modelo de

Cahn-Hilliard em problemas com solugao exata manufaturada.

o Estudar e implementar métodos eficientes e de alta ordem para discretizacao no

tempo como o método de segunda ordem SBDF2.
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» Estudo de convergéncia do método numérico que combina o método HDG com o

método SBDF2 para as equagoes de Cahn-Hilliard e suas aplicacoes.

o Estudar e implementar modelos baseados na equagao de Cahn-Hilliard. Em particular,
serao considerados casos do modelo de Cahn-Hilliard acoplado a equacao de Darcy. A
solucao numérica ird considerar o uso de formulagoes hibridas tanto para o tratamento

das equagoes do tipo Cahn-Hilliard quanto para a equacao de Darcy.

o Estudar e resolver numericamente problemas voltados a aplicacoes da equacao
de CH tais como o problema do crescimento tumoral avascular e o processo de
eletromolhabilidade.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O restante deste texto estd organizado da seguinte forma: no capitulo 2 sao
apresentados os modelos matematicos abordados neste trabalho, com foco no modelo
de Cahn-Hilliard e suas extensoes. No capitulo 3 as formulagoes de elementos finitos
e os métodos numéricos para integracao no tempo para simulagao dos modelos sao
apresentados. Os resultados numéricos de diversos experimentos computacionais sao
apresentados nos capitulo 4 e 5, os quais apresentam em detalhes a utilizacao da formulacao
de elementos finitos hibrida e do método SBDF2, respectivamente. Por fim, no capitulo 6

sao apresentadas discussoes e conclusoes a respeito do presente trabalho.
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2 MODELOS MATEMATICOS

Este capitulo apresenta os modelos matematicos que serao utilizados neste trabalho
para estudar diversas aplicagoes. Em particular, sdo apresentados o modelo de Cahn-
Hilliard classico, o modelo de crescimento tumoral avascular, o acoplamento de Cahn-

Hilliard com o modelo de Darcy e, por ultimo, o modelo de eletromolhabilidade.

2.1 MODELO DE CAHN-HILLIARD

O problema de interface entre dois meios tem sido estudado desde o século XIX,
quando foi inicialmente estudado pelo fisico esloveno Josef Stefan, que introduziu solugoes
para esta classe de problemas na década de 1890 (Biner, 2017). Trata-se de um problema
particular de valor de contorno para um sistema de equacoes diferenciais parciais na qual
a interface entre duas fases pode se mover com o tempo. Este tipo de solugao é conhecido
como abordagem de interface aguda/afiada e foram utilizadas para modelar a cinética
das transformacoes de fase difusiva. Nesta abordagem as condi¢oes de contorno para um
conjunto de equagoes diferenciais parciais sdo explicitamente definidas para cada fase. No
entanto, solugdes para estes problemas através desta abordagem podem ser extremamente
dificeis de serem encontradas em consequéncia das interacoes de interface com varios
processos complexos que podem ocorrer durante as transformagoes de cada fase, tais como,

fusao, dissolucao e desagregacao.

Assim, no contexto dos problemas de interface difusiva pode-se mencionar o modelo
do campo de fase (MCF) (Chen, 2002). A Figura 4 ilustra de forma esquemaética duas
formas de tratamento de problemas de interfaces entre dois meios. Na ilustragao a esquerda
a interface é representada por um parametro de ordem ou campo de fase u que varia de
forma abrupta (descontinua) através da interface utilizada na abordagem de interface
aguda, que envolve o acompanhamento explicito da interface. Na ilustragao a direita, o
campo de fase varia ao longo da interface no denominado modelo do campo de fase (MCF),
que contorna a necessidade de acompanhar explicitamente as interfaces ao substituir as
condigoes de contorno na interface por uma EDP que descreve a evolucao do campo de

fase.

As equagdes do modelo de campo de fase tém suas origens nos trabalhos de Cahn
e Hilliard para modelar a separacao (ou decomposi¢ao espinodal) dos componentes de
uma mistura bifasica de componentes metélicos (Cahn, 1961, Cahn e Hilliard, 1958). A
Figura 5 apresenta um exemplo da decomposi¢ao espinodal de dois componentes puros.
O gréfico no painel (a) mostra a mistura inicial das duas componentes (gerada de forma
aleatéria); o painel (b) mostra o inicio da separagao de fases que ocorre de forma rapida;
ja no painel (c) o surgimento das fases puras em pequenas formagoes pode ser observado

com uma dindmica mais lenta; e finalmente o painel (d) mostra que as formagoes vao se
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Figura 4 — Diferenca no tratamento de interfaces: método de interface aguda
(esquerda) e modelo do campo de fase (direita).
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Fonte: Figura adaptada de Abdollahi e Arias (2015).

tornando maiores com o decorrer do tempo.

Figura 5 — Simulagdo computacional ilustrativa do processo da decomposi¢ao

espinodal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para apresentar as equagoes de Cahn-Hilliard, considere uma liga binaria composta
de duas espécies em um dominio espacial Q@ C R?, com d € {1,2,3}. As duas fases puras
sao representadas por A e B. Deseja-se descrever a evolugao dessas duas componentes
no periodo de tempo (0,7] com tempo final fixo 7' > 0. O campo de fase u = u(x,t)
descreve a concentracao local da mistura de ambas componentes de tal forma que se u ~ 1,
entao apenas a fase A estd presente, enquanto que u ~ —1 significa que s6 a fase B existe
no ponto x no instante de tempo t. A regido de interface, com as fases misturadas, é

caracterizada pelos valores de u entre —1 e 1.

A teoria de Cahn e Hilliard é baseada no funcional de energia livre de Ginzburg-
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Landau (Lee et al., 2014), o qual é dado por:
&2
Bu) = [ {Qyw? + F(u)de, (2.1)
Q

onde €2 é a regidao ocupada pelo sistema, %\Vu|2 ¢ o termo que representa a energia
interfacial, € é uma constante associada a espessura da interface de transicao entre as fases

e F(u) é a densidade de energia livre.

O potencial quimico, denotado aqui por w, representa a taxa de variacao da energia
livre com respeito a quantidade de espécies e pode ser obtido a partir da derivada funcional

do funcional de energia E em u na direcao de v, isto é:

dE S Elut+ny) — E(u)

o) - e R 22
_d €2V 2 1 2 _ )2 €2v2 L N2l a4
= {59t m e+ s or =17 = G197 - 17 o)

= /Q {EQ\VuHVM + (u? — 1)uw} dr = /Q ((u3 —u) — egAu)wdx
=/ (F'(u) — 62Au) Ydr = /sz/de

3 —u e foi utilizada a primeira identidade de Green John-

onde foi considerado que F'(u) = u
son (2012) e a condigao de contorno natural homogénea Vu - n = 0, sobre 952, onde n é o
vetor normal unitario. Finalmente, para se obter a conservagao de massa, considera-se a

condicao de contorno M (u)Vw - n = 0 sobre 0f2.

O equilibrio da mistura ¢ obtido a partir da minimizacao do funcional de energia (2.1)

sujeito a conservagao de massa, a qual é representada por

d
%/Qudx — 0. (2.3)

A equagao de Cahn-Hilliard pode ser deduzida da seguinte forma pelo principio de

conservacao de massa, que em um sistema isotérmico é dada por

d
— . 24
o /Q udz o J - nds, (2.4)

onde J denota o fluxo de massa 2 o dominio. Pelo teorema da divergéncia tem-se que a

equagao (2.4) pode ser reescrita como

d
- — . . 2.
= /Q udz /Q V- Jdz (2.5)
Dado que € é fixo e arbitrdrio e que o fluxo de massa é definido como J = — M (u)Vw,
temos que
ou

5 =V 1=V (Mu)Vw), (2.6)
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onde M(u) > 0 ¢é a funcdo de mobilidade; e w é o potencial quimico.

A fungao potencial F'(u) representa a densidade de energia e possui dois minimos
diferentes, sendo um para cada fase A e B, respectivamente. Nesse contexto, diversos
tipos de fungoes potenciais podem ser utilizadas como a funcao potencial logaritmica, a
funcao potencial polinomial e a funcio potencial de obstaculo. Essas fung¢oes potenciais

logaritmica, polinomial e de obstaculo sao definidas, respectivamente, da seguinte forma:

14w 1—u @

)+ (1 —uw)n(—=)| + (1 —?),

Fi(w) = & [(1+ ) In(

Fyfw) = (5" ),

11 52 <
00, se |ul>1

onde 3, 0 e . sao constantes.

A Figura 6 apresenta exemplos da fungao potencial logaritmica, da funcao potencial
polinomial e da funcao potencial de obstaculo, respectivamente. As duas primeiras fungoes
potenciais sdo muito utilizadas em casos de fungdes regulares, enquanto o caso de potencial
de obstaculo em fung¢des nao regulares é muito utilizado em aplicagoes de processamento
de imagens (Garcke et al., 2018b).

Figura 6 — Exemplos de fungbes potenciais F'(u): (a) potencial logaritmico para
o valor de 8. = 1; (b) potencial polinomial com os valores de 5 = {0.25,0.5,1.0};
e (c) potencial obstéculo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em particular, neste trabalho sera considerada uma func¢do potencial do tipo
polinomial conhecida como fungao de pogo-duplo (double-well, do inglés), definida para F),

com [ =1, a qual é dada por

F(u) = i(1 —u?)?. (2.7)
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Assim obtém-se o modelo de Cahn-Hilliard, o qual é dado por

gj: =V -Mu)Vw), em Q, (2.8)
w=F'(u) — €Au, em Q, (2.9)
Vu-n=0, sobre 0, (2.10)
Mu)Vw-n =0, sobre 05, (2.11)
u(x,0) =up, em €. (2.12)

E importante observar que o modelo de CH definido nas equacoes (2.8)-(2.9) apresenta
uma equagao parabodlica nao-linear de quarta ordem. Duas propriedades importantes
do modelo CH sao a conservacao de massa e o decaimento da energia. Esta segunda
propriedade pode ser observada derivando a energia E em relacdo ao tempo, de onde

obtém-se que

dE
= = /Q(eVu Vo + F'(u)Opu)dr = /wa)tud:c = /QwV - (M(u)Vw)dz
= | wM(u)Vw - nds — /Q/\/l(u)Vw - Vwdz
— _/QM(u)\wa?da; <0, (2.13)

que significa que a energia total decresce com o tempo.

Por outro lado, derivando a massa total com relacao ao tempo, conclui-se que a

massa total é conservada:

Zf/ﬂudaz = /Qﬁtudaz = /Q V- Mu)Vv)de = /BQM(U)VU -n = 0. (2.14)

2.2 MODELO DE CAHN-HILLIARD COM TERMO REATIVO

O modelo de CH com termo reativo é dado por:

88? =V - M@)Vw)+Pu, em Qx (0,7] (2.15)
w=F'(u) —Au, em Qx (0,7] (2.16)
Vu-n=0, sobre 90 x (0,T] (2.17)
Mu)Vw-n =0, sobre 092 x (0,T] (2.18)
u(z,y,0) =up(-), em (2.19)

onde P é uma constante. A funcao de pogo-duplo utilizada neste caso é dada por

F(u) = %2u*(1 — u)?, enquanto a mobilidade ¢ dada por M(u) = Lu?.

2.3 MODELO DE CRESCIMENTO TUMORAL AVASCULAR

Esta secao apresenta um modelo de crescimento tumoral sélido avascular proposto

por Cristini et al. (2009) que considera os efeitos do consumo de nutrientes vitais (por
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exemplo, oxigénio ou glicose), da quimiotaxia das células tumorais até os gradientes de
nutrientes, e da adesao de célula a célula. Termos de reacao biologicamente consistentes
sao considerados na equagao que descreve a evolucao das células tumorais, representando
a mitose celular proporcional a concentragao de nutrientes e a morte celular (apoptose).
Uma equagao quase estavel de reacao-difusao é utilizada para descrever a concentracao de

nutrientes o, uma vez que a sua difusdo ocorre de forma muito lenta (Cristini et al., 2009).

O modelo de crescimento tumoral avascular (Cristini et al., 2009) em sua forma adi-
mensional, onde u representa as células tumorais, w o potencial quimico e o a concentracao

de nutrientes ¢ dado por:

?;Z —v. (M(@m) +Pou—Au, in Qx(0,T] (2.20)

w = gl(F’(u) - EQAu) —exo0, in Qx(0,7] (2.21)

0=V (D(u)vo—) —ou, in Qx(0,T), (2.22)

onde M(u) = 1u? é a mobilidade, P é o coeficiente de proliferacdo, A é a taxa de

apoptose, G representa as interagoes célula-célula (adesdao) que surge no modelo devido a
sua adimensionalizacdo, x, € o coeficiente de quimiotaxia, e D(u) é o coeficiente de difusao

definido por:
D(u) =u+ D(1 —u). (2.23)
O modelo também é complementado pelas seguintes condigoes iniciais e de contorno:

Vu-n=0, sobre 00 x (0,T] (2.24)
Mu)Vw-n =0, sobre 09 x (0,T] (2.25)
o=1, sobre 0 x (0,T] (2.26)
Vo-n=0, sobre 092/09, x (0,T] (2.27)
(2.28)

u(-,0) =ug, em €.

2.4 MODELO DE DARCY

Nesta secao a equagao de Darcy, a partir de seu carater experimental e de leis
de balanco, ¢ apresentada para que esta seja utilizada posteriormente em um modelo de
Cahn-Hilliard.

Pode-se considerar um modelo bifésico (fase fluida e fase sélida) para o crescimento
de tumores baseado na mecanica de meios porosos saturados de fluido. Um meio poroso é
um material que contém espagos vazios (preenchido pela fase liquida) e uma matriz sélida
(as células normais, as células tumorais e a matriz extracelular) (Bear, 2013). A modelagem

do crescimento tumoral considerando um meio poroso é apresentada em detalhes por Lima
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et al. (2016), Rocha et al. (2018), Garcke et al. (2016, 2018a), Han e Wang (2016) e
Mascheroni et al. (2018). A Figura 7 ilustra um meio poroso no contexto do crescimento
tumoral. A regiao ocupada pelo fluido é denotada por V3, enquanto a regiao ocupada pelo
sélido por V,,, enquanto a regiao de interface entre as duas fases ¢ denotada por Ag,. Para
caracterizar o fluxo em todas as partes do volume V| também define-se uma velocidade do

fluido vg e uma pressao do fluido pg.

Figura 7 — Esquema de um meio poroso totalmente saturado (lado esquerdo) e
representacgao do crescimento tumoral num meio poroso (lado direito).

g fluido intersticial
= Matriz extracelular
célula tumoral viva
@ célula tumoral necrética
células saudéaveis
« nutrientes
o fatores angiognicos tumorais
neovasculatura

Fonte: Figura adaptada de Krembheller et al. (2018).

Se forem consideradas as hipéteses de fluido newtoniano incompressivel sob um
escoamento lento e laminar, as equagoes que governam o deslocamento do fluido sao as

equagoes de Stokes, as quais sdo dadas por:

—ppAvg +Vpg = pgg, em  Vj, (2.29)
V.vg=0, em Vj, (2.30)

onde vg ¢ o campo de velocidades, pg representa a densidade do fluido, ps a viscosidade do
fluido e g a aceleragao da gravidade. A equagdo (2.29) representa o principio de balango
do momento linear, enquanto a equagao (2.30) representa o principio de conservacao da

massa.

Para que o problema seja bem posto, condi¢oes de contorno devem ser atribuidas
no contorno do sélido, isto é, em Ag,. A resolucao direta dessas equacoes em um meio
poroso possui a limitacao consideravel de necessitar descrever com precisao a geometria

complexa da interface entre o esqueleto sélido e o volume vazio.

E possivel introduzir outra representacio do fluido em um meio poroso. Ao
definir volumes de controle em todo o dominio, calcula-se a média das quantidades de
interesse dentro desses volumes. Assim, ndo é mais necessario representar a geometria do
corpo explicitamente, mas cada ponto do dominio contém tanto fluido quanto sélido de
forma média. Esta abordagem é chamada de modelo de Darcy e as novas quantidades

desconhecidas passam a ser v (velocidade média) e p (pressao média).
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As equacoes do problema de Darcy sao dadas por:

v+EKVp=0, em £, (2.31)
V-v=s, em (2.32)

onde v ¢é velocidade de Darcy, p é a pressao de Darcy, K é o tensor de condutividade
hidraulica, s é um termo fonte (que representa o fluxo de entrada ou saida do dominio) e

() o dominio do problema.

2.5 MODELO ACOPLADO CAHN-HILLIARD-DARCY

Modelos do tipo Cahn-Hilliard-Darcy (CHD) acoplam o modelo de CH com o
modelo de Darcy e tém sido utilizados para modelar fluidos incompressiveis de duas
fases (Han e Wang, 2016), e também na modelagem do crescimento tumoral na fase
avascular (Garcke et al., 2016, 2018a). A seguir discute-se o modelo CHD apresentado por
Garcke et al. (2016) que sera utilizado neste trabalho e que considera o crescimento do
tumor incluindo difusao de nutrientes, quimiotaxia, transporte ativo, adesao, apoptose e

proliferacao.

As seguintes hipdteses sao consideradas para este modelo:

o As células tumorais somente morrem por apoptose, assim, nao é considerada a

possibilidade de necrose tumoral;

e O tecido ao redor do tumor nao reage as células do tumor de qualquer forma ativa;
além disso, desconsidera-se qualquer resposta do sistema imunologico ao tecido

tumoral,

» Criacao de vasos sanguineos nao ¢ considerada, isto €, o processo de induzir angioge-

nese ¢ negligenciado no modelo;

o Considera-se uma tunica espécie quimica atuando como nutriente para as células

tumorais, e que nao ¢é consumido pelas células saudaveis;

o Também consideram-se termos de quimiotaxia para representar o movimento ativo
da colonia de células tumorais em direcao as fontes de nutrientes. Naturalmente,
o processo oposto do movimento dos nutrientes em direcdo as células tumorais

préximas, também é considerado.
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Logo, o modelo de CHD ¢ dado por:

V.-v=al,
v =—-K(Vp —wVu+ N,Vu),

?;Lf +V - (vu) = V- (M(u)Vp) + 7,
w = éi/}’(u) — BeAu — X0, (2.33)
do ‘

ot V-(ov) =V (n(u)(Ns) -5,

Vu-n=Vw-n=0

0 = 0g,

onde o é uma constante que depende das densidades de massa de cada componente e I’
é um termo fonte (ambos descritos no Apéndice C), u o campo de fase e w o potencial
quimico. Além disso, é preciso considerar condi¢gdes de contorno de Dirichlet para os

nutrientes o, assim como condig¢oes iniciais apropriadas.

Adicionalmente as seguintes defini¢oes sao dadas:

e« I' = (Pyo — A)h(u) é uma funcdo que descreve a fonte ou sumidouro de massa
(células tumorais). A funcdo h(u) ¢ dada por h(u) = (1 +u). Desta forma, a funcdo
h assume o valor 0 na regiao do tecido saudavel e o valor 1 na regiao do tumor. O
termo Py define o coeficiente de proliferacao, enquanto A define a taxa de apoptose

das células tumorais, que é definida como a morte natural programada das células.

e N(u,0) = %02+ X,0(1—u): este termo define a energia fornecida pela interacio das
células do tumor e os nutrientes. Especificamente, a derivada de N(u, o) em relagao
a u, isto ¢, N, = —X,0 controla o efeito de quimiotaxia, que ¢ o movimento dos
nutrientes em diregao as células tumorais. Esta escolha da fungdo N(u, o) representa
o fato de que na regido do tumor (onde u = 1) acontece apenas difusao, enquanto

na regiao das células saudaveis também ocorre a quimiotaxia dos nutrientes.

e S =Coh(u): esta fungdo representa o termo de sumidouros para os nutrientes, a qual
¢ igual a 0 no conjunto {x € Q : u = —1} e é igual a Co no conjunto {x € Q : u =1},

representando uma absorcao dos nutrientes pelas células tumorais.

« M(u) = 5(1 4+ u)? e n(u) = AX,'D(u) representam as mobilidades das células

saudaveis do tumor e dos nutrientes, respectivamente, onde A\ = % e D(u) =
1+u 1—u
e (1),

Mais detalhes do modelo (2.33) sao apresentados no Apéndice C.
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2.6 MODELO DE ELETROMOLHABILIDADE

Por fim, um modelo baseado na equagdao de CH que pode ser usada em aplicac¢oes
de eletromolhabilidade é apresentado. A eletromolhabilidade é uma das técnicas mais
utilizadas para a manipulagao de pequenas quantidades de liquidos em superficies. Este
procedimento consiste na modificacao de propriedades de umedecimento de uma superficie

através da aplicagdo de um campo elétrico (Quilliet e Berge, 2001).

Modelos de interface difusiva do tipo Cahn-Hilliard tém sido utilizados para modelar
o movimento de uma gota de fluido devido a aplicagao de um campo elétrico em uma

geometria de Hele-Shaw, como apresentado por Lu et al. (2007).

Neste caso, o modelo de eletromolhabilidade a ser estudado é dado por:

eﬁj—V-(qu):O

w=eAu+ ' (u) — ep(x)

(2.34)

onde o parametro € é o comprimento da interface difusiva, ¥ (u) é a fungao de pogo-duplo
dada por ¥(u) = (u — €)?(u — 1)?, e p(x) = A\x(x) é a energia local (campo elétrico) com
fungao caracteristica x(x) e forca A.

O termo da energia local é responsavel por introduzir o efeito do campo elétrico
no modelo de interface difusiva. Para mais detalhes sobre este modelo é recomendada
a leitura de Lu et al. (2007), que apresenta tanto experimentos de laboratérios quanto

experimentos computacionais para este fenémeno.
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3 METODOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os métodos numéricos utilizados para solugao das equagoes
estudadas no capitulo anterior. Em particular, apresenta-se aqui a formulagao de elementos
finitos, a discretizagao temporal para os modelos Cahn-Hilliard, Cahn-Hilliard-Darcy e

eletromolhabilidade.

3.1 FORMULACAO PARA O MODELO CAHN-HILLIARD

Aqui, sao descritos os métodos numéricos usados para a solugdo dos problemas
apresentados anteriormente. O método de Galerkin continuo (CG) cléssico é apresentado
e um método Galerkin descontinuo hibrido (HDG) é proposto. A partir do método HDG
apresentado é possivel deduzir um método de Galerkin descontinuo (DG) correspondente
que, baseado em escolhas especificas dos coeficientes de estabilizacdo, recupera o método de
Galerkin Nao Simétrico de Penalidade Interior (NIPG) originalmente proposto por Riviere

et al. (1999).

Os métodos numéricos sao apresentados para a solugao do problema do CH (2.15)-
(2.19), enquanto as formulagoes para o modelo de crescimento do tumor avascular sdo
omitidas, uma vez que podem ser obtidas a partir da formulacao da equac¢ao do modelo

CH, assim como para o caso do modelo de eletromolhabilidade.

3.1.1 Formulacao de Galerkin continuo

Inicialmente um método misto de Galerkin continuo é descrito para resolver o
problema CH dado nas equagoes (2.15)-(2.19). Para isto, primeiro sao introduzidas
algumas notagoes e definigoes. Seja H™(2) o habitual espaco Sobolev equipado com
norma | - [|mao = || - [[m € semi-norma |- |, 0 = |- |m, com m > 0. Para m = 0, temos
L2(Q) = H°(Q) como o espaco das fungdes quadrado integraveis. O Apéndice A apresenta

conceitos e defini¢oes preliminares que serao utilizadas ao longo deste capitulo.

Seja Tp, = {K } uma familia de malhas regulares do dominio 2, onde h é o didmetro
méaximo do elemento, U} denota o espago das fungoes polinomiais continuas por partes de

grau p, definido por:

Ur = {v € H'(Q) : v|, € P,(K) para cada elemento K € T} (3.1)
onde P,(K) é o espago das fungoes polinomiais de grau maior ou igual a p. Em seguida, a
formulagao semi-discreta de elementos finitos conforme para o problema CH ¢é dada por:
Achar o par (up,wy) € Up x Uy, tais que

ou
A a—thvldx + Acc([wn, upl; [v1,v2]) = Foa([vr, v2]),  V[vi,ve] € UP x U}, (3.2)
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com
Aca([wn, upl; [v1,v2]) = A% ([wn, un), v1) + B ([wh, ua], v2),
onde
A ([wp, un], v1) = /Q M(up)Vwy - Vordx — P /Q unvLdX, (3.3)
B ([wp, up], v9) = /Q€2V1,Lh'VUQdX—|—/QF,<Uh)UQdX—/QU)]—LUQdX, (3.4)
e Foa([vy, 1)) = 0. E importante notar que este tipo de formulacdo mista de CG

tem sido amplamente utilizada para resolver a equagao CH, como relatado em diversos
trabalhos (Elliott et al., 1989, Keita et al., 2021, Wells et al., 2006).

3.1.2 Formulacao de Galerkin descontinuo hibrido

Para introduzir as préximas formulacoes, considere as definigoes comumente adota-
das para construir formulacoes variacionais em espagcos funcionais quebrados associados
aos métodos de Galerkin descontinuos e hibridos. Assim, introduz-se os seguintes espagos

funcionais quebrados na particao de Ty:
VP = {v € L*(Q) : v|, € P,(K) para cada elemento K € T}, (3.5)

onde P,(K) denota o conjunto de polinémios de grau p > 1 no elemento K.

Adicionalmente, variaveis definidas como multiplicadores de Lagrange podem ser

aproximadas por fungoes descontinuas nas arestas/faces e € &:
VP = {f) € L*(&,) : 0|, € S,(e) para cada aresta/face e € &,}, (3.6)

onde S,(e) denota o espaco polinomial com grau p em cada aresta e.

A formulacao de Galerkin descontinuo hibridizavel (HDG) pode ser obtida conforme
descrito a seguir. O problema (2.15)-(2.19) definido em cada elemento K da malha 7, é
considerado e escolhe-se os multiplicadores @ = w|, e @ = u|. como os tragos das varidveis
w e u nas arestas/faces e € &, pertencentes ao espago fo’ . O método de Nitsche (Arruda
et al., 2013) é utilizado e sdo introduzidos termos de estabiliza¢do consistentes governados
pelos parametros de estabilizacdo nas arestas 31 e 55. Assim, obtemos a seguinte formulacao
Galerkin descontinuo hibridizéavel (HDG):

Encontrar X, € V¥ tais que

9
3 / Phdx + Appa(Xn Y) = Fupa(Ya), ¥Ys € V2, (3.7)
Ker, 1K ot
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com X, = [w,w,u,d] e Y, = [v1, 01,09, 0] pertencentes ao espago do produto Vi =
P, /P P, /P
Vi, x Vi x Vi x Ve

AHDG<Xh7Yh) = Z AK([whu Uh], Ul) + AaK([whu 'lf}h, uh]; [Uly ZA}1]>

KeTy

+BX ([wp, un), v2) + B ([up, G4)], [va, @2])]
onde

AX (Twp, up], v1) = /K./\/l(uh)th - Vurdx — P/Kuhvldx, (3.8)

A ([wp, g, up), [, 01]) = — AKM(uh)th ‘ng (v —01)ds — /aK/\/l(uh)Vvl ‘ng (w, — p)ds

+ p /8K(U)h — p,)(v1 — D1)ds, (3.9)
BE ([wp, up), v) —/ EVuy, - Vg dx+/ (up, ’Ung—/ wpvad K, (3.10)
BBK([uh Up), [v2, 0o]) = — / EVuy, - ng (vy — O)ds — / Vg - nge(uy — Uy)ds
) ) ) oK oK
B [ (= ) (v — 82)ds, (3.11)

e ainda Fypa(Yy) =0, e ng é um vetor normal unitério exterior a K. Os pardmetros
de estabilizacao sao definidos como

Bor
eh’

50262

612 62: h

(3.12)

com 601 >0e 502 > 0.

O método HDG pode ser apresentado como um conjunto de problemas locais

acoplado a um problema global definido pelos multiplicadores de Lagrange, como se segue:

Problema Local: para qualquer K € Ty, achar wp|x e up|x pertencentes a VP tais que,
para todo (vi,vy) € Vi x VP

AK([w}w uh]’ Ul) + AaK([whw ’LTJ/“ uh]? [Uh 0])
BK([whv uh]? U2) + BaK([uhv ah]? [1)27 0])

0, (3.13)
0. (3.14)

Problema Global: achar o par (i, ay,) € VP x VP satisfazendo, para todo (0y,0,) € VP x VP

> A (Jwp, dn, up, [0,91]) = 0, (3.15)
KeTy,

= B ([up, ), [0,99]) = 0. (3.16)
KeTy,
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As equagbes (3.13) e (3.14) correspondem aos problemas locais definidos em cada K € Ty,
enquanto as equagoes (3.15) e (3.16) correspondem ao problema global colocado em e € &j,.
Os problemas globais sao consistentes e impoem a continuidade das variaveis primais wy, e

uy, e os fluxos continuos na interface e € & entre dois elementos adjacentes.

Observacao 1. A discretizacio espacial do método semi-discreto apresentada anterior-
mente, assumindo M, e, P e F' como constantes positivas, pode ser relacionada aos
métodos hibridos propostos e analisados nos trabalhos de Arruda et al. (2012, 2013) para
problemas de difusdo e reacdo-difusao, nos quais taxas de convergéncia étimas sao provadas
na norma da energia e L*(Q). Neste contexto, para v, € Vi e 0y, € ‘7,3, a estimativa de

error a priori em uma norma da energia € dada por
o = n 8 = dlllge < C (W [olpera + A olgrrn). (3.17)
e adotando p = q, a estimativa de erro na norma L*(Q)) é dada por
v = wnlla@) < CRolyran (3.18)

para solucoes exatas requlares v € HP™', onde a sequinte norma da energia dependente da

malha foi considerada

o olliee = 3 [ (Volda + 3 [ oPde+ 3 52 [ |Avfde

KeTy KeTy, KeTy
+ Y /|[[v JP%ds + 3 - /|v {(0}ds V[v,8] € VP x V2, (3.19)
e€&n ect)

onde [-] e {-} denotam os operadores de salto e média, respectivamente.

3.1.3 Conexao do HDG com o método DG

Para estabelecer uma conexao apropriada entre o método hibrido (3.7) e um método
DG associado, primeiro introduz-se algumas notagoes usuais das formulagoes do DG. Para
isso, sejam Ky, Ky € 7T;, dois elementos compartilhando uma aresta/face e, onde definem-se
os vetores normais unitarios ng, e ng, apontando para fora de K; e Ks, respectivamente.

Assim, para um campo escalar, ¢, com @ == QpK, € P2 = PY|ak,, define-se o salto como
[¢] = g1k, + pong,, eme €&, (3.20)

enquanto que para um campo vetorial 7 o operador salto é um escalar definido como
[7] =71 ng, + 72 -ng,, eme€é&. (3.21)

os operadores média de campos escalares e vetoriais, em e € £, podem ser definidos como

{w} = (901 +2) e {1} = ("’1 + T2). (3.22)
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Nas arestas/faces de contorno e € &7, estes operadores sdo usualmente definidos como

[l =¢n, [r]=7-n ¢ {p}=¢, A{r}=rT, (3.23)

onde n é o vetor normal unitario exterior ao contorno 0f2. Além disso, as seguintes
identidades (Riviere, 2008) sao introduzidas:

> / (T -ng)ds= > /{(,0} lds+ > /ﬂ(p {7}ds, (3.24)

KeTy, e€Ey ggO

e considerando ¢ e qg determinados de forma tnica nas arestas/faces e € &, Arruda et al.
(2013):

> [ - 0)o-das= X2 [ (feh - 9) ({0} - ) ds + X 5 [Tl

KeT, ecg? ¢ ec€?

A partir destas defini¢oes, a forma bilinear Ay pa(Xy, Y,) é escrita utilizando os

operadores de salto e média como:

Appe(Xn, Y3) = Y A% ([wn, up),v1) + > A([wp, @, up), [v1, 1))

KeTy, ee&y
+ Z BX ([wr, up), va) + Z Be([up, @], [v2, 0a)),
KeTy, e€&y

com AKX ([wy,up],v1) e BX([wp, up],ve) definidos nas equagdes (3.8) e (3.10), respectiva-

mente, e
A°([wp, Wp, up), [v1, 01]) //\/l up)({Vwr} - [v1] + {Voi} - [we])ds
— /EM up)[Voi]({wn} — @p)ds
= [ M) [Tl () = 01)ds +26, [ ({wn} = i) ({2} — 00)ds

+ 2 [[un] - [lds (3.29

B ([un, ), [e2 52]) = = [ E({Tun} - [oa] + {Vea} - [unl)ds — [ E[Tvl({un} = )ds

~ [ EIVunl({ea} — t2)ds + 28, [ ({un} = @) ({u} — 02)ds

/322 [un] - [vs]ds. (3.26)
Para obter o método DG nas variaveis primais uy e wy, relacionadas a formulacao do HDG,
pode-se resolver exatamente as equagoes do problema global (3.15) e (3.16), usando as
definigoes (3.25) e (3.26), produzindo:

J\;(ﬁlih)[[th]] em e € &y, (3.27)

2

Gp = {up} — 2662[[Vuh]] em e €& (3.28)
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Substituindo as solugdes do multiplicador (3.27) em (3.25) e (3.28) em (3.26) com 0; =
09 = 0, a seguinte formulagao do Galerkin descontinuo é obtida: Encontrar o par (wp,, uy) €

VP x VP tais que

)
3 / ﬂvldHADG([wh,uh} (o1, 03)) = Foo([on,va]),  V[or,vs] € VP x VP, (3.29)
KeTy,

com

Apc([wn, un), [v1,v2)) = = AR ([wn, up), v1) + > A ([wn, up), v1)

KeTy, eely
+ Z BK([whﬁuh]?vQ) + Z B%G(uhvv2)7
KeTy, ecly,

com A ([wy, up],v1) e BE ([wy, up], v2) definidos em (3.8) e (3.10), respectivamente, e

Apg{[wny ), 1) = [ M) (@{ T} [or] = {Vor} - wnl)ds = [ a7 [Tunl [Torlds

+ /efyﬁ')[[wh]] - 1] ds, (3.30)
Bpe(un, v2) = / e*(a{Vun} - [va] = {Vva} - [un])ds — / V1 [Vup][Vua]ds
+ [ 3l - Tealas, (331)
2 4
e Fpg([vi,va]) = 0. Neste caso, o = —1, 7}’ = /\;SL) , VY = 6217 A = 2552 ey = 52_

2
O método de DG derivado ¢é consistente devido as condigoes de transmissao Jw,] = 0,
[Vw,] =0, Jup] =0 e [Vu,] = 0.

Observagao 2. O método de Galerkin descontinuo de penalidades internas (NIPG) pode
ser recuperado da sequinte forma. Adotando o =1, vy’ =~} =0 ey =4 = v/h na
equacao (3.29) e adotando a mesma abordagem de discretiza¢io no tempo usada para o
método HDG, isto é, um esquema de primeira ordem para a derivada no tempo combinado
com a abordagem de Eyre, o método NIPG proposto e analisado por Liu et al. (2019) pode
ser recuperado. O método NIPG ¢é dado por:

dados w} e ull, encontrar o par (wy™t uptt) € VP x VP, tal que

u," T —up
Z / uvldm‘i‘ANIPG([ e UZH] [v1, v2]) = Fnipa([vr,va]), ¥ (v1,09) € VP XV}

(3.32)
A existéncia e unicidade da solu¢ao numérica, e estimativas otimas de error no tempo e
espaco, que sao vdalidas para as versoes simétrica e ndo-simétrica dessa formulacdo DG,
foram apresentada em Liu et al. (2019). A formula¢io NIPG estd relacionada com o
método HDG proposto, como apresentado na Segcao 3.1.3. Portanto, as propriedades de
consisténcia, continuidade, estabilidade e taxas de convergéncia sao herdadas pelo método

HDG. O método NIPG serd usado em alguns experimentos para comparagoes com as
formulagoes CG e HDG.
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3.1.4 Esquema totalmente discreto e algoritmo de solucao

O proximo passo é apresentar o esquema numérico utilizado para a solugao. Em
termos da discretizacao temporal, o método de Euler-implicito foi utilizado para aproximar
a derivada temporal da equagao de u. Devido a natureza do problema, essa escolha
resulta em equagoes nao lineares devido ao termo da mobilidade e também da derivada
do potencial F'(u). Uma abordagem comumente utilizada neste contexto é empregar um
esquema de discretizacao gradiente estével proposto por Eyre (1998) que permite o uso de

grandes passos de tempo. O esquema divide a fungao potencial F(u) da seguinte forma
F(u) = Fi(u) + F_(u), (3.33)

onde F (u) é parte convexa e F_(u) é a parte concava, respectivamente. E importante

notar que este tipo de decomposi¢ao nao € tnica.

Com este esquema, a parte convexa pode ser tratada de forma implicita no tempo,
enquanto a parte concava pode ser tratada de forma explicita. Além disso, o esquema é
incondicionalmente gradiente estavel para a equacao de CH, conforme mostrado por Eyre

(1998) e possui solugdo para todos os passos de tempo.

Para aplicar a decomposi¢ao de Eyre nas formulagoes CG e HDG altera-se F”(u)
para F (u) nas formas bilineares (3.4) e (3.10), e introduz-se o termo F” (u) nos termos fonte
Fea(t) e Fape(+), onde a abordagem da separagao convexa de Eyre (3.33) ¢ introduzida

para tratar a parte convexa implicitamente e a parte concava explicitamente.

Em seguida, o esquema totalmente discreto empregando o método de Euler implicito
na discretizacao temporal e a decomposicao de Eyre para CG e HDG é apresentado. A
formulacao do NIPG nao sera apresentada aqui, mas pode ser consultada em Liu et al.
(2019). Tal abordagem, baseada no uso de um método implicito para a derivada de u
e o uso do esquema de Eyre para o funcao potencial, resulta em um esquema numérico

semi-implicito de primeira ordem no tempo.

Para os instantes de tempo n =0,1,2,..., N, o método de semi-implicito aplicado

ao método CG (3.2) é dado por: dados w} e u}, encontrar o par (w;t uf™') € UP x U}

tais que
urtt —
/QhTthvldx + Aca([wp™, up™; [vr, va]) = Fog([vr, va]), V(v1,v2) € U x UY.

(3.34)

O esquema totalmente discreto para a formulagao HDG (3.7) pode ser apresentado
para cada instante de tempo n = 0,1,2,...N como: dados w} e u}, encontrar X! € V¥
tais que

un—f—l —
3 /K dex + Appe(Xp, Yy) = Fupe(Ys), VY, € VL. (3.35)
KeTy,
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O esquema de separacao de Eyre utilizado lineariza a parte convexa, evitando ter
que lidar com um sistema de equagoes nao-lineares. Entretanto, deve-se observar que a
mobilidade M(u) pode ser nao linear, e neste caso, um método para resolver sistemas de
equacoes nao lineares deve ser utilizado para a solu¢ao numérica do problema discretizado.
Neste trabalho, para lidar com casos nao lineares o método de Picard foi utilizado. Neste

método considera-se que u}' é uma aproximacdo para u"*

para encontrar a préxima aproximagio uj ] utiliza-se a mobilidade como M (u}*"). Este

! na k-ésima iteracdo e assim

procedimento se repete até que uma precisao de convergéncia tol seja alcancada para a

varidvel u. Em todas as simulacoes a tolerancia foi fixada em tol < 1078,

Em particular, para o método HDG (3.35), a cada passo de Picard, é empregada
a técnica de condensagao estatica e os problemas no nivel de elemento (3.13)-(3.14) sao
condensados em termos dos multiplicadores de Lagrange, gerando um sistema global com
graus de liberdade associados apenas aos multiplicadores. Em seguida, o sistema global é
resolvido levando a solugao aproximada dos multiplicadores, que é conectada aos problemas

locais para recuperar a aproximacao descontinua das varidveis primais u e w.

3.2 FORMULACAO DE SEGUNDA ORDEM NO TEMPO (SBDF2)

Nessa secao sera apresentada a formulagao espacial do método HDG em conjunto
com uma formulagao de segunda ordem no tempo pelo método SBDF2 (Ascher et al.,

1995, Keita et al., 2021).

Assim, o esquema totalmente discreto para a formulagao HDG descrita para o pro-
blema nas equagoes (3.7)-(3.12) é apresentada para cada nivel de tempo n =0,1,2,--- | N

CcOomao:

n n n+1 P :
dados wy e uy, achar X} € V), tais que

3un+1 — AP+ un!
> /K L Py + Appa (X5, i) = Fupg(Ya), VY0 € VE,(3.36)
KeTy

onde a mobilidade M (u™*1), presente nas formas AX e A%% definidas nas equagoes (3.8)
e (3.9), e a derivada do potencial de poco-duplo, presente na forma BX definida na

equagao (3.11), sdo aproximados por

M) = 2M(u") — M(u") (3.37)
F'(u"™) = F'(u™) + F"(u™) (u™ —u™). (3.38)

Tais aproximagoes foram obtidas a partir de um esquema de extrapolacao de Richardson
para a mobilidade, enquanto a aproximacao para a derivada do potencial de pogo-duplo é

feita por expansao em série de Taylor, conforme detalhado a seguir.

Note que este tipo de discretizacao esta totalmente linearizada em comparacao

ao esquema descrito anteriormente onde foi utilizada a estratégia de Eyre com o método
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semi-implicito, na qual era preciso aplicar um método de resolugao do sistema nao-linear,
tais como o método de Picard ou o método de Newton. Assim, uma das vantagens deste
tipo de discretizacao, além do fato de ser de segunda ordem, é que ja ndao é mais necessario
resolver um problema nao-linear a cada passo de tempo, resultando em maior desempenho

computacional.

Observe ainda que, nessa formulagao é preciso determinar uma aproximacao para

u}~!, em particular para o valor ! quando n = 0, para dar partida no método SBDF2.

-1

Entdo, uma aproximacao para v~ ' é dada pela projecao da condicao inicial u°, isto é,

u~! = Iug, de onde encontra-se o valor de u” mediante o uso do método semi-implicito de

Euler, o qual é dado por:

/Q( >v1dx~|—/ u )V VU1dX—73/u vydx = 0

/ A .vadx+/ F'(u™ ) vgpdx — / wvydx = 0
Q Q Q
para o primeiro passo de tempo.

O tratamento numérico do termo F’(u"™!) usa uma expansio em série de Taylor.
Considere que u(t,.1) = u"*!. Fazendo uso da expansao da série de Taylor de F”(u(t,41))
em torno de u = u(t,), tem-se que:

F’(U(tn+1>> = F’(u(tn)) + (u(tnﬂ) — U(tn))F"(u(tn)) + ;(U<tn+1) . u(tn))ZF’”(f)

onde ¢ € (u(ty),u(t,1)). Logo, considerando o erro de truncamento dado pela expressao:

B(g) = [ 5 (ultnn) = u(t)?F"(E)adx

pode-se utilizar novamente a expansao em série de Taylor em torno de u(t,) para obter a

seguinte relagao:

u(tnir) = ultn) + Atdu(n(x))

com At = u(ty41) — u(ty) e N(x) € (tn,tns1), ¥Vx € Q. Assim, pode-se substituir esta

aproximacao na equacao do erro de truncamento e obter a seguinte expressao:

B@) = [ 3 (A0a(n0) P €adx = S [ @) (€)adx.

que mostra que a aproximagao de F'(u"™!) é de segunda ordem de precisio.

Para verificar que a aproximacao da mobilidade dada por M (u"*1) = 2M(u™) —

M(u™1) também é de segunda ordem, considere a seguinte expansao:
I = M(TQ) + 1T + co@i® + 3T + -+ - (3.39)

Fazendo uso da extrapolagdo de Richardson para obter uma aproximagao de mais alta

ordem da expressdo anterior, e considerando que w = /2, tem-se que:

I = MW/2) + c1t/2 + e’ /4 + c3u’ /8 + - - - (3.40)
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Assim, para se obter uma ordem de aproximacao quadratica, o termo u ¢é eliminado nas
equagoes (3.39) e (3.40), e assim, multiplicando a equagao (3.40) por 2 e subtraindo a
equagao (3.39), obtém-se que:
[ = 2M(a) — M(a) — %a?
= 2M(u) — M(u) + O(w*),

de onde pode-se afirmar que a aproximacao M (u""!) = 2M(u™) — M(u""1) é de segunda

ordem no tempo.

3.3 FORMULACAO PARA O MODELO DE DARCY

Nesta se¢ao sera feita uma breve revisao da literatura e discussao sobre formulacgoes
mistas estabilizadas e formulagoes baseadas em métodos hibridos para o problema de

Darcy.

3.3.1 Problema de Darcy

Seja o tensor K : Q — R¥*? simétrico e positivo definido, f : Q — R um termo
fonte, e g : I' = R funcao definida no contorno. O problema de Darcy é dado por:

encontrar o potencial hidraulico p : Q — R e a velocidade de Darcy u :  — R? tais que

div(u) = f em (,
u=-KVp em Q, (3.41)
p=g sobre T,

onde g é uma funcao que descreve as condi¢oes de contorno de Dirichlet.

3.3.2  Formulagao mista dual (MDD)

A seguir a formulagao mista dual definida nos espagos H(div) x L2 para o problema
de Darcy (3.41) é apresentada. Para obter essa formulacao, multiplica-se a equacao (3.41) )
por uma fungdo peso v € H(div), seguido da integracao por partes do termo relacionado

a pressao. Assim, integrando em 2 a equagao de Darcy (3.41)(2), tem-se que
/QAu -vdx + /Q Vp-vdr =0, (3.42)
integrando por partes o segundo termo da equagao (3.42), obtém-se
/QAu -vdr — /deiv(v)dx + /{mp(v ‘n)ds =0, Vve H(div), (3.43)

onde A = K~!. O préximo passo consiste em multiplicar a equacao do balanco de
massa (3.41)) por uma fungdo ¢ € L(Q) e integrar em €, resultando na seguinte

expressao

/Qdiv(u)qda::/ﬂfqu, (3.44)
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Finalmente, substituindo a condigao de contorno da equacao de Darcy (3.41)(3) na equa-
gao (3.43) e multiplicando por —1 a equagao (3.44) para se ter um sistema simétrico,

pode-se escrever o seguinte problema misto dual:

Encontrar o par [u,p] € H(div) x L(Q) tal que V[v, ¢] € H(div) x L(Q), tem-se:

{ Ampp(u,v) + Bupp(v,p) = Cuop(v), (3.45)

Buop(u,q) = f(q),

onde

Por se tratar de uma formulagao mista o sistema de equagoes definido em (3.45)
exige que certas condi¢coes de compatibilidade entre os espacos de aproximacgao para
velocidade e pressao (Boffi et al., 2013, Brezzi, 1974) sejam satisfeitas. Espagos de
aproximagoes de Raviart e Thomas (1977) e Brezzi et al. (1985) para a formulacaio MDD
serao apresentados assim como formulacoes estabilizadas que incluem termos de minimos

quadrados como introduzido por Correa e Loula (2008) ¢ Nunez et al. (2012).

3.3.3 Formulagoes mistas hibridas

As formulagoes hibridas consistem na resolu¢gdo de um problema global em €2
construido a partir de problemas locais descontinuos definidos em cada elemento K € 7Tj,.
A correspondéncia entre o problema global e os problemas locais é feita através de
multiplicadores de Lagrange, que sao definidos nas arestas e dos elementos K, de forma a

impor fracamente as condi¢oes de continuidade na interface dos elementos.

Diferentes formas de introduzir os multiplicadores podem ser utilizadas. Raviart e
Thomas (1977) propuseram um multiplicador definido pelo fluxo normal. O multiplicador
também pode ser identificado como o traco da variavel de interesse, isto é, o valor da
variavel nas interfaces entre os elementos da malha. Através da técnica de condensacao
estatica um sistema de equacoes global que envolve somente os graus de liberdade dos
multiplicadores de Lagrange pode ser formado pela eliminacdo das varidveis de interesse a

nivel de elemento.

Quando comparados com os métodos Galerkin descontinuos, uma das vantagens dos
métodos hibridos é a reducao do custo computacional para obten¢ao da solu¢ao numérica,
devido a reducao do tamanho do problema global a ser resolvido (Igreja, 2015). Essa

redugao acontece devido a escolha dos multiplicadores e o emprego da condensacao estatica,
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que reduz o numero de graus de liberdade e, consequentemente, o custo computacional
associado a solugao do sistema linear. Entretanto, essa abordagem demanda a solugao
de problemas locais como uma de suas etapas e, em geral, o custo de resolucao desses

problemas é baixo e pode ser compensado pelo ganho na resolugdo do problema global.

Além disso, devido as caracteristicas descontinuas desta metodologia, os problemas
locais permitem o uso de técnicas de paralelizacdo que podem aumentar a eficiéncia
computacional, principalmente em problemas que utilizam aproximacoes de alta ordem

Fabien et al. (2019).

Para apresentar uma aproximagao para o problema misto dual (3.45), que ¢é definido

em cada elemento K € Ty, com [uy, py] € UF x P} onde

/ Auy, - vidr — / prdiv(vy)dx +/ pr(vh - ng)ds =0, Vv, € Uy, (3.46)
K K oK

—/ div(uy)gpdr = —/ fandz, Nqn € P, (3.47)
K K

note que [uy, pp] € [y, qn) estao restritos ao elemento K e ng é o vetor normal ao contorno
0K do elemento K.

Os espacgos UF e P! devem ser escolhidos de forma a satisfazer a condicio de
compatibilidade para os método mistos. A pressao que é definida nas arestas do contorno
0K satisfaz as condigoes de contorno (3.41)s), isto é, pple = g, Ve € OK N &P e ainda,
a pressido calculada nas arestas interiores (pul., Ve € 0K N &EY) é uma incégnita a ser

determinada.

Neste contexto, inserindo uma nova varidvel ao sistema (3.47), o multiplicador de

Lagrange A = p|., Ve € &, definido no espago

ZL = {,uh € LQ(gh)uuh|e = pm(e)> Ve € g}?vuh|e =9, Ve € 82}7 (348)

onde p,,(e) representa os polindémios de grau menor ou igual a m sobre cada aresta e. Seja

0 espaco E}? definido como
Ly = {Mh € L*(&n), pnle = pmle), Ve € &, e = 0, Ve € 5}?}7 (3.49)
e considere ainda os seguintes espacos
U — {uh € (LK) : uplx € [Su(K)]?, VK € Th}, (3.50)
P = {ph € L*(K) : palx € Si(K), VK € Th} (3.51)

onde S representa elementos quadrilaterais ou triangulares.

Desta forma, o seguinte problema, que é obtido através da soma sobre todos os

elementos K que formam a malha 7y, é apresentado: encontrar o par [uy,, pn] € UF x P} e
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o multiplicador de Lagrange \, € L}, tal que Y[vp, qn] € UF x P} e Yy, € L, tem-se:

Z / Auh~vhdx—/ phdiv(vh)dx—i—/ /\h(Vh-TLK)dS] =0,

Rer | /K K oK

S | - [ divtwgdx+ [ fa| =0 (3.52)
Kem | K K

Z / pn(up -ng)ds| =0

Ker, | JoK

No sistema acima o papel da terceira equagao definida em (3.52) é impor fracamente
a conservacao local de massa entre os elementos for¢cando a continuidade da componente

normal da velocidade.

E importante ressaltar que, assim como o método misto dual (3.45), o método
hibrido (3.52) necessita cumprir as condigoes de compatibilidade entre os espagos de
aproximacao. Uma alternativa para superar esta condicdo foi proposta e analisada
por Cockburn et al. (2009) adotando com k = [ = m, onde um termo de estabilizagao
relacionado ao multiplicador de Lagrange definido nas arestas dos elementos é incluido
ao sistema (3.52) originando o seguinte problema: Encontrar o par [uy,py] € UF x P! e o

multiplicador de Lagrange A\, € £y, tal que V[vy, qn] € UF x PL e Yy € L}, tem-se:

3 /KAuh-Vhdx—/Kphdiv(vh)dx—l—/aKAh(vh~nK)ds —0,  (3.53)
KeT, |

> —/Kdiv(uh)qhdx—/aK()\h—ph)qhds+/Kfqh 0, (3.54)
KeTy, J

g )d / Mo — pi)pnds | =0, 3.55

= [ [ pntannicdds + [ (O = pu)unds (3.55)

Contudo vale ressaltar que esta abordagem afeta a conservacao local do método
devido ao termo de estabilizacao adicionado a equagao (3.55). Assim, nesse contexto
pode-se considerar duas formulagoes hibridas para o problema de Darcy (3.41) em termos

de métodos hibridos mistos que sejam localmente conservativos.

Uma delas, adota espagos de Raviart-Thomas como fungoes base da formulacao
hibrida mista dual (3.52), que tem como vantagem a imposi¢ao fraca da continuidade
da componente normal da velocidade pela introducao do multiplicador para cumprir a
propriedade de conservagao local e relaxar as restrigcoes dos espacos de Raviart-Thomas
(Quinelato, 2017, Zhang et al., 2017). A outra formulagao, adota um esquema de esta-
bilizagoes de minimos quadrados, como proposto por Correa e Loula (2008), para gerar
um método misto hibrido dual introduzido por Nunez et al. (2012), que é localmente

conservativo e estavel para diversos espagos de aproximagoes.
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3.3.4 Formulagao mista estével hibridizada (MHE)

Nesta segao uma forma estével para a formulagao mista hibrida dual (3.52) utili-
zando os espagos de Raviart e Thomas (1977) (RT) e/ou Brezzi et al. (1985) (BDM)
é apresentada (Paula, 2018). Porém a restricao de u, € H(div) é relaxada e imposta

fracamente através da tultima equagao da formula¢do mista hibrida dual (3.52).

A formulagao variacional mista hibrida para o problema de Darcy (MHE) consiste em:

encontrar (uy, pp, An) € U X P} x L tal que

aMHE ([, prl; [V, n)) + 0ME (N, vi) = fMEE (), Vvh,qn] €U x P,

Z b%HE(/“Lhu Uh> = 07 vuh € ﬁzna (356)
KeTy

CcOo1m

art " ([an, pal; [Vi, qn)) = /KAuh - vpdx — /Kphdiv(vh)dx — /thdiv(uh)dx (3.57)
b%HE()\h,Vh) = /BK )\h(Vh . nK)ds (358)

% P (qn) = _/KthdX (3.59)

onde L, e L}, sio os espacos de elementos definidos nas equacoes (3.48) e (3.49), respecti-

vamente. E ainda, U, e P} sao espagos de elementos finitos definidos como:

U, = {uh S [L2<K)]2 : llh‘K € Sk,k71<k) X Skfl,k(k)a VK € 771}, (360)

P = L*(Q), (3.61)

onde S; ;(K) denota o espaco das fungoes polinomiais de grau menor ou igual a i para
primeira componente da variavel e menor ou igual a j para segunda componente da variavel

e K é o elemento de referéncia.

O problema misto definido pela formulagdo MHE composto por (3.56) 1y (proble-
mas locais) e (3.56)2) (problema global), possibilita a utilizacdo da técnica de condensacao
estatica uma vez que o uso de fungoes de interpolacao de Raviart-Thomas e/ou BDM
garante a estabilidade. Essa estratégia é vantajosa pois reduz de forma significativa o
custo da resolucao do problema ja que a variavel global é um escalar associado ao campo
de pressao nas areastas dos elementos e também evita as dificuldades numéricas de se
resolver um sistema com matriz indefinida (Benzi et al., 2005), a qual seria originada pela

formulagdo classica (3.45).

3.3.5 Formulac¢ao mista estabilizada hibridizada (SDHM)

A aproximagao obtida pela formulagdo MHE para para (up, py) estd definida em
H(div, ) x L*(Q) e para obter aproximacoes em espacos menos restritivos pode-se adotar

esquemas de estabilizacdo como o método de elementos finitos mistos hibridos SDHM
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(Stabilized Dual Hybrid Method) proposto por Nunez et al. (2012). Este método mantém
a propriedade de conservacao local, porém com uma flexibilidade na escolha de espacos de
aproximacao e, além disso, ainda possibilita o tratamento de descontinuidades na solugao
que podem surgir em problemas com meios heterogéneos, uma vez que os métodos hibridos
herdam propriedades dos métodos de Galerkin descontinuo. No método SDH.M os termos
de estabilizacao utilizados sao os mesmos das estabilizacoes baseadas em residuos de

minimos quadrados da formulacdo CGLS (Correa e Loula, 2008).

Assim, escolhendo os espacos de elementos finitos Uf e P! definidos como

UE C U= {ue [L2(Q): u’ € H(div, K) N H(rot, K), VK € T}, (3.62)
K

Pl cP={pe L}Q) :p‘ e H\(K), VK €T} (3.63)

K

obtém-se a formulagdo SDHM dada por: encontrar o par [up,p] € ?;I,’f X 75,1L e o multipli-
cador \, € L}, tais que V[vy, qn] € UF x Ph e Yy, € L, se tem

afP M ([wn, pal; [Va, an]) + 05P7M (A, vi) = fRPM (qn),

S BSPIM () =0, (3.64)
KeTy,
com

ar” ™M ([wn, pal; [va, anl) = axd ™ ([un, pil; [Va, an) (3.65)
nys /K K(Auy, + Vpr) - (Avy + Vas)dx (3.66)
+52/ adiv(uy)div(vy)dx (3.67)

K
—1—53/ o~ trot(Auy)rot(Avy,)dx (3.68)

K
bf(DHM(/\h, Vh) = b%HE<)\h, Vh) (369)
RPN () = R (gu) + 02 [ af div(vi)dx (3.70)

onde a = ||K]||o ¢ A = K™, Vale ressaltar que o problema SDHM (3.64) é diferente do
MHE (3.56) devido & inclusdo dos termos de residuos de minimos quadrados associados
as equagoes de Darcy e seu rotacional, assim como da equagao da conservacao da massa.
A inclusao destes residuos garante estabilidade no nivel de elemento, possibilitando o uso

da técnica de condensacao estatica para a resolugao do problema.

3.3.6 Estratégia de resolucao dos métodos hibridos

Nesta subsecao apresenta-se brevemente a aplicagao da técnica de condensacao

estatica para as formulacoes mistas hibridas MHE e SDHM. Considere a matriz Ag

SDHM MHE
K

gerada pelas formas a ou ap™”, respectivamente. Andlogamente, considera-se a

matriz by geradas por b3PHM ou bMHE respectivamente e o vetor Fy gerados pelos

vetores f ;ED HM oy fMHE respectivamente.
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Assim, pode-se reescrever os problemas locais e globais para as formulagoes SDHM

e MHE matricialmente como

AxU+BxgkA=Fg, VK eT,,
{K+K K Th (3.71)

doKeT, BZU = 0.

Dado que A é positiva definida, isto é, inversivel, pode-se isolar o vetor U, formado pelas

varidveis (up, pr), na equacao (3.71)), obtendo-se:
U=A/(Fx —BgA), VK cT,. (3.72)

Substituindo a relagao (3.72) em (3.71)(2), o sistema global em funcao do multiplicador é

obtido como:

> BrAR'BxkA =Y BLAFg. (3.73)
KeTy KeTy,

Com a resolucao do sistema global (3.73), o vetor U é obtido para cada elemento K a

partir da equagao (3.72).
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS UTILIZANDO O METODO Hi-
BRIDO ESTABILIZADO

Nesta secao, experimentos numéricos que foram realizados com o método hibrido
estabilizado proposto (HDG) sao apresentados. Também foram realizadas simulagoes com
as formulagoes CG e DG para comparar a precisao e o desempenho dos métodos. Todos
os calculos e resultados apresentados abaixo sao apresentados em Medina et al. (2021) e

foram realizados com software escrito na biblioteca de elementos finitos FreeFem++ (Hecht,

2012).

4.1 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

4.1.1 Estudo de Convergeéncia

Inicialmente, um caso particular da equacao de Cahn-Hilliard com uma solucao
manufaturada conhecida foi resolvido para se avaliar as taxas de convergéncia dos métodos

considerados neste trabalho. O problema estudado ¢ dado por:
— =Aw+g, w=F(u)—Au, V(xt)eQx(0,T], (4.1)
onde € = 0.01 e 2 =[—2,0;6,0]. A solugao exata manufaturada é dada por:

u(z,t) = 0,5 — 0,5 tanh (),
w(w,t) = (a” tanh® (§) — @’ — 0,0225 tanh® (&) + 0,0225) tanh (£),

com o seguinte termo fonte:

g = — 12a*¢* tanh(€)° + 20a*e® tanh(£)® — 8a'e® tanh(¢) + 0,27a” tanh(¢)®
— 0,450 tanh(€)? + 0, 18a” tanh(¢) — 0, 5btanh(£)* + 0, 5b.

O potencial de pogo-duplo foi definido como F(u) = Eu?*(1 — u)?, onde E = 0,045.
A solugao exata foi usada como condigao inicial, e as condigdes de contorno de fluxo nulo,
isto é, de Neumann homogénea foram impostas para u e w. O modelo foi resolvido para
o tempo de simulagao T = 0,25. O estudo de convergéncia foi realizado empregando
diferentes ordens polinomiais p = {1,2,3} com a seguinte sequéncia de tamanhos de
elementos h = {1/16,1/32,1/64,1/128}. Para qualquer grau polinomial, o tamanho de
passo de tempo foi adotado por At = hP*L. Para o método HDG, os seguintes pardmetros
de estabilizacao foram utilizadas By; = fy2 = 10, enquanto que para o método NIPG os

seguintes parametros v = {10, 100, 1000} foram usados.

A Tabela 1 e a Figura 8 apresentam os erros e as taxas de convergéncia estimadas
para os métodos CG, HDG e NIPG usando diferentes ordens polinomiais para o problema
com uma solucao exata manufaturada. Pode-se observar que as taxas de convergéncia

esperadas sao obtidas pelos métodos explorados neste estudo.
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Tabela 1 — Estudo de convergéncia para os métodos CG, HDG e NIPG.

método CG HDG NIPG
D Neem | e —ull2 taxa  |Jwe —wl||2  taxa | |Jue — ul|zz  taxa |jwe —w||r2 taxa | [|ue —ul|z  taxa ||Jwe —wl|2  taxa
16 2.9691e-02 - 7.1860e-03 - 2.9694e-02 - 7.1845e-03 - 2.9748e-02 - 7.1935e-03 -

32 | 8.4011e-03 1.82 2.4859e-03 1.53 | 8.3671e-03 1.83 2.4820e-03 1.53 | 8.4057e-03 1.82  2.4870e-03 1.53
64 | 2.2016e-03 1.93 6.7130e-04 1.89 | 2.1810e-03 1.94 6.6880e-04 1.89 | 2.1948e-03 1.94 6.6907e-04 1.89
128 | 5.5823e-04 1.98 1.7253e-04 1.96 | 5.5106e-04 1.98 1.7155e-04 1.96 | 5.5303e-04 1.99 1.7372¢-04 1.95
16 1.6621e-02 - 4.8164e-03 - 1.6619e-02 - 4.8092e-03 - 1.6632e-02 - 4.8096e-03 -

32 | 2.2548e-03 2.88  6.6044e-04  2.87 | 2.2540e-03 2.88 6.6117e-04 2.86 | 2.2561e-03 2.88 6.6138e-04 2.86

1

2 64 | 2.8371e-04 2.99 8.5581e-05 2.95 | 2.8362e-04 2.99 8.5602e-05 2.95 | 2.8409e-04 2.99 8.5873e-05 2.95
128 | 3.5474e-05 3.00 1.0725e-05 3.00 | 3.5474e-05 3.00 1.0726e-05 3.00 | 3.5646e-05 2.99 1.1450e-05 2.91
16 | 8.6334e-03 - 2.5390e-03 - 8.6213e-03 - 2.5349¢-03 - 8.6214e-03 - 2.5349¢-03 -

3 32 | 5.7127e-04 3.92 1.7098e-04 3.89 | 5.7082e-04 3.92 1.7211e-04 3.88 | 5.7080e-04 3.92 1.7212e-04 3.88

64 | 3.5649e-05 4.00 1.0864e-05 3.98 | 3.5647e-05 4.00 1.0917e-05 3.98 | 3.5648e-05 4.00 1.0919e-05 3.98
128 | 2.2309e-06 4.00 6.7942e-07  4.00 | 2.2312e-06 4.00 6.8322e-07  4.00 | 2.2313e-06 4.00 6.9720e-07  3.97

Figura 8 — Estudo de convergéncia para variaveis u (esquerda) e w (direita)
com uma solu¢do manufaturada usando os métodos CG, HDG e NIPG para
diferentes graus polinomiais p = {1, 2, 3}.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em seguida, as demandas computacionais de cada método (CG, HDG e NIPG)
em termos do nimero de graus de liberdades foram avaliadas. Para este fim, analisamos
o problema (2.15)-(2.19) em um dominio bidimensional representado por um quadrado
unitario, discretizado com elementos triangulares. A comparacao foi realizada em termos
dos graus totais de liberdade (DOFs, do inglés degrees of freedom). Para o método HDG,
a contagem de DOFs foi realizada considerando o procedimento de condensacao estética.
A Tabela 2 mostra o nimero de elementos e o nimero de DOFs de cada sistema global
(CG, HDG e NIPG) correspondente a quatro refinamentos de malha com diferentes ordens

polinomiais. A tabela mostra que o nimero de DOFs para o método CG é menor do que
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os métodos descontinuos como NIPG e HDG em todos os casos. Entretanto, ao comparar
as técnicas descontinuas, notamos que o HDG resulta em um menor nimero de DOFs do
que o método NIPG para polindmios de ordem mais alta. Também é importante enfatizar
que o método NIPG gera um sistema nao simétrico de equagoes que inviabiliza o uso de

métodos iterativos eficientes para sua solucgao.

Tabela 2 — Comparacao do nimero de DOFs do sistema global para aproximar o pro-
blema (2.15)-(2.19) usando formulac¢oes CG, HDG e NIPG. Para elementos triangulares,
sao consideradas as aproximacoes lineares, quadraticas e ciibicas.

ordem linear quadratico cubico

malha CG NIPG HDG CG NIPG HDG CG NIPG HDG

16 x 16 578 3072 3200 2178 6144 4800 4802 10240 6400

32x 32 | 2178 12288 12544 | 8450 24576 18816 | 18818 40960 25088

64 x 64 | 8450 49152 49664 | 33282 98304 74496 | 74498 163840 99328
128 x 128 | 33282 196608 197632 | 132098 393216 296448 | 296450 655360 395264

Nas proximas secoes, serda mostrado que o método HDG, comparado com os métodos
CG e NIPG, alcanca melhores resultados em termos de precisao da solu¢cado numérica

evitando oscilagoes esptrias usando os mesmos niveis de refinamento no espago e tempo.

4.1.2 Estudo dos pardmetros de Estabilizacao do método HDG

A escolha dos parametros de estabilizacdo [y e B2 do método HDG proposto em
relacdo a estabilidade e precisao da solugao foi analisada. Para tanto, o problema CH
anterior com uma solugdo manufaturada dada pela equagao (4.1) foi considerado para as

simulagoes.

Para simplificar a escolha dos parametros propoe-se utilizar um tnico valor 3y para
ambos os parametros, ou seja, define-se 5y; = Bpo = Py. Dessa forma a etapa de escolha
dos parametros é simplificada e, além disso, tal escolha é motivada pela forma como a
espessura da interface difusa € afeta 5 e By definidos em (3.12). O valor de g, afeta de
forma menos significativa o segundo pardmetro de estabilizacio do que o termo €. E
importante ressaltar que o estudo de convergéncia anterior foi realizado com esta escolha

e obteve taxas de convergéncia Otimas.

Seguindo esse raciocinio, foi realizado um experimento computacional variando o
valor de 3y e avaliando sua influéncia nos erros numéricos para o problema com a solugao
manufaturada descrito pela equagao (4.1). A Figura 9 apresenta os erros para diferentes
valores do parametro de estabilizagdo [y > 0, com uma malha de 64 elementos e um passo
de tempo At = hP*! considerando trés casos para as espessuras de interface € (painel
esquerdo) e para diferentes ordens polinomiais (painel direito). Pode-se notar que valores
menores de 3 proximos de zero resultam em erros maiores. Para valores suficientemente
grandes, como [y > 10, a precisdo é mantida para todas as ordens polinomiais. Os

resultados sao mostrados apenas para a variavel u, mas tendéncias semelhantes foram
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observadas para o potencial quimico w. Com base neste estudo que explorou os efeitos do
parametro de estabilizacao 5y na precisao e estabilidade, em todos os estudos posteriores

apresentados neste trabalho escolhas que satisfazem a 3y > 1 foram consideradas.

Figura 9 — Efeitos do parametro 3y no erro numérico para v numa malha de 64

elementos. A esquerda: erros numéricos para diferentes valores de € e ordem

de aproximacao polinomial fixado p = 1. A direita: erros numéricos para
diferentes ordens polinomiais e € = 0, 025.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1.3 Equacao de Cahn-Hilliard

A equagao classica CH (2.15)-(2.19), com P = 0, foi resolvida num dominio
unidimensional €2 = (0, 2), considerando € = 0, 025. Estas simulagoes foram realizadas para
observar o conhecido decaimento da energia livre da equagao CH até T' = 0, 1 utilizando
um passo de tempo At = 1072 e 1024 elementos. Os seguintes parametros de estabilizacao

foram usados: By1 = By = 1,0 para o método HDG, e 75’ = +§ = 10 para o método NIPG.

A Figura 10 apresenta o decaimento da energia livre obtida quando a solucao
numérica foi realizada utilizando o CG, o NIPG ou o método HDG. Os resultados mostram
que todos os métodos, que se basearam na separacao de Eyre da densidade de energia livre
para a integracao do tempo, capturaram adequadamente o decaimento da energia livre.
Pode-se notar também que os métodos HDG e NIPG tém uma dindmica ligeiramente

acelerada quando comparados com a formulacao do CG.

4.1.4 Equacao de Cahn-Hilliard com termo reativo

Em seguida, a equacao CH (2.15)- (2.19) com a inclusdo de um termo de reagao
descrito por P = 1 foi resolvida numericamente. Para este caso, um dominio unidimensional
2 = (0,2) com uma interface difusa caracterizado por € = {0,025;0,005} foi considerado.

As simulacoes foram realizadas até T = 1,0 usando um passo de tempo At = 1073, Para
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Figura 10 — Decaimento da energia livre do problema (2.15)-(2.19) com P =0
para os métodos CG, NIPG e HDG.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

a solucao numérica usando o método NIPG, os seguintes parametros de estabilizagao

vy = 5 = 10 foram usados, enquanto para HDG a escolha By; = [y = 1,0 foi adotada.

Para estes casos foi considerado que F(u) = Eu?(1 —u)? e a seguinte decomposicao
F(u) = Fy(u) — F_(u), onde F,(u) = 2Eu® e F_(u) = —E(u* — 2u® — 0, 5u?), com

-2

E= 0’48. A condicao inicial é dada por:

1, se 0,5<2<1,0
Ug =
0, caso contrario.

Na Figura 11 os resultados dos métodos em termos de concentracao u e potencial
quimico w sao apresentados. Nota-se uma boa concordancia em geral na solugao para u e
w entre a resposta obtida pelos diferentes métodos. Porém, nota-se um comportamento
oscilatério no potencial quimico para a solugao obtida com os métodos CG e NIPG, que
¢é atenuado a medida que a malha é refinada. Uma inspecao detalhada do potencial
quimico para os métodos CG, NIPG e HDG considerando a solugao obtida com 512 e 1024
elementos é apresentada na Figura 12 para e = 0,005 (esquerda) e € = 0,025 (direita).
Pode-se observar que, em ambos os casos, os métodos CG e NIPG apresentaram oscilagoes,

enquanto a solucao do HDG ¢é suave mesmo com uma discretizagdo mais grosseira.
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Figura 11 — Perfis de concentracao (lado esquerdo) e potencial quimico (lado

direito) para o problema CH (2.15)-(2.19) no tempo ¢t = 1. As solugoes foram

obtidas usando os métodos CG, NIPG e HDG com 512 e 1024 elementos e

tamanho de passo de tempo At = 0,001, e considerando uma espessura de
interface e = 0, 005.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 12 — Comparacao dos métodos CG, NIPG e HDG para aproximar o
problema (2.15)-(2.19) no tempo ¢t = 1. Os seguintes valores da interface foram
utilizadas: (lado esquerdo) € = 0,005 e (lado direito) e = 0, 025.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1.5 Modelo do crescimento tumoral avascular

Nesta se¢ao sao apresentados os resultados numéricos para as simulagoes do modelo
de crescimento tumoral avascular dado pelas equagoes (2.20)-(2.28). A discretizagao utili-
zou um total de 1024 e 2048 elementos lineares e os seguintes parametros de estabilizagao
para o método HDG foram utilizados: Sy = Bp2 = 1,0; enquanto que para o método

NIPG os seguintes valores para os parametros foram adotados: 75 = 5 = 10. A seguinte
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configuracao foi usada para as simulagoes numéricas:
R=6,D=1000, x, =0, At=1e—2,T =1,
onde R representa o tamanho do dominio, e com a seguinte condigao inicial:

1, se 0<z<1,
Uug =
0, caso contrario.

A Figura 13 apresenta os resultados da solugdo numérica do modelo de crescimento
tumoral utilizando € = 0,025 para a espessura da interface difusiva. As solugoes numéricas
foram obtidas com os métodos CG, HDG, e NIPG com 1024 e 2048 elementos para fins de
comparacao. Os perfis da concentracao tumoral u, potencial quimico w e concentracao
de nutrientes ¢ no instante de tempo t = 1.0 s@o apresentados nos painéis (a), (b) e (c),
respectivamente. Uma visao detalhada do perfil do potencial quimico é mostrada no painel
(d), onde fica evidente que a solugdo numérica obtida pelo HDG com elementos 2048

superou os demais métodos e discretizagoes que apresentaram oscilagoes.

Figura 13 — Comparacao da solugdo aproximada obtida pelos métodos CG,
NIPG, e HDG. A simulacgao foi realizada até o momento 7' = 1.0 para o caso
e = 0.025. (a) interface do tumor; (b) perfil de concentragao de nutrientes; (c)
potencial quimico, e (d) zoom sobre o potencial quimico mostrado no painel

(c).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, é apresentada a aplicabilidade do método HDG para simulagoes mais

complexas de crescimento tumoral. A préxima simulacao ilustra o comportamento das
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células tumorais em relacao ao gradiente de nutriente, que é responsavel por conduzir a
formacao das instabilidades caracterizada por um padrao complexo com a formacao de
dedos (fingering). Este comportamento também tem sido observado em experimentos
como relatado por Pennacchietti et al. (2003) e Ridley et al. (2003).

O método HDG foi utilizado para resolver o problema do crescimento tumoral em
um dominio bidimensional rico em nutrientes através do modelo de Cristini et al. (2009)
dado pelas equagoes (2.20)-(2.28). As simulagoes foram realizadas usando uma malha
de 200 x 200 elementos com aproximacao polinomial de primeira ordem e tamanho do
passo de tempo At = 0,001. Os seguintes parametros de estabilizacao foram considerados:
Bor = Po2 = 1,0. A configuracao deste experimento segue a proposta apresentada
em Cristini et al. (2009), onde um dominio computacional Q2 = [0;25, 6] x [0; 25, 6] foi

adotado e uma superficie tumoral inicial dada por

L, se (590)°+ (52°)* < 1,0,
Uy = ’ ’

0, caso contrario,
foi utilizada. Os seguintes parametros foram considerados para este caso: taxa proliferativa
P = 0,5, taxa de apoptose A = 0, coeficiente de quimiotaxia x, = 10,0, coeficiente de
difusao D = 1,0 e valor da interface difusiva e = 0,005. Note que, neste cenario, um valor
grande para o coeficiente de quimiotaxia y, resulta em instabilidades com padroes de

fingering devido a quimiotaxia na evolugao das células tumorais.

Figura 14 — Evolucao da superficie do tumor e concentragao de nutrientes obtida
com o método HDG. Evolugdo da superficie tumoral (superior) e evolugao
da concentragao de nutrientes (inferior) em vezes ¢t = 0,20,40,80, e 110,

respectivamente.
t=0

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A evolugao do tumor e do consumo de nutrientes sao mostrados na Figura 14. No
inicio da simulagao, a formacao inicial do tumor é modificada e se transforma em uma

forma semelhante a uma elipse. A medida que o tumor continua a se desenvolver, surge
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uma instabilidade (fingering) e a formacao de alguns pescogos, como mostrado no instante
de tempo ¢t = 40 (meio). Mais tarde, no tempo t = 80, a forma do tumor comeca a se
dobrar para dentro e se desenvolve em um intrincado padrao espacial com uma estrutura
ramificada, como pode ser visto no tempo ¢ = 110. Os resultados desta simulacao estao
em boa concordancia com as simulagoes apresentadas em Cristini et al. (2009) e destacam

o fato de que o método HDG foi capaz de capturar corretamente esta dindmica complexa.

A proxima simulacdo explora o problema de crescimento do tumor em um dominio
3D rico em nutrientes. Para reduzir a sobrecarga de computacao, assumiu-se condigoes de
simetria e um dominio com 1/8 de todo o dominio 2 = [12, 5; 15, 5]* foi considerado. As
simulagoes foram realizadas usando uma malha de 64 x 64 x 64 elementos polinomiais
de primeira ordem, com um passo de tempo de At = 0,01, e tempo final ¢ = 10. Os
seguintes parametros de estabilizacao foram considerados: [y, = [y = 10 para o método
HDG. A configuracao deste experimento foi ligeiramente alterada em relacao ao anterior
para ter uma dinamica diferente de modo que uma malha mais grossa em 3D pudesse
capturar a resposta fisica adequada. Os seguintes parametros foram alterados em relacgao
ao caso anterior: taxa proliferativa P = 0, 8, taxa de apoptose A = 0,05 e coeficiente de

quimiotaxia y, = 19, 0.

A Figura 15 mostra a evolugao do tumor e as concentragoes de nutrientes na metade
do dominio, bem como uma representacao da superficie da regiao do tumor para facilitar
a interpretagao dos resultados. A dinamica geral é muito semelhante ao caso anterior,
onde um grande coeficiente de quimiotaxia y, é responsavel por desencadear o inicio de

instabilidades para as formagoes dos padroes de dedos (fingering).
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Figura 15 — Evolugao da concentracao tumoral em um caso 3D obtido com o

método HDG: (a) concentragao tumoral; (b) concentragao de nutrientes; (c)

a superficie tumoral. Solu¢do numérica apresentada nos instantes de tempo
= 0.01,4.0,5.0,6.0, 7.0, respectivamente.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS UTILIZANDO O METODO Hi-
BRIDO ESTABILIZADO E O METODO SBDF2

Neste capitulo sao apresentados os resultados de experimentos numéricos que foram
realizados com o método hibrido estabilizado proposto (HDG) em conjunto com o método
SBDF2. Além disso, sdo apresentados ainda experimentos numéricos da aplicacao da

eletromolhabilidade.

5.1 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

5.1.1 Estudo de Convergéncia

A seguir serd mostrada um teste de convergéncia para o caso de aproximagao
linear no espacgo e com o método SBDF2, o qual espera-se uma taxa 6tima de ordem dois

utilizando esta estratégia.

Um caso particular da equacao de Cahn-Hilliard com mobilidade nao constante
com uma solugao exata conhecida foi resolvido para avaliar as taxas de convergéncia do
método considerado neste trabalho. O problema é dado por:

?: =V -Mu)Vw) —g, w=F'(u)—eAu, V(x,t)eQx(0,T],

onde foi considerado o potencial de pogo-duplo F(u) = (1 — u?)?, mobilidade M (u) =
1 — ?, interface difusiva ¢ = 0.1 num dominio Q = [0, 2] x [0, 27] com condigdes de

contorno periddicas. As solugbes exatas manufaturadas sao dadas por

u(z,y,t) = e * sin(x) sin(y)

w(x,y,t) = 2 * sin(x) sin(y)e — e~ * sin(x) sin(y) + e~ % sin(z)? sin(y)?

o que resulta no seguinte termo fonte:

g = (1 —e*sin(z)?sin(y)?)[—2e " sin(x) sin(y)e

+ e sin(z) sin(y) — 3¢~ sin(x)? sin(y)*

% cos(x)?]

+ 6e % sin(z) sin(y)
+ (1 — e *sin(x)?sin(y)?)[—2e > sin(x) sin(y)e

+ e * sin(z) sin(y) — 3e~ 3 3
3

" sin(z)? sin(y)

sin(y) cos(y)?]

+ 6e~% sin(z)
2[2e %" sin(x) cos(y)e — e~ * sin(z) cos(y)

* sin(z)? sin(y) cos(y)
2[2e~* sin(y) cos(x)e — e * sin(y) cos(z)
+ 3e % sin(x)? sin(y)cos(z)]e~* sin(z) sin(y)? cos(x)
)

(
() sin(y)

+ 2e 2 gin(x

+ 3e % sin(x)? sin(y)cos(y)]e”
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O estudo de convergéncia foi realizado para o caso da aproximagao linear e conside-
rando as discretizagdes no tempo com o método semi-implicito de primeira ordem, baseado
no Euler implicito (EI), e o método SBDF2, respectivamente. O tamanho do passo de
tempo foi escolhido como At = hP*1/? onde p representa a ordem de aproximacao espacial
e 0 representa a ordem de aproximacao do esquema temporal. Logo, para o caso EI este
toma o valor de # = 1, enquanto para o caso SBDF2 o valor de § = 2. Cabe mencionar que
para obter ordem de convergéncia 6tima no caso SBDF2 foi necessario empregar um passo
de tempo igual a At = h®T/9/10. O ntimero de elementos triangulares empregados foram
no estudo de convergéncia foi: {8 x 8 x 2,16 x 16 x 2,32 x 32 x 2,64 x 64 x 2}. Para o

método HDG os seguintes parametros de estabilizacao foram utilizados: [y; = Bo2 = 100.

Tabela 3 — Estudo de convergéncia e desempenho computacional medido em termos do
tempo de execugao (em segundos) do método HDG utilizando os esquemas SBDF2 e EI
com aproximagao linear para a variavel u e w, respectivamente.

HDG-SBDF2 HDG-EI
malha | ||u. —ul|zz ordem [|w, — w||2 ordem tempo () | ||ue — ul|zz ordem ||w. — w||;2 ordem tempo (s)
8§ %8 0.36052 - 0.28524 - 5 0.15877 - 0.08291 - 14
16 x 16 | 0.06617 2.45 0.05348 2.41 57 0.03029 2.39 0.01540 243 280
32x 32| 0.01618 2.03 0.01304 2.04 534 0.00804 1.91 0.00391 1.98 10383
64 x 64 | 0.00418 1.95 0.00336 1.96 6381 0.00207 1.96 0.00097 2.00 69142

A Tabela 3 apresenta os erros e as taxas de convergéncia obtidas para o método
HDG utilizando aproximacao linear e com o método SBDF2. Os resultados obtidos
mostram que a taxa de convergéncia esperada para ordem 2 compativel com a formulacao
do método foi obtida tanto para o método de EI quanto para o SBDF2. Além disso, a
tabela também apresenta os tempos de execucao, medido em segundos, para cada estudo
de convergéncia, os quais deixam em evidéncia o melhor desempenho computacional obtido
pelo método SBDF2. Em particular, nota-se que nos testes realizados, em média, o método
SBDEF?2 foi aproximadamente 9x mais eficiente que o de método semi-implicito de primeira

ordem (EI) em termos do tempo de execu¢ao do problema.

5.1.2 Aplicagao do modelo de eletromolhabilidade

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados numeéricos para o modelo de ele-
tromolhabilidade dado pelas equagoes (2.34). As simulagbes computacionais utiliza-
ram uma discretizagdo com 8836 (47 x 94 x 2) elementos triangulares em um dominio
2 = [-0.5,0.5] x [—-1,1]. Os seguintes pardmetros foram usados: interface difusiva
e = 0,0427, tamanho do passo de tempo At = 0,001 e tempo de simulacao final t = 0, 5.

Para este problema, a seguinte condigao inicial (Keita et al., 2021) foi adotada:
Uy = 6 + 6—10|x—a\27

que descreve uma gota do fluido centrada no ponto a = (0,—0.3), onde 6 = e¢. O
AX

experimento considera a aplicagdo de um campo elétrico p(x) = Ax(x) na regiao do
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dominio definida por y > 0. Para isso, a fungao x(x) ¢ definida no dominio espacial de tal
forma que para y > 0 vale 1 e 0 caso contrario. Dois experimentos computacionais com

diferentes valores para a intensidade do campo elétrico A foram realizados.

A Figura 16 apresenta a evolugdo da gota do fluido e a sua deformagao durante o
seu movimento em dire¢ao a regiao do campo elétrico aplicado, que neste caso corresponde
a metade superior do dominio (y > 0). Os painéis (a) e (b) da Figura 16 apresentam os
resultados para os casos A = 0.75 e A = 3.0, respectivamente. Pode-se notar que a forma da
gota do fluido se altera de forma significativa em fungao do valor da intensidade A do campo
elétrico aplicado. Esse comportamento foi observado nos experimentos computacionais e
de laboratério relatados em Lu et al. (2007).

Figura 16 — Evolucao da curvatura do fluido com diferentes tipos de forca

A = 0.75 e A = 3.0, respectivamente. No painel (a) é mostrada a evolucao

da curvatura com A = 0.75, eqnuanto no painel (b) é mostrada a evolugao da
curvatura do fluido com A\ = 3.0
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Pode-se observar que o experimento numérico apresentado na Figura 17 com uma
forca de A = 3.0 no campo elétrico apresentou uma boa aproximacao qualitativa quanto a

curvatura da gota do fluido com o experimento realizado na referéncia Lu et al. (2007).

A seguir os resultados de outro experimento computacional que ilustra a divisao
de uma gota de fluido sao apresentados. O experimento computacional considera o mesmo
dominio do exemplo anterior com uma gota do fluido centrada no ponto a = (0,0). Um
campo elétrico p(x) com forca de A = 2.0 é aplicado nas regides definidas por y < —0.3

ey > 0.3. A Figura 17 mostra a evolugdo do movimento da gota do fluido até o tempo
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t = 0.15, quando ocorre a sua divisao.

Figura 17 — Separagao de uma gota de fluido através de eletromolhabilidade.
Evolucao no tempo da superficie da gota de fluido quando um campo elétrico
de forca A\ = 2.0 é considerado.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.3 Modelo acoplado Cahn-Hilliard-Darcy

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos para o modelo acoplado de
Cahn-Hilliard com Darcy (CHD) aplicado ao crescimento tumoral avascular dado pelas
equagoes (2.33). A simulagao ilustra a evolugao e o comportamento das células tumorais
com consumo de nutrientes e efeitos de quimiotaxia e a influéncia da pressao em casos
onde ocorrem instabilidades do tipo fingering. A configuracdo deste experimento foi
adotada com base na referéncia Garcke et al. (2016), onde um dominio computacional
Q= [—12.5,12.5] x [-12.5,12.5] foi empregado. A seguinte condigdo inicial para as células

tumorais foi utilizada:

1
L, r<—g5me

Uy = —sin(r(:c)), Ir| < ime

1
—1 r> 5TE

)

onde x = (z,y), r(x) = |x| = (2+0.1cos(f)). Os seguintes pardmetros foram considerados
nas simulagoes: taxa de proliferacao das células tumorais Py = 0,1, taxa da apoptose
A = 0, coeficiente de quimiotaxia x, = 10, coeficiente de difusdo D = 1, valor da interface
difusiva e = 0,01, A =10,03, ps, =2, C=2e =0, 1.

As equagoes do tipo Cahn-Hilliard foram resolvidas pelo método HDG em conjunto
com o SBDF2 em uma malha de 200 x 200 x 2 elementos triangulares com polinémios
de aproximagao linear, passo de tempo At = 0.001. Para a discretizacao da equagao de
Darcy foi utilizada a formulaggo SDHM com os seguintes parametros de estabilizagao

para a pressao 61 = —0.5 e 95 = d3 = 0.5.

Inicialmente o modelo sera estudado sem o campo de velocidades, isto ¢, com v = 0.

Os resultados dessa simulacao até o tempo de simulacao final ¢ = 3 podem ser observados
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na Figura 18, a qual apresenta a evolugao das células tumorais e do consumo dos nutrientes.
No inicio da simulagao a formagao inicial do tumor é modificada e se tranforma em uma
forma semelhante a uma estrela. A medida que o tumor continua a se desenvolver, surge
uma instabilidade dando origem ao padrao de fingering, como mostrado no instante de

tempo t = 3.

Figura 18 — Evolucao das células tumorais na presenca de nutrientes obtida
pelo método HDG. E mostrada a evolugdo do tumor (superior) e evolugao dos
nutrientes (inferior) nos instantes de tempo t =0,t =1,5et = 3.

tumor

— 0.7

[ )
0.5

nutrientes

t=0 t=1.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

O préximo experimento considera o campo de velocidades v # 0. Neste caso, os
mesmos parametros utilizados anteriormente sao adotados, exceto os valores de o = % eo
tempo final de simulagao ¢t = 1.0. A Figura 19 apresenta a evolugao das células tumorais e
a concentracao dos nutrientes envolvidos pela pressao que afeta a morfologia do tumor.
Destaca-se neste caso que aplicando a modelagem do crescimento tumoral como um meio
poroso esta obteve os fenomenos de mudanga morfologica do tumor quando comparado ao

caso sem a influéncia do modelo de tipo Darcy apresentada anteriormente.

Vale destacar que os resultados destas simulacoes estao em concordancia de forma
qualitativa com os apresentados por Garcke et al. (2016). Destaca-se o fato de que o
método do HDG com discretizacao temporal pelo método SBDF2 foi capaz de capturar
corretamente as dindmicas complexas do crescimento tumoral na fase avascular, sem a
necessidade de malhas muito refinadas, como aquelas utilizadas em Garcke et al. (2016).
Entretanto, estudos e comparagoes mais detalhados do método HDG e outras formulagoes

para este problema ainda precisam ser realizados.



Figura 19 — Evolugao das células tumorais na presenca de nutrientes e submetida

a uma pressao obtida pelo método HDG. E mostrada a evolugdo do tumor

(superior), a evolucao dos nutrientes (centro), e o campo da pressao (inferior)
nos tempos de simulagao t =0,t =0,5et = 1.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma formulacao mista do método dos elementos finitos
hibridos e estabilizados para a solucao numérica da equacao de Cahn-Hilliard. Outras
variantes da equacdo de CH para aplicagbes como na modelagem do crescimento tumoral

e um modelo matematico da técnica de eletromolhabilidade também foram estudados.

As formulacoes hibridas propostas para estes problemas sao baseadas em problemas
locais definidos em cada elemento com as condi¢oes de interface impostas fracamente
através dos multiplicadores de Lagrange introduzidos nas arestas/face dos elementos.
Em particular, foram consideradas aproximagoes descontinuas para os multiplicadores
de Lagrange onde os graus de liberdade das variaveis de interesse podem ser eliminados
localmente (no nivel de elemento) através de uma abordagem de condensagao estatica,
produzindo um sistema global de equagodes nos graus de liberdade dos multiplicadores

definidos apenas nas arestas/faces entre os elementos.

Por outro lado, foi discutido que o processo de eliminacao dos multiplicadores de
Lagrange permitiu gerar um método de DG que, a partir das escolhas de coeficientes
especificos, pode ser associado a uma formulacao de DG da literatura para a qual a analise
numeérica prova taxas 6timas de convergéncia. Taxas 6timas de convergéncia em problemas
com solugao exata foram observadas nos experimentos numéricos realizados neste trabalho.
Além disso, caracteristicas interessantes da solugdo numérica utilizando o método HDG
para o modelo de CH com mobilidade nao constante foram observadas. Em particular,
notou-se uma melhor precisao quando comparado ao método de Galerkin continuo ou ao

método de Galerkin descontinuo associado.

Também foi mostrada a capacidade do método HDG resolver o modelo CH e os
modelos de crescimento tumoral corretamente e com maior precisao, reduzindo as oscilagoes
espurias que poderiam ocorrer em alguns casos com outras formulagoes. Finalmente,
o método foi utilizado para simular um caso mais complexo de crescimento tumoral
na presenca de nutrientes, o que resulta em um padrao em forma de dedos devido a
instabilidade provocada pela quimiotaxia. Por fim, o problema de eletromolhabilidade
que é baseado no modelo de CH foi explorado utilizando o método HDG para se obter as

solugdes numeéricas.

Ainda foi explorada uma formulacao de segunda ordem através da discretizacao
temporal pelo método SBDF2. Além de um aumento na ordem de convergéncia do método
quando comparado com a abordagem semi-implicita com aproximacao de primeira ordem
e decomposicao de Eyre, tal formulacao evita as dificuldades e o custo de se resolver
um sistema de equagoes nao lineares em problemas de CH com a fungao de mobilidade
nao constante. Dessa forma, obtém-se um método mais eficiente para a aproximacao da

solucao e uma reducao significativa do tempo computacional para as simulagoes, como



65

mostrado nos experimentos numéricos e comparacoes com o método semi-implicito de

primeira ordem.

Em resumo, a formulacao dos elementos finitos HDG mostra um grande potencial
para a solucao eficiente e precisa para problemas mateméticos formulados com base na
equacao de CH. Portanto, este estudo abre caminho para melhorar ainda mais a solucao
numérica dos modelos baseados em CH através do método HDG em combinagao com
outras técnicas tais como algoritmos adaptativos e computagao paralela. A adaptatividade
polinomial ou no espago poderia ser explorada facilmente pelo método HDG e poderia en-
contrar grande sucesso em aplicagoes baseadas no modelo de CH como aquelas apresentada
neste estudo que possuem a formagao de dedos e demandam alta precisao em determinadas
regides do espaco. Além disso, devido a natureza descontinua do método HDG, técnicas
de computacgao paralela poderiam explorar todo o poder computacional disponivel em am-
bientes de computagao de alto desempenho como nos processadores modernos, agregados

de computadores e placas graficas dedicadas a processamento cientifico.

6.1 CONTRIBUICOES

Os desenvolvimentos deste trabalho foram elaborados como artigos e foram sub-

metidos para revistas e eventos especializados. Em particular, menciona-se os seguintes
trabalhos (Medina et al., 2019, 2021):

o A stabilized hybrid discontinuous Galerkin method for the Cahn-Hilliard equation,
submetido para Journal of Computational and Applied Mathematics, 2021.

o Adaptive Schemes for FEM Approximation of the Higher-Order generalized Cahn-
Hilliard equations. Mecanica Computacional, v. XXXVII, p. 1635-1647, 2019.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho possui limitagdes que poderiam ser exploradas para avancar

esta linha de pesquisa. Alguns possiveis tépicos de trabalhos futuros incluem:

o Explorar a familia de métodos SBDF em combinag¢ao com o método HDG para a
construcao de esquemas com ordens maiores do que 2, a qual foi estudada neste
trabalho.

» Estudar esquemas de adaptatividade do tipo h e p para o método HDG na solucao
de modelos de tipo Cahn-Hilliard.

o Realizar implementacoes utilizando técnicas de computacao paralela e de alto de-
sempenho visando explorar o método HDG nesse contexto para o problema de
CH.
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o Estudar modelos acoplados mais complexos para descrever o crescimento tumoral

tais como os modelos de Cahn-Hilliard-Stokes-Darcy e Cahn-Hilliard-Navier-Stokes-

Darcy.

o Apesar de nao ter sido discutido no presente trabalho, sugere-se estudar o problema
de Cahn-Hilliard Elastico em meios homogéneos e heterogéneos, assim como também,

explorar casos de elasticidade anisotrépica.
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APENDICE A - DEFINICOES PRELIMINARES

Considere um dominio 2 C R?, d = 1,2,3 com fronteira I' = 912, assim os espacos
que serao utilizados nesta se¢ao serao definidos. Seja o espago das fungoes quadrado

integraveis definido por
L2(Q) = {z JREREE oo}. (A1)
e o espaco das fungoes quadrado integraveis com média nula definido por
L2(Q) = {z e 12(Q): [ zdx = o}. (A.2)
O produto interno em L?(f2) entre w e z serd denotado por
(w,z) = /szdQ, (A.3)

além disso, este espago definido em (A.1) induz uma norma definida por

L\ 12
l12llo = [|2]lr20) = (/Q || dX) (A.4)

Agora, dados u € R e v € R?, e denotando os operadores gradiente por Vu, divergente

por divv e rotacional por rot v, o espago de Sobolev H'(2) ¢ definido como

HY(Q) = {u € I2(Q): Vu e [LQ(Q)]d}, (A.5)

com norma e seminorma definidas, respectivamente, por
lull = llullr o) = [ulls +1Vull3, (A.6)
lult = [ultp @) = [Vulg. (A.7)

Os espagos H(div) e H(rot) também sao definidos como:
H(div, Q) = H(div) = {v € [L2(Q)]" : div(v) € L?(Q)}, (A8)
H{(rot,Q) = H(rot) = {v € [L2(Q)] : rot(v) € LZ(Q)}. (A.9)

Seja Tr, = { K} uma malha regular de elementos finitos em  C R? formada por elementos
K. Considerando elementos vizinhos K7 e K5 que compartilham uma mesma aresta e, o

conjunto de todas as arestas e dos elementos K € T, é dado por

En={e:e éuma aresta de K, VK € T}, (A.10)
enquanto o conjunto de arestas interiores é dado por

E={ec&  e=K NK, VK, K,cT), (A.11)
e o conjunto de arestas do contorno é dado por

) ={e€ & :eCON}. (A.12)
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APENDICE B - EQUACAO DE CAHN-HILLIARD GENERALIZADO

Apresentamos aqui o uso de um algoritmo de malha adaptativa para a solugao
numérica eficiente e adequada da equagao anisotropica de Cahn-Hilliard de ordem superior
com um termo de proliferacdo. A solugdo numérica foi obtida utilizando um método
misto de elementos finitos para a discretizacao espacial. Para a integracao temporal
foi empregado o Euler implicito combinado com o esquema de Eyre, para o tratamento
do termo nao-linear. Os resultados deste trabalho mostraram que o esquema de malha
adaptativa foi capaz de reproduzir a dinamica do crescimento tumoral quando comparado
a uma malha muito refinada espacialmente. Além disso, os experimentos numéricos
mostraram que o niimero total de elementos para o caso adaptativo é menor do que na
solucao de referéncia refinada na maior parte do tempo durante a simulagao, resultando em
um ganho consideravel em economia computacional. Por exemplo, observamos que para a
malha fixa pelo menos 180000 triangulos tiveram que ser utilizados na discretizacao espacial.
Para a malha adaptativa, ndo usamos mais do que 45000 tridngulos para reproduzir a
mesma dindmica de crescimento do tumor impulsionado pela difusdo. Os resultado deste

estudo foram publicados em Medina et al. (2019).

B.1 INTRODUCAO

No presente anexo apresentaremos brevemente a equagao generalizada de Cahn-
Hilliard (CHG), a qual é uma equagao de sexta ordem nao linear parabdlica, que descreve
o crescimento do tumor na fase avascular. Em particular sua mudanca morfolégica, isto
é, a influéncia do termo fonte g(u) e da anisotropia fazem com que a massa se alongue
anisotropicamente em varias dire¢oes como, por exemplo, na direcao X ou Y, ou de forma
combinada em ambas diregoes. Esse fendmeno decorre da existéncia de uma fonte ou
sumidouro de massa na fronteira do tumor, sendo que uma fonte de massa representa a
divisao e crescimento celular, enquanto um sumidouro estaria relacionado com a morte
celular devido a hipodxia (falta de oxigénio) e necrose Cristini et al. (2009), Wise et al.

(2008), dada pela seguinte expressao:

g;b — AAu+ ABu — Alf(u) + lg(x, u)=0, em £, (B.1)
€ €

sujeita as condigoes iniciais u(x,0) = ug e condigdes de contorno apropriadas. Aqui, A e

B sao operadores definidos por:

0 (e) (o) (o)

A = aye p + agg€ ay + a1168x28y2’ (B.2)
0*(e) 0% (e)

B = a1p€ 2 + apr€ 8y2 s (B?))

onde agg, agz, a1, 1o € ag; sao parametros do modelo podendo-se notar que no caso de

asy = age = a1 = 0 a equacao (B.1) se reduz a equagao classica de CH (2.8). Uma anélise
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detalhada da solugao para a equagao (B.1) foi apresentada por Cherfils et al. (2017) e
Miranville (2013).

Na equagao (B.1) o termo fonte g(x,u) atua como um termo de proliferagao. No
presente trabalho, a seguinte fungiao ¢g(x,u) proposta por Aristotelous et al. (2015) para

descrever o crescimento do tumor sera usada:
g(x,u) = mau(u + 1) —my(1 — u)*(1 + u)?,

onde mg e my sao coeficientes que representam morte e crescimento tumoral, respectiva-

mente.

Sera estudado o caso anisotrépico com derivadas parciais de sexta ordem que
influenciam o padrao de crescimento do tumor. Por exemplo, quando asy > ags € asg > a1
h& um comportamento anisotrépico, onde um crescimento diferenciado na dire¢ao X é
obtido. No caso em que agy > asg € ago > aq1 0 crescimento tumoral serda predominante
na direcao Y, e no caso em que aq; > asg € aj; > age um padrao complexo, chamado de

anisotropia cruzada, que atua em ambas as dire¢coes X e Y é observado.

B.2 FORMULACAO PARA O MODELO CHG

Para discretizar a equacao de alta ordem de CHG foi utilizado o método dos

elementos finitos mistos no espaco e o método de Euler implicito no tempo.

Antes de introduzir a formulagao variacional mista para o modelo CHG, a equa-

¢ao (B.1) é reescrita considerando a introduc¢do de uma nova variavel v definida como
v=—Au—Bu—1f(u), onde A e B sdo os operadores definidos em (B.2)-(B.3).

Desta forma o modelo CHG pode ser escrito de forma mista como segue:

gltb + Av+ g(x,u) =0, (B.4)
Otu 0*u Otu 0%u Pu 1
U+ CLQQE@ + a02687y4 + a11€may2 — a106@ — a01687y2 + Ef(U) =0. <B5)

Adicionalmente, as seguintes variaveis sao introduzidas:

0%u 0%u

@ =D, 873/2 =q, (B'G)

tal que

o'w 1%  10%

e _rh, o B.
0x20y? 2 0y? * 2 0x? (B.7)
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B.2.1 Formulacao variacional mista

Assim, a seguinte formulagao variacional é apresentada: encontrar (u,v,p,q) €
H (2)* tal que

per
(%’“l) — (Vo, Vuy) + 2(g(x,u),v1) = 0, (B.8)

o) = (3 52) o (312) 24 (2.5

— s (%’ %2) — a10€(p, v2) — ag1€(q, v2) + £(f(u),v2) =0

(p,vs) + (G4, 52) = 0, (B.10)
)=0

<Q7 U4) + (%Za S

para todo vy, vs, v3,v4 em V", sendo o espaco de elemento finito V" € Hz}e,, dado por

Vi ={2€C%Q): 2|, € Pu(7), 7 € T", 2|sq periddico}, (B.12)

onde 7" é uma familia de elementos triangulares do dominio Q e P; denota
o conjunto de polindémios de grau menor ou igual a k. Neste trabalho é considerado

aproximacoes lineares, isto é, k = 1 pra obter aproximagoes discretas uy de u. .

B.2.2 Discretizacao no tempo

Para a discretizacao temporal, o dominio do tempo sera dividido em n passos de
tempo, At, = tn41 — t,, 0 qual serd denotado por At, = At por simplicidade. Assim,
¢ introduzida a discretizacao temporal empregando o método do Euler implicito pra a
equagao (B.11). O resultado do problema totalmente discretizado pelo esquema de Euler

implicito é dado por:

(“nzt_“n,w) — (V" V) + L(g(x,u"* ), v) = 0, (B.13)

(0 ) —ame (%5 2) — e (%5 5) = 55 (% 52)
_% <8pgy+1 ’ %Lyg) — aloe(pmrl’ V) — a016(q”+1,v2) + %(f(unJrl)’ vs) = 0, (B.14)
(Pt vg) + (297 9y — 0, (B.15)
(" o) + (25, 24) =0,  (B.16)

para todo vy, vs, v3, v, em V7.

Note que a presenga do termo néo linear f(u") do esquema anterior requer a
solucao de um sistema de equacodes nao lineares. Neste trabalho adotamos um esquema
proposto por Eyre Eyre (1998) para resolver a equagao de alta ordem de Cahn-Hiliard.
Este esquema é incondicionalmente estavel pelo uso da separacdo convexa-concava do

termo f(u) na seguinte forma

fu) = fo(u) + fe(u), (B.17)



79

onde a parte convexa f.(u) é tratada implicitamente, enquanto a parte concava f.(u) é

tratada explicitamente no tempo. Cabe mencionar que esta escolha nao é unica, e que

neste trabalho a seguinte escolha serd utilizada: f.(u) = 2u e f.(u) = u® — 3u.

No entanto, o termo fonte g(u) poderia ser nao linear, como é o caso deste trabalho.

Assim, o seguinte passo é fazer uso do método iterativo de Picard para o tratamento

n+1

do termo nao linear g(u). Neste contexto denota-se por u; " a aproximacao da solucao

encontrada no instante de tempo t"*! do passo k do método de Picard. Assim, o seguinte

conjunto de equagoes a ser resolvido por iteracao é:

upgy—u” n+1 n+1
+ p—
(M54 1) = (Vo] Vo) + (g(u™), ) =0,
n—+1
n+1 iy 94) 41
(Uk+1>’02) - Cl20€< Oz ,Uz) — Qp2€ <8y , V2

n+1 n+1
_a116(8qk+1 81}2) a11e(apk+1 A

2

9 n+1

(pZ.T_},Ug) + ( “;;1 ) %
n+1

(q,?jll, U4) 4 <8uk+1 Ovyg

)

)
He(feluply) + fe(u",v2)) =

)

)

dy 7 Oy

(B.18)

(B.19)
(B.20)
(B.21)

O algoritmo para obter solugoes aproximadas das equagdes de alta ordem de CHG

é descrito no Algoritmo 1.

Algorithm 1: Solucao da equagao de alta ordem de Cahn-Hilliard.

Input: v°, At, T, kmax, tol;

Output: "+, o+l prtl gntl

n < 0;

while nAt < T do

ugH — u";

k <+ 0;

while k& < kmqr do

n+1 n+1 n+1

if mazlult] —up™| < tol then break ;
k<« k+1;

end

ut e uty

n<n+1;

end

Find: u} iy, vt pifi, ¢ifl, in egs. (B.18 — B.21) given u", u

n+1,
k )

B.2.3 Malha adaptativa

Nesta secao é apresentado o algoritmo de malha adaptativa para a equacao CHG

do FreeFem++ Hecht (2012). A ideia principal é redefinir o produto escalar usado em um
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gerador de malhas automatico para avaliar a distancia e volume, para construir elementos

equilaterais de acordo com uma métrica adequada.

A adaptatividade da malha é baseada no algoritmo Delaunay-Voronoi considerando
uma fungao distancia especifica para dois pontos. Assim, para uma matriz distancia (ou

metrica) M a distancia associada d(x,y) é dada por
dwy) = |z —yl, onde [z]? ="Mz, (B.22)

Além disso, o comprimento [y da curva 7y €]0, 1] com rela¢ao a M é dado por:

= [ A OMGO)7 @t (B.23)

Existem algumas opgoes para calcular M, como discutido em Hecht (2012). Neste trabalho
o produto ¢é escalar baseado na avaliagdo da Hessiana na variavel v do problema. Para

elementos finitos continuos P; a seguinte métrica foi adotada:

1
I =—10; B.24
= (il (B.21)
onde |02uy| = \/(|0?un|)? e O2uy, é uma aproximagao da matriz Hessiana em wuy,, a qual é

realizada automaticamente pelo FreeFem++ e pelo algoritmo adaptativo implementado na

funcao adaptmesh. Um exemplo de utilizacao desta funcao é dado a seguir:

Th = adaptmesh(Th, u, hmin=0.0001, hmax=0.05, nbvx=22e5,
periodic=[[1,x],[3,x],[2,y],[4,y]1]),

onde Th é a malha de elementos finitos; u é a variavel de interesse; hmin é o comprimento
minimo da aresta; hmax é o comprimento méximo da aresta; nbvx é o niimero maximo
de vértices e periodic define as condi¢oes de contorno periddica que serao usadas no

problema.

B.2.4 Experimentos computacionais

Apresenta-se aqui resultados de experimentos numéricos do modelo de Cahn-
Hilliard generalizado conforme descrito pela equacao (B.1). Inicialmente serdo apresentados
simulagoes computacionais conforme os exemplos apresentados por Cherfils et al. (2017).
Em seguida, a estratégia de adaptatividade espacial sera explorada e analisada em termos

de desempenho computacional.

B.2.4.1 FEzperimentos preliminares

Os experimentos numéricos consideram uma fonte de massa (termo de proliferacao)

para o crescimento do tumor. A equacao (B.1) foi considerada com o seguinte conjunto de
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parametros:

2
Il

—0.7,1.7) x (=1.7,0.7), At=1x10"° ¢=0.0125, (B.25)
fu) =u® —u, g(z,u) =46u(l+u) + 280(u — 1)*(u + 1)?, (B.26)

e a seguinte condi¢ao inicial

uo(x,y,0) = — tanh <\/1§e <\/2(x —0.5)24+0.25(y + 0.5)? — O.l)), (B.27)

a qual prescreve uma massa inicial de tumor no centro do dominio. A Tabela 4 apresenta
um resumo dos valores dos parametros utilizados nas simulagoes que serdao apresentadas a

seguir.

Tabela 4 — Parametros usados nas simulagoes.

Caso ‘ a20 Qo2 aii aio Aol
Cahn-Hilliard 0 0 0 1 1
direcio x 1.8x 107 50x107% 50x10% 1 1
diregao y 50x107% 1.8x10™° 50x107¢ 1 1
cruzado 50x107% 50x107% 1.8x10° 1 1

B.2.4.2  Comparacao com malha fiza

Uma comparagao da solu¢ao numérica do modelo de Cahn-Hilliard Generalizado
entre os casos utilizando malha fixa e adaptividade espacial foi realizada. Os casos

analisados foram para anisotropia na direcao X, Y e cruzada.

Primeiramente apresentamos os resultados para o caso anisotrépico cruzado, con-
forme descrito na Tabela 4, comparando a dindmica da solugao entre casos de malha fixa
e adaptativa. Malhas triangulares fixas foram criadas subdividindo o dominio quadrado
usando (N, + 1) x (N, + 1) nés em cada diregao, resultando em uma malha de elementos
finitos estruturada composta de um total de N, x N, x 2 elementos. Por exemplo, no caso
de N, = N, = 300, para facilitar a notagao, os casos de malha fixa serao simplesmente
referidos como 300 x 300. As solugoes de malhas fixas consideradas nos experimentos
foram: 100 x 100, 150 x 150, 200 x 200, 300 x 300 e 400 x 400. Nos dois ultimos casos,
as discretizagOes resultaram em um total de 180000 e 320000 elementos triangulares,

respectivamente.

A Figura 20 mostra o grafico de contorno da solu¢do v com malhas uniformes
fixas e malha adaptativa. Observamos que a malha adaptativa assume o mesmo padrao
da solugao correspondente a malha fixa (para os casos 300 x 300 e 400 x 400 elementos

triangulares).

O perfil das solugoes obtidas com diferentes discretizagoes e malha adaptativa é

comparado através de uma linha diagonal no dominio a partir de dos pontos (—0.7, —1.7)
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Figura 24 — Comparacao da solucao u no instante de tempo t = 1.3 x 1072
utilizando malha fixa com 100 x 100, 150 x 150, 200 x 200, 300 x 300 e 400 x 400
nos e uma malha adaptativa para o caso da anisotropia cruzada.

1.0e+00

— 0.5

100 x 100 150 x 150 200 x 200

—0

— -0.5

l -1.0e+00

300 x 300 400 x 400 Adaptativo

Fonte: Elaborado pelo autor.

a (1.7,0.7). Os resultados sao apresentados na Figura 21 e mostram que discretizacoes
grosseiras, até o caso 250 x 250, ndo capturam corretamente o padrao gerado, enquanto as
malhas refinadas a partir de 300 x 300 parecem convergir para a mesma solugao. Portanto,
consideramos a malha fixa de 300 x 300 elementos triangulares como um caso de referéncia.
Nesse cenario, em termos de desempenho computacional seria necessario utilizar, pelo
menos, um total de 180000 triangulos para o caso de malha fixa de referéncia, enquanto

que para a malha adaptativa nao foi usado mais do que um méaximo de 45000 triangulos.

B.2.5 Efeitos da anisotropia

O efeito dos parametros da Tabela 4 no padrao obtido pela simulacao ¢ apresentado

a seguir considerando os casos: X, Y e cruzado.

Com coeficientes muito pequenos para os termos de sexta ordem asgg, ago € a1, O
crescimento do tumor evolui de forma semelhante, mas com algum diferenciamento no
comportamento relativo as diregoes X e Y, além do caso cruzado. O comportamento de

cada um dos casos pode ser observado nas Figuras 22, 23 e 24, respectivamente.

Com relagao ao caso anisotrépico com um valor maior para asy (denominado
dire¢do-X), podemos notar que a massa tumoral primeiro se alonga na dire¢do X e depois
cresce em uma estrutura mais complicada a medida que o tempo evolui, como mostra a

Figura 22.

Analogamente para os casos anisotropicos com comportamento diferenciado na

dire¢do Y (e na dire¢do cruzada), a massa tumoral primeiro se alonga na dire¢gdo Y (e na
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Figura 25 — Comparacao das solu¢des em uma linha diagonal no dominio para
os diferentes casos de malha fixa e a estratégia de malha adaptativa.

1.0 ‘ ‘ ‘
M-
‘ ' ‘ '
O5f . ' - = 100X 100
‘ ' ; — 150x150
X —  200x200
s 0.0 L M- — 250x250
. —  300%300
‘ : 400400
—05F------ :,,,,,,,,L ~___| == Malha-Adaptativa | |
‘ ‘ '
1 1
1 ' ‘ ' ‘
-1.0 - .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 26 — Solucao do caso anisotrépico na direcao X com 22592 elementos

triangulares, para os instantes de tempos t = 1,5 x 1072 e t = 2,5 x 1072,

respectivamente. Os mapas de cores apresentam u variando de —1 (azul) a 1
(vermelho).

Fonte: Elaborado pelo autor.

diregdo cruzado) e, entdo, cresce em um padrao mais complicado. Os resultados mostram

que o comportamento anisotropico é fortemente influenciado pela escolha dos coeficientes

dos termos de ordem superior: as, g2 € a17.



Figura 27 — Solucao do caso anisotrépico na direcdo Y com 20482 elementos

triangulares, para os instantes de tempo t = 1,5 x 1072 e t = 2,5 x 1072,

respectivamente. Os mapas de cores apresentam u variando de —1 (azul) a 1
(vermelho).

QO
QO
Q0
QO

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 28 — Solugao do caso anisotrépico cruzado com 29750 elementos triangula-
res, para os instantes de tempo t = 1,5x 1072 e t = 2,5 x 1072, respectivamente.
Os mapas de cores apresentam u variando de —1 (azul) a 1 (vermelho).

O

J(

Fonte: Elaborado pelo autor.

B.2.6 Desempenho computacional

Considerando o esquema de malha adaptativa com hmin = 0.0001 e hmax =

84

0.05

e comecando com uma malha inicial de 100 x 100 x 2 elementos triangulares, o desempenho

computacional durante toda a simulacao da dinamica de crescimento do tumor foi estudado



85

para o caso anisotrépico até t = 2,5 x 1072, Como métrica do desempenho computacional

considerou-se o numero de elementos.

A Figura 25 mostra o niimero de elementos triangulares usados no algoritmo de
malha adaptativa para cada instante de tempo da simulagdo numérica para os casos

anisotropicos considerados, os quais foram detalhados na Tabela 4.

Figura 29 — Numero de elementos triangulares para a simulagao de malha
adaptativa em fun¢ao do tempo de simulacdo para os casos anisotrépicos nas
diregoes X, Y e cruzada.
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0.010 0.015 0.020 0.025

Tempo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, ao comparar o esquema de malha adaptativa com o esquema de malha
fixa com elementos triangulares de 300 x 300 x 2, cujo perfil da solucao foi exibido na
Figura 21, percebe-se claramente que o esquema de malha adaptativa foi mais eficiente
em termos de recursos computacionais. Em particular o esquema adaptativo sempre usou
menos elementos, nao ultrapassando 45000 elementos triangulares, enquanto o esquema de

malha fixa utilizou 180000 elementos.
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APENDICE C - DEDUCAO DO MODELO CHD

A seguir o modelo de campo de fase é utilizado para se obter o sistema de equa-
¢oes (2.33), conforme descrito por Garcke et al. (2016). A teoria da mistura serd utilizada
para obter a descrigao da evolucao do tumor e das células saudaveis em um sistema
isotérmico. Além disso, uma espécie quimica representando os nutrientes sera considerada,

a qual é consumida apenas por células tumorais, permitindo o seu crescimento.

O efeito de quimiotaxia, que representa um crescimento ativo do tumor em direcao
a maior quantidade de concentragao de nutrientes sera considerado. Assim, um modelo de
campo de fase envolve a energia potencial do sistema, descrita pela massa relativa das

misturas e sua primeira derivada.

Considere uma mistura de componentes que consiste de células saudaveis e células
tumorais, as quais serao identificadas, respectivamente, por © = 1 e © = 2. Seja p; a
densidade de massa da componente ¢ por volume da mistura, e seja p, a densidade de
massa para cada componente ¢ da mistura. Assim a fracdo de volume do componente 7 é

definida por:

w="2 =12 (C.1)

= ﬁ:-’
Estas funcoes representam a densidade de volume relativa de cada componente no
dominio 2 C R" e, portanto, u; € [0, 1], o que implica que p; € [0,7;], para i = 1, 2.
Outras hipdteses devem ser consideradas como, por exemplo, a de que o sistema, é
isolado, isto é, todo o volume é dado pela soma dos volumes das componentes da mistura,
implicando em u; + us = 1. Além disso, a transferéncia de massa entre os componentes
¢é levada em consideragao neste modelo, células saudaveis sao transformadas em células
tumorais, e as células tumorais sdo substituidas em células saudaveis quando as células

tumorais morrem por apoptose. Assim, a massa total dos componentes é definida como:
p=p1+ pa (C.2)

Os nutrientes sao descritos como espécies quimicas e sua concentragao relativa
no dominio Q é representada por o : Q — [0,1]. A velocidade adimensional de cada

componente ¢ é dada por v;, e assim a velocidade média do volume da mistura é:
V = U1V] + UsVo. (C.3)

A partir da teoria da mistura, a equagao de equilibrio é igual a taxa de variacdo de massa

de um componente e a transferéncia de massa de outros componentes para este. Isto é

Ipi
ot
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onde I';, para ¢ = 1,2 é um termo fonte para cada componente descrevendo a troca de
massa do componente (3 — i) para o componente i. A equacao da lei do balango para os

nutrientes é dada por

?)‘;+v.(av)+v-JG:—S, (C.5)

onde J, é definido pelo fluxo dos nutrientes e permite descrever a difusao dos nutrientes
e o efeito da quimiotaxia, que define a atracao das células tumorais pelos nutrientes e
vice-versa; o termo S representa uma fonte para os nutrientes. Logo, da equagao (C.4)

para p; constante, e da equagao (C.1), tem-se

r r

p— Fv. C'6
P11 P2 (C.6)

Para as células tumorais e saudaveis define-se uma fungao u como a diferenca de fracao

volumétrica de ambos componentes, isto €,
U= Uy — U, (C.7)

tal que u € [—1, 1], note que u = 1 representa uma regiao do tumor, enquanto u = —1
representa uma regiao de células saudaveis. Aplicando a defini¢do de u e a equagao (C.2)
a equagao (C.4), obtém-se a equagao de equilibrio para a diferenga na fragao volumétrica

de ambas fases:

ou Iy I

— tV-(uv)+V.-J=——-—=T, C38

ot () P2 P (©8)
onde J = —uy(vy — v) 4+ ug(ve — v) é definido como o fluxo da fun¢do u. Em um modelo

de campo de fase, o sistema visa minimizar a energia emergente da interacao entre as
fases e da interface, juntamente com as leis de equilibrio para a massa do tumor e células

saudéveis.

A densidade de energia do sistema proposta por Garcke et al. (2016) tem a seguinte

forma:
e(u, Vu,0) = f(u, Vu) + N(u, o) (C.9)

onde a funcao f determina a energia interfacial e N descreve a energia emergente das
interacoes entre o tecido tumoral e os nutrientes. A funcao f controla a interface definindo

a separacao entre os componentes e é definida como

£(0,0) = B( o) + §IuP), (©10)

onde f > 0, e ¢ > 0 é um termo muito pequeno diretamente proporcional a largura
da interface. A funcao 1) : R — R define o potencial do sistema com minimos iguais a

¥(£1) = 0, idealmente forcando a mistura a se separar em fases, ou seja |u(z)| = 1 para



38

x € 2, exceto no subdominio da interface. Assim como para o modelo CH, neste trabalho

sera considerado aqui o potencial de poco-duplo dado por:

P(u) = i(l —u?)? (C.11)

Por outro lado, a funcdo N(u, o) na equacao (C.9) representa a energia emergente
das interacoes entre os tecidos tumorais e os nutrientes. Além disso, este termo controla
o comportamento de quimiotaxia das células. Serd utilizada a notacao N, e N, para

denotar as derivadas parciais de N com relagao a o e u, respectivamente.

Para deduzir o modelo de interface difusa, a segunda lei da termodinamica em
situagoes isotérmicas sera utilizada. Esta lei estipula que a entropia do sistema aumenta
até atingir um limite superior. Esta lei é aplicada ao modelo em termos de densidade de
energia do sistema, afirmando que a taxa de energia mais o trabalho ttil em qualquer
parte do sistema deve ser menor ou igual a zero Gurtin et al. (2010). Logo, para qualquer
volume da mistura V(¢) C € movendo-se pela velocidade do fluido, tem-se a seguinte

desigualdade:
d/ edr < — J.-ndS —|—/ (cul'y + eIy — ¢sS)dx (C.12)
dt Jv () v (t) V(t)

onde o termo J, é um fluxo de energia, S é o termo fonte para os nutrientes, c,, ¢, e
¢s sao constantes e ainda I', e I', sdo definidos pelas equagoes (C.6) e (C.8), respectiva-
mente. Utilizando o teorema da divergéncia e o teorema do transporte de Reynolds, a

equagao (C.12) toma a seguinte forma local:

g‘; LV (ev) £ VT, — Ty — eoTy + ¢S < 0. (C.13)

Neste ponto, no desenvolvimento do modelo, aplica-se o método do multiplicador
de Lagrange para resolver a equacao (C.13) sob as restrigdes dadas pelas equagoes (C.5),
(C.6), e (C.8). Dadas as fun¢oes multiplicadores de Lagrange \,, A, € Ay a seguinte

inequacao é obtida

—D:%+V~(ev)+V-Je—c¢Fu—chv+csS
(Vv =TYy)
Y §g+V~(av)+v-JU+S>

Y gg+v-<uv)+v-J—ru) <0

(C.14)

Em seguida é preciso considerar hipdteses constitutivas sobre os parametros do
modelo, a fim de respeitar a desigualdade Lagrangeana da equagdo (C.14), ou seja,
postulam-se defini¢des explicitas dos fluxos J, J, e J., das constantes de energia c,, ¢, e

¢s e dos multiplicadores de Lagrange Ay, A\, € A,.
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O modelo de crescimento tumoral proposto por Garcke et al. (2016), oriundo destas
ultimas hipoteses, considerando condi¢oes de contorno de Neumann homogénea para a

funcdo u e a funcao do potencial quimico w, é o seguinte:

V-v=Ty, (C.15)

v =—K(Vp+ (N, —w)Vu), (C.16)

g;‘ 4V (Vi) = V- (M(u)Vio) + T, (C.17)
w = fw’(u) — BeAu+ N, (C.18)

g: +V - (ov) =V (n(w)VN,) - S, (C.19)
Vu-n=Vw-n=0. (C.20)

Diferentes condi¢oes de contorno podem ser aplicadas para os nutrientes. Este
modelo assumiu nenhum excesso de massa total, o que significa que a quantidade p é
constante ao longo do tempo, em particular, isso significa que os termos de origem I,
i = 1,2 se cancelam na equacgao (C.4). Logo, obtem-se que I'y = —I';y = T". Assim, pode-se

redefinir

I,=al, Ty=pT, (C.21)

1
P2
de equagdes do crescimento tumoral dado por Garcke et al. (2016):

com o = = — ﬁi ep, = % + ﬁi. A partir dessas especificagdes, obtém-se o seguinte sistema
1 2 1

V.v=al,
v=—-K(Vp —wVu— X,0Vu),

?;: V- (va) = V - (M(w)Vw) + T,
v= fl/)’(U) — felu — X0, (C.22)
5;? +V - (ov) =V - (n(w)(X, Vo — X,Vau)) — Coh(u),

F: (PfO'—A)h(u>,
Vu-n=Vw-n=0

0 = 0g,




