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RESUMO

Este trabalho é baseado nos artigos [13] e [14].

No Capitulo 2, estudamos um problema do tipo Brézis-Nirenberg para a equacao

do tipo Kirchhoff em dimensao quatro

—(a+ b/ |Vul*dr)Au = pu® + Au, em €,
Q
u=20 sobre 0f2,

(1)

em que 2 C R* é um dominio limitado, a,b > 0 com a+b > 0 e u, A > 0. Nos estudamos
um resultado de nao-existéncia e um resultado de existéncia de solugoes positivas. Além
disso, estudamos um resultado de compacidade global que foi usado para obter k pares de
solucoes distintas, em que k € Z*. No Capitulo 3, estudamos a existéncia e unicidade de

solugoes positivas para uma classe de problemas do tipo Kirchhoff com singularidade

—(a+ b/Q |Vul?dr)Au = f(z)u™ — MuP, em €,
u >0 em {2, (2)
u=>0 sobre 0§,

em que Q C RY (N > 3) é um dominio limitado, 0 < v < 1, A > 0,0 < p < 2* -1
e a,b >0, a+0b >0 sdo parimetros. A funcao f € L*({2), em que s =

2*
R
f(x) > 0 para quase todo = € Q, e 2* = % denota o expoente critico de Sobolev para

com

a imersao Hj(Q2) em L%(Q2) para todo q € [1,2*]. A principal ferramenta utilizada é o

método variacional.

Palavras-chave: Equacao tipo Kirchhoff, Solugoes positivas, Multiplicidade de solugoes,

Singularidade, Métodos Variacionais.



ABSTRACT

This work is based on the articles [13] e [14].

In Chapter 2, we study a Brézis-Nirenberg type problem for Kirchhoff-type equation

in dimension four

—(a+ b/Q |VulPdz)Au = pu® + \u, in Q,

(3)
u=20 on 0,

where 0 C R* is a bounded domain, a,b > 0 with a +b > 0 and pu, A > 0. We study a
non-existence result and an existence result of positive solutions. Furthermore, we study a
result of global compactness that was used to obtain k pairs of distinct solutions, where
k € Z*. In Chapter 3 we study the existence and uniqueness of positive solutions for a

class of Kirchhoff-type problems with singularity

—(a+ b/ |Vul?dr)Au = f(z)u™" — AP, in Q,

Q
u >0 in €2, (4)
u=>0 on 0f),

where Q C RY (N > 3) is a bounded domain, 0 <y <1, A>0,0<p<2*—1lea,b>0,
a+ b > 0 are parameters. The function f € L*(Q2), where s = ﬁ;y with f(z) > 0 for
almost every x € (), and 2* = ]\2,—]_\[2 denotes the critical Sobolev exponent for the embedding

H}(Q) into L1(Q) for every g € [1,2*]. The main tool used is the variational method.

Keywords: Kirchhoff-type equation, Positive solutions, Multiplicity of solutions, Singu-

larity, Variational methods.
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13
1 INTRODUCAO

Neste trabalho, aplicamos métodos variacionais para estudar a existéncia e unicidade
de solugoes dos chamados “Problemas do tipo Kirchhoff” que recentemente tém recebido

consideravel atencao.

Consideramos uma classe de problemas do tipo

{ —M(Jul)Au = f(z,u) em (11)

u =0 sobre 0f),

em que 2 C R” é um dominio limitado suave, f: Q@ x R - R e M : Rt — R sdo funcoes
continuas dadas, onde M é denominada a fun¢do de Kirchhoff, e A é o operador laplaciano

com condigbes de Dirichlet na fronteira. Além disso, || - || é a norma usual no espago de

Sobolev HJ () dada por
1
Jull = ([ 1vultda)”.
Q

A equagdo (1.1) é conhecida como um problema do tipo Kirchhoff, pois esté

relacionada a versao estacionaria da equagao de Kirchhoff

- M (/Q |V$u|2dx> Ayu = f(x,t), (1.2)

em que M(s) = as + b, com a,b > 0, a qual foi proposta por Kirchhoff [11] em 1883.
Esta equacao estende o problema classico da onda de D’Alambert, porque ela descreve a
vibragao de uma corda elastica levando em consideracao a mudanca no comprimento da

mesma durante o movimento.

A equacgao (1.2) sé veio receber grande atengao ap6s a publicacao do artigo de J.
Lions [16]. Em seu trabalho, Lions foi o primeiro a usar argumentos de Anélise Funcional

nao-linear para atacar problemas nao-locais do tipo Kirchhoff.

A classe de problemas do tipo (1.1), em particular os problemas que iremos trabalhar
nessa dissertacao sao freqiientemente chamados de nao locais devido a presenca do termo

( / |Vu]2d:1;> Au, o que implica que a equacio nao é uma identidade pontual.
Q

Devido ao fato de serem problemas nao-locais, os problemas do tipo Kirchhoff sao

matematicamente mais dificeis de trabalhar, motivando assim, o seu estudo.
Dividimos a apresentacao dessa dissertacao da seguinte forma:

O Capitulo 2, intitulado Resultados de Nao Fxisténcia e Fxisténcia de solucoes

para um problema do tipo Kirchhoff em dimensdo quatro, considera a equagao

—(a+ b/ |Vul|?de)Au = plul* "2u + Au, em Q,
Q
u=20 sobre 0f2,

(1.3)
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em que Q C RY(N > 3) ¢ um dominio limitado, a,b > 0 com a+b>0e u,A > 0. O

nimero 2% = 22 ¢ o expoente critico de Sobolev para a imersdo de H}(Q) em LP(Q),

para todo p € [1,2*].

Quando a =1, b =0, a equacao (1.3) se reduz a uma equagao eliptica semilinear

{ —Au = plul? 2u+ Au, em Q, (1.4)

u=0 sobre 0f).

Lembre-se que o problema classico de autovalor para o laplaciano, com condicao

de fronteira de Dirichlet, consiste em encontrar os valores de A tais que

—Au = Au, em §,
u=10 sobre 0f2,

admite solugdes nao triviais. Para esse problema, sabemos que existe uma sequéncia {\;}

de autovalores 0 < A\ < Ay < --- < \; < --- tais que \; — oo, quando j — oo.

Em 1983, Brézis e Nirenberg em seu famoso artigo (veja [4]) consideraram a equagao
(1.4) com p = 1. Utilizando os métodos variacionais, quando N = 3 e Q2 é uma bola, eles
obtiveram que a equagao (1.4) tem uma solugao positiva se, e somente se, \ € (%, A1), em

que \; denota o primeiro autovalor de —A com condicao de Dirichlet na fronteira.

Além disso, os autores mostraram que, se N > 4, a equagao (1.4) tem uma solugao
positiva para todo A € (0, A1), no entando, ndo tem solugdo positiva se A ¢ (0, A\;) e Q é

um dominio estrelado.
Recentemente, quando N = 3, Daisuke Naimen em [20] estudou a equagao (1.3)

com a = jt = 1 e obteve os seguintes resultados.

Teorema 1.0.1. Seja A € R uma constante dada e N = 3, a = p = 1. Entao vale as

sequintes afirmagoes.

(i) Se A < %, a equagdo (1.3) nao tem solugao positiva para todo b > 0.

(ii) Se AL < X\ < A, existe uma constante By = Bi()) > 0 tal que a equagio (1.3) tem

uma solugcao positiva para todo 0 < b < Bj.

(iii) Se A = A1, existe uma constante By = Ba(\1) > 0 tal que a equagdo (1.3) tem uma

solugao positiva para todo 0 < b < By e nao tem solugcdo positiva para todo b > 0.

(iv) Se A > A1, existe uma constante By = Bs(\) > 0 tal que a equagdo (1.3) tem uma

solucao positiva para todo b > Bs.

Quando N = 4, Daisuke Naimen em [21] considera a equacao (1.3) com u > bS?,

em que S é a melhor constante de Sobolev, isto é
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/|Vu]2dx /Wu|2dx
S:=  inf B inf 2 (1.5)

in - .
ueD1.2(R4)\ {0} 7 weHL(QN\{0 2
(/ ‘u|4dx>2 cH()\{0} (/ |U|4dl‘>2

R4 Q

Quando a > 0,b > 0, Daisuke Naimen, usando o método variacional, obteve que a
equacao (1.3) tem uma solucao positiva se, e somente se, u > bS?. Muito recentemente,
Huang, Liu e Wu em [10] estudaram a equagao (1.3) com Q = Br e N > 3, em que Bp ¢
uma bola. Eles obtiveram a existéncia de solugoes radiais para a equagao (1.3).

Neste capitulo, estudamos os resultados obtidos em [14], mais precisamente estuda-

mos a equacao (1.3) com N =4, isto é

—(a+ b/ |Vul*dr)Au = pu® + Au, em ,
Q
u=20 sobre 0f2,

(1.6)

em que 0 C R* é um dominio limitado suave, a,b >0 com a +b > 0 e p, A > 0.

Neste caso, mostramos um resultado de nao-existéncia, um resultado de existéncia
de solugoes positivas via minimizacao e um resultado de multiplicidade de solugoes
utilizando um teorema abstrato de obtencao de pontos criticos. Esses resultados foram
abordados em [14].

Mais precisamente mostramos os seguintes resultados.

Teorema 1.0.2. Suponha que a,b > 0, 0 < p < bS?, entio a equacdo (1.6) ndo tem

solugao nao nula (isto é, a unica solugao € a solugao nula) para todo 0 < A < al;.

Teorema 1.0.3. Suponha que a > 0,b> 0,0 < u < bS?, entio a equagdo (1.6) tem uma

solugdo positiva para todo A > a\;.

Teorema 1.0.4. Suponha que a > 0,b > 0,0 < pu < bS?, entdo para qualquer k € Z*

existe A > 0 tal que a equagao (1.6) tem pelo menos k pares de solugoes distintas para
todo \ > Ay.

No Capitulo 3, denominado Ezisténcia e Unicidade de solucoes para um problema
do tipo Kirchhoff com singularidade, consideramos o seguinte problema de Kirchhoff com

singularidade e condicao de fronteira de Dirichlet

—(a+ b/ |VulPdz)Au = f(z)u™" — AP, em Q,

0
u >0 em {2, (1.7)
u=20 sobre 02,

em que 2 C RY (N > 3) é um dominio limitado, 0 < v <1, A >0,0<p<2*—1e
_2r

-1
quase todo z € 2. Aqui 2* = % denota o expoente critico de Sobolev para a imersao

a,b>0, a+ b >0 sao pardmetros, a funcao f € L*({2), com s = e f(x) > 0 para
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H}(Q) em L) para todo ¢ € [1,2*]. Os resultados estudados neste capitulo foram
obtidos em [13].

Na equagao (1.7), o termo f(z)u~" é chamado de termo singular, pelo fato de ser
indefinido quando a fungao u atinge o valor nulo. Além disso, o termo singular f(x)u~"7 é

chamado de singularidade fraca quando v < 1.

Quando a = 0, b > 0, o problema (1.7) é chamado de degenerado, em outros casos
¢é chamado nao-degenerado. Nas ultimas décadas, os problemas do tipo Kirchhoff foram
extensamente investigados e muitos resultados classicos foram obtidos sobre um dominio

limitado ou ilimitado.
Recentemente, os seguintes problemas do tipo Kirchhoff com singularidade foram
considerados
—(a + b/ |Vul?de)Au = f(z)u™" + P, em €,
Q
u=0 sobre 0f2,

(1.8)

em que 2 C R?* é um dominio limitado com fronteira suave, 0 < p < 5e f € C(Q) é
nao-negativa e nao trivial. Em [17], Liu e Sun mostraram, usando o método de Nehari,
que o problema (1.8) possui duas solugoes positivas para A > 0 suficientemente pequeno
quando 3 < p < 5. Além disso, em [12], usando o método variacional combinado com um
método de perturbagao, Lei, Liao e Tang conseguiram obter a existéncia de duas solugoes
positivas para o problema (1.8) quando A = 1, p = 5. Também, sob certas condi¢bes, para
p = 3, a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para o problema (1.8) foram
obtidas em [22].

Diferentemente do que ocorre no problema do Capitulo 2, aqui o funcional energia
associado ao problema (1.7) nao é diferencidvel, portanto é necessario adaptar técnicas
de minimizac¢ao para obter um resultado de existéncia de solu¢des. Além disso, o mais
interessante é que podemos provar a unicidade de solugdes para o problema (1.7), usando

algumas técnicas de Analise.

O resultado principal do capitulo 3, devido a [13], é descrito como segue.

Teorema 1.0.5. Suponha que a,b>0,a+b>0,A>0,0<v<1,0<p<2*—1,¢
feLs(Q), em que s = ﬁ;_l, com f(x) > 0 para quase todo x € Q. Entao o problema
(1.7) possui uma unica solugao positiva. Além disso, essa solugao é um minimizador global.

O resultado que estudamos no Teorema 1.0.5 vale nao somente para o caso dege-
nerado, mas também vale para o caso nao-degenerado, visto que com a técnica utilizada
pelos autores é possivel obter solugoes para o caso a = 0 e b > 0. Além disso, em [12],
[15] e [17], o problema (1.8) foi considerado apenas em dimensao N = 3. No entanto,
neste capitulo mostramos a existéncia e unicidade de solugbes para o problema (1.7) em

dimensoes maiores, isto é, para N > 3.
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Quando a = 1, b = 0, o problema (1.7) se reduz a uma equagao semilinear classica
e o Teorema 1.0.5 continua sendo verdadeiro. Além disso, quando A = 0, o Teorema 1.0.5
é o resultado correspondente de [22] e a condi¢ao f € L*(Q2) é mais geral que a condigao
que f € L*>®(Q) em [22].

No Apéndice A, enunciamos os principais resultados da Teoria da Medida e

Analise Funcional que foram usados ao longo de nosso trabalho.

No Apéndice B, recordarmos a definicao de Espaco de Sobolev, as Imersoes de

Sobolev e demonstramos alguns resultados, os quais utilizamos nos Capitulos 2 e 3.

Por fim, o Apéndice C contém a definicao de funcional diferenciavel, e mostramos

que o funcional energia do Capitulo 2 ¢ diferenciavel.
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2 RESULTADOS DE NAO-EXISTENCIA E EXISTENCIA DE
SOLUCOES PARA UM PROBLEMA DO TIPO KIRCHHOFF EM
DIMENSAO QUATRO

Neste capitulo, vamos a estudar um resultado do tipo Brézis-Nirenberg para a
equacao do tipo Kirchhoff em dimensao quatro. O estudo aqui baseia-se no artigo “The
Brezis-Nirenberg result for the Kirchhoff-type equation in dimension four” publicado pelos
autores J.F. Liao, X.F. Ke, J. Liu e C.L. Tang [14]. Mais precisamente, estudamos um
resultado de nao-existéncia e um resultado de existéncia de solugdes positivas. Finalmente,
estudamos um resultado de compacidade global que foi usado para obter k pares de

solugoes distintas, em que k € Z™.

A seguinte equacao nao-local do tipo Kirchhoff envolvendo o expoente critico

—(a+ b/ |Vul?dr)Au = plul* "*u+ M, em Q,
Q
u=>0 sobre 012,

(2.1)

em que 2 C RY(N > 3) é um dominio limitado, a,b > 0 com a +b >0 e u, A > 0, é uma
extensao para o conhecido problema de Brézis-Nirenberg que é tratado quando a = 1,b =0
2N

e 1 =1. O nimero 2* = % é o expoente critico de Sobolev para a imersao de Hg(2) em

L*(Q), para todo p € [1,2*], em que H}(£2) é um espago de Sobolev equipado com a norma

Jull = ([ 1vuldr)”
Q
full, = ( [ Jupde)”

Além disso, o espaco de Sobolev H}(€2) é um espago de Hilbert com produto escalar

e o espago LP(Q) com a norma

dado por
(u,v) = /Q(Vu, vVo)dz.

Neste capitulo, consideramos a equacao (2.1) com N =4, isto é

—(a+ b/ |Vul*dr)Au = pu® + Au, em ,
Q
u=0 sobre 0f2.

(2.2)

E natural perguntar se a equacio (2.2) tem a existéncia de solugbes positivas com
0 < pu < bS?. Neste presente trabalho, damos uma resposta positiva, obtendo um resultado
de existéncia de solugoes positivas e um resultado de multiplicidade de solugoes para a
equacio (2.2) com 0 < pu < bS? utilizando um resultado de condi¢io de compacidade

global de Palais-Smale.

Mais precisamente mostraremos os seguintes resultados.
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Teorema 2.0.1. Suponha que a,b > 0, 0 < p < bS?, entio a equagdo (2.2) ndo tem

solugdao ndao nula (isto €, a unica solugao € a solugao nula) para todo 0 < A < al;.

Teorema 2.0.2. Suponha que a > 0,b > 0,0 < p < bS?, entdo a equagdo (2.2) tem uma

solugdo positiva para todo A > a\;.

Teorema 2.0.3. Suponha que a > 0,b > 0,0 < u < bS?, entdo para qualquer k € Z7

existe Ay > 0 tal que a equagao (2.2) tem pelo menos k pares de solugoes distintas para
todo A > A,

Antes de demonstrar nossos resultados principais, vamos definir alguns conceitos e

resultados que serao necessarios.

Primeiro definimos o funcional energia correspondente a equagao (2.2) dado por
I) = Sl + Sl 2 [ uptde =3 [ uPde, vue BY©). (23)
2 4 4 Jo 2 Jo ’ 0

E claro que I estd bem definida e I € C*(H}(Q),R) (Ver Apéndice C).

Definigao 2.0.1. Dizemos que u € H}(Q) é uma solugao fraca da equagio (2.2) se para

qualquer ¢ € H} () vale
(a+bllu?) /Q(Vu7 V)dxr — u/ﬂu%pdx — )\/ngadx = 0. (2.4)

Note que existe uma correspondéncia entre a solugao fraca da equacao (2.2) e os
pontos criticos de I em H}(€2), ou seja, solugoes fracas de (2.2) sdo pontos criticos do

funcional I e vice-versa.

Definicao 2.0.2. Seja ¢ € R, {u,} é chamada de sequéncia (PS). (ou de Palais-Smale
no nivel ¢) de I em HY(Q), se I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0, quando n — oo. Além disso,
dizemos que o funcional I satisfaz (PS). em H}(Q), se toda sequéncia (PS). de I possui
uma subsequéncia convergente em HL(Q). Se o funcional I satisfaz (PS). em todos os

nimeros ¢ € R, dizemos que I satisfaz (PS).

Definicao 2.0.3. Seja X um espaco normado. Uma sequéncia minimizante para uma
fungio ¢ : X — (—o00,00] é uma sequéncia {uy} tal que p(ur) — inf ¢, quando k — oo.
Uma fung¢ao ¢ : X — (—o00,00| € semicontinua inferiormente se u, — w implica que

lim p(uy) > p(u).

Proposicao 2.0.1. Seja M um espago métrico completo e ® : M — (—o0, 00| uma fungdo
semicontinua inferiormente, limitada inferiormente e nao identicamente +00. Sejam € > 0
dado e uw € M tal que

O(u) < i]‘n4f D +e.



Entao existe v e M tal que

e, para cada w # v em M,

Demonstragio. Ver [18].
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Observagao 2.0.1. Usando a distincia equivalente Ad com A > 0, as conclusoes (2.5) e

(2.6) da proposicao anterior podem ser substituido por

d(u,v) <1/\ e
O(w) > P(v) — eAd(v, w).

Proposicao 2.0.2. Sejam X um espagco de Banach e ¢ : X — R uma fungao limitada

inferiormente e diferencidvel em X. Entao, para cada € > 0 e para cada v € X tal que

o(u) < i%f pw+e
existe v € X tal que

p(v) < p(u),

lu —v| < e'/?,

o' (v)] < 2.

Demonstracao. Tomemos M = X, ® = ¢ e, para ¢ > 0 dado, escolhemos A = ¢~

(2.7)

1/2

Como ¢ ¢ diferenciavel, em particular é semicontinua inferiormente. Entao se u satisfaz

(2.7), pela Proposigao 2.0.1 e obervagao 2.0.1, existe v € X tal que

o(v) < o(u)
<

Y
_ 81/27

>l =

ju =]
e para todo w # v em X temos
p(w) > p(v) = eAlv — w| = p(v) — /o — w|.
Assim, tomando w = v +th comt >0, h € X, |h| =1, em (2.8) obtemos
o(v + th) — p(v) > —'/?t.

Dividindo ambos os membros por t # 0 e fazendo t — 0 temos

_ 1/2
lim o(v+th) — p(v) > lim & t
t—0 t t—0 t

(2.8)
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dai
—e'2 < (¢ (v), h), (2.9)

para todo h € X com |h| = 1. Note que —h € X com | — h| = 1 e substituindo h por —h

em (2.9) temos
(¢(v), h) < "2,

Entao
(' (v), )| < &2,

e lembrando a norma da transformagao lineal ¢'(v), obtemos
' (v)] < e'2,
o que completa a demonstracao. O

Corolario 2.0.1. Sejam X um espagco de Banach e ¢ : X — R uma fungdo limitada
inferiormente e diferencidvel em X . Entdao para cada sequémcia minimizante {uy} de p,

existe uma sequémcia minimizante {vy} de p tais que

(k) < pu),
|ur, — vg| = 0 se k — oo,

| (vg)| = 0 se k — .

Demonstragao. Seja (uy) uma sequéncia minimizante de ¢, isto é, p(ux) — infx ¢, quando

k — oo.
Se p(ux) — i})l(fgo > 0 tome g, = @(uy) — i&f ©, e
se @(ug) — i%fw =0 tome ¢ = 1/k.

Entao pela Proposigao 2.0.2, para ¢, = p(u) —infx ¢ > 0 e u;, € X tal que ¢(uy) <
infx p + ¢} existe vy € X tal que

p(v) < o(u),
Jur, = vel < (p(ur) = infp)"/?,

entdo, levando em conta que ¢(uy) — infy ¢ e passando o limite & ltima desigualdade,

quando k — 0o, obtemos |uy — vg| — 0. Além disso

¢ (vr)] < ((ur) — inf )2

e por o mesmo fato dito acima temos |¢'(v;)| — 0.

Para o caso gy = 1/k a andlise é similar. O
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Lema 2.0.1. Sejam X um espago de Banach e ¢ : X — R uma funcao limitada inferior-
mente e diferencidvel em X . Se ¢ satisfaz a condigio (PS). com ¢ = infx ¢, entio ¢ tem

um minimo em X.

Demonstragio. Pelo Corolario 2.0.1, existe uma sequéncia minimizante {v;} tal que
¢'(vr) — 0, quando k — oo. Como ¢ satisfaz a condi¢ao (PS). com ¢ = infx ¢, podemos
tomar a mesma sequéncia acima, isto é, {vx} C X em que p(vg) — ¢, ¢'(vr) — 0, quando
k — oo, o que implica que ¢ é um valor critico de ¢, logo ¢ tem um minimo em X, pois,

¢ =infx ¢. O

A seguir vamos demonstrar a condi¢ao de compacidade para o funcional I, ou seja,
mostraremos que o funcional I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (ou condicao (PS)).
Proposigao 2.0.3. Suponha que a > 0, b > 0 ¢ 0 < pu < bS?. Entdo o funcional I
definida em (2.3) satisfaz a condigio (PS) em H}(Q).

Demonstragio. Para todo ¢ € R, suponha que {u,} C Hg(€2) ¢ uma sequéncia (PS). de

I, isto é
I(u,) = c e I'(u,) =0, (2.10)
quando n — oo.
2(4) 1 -
Como N = 4, segue que 2* = o 4 e consequentemente H(2) estd imerso

continuamente em LP(§2) para todo p € [1,4]. Em particular H{(£2) estd imerso continua-
mente em L*(Q), entdo existe C' > 0 tal que |lull; < C||u||. Portanto, como A > 0, segue
que
A2 2
—llullz = =Kl[u], (2.11)

2
em que k = 5 Além disso, pela equagao (1.5) temos

vul*d
S A\
= I — ’
weH (\(0) ( / [ dx)? weH§@\(©} [lull3
Q

ol

lull3

M 4 X 4
— llulla = —TSZHUII , Vu e Hy(2)\ {0}. (2.12)

e é claro que S? < , Yu € H}(2)\ {0}. Assim, como p > 0, obtemos

b p
A 0 < 1< bS? - ————>0.
gora, CcOomo ,LL segue se que, 4 452

Note que, para todo u € H}(Q), podemos escrever o funcional como se segue
b A
1(w) = Sl + Zlll = & [ Jufde =3 [ julde

a b 1 A
= Sl 5l = Bl = 5 .
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Além disso, por (2.11) e (2.12), obtemos
a b 1L A
1) = Sl + Sl £ lld ~ Sl
a o by H 4 2
2z Sllull” + llull® = g llul™ = Al
em que k é uma constante positiva.

Assim,

a b I
1) > Sl + (5 = o )lull* = kllul?, vu € H(), (213

e isto implica que o funcional I é coercivo e limitado inferiormente em H} (), pois, o
polinémio de quarto grau do lado direito da (2.13) é coercivo e limitado inferiormente em

R. Agora, substituindo em (2.13), u pela sequéncia (PS)., {u,}, obtemos

a b "
I(un) 2 Sllunll? + (7 = 155 ) luall* = kllunll®, ¥ € N

Pela definigao de seqiiéncia (PS), existe C' > 0 tal que |I(u,)| < C, Vn € N, logo

a b

Shenl? + (5 = 23 )l = Kl < €, ¥ € N (2.14)
Assim, a estimativa (2.14) garante que a sequéncia {u,} ¢ limitada em H}(Q), pois,

se {u,} nao fosse limitada, ou seja, se ||u,|| — 00, o lado esquerdo de (2.14) tenderia a oo,

o que é absurdo, pois, a soma dessas parcelas ¢ menor do que C.

Agora, passando a uma subsequéncia, se for necessario, denotando ainda por {u, }

e sendo HJ () um espago reflexivo, existe u € Hy(Q) tal que

u, — u, fracamente em HJ (),
u, — u, fortemente em L°, 1< s <4, (2.15)
un(z) = u(zx), q.t.p. em Q,

quando n — oo.

Agora precisamos provar que u, — u em HJ (), quando n — oo, isto ¢, mostrare-
mos que {u,} converge forte a u no espago Hj(2). Como é usual, pondo w,, = u, — u,

apenas precisamos provar que ||w,| — 0, quando n — oo.

De fato, como {u,} ¢ limitada em H}(Q2) e u € H} (), w, = u,, — u ¢ também
limitada em H}(Q2), entao ||w,| <k, Vn € N, com k > 0. Assim, a sequéncia de nimeros
reais {||w,||} é uma sequéncia limitada, logo possui uma subsequéncia convergente. Sem
perda de generalidade (passando a uma subsequéncia, se for necessario, denotando ainda
por {wa}), temos

Tim [, = 1.
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De (2.15) temos u,, — u em L*(Q), ou seja, ||u, — ullz — 0, quando n — oo. Além disso,
l[unllz = llulla] < llun = ulls,
portanto [[uy,||2 — [|ull2, quando n — co. Assim,

lim |un|2da::/ lu|2dz. (2.16)
Q Q

n—oo

Agora, como u,, — u em Hg (), nés temos que (un, ) — (u, @), Yo € Hi(Q).

Assim, tomando ¢ = u tem-se (u,,u) — (u,u) = ||ul|* e lembrando que, w, =

U, — u, obtemos
[wal? = (wn, wn) = (un —u = ) = [Jun|* + [Jul|* = 2{up, u),

e consequentemente
lwall* = unll® + flull* = 2]Jull* + o(1),

onde o(1) — 0, quando n — oc.

Logo,
lunll* = Nwall* + [Jull* + o(1). (2.17)

Além disso,
(llual?)? = (lwall® + flull* + o(1))%,

ou seja,
el = llewnll* + lull* + 2llwal* lull* + 2llwal* + 2]Jull* + 1)o(1).

Agora, como {w,} ¢ limitado em HJ (L), segue que (2|w,||*+2||u|*+1) é limitada,

e como o(1) — 0, quando n — oo, tem-se
(2l|wnll* + 2[u* + 1)o(1) — 0.

Assim,
lenlI* = flwnll* + llll* + 2fw, |*[lu]|* + o(1). (2.18)

Por outro lado, como w,(z) — u(z), ¢.t.p. em €, podemos usar o Lema de Brézis-

Lieb (ver Apéndice A, Lema.0.8) e obtemos
lnll3 = Tl = wllz + ullz + o(1),

e portanto,

/Q\un|4dx:/Q|wn]4dx+/9|u|4dx+o(1). (2.19)

Afirmacao: Existe uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal que

lim / |un|2unudx:/ |u|*da. (2.20)
Q Q

n—0o0
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Com efeito, como u,, — u em L3(Q), de acordo com o Lema.0.1 do Apéndice A,

existem uma subsequéncia, ainda denotada por {u,}, e g € L3(Q) tais que

Up(z) — u(z), q.t.p. em €, e

|un ()|, [u(2)] < g(x), ¢.t.p. em Q.

Assim, para qualquer ¢ € C.(Q2) (a colegao de todas as fungoes continuas em €2

cujo suporte é compacto), obtemos

[t (@) [Pun(2) () = |u(z)[Pu(z)p(z), g.tp. em Q,
[lun(@)Pun (@) (2)] = Jup (2)p(2)] < Mg*(z), qt.p. em Q,

em que M = maz,co|e(x)|. Consequentemente, pelo teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue tem-se
lim / ]un|2ung0dx:/ |u|?uipdz. (2.21)
Q Q

n—o0

Agora, observe que H} () estd imerso continuamente em L*((2), entao existe C' > 0
tal que ||uy|ls < Clluy|| <k, com k > 0. Além disso,

3 3
1

3
len Punlls = ([ HaalPuntid)" = ([ fa)*3d) " = ([ funfide)" = el < 5 1= €.

Assim, {|un|?u,} ¢ limitada em L3 (€).
Note que o espaco dual de L3 () é L*(Q) (pois + + 1 =1) e como C,() ¢ denso
3
(ou fortemente denso) em L3 (Q) (ver Teorema.0.11 do Apéndice A) e {|u,|[*uy,} ¢ limitado

em L%(Q), pelo Teorema.0.10 do Apéndice A, segue-se de (2.21) que
[, [Py, — |u|*u em L%(Q),

ou seja, segue-se da definicdo de convergéncia fraca, que

1‘/n2nd:/ 2ubde, 2.92
Jim | funlPungde = | Jul*udde (2.22)
para qualquer ¢ € L4(€).

Particularmente, escolhendo ¢ = u em (2.22), obtemos (2.20). Portanto, nossa

afirmacao ¢ verdadeira.

Por outro lado, note que a derivada do funcional

a b ! A
1(w) = Sl + Zlll* = & [ ufdz = 2 [ jufda,

(I'(u), o) = a/QVquodx—l—b/Q |Vu|2dx/QVqu0dx—u/Q |u|*updr — /\/prdx,
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para toda ¢ € H}(Q).

Agora, lembrando que u,, — u em Hg (), obtemos (u,,u) — (u,u) = |lul|*. Além
disso, como a imersao de H}(€2) em L*(2) é compacta, segue que u,, — u em L*(2), e
consequentemente u, — u em L*(), 1ogo (t,, u)s — (u,u)s = ||ul|3. Com esses resultados
e (2.20) obtemos

(I'(up,),u) = a/ VunVudx+b/ |Vun|2dx/ VunVudx—,u/ | [Punude — /\/ upudx
Q Q Q Q Q
= alful® + blun Pllul* = o [ Jul'de = A [ fufde +o(1)
Agora, por (2.17) tem-se
(1" (). ) = alful + ([l + ul® + o) ul]* = p [ Jul'de =X [ Juldz +o(1).

Consequentemente , como {u,} é uma sequéncia (PS) (veja (2.10)) e ||w,| — [, quando

n — oo, temos

0= lim (I'(u), u) = al|ul|? + b%|ul® + blju|* —M/Q|u|4d:c—)\/9|u|2dx. (2.23)

n—oo
Por outro lado, usando novamente que {u,} ¢ uma sequéncia (PS) e utilizando u como

funcao teste, obtemos
(1) = (' (wn) ) = alfun |2+ bl = o [ unf*dw = A [ fun e (2.24)
Agora note que
alul® +aljwn 2+ bl + bllwn |+ 20w [Pl = o [ Jul*de—p [ Jwnlide =2 [ ulde
= alllal+aall?)+b( a4 a2 |2l ) =g [l + [ fonltde) = [ fulde.
Assim por (2.17), (2.18) e (2.19), obtemos
allul® +alfwn 2+ bl + bllwn |+ 20w [Pl = o [ Jul*de =g [ Jwnlide =2 [ Julde
= a(llunll® + o(1)) + blllunll* + o(1)) — g ( [ funl'de + 0(1)) = A [ Juds
= allunl® + blluall* = g | Jual'de = 2 [ Juf*de + (@ +b— po(1).
Logo, por (2.24), tem-se
allul®+ affwn 2+ bllull =+ bljwn [+ 20l 2l = g1 [ Juldw = [ fuwal*dz =2 [ ful*de
—o(1) + A/ﬂ i — )\/ﬂ luf2dz + o(1) = A </Q Pz — /Q |u|2d:)3> +o(1).
Portanto, usando (2.15), segue que
allul + aljwn |2 + blul|* + blwall + 26w | [ul]* = g | Jul'da

—,u/ |w,,|*dx — )\/ lu|?dx = o(1).
Q Q

Agora, por (2.25), obtemos

(2.25)

allwall* + bllwn[[* + bllwn | [lul* — u/ﬂ [wn*d

= —(allull? + bllull®) = bllwnl®ul* + 1 [ Jul*de+ A [ ful*de+o(1)
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Usando (2.23), tem-se
alfwn | + bllwn | * + bllwn |*|lull* - M/Q [wn|*dz

— bi2|[u|? — u/ lu*dz — )\/ |2 dz — bl|w, |||l + u/ luldz + )\/ ludz + o(1)
Q Q Q Q
= bllul*(?* = [lwal?) + o(1).

Consequentemente, como lim ||w,| = [, temos
n—o0
[+ Bllwnl| + bllwn |2l = g [ fewa|*dz = of1). (2:26)

Finalmente, como [Jul|] < S72||u||, Yu € H}(Q2), temos
/ o < 52 [[wnl|*. (2.27)
Q
Entao, passando limite quando n — oo em (2.26), obtemos
al? + bl* + bl?||ul]* = p lim / lw,|*d,
n—oo JO
e consequentemente por (2.27), tem-se

al® + bl* + bi2||ul|? = p lim / lw,|tde < pS~2 lim [[w,]|! = pS—21
n—oo Q n—oo

Note que al? + bl* < al® + bl* + bl*||u||?, logo

al® +bl* < S~ (2.28)

Como a > 0,b>0e 0 < u < bS?, segue-se de (2.28) que | = 0, pois se for [ # 0,
entdao [2 > 0 e de (2.28) temos a + bl* < uS—2%, logo

aS? +bS*1? < pl?. (2.29)
Agora, como p < bS?, temos I < bS?I? e por (2.29), obtemos
aS% + ’p < aS* + bS?1* < pl?

e portanto aS? < 0 e assim, a < 0, o que é uma contradicdo. Logo, | = 0 e conse-
quentemente u, — u em H}(Q), quando n — co. Isto completa a prova da Proposigao
2.0.3. O

Agora demonstramos os principais resultados do capitulo.

Teorema 2.0.4. Suponha que a,b > 0, 0 < p < bS?, entio a equagdo (2.2) ndo tem

solugao nao nula (isto é, a unica solugao € a solugao nula) para todo 0 < A < al);.
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Demonstragio. Por contradigao, suponha que exista uy € Hj(2) uma solugao niao nula da

equagao (2.2). Entao ug satisfaz a equacao (2.4), isto é
(a + bljuo|*) / (Vug, Vo)dx — u/ ugpdr — )\/ uppdr = 0, Yo € Hy ().
Q Q Q
Agora, usando ¢ = ug, obtemos

(a + bljuol*) /Q(Vuo, Vug)dr — /L/ngu()dx - /\/Qu()uodx

= alluo|® + blluoll* — M/g o |*d — /\/Q luo|2dz = 0.

Assim,
0 = alluo|* + blluo||* — plluollz — Mluoll3- (2.30)
4
De (1.5), temos S? < ”uH4, Vu € Hy(Q) \ {0} entdo, substituindo u = ug, segue que
Ull4
—plluoll? = — = fluo|* 2.31
plluolls = =<3 l[uoll”. (2.31)
S? — 1
Como 0 < p < bS?, entao 2 > (. Da mesma forma, como 0 < A < a);, temos
a)\l - A > 0.
A

1
Além disso, da desigualdade de Poincaré, |jul|3 < )\—HuH2 para todo u € H}(Q),
1

obtemos )
—Aljuoll3 > —)\*1”“0“2- (2.32)

Usando (2.30), (2.31) e (2.32), tem-se
0 = alluo|* + blluoll* — plluolly — Alluoll3

H 4 A 2
> allu 2+b U 1L U — —||w .
= H OH H 0” SQ” OH )\IH OH

Assim,
ary — A bS* —
02 (52 ol + (g5 . (23
_ 2 _
Como ah — A > 0e bS” —n > 0, a desigualdade (2.33) implica que [Jug|| = 0, e

A S?

consequentemente uyg = 0, o que contradiz o fato que ug é nao nula. Isto completa a

demostracao do Teorema. O

Teorema 2.0.5. Suponha que a >0, b >0, 0 < pu < bS?, entio a equagio (2.2) tem uma

solugdo positiva para todo A > al;.

Demonstragio. De (2.13) sabemos que o funcional I é limitado inferiormente em H{(2),
entao

m= inf [I(u)
ueH} (Q)
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esta bem definido.
Afirmamos que para todo A > aA; se cumpre m < 0.

De fato, considere u; = to; € H}(Q) com t # 0, em que p; é a autofuncio

correspondente ao autovalor A\, ou seja, —Ap; = Ajpp. Assim, segue que

/—Agolgoldx = AI/ idx.
Q Q

Agora, pela identidade de Green, obtemos

/Vgplwoldx: )\1/ oidz,
Q Q

logo
1
el = llenlls. (2.34)
1
Entao, substituindo a fun¢ao u; em (2.3), temos

at?

bt it At?
1) = el + “Flenll* = 2 [ fel'de = 5 [ Jerfda

a 5 A 2\ ,2 b 4 M 4\ ,4
= (= -z TRI - ¢,
(5ot = Jheutz) -+ (el - Sl

Assim, por (2.34) segue que

ar; — A b 1
100 = (Z5=2) et + (Gl - Sl .

CL>\1—>\

2\
mente pequeno, pois t* < t? para |t| suficientemente pequeno e diferente de zero. Assim,

Como A > a), temos < 0, o que implica que I(u;) < 0 para |¢| suficiente-
m < I(u;) < 0 para [t| # 0 suficientemente pequeno e portanto, a nossa afirmagao é

verdadeira.

De acordo a Proposigao 2.0.3, o funcional [ satisfaz a condigao (PS)., em que ¢ = mn,
e pelo Lema 2.0.1, existe u, € Hj(2) tal que I(u,) = m < 0. Como I(|u|) = I(u) para
todo u € H} (), segue que, I(Ju,|) = I(u,) = m. Logo |u.| é também um minimizador
para o funcional I, assim, sem perda de generalidade, podemos supor que wu, > 0. Assim
u, é uma solugdo nao-nula e nao negativa da equagao (2.2). Pelo principio do méximo
forte temos u, > 0 em 2. Portanto, u, é uma solu¢gado minimizadora global positiva da

equagao (2.2) com I(u,) =m < 0. Isto completa a demonstracao do teorema. O

A fim de obter um resultado de multiplicidade de solugoes, usaremos o seguinte

Teorema abstrato cuja prova pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.0.6. Seja X um espago de Banach, e I € C*(X,R) uma funcio par que
satisfaz a condicao (PS). Suponha que o < e que I(0) < v ou I(0) > 5. Se, além disso,
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(1) existe um subespago m-dimensional E e p > 0 tal que sup I(t) < [, onde
te ENdB,(0)
9B,(0) = {t € X : ||t = p},

(2) existe um subespago linear j-dimensional F tal que inf,cpi I(t) > «, onde F*+ é um

espaco complementar de F,
(3) m>j,
entao I tem pelo menos m — j pares de pontos criticos distintos.

Teorema 2.0.7. Suponha que a > 0,b > 0,0 < pu < bS?, entdo para qualquer k € Z*
existe A, > 0 tal que a equagdo (2.2) tem pelo menos k pares de solugoes distintas para
todo A > Ay,.

Demonstragdo. A fim de provar o Teorema 2.0.7, precisamos apenas mostrar que o funcional
energia [ satisfaz as condigdes do Teorema 2.0.6. Seja {\;} (com k € Z™') a sequéncia
de autovalores do operador —A com a condicao de fronteira de Dirichlet, ou seja, os
autovalores formam uma sequéncia crescente 0 < A\ < Ay < A3 < -+, em que A\, — o0,
quando k — oco. Sejam y, as correspondentes autofung¢oes normalizadas dos autovalores
Ak

1° Caso: Primeiro vamos considerar o caso quando a > 0. Defina E = span{¢1, va, - , ¢r},
entdo dimFE = k. Agora, seja Ay = a\; > 0 e suponha que A > Aj. Da Proposicao .1.2 do
Apéndice B, temos que |[ul]? < A\g|lul|3 para u € F, dai

A A
—5llulls < =5 lull” (2.35)
Conseqiientemente para qualquer u € E, temos

a b 1 A
() = Sl + Sl = £l = el

De (2.35), segue que

a b 1 A
) < Sl + = Sl = Sl
Fop, 4
e como ZHUHA‘ > 0, obtemos
Iu) < |—— - . 2.36
(< (=)l + F el (2:36)
a/\k - A - .. o
Como A > a), temos o < 0, entao o lado direito de (2.36) pode ser positivo
k
, arp — A b
(para ||u|| grande) ou negativo (para ||u|| pequena). Chamando A = ——— e B = —,

2\ 4
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2 —A : 1 [-A
note que A + Bllu||? < 0 (com u # 0) se |jul| < 5 Assim, tomando p = s\ g ¢
u € 0B,(0) = {ue Hi(Q) | |lul| = p}, temos que

Allul®? + Bllull* = p*(A + Bp?) < 0.

Portanto, por (2.36) temos
I(u) < p*(A+ Bp?) < 0.

Logo, existe p > 0 tal que

sup  I(u) < B <0=1(0),

u€ENOB,(0)

em que 9B,(0) = {u € H}(Q) | |[u]| = p} e B = p*(A+ Bp?). Agora, escolhendo F' = ()
segue que dimF = 0 e temos que o espaco complementar de ' é F+ = H}(€2). Como I é
coerciva e limitado inferiormente em Hj} () para 0 < p < bS?, temos

inf I(u) > —o0.
ueF+

Assim, podemos aplicar o Teorema 2.0.6, com X = H{(Q)) = F*.

De fato, Como I é uma funcao par e de acordo a Proposicao 2.0.3, temos que o
funcional energia [ satisfaz a condigao (PS), e consequentemente satisfaz as hipoteses do

Teorema 2.0.6. Portanto o funcional I possui k — 0 = k pares de pontos criticos distintos.

2° Caso: Agora, para o caso quando a = 0. Para todo u € E, obtemos
b 1 A
I(u) = Zlhull* = £l = 5 .

Usando (2.35) e o fato que %Hu”ﬁ > 0 para u # 0, concluimos que

b A
I(u) < - Jlull* - QTICIIUIIQ-

A
Como — > 0, o lado direito da ultima desigualdade pode ser positivo ou negativo, entao
k
podemos fazer uma andlise andloga ao caso em que a > 0. Logo [ satisfaz as condicoes
do Teorema 2.0.6 para todo A > 0. Portanto, a equacao (2.2) tem pelo menos k pares de

solucoes distintias para todo A > Aj. Isto completa a demonstracao do Teorema 2.0.7. [
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3 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGCOES PARA UM PROBLEMA
DO TIPO KIRCHHOFF COM SINGULARIDADE

Neste capitulo, estudamos o seguinte problema nao-local do tipo Kirchhoff com

singularidade e condigdo de valor de fronteira de Dirichlet

—(a+ b/ |Vul?dr)Au = f(z)u™" — AP, em €,
Q
u >0 em €, (3.1)
u=20 sobre 0f2,
em que 2 C RY (N > 3) é um dominio limitado, 0 < v <1, A >0,0<p<2*—1e

a,b>0, a+b> 0 sao parAmetros. A fungao f € L*()), em que s = com f(x) >0

2*
25417
para quase todo x € 2, e 2* = % denota o expoente critico de Sobolev para a imersao
H;(Q2) em L(2) para todo ¢ € [1,2*]. Lembramos que o espago de Sobolev Hj () esta

equipado com a norma
1
Jull = (] [vudz)’
Q

1
full = ( [ Jufz)”.
Q

O estudo da equagao (3.1) foi motivado pelo trabalho “A uniqueness result for

e o espago L"(€2) com a norma

com 1 <r < oo.

Kirchhoff type problems with singularity” devido aos autores J. F. Liao, X. F. Ke, C. Y.
Lei e C. L. Tang [13].

Uma pergunta natural é se existem solu¢oes para o problema (3.1) em questéo.
No presente capitulo damos uma resposta afirmativa. Além disso, seguindo as ideias de
[13], em que os autores usaram algumas técnicas de andlise, foi mostrado a unicidade de

solugoes para o problema (3.1).

Vale a pena observar que, até onde se sabe (segundo [13]), existe apenas um

resultado de unicidade para o problema tipo Kirchhoff que foi obtido em [1].

O funcional energia correspondente ao problema (3.1) é definido por

a b A 1
I(w) = Ll + 2l 7/ Pty —7/ -7 3.9
() = Sl + Jhalt + 25 [ - - [l 32)

para todo u € H} ().

Como sabemos, o funcional I nao é Fréchet diferenciavel devido ao termo singular,
entao nao podemos aplicar a teoria do ponto critico para obter a existéncia de solugoes

diretamente.
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Definicao 3.0.1. Uma funcao u é chamada de solugao fraca do problema (3.1) se u €
H}(Q) tal que u >0 em Q e

(a+ b/Q |Vul*dz) /Q(Vu, Vo)dr + )\/ﬂuqudx - /Q f(x)u " pdr = 0, (3.3)
para todo ¢ € Hg ().

O resultado principal do capitulo é descrito como segue.

Teorema 3.0.1. Suponha que a,b>0,a+b>0,A>0,0<vy<1,0<p<2*—1,¢
feLs (), em que s = ﬁ;_l,

(3.1) possui uma unica solugio positiva. Além disso, essa solu¢ao € um minimizador global.

com f(x) > 0 para quase todo x € Q. Entao o problema

3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Primeiro notemos que os ntimeros
2% 2%

S=—

2 4v—-1

1
sao conjugados, ou seja, — + — = 1. Entao pela desigualdade de Hoélder, temos
s q

50 (3.4)

/Qf(-?«")\?ﬁ!l_'yalflj < ANl g = 1A 11l

. 1
E claro que 2* > 1 para N > 3, e 1 > 0 pois 0 < v < 1. Entao, como H}(Q)

estd imerso continuamente em L* (2), segue-se da desigualdade de Sobolev que existe

C > 0 tal que
1

T llella" < Cllul ™™,

[

1=

em que C' = > 0 e k é a constante proveniente da imersao. Logo, em (3.4) obtemos

-7
1
=7 fo @l e = Ol (35

Além disso, como A > 0e 0 <p <2*—1, temos

A

Pt /Q u[PHide > 0, Yu € HL(Q). (3.6)

Assim, por (3.5) e (3.6), obtemos

a b A 1
I _ Q2 Oy e / P gy / -7y
(u) = 5 ||ul|* + 4HuH + P A |ul T S Qf(a:')]u\ x

a b
> §HUH2 + ZHUH4 = Ol fllslull™=, Yu € Hy(Q).
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Como 0 < v < 1, segue que 0 < 1 —~ < 1, entdo se ||u|| — oo, o lado direito de

(3.7) tende a +o00, assim o polindémio do quarto grau do lado direito de (3.7) é coercivo e

limitado inferiormente em R. Isto implica que I é coercivo e limitado inferiormente em
H}(Q). Entao

m= inf I(u), (3.8)

u€H (Q)
esta bem definido.
Agora, seja t € R, com t # 0, e considere ug € H}(€2) uma fungao positiva fixada,
isto é, ug(z) > 0, Y € Q. Entao em (3.2), temos
b A
I(tuo) = Siflhuoll + 7 et luoll* + 2ot [ o
-t 1_7/ z)uy Vd.
I [ s

Como0<vy<1,1<p+1<2"e f(x) >0 para quase todo = € (2, note que

1 _

e que o polindémio em [t| do lado direito de (3.9) tem como menor expoente, o nimero
1 —~, pois, como 0 < v < 1, segue que 0 < 1 —~ < 1. Consequentemente, tomando || # 0
suficientemente pequeno, obtemos I(tug) < 0, pois [t|* < [¢t|* < [t|*™7 e [t < |t|' 7.

Assim, como m = inf,c 1) I(u) < I(tup), nés temos que m < 0.

Antes de provar o Teorema 3.0.1, mostraremos o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Suponha que 0 <y <1, A>0,0<p<2*—1,a,b>0coma+b>0ce

feLrLs(Q), em que s = ﬁ;_l,

minimo global em H} (), isto é, existe u, € H} () tal que I(u,) =m < 0.

com f(x) > 0 para quase todo x € 2. Entdo I atinge o

1
Demonstragio. Como m = inf,ep1(q) I(u), dado &, = —, com n € N, existe {u, } C Hi(Q)
n

1

tal que m < I(u,) < m+ —, ou seja, existe uma sequéncia minimizante {u,} C Hj () tal
n

que

lim I(u,) =m < 0. (3.10)

n—oo

a b A 1
I(|un]) = = n i n 4 / n p+1d - / n l_’yd
(funl) = S llTenl[I” + 7 [[Teea]l M 7 d T @) [ d

a 5, b 4 A / 1 / 1
_¢ 0 - dr — —— q

unl? + Sl + =25 [ ol = [ o]
= I(uy,),

entdao podemos supor que u, > 0 para quase todo x € €.
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Por (3.10), sabemos que {I(u,,)} é uma sequéncia convergente em R, logo, ¢ limitada

em R, isto é, existe k > 0 tal que |I(u,)| < k, para todo n € N e consequentemente
a 2, b 4 A / p+l 1 / 1-
a n n n 1 n d - 1 _ mn ’Yd S k
Ml ol + 2 [l = [ @l
Usando (3.5) e (3.6), fazendo u = u,,, obtemos

b
sl + § haall = CUS a7 < e, ¥ € N, (3.11)

Assim, a estimativa (3.11) garante que a sequéncia {u, } ¢ limitada em H} (), pois
se nao fosse limitada, ou seja, se ||u,|| — oo, o lado esquerdo de (3.11) tenderia a 0o, pois,

0 <1—7v<1, o queé absurdo, pois a soma dessas parcelas é menor do que k.

Agora, passando a uma subsequéncia, se for necessario, denotado ainda por {u,} e

sendo H{(2) um espago reflexivo, existe u, > 0 tal que

Up — Uy, fracamente em H(Q),
Uy, — Uy, fortemente em L9, 1 < q < 2%, (3.12)
Un () = ui(z), g.t.p. em €,

quando n — oo.

Agora o0 nosso objetivo é mostrar que u,, — u, em H{(£2), quando n — oo, isto
é, mostraremos que {u,} converge forte a u, no espago H}(€2). Como é usual, pondo

Wy, = U, — U, Precisamos apenas provar que ||w,| — 0, quando n — oc.

Afirmamos que

lim [ W' de = [ T, 3.13
lin [ @l 7 = [ @) (313)
De fato, somente precisamos mostrar que { / f(@)|up|' " "dz,n € N } é equi-absolu-

Q
tamente-continua (Defini¢ao.0.4 do Apéndice A). Assim, lembrando que {u,} é limitado
em H} (), pela imersao continua de H} () em L?* (Q), existe uma constante k > 0 tal

que

[tnllos < kllua|l < C, (3.14)
em que C' > 0 é uma constante.

Para todo £ > 0, pela continuidade absoluta da integral de |f(z)|® sobre €2, com
existe & > 0 tal que / |f(z)]°dz < ¢° para todo E C  com |E| < §.
E

— 2+
s = 2*“1")’—17

Consequentemente, pela desigualdade de Holder e (3.14), temos

[E F(@) fun| Ve < g5 ( /E | f(a:)\sdx)l/s < '

Assim, pelo Teorema de Vitali (Teorema.0.12 do Apéndice A), nossa afirmagao (3.13) é

verdadeira.
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Agora, como u,, — u, em HJ(2), nés temos que (u,,p) — (u., @), Vo € HF (),
quando n — oo.

Entdo, tomando ¢ = u, tem-se {(u,,u,) — (U, us) = |Ju]|?, e lembrando que

W, = U, — Uy, Obtemos
lwall? = {wn, wn) = (un — e, un = ) = [Jun|* + fJal® = 2(un, w.)
e consequentemente
lwall* = llenll* + lusll* = 2fj* + o(1),

em que o(1) — 0, quando n — 0.

Logo,
lunll* = lwall? + lus]|* + o(1). (3.15)

Além disso,
(lual?)? = (lwnll* + [Ju.]* + o(1))%,

ou seja,

= Nwall* + llaee|* + 2l 1 [lal* + 2llwn* + 2fjus]* + 1)o(1).

Agora, como {w,} ¢ limitada em H} (), segue que (2||w,||* +2|u.|*+1) ¢é limitada,

e como o(1) — 0, quando n — oo, tem-se
(2[lwall* + 2flw.]|* + 1)o(1) — 0.
Portanto,

lll® = lwnll® + lluall* + 2flwal*ld* + o(1). (3.16)

Por outro lado, como wu,(z) — u.(z), ¢.t.p. em Q, podemos usar o Lema de
Brézis-Lieb (Ver Apéndice A, Lema.0.8) e obtemos

2 = llun — w3 + JJusll2e + o(1),

Hun

e portanto
Ydx =

d:):—I—/ |lu.|* da 4 o(1), (3.17)
em que o(1) — 0, quando n — 0o.

Agora, por (3.10)

m = Jim ()

N a 2 e 4 p+1 1—y
= i (Gl Fhult+ 3 f bl = [ @),
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e por (3.15) e (3.16), temos

. a b
m = lim (z(llwn\l2 + [Ju[* 4 o(1)) + Z(HwnH‘* + [

e \ 1 1 ) (3.18)
Bl o)+ 2 [ e~ [ o)
+ 2w [|*[[u]I* + o ))+p+1 | [unl" dz T | @)un| Tz
1° Caso: Para 0 < p < 2* — 1.
Por (3.12) e (3.13), segue que
ay e by A / p+1 1 / 1-
= = * - * - * der — —— * 7d
m= gl + el + 2 [ aPide - 2 [ @l
. a 2 b 4 1 2 2
i (Gl + S+ 3l
a b 1
(w+ Jim (Gl + Gl + gl
> 1I(u.)
> m.
Portanto, m > I(u.) > m, e consequentemente I (u.) = m.
2° Caso: Para p =2* — 1.
Em (3.17), em que p + 1 = 2% temos
A . A . A .
?/Q‘u" Yde = §/Q|wn 2 d + §/ﬂ|u*|2 dx + o(1). (3.19)
Usando (3.13) e (3.19) em (3.18), segue-se
b A . 1
m= el a5 [ e do - 2 [ @l
b 1 A .
i (Gl + Pl + bl P+ 3
. a b 1 A .
= 100+ Jim (ol + Sl + gl Pl + 5 ol
> I(u.)
>m,
assim, [(u,) = m. Isto completa a prova do Lema 3.1.1. ]

3.2 PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Agora estamos prontos para provar o teorema principal.

Teorema 3.2.1. Suponha que a,b>0,a+b>0,A>0,0<vy<1,0<p<2*—1,¢
feLs(Q), em que s = ﬁ;_l,

(3.1) possui uma tunica solugio positiva. Além disso, essa solu¢ao € um minimizador global.

com f(x) > 0 para quase todo x € Q. Entao o problema
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Demonstragio. Pelo Lema 3.1.1, existe u, € Hj(2) que é o ponto de minimo para o
funcional /. Além disso, como I(u,) =m < 0 e I(|u.]) = I(u,), obtemos u, # 0 e u, > 0.

Agora, vamos dividir a prova em trés etapas.

Primeiro mostraremos que w,(z) > 0 para quase todo = € €. Na segunda etapa, pro-
varemos que u, ¢ uma solugao fraca do problema (3.1), e na tltima etapa demonstraremos

que u, € a unica solucao do problema (3.1).
Etapa 1: u.(z) > 0 para quase todo x € .

De fato, como u.(x) > 0 para z € §2, para toda ¢ € H}(2), com ¢ > 0 em Q e
t >0, temos I(u.) < I(us +to), pois I(u.) = m = inf,cy1(q) I (w).
Assim,

0< I(u, + t¢t) — I(uy)

1/a b A a b
= 7 (e + 001+ Jlhue + 101 + =25 [ e+ 0 = Sl = e

1
—M/Qf( s + ] 'Vda:——/ |u*|p+1dx+—/ F() | qu:)

1 t?
— < (Sl + taun, ) + =0l + o b, )% Incbn‘*

bt? A
+ btuu*uzw*, O+ S IOl + 0191w, 0) + 2 / . + o]+ da

~ s [ @l 0 = S = = 3 [ o ptida
+ M/Qf(x)!u*\”dw)-
Portanto,
2 bt 20| 412
0 <afu, 9) + !\¢\| + bl *(un, 6) + llu[*ll]
bt?
+bt(u*,¢> +bt2||¢|| (u, )+7||¢||4 (3.20)
/ u*—i—tgb)p“ up+1 /f u*—i—t(b)l v_u de.
p+ 1 t 11—
Afirmamos que
1 .+t p+1 _ , p+l
lim / Rl bkl S / WPdz. (3.21)
t—0+t p+1Ja t Q

Com efeito, sejam wu,, ¢ € LPT1(Q) e t € [0,1], e definimos

h:[0,1] = R

t — (uy + )P

+1
Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,1) com t0 € (0,t) tal que

h(t) = h(0) = W' (0)(t — 0),
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entao (uy + toPH !
- = (G Bty (- 0),
o que implica
POZRO) o, + 01101

Assim, como 6 € (0,1) e t € [0, 1], temos

(U, + t@)PHt — ypt!
t

= (p+ 1)|u, + 0to[?| 9|

< (p+ D)(lu| + |8])"|¢

< (p+ D27 (|u. " + [97) |9

= (p+ 1)2°(Ju.[|g] + [p[P*) =: g € L'().

Assim, usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

1 . +tp)Ptl —ptl 1 .+t — gt
lim / (us + t9) e dr = —— | lim (1 +10) e dx
t—=0t p+1Ja t p+1Jat-ot t
:l/‘uf¢dx,
Q

provando assim, a nossa afirmacao.

Por outro lado, para qualquer z € €2, denotemos

(ue () + ()™ —u,""(x)

h(t) = f(x)

(1 =)t
Entao
()1 = 7)(1(2) + 16(2) 7 = ((ws(0) + t9(@)' 7 — ud ()
H(t) = f() T ,
ou seja,

uy () — (ua () + 7t(2)) (ua() + td(x))
(1 —7)t? '

Sendo u, > 0 em quase todo z € {2, vamos analisar o que acontece com (3.22)

(3.22)

quando consideramos os pontos x € € tais que u, = 0 e u, > 0.
19 Caso: Considere os pontos z € ) tais que u,(z) = 0.

Neste caso

— (vt (x)) (te(x))

KD = ) =

< 0,Vt > 0.

Entao h é nao-crescente.
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29 Caso: Considere os pontos x € € tais que u,(z) > 0.

to(z)

(Ver Apéndice A, Teorema.0.1) e obtemos

(u*(x) + t¢(:c)>7 _ [u*(x)(l + tgb(‘”))r

Como > —1e0 <~y <1, podemos usar a Desigualdade Geral de Bernoulli

de onde segue

| w@) = (e 9t0(2) ) (o) + t0(2) ) <0

Consequentemente, em (3.22), temos

w2 (@) = (w(@) + t(2) (us(2) + t9(2)) ™
(1 =)t T

o que implica que h(t) é uma fungdo nao-crescente para t > 0. Além disso, tem-se

lim A(t) = lim f(z )(u*(x) +t(x))' 7 —ul 7 (x)

t—0+ t—0+ (I =)t

= f(@)u,(x)o(x),

para todo = € Q, que pode ser +oo quando u,(x) = 0 e ¢(x) > 0. Consequentemente,

sendo h(t) uma fungdo nao-crescente para t > 0, pelo teorema da convergéncia mondtona,

obtemos
. t 1—y . t 1—y _ , 1—y
hmi/f u+gz5) us” d:r;—/hmf (u+q§) Yy
t—0t 1 — t Q t—0+ (I =)t

= [ flasoda.

que possivelmente é igual a +00. Usando este fato e (3.21), fazendo t — 07, segue-se de
(3.20) que

0 ofue, ) + bl ) + 7 [ atotr — [ )z gar
Portanto,
[ @ odn < (a ) e, 0) + A [ utoda, (323)
para todo ¢ € H}(€2), com ¢ > 0 em €.
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Seja e; € Hy () a autofungao associada ao primeiro autovalor A\; do operador —A,

assim e; > 0 em Q e |Je;|| = 1. Particularmente, tomando ¢ = e; em (3.23), obtemos

/ fx)u"erdr < (a + bHu*H2) (Us, €1) + )\/ uPleydz. (3.24)
Q Q
Observe que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Holder, temos

(Uy, €1) :/Q(Vu*,Vel)dx §/Q|Vu*] |Vey|dx
< [[Vul2[[ Vel
= [Ju][lle]]
= [Ju] < o0

Além disso,
| uterds < ulafealls,

e como H} () estd imerso continuamente em L*(Q) e em L?(Q), existe k > 0 tal que
/Qupeldl" < [lufllallexlla = lluelizpllenllz < ElluPllex]] = Ellu.|[” < oo.

Consequentemente, por (3.24), temos
/ flz)u,Terdr < oo. (3.25)
Q

Assim, como f(z) > 0 para quase todo x € Q e e; > 0,Vx € Q, a estimativa (3.25)
garante que u, > 0 para quase todo x € €, pois, se fosse u, = 0, o lado esquerdo de (3.25)

seria +00, 0 que é absurdo, pois, por (3.25) sabemos que essa integral é finita.
Etapa 2: u, é uma solucao fraca do problema (3.1).
Afirmamos que a desigualdade (3.23) é verdadeira para todo ¢ € Hj(£2).

Com efeito, da defini¢io de u,, existe € (0,1) tal que u, + tu, € H}(Q) para todo
[t| < 0. Defina ¢ : [—0,d] — R por ¢(t) := I(u, + tu,).

Note que

p(t) = T{(1+t)u.]

1+t b(1+t)* A1+ ¢)ptt
W o LD oy AL g
4 p+1

(1+t)t
S fat s,
e portanto,
¢'(t) = (L +thaflud* + b1 + ) lu* + A1 + t)p/QU’i“dx

(407 /Q Fla)ul~dz.
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Além disso, ¢ atinge seu minimo em t = 0, pois, ¢(0) = I(u.) = m, o que implica
que
¢'(0) = alju.|® + bflu]|* + )\/ Pt dy — / f(x)uldx = 0. (3.26)
Q Q

Agora, sejam ¢ € H}(Q) e € > 0, e definamos ¥ € H}(Q)) por ¥ := (u, +£¢)™,
em que (u, + £¢)" = maz{u, + £¢,0}. Claramente, ¥ > 0.

Seja ) = {z € Q: u, + ¢ < 0}, consequentemente, temos que Qf = {x € Q :
us + ¢ > 0}. Entao substituindo ¢ por ¥ em (3.23), obtemos

0< /Q <a+b||u*||2>(w*,w>dx+A/ngz\pdx—/Qf(x)u,;ﬂpdx

- /Q (a 4 bHu*HQ) (Vatn, V0)da + A /Q WP0dz — /Q F(x)u"0d

+ /Qi <a + bHu*HQ> (Vb V(s + £6))da + )\/Qi W (u, + £)da

[ S + <o)

- /Q (a + bHu*H2>(Vu*, V(us + €0))dx + A/Qg WP (u, + e)dx

- ch(x)u; Y (uy + e¢)dx

Por outro llado, sabemos que Q5 = (2 — (;, portanto

< (/Q—/Ql)wauu*uz)(w*,v(u* +26)) + M (s + £6) — ) (u, —|—€¢)]dx
- (a+bHu*H2><(Vu*,Vu* (Y, Vb )dm+>\/ P (s + £6)da
—/ flx u*—i—é‘gzﬁ)da:—/g (a+b||u*|| )( Vi, Vi) +€(Vu*,v¢))
—A/ upu*+5¢dx+/ “(uy + ed)dx
_ 5/
oA [t — [ flepul de—g/m KaerHu*HQ)(Vu*,Vqﬁ) W

+ o f@)u, " (ue +ep)dr — (/Q1 <a+ b||u*||2>(Vu*7 Vuy)dr + A uf“dx).
Usando (3. 26) tem-se
0 <e <a+b||u*||2> (Vua, Vo) + M — f(2)u —w} dz
—e/ (a—l—bHu*HQ) Vi, Vo) + Ml ¢ dx—l—/ 2 (us +ed)dx (3.27)

—< <a+b||u*||2> Vs, Vg )dz + A uf“dm).
91 971

(a+ Bl ) (v, 6) + M2 — F(@)c6] d -+ alfw P+ bl

dx

Q1

Observe que / f(@)u, " (uy + ep)dr < 0, pois, u, + ¢ < 0 em Q. Além disso,
Q
como A>0,p>0e u*1> 0 para quase todo x € (), tem-se

(a + b||u*||2)(Vu*, Vu,) >0 e ultt >0,
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portanto

/ (a + b||u*||2> (Viu,, Vu)dz + X [ ulTdr > 0.
951

951

Consequentemente, por (3.27) e pelo o que foi feito acima, obtemos

0< g/Q [(a 4 b||u*|\2)(Vu*, V) + P — fleuo| de

_ e/ﬂl KH b|]u*||2>(Vu*, ve) + /\ufjgb} da.

Como [©;] — 0, quando ¢ — 07, dividindo por £ > 0 a ultima desigualdade e

fazendo € — 07, temos

0= [ |(a+blu.l?) (Ve v0) + s — f(aur o] dx,

de onde segue
(a 4 b||u*||2) [ (e, vo)dr + ) [ wpode— [ fpugde >0, (3.28)
Q Q Q

para todo ¢ € H} (). Portanto, esta desigualdade também ¢ vélida para —¢. Entdao nossa

afirmacao estd provada. Note que substituindo ¢ por —¢ em (3.28), tem-se

o+ blluel?) [ (vue, 9(=@)da+ A [ wb(=6)do ~ [ f(a)ur(~¢)da >0,

o que implica
<a + b||u*||2> [(vu,vo)de+ [ wode— [ flapiods <0, (3.29)
De (3.28) e (3.29), temos
(a + b||u*|!2> /Q(w*, vo)dr + )\/Qu{fgbdx - /Q Fla)u ¢de = 0,6 € HL(S).

Assim, u, é uma solucao fraca para o problema (3.1). Além disso, de acordo com
o Lema 3.1.1, temos que I(u.) = inf,cpi(q) I(u). Portanto, a solu¢do u, é um minimo

global para o funcional I.
Etapa 3: u, ¢ a tnica solu¢ao do problema (3.1).

De fato, suponha que v, é outra solugao do problema (3.1). Entao é claro que
u, — v, € Hg(2). Assim, como u, e v, sdao solugoes do problema (3.1), segue de (3.3)

usando ¢ = u, — v, como funcio teste, que
(cH—bHu*HQ)/(Vu*,v(u*—v*))dx—l—)\/ u{f(u*—v*)dx—/ f@)u; " (ue—vy)dx =0 (3.30)
Q Q Q

e

(a—l—b||v*|]2> /Q (Vos, ¥ (us—0,))dz+-A /Q O (s —v. ) da— /Q F(2)0- (us—v.)de = 0. (3.31)
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Subtraindo (3.30) de (3.31), obtemos
a/ [(Vu*, Vs — Vo,) — (Vo,, Vi, — VU*)] dx + )\/ {u{i(u* —v,) — VP (uy — v,) |dx
0 0
bl [ (v, = v = o] [ (T, (. = 0.))da )
QO 0
— / f(z) [u;”(u* —vy) — v, (U — U*)]dx =0,
0
de onde segue que,
alu. —v*||2+b{||u*\|4 . Hu*||2/ (Vaua, Vo, )dz — Hv*||2/(Vv*,Vu*)dac
Q (3.32)
+||vs]| } —I—/\/ « — ) (Ul —ob) dx—/f — v, ) (us — ve)dx = 0.

Denotamos
I (e, v.) = Ju* ~ HU*HZ/(VU*,W*)CM - HU*HZ/(VU*,W*)M+ lo®. (3:33)
Q Q
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Holder, temos
/(Vu*,Vv*)dx g/ |Vuy| |V, |dz
Q Q
< Va2l Vol
= [lu[[va]]-
Portanto, em (3.33), temos

Tty ) 2 [fual|* = fealPlloall = foallPllall + o]l

= (Hael® = ol®) (lhell = -1

(3.34)
(el = Tl ) (el + J e + e ?)
0.

v

Como 0 < v < 1ep>0, pela Proposi¢ao.0.1 do Apéndice A, obtemos as seguintes
desigualdades

(m™ —=n"")(m—n) <0, (M’ —nP)(m—n)>0, Ym,n > 0.
Assim,
| F@) s = v = v)de <0, [ (e = v.)(u = v8)dr > 0. (3.35)
1° Caso: Se a > 0.

Usando (3.33), (3.34), (3.35) e b > 0, segue de (3.32) que
al|u, — v.]|? = —b[uu*|\4 2 / Vi, Vo,)dz — |[v. / (Vo., Vu)dz + o]
Q

—)\/ b—aP dx—i—/ f(z — v, ) (U — vy )dx

Portanto, allu. — v.]|* <0, o que implica que |Ju. — v.||* = 0, e consequentemente u, = v,.



45

2% Caso: Se a = 0.
Note que b > 0, pois, a + b > 0, e usando (3.35) e (3.32), temos

b el = el [ (Vs T ) = ol [ (T, Tu)da + o]

:—)\/ « — Us) (Ul — oP) dx—i—/f =) (ue — vy )dx

de onde segue que, bJ(u.,v,) < 0, e consequentemente J(u,,v,) < 0. Assim, usando esta

ultima desigualdade e (3.34), concluimos que J(u,,v,) = 0. Além disso, obtemos

2
0= (Jlall = lll) (el el + 1o 2) < 0

e como u, > 0 e v, >0, tem-se, ||u.|| = ||v.l.
Agora, observe que

1 = lluwall® = 2{w, v.) + o2

. z(uu*H? - <u*,v*>),

[ = 0.

(3.36)

e como J(uy,v,) = 0, obtemos

I*

loaall® = Nl (et va) = [foal|*(ut, v2) + [Jva]|* = 0.

Logo, como ||u.|| = [|v.]|, segue que
2]uall* = 2flw*{us, vi) =0,

e consequentemente,
2l Nos ? = Gy )) = 0.

Como u, > 0, segue que ||u.* — (us, v.) = 0.

Logo, por (3.36), segue que ||u. — v,]|> = 0, e consequentemente u, = v,.
Assim, para todo a > 0, temos u, = v,. Portanto, u, é a tnica solugao positiva do

problema (3.1). Isso completa a demonstragao do Teorema 3.0.1.

]



10

11
12

13

14

15

16

46

REFERENCIAS

Anello, G. A uniqueness result for a nonlocal equation of Kirchhoff type and some
related open problem, J. Math. Anal. Appl. 373 (2011) 248-251.

Badiale, M. and Serra, E. Semilinear Elliptic Equations for Beginners, Fxistence
Results via the Variational Approach. Springer-Verlag London, 2011.

Brezis, Haim. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations.
Springer Science & Business Media, 2010.

Brezis, H. and Nirenberg, L. Positive solutions of nonlinear elliptic equations involving
critical exponents. Comm. Pure Appl. Math. 36 (1983) 437-477.

Chang, Kung-Ching. Methods in nonlinear analysis. Springer Science & Business
Media, 2006.

Evans, Lawrence C. Partial differential equations, Vol. 19, American Mathematical

Society, U.S.A., 1988.

Folland, Gerald B. Real analysis: modern techniques and their applications. Vol. 40.
John Wiley & Sons, 1999.

Gilbarg, D. and Trudinger, N.S. Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order. Springer, 2001.

Herman, J. ; Kucera, R. and Simsa, J. Fquations and Inequalities: Elementary
Problems and Theorems in Algebra and Number Theory. Springer Science & Business
Media, 2000.

Huang, Y.S. ; Liua, Z. and Wu, Y.Z. On finding solutions of a Kirchhoff type problem,
Proc. Amer. Math. Soc. 144 (2016) 3019-3033.

Kirchhoff, G. Mechanik. Teubner, Leipzig, 1883.

Lei, C.Y. ; Liao, J.F. and Tang, C.L.. Multiple positive solutions for Kirchhoff type of
problems with singularity and critical exponents, J. Math. Anal. Appl. 421 (2015)
521-538.

Liao, J.F. ; Ke, X.F. ; Lei, C.J. and Tang, C.L. A uniqueness result for Kirchhoff type
problems with singularity. Applied Mathematics Letters, 59 (2016), 24-30.

Liao, J.F. ; Ke, X.F. ; Liu, J. and Tang, C.L. The Brezis-Nirenberg result for the
Kirchhoff-type equation in dimension four. Applicable Analysis, 97.15 (2018)
2720-2726.

Liao, J.F. ; Zhang, P. ; Liu, J. and Tang, C. Existence and multiplicity of positive
solutions for a class of Kirchhoff type problems with singularity, J. Math. Anal. Appl.
430 (2015) 1124-1148.

Lions, J-L. On some questions in boundary value problems of mathematical physics,
Contemporary Developments in Continuum Mechanics and Partial Differential
Equations, Rio de Janeiro (1977), Math. Stud., vol. 30, North-Holland, Amsterdam,
(1978), 284-346.



47

17 Liu, X. and Sun, Y. Multiple Positive Solutions for Kirchhoff Type Problems with
Singularity, Commun. Pure Appl. Anal. 12 (2013) 721-733.

18 Mawhin, J. and Willem, M. Critical Point Theory and Hamiltonian Systems.
SpringerVerlag, New York/Berlin, 1989.

19 Medeiros, L.A. and Miranda, M.M. Espacos de sobolev. IM-UFRJ, Rio de Janeiro, RJ,
Brasil, 2000.

20 Naimen, D. On the Brezis-Nirenberg problem with a Kirchhoff type perturbation. Adv.
Nonlinear Stud. 15 (2015) 135-156.

21 Naimen, D. The critical problem of Kirchhoff type elliptic equations in dimension four.
J. Differential Equations 257 (2014) 1168-1193.

22 Manuel A. del Pino. A global estimate for the gradient in a singular elliptic boundary
value problem. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh Section A: Mathematics,
122(3-4), 341-352.

23 Rabinowitz, Paul H. Minimax Methods in Critical Point Theory with Applications to
Differential Equations. American Mathematical Society, 1988.

24 Rudin, Walter. Real and Complex Analysis. 3th Ed., McGraw-Hill, New York/London
etc. 1987.

25 Willem, Michel. Minimax theorems. Vol. 24. Springer Science & Business Media, 1997.

26 Yosida, Kosaku. Functional analysis. Repr. of the 6th ed. (1994).



48
APENDICE A - DEFINICOES E RESULTADOS
Neste apéndice enunciaremos as defini¢oes e resultados que foram utilizados no

decorrer deste trabalho.

Teorema .0.1 (Desigualdade Geral de Bernoulli). Se z,p € R, em que x > —1,
p>0ep+#1, entio
(I+2)P <1+4+pz, com0<p<l.

Demonstragao. [9]. O
1 1
Teorema .0.2 (Desigualdade de Young). Sejam p,q € (1,00) tais que — + — = 1,
P q
entao
ab bl
ab < — + —, coma,b> 0.
p q
Demonstragao. Ver [6]. O

Proposicao .0.1. Sejam r,p € R tais que 0 <r <1 e p > 0. Entao para todo m,n >0
se cumpre
(m™ —=n"")(m—n) <0, (m’—n")(m—n)>0.

Demonstragio. Considere a funcao o(t) = tP para t € (0,00). Note que ¢'(t) = ptP~1 >0
para t € (0,00). Assim, p(t) é estritamente crescente para t € (0, 00).

Suponha, sem perda de generalidade que m > n, entao m —n > 0 e p(m) > ¢(n),
ou seja, m? > nP, logo (m? —nP)(m —n) > 0.

Agora, se m = n, claramente temos que (m? —n?)(m —n) = 0.

Isto mostra que (m? —nP)(m —n) > 0 e a igualdade é véilida quando m = n.

Por outro lado, considerando g(t) = ¢t~" para t € (0,00), em que —1 < —r < 0,

tem-se ¢/(t) = —rt™""' < 0 para t € (0,00). Assim, g(t) é estritamente decrescente

para t € (0,00). Entao, fazendo uma andlise semelhante ao que fizemos acima, obtemos

-r

(m™" —n"")(m —n) <0 e aigualdade é vilida quando m = n. O

Definig¢ao .0.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Uma medida com sinal em (X, M)

¢ uma fungio v : M — [—00, 00| tais que
(i) v(0) = 0;
(ii) v assume pelo menos um dos valores £00;

(iit) se{E;} é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entao v(UYF E;) = >3 v(E)),

onde a ultima soma converge absolutamente se v(UT° E;) € finito.
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Assim, toda medida é uma medida com sinal. Para énfase, ds vezes nos referimos a
medidas como medidas positivas.

Observacao .0.1. Se pu é uma medida em M e f : X — [—00,+00] € uma funcao

mensurdvel tal que pelo menos /f+du o /f_du ¢ finita (nesse caso chamaremos a f

de fungdo estendida p — integravel ), entao a fung¢io v definida por v(E) = / fdup € uma
E

medida com sinal.

Definicao .0.2. Suponha que v é uma medida com sinal e i € uma medida positiva em

(X, M). Dizemos que v é absolutamente continua em rela¢io a p e escrevemos
v p
se V(E) =0 para todo E € M para o qual j(E) = 0.

Teorema .0.3. Sejam v uma medida finita com sinal e p uma medida positiva em (X, M).

Entao v < 1 se, e somente se, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |V(E)| < e sempre que
u(E) < 6.

Demonstragao. Ver [7]. O

Se p ¢ uma medida e f é uma funcao pu —integravel, a medida com sinal v definida

por v(E) = / fdu é absolutamente continua em relagao a pu; e é finita se, e somente se,

fe L' ().

Corolario .0.1. Se f € L*(u), para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

/ fdu’ < g sempre
E
que u(E) < 0.

Definicao .0.3. Seja (X, M, ) um espago de medida. Se f é uma fungao mensurdvel em

10, = ([ 1sran) e

P X, M,pu)={f: X =R | f é mensurdvel e | f]|, < co}.

X e 0 < p< oo, definimos

Denotaremos LP(X, M, i) como LP(X) ou simplesmente como LP.
Observacgao .0.2. Para 1 < p < oo LP(X) € um espago vetorial e || ||, € uma norma.

Teorema .0.4. Para 1 < p < oo, LP(X) € um espago de Banach.

Demonstragao. Ver [7]. O

Observagao .0.3. No espago (X, M, i), se u(X) < oo, entdo L> C LY C LP C L', para
l<p<qg<oo.
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Teorema .0.5 (O Lema de Fatou). Seja (X, M, ) um espaco de medida. Se {f,} é

qualquer sequéncia em L7 (espago de todas as fungoes mensurdveis de X em [0,00]), entdo
/(lim inf f,,) <lim inf/fn.

Demonstragao. Ver [7]. O

Teorema .0.6 (O Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja { f,}

uma sequéncia em L' tal que

(a) fn— f em qtp., e,

(b) existe uma fungio nao-negativa g € L' tal que para todo n tem-se | f,| < g em q.t.p.

Entio f € L e/f:nli_}nolo/fn.

Demonstragio. Ver [7]. O

Teorema .0.7 (Desigualdade de Holder). Suponha que f € LP e g € LY com p,q €
1 1

[1,00] e =+ = =1. Entdao fg€ L' e
P q

[1591 <1 sl

Demonstragao. Ver [3]. O

Teorema .0.8 (Lema de Brézis-Lieb). Sejam Q un subconjunto aberto de R™ e {u,} C
LP(Q2), com 1 < p < oo. Se

a) {u,} € limitada em LP(Q),
b) u, — u em q.t.p. em ), entdio
Tim (a2 — e — ) = [,

Demonstragio. Ver [25]. O
Proposicao .0.2. Seja {z,} uma sequéncia num espago de Banach E. Entdo
(i) x, — x se, e somente se, {f,x,) — (f,x) Vf € F'.
(it) Se x, — x, entdo x, — x.
(iii) Se x, — x, entdo {||x,||} € limitado e ||z|| < lim inf]||x,|.
(iv) Se x, — x e se f,, = f em E' (isto €, ||f, — fllgr — 0), entao (f,,xn) — (f, ).

Demonstragio. Ver [3]. O
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Teorema .0.9. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada tem subsequéncia fraca-

mente convergente.

Demonstragio. Ver [26]. O
Observacao .0.4. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Lema .0.1. Sejam Q un subconjunto aberto de R" e 1 < p < oo. Se v, — u em LP(Q),
existem uma subsequéncia {w,} de {v,} e g € LP(Q) tal que, quase em todas partes de 2,

wa(2) = u(z) e fu(@)], |wa ()] < g().
Demonstragio. Ver [25]. O

Teorema .0.10. Uma sequéncia (x,) de um espago vetorial normado X converge fraca-

mente a um elemento v € X se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:
i) sup ||z, < oo, e
n>1

it) dim f(zn) = f(z), para todo f € D' onde D' é um subconjunto fortemente denso de
X'

Demonstragio. Ver [26]. O

Teorema .0.11. Para 1 < p < oo, C.(X) € denso em LP(9).

Demonstragio. Ver [24]. O

Definicao .0.4. Seja M = {f(z)} uma familia de fungoes integrdveis definidas num

conjunto §2. Se para todo € > 0 existe um § > 0 tal que as relagoes
EcCQ, |E| <,

impliquem que

<&,

‘[Ef(x)da:

para todas as funcoes da familia M, entdo, dizemos que as fungoes da familia M tém

integrais equi-absolutamente-continuas.

Teorema .0.12 (Teorema de Vitali). Seja (X, M, 1) um espago de medida positivo.
Um conjunto ® C L*(X) chama-se uniformemente integrdvel se para cada € > 0 existe um
0 >0 tal que

/ fdp < e,
E
sempre que f € ® e u(E) <6, em que E C M. Se

i) p(X) < oo,



it) {fn} € uniformemente integravel,
iii) fo(x) = f(x),q.t.p. quando n — oo, e
) |f(x)] < o0, q.t.p.,

entio f € LY(X) e

lim [ 1.~ fldp = 0.

n—oo

52
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APENDICE B - ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao, apresentaremos os resultados mais usados sobre Espacos de Sobolev.

Definigao .0.1. Um vetor da forma o = (o, ..., ), onde cada componente o; é um
inteiro nao-negativo, € chamado de multi-indice de ordem |a| = oy + ... + . Se x € R”

e a € um multi-indice, definimos

ollu(x)

Dou(z) = zar—rt

e %1 v
_axl 890:

Sejam p € [1,+00], m € N e Q C RY um aberto.

Definimos o espago W™?(§2) como sendo
WmP(Q) = {u € LP(Q); Du € LP(Q),Va € NY com |a| < m}
cuja norma ¢ definida por:
1/p
[ullwmr) = ( > ||D°‘U||§) 1<p<oo,

0<|ar|<m

e para p = oo é dada por

— (03
fullwmmiey = max 1Dl

Chamamos os espagos normados W"?(§2) de espagos de Sobolev.

Teorema .0.1. Para cadam =1,... el <p <00, o espago de Sobolev W™P(Q) é um

espaco de Banach.

Demonstragio. Ver [6]. O

Observacgao .0.1. Se p = 2, denotamos o espago de Sobolev W™P () por H™(2).

O espago H™ () € um espago de Hilbert com o produto interno dado por:

(U/, U)m = Z (Dau, DaU)LQ(Q)

0<|r|<m

para todo u,v € H™(Q)) e é denominado espago de Sobolev de ordem m.
Definigao .0.2. Denotaremos por Wy""(Q) o fecho de C§°(2) em W™P(Q), isto é

m Syl lwm
Wo™(€) = C°(9) :

Assim, u € W3"P(2) se, e somente se, existem fungoes uy, € C§°(Q) tal que ux — u
em W™P(Q).

Quando p = 2, escrevemos H{*(€) em lugar de W7"?(Q).
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.1 IMERSOES DE SOBOLEV

Apresentaremos os teoremas de imersoes dos espacos de Sobolev.

Definigao .1.1 (Imersdao Continua). Dizemos que o espag¢o normado (X, |.||x) estd

imerso continuamente no espago (Y, ||.|ly) e escrevemos X — Y quando,

(i) X for subespaco vetorial de'Y,
(ii) A aplicagio inclusao
1: X =Y
ri(r)=x
¢ continua, isto €, existe M > 0 tal que ||i(z)||y < M||z||x, para todo x € X.
Definicao .1.2 (Operador Linear Compacto). Um operador linear T : X — Y € dito

compacto, se toda sequéncia limitada (x,) C X € levada em uma sequéncia T (x,) que

admite uma sequéncia convergente em Y.

Defini¢ao .1.3 (Imersao Compacta). Dizemos que o espa¢o normado (X, ||.||x) estd

imerso compactamente no espago (Y,||.|ly) e escrevemos X —— Y quando,
10 X =Y
r—i(x) =x
¢ um operador linear compacto.

Teorema .1.1 (Teorema das Imersdes Continuas). Sejam Q C RY um dominio
limitado com fronteira suave, m > 0 el < p < oo. Entao, para qualquer 7 > 0 as imersoes

abaizo sao continuas:

: N i+m, B Np .
(i) Sem < Z, WIHme(Q) — W(Q),p < ¢ < 325
(ii) Sem = T Witm?(Q) — W7(Q),p < g < oo

(iii) Sem > 5 Witme(Q) — CL(Q);

(iv) Sem —1< Y <m Witr?(Q) — C7(Q),0 <a<m— Y.
P P

Demonstragio. Ver [19)]. O

Observacio .1.1. C4(Q) € o espago das fungies u € CI(Q) tais que D, para || < j é
limitada em ), cuja norma é
oy = Dou(x)|.
HUHCJB(Q) Ogllg‘)éj ilelg | D%u(z)|

Teorema .1.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q@ um dominio regular limitado,

720, m>1el<p<oo. Entao, as imersoes abaizo sao compactas:
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(i) Sem < X Witme(Q) — Wii(Q),1 < ¢ < 22
(i) Se m = %, Witmp(Q) — Wo(Q),1 < ¢ < oo;
(iii) Sem > 2 WItme(Q) — CF(Q2) e WHH™P(Q) — WH1(2),1 < ¢ < oo;

(iv) Sem —1 < ¥ <m Witmr(Q) — C1*(Q),0 <a <m— Y.
p p

Demonstragio. Ver [19]. O

Teorema .1.3 (Identidades de Green). Seja 2 C R"™ um dominio onde vale o teorema

da divergéncia e sejam u,v € C*(Q2). Entdo valem as sequintes identidades:

(i) Primeira Identidade de Green

ou

s
Qvén %

/Q(UAU + VoVu)dzxdy = /a

(ii) Segunda Identidade de Green

/Q(vAu — uAv)dxdy = /an (vgz - u?i) ds,

em que a% ¢ a derivada direcional na direcao da mormal unitaria exterior n.

Demonstragio. Ver [6] O
Teorema .1.4 (Principio do Méximo). Seja u € H} () solugio de

—Au+Iu=h emQ,
u=0 sobre 012,

em que h € L* (), X\ um parametro real nao-negativo e h > 0 em Q. Entdo u > 0 em €.

Além disso, se h > 0 em um conjunto de medida positiva, entdo u > 0 em §2.

0
Se u € CY(Q), entio a derivada normal exterior a—u(a:) <0, para todo x € Q.
Ui

Demonstragio. Ver [6]. O

Teorema .1.5 (Principio do Maximo Forte). Sejam Q C RN um aberto e u €

C*() N C%Q) com Au >0 (Au < 0) em Q e suponha que existe um ponto y € Q tal que
u(y) = supu (inf u) :
Q Q
Entao u é constante.

Demonstragao. Ver [8]. O
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Teorema .1.6 (Principio do Maximo Fraco). Sejam Q@ C RY um aberto e u €
C*(Q) N CQ) com Au >0 (Au < 0) em Q. Entio

supu = sup u (infu = inf u) .
9 o0 Q o

Demonstrag¢io. Ver [8]. O

Teorema .1.7. (Desigualdade de Poincaré) Se 2 C R" é um conjunto aberto, conexo

e limitado, entao existe uma constante positiva C' (que depende de n e Q) tal que
ullz2 < ClIVullrye2, para todo u € Hy(S2).

Demonstragio. Seja Q = (0,a)™ um cubo em R™ que contém 2.

Dado u € W'%(Q), temos uma extensao @ de u por zero no cubo Q. Logo,
- 1,2 _ _
ueWo™(Q), llullez) = lullrzy € [Vullra@) = IVallra) -

Assim, para qualquer funcdo u € C§°(2), temos
Tn
U(Qfl,l'g,"' wxn):/o Uy, (.1'1,“‘ 7xn717t>dt'

Logo,
2

Tn
/0 Uy, (T1, T, ,xy_q,t)dt

— ([ e a2, ) ||1|dt>2,

e consequentemente, pela desigualdade de Holder, nés temos que
lu(2)]? < /0 g, (1, s+ T, )| 20l /0 124t

= !%!/0% |t (21, T2, -+, T, 1) Pdt

a
S a/O ‘uazn(mlax%"' 7xn717t)‘2dt'

Usando o teorema de Fubini, temos
a
/ lu(z)[Pdx < / a/ g, (21, T2, -+, Tp1,t)|*dtdx
Q o Jo
S CL2 /Q |uzn($17 Lo, axn717t>’2dx
< ag/ |Vu|*dx.
Q

Portanto,

lull2) < al| Vul| L)z, para todo u € C5°(£2).

Assim, pela densidade de C°(Q) em H} (1), temos que

ull 20 < al|Vullpg)2, Yu e H&(Q).
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Corolario .1.1. As normas || - || de HY(Q) e || - ||2 de L*(Q) sdo equivalentes.

Demonstrag¢ao. Ver [19]. O

Definigao .1.4. Denotaremos por A (satisfazendo 0 < Ay < Ay < -+ < N\, < -+ ) com
k € N, os autovalores associados as autofuncoes o1, pa, ..., do problema com condigao de

Dirichlet abaizo:

—Au=Xu em ),
(-1)

u=>0 sobre €.

Proposicao .1.1. Seja 2 C R™ um aberto limitado. Entdo o problema de autovalor
—Au = Mu, em Q, comu € H} (),
possui um numero infinito enumerdvel de autovalores
0<h <A< <A<
tais que
Aj — 00,

e as autofungoes {p;} constituem um sistema ortonormal completo para L*(SY), isto é,
v = Z a5
i=1

para todo v € L*(Q). Em particular,

oo

]2 =D (v, :)3.

i=1
Além disso, para todo v € Hy(Q) vale
[Voll3 = > Xilv, @i)3-
i=1
Proposigao .1.2. Seja {p,} a sequéncia das autofungdes autonormais em L*(Q) associadas
aos autovalores \;. Definindo HY = W & X, em que W = span{p1,...,pr} e X = Wt =

|
ll-1l g2 . . .
span{Qr+1, Pri2, -} 09 temos a sequinte estimativa:

ul|* < Mel|ull3, Yu € W.

Demonstracio. Seja u € W, entdo existem numeros reais «; com 1 < ¢ < k, tais que
k
i=1
Usando a integracao por partes e o fato de ¢; ser autofuncao associado ao autovalor

Ai do problema (.1) com (g;, p;j)2 = / wipjdr = 0 para i # j (pois os ¢; sdo ortonormais
9)
em L%()), obtemos:

k k
|/ ? :/QVuVudx:/Q—Au udx :/Q <Zai(—A<pi)> (Zai%) dz.
i=1 i=1



Agora, como —Ag; = \;p;, segue que
k k k
|| = / <Z ai)\igpi> (Z aigoi> dx = / > Naleide
8 \i=1 i=1 Qim1
k k k
< Ak /Q Z%Z%de = )\k/g (Z 041'%‘) (Z CYz'%') dx
i=1 i=1 i=1

_ Ak/ﬂ a2 da = Ag|ul|2.

28
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APENDICE C - CALCULO DIFERENCIAL PARA FUNCIONAIS REAIS

Neste apéndice apresentamos uma breve revisao de defini¢oes e resultados impor-
tantes do calculo diferencial para funcionais reais definidos num espago de Banach. Além

disso, mostraremos que o funcional com o qual trabalhamos no capitulo 2 é de classe C*.

Definicao .0.1. Sejam X wum espaco de Banach, U um subconjunto aberto de X e
I : U — R um funcional. Dizemos que I é Fréchet diferenciavel em u € U se existe

A€ X' tal que
lim Iu+v)—I(u) — Av

Ivli—0 o]

—0. (1)

Assim, para uma funcao diferenciavel I, temos
I{u+v) = I(u) = Av = of[Jv])
quando |[v|| = 0 para algum A € X'.

Definigao .0.2. Seja [ : U — R diferencidvel em u € U. O tnico elemento de X' tal que
vale (.1) é chamada a diferencial Fréchet de I em u e é denotada por I'(u) ou por dI(u).
Assim devemos ter

I(u+v) =1(u) + I'(u)v + o(||v]])

quando ||v]| — 0.

Definicao .0.3. Seja U C X um conjunto aberto. Se o funcional I é diferenciavel em
todo uw € U, dizemos que I é diferenciavel em U. A aplicagio I' : U — X' que leva u € U
em I'(u) € X' é chamada derivada Fréchet de I. Se a derivada I' é continua dizemos que

I é de classe C' em U e escrevemos I € C1(U).

Proposicao .0.1. Suponha que I e J sao Fréchet diferencidveis em v € U C X. FEntdo

valem as sequintes propiedades:

(1) se a e b sio nimeros reais, al + bJ é Fréchet diferencidvel em u e
(al +bJ) (u) = al'(u) + bJ'(u),
(2) o produto 1J é Fréchet diferencidvel em u e
(IJ) (u) = J(u)I'(u) + I(u)J' (u).
Demonstragao. Ver [2]. O
Proposicao .0.2. Sejam X um espago de Hilbert e J um funcional dado por
J(u) = ||ul|?, Yu € X.

Se J'(u)v = 2(u,v), em que (-,-) denota o produto interno sobre X, entio J € C*(X).



60

De fato, como
Ju+v) —J(u) — J (v = ||u+v|* = ||ul|* = 2{u,v) = ||v|? Yu,v € X,
passando o limite, quando ||v|| — 0, obtemos
J(u+v)—Ju) = J(u)v = ov]).

Portanto, o funcional J é Fréchet diferenciavel. Agora, sejam (u,) uma sequéncia em X e

u € X tal que u, — u em X, quando n — oo. Entédo, para v € X com |[[v|| = 1, temos
(S (un) = J'(u))o] = [2(un, v) — 2(u, V)| = 2[(un — u, v)| < 2||un — ulf[|v]].

Dai
[ (wn) = I (u) | xr < 2[Jun — ul],

donde segue que

J (up) = J'(u) em X', quando n — oo,

mostrando a continuidade de J'. Assim J € C'(X).

Proposicao .0.3. Seja X um espago de Hilbert. Pelo item (2) da Proposi¢io 2.0.1 e o

exemplo anterior temos que o funcional ® dado por
®(u) = |ull* = [lull*||ul?,
¢ Fréchet diferencidavel para todo u € X.

Além disso, se ®'(u)v = 4||ul]*(u,v) entdo ® € C1(X).

De fato, sejam {u,} uma sequéncia em X e u € X tal que u,, - v em X, quando

n — oo. Entao, para v € X com [[v]| = 1, temos

(@ (un) — ' (u))v] = A ] [* (i, v) — [ * ()]
=4[ 1* e, ) = [l [1*C, 0) + [, v) = [Jul*(u, )]

= 4 [Jun|*(un — u,0) + (lunll® = [[el*){u, v)]-
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
(@ (un) — @' (w))v] < Allunl*llun — ullllvll + 4(/llwnll = lulll [llwnll + TulDllllvl,
e lembre que |||a]| — ||b]|| < ||Ja — b para todo a,b € X, entao

(@ () — © (u))o] < 4l un|?|in — ]| + 4t — wl| (|l + [l )]
= 4t — ] (el + el + el 1)) -

Dai
19 () — @' (u)||x < AC|Jup — ul,
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em que € = Junll? + (] + lul) . Logo segue que
' (u,) = ®'(u) em X', quando n — oo,

mostrando a continuidade de ®'. Assim ® € C*(X).

Agora introducimos uma no¢ao mais fraca de diferenciabilidade.

Definigao .0.4. Sejam X um espaco de Banach, U C X um conjunto aberto e I : U — R
um funcional. Dizemos que I é Gateaux diferencidvel em u € U se existe A € X' tal que,

para todo v € X,
lim I(u+tv) — I(u)

t—0 t

= Av. (.2)

Se I é Gateauz diferencidvel em u, existe um unico funcional linear A € X' que satisfaz
(.2) e € denotada por I}, (u).

Pela mesma definicdo de diferenciabilidade de Fréchet, é claro que se I é Fréchet
diferenciavel em u, entao também é Gateaux diferenciavel em u e I'(u) = If,(u). Mas a
reciproca nao é verdade. Além disso, se o funcional I é Gateaux diferencidvel em todo
u € U C X em que U é um conjunto aberto, dizemos que I é Gateaux diferenciavel em U.
A aplicacao I, : U — X' que leva v € U em I;(u) € X' é chamada a derivada de Gateaux
de I.

Proposicao .0.4. Suponha que U C X € um conjunto aberto, que I é Gateauz diferencidvel

em U e que I, é continua em uw € U. Entao I é também Fréchet diferencidvel em u e

I'(u) = If(u).
Demonstragio. Ver [5]. O

Proposigao .0.5. Sejam Q C RY (com N > 3) um dominio limitado com fronteira suave

e P uma funcdo definida por
3
P(e,€) = [ h(a.t)dt,
0
tal que h satisfaz as sequintes condicoes:
(i) h(z.€) € C(AX R,R),
(it) Ezistem constantes a,b > 0 tais que

N 42
N-—-2

|h(z, &) <a+blE]°, Ve Qe eR, coml<s<

Entio o funcional ¥ : H}(2) — R dado por

U(u) :/QP(x,u)dx,

¢ de classe C'(HY(Q),R).
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Demonstragio. Ver [23]. O

Agora mostraremos que o funcional energia I do capitulo 2 é de classe C'(H}(Q2),R),

onde [ esta definido por
Iw) = Sl + Ul = [ fuptde =2 [ uPde, vae @), (3)
2 4 4 Ja 2 Jo ’ o
e seu derivada é

I'(u)p = a/ Vqu&da:—i—b/ |Vu|2dx/ VuVeds —,u/ |ul*updr — )\/ updz
Q 0 Q Q Q

(a+b||u||2)/ VuVeds —,u/ [u*updr — )\/ wepdz
Q Q Q

para todo p € H} ().

Observe que o funcional f : Hj(2) — R definido por

_ay o by
Flu) = Sl + 2,
é de classe C'(H} (), R), isto devido aos Exemplos .0.2 e .0.3.
Agora, seja o funcional ¢ : Hj(Q2) — R definido por
gw) = [ [u*da.
0
e considere
g (u)v = 2/ uvdz.
Q
Mostremos que g é de classe C*(H}(Q2),R).
Sejam u,v € H}(Q), entdo
lg(u+v) — g(u) — ¢'(u)v] = ]/ lu — v|*dx —/ u|?dx — 2/ uvdx|
Q Q Q
2 2
pu— d pu— .
| [ v*dal = oll
Como H} () esta imerso continuamente em L?((2), temos
l9(u+v) = g(u) = g'(wv| = vz < ClJv]]*, com C > 0.

Logo, passando o limite, quando ||v]| — 0, temos que g é Fréchet diferencidvel.
A seguir mostraremos que ¢’ é continua.

Sejam {u,} uma sequéncia em H}(Q) e u € Hy(Q) tal que u, — u em Hj (),

quando n — oo. Entdo, para v € H}(Q) com [jv|| = 1, temos

(g (un) — ' (w))v] = 2| /Q(un — wvdz| = 2[{un — u,v)s| < 2ffun — ull2|[v]]2-
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Como HJ(Q) esta imerso continuamente em L?(€), obtemos
(9" (un) = ' (w))o] < 2K |Jun = ull[|v]], com K > 0.

Dai
19" (un) = ¢' (W]l 1)y < 2K|Jun — ull,

donde segue que ¢'(u,) — ¢'(u) em (H}(Q)), quando n — oo, mostrando a continuidade
de ¢'. Assim g € C'(H}(Q),R).

Finalmente mostremos que o funcional ¥ : H}(Q) — R, dado por

1
U(u) = Z/Q|u]4dx,

é de classe C'(H} (), R).
Definamos g(z,t) = t3, para todo r € Q e t € R com N = 4. Entao

lg(z,8)] = [t} < o+ |t, com a > 0.

Considere o funcional .J, dado por

Jy(u) = /QH(x,u)dx, em que H(x,t) = /Otg(x,s)ds.

Jy(u) = /Q (/Ou s3ds) dx = le/Qu‘de.

Entéo pela Proposi¢ao .0.5, ¥(u) = J,(u) é de classe C*(H}(Q),R).

Observe que,



