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RESUMO

Neste trabalho, ¢ investigada a estrutura candnica do setor de calibre CPT-par do
modelo padrao estendido (MPE) acoplado com um termo de Proca, através do método
de Dirac para sistemas vinculados e de uma forma aprimorada do método gauge unfizing
(GU). O setor de calibre do modelo padrao estendido completo contém 23 pardmetros
que quebram, espontaneamente, a invariancia de Lorentz. 19 dos 23 parametros estao
contidos no termo CPT-par. O setor de calibre CPT-par ¢ originalmente um sistema
invariante de calibre (que apresenta vinculos de primeira classe em sua estrutura), mas,
acoplado com um termo de Proca, tem a sua simetria de calibre quebrada, fazendo com
que este modelo passe a ter vinculos de segunda classe. Sendo assim, sao calculados
os parénteses de Dirac do modelo. Através do método GU aprimorado, converte-se o
modelo com vinculos de segunda classe em um modelo com vinculos de primeira classe
e, assim, simetrias escondidas na estrutura Hamiltoniana sao reveladas. Foram obtidos
dois modelos invariantes de calibre, nos quais os parénteses de Poisson envolvendo as
variaveis de primeira classe do espago de fase sao consistentes com os parénteses de Dirac

envolvendo as variaveis originais de segunda classe.

Palavras-chave: Gauge unfixing aprimorado. Invaridncia de calibre.

Violagao da invaridncia de Lorentz.



ABSTRACT

In this work, it is investigated the canonical structure of the CPT-even gauge sector
of the standard model extension (SME) coupled with a Proca term, through the Dirac
method for constrained systems and an improved form of the gauge unfizing formalism.
The gauge sector of the standard model extension contains 23 parameters that violate,
spontaneously, the Lorentz invariance. 19 of 23 parameters are contained within the
CPT-even term. The CPT-even gauge sector of the SME is originally a gauge invariant
system (that presents first class constraints in its structure), but, if coupled with a Proca
term, the gauge symmetry is broken, resulting in the presence of second class constraints
in the model. Therefore, the Dirac brackets of the model are calculated. Through the
improved GU method, one converts the second class model into a first class one and, then,
the hidden symmetries of the canonical structure are revealed. Two gauge invariant models
were obtained, in which the Poisson brackets between the first class variables of the phase

space are consistent with the Dirac brackets involving the original second class ones.

Keywords: Improved gauge unfixing. Gauge invariance. Lorentz invari-

ance violation
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1 INTRODUCAO

A invaridncia de Lorentz, devido a teoria da relatividade especial de Einstein,
expressa a afirmacao de que as leis da fisica sdo as mesmas para diferentes observadores
que se deslocam, um em relagao ao outro, dentro de um referencial inercial. Em razao
disso, a invariancia de Lorentz é uma das bases da fisica moderna. Sabe-se, até o presente
momento, com base em diversos resultados experimentais, que a invariancia de Lorentz se
apresenta como uma simetria exata da natureza [1]. Entretanto, a teoria de cordas sugere,
devido a efeitos da gravitacao quéantica na escala de Planck, que a invariancia de Lorentz
e a simetria CPT possam ser violadas nessa escala de energia [2, 3, 4, 5]. Tal possibilidade
tem gerado recentemente uma onda de questionamentos, sejam eles de natureza tedrica ou

experimental.

Com o objetivo de se obter uma extensao geral do modelo padrao que viole as
invariancias de Lorentz e CPT, Colladay e Kostelecky desenvolveram um sistema, denomi-
nado modelo padrao estendido (MPE), contendo coeficientes cujas diregdes privilegiadas

induzem a quebra espontinea da simetria de Lorentz em um determinado referencial [6].

O setor de calibre do MPE ¢é constituido pelo termo do campo eletromagnético
usual, F,, ", acrescentado de um termo que viola a simetria CPT, 5B°‘P¢V5AQFP¢,
conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw [7]; e um termo que preserva a simetria
CPT, WHPPF,,F,, [6, 8]. O setor de calibre do modelo padrao estendido tem sido bastante
estudado ultimamente [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]., tendo como principais motivos para
essa atencao a possibilidade de se obter novos efeitos eletromagnéticos, provocados pelos
coeficientes violadores das invariancias de Lorentz e CP'T, e uma melhor determinacao dos

limites superiores para os valores desses coeficientes.

O MPE preserva a invariancia de calibre do modelo padrao minimo. A consequéncia
dessa caracteristica é manifestada nas equagoes de movimento do sistema, em que parte
das quais sao relagoes de vinculos entre as coordenadas generalizadas e as velocidades
generalizadas. No espaco de fase, esses vinculos constituem os chamados vinculos de

primeira classe entre as coordenadas e os momentos [16].

Contudo, ao se adicionar um termo de Proca ao setor de calibre do MPE, isto é,
inserir um termo que concede massa ao campo de calibre [17], ndo s6 a invaridncia de
Lorentz é quebrada, mas também a invaridncia de calibre [18]. Com relagao a tltima,
na linguagem dos sistemas vinculados, significa dizer que o sistema apresenta vinculos
de segunda classe em sua estrutura hamiltoniana (sendo assim, um sistema de segunda
classe). Desta forma, o sistema perde também uma caracteristica que é padrao a todas
as teorias de interagoes fundamentais. Porém, é possivel converter esse sistema para um
sistema de primeira classe (que apresenta invariancia de calibre). Em outras palavras, é

possivel revelar simetrias de calibre em um sistema que naturalmente nao apresenta essa
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simetria. Na literatura, existem varios métodos que permitem realizar esse procedimento:

—_

. truque de Stueckelberg [19],

2. quantizagao simplética [20],

3. quantizacao de Batalin-Fradkin-Tyutin (BFT) ,
4. método gauge unfizing (GU),

5. método gauge unfizing aprimorado.

As quantizacoes via truque de Stueckelberg e formalismo simplético sao executadas através
da lagrangiana que descreve o sistema. Ja os métodos BFT, GU e GU aprimorado sao
executados no espaco de fase. No método BFT, sao introduzidas variaveis extras no
espago de fase [21, 22, 23], diferentemente dos métodos GU e GU aprimorado, nos quais
as teorias de calibre sao obtidas dentro do espaco de fase através das variaveis originais
de segunda classe. O método GU foi formulado inicialmente por Mitra e Rajaraman
[24] e posteriormente continuado por Anishetty e Vytheeswaran [25, 26]. Nesse método,
aplica-se um operador de projecao na hamiltoniana canonica do sistema, transformando-a
em uma hamiltoniana invariante de calibre. Ja no método GU aprimorado, desenvolvido
por Jorge Ananias Neto [27, 28], as variaveis de segunda classe do sistema sao convertidas
em variaveis de primeira classe e, em seguida, as fungoes dessas variaveis sao reescritas, se

tornando fungoes invariantes de calibre.

Os objetivos deste trabalho sao:

1. analisar a estrutura canénica do modelo CPT-par massivo, cujo sistema é represen-
tado pela seguinte densidade lagrangiana:
1 1 2

v 17 m
L= = Fu B — W PPE,, Fos + 5 ApA,

através do método de Dirac para sistemas vinculados [29];

2. revelar a simetria de calibre escondida no modelo CPT-par massivo, através da
aplicacao do método gauge unfixing aprimorado, e discutir as consequéncias desse

procedimento na teoria;

3. comparar os resultados obtidos pelos dois procedimentos.

A dissertagao esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2 é feita uma breve
revisao dos formalismos lagrangiano e hamiltoniano, que constituem a base da mecanica
analitica e da teoria quantica de campos. No capitulo 3, discute-se as propriedades dos
sistemas hamiltonianos vinculados, o método de Dirac e sua aplicacdo ao modelo CPT-par

massivo. No capitulo 4, é apresentado o método gauge unfizing, dando énfase ao método
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gauge unfiring aprimorado, o qual é aplicado ao modelo CPT-par massivo. O capitulo 5 é

dedicado a conclusao e as perspectivas.
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2 FUNDAMENTOS BASICOS

21 O FORMALISMO LAGRANGIANO

Principio de Hamilton

Considere uma determinada funcao L = L (¢;(t), ¢;(t),t), chamada de fun¢do de
Lagrange, ou lagrangiana, e que L dependa de certas quantidades ¢;(t), ¢;(t) e t, as quais
sao, respectivamente, as coordenadas generalizadas, as velocidades generalizadas e o tempo
[34]. Suponha que nos instantes de tempo t = t; e t = t, o sistema seja caracterizado,
respectivamente, pelas coordenadas ¢;(t1) e ¢;(t2) e que o sistema evolua de t = t; para
t = ty. Integrando Ldt entre estes instantes de tempo, tem-se

S= " atL (git), 4 (). 1) (2.1)

t1

A expressao (2.1) é chamada de agdo. A a¢ao S nao depende da varidvel de integragao
t, mas sim de L (q;(t),q¢;(t),t). Para cada valor de L (¢;(t),q;(t),t), tem-se um valor

determinado de S. Por esta razao, costuma-se representar a agdo da seguinte forma:
S=SI[L], (2.2)

e diz-se que S é um funcional de L [32]. Sendo assim, faz-se a seguinte pergunta: para que
valor de L (¢;(t), ¢;(t),t), passando pelos instantes t=t; e t = t5, o funcional S assume um
valor de extremo (méaximo ou minimo)? Suponha que ¢; = ¢;(t) seja uma fungdo para a
qual a acao assume um valor de extremo. Isto é, se for aplicada uma variacao infinitesimal

na coordenada ¢;(t) do tipo
¢i(t) = @i(t) + dqi(1), (2.3)
entao, nos instantes de tempo t = t; e t = t,, deve-se ter
Desse modo, a fungao ¢;(t) corresponderd a um extremo se 65 = 0:
0S = S[L+ L] — S[L] =0

= [ o)+ 800,00 + 00000 — [t a0, di(0),6) = 0

t1

to . 8L aL . t2 .
= [ dt{L(qg(t),q(t),t) + ——0q + ——06¢ip — [ dtL(qi(t),q(t),t) =0
ty aQi an‘ t1
to oL to oL
= [ dt==sg dt=—8q; = 0. 2.5
0 g T ), g 29

Sabendo que

s ()= s, o9
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e integrando o primeiro termo de (2.5) por partes, vem

to d (0L 2 QL
0S = — dt— 0q; dt—20¢q; =
=) M (aq) Gt ), Pt =0
t2 d (OL oL
S ~ s = 2.

onde foi utilizado o fato (2.4). A quantidade dg; é uma fungdo de t completamente

arbitraria, obrigando que o restante do integrando seja nulo:

d (0L\ OL .
dt(c?qi>_3qi_0’ (i=1,2,...,R). (2.8)

Assumindo que as R coordenadas generalizadas sejam independentes. Estas R equagoes

diferenciais resultantes sao chamadas de equacoes de Euler-Lagrange e representam a
condicao de extremo para a acdo. Em outras palavras, se a lagrangiana for conhecida,
pode-se obter as equagoes de FEuler-Lagrange, que representam as equacoes de movimento

do sistema. Ou seja, as teorias classicas e quanticas estao diretamente associadas a acao.

22 O FORMALISMO HAMILTONIANO

E possivel também descrever a dinamica de um sistema por meio de uma duplicagao

simétrica do ntimero de varidveis independentes. Esta descricao é feita através das 2R

variaveis qq, ..., qgr, pP1, - - - , Pr, onde p; é o que se define como momento canonico conjugado
pi:aqi7 1=1,2,...,R. (2.9)

Considere a matriz Hessiana €2, que possui os seguintes elementos:

Ipi 0 (0L 0*L
Qij = 1?:.( .)z — (2.10)
Oq  94; \ 94 94,04,
Suponha agora que a matriz Hessiana seja inversivel, isto é
det €2 # 0. (2.11)

Desta forma, é possivel trocar a descrigdo do sistema mecanico através do conjunto (g;, ¢;)
pela descrigao através do conjunto (g;, p;). Efetivamente falando, troca-se a fungao de
Lagrange L = L (q;(t),q¢;(t),t) por uma fungdo H = H (q;(t),p:(t),t). Esta mudanga é
feita por meio de uma transformacao de Legendre, a qual é executada da seguinte forma: A
diferencial total da lagrangiana com relacao as coordenadas generalizadas e as velocidades

generalizadas ¢é
oL oL
dL = —dq; + —dgq; | . 2.12
;<8%q+5q€q> 212

A partir das equagdes de Euler-Lagrange (2.8), pode-se notar que

d (0L dp; L oL
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Substituindo as equagoes (2.9) e (2.13) na equagao (2.12), temos
dL =3 (pidg; + pidds) . (2.14)
Pode-se reescrever o segundo termo de (2.14) da seguinte forma:

> pidds = 3 [d(pids) — diclpi] - (2.15)

7

Sendo assim, substituindo (2.15) em (2.14), vem
dL = Z [pidq; + d(pigi) — Gidpi]
- d (Z Pidi — L) = Z (Gidpi — pidg;) - (2.16)

A quantidade entre parénteses é, por definicao, a fun¢dio de Hamilton ou hamiltoniana:

As diferenciais no lado direito da expressao (2.16) indicam que a hamiltoniana depende
das variaveis ¢; e p;. Ou seja, é a fungdo H = H (¢;(t), p:(t),t) mencionada no inicio desta

secao. Dito isso, pode-se reescrever a equagao (2.16) como

Sabendo agora que a hamiltoniana depende das coordenadas e dos momentos, a diferencial

total de H com relagdo as mesmas é:

OH OH
dH = Z ( ~dg; + dpi> . (2.19)
Ipi
Comparando as equagoes (2.18) e (2.19), obtemos as seguintes equagoes:
OH OH
'i: 5 .7,':_ 5 ':1,2,...,R. 220
=g P 94, i (2.20)

As 2R equagoes diferenciais de segunda ordem que constituem esse conjunto sao chamadas
de equagoes de Hamilton. Conclui-se entao que a descricao da dindmica de um sistema
mecanico através das R equacoes de Euler-Lagrange é substituida pela descricao através

das 2R equagoes de Hamilton.

Considere a derivada total da hamiltoniana (2.17) com relagao ao tempo:

OH . 8H OH
el B i 92.21
dt Z( ol ) o (2.21)
Utilizando as equagoes de Hamilton (2.20), a equagao (2.21) fica
dH H H
o _ 9 (2.22)

= Zl: —pidi + 4iD:) +E = o

Ou seja, se a hamiltoniana nao depender explicitamente do tempo, entao ela é uma quan-

dt

tidade conservada no tempo (também chamada de constante de movimento) e representa

a energia total do sistema [34].
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2.2.1 Equagoes de Hamilton Via Calculo Variacional

A condicao de invariancia da acao é

0S =19

t1

considerando que a variagao ¢ nula nos extremos ¢;(t1) e ¢;(ta).

[3)

¢(t),t) =0, (2.23)

Entretanto, se forem

consideradas variacoes da trajetoria no espaco de fase, pode-se reproduzir essa condig¢ao

através da definicado de hamiltoniana:

59 = 5/ dt{Zqul

(1), pi(t), )} =0. (2.24)

Considerando que as variagoes de ¢; e p; sao independentes entre si, a variacdo da agao

toma a seguinte forma:

t1

Sabendo que a ordem de operacao das derivadas 0 e <

- dtZ{ (pi) @i + Pidas] — [aq 0gi + ap,épil}—().

0 oH (2.25)

pode ser trocada, o segundo termo

de (2.25) pode ser integrado por partes, resultando em:

t1

= dtZ{

t1

55 dt Z {qz(;pz pz(s% -

on
dq;

}5q,,+/ dtZ{ql

Op;

H
0q; — 85}%} =0.

(2.26)

}5}91—0

Como as variagoes d¢q; e dp; sao arbitrarias, os conteidos entre chaves nos dois termos do

lado direito da equagao (2.26) devem se anular separadamente:

OH
- 'i - - 07
P ol
ou,
. oeH . oH
pl_ aql7 qZ_ 8p27

as quais sao as equagoes de Hamilton.

2.2.2 Parénteses de Poisson

Seja A = A(qi(t),

q; —

o0H
Op;

=0,

i=1,2... R, (2.27)

pi(t),t) uma variavel dindmica que depende explicitamente das

coordenadas generalizadas, dos momentos generalizados e do tempo. Considere a derivada

total de A com relacao ao tempo:

dA 0A
% = XZ: (8(]2% +

oA\ 04
pipl ot

04 (2.28)

Com o auxilio das equagdes de Hamilton, a equacao (2.28) pode ser reescrita como

dt—z

dA 0AOH 0AOH 0A
dq; Opi  Opi Dgi

+ 5 (2.29)



17

Define-se 94D 94D
H H
— ={A H 2.30
2,: (8%‘ Op;  Op; 8%) 4.1} ( )
como sendo o paréntese de Poisson (PP) de A e H. Reescrevendo a equagao (2.29), temos
dA 0A
— ={A H 2.31
7 = AH o (2.31)
Se A for uma constante de movimento, entao a condi¢ao para que tal situagdo ocorra é
0A
{AH} + o= =0. (2.32)

Além disso, se A nao depender explicitamente do tempo, o PP dela com H deve ser nulo:
{A,H} = 0. (2.33)

Para duas funcoes A (¢;(t),p:i(t),t) e B (qi(t),p:i(t),t) quaisquer, o PP vem dado como:

0A0B 0AO0OB
A, B )
4By = Z (8% dp;  Op; 8%)

Os parénteses de Poisson apresentam as seguintes propriedades algébricas:

(2.34)

1. Antissimetria: {A, B} = —{B, A}, com {A, A} ={B,B} =0.

2. Linearidade: {A + aB,C} = {A,C} + o B, C}, sendo « independente de ¢; e p;.
3. “Regra de Leibniz”: {AB,C} ={A,C}B + A{B,C}.

4. Identidade de Jacobi: {{A, B},C} + {{C, A}, B} + {{B,C}, A} =0.

5. %{A,B} = {‘3‘/‘\‘, B} {A, g—f} onde A é um parametro que pode ser ¢;, p;, t ou

um outro parametro qualquer.

Diante dessas propriedades, uma importante observagao a respeito das constantes

de movimento pode ser feita: Sejam F' e G duas constantes de movimento, ou seja,

(RH)+ O aF _0,  {G.H}+ %f 0. (2.35)

Considere o PP de F' ¢ G. A derivada total de {F, G} com relagdo ao tempo ¢é
d 0
—{F ={{F H}+ —{F
S{F.GY = ({F,C} H} + 2{F.G)
oF oG
={{F,G},H G F,— 2.36
-rarm+{5a+{R 5, (2:30
onde foi utilizada a propriedade 5. Utilizando as equagdes (2.35), vem

S{F.G) = (.G}, H) ~ ({F,H},G} — {F.{C. H}}

= {{F’G}7H} + {{HvF}vG}+{{G’H}’F}
=0, (2.37)
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em virtude das propriedades de antissimetria e da identidade de Jacobi. Portanto, a
equagao (2.37) nos mostra que o PP de F' e G é também uma constante de movimento.

Este resultado é conhecido como teorema de Poisson.

2.2.3 Variacao Infinitesimal de uma Variavel Dindmica

A variagao infinitesimal de uma varidvel dindmica genérica A (¢;(t), p;(t),t) vem
definida como [33]
0A =e{A, G}, (2.38)

onde € é um parametro de transformagcao infinitesimal e G é um gerador de transformagoes

canonicas infinitesimasis.

Vamos analisar a situacao em que o gerador de transformacoes canonicas infinitesi-
mais ¢ a propria hamiltoniana e o parametro de transformagcao infinitesimal é dt, que ¢é

um parametro de tempo. Neste caso, temos
0A =dt{A,H}. (2.39)
Agora, considere a seguinte transformacao infinitesimal na variavel A:
A'=A+5A=A+dt{A H}. (2.40)

Lancando mao das equacoes de Hamilton, pode-se reescrever a ultima equagao como

A’:A+Z<?{4qi—?lpi> di— A+ g A+ ar), (2.41)
i qi Di

dt
ou seja, a transformacao canoénica infinitesimal gerada por H leva valores de A no instante
t em seus valores no instante £+ dt. Portanto, a evolugao temporal de um sistema mecanico

¢ uma transformacao candnica gerada pela hamiltoniana do sistema.

2.2.4 Da Mecanica Classica para a Mecanica Quantica: A Quantizacao Canoé-

nica

O formalismo hamiltoniano classico, desenvolvido por meio dos parénteses de
Poisson, possibilita construir uma ponte para a mecanica quantica, chamada de quantizacdao
canonica. Na subsecao 2.2.2, foi visto que a derivada total de uma variavel dinamica

A (qi(t)pi(t),t) com relagao ao tempo é

dA 0A

Contudo, na mecanica quantica, um observavel fisico ¢ obtido a partir da atuacao de um
operador hermitiano A sobre um vetor de estado v do espaco de Hilbert [35]. Considere

que a seguinte equacao de autovalores represente essa situacao:

Ay = ay, (2.43)
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em que a é um autovalor que pode também depender do tempo. A evolugao temporal de

1 vem dada pela equagao de Schroedinger:

Lo
ih - = . (2.44)

Vamos aplicar uma derivada parcial temporal na equagao (2.43):

DA 20y da o

— A— = — —. 2.4
ol T e T (2.45)
Substituindo a equagao (2.44) na ultima equagao, tem-se
A 1 ~x da 1 A
Ew + EAfhﬂ = EQﬂ + %an (2.46)
e, notando que aﬁ@/z = ]:Im,b = f[fh/}, vem
da 1 an o 0A
—y=—(AH — HA —
T )t
s o~ DA
= — A H| ¢+ T (2.47)

onde AH — HA = [/Al,ﬁ } é o comutador de A e H. Pode-se assumir que a evolucao
temporal do autovalor a é resultado da evolucao temporal do operador A. Levando isso

em conta, chega-se a

dA 1 . » 0A
E:E[ , “E' (2.48)
A equagao (2.48) representa, na mecanica quantica, a equagao de movimento na represen-
tagao de Heisenberg [35]. A semelhanga com a equagao (2.42) é clara. Enquanto que na
mecanica classica uma variavel dindmica A tem a sua evolugdo temporal dada por (2.42),
por meio do paréntese de Poisson, na mecanica quantica a evolugao temporal do operador
A ¢ dada pela equacao (2.48), por meio do comutador dividido por ¢h. Tais fatos sugerem
a possibilidade de se fazer a seguinte correspondéncia:
4 5
ih '
em que o chapéu sobre as variaveis no comutador indica que agora essas variaveis sao

{A,B} — (2.49)

operadores. Se uma determinada grandeza quantica possui analogos classicos, entao essa

substituicao é plausivel por dois motivos:

1. os seguintes parénteses de Poisson fundamentais
{ai.q;} = {pi,p;} =0, (2.50)
{gi:p;} = 0 (2.51)
sao analogos as relagoes de comutacao fundamentais envolvendo os operadores posi¢ao
e momento:
[2:, 2] = [Pi, ;] = 0, (2.52)
(%, D] = ihd;;. (2.53)
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2. os comutadores apresentam as mesmas propriedades algébricas que os parénteses de

Poisson:

a) Antissimetria: [A, B] = —[B, A], com [A, A] =[B,B] =0.

=)

)

) Linearidade: [A + aB,C| = [A,C] + «[B, C], sendo « independente de Z; e p;.
c) “Regra de Leibniz”: [AB,C] = [A,C]|B + A[B, C].
d) Identidade de Jacobi: [[A, B],C|+ [[C, A], B] + [[B,C], A] = 0.

)

8%[14, B] = {%, B} + {A, g—ﬂ, onde A é um parametro que pode ser Z;, p;, t ou

um outro parametro qualquer.

e

Entretanto, existem sistemas em que a matriz Hessiana €2 é singular. Por conta
disso, nao é possivel resolver, para todas as velocidades generalizadas ¢; em termos dos
momentos candnicos p;, as equacoes que definem os momentos e, portanto, nao é possivel
definir a hamiltoniana de forma univuca, porque os momentos nao sao independentes uns
dos outros e das coordenadas. Em decorréncia disso, aparecem certas relagbes envolvendo
as coordenadas e os momentos chamadas de vinculos [29]. A presenca desses vinculos faz
com que a hamiltoniana apresente inconsisténcias, de modo que os parénteses de Poisson
entre as variaveis dinamicas nao descrevem corretamente a estrutura candnica do sistema.
Sistemas desse tipo sdo chamados de singulares, e o tratamento correto desses sistemas

serd discutido no préximo capitulo.
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3 O METODO DE DIRAC PARA SISTEMAS VINCULADOS

3.1 VINCULOS PRIMARIOS

Seja um sistema lagrangiano tal que a matriz Hessiana, com elementos definidos

pela expressao (2.10), seja singular, isto é,
det 2 = 0. (3.1)

Em decorréncia disso, como ja introduzido na secao 2.2.4, os momentos canonicos nao sao
independentes entre si e das coordenadas, levando a existéncia de relagoes envolvendo as

coordenadas e os momentos, chamadas de vinculos:
Om(qi,pi) = 0, m=12...M<R, (3.2)

em que M é o nimero de vinculos. Esses vinculos, decorrentes da forma da lagrangiana
ou, em outras palavras, da definicio de momento canonico, sdo chamados de vinculos
Primarios.

Em geral, o paréntese de Poisson de um vinculo com uma quantidade qualquer
dependente de ¢; e p; pode nao ser nulo. Por conta disso, ao invés de se utilizar o sinal de
igualdade, costuma-se utilizar o sinal “~”, significando “fracamente igual”, no intuito de
enfatizar que os vinculos podem nao ser nulos dentro dos parénteses de Poisson. Sendo

assim, daqui em diante, as equagdes de vinculos serdao representadas da seguinte forma:
Pm (i, pi) = 0. (3-3)

Também introduzido no final da se¢ao 2.2.4 foi o fato da hamiltoniana desse tipo
de sistema apresentar inconsisténcias. Especificamente falando, a Hamiltoniana nao é
definida univocamente, ja que pode-se adicionar qualquer combinacao linear dos ¢,,’s,
pois sdo iguais a zero (fora dos parénteses de Poisson) [29]. Para que essa situagao possa
ser visualizada, considere a variagao da acao (2.26), tomando variagbes nas trajetérias do

espago de fase:

ta oOH oH
55 = [ at i — 2 e+l — 2 sps b =0,
S ; Z{[ Di 8%] qZJ“qu 8@-] pz} 0

Como as variagoes dg; e 0p; sdo arbitrarias, o integrando deve ser nulo:
oH 0OH
)i+ =1 0¢ — |G — =—| opi ¢ = 0. 3.4
S IR G =

Pela expressao anterior, nao se observa nenhuma relacao com a existéncia de vinculos

primarios. Entretanto, considere agora a variagao do vinculo ¢,,:

_ O Obm o\ _
Sbm = zz: ( 4, dq; + o0, 5pl> ~ 0. (3.5)
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Multiplicando (3.5) pelo multiplicador de Lagrange \,, e somando-a com (3.4), obtemos

. OH OPm . OH b,
Z<z+a%+z)\magqu>5Qz_Z<QI_ p _Z)\ 5;59)(5]91’\“0 (36)

i 7 g

O multiplicador de Lagrange é um coeficiente arbitrario que pode depender das coordenadas
e dos momentos. Existe um multiplicador de Lagrange para cada vinculo primario, isto é,
tem-se M multiplicadores de Lagrange. Levando-se em conta novamente que d¢; e dp; sao

variagoes arbitrarias nao-nulas, chega-se as seguintes equagoes de Hamilton modificadas:

. 3¢m
b 8(]2 - %: g 3
. a¢m

De (3.7) e (3.8), pode-se observar que a inser¢ao dos vinculos priméarios no formalismo
hamiltoniano impoe a necessidade de se definir uma nova hamiltoniana contendo uma
combinacao linear dos m vinculos primarios. Esta nova hamiltoniana é chamada de
hamiltoniana primdria:
H,=H+> Anyon~ H. (3.9)
m

3.2 CONDICOES DE CONSISTENCIA

Devido a expressao (3.3), é uma questao de consisténcia que os vinculos primarios

nao evoluam no tempo [33]. A partir dessa condigdo, vem

¢m = {¢m; Hp} ~
= {om, HY + Y A{dm, 0n} =0, 1<m,n <R, (3.10)

e trés situagoes distintas podem ocorrer:

Neste caso, s6 existem os vinculos primarios, nenhuma outra relacao de vinculo
¢é gerada e os multiplicadores de Lagrange permanecem indeterminados. Logo, a

dindmica do sistema continua apresentando funcoes arbitrarias do tempo.

2. {¢m: dn} =~ 0

Nesta situagao, {¢m, H} ~ 0 pode gerar um dos vinculos primarios do sistema ou

novos vinculos, chamados de vinculos secunddrios:
¢k(Qiapi):O» k:1727~--;K, (311)

onde K é o numero de vinculos secundarios. Sao chamados de secunddarios sim-

plesmente por nao surgirem da definicdo de momento candnico, diferentemente dos
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vinculos priméarios. Mas, esta classificacdo é uma simples questao de organizacao,
nao sendo relevante no objetivo final. Sendo assim, os K vinculos secundérios sao

incorporados a teoria da mesma forma que os vinculos primarios:
Hy = H,+> M\t
k
Hr = H + Z)\mq% + Z)\Mbk
m k

Hr=H+> Ao, j=12... M+K-=1] (3.12)
J

em que J é o numero total de vinculos. Define-se Hyr como hamiltoniana total.
Aplicando a condic¢ao de consisténcia aos vinculos secundarios, novos vinculos podem
ser obtidos (tercidrios, quaterndrios, etc.) e incorporados & Hr. Repeti¢oes dos
vinculos anteriores podem também ser gerados ou entao o ciclo se encerra, sem a

determinacao dos multiplicadores de Lagrange.

Tal situagao resulta em relagoes que impoem certas condi¢oes aos multiplicadores
de Lagrange, determinando-os. A condigdo de consisténcia de que os vinculos
devem ser preservados no tempo deve ser aplicada para todos os vinculos até que
todas as possibilidades de surgimento de novos vinculos se esgotem e que todos os

multiplicadores de Lagrange sejam determinados.

3.3 VINCULOS DE PRIMEIRA E SEGUNDA CLASSE

Como ja antecipado na tultima secao, a classificacdo dos vinculos em primarios ou
secundérios ¢ uma simples questao de organizacao. No processo de quantizagdo candnica,
uma classificacdo mais incisiva pode ser feita levando-se em conta o resultado dos parénteses
de Poisson entre os vinculos pois, apés o calculo desses, o resultado pode identicamente nulo,
proporcional a um ou mais vinculos pertencentes ao conjunto ou, ainda, ser proporcional

a uma outra quantidade qualquer diferente de zero.

Um vinculo é chamado de wvinculo de primeira classe se esse tiver paréntese de
Poisson nulo com ele mesmo e com todos os outros vinculos da teoria. Devido a essa
caracteristica, um vinculo de primeira classe pode ser tomado diretamente como uma
igualdade forte. E por isso que em sistemas que apresentam vinculos de primeira classe a
analise termina sem a determinacao dos multiplicadores de Lagrange. Tal caracteristica
indica que o sistema apresenta invariancia de calibre, isto é, trata-se de uma teoria de
calibre. Os vinculos de primeira classe tém ainda a propriedade de gerar transformacoes de
calibre infinitesimais [33]. Se o sistema apresenta vinculos de primeira classe, nao é possivel
obter uma matriz C' que seja inversivel. Para contornar essa situacao, é necessario que

os vinculos de primeira classe se tornem vinculos de segunda classe. Para esse fim, novos
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vinculos precisam ser adicionados ao sistema. Esse processo recebe o nome de fixacdio de
calibre implicita [36], pois, adicionando-se ao sistema equagdes de vinculos que tornam os
vinculos de primeira classe em vinculos de segunda classe, o sistema deixa de ser invariante

de calibre, o que leva a remocao dos graus de liberdade nao-dinamicos.

Se o vinculo possui pelo menos 1 paréntese de Poisson nao-nulo, esse vinculo
¢ chamado de vinculo de sequnda classe. Pelo fato de todas as teorias de interagoes
fundamentais conhecidas serem teorias de calibre, os vinculos de segunda classe sao
regularmente associados a fixacao de calibre, para a reducao dos graus de liberdade do
espaco de fase. Entretanto, existem sistemas, como o modelo CPT-par massivo, que

naturalmente apresentam vinculos de segunda classe.

3.3.1 Parénteses de Dirac

Seja A(qi(t), pi(t),t) uma variavel dindmica. Vamos repetir o raciocinio utilizado
na secao 2.2.2, mas agora levando em conta a existéncia dos vinculos. Considere a derivada

temporal total de A,

dA 0A .  0A . 0A
it = (50t )+ B 1
Utilizando as equagoes de Hamilton modificadas (3.7) e (3.8), temos
dA 0A 19J0) 0A 0, 0A
RPN bV J )\ J
dt Z 9qi (apz %: ’ 81?@) Op; (0% %: ) ot
0AOH 0AOH 0ADp; 0ADP,
~ Z (8% Opi Op; 8%) " Z XJ: . (8% Opi Opi 9g;
J
Procedendo de forma analoga para um vinculo qualquer ¢, obtemos
d
Wt o (o) + > (006} (3.15)
Aplicando a condicao de que os vinculos nao evoluam no tempo, vem
{0, HY + > X {on, 051 = 0. (3.16)
J

Vamos introduzir a matriz C, de elementos Cj, = {¢;, ¢x}. Para que os multiplicadores

de Lagrange possam ser obtidos, a matriz C deve ser inversivel. Sendo assim, temos

{qﬁk,H}—i‘Z)\]Ck]%O
J
= > Cp {ow HY + ZZAjCz?ij ~ 0
A -
ZOlk {¢k,H}+Z)\ 0 =0

- A= chk {on. H} . (3.17)
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Substituindo (3.17) em (3.14), chega-se a

4 H 0A
szt ~AAHY =303 {A 0} Ot o HY + 57
k1

%{A,H}D—i—aaftl, (3.18)
onde
{A7H}D:{A7H}_ZZ{A7¢k}C&1 {¢l’H} (319)
k1

é o paréntese de Dirac (PD) de A e H. Dentro do formalismo dos parénteses de Dirac, os

vinculos valem fortemente igual a zero:
{A,¢atp = {A da} — Xk: Xl: {A, o} O {or, 9a}
= {A b} - Xk:; {4, 61} ' Cra
= {A, b} - Ek: {A, &1} Ok

= {Aa (ba} - {Av ¢a}
= 0. (3.20)

Além disso, os parénteses de Dirac apresentam as mesmas propriedades dos parénteses de

Poisson e dos comutadores:

1. Antissimetria: {A, B}p = —{B,A}p, com {A,A}p ={B,B}p=0.

2. Linearidade: {A+ aB,C}p = {A,C}p + a{B,C}p, sendo « independente de ¢; e
Di-

3. “Regra de Leibniz”: {AB,C}p ={A,C}pB + A{B,C}p.

4. Identidade de Jacobi: {{A, B},C}p + {{C, A}, B}p +{{B,C},A}p = 0.

% )N
ou um outro parametro qualquer.

5. %{A, B}p = {8A B}D + {A 8B}D, onde A é um parametro que pode ser ¢;, p;, t

Tais fatos tornam consistente a passagem para a mecanica quantica por meio dos parénteses

de dirac: o

A B
ih

{A,B}p, — (3.21)

3.4 O MODELO CPT-PAR MASSIVO

Nesta secao, serao estudados certos aspectos classicos do setor de calibre CPT-par do
modelo padrao estendido [8], acoplado com um termo de Proca. A partir desta segdo, serd

adotada a convengao de soma de Einstein e a assinatura utilizada é a g, = diag(+.—.—.—).
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O modelo CPT-par massivo, na presenca de um termo de fonte, é representado pela seguinte

densidade lagrangiana:

1 1 °
L = _Z WF“” _ ZWWWFWFW + %A“A“ _ AuJua (3_22)

onde

F, =0,A, —0,A, = —F,, (3.23)

¢ o tensor campo eletromagnético, definido pelo quadripotencial vetor A, = (4, —A) e

suas componentes sao os campos elétrico e magnético, definidas por
Foi = B, Fz’j = _5ijkBk§

m é a massa do campo A,,, responsavel pela quebra da simetria de calibre; J, = (p, —J) é
a quadricorrente e WH?? é um acoplamento adimensional, renormalizével e é o responsavel
pela violacdo da invariancia de Lorentz. O tensor WHP? apresenta as mesmas simetrias

do tensor de Riemann:
Wiwpe = =Wonps,  Wiwps = —Wwep,  Wiwps = Wogw (3.24)

e traco nulo duplo
wh ,, =0. (3.25)

Essas propriedades fazem com que o tensor W#P? tenha apenas 19 componentes indepen-
dentes, das quais 10 estao relacionadas com o fendmeno de birrefringéncia [8]. Em termos

dos campos elétrico e magnético, a densidade lagrangiana (3.22) pode ser reescrita como

1 1 04 . 1. . 2
L= iFOiFOi - ZFijEj — WO Fy Fyy — WO@JRF{)z’ij—ZW”lekaZ + %AS—

2
- %A? — A%y + AV,

L= 2 (E2 - BZ) ~ WO EE; — WowkgljkEiBl—ZW”M&z’ﬁmlezBm + %A%—
m2 .
- A=A+ A (3.26)

I possivel escrever os termos envolvendo o tensor W##? em uma configuracio mais simples.
Existe uma parametrizacdo para o tensor W% em termos de certas matrizes 3x3, cujas

componentes sao definidas da seguinte maneira [8]:

(kpg)'* = —2W%% (3.27)

(HHB)Jk _ §5Jpq5klmwpqlm’ (3.28)

(’@DB)jk == (/fHE)kj = ehPap e, (3.29)
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Devido a forma das matrices e as propriedades (3.24) e (3.25), pode-se concluir que as
matrizes kpg € kyp tém paridade par e possuem juntas 11 elementos independentes,
enquanto que as matrizes kpg e kgg tém paridade impar e juntas possuem 8 elementos
independentes. Portanto, somam-se 19 elementos independentes do tensor W#*?, Em

termos desta parametrizagao, a densidade lagrangiana (3.26) assume a seguinte forma:

1 1 1 m?
£ = 5 (E2 — BQ) + 5 (/{DE) J EZEJ — (RDB) J EZB]—§ (KVHB) J BZB] + TA(Q)—
2
- %Af — A% 4 A,
Lrg ij L ij ij m’
£=3 167 + (kpp)”| EE; — 5 (6] + (kup)”| BiB;— (rpp)"” EiB; + 5 A5

m? .
— 7/1;4‘ — A%+ A'J;. (3.30)

3.4.1 Equagoes de Movimento

A densidade lagrangiana (3.22) gera as seguintes equagdes de movimento nao-

homogéneas:
oL oL
g <a<auAy>> “oa, "
" — W PPy F,y +m2AY = J", (3.31)

enquanto que as equagoes de movimento homogéneas permanecem inalteradas:
1
O (25“”"‘5&5) = 0. (3.32)

Na equagao (3.31), observa-se que o termo envolvendo o tensor W% apresenta, assim
como as equagoes de Maxwell usuais, uma linearidade em F},,. Em termos dos campos

elétrico e magnético, as equagoes (3.31) e (3.32) sdo, respectivamente,

@EZ + (/{DE)’U 6ZEJ — (/{DB)Z‘]‘ @B] + m2A0 =P, (333)

O E; — €i0; B + (kpg),; OB+ (kpB)y OB — €iji (kpB) 1y 05 Bkt

— €jik (KuB); O Bi + m*A; = J; (3.34)
e
V. B=0, (3.35)
0B
VxB=-"". (3.36)

Outra caracteristica importante é que os termos que violam a invaridncia de Lorentz

apresentam os campos elétrico e magnético, bem como suas derivadas. Tal comportamento
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nos permite fazer uma analogia com a eletrodinamica usual em um sistema anisotrépico.
[6].
E bem sabido que o tensor campo eletromagnético [}, ¢ invariante sob a seguinte

transformacao de calibre local:
Ay — A=A, =0, (3.37)

onde A é um parametro local de transformacao de calibre. Por conta disso, as equagoes de
Maxwell modificadas pelos termos violadores da invariancia de Lorentz sao invariantes
de calibre, uma vez que elas dependem apenas de F),,. Entretanto, a presenca explicita
do campo A, na equacao (3.34) quebra a invariancia de calibre do sistema, indicando a

presenca de vinculos de segunda classe no sistema.

3.4.2 A Estrutura CanoOnica

Nesta subsecao, sera feita uma analise da estrutura canonica do modelo CPT-par
massivo por meio do método de Dirac. Este modelo é dado pela densidade lagrangiana

(3.22) (sem a presenga do termo de fonte):

1 v 1 Hrpd m? H
E - —ZFMVF - ZW FI-LVFP¢ + 714#14 . (338)

Antes da teoria ser passada para o formalismo hamiltoniano, vamos verificar a natureza

singular da teoria. Considere a seguinte derivada

oL
s = — . 3.39
0(0,A,)) (3.39)
Dai, os componentes da matriz Hessiana €2, definida na se¢do 2.2, sdo:
0°L
DDA D (@A) T T (3:40)

de modo que a matriz Hessiana assume a seguinte forma explicita:

0 0 0 0
01 + (KDE)H (FLDE)U (FLDE)lg
Q= 12 22 23 g (3.41)
0 (kpgr) 1+ (kpr) (kpE)
0 (HDE>13 (%DE)23 1+ (KDE)33

onde foi utilizada a equacao (3.27) e as propriedades da matriz kpg. Pode-se concluir
facilmente que o determinante dessa matriz é nulo, o que significa que estamos diante de

um sistema singular, ou seja, que apresenta vinculos.

Os momentos conjugados ao campo A, sao definidos como

™= (9(2(54) = —FY - WP E, (3.42)
m
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a partir dos quais pode-se escrever os seguintes parénteses de Poisson fundamentais:

{Au(2), A(y)} = {="(2), 7" (y)} = 0,
{Au(2), 7" (y)} = 6;6% (@ —y) = — {"(2), A, (y)} . (3.43)

Tomando p = 0 na expressao (3.42), obtemos
™ =0, (3.44)

uma vez que o tensor campo eletromagnético F),, e o tensor WHP? s30 antissimétricos.

Entéao, a equagao (3.44) é um vinculo primario:
Ty =7"~0, (3.45)

onde o simbolo de igualdade foi substituido por &~ (igualdade fraca) para indicar que a

igualdade forte (3.44) nao vale em todo o espago de fase, pois

{Ao(@). 7 ()} = 69 (w —y) £ 0. (3.46)

Fazendo agora p = i na equagao (3.42), com i = 1,2, 3, obtém-se os seguintes momentos
T, = _MijFOj + WOiij}'k, (347)

onde

é uma matriz simétrica e inversivel. As velocidades A;, escritas em termos dos momentos,
vem dadas como

Ai = 00— (M7Y) [m — WORE]. (3.49)

7

A hamiltoniana candnica H tem a seguinte forma:
H-— /d3x (7 A, —£).
Utilizando as equagoes (3.47) e (3.49), obtemos

H= / P B (i = WO Ey ] (M7Y)  [m = WO Fn |4+ Agdms + i E + iWijleiij’_

m® o, 2
- (43— 42) ] (3.50)
onde foi desconsiderado um termo de superficie quando integrou-se o segundo termo por

partes. O préximo passo ¢ escrever a hamiltoniana primaria. Para isso, deve-se adicionar

a hamiltoniana candnica um termo contendo o vinculo primario:

Hy=H+ / P Ty
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Hp = /d3$ [; [TI'Z‘ — WowkEjk} (M_l)il [71’[ — WOlmnan} + Ao&m + 411 ijﬂj + iWiijEijl—

m2

5 (43 - 42) + Am] : (3.51)

na qual A; é o multiplicador de Lagrange associado a T7.

Por questao de consisténcia, deve-se impor que o vinculo primario 77 se conserve

no tempo. Aplicando essa condicao, obtemos
Ty ={Ti(x), Hy(y)} = 0
3 m®
= [ @y mol@), Ao(y)ormily) — S-AFp ~ 0

= [ @y [{mol@). Ao()} Dimi(y) — m? {mo(), Ao(y)} Ao(y)] ~ 0
{

Portanto, a teoria tem um vinculo secundario, que vem dado por
Ty = —0;mi(x) + m*Ag(r) =~ 0, (3.53)

o qual nada mais ¢ do que a lei de Gauss modificada pelo termo de Proca. Impondo agora

ao vinculo secundario T a condi¢ao de conservacao no tempo, vem
Ty = {Ty(x), Hy(y)} =~ 0
T 2 2 2
— /d vl {—&m(:v) +m Ao(x),Aj(y)} + Ai(y) {—@m(:v) +m Ao(x),ﬂo(y)}] ~ 0
= / d*y |[-m?A;(y)0; {mi(2), A; (1)} + M (y)m* {Ag(2), mo(y)}] ~ 0
= [ dy[m?0.Aiw) + M)m?] 09 (@ = y) ~ 0
= m20;A;(z) + M (2)m?* =0, (3.54)

isto ¢é, foi obtida uma relacao envolvendo o multiplicador de Lagrange A\, que explicitamente
é

A(x) = —=0;Ai(x). (3.55)
Isso significa que a cadeia de vinculos se encerra neste ponto, 7T} e Ty sao os Unicos
vinculos da teoria. Note que o termo CPT-par e violador da invariancia de Lorentz nao
altera a forma dos vinculos da teoria de Maxwell-Proca. O fato do multiplicador de
Lagrange \; ter sido encontrado indica que o sistema apresenta vinculos de segunda classe
e, consequentemente, nao apresenta invariancia de calibre. De fato, T} e T3 sao de segunda

classe, pois o paréntese de Poisson entre eles nao se anula:

{T(2), Ta(y)} = {mo(), —0mi(y) + m* Ap(y) } = —m*6®) (x —y). (3.56)
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Dando continuidade ao algoritmo de Dirac, pode-se agora escrever a hamiltoniana

total do sistema, definida como

HT = Hp + /dgfﬁ)\gTQ

1 1. ..
FiiFy+ ~WRE; Fy—

Hp = /d3x B {ﬂ'i_WOijk-ij] (M_l)ﬂ [Wl - WOlmnan} + AoOim; + 1 1

m2

A fim de se obter explicitamente o valor de Ay, deve-se aplicar novamente a condicao de
conservacao no tempo de todos vinculos da teoria, mas, desta vez, utilizando a hamiltoniana
total Hr. Na verdade, neste caso, apenas a imposicao de conservacao no tempo do vinculo

primario T} é o suficiente para que \; seja determinado:
Ty = {Ti(x), Hr(y)} = 0

= [ {0 Auwomo) - 43+ 2 Aat)

= [ @y [{mo(). Ao(w)} Aimi(y) — m® (o). Aolu)} Ao(y) + Aaly)m? {mol) Ao(u)}] = 0

= [ @y [~0mily) + mAoly) ~ m*As(v)] 6w — y) ~ 0,
Logo,

—Omi(x) + m*Ag(x) — m*Xa(z) = 0
ISWOTS ;LQ (—Oimi(z) + m?Ag(2)) ~ 3;22 ~0. (3.58)

Substituindo (3.58) em (3.57), a hamiltoniana total fica

1

HT = /d3$ l; {71'2' — WOiijjk} (M_1>il [ﬂ'l—WOlmnan} + Aoﬁmi -+ leE]F” -+ 4WijklEijl—
- ”;2 (A3 — A7) — (9:A) m}. (3.59)

O préximo passo ¢é calcular os parénteses de Dirac da teoria. Para isso, deve-se
determinar a matriz dos parénteses de Poisson dos vinculos obtidos, a qual assume a

seguinte forma:

Cﬂ@%ﬂ@)
{Ty(2), Ti(y)

}ﬂ@xn@n>:(02—mj5@@Fyy (3.60)

—— =

Sua inversa é

C ! = ( 0 1) 7:&25@ (x—1). (3.61)
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O paréntese de Dirac entre quaisquer variaveis dinamicas é definido, para campos, como

[F@),GW)}p = {F@),G)} — [[ &2 {F(2),0)(2)} Cij {0"(2).Gw)} . (3.62)

Cada situacao serd analisada separadamente. O PD entre dois A,s ¢é

m2

= [ @2 (o), 0m o) (J“)(‘)) fro(2), A1)}

m2

(o), Al = = [ a0 ma (5D (om(a) At -

G (z—Z
(Ao, A}y == [ #0500 0= 2) (TE2D) 0, (59 - ) -

- ] a0 (08 (2= ) (<) (ot )
{Au(z), Au(y)}p = (—9u09i + Guigov) ﬂi?@ié(?’) (x—y). (3.63)

Logo, separando em componentes temporal e espaciais, obtemos

{Ao(x), Ao(w)}p = 0= {A4;(x), A(y)}p » (3.64)
1
{Aola), Auw)}p = 50k (z —). (3.65)
Observe a equagao (3.65). Seu resultado ¢ idéntico ao seguinte PP:

{27 )} = 0 - . (3.60)

Isso signfica que o PD (3.65) é consistente com a equacao de vinculo (3.53) ao toma-la
como uma igualdade forte e fazendo

0;m;

5

Ag =

(3.67)

m

O PD entre os momentos 7, ¢ sempre zero:
o) mby = = [ 2z (ot} (L2 ) (am @) mi) -
- Jf szt -omien (-5 o)

m

(3.68)

Por fim, o PD entre os campos A, e 7, é
{Au(@), m(y)} p = {Au(@), T (y)} —
3, 135 0P (2 = 2) 24 (=
— [ @2z (A (@), mol2)} () [m?4(2),m(y)}

m2
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{Au(x)v Wu(y)}D = guué(g) (r—y)—
— // B2d*2g,06® (v — 2) 63 (2 — 2) g0, 0¥ (2 — )
{Au(l‘), 7T-l/(y)}D = (g,ul/ - g,uogOu) 5(3) (x - y) . (369)

Separando em componentes temporal e espaciais, temos a seguinte algebra:

{Ao(@), mo(y)} p = {Ao(2), mily)} p = {Ai(2), mo(y)}p = 0, (3.70)
{Ai(@), m5(y)}p = =009 (z —y) . (3.71)

As equagbes (3.65) e (3.70) revelam que agora pode-se tomar todos os vinculos como
igualdades fortes, enquanto que a equacao (3.71) indica que A; e 7; continuam formando

pares canonicamente conjugados.

Obtidos os parénteses de Dirac fundamentais da teoria, pode-se retornar a hamilto-
niana total (3.59) e tomar my = 0 como uma igualdade forte (anulando o termo (0;4;) m).

A hamiltoniana total se torna
1 .. 1 1 .
Hp = /d?’x lQ [m — Wo”ijk} (Mfl)il [m - WOlm"an} +Ao0im; + ZFijFij + ZW”klﬂijl—
2
- % (42— 42) ] (3.72)

A hamiltoniana (3.72) e os parénteses de Dirac obtidos descrevem, sem arbitrariedades, a
dindmica e a estrutura canonica do modelo CPT-par massivo. Contudo, de acordo com a
0imi

equagao (3.65), a varidvel Ay ndo ¢ mais independente de m;. Substituindo Ay por %%

(vide equagao (3.67)) na Hamiltoniana (3.72), obtém-se

Hyp = / &P B i = WO Ey] (M) [ — WOlm"anhiﬂjﬂj + jlWWFiij

(Oym)?

S| (373)

2
+ %A? +

Em certas ocasioes, inverter a matriz dos parénteses de Poisson dos vinculos de
segunda classe pode nao ser uma tarefa facil. Existem outros formalismos para sistemas de
segunda classe que nos permitem fazer a quantizacao canonica, isto é, obter uma algebra
consistente com os comutadores da mecanica quantica, sem a necessidade do célculo
dos parénteses de Dirac. No seguinte capitulo, serda apresentado um desses métodos —
consistente com os resultados obtidos pelo método de Dirac — que nos possibilita continuar

utilizando os parénteses de Poisson para realizar a quantizacao candnica.
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4 O GAUGE UNFIXING

Como mencionado na secao 3.3, os vinculos de segunda classe sao regularmente
associados a fixacao de calibre. Mas, um sistema pode apresentar em sua estrutura
canoOnica apenas vinculos de segunda classe. Embora tal fato nao implique em invariancia
de calibre, sabe-se que é possivel revelar simetrias de calibre nesse sistema. Pode-se pensar
que um conjunto desses vinculos foi adicionado ao sistema como uma condicao de fixagao
de calibre, mas que, ao ser retirado do sistema, revela a simetria de calibre que o sistema

exibia anteriormente a fixacao.

Existem razoes que nos motivam a realizar tal procedimento. Ao tornar o sistema
original (de segunda classe) em um sistema invariante de calibre (de primeira classe),
pode-se utilizar outras técnicas de quantizacao bastante conhecidas, como o proprio método
de Dirac [29], tendo a liberdade de fixar o calibre de acordo com a conveniéncia; o método
BRST [37, 38, 39, 40|, etc. Como mencionado no capitulo 1, existem véarios métodos
capazes de realizar essa conversao. Um desses métodos é o gauge unfizing (GU) [25, 26],

que utiliza as préprias variaveis originais do espaco de fase.

As préximas duas segoes serao dedicadas ao formalismo GU e a uma versao
modificada deste formalismo, desenvolvida por Neto [27], denominada gauge unfizing

aprimorado.

41 O GAUGE UNFIXING USUAL

Considere um sistema hamiltoniano vinculado H e que, por simplicidade, apresente
em sua estrutura canonica apenas dois vinculos de segunda classe, 77 e T5, que se relacionem

da seguinte forma:

{N, Tz} =~ K, (4.1)
onde K # 0 sobre a superficie definida por T} e T5. Sem perda de generalidade, tome
x=K T} =0, (4.2)
de modo que, sobre a superficie definida por Y,
{x.Tx} ~ {KﬁlTl,Tz}
~ KT, Ty + {K7 D} T
~ K 'K+ {K—l, TZ} Ky
~1+{K T Ky~ 1. (4.3)
E uma questdo de consisténcia que os vinculos se preservem no tempo. A partir dessa
condicao, pode-se gerar vinculos secundarios (vide se¢ao 3.2). Sendo assim, considere a

seguinte situacao

{x,H} = aTy, (4.4)
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em que a é diferente de zero na superficie definida por y. E neste ponto que se inicia a
ideia basica do que se denomina gauge unfizing. O objetivo é construir uma hamiltoniana
H de modo que a evolugdo temporal de y, através de H, nido gere um novo vinculo.
Explicitamente falando,

{x, ﬁl} ~ 0, (4.5)
o que significa que y é o tnico vinculo da teoria e, de modo geral, um vinculo de primeira
classe. A equacgao (4.3) nos indica que, na superficie definida por x, pode-se considerar
que y e Ty formam pares conjugados. A nova teoria de calibre é totalmente construida
sobre a superficie y = 0 e, para que haja consisténcia com a teoria original, considera-se 15
como uma variavel de fixacao de calibre, de modo que, sobre a superficie T5 = 0, obtém-se
H = H. Partindo-se dessas observacoes, define-se um operador de projecao P que, ao

atuar sobre H, produz um hamiltoniana H que vale em todo os espaco de fase (isto é,
j:[ = HT)I

H =PH (4.6)
H=: e H (4.7)
H=HAT(Hx}+ T () 4 g T G+ ()

onde
xH ={H,x}. (4.9)

Convenciona-se que T sempre venha a esquerda dos parénteses de Poisson.

De um modo geral, escolhe-se um dos vinculos de segunda classe do sistema para
ser o gerador de simetria de calibre, e o vinculo que forma um par conjugado com o gerador
é descartado, passando a ser uma variavel de fixacado de calibre. Ao final do processo,
obtém-se uma hamiltoniana modificada que obedece a uma algebra de fungdes de primeira
classe (vide equagao (4.5)).

Existe uma variante do GU, chamada de gauge unfizing aprimorado, na qual se
redefine as variaveis do espaco de fase, sem a introducao de variaveis extras, a fim de
se obter campos invariantes de calibre. Em seguida, constréi-se teorias invariantes de
calibre a partir desses campos redefinidos. Este procedimento serd discutido em detalhes

na préoxima secao.

42 O GAUGE UNFIXING APRIMORADO
Considere uma variavel original do espaco de fase

F (g, pi) , (4.10)

a qual pode representar tanto uma particula quanto um modelo teérico. Como ja men-

cionado, o propédsito do gauge unfizing aprimorado é redefinir as variaveis do espacgo de
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fase, tornando-as variaveis de primeira classe, de modo que se possa obter fungoes dessas
varidveis redefinidas que sejam invariantes de calibre, digamos A(F’), a partir da fungao
original A(F').

Seja entao uma variavel do espaco de fase, redefinida para ser de primeira classe,

dada por

F(Gi,pi) - (4.11)
Sabe-se que os vinculos de primeira classe geram transformacgoes candnicas infinitesimais
que mudam as variaveis do espaco de fase sem alterar o estado fisico do sistema, ou seja,
geram transformagoes de calibre [33]. Desta forma, seja y o vinculo de segunda classe,
definido na equagao (4,2), o vinculo escolhido para ser o gerador de simetria de calibre. A

varidvel de primeira classe F' deve respeitar a seguinte condicio variacional:
OF =e{F,x} =0, (4.12)

uma vez que F ja é invariante de calibre. Na expressio acima, ¢ é um parametro
infinitesimal. A partir dessa condicdo, pode-se mostrar que qualquer funcio de F é
também uma fungao de primeira classe, pois
[A(F) ) = DA(F) ox  0A(F) ox
’ G Op; Ip; O
_9A(F)oF oy 0A(F) oF ox

OA(F) .
= al(ﬁ ) {Fx} =0, (4.13)
ou, em termos de ¢; e p;,
_ 0A(F) 0A(F)
{4(F)xf = o4, {1, X} + 5, {pi:x} =0. (4.14)

Portanto, pode-se obter funcoes invariantes de calibre através da substitui¢cao
A(F)= A(F)=A(F). (4.15)
Usando a ideia do GU usual, a varidvel invariante de calibre ' é definida por uma série de

poténcias de T5, que é o vinculo descartado e que forma um par conjugado com Yy:

F=F+oalhh+ali+...=F+) c.Ty. (4.16)

n=1

Assim como no GU usual, sobre a superficie T, = 0 tem-se a seguinte condi¢ao de contorno

F(T,=0)=F (4.17)

Ou seja, quando se impoe que a variavel de fixagao de calibre seja nula, recupera-se a

variavel original de segunda classe.
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Os coeficientes ¢, que aparecem na expressao (4.16) sao determinados através da

condigao variacional (4.12). Aplicando-a, temos

5F:5F+6C1TQ+C15T2+:0
OF + 3 (0enTy + nenTy~'6Ts) = 0. (4.18)
n=1
onde
§F =e{F,x} (4.19)
dcp = e {1, x} (4.20)
5T2 =£ {TQ, X} = —¢. (421)

Na equagdo (4.21), considera-se que {75, x} = 1, devido a equacgao (4.3). Paran = 1, vem

oF
oF + 015T2 =0 =0F— cre=0 =c¢ =—. (422)
€
Para n=2, temos
) 00F
501T2 -+ 2025T2T2 =0 = 501 —2ec5 =0 = Co = ﬂ = —F. (423)
2e 2¢e2
Pode-se observar entao que, para n > 2, a seguinte féormula geral pode ser escrita:
n—1 n—1 1 5071*1
0cn ATy +ne, Ty 6T, =0 = 0cp1 —nc,e =0 =¢,=— , (4.24)
n ¢
ou, substituindo n por n + 1,
1o (4.25)
C’Vl _= —_—. .
T4l e

Usando as expressoes (4.22), (4.23) e (4.24), a série de poténcias que determina F' ganha

a seguinte forma:

_ 5F | 1200F
F=F+T,— +T222 P

5F F 1
=F+T—+ T2
€ 2! g2

5 ,60 4006
— <1+T2+2|T = +3|T2 = +>F

— el F (4.26)

onde, novamente, convenciona-se que 75 venha antes de g.
Considere agora o PP entre duas quantidades invariantes de calibre, definidas pela

expressao (4.26):

6 F L 006F
= +§T oot

{F,G}:{F—I—T;LF 2‘T2

G 006G | 1,.,006G } (27

2
G+T2? 2‘T 2 31?23
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Utiizando as propriedades dos parénteses de Poisson e em seguida tomando o limite T, — 0,

obtemos

- oG oF
{F7G}T2:0 - {F7 G} + {F7 TQ} ? + {TQ, G} ?

={F, G} +{F T2} {G, x} + {12, G} {F, x}
— {F,G} + {F,x} {13, G} — {12} {x. G} (4.28)
Tomando x = T}, pode-se escrever
{F.G},  ={F.G} + {FTH{T:. G} — {F T3} {1, G}
={F,G} +{F, Ty} e®* {1y, G} + {F, Ty} ¥ {T1, G}
— {F,G} + {F. T} {1, G} (4.29)

Considerando que ¢;; = C;; = {1}, T;}, isto é, um elemento da matriz dos PP dos vinculos,

obtemos
{F.G} _ ={F.G}y+{F T} C{T;,G}
={F,G}p, (4.30)

onde CV = Cigl é o inverso de Cj; e {F, G}, é o paréntese de Dirac, definido no capitulo

anterior. Conclui-se entao que, apds as variaveis de segunda classe serem redefinidas,
pode-se tomar as equacoes de vinculos como igualdades fortes, sem a necessidade de

“abandonar” os parénteses de Poisson em favor dos parénteses de Dirac.

4.2.1 Exemplo: O Modelo de Chern-Simons Abeliano Puro

A teoria de Chern-Simons é uma teoria de calibre formulada em (2+1) dimensdes
e apresenta aplica¢oes praticas em fendmenos que ocorrem em duas dimensoes espaciais,
como o efeito Hall quantico fracionario. A teoria é governada pela seguinte densidade

lagrangiana [30]:

K
Los = §E“VPAM8VAp
= g (A()alAg — AOaQAl — Ala()AQ + Alang + Ag@oAl — A281A0) (431)
em que p, v, p=0,1,2 e kK ¢ um parametro de acoplamento.

Os momentos candnicos sio:

— =0, 4.32
i 8(80A0) ( )
oL K
T _— -
T = (0] 2A2, (4.33)
oL K
2 _ _— = ——
= 7 (00y) 2A1, (4.34)

(4.35)
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logo, tem-se trés vinculos primarios:

po=7" =0 4.36)
¢1:7T1—gz42%0 (4.37)
by =%+ gAl ~ 0. (4.38)

A hamiltoniana candnica pode ser obtida por meio de uma transformacao de Legendre:
H= [ @ (x4 + Ay + 72As - L)
- g / P (— Ao As + Agda Ay — A1rAg + Asdr Ay)
- / & (— Ay Ag + AgdaAy) . (4.39)

A hamiltoniana primdria é obtida adicionando a hamiltoniana canonica os vinculos prima-

rios:
H,=H + /dQZ’ (Aodo + A1 + Aagh2)
= [ [-moa@ K AGDsAr + Aom® + Ay (7?1 _ ’;Az) I (wz + ;Al)] - (4.40)
A condicao de preservac¢ao no tempo dos vinculos (4.37) e (4.38) determina os

multiplicadores de Lagrange A\; e \o:
A1 = 01 Ap; (4.41)
A2 = DxAg. (4.42)
Ja a evolucao temporal do vinculo (4.36) da origem a um vinculo secundério:
3 = K (01 Ay — D Ay) . (4.43)

Através da equacao (4.43) conclui-se entao que, em (4.40), Ay faz o papel de multiplicador
de Lagrange de ¢3 e, portanto, ndo é uma variavel dindmica. Dessa forma, ¢g, ¢1, ¢2 €

¢3 sao os unicos vinculos do sistema. Eles formam um conjunto que constitui a seguinte

algebra:
{60, 61} = {00, P2} = {90, 93} = 0, (4.44)
{01, 02} = —k0® (x —y), (4.45)
{¢1, 03} = k026 (2 — ), (4.46)
{¢2, b3} = —£010P (z — y). (4.47)

Portanto, ¢y ¢ um vinculo de primeira classe, enquanto que ¢, ¢2 € ¢3 parecem ser de
segunda classe. A matriz de Dirac, formada pelos parénteses de Poisson envolvendo ¢1, ¢o
e ¢g é

0 —Kk KOy

K 0 —rd | 0P (x—y). (4.48)
—Kk0Oy KOy 0

C
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O determinante da matriz C' ¢é nulo, o que pode ser facilmente observado porque C' é
antissimétrica e de ordem 3 (isto é, de ordem impar). Entao, o conjunto formado pelos
parénteses de Poisson de ¢, ¢ e ¢3 ¢é linearmente dependente. Pode-se tomar combinagoes
lineares independentes dos vinculos de modo que parte deles se tornem vinculos de primeira

classe [29]. Sendo assim, considere a seguinte transformagao:

¢y = b (4.49)
Py = by (4.50)
¢y = @3+ 0161 + Oatha. (4.51)

Apés as transformagoes (4.49), (4.50) e (4.51), o vinculo ¢§ passa a ser de primeira classe,
enquanto que ¢} e ¢, permanecem sendo de segunda classe. A matriz C dos vinculos de

segunda classe se torna

C = (O _”) 5 (z — ), (4.52)

a qual tem determinante nao-nulo. Por conter vinculos de primeira classe, a teoria ja é
invariante de calibre, mas agora gerada pelos vinculos ¢ e ¢5. Ou seja, o grupo de calibre
foi aumentado. Através dos vinculos de segunda classe restantes, o grupo de calibre pode

ser aumentado ainda mais. Isso pode ser feito através do método GU aprimorado.

A aplicacao do método se inicia definindo um gerador de simetria de calibre. Como
restaram 2 vinculos de segunda classe, ¢; e ¢9, tem-se duas opgoes. Considere a seguinte
escolha: 5 14

1 ™ 2
=——=—-——+4 —, 4.53
X K K + 2 ( )
de modo que, sobre a superficie definida por x, {x(x), #2(y)} = @ (z — y). O vinculo ¢,

serd descartado. As transformacgoes de calibre infinitesimais geradas por y sao:

51 (a) = [ Pye) (@) x(w)} =~ (454)
0As(w) = [ dPye(y) {Ax(@), x(v)} =0, (4.55)
o' (@) = [ dPye(y) {7 (@), x(v)} = 0, (4.56)
572(a) = [ dyee) {a@). x(w)} = -, (4.57)
562(a) = [ dye(y) {alx) x(y)} = —=(a). (458)

As expressoes acima indicam que os campos A, e 7! j4 sdo de primeira classe, mas os
campos A; e 72 se transformam. deve-se entdao aplicar o método iterativo a esses dois

ultimos campos.

O campo invariante de calibre A; é construido como uma série de poténcias de T5:

Ai(w) = M) + [ dybi (2.y) 2() + [[ Pyt (@,,2) 6a(p)on(z) + -+ (459)
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Os coeficientes b,, serao determinados por meio da condigao variacional (4.12):

041 () =0 () + [ dydbs (v,y) baly) + [ dybi (,y) 662(y)+
] dydziy (29,2 62(0)2(2) + [[ dPydiabs (.. 2) 662(y)a(2)+
+ // d*yd*zbs (2,9, 2) d2(y)0pa(2) + ... = 0. (4.60)

Para termos de ordem zero em ¢, a equagao (4.60) fornece

dA(z) + /debl (z,y)dpa(y) =0

Sy (el = 0

5O (p —
= mey):—%;lﬁ. (4.61)
Para termos de primeira ordem em ¢, obtém-se, pela equagao (4.60),
[ Byobn (2,y) 6a(y) + 2 [[ Pydzba (2,9, 2) 862(y)a(2) = 0
— by (z,y,2) =0, (4.62)

pois 6by (z,y) = [ d?ze(2) {b1 (x,y),x(2)} = 0. Uma vez que by = 0, todos também sao

nulos para n > 2. Dessa forma, o campo A; assume a seguinte forma:

Aiw) = (@) + [ Py (@) 62(9)

_ A12(a:) B 72}(;6). (4.63)

Aplicando o mesmo processo iterativo para o campo 72, obtém-se o seguinte campo

invariante de calibre:

- —ZAﬂm. (4.64)

~ Al 72
A= — — — 4.65
! 2 K ( )
Ay = Ay 4.66
il =l (4.67)
2
-9 T K
=——-A 4.68
5~ (4.68)
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Esses campos formam a seguinte dlgebra de Poisson:

{A1<x>,ﬁ2<y>} = {As(2). 7' (v)} =0, (4.69)

{Ai(x), Aa(y)} = E‘S(Q) (z —y), (4.70)
{Ay(x), 7' (y)} = ;5@)(3: —y), (4.71)
{As(x), 7 ()} = ;5@) (x —y), (4.72)
{7 (@), 7%()} = 25@)(;1; —y). (4.73)
Os parénteses de Poisson (4.69), (4.70), (4.71), (4.72) e (4.73), no limite ¢ — 0, sdo

equivalentes aos parénteses de Dirac do sistema original [31].

Pode-se agora obter uma hamiltoniana invariante de calibre através da relacao
(4.14), isto é, substituindo os campos A; e Ay pelos novos campos invariantes de calibre

A, e Ay na hamiltoniana canénica (4.39). Fazendo isso, obtém-se
]:I = /i/d%’l) (-A()alAQ + A082A1> .
= [ (—ﬁAoalAQ + 500, — A0827r2) . (4.74)

Impondo a condi¢do de preservagao no tempo do vinculo (4.32), obtém-se o seguinte

vinculo secundério:

Q.SO - {7‘(‘0’]7{} ~ 0
= /@61142 — gﬁgAl + (9277'2 ~0

A 2
= /4381142 —/{82 (21 — 7T> ~ 0

K
= KR (81A2 - 82A1> ~ 0
= g3~ 0. (4.75)

O conjunto {(bo, X, b3, } forma a seguinte algebra de Poisson:

{60, H} = o3, (4.76)
{@s, H} =0, (4.77)
{x.H}=0, (4.78)
{do,x} =0, (4.79)
{0, 03} =0, (4.80)
{x.05} =0 (4.81)

As equacdes (4.76), (4.77) e (4.78) mostram que [ nao permite a determinacao de nenhum

dos multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos restantes no sistema, o que prova
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que H é invariante de calibre. J& as equaces (4.79), (4.80) e (4.81) indicam que ¢y, X € @3,
que sao os vinculos restantes no sistema, sao vinculos de primeira classe. Esses resultados

mostram o poder do formalismo GU aprimorado.

4.3 REVELANDO SIMETRIAS NO MODELO CPT-PAR MASSIVO

A fim de revelar a simetria de calibre escondida no modelo CPT-par massivo, sera
aplicado o método GU aprimorado. Como visto na subsecao 3.4.2, o sistema apresenta
apenas dois vinculos, os mesmos da teoria de Maxwell-Proca [18], os quais sao de segunda

classe, dados pelas equagoes (3.45) e (3.53):
Tl = To,
T2 = —&-m + m2A0.
Em razao disso, tem-se duas possibilidades possiveis para o gerador de simetria de calibre,
as quais serao discutidas separadamente.
4.3.1 Caso 1: T} como Gerador de Simetria de Calibre

Vamos iniciar o formalismo redefinindo o vinculo 77, para ser o gerador de simetria

de calibre, como
== Ty = —Om; + m* Ay, (4.82)

de modo que y e Ty formem um par conjugado, isto é,

{x(2), Ta(y)} = 6®(z —y). (4.83)

O vinculo T3 sera descartado, passando a fazer parte dos termos de fixacao de calibre
nas séries de poténcias que definirdo as fungoes de primeira classe. As transformacoes de

calibre infinitesimais geradas por y sao:

540(x) = [ @) (An(w). x(w)) = ~ 2, (4384)
5Ai(x) = Smo(x) = Smi(w) = 0, (4.85)
0T3(w) = [ dy=(y{Ta(), x(y)} = —e(a). (4:86)

A partir das relagoes acima, pode-se notar que apenas o campo Ay nao é invariante
de calibre. Sendo assim, a quantidade invariante de calibre Ay é definida pela série de

poténcias de T5:

Aofw) = Aofa) + [ Pyer (0,9) Toy) + [[ dyd’zca (0,9, 2) ) Ta(=) +--+ . (487)
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na qual os coeficientes ¢, sao determinados pela condi¢ao variacional (4.12):
0Ag(x) =6 Ag(z) + / d’yoer (,y) To(y) + / d’yer (2, y) 6T>(y)+
—|—// Pyd®z6cy (1,y, 2) To(y)Ta(2) + // dPyd*zcy (2,9, 2) 0To(y)To(2)+
+ // dPyd®zcy (z,y,2) To(y)6Ta(2) + ... = 0. (4.88)

Para termos de ordem zero em 75, temos

dAo(x) + /d3y01 (x,y)0T5(y) = 0. (4.89)
Utilizando as equacgoes (4.84) e (4.86), vem

_@ B /d3ycl (z,y)ey) =0 = a(v,y) = _Wé(g)(x —y). (4.90)

m2
Para termos de primeira ordem em 75, temos a seguinte equagao:
/d3y501 (z,y) To(y) + 2 // dPyd®zey (2,9, 2) 6T (y)Ta(2) = 0. (4.91)

Utilizando as equagoes (4.86) e (4.90) em (4.91), obtém-se

o [ [0~ )] Toly) 2 [ gz (2,,2) ) To() = 0
— _Tr1LQ // d3yd326(2’) {6(3)(1; — ), X(Z)} Tr(y) — 2 // d3yd3202 (2,9, 2) e(y)Ta(2) = 0

- 0- 2// d*yd®zcy (z,y,2) e(y)Ta(2) = 0

— o (z,y,2) =0. (4.92)

Como dcy = 0, todos os termos de corregao ¢, sao nulos para n > 2. Substituindo (4.90)

em (4.87), chega-se ao campo invariante de calibre Ag (z):

Ao(a) = Ao(e) — 5 [ @50 y)Tal)

— Ao(x) — —=Ty()

m2
1 2
~ 1
Portanto, temos os seguintes campos invariantes de calibre:
~ 1
Ay = ﬁam, ( )
ﬁ'o = T, (4 9 )
(4.96)

T = T



45

Pode-se agora calcular os parénteses de Poisson entre as novas variaveis:

{Ao(e), 7o)} = 5 (Oim(a), mo(w)} = 0 = {Ao(a), mo(9)} . (197)
{Aol@). 7)) = — (07,(0), 7))} = 0 = {Aol@), m(0)} (1.95)
{Aole), Ay)} = 5 105, (2), Aiw)} = 500 (2 —y) = {Aole), Ay}, (499)
{Ai(2), 75(y) } = {Ail2), m;(9)} = =056 (2 — y) = {Ai(2), 7;()} - (4.100)

Note que a algebra dos PP das variaveis de primeira classe acima ¢ idéntica a algebra dos
parénteses de Dirac das variaveis originais calculada na subsecao 3.4.2. Isso demonstra a

consisténcia do formalismo GU aprimorado.

Agora, pode-se calcular as fungoes invariantes de calibre a partir das novas variaveis

do espago de fase obtidas. Para isso, deve-se aplicar a relacao (4.15):

G(Awmy) = G (A7) = G (A7), (4.101)
onde G (A,,m,) é uma funcdo qualquer das varidveis do espaco de fase. Sendo assim,
vamos calcular uma hamiltoniana invariante de calibre. Substituindo as expressoes (4.93),

(4.95) e (4.96) na hamiltoniana canoénica (3.50), temos:

- 1 o oo~ ~ 1 - 1 .~ -
H= / d3a:{2[7~ri = WORER) (D™ Nalm = WO+ Ao0if; + 2 (Fy)* + JW I Fy Fa—

2
- Cod - A}
1 . , 1 1 1.
— /de{Q {ﬂ'i o WOUijk} (Dil)il[ﬂ'l o WOl]ijk]"‘W (aiﬂ'i)Z + Z(Fij)Q + ZWUleiijl_
m? [ 1

-2 [ @m) - Al }

1

4Wijleiijl+

_ 1 . . 1
i= [ d3x{2 [ = WOPRE] (D™ alm — WOy () +

2
+ %Af + L (om)? } (4.102)

2m?2

Observe que hamiltoniana (4.102) é a mesma que a obtida na subse¢ao 3.4.2 através do

método de Dirac, quando considerou-se T5 ~ 0 como uma igualdade forte e substituiu-se

0im;

Ag por 5 (vide equacdo (3.73)). Pela auséncia da varidvel Ay, fica facil ver que

{H}= {—;(;H} =0 (4.103)

como deveria ser, por construgao (vide eq. (4.12)).
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Pode-se também obter uma lagrangiana invariante de calibre, analogamente ao
processo realizado para a hamiltoniana original do sistema. Para isso, pode-se utilizar a
forma funcional da densidade lagrangiana (3.38) [27, 28]. Utilizando as equagoes (4.93) e

(4.95), a lagrangiana invariante de calibre assume a seguinte forma:

L= / & <—F . 4Wﬂ“p¢ﬁwﬁp¢ ”;421)

- ) 1 L~ 1 o~
= / dsx{ - |—2FoiFoi + FiFyy| — 4[ AW By Fo+4W 7 By, Fyy, + WM By +

2 2
+ A A, — mgigi}
2 2

I= / &z { — 8,40] [B0As — 0. A0) — i (Fy)? — WO [0y4; — 0,40 [06A; — 0;A0] -

2
— WOIR (90 A; — 0 A Fy — *W”lekal + —Avo - Az-Az}- (4.104)

Como a variavel original Ay nao estd mais presente no sistema, nao é possivel escrever a

lagrangiana (4.104) em uma forma manifestamente covariante.

4.3.2 Caso 2: T5 como Gerador de Simetria de Calibre

Neste caso, redefine-se o vinculo T5 como

, 1

X = ( Oimi +m A0> T, = T, (4.105)

m2
a fim de que {\'(z),T1(y)} = 6®(z — y) (o sobrescrito ’ foi inserido para enfatizar que o
gerador de simetria de calibre y’ é diferente do gerador x do caso anterior). O vinculo T}
sera descartado e passard a ser uma variavel de fixacdo de calibre. As transformacoes de

calibre infinitesimais geradas por x’ sdo:

dAg(x) = dmi(x) =0, (4.106)
a&wz/fw W) {Aa) X W)} = -2, (4.107)
dmo(x) = 6T (2 / dBye(y) {mo(z), X' ()} = —e (). (4.108)

Entao, de acordo com as equacoes acima, as quantidades Ay e 7; ja sdo invariantes sob
transformacoes de calibre geradas por x/, enquanto que A; muda. Sendo assim, o campo

invariante de calibre A; é construido pela seguinte série de poténcias de T7:

Ail@) = Ai(w) + [ dybu (o) Tiw) + [[ dydba (2,9, 2) TIQ)TI() + - (4.100)
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Aplique a condicao variacional (4.12) para que sejam determinados os coeficientes b,,:
0A;(x) =0A;(x) + /dgy5b1 (z,y) T (y) + /d3yb1 (z,y) 6T (y)+

+ // dPyd®z6by (z,y, 2) Ty (y)T1(2) +// Pyd®zbs (2,9, 2) 0Ty (y)T1(2)+

+ // dPyd®zby (2,y,2) T (y)0Ti(2) + ... = 0. (4.110)
A equacao para os termos de ordem zero em 717 é
SA(x) + / dyby (z,3) 0T1(y) = 0. (4.111)
Com uso das equagoes (4.107) e (4.108), temos
81'8 X
- m(Q) - /d3yb1 (z,y)e(y) =0

= b (z,y) = 7712&«5(3)(27 —1). (4.112)
Para termos de primeira ordem em 77, vem:
/d3y561 (x,y) Ti(y) + 2 // dPPyd®zby (2,9, 2) 5Ty (y)Ti(z) = 0. (4.113)
Utilizando as equagoes (4.108) e (4.112) em (4.113), obtemos
2 [ 059 — )] Tutw) — 2 [[ @ y*abs (2..2) ) Ti ) = 0
= Tf1L2 // dPyd’ze(z) {31-6(3) (x —y), X'(z)} Ti(y) —2 // dPyd’2by (x,y,2) e(y)Ti(2) = 0
= 0- 2// d>yd®zby (z,y,2) e(y)T1(2) = 0

—  by(z,y,2) =0 (4.114)

Em razao disso, todos os coeficientes b,, serao também nulos para n > 2. Entao, substi-
tuindo a equacio (4.112) na equacio (4.109) o campo invariante de calibre A4; obterd a

seguinte forma:
i 1 3, 9 5(3)
Aia) = Aiw) + 5 [ a0 (@ — ) Ta(y)
1
= Ai(a) = — [ @O —y)oTi(y)
1
Ai(z) = Ai(z) — n;@im)(x). (4.115)

Como o campo 7y foi descartado e, além disso, é a variavel que corrige os outros campos,
deve-se ter, por construcao, 7y = 0. Mas, a titulo de verificacao, consideremos a aplicagao

deste processo iterativo sobre my. O campo invariante 7y vem definido como

Fole) = mo(@) + [ dyby (2,9) Ti(y) + [[ Pydab (0,9, 2) TTi(2) + - (4116)



48

Pela condigao (4.12), temos

57o(w) =0mo(a) + [ dydby (v,9) Ti(y) + [ dybr (2,9) 0Ti(y)+
+ // d>yd®z0by (2, y, 2) Ty (y)Th(2) + // d*yd®zby (z,y, 2) ST (y)T1 (2)+

+ / / Bydzby (2, y, 2) Ty (y)STy(2) + . .. = 0. (4.117)
A equagao para termos de ordem zero em 77 nos fornece
bi(z,y) = =0 (z —y), (4.118)
a0 passo que a equacao para termos de primeira ordem em T} fornece
by (z,y,2) =0, (4.119)
truncando a série. A equagao (4.116) se reduz a

To(x) = mo(x) — /d3y5(3)(x —y)T1(y)
= mo(x) — T1(x)

como queriamos verificar. Portanto, os campos invariantes de calibre sao:

Ay = Ay, (4.121)
A; = A; — = 0ym, (4.122)
o =0, (4.123)
Ty =m; (4.124)
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a qual é também consistente com a algebra dos parénteses de Dirac entre as variaveis

originais do espaco de fase, calculada na subse¢ao 3.4.2.

Agora, serd aplicada a relagdo (4.15), substituindo as equacoes (4.121), (4.122)

e (4.124) na hamiltoniana candnica (3.50). O resultado é a seguinte hamiltoniana de
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primeira classe:

WZ]klE]Fkl_

= / d%{;[m — WO ] (M‘l)il (71— WO By |+ Aoy + i(ﬁ )+ 0

1 1. .
—(Fy)? + ZWUME]'FM_

= / de{; (i = WORE] (M) [m = WO B ] + Aodim + 7 (

2

m 9 9 1
—7(/1 — A2) + modiA; +5 (9imo)? }

~ H = H— /d3 {—woaA — (Do)’ } (4.129)

As equagdes de Hamilton geradas pela hamiltoniana (4.129) sao

. 1

Ay = 0;A0 — (Mfl)“ [ﬂ'j - WOJMFM}, (4.131)
1]

w0 =Ty = m*y =0, (4.132)

iy =2 (M—l) WO, [y — WO B | = 03 Fji + m?Ai — Oy (4.133)

Embora a variavel original Ay ja seja invariante de calibre, a equagao (4.132) nos indica

que é possivel fazer a seguinte generalizacao:
< 1
AO — AO = AO — 72807'('0, (4134)
m

uma vez que as evolugoes temporais de Ay e Ay sido iguais. Entao, substituindo Ag por A

na hamiltoniana (4.129), temos
1
H H — /d I{ — 7r08A + {(8071'0) — (aﬂl’o)ﬂ }

= H — /d?)l'{ - WoaiAi + 21”12 (8“7'('0)2 } (4135)

Pode-se agora fazer uma transformacao de Legendre inversa da hamiltoniana (4.135),

resultando em uma lagrangiana invariante de calibre:
E, = /dgl' 7['01&0 — 7TZ/L — 7:[}
—/dx{ oo — mAi — H — mod, A, +2 (9,0) }
1
/d3 {—F Fre — 4V[/“”p‘]ﬁFWF,,(ﬁ + 7AMA“ + mo0, A" + Dy (a,u’ﬂ'())2} ,

(4.136)
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onde foi utilizada a equagao (4.131) para eliminar os momentos 7;. Integrando o penultimo
termo de (4.136) por partes (ignorando o termo de superficie) e definindo % = 0, a

lagrangiana pode ser escrita como

m2

T 1 v 1 v,
L/_/dBI{—ZlF#VF# _ZW“ pd)Fﬂprd)‘i‘ 9

(A, +0,0) (A" + 8“9)} . (4.137)
A lagrangiana (4.137) é a lagrangiana de Stueckelberg [19] adicionada ao termo CPT-par e
violador da invariancia de Lorentz, sendo 6 conhecido como escalar de Stueckelberg. Esta
lagrangiana é a mesma encontrada por Vytheeswaran para a teoria de Maxwell-Proca por
meio do GU usual [18]. Note que a Lagrangiana (4.137) é invariante sob a transformacao

de calibre

00 =0— ), (4.138)
A= Al = A, + 9N, (4.139)

onde \, é um campo escalar arbitrario. Além disso, ao se aplicar a condi¢ao 6 = 0, tem-se

novamente o setor CPT-par massivo.
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5 CONCLUSOES

Na fisica moderna, a invariancia de calibre é uma caracteristica importante e 1til
em diversas teorias, justificando a importancia de se estudar modelos que apresentam tal

simetria.

Neste trabalho, foi apresentado o modelo CPT-par massivo, o qual viola tanto a
invariancia de Lorentz quanto a invariancia de calibre. Foi analisada a estrutura canonica
do sistema através do método de Dirac e a simetria de calibre escondida foi revelada por
meio do método gauge unfixing aprimorado, convertendo-se o sistema original de segunda
classe (que nao possui invaridncia de calibre) para um sistema de primeira classe (que

possui invariancia de calibre).

Pelo método de Dirac, foram obtidos os dois vinculos do sistema, os quais sao de
segunda classe e iguais aos vinculos do modelo de Proca. Ou seja, o termo CPT-par e
violador da invaridncia de Lorentz nao altera os vinculos da teoria de Proca. Em seguida,
foram calculados os parénteses de Dirac da teoria, a partir dos quais a quantizagao candnica

¢é diretamente realizada, sem inconsisténcias.

Pela aplicagdo do método gauge unfixing aprimorado, foram obtidas duas teorias
invariantes de calibre consistentes com o sistema original. Especificamente falando, em
ambos os casos, a algebra dos parénteses de Poisson das novas variaveis do espago de fase
¢ consistente com a algebra dos parénteses de Dirac envolvendo as varidveis originais. No
primeiro caso, em que o vinculo primario foi escolhido como gerador de simetria de calibre,
obteve-se uma lagrangiana que nao pode ser colocada na forma covariante. Ja no segundo
caso, em que o vinculo secundario foi escolhido como gerador de simetria, obteve-se uma
lagrangiana do tipo Stueckelberg adicionada ao termo CPT-par e violador da invariancia
de Lorentz. Ou seja, no caso do modelo CPT-par massivo, pode-se considerar que a

aplicacao do método GU aprimorado justifica a aplicacao do truque de Stueckelberg.

Pelo fato de nao fazer uso de variaveis extras, o método GU se revela ser um método
comodo e atraente, em comparacao com outros formalismos de conversao de sistemas
de segunda classe para sistemas de primeira classe. Pode-se ainda comparar o método
GU usual com o método GU aprimorado: é possivel notar que a obtencao das variaveis
invariantes de calibre, para que em seguida seja possivel escrever as func¢oes hamiltoniana
e lagrangiana, torna os cdlculos menos longos, em comparagao com o método usual, no

qual se aplica o operador de projecao diretamente sobre a hamiltoniana canonica.

Perspectivas

Futuramente, como continuacao do trabalho, tem-se a intencao de aplicar o método
BFT ao modelo CPT-par massivo, com o objetivo de se obter novas comparacoes. Além

disso, dando prosseguimento na andlise de sistemas vinculados de segunda classe, pretende-



se também estudar a aplicacao do método gauge unfizing em modelos nao-abelianos.
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