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RESUMO

A &rea de equacoes diferenciais ocupa um papel central na mateméatica. De um
ponto de vista tedrico, € um campo que intersecta diversas outras areas distintas e as
conecta. Do ponto de vista aplicado, € uma area com iniimeras aplicagoes nas ciéncias
naturais e na modelagem computacional. Devido a isso, essa area atrai muitos pesquisadores

e ha grande producao académica nesse campo.

O objetivo desse trabalho é estudar certos tipos de equacoes diferenciais funcionais
em medida e de equagoes dinamicas funcionais em escalas temporais, além de métodos da
média para estas equacoes. Para isso, estudamos a integral de Kurzweil e suas propriedades,
as quais foram desenvolvidas na década de 50 para a resolucao de problemas dentro da area
de EDO, e as escalas temporais, que foram introduzidas em 1988, na tese de doutorado de
Stefan Hilger, com o intuito de unificar as andalises discreta e continua. Usamos dessas
teorias para relacionar equagoes diferenciais funcionais com equacoes dinamicas e para
provarmos resultados sobre ambas. Por fim, usamos desses resultados e relagoes para o
estudo do método da média, o qual nos permite aproximar as solugoes dessas equagoes

por solugoes de equagdes mais simples.

Palavras-chave: Método da média. Equacoes diferenciais funcionais em medida. Equacoes

dinamicas funcionais em escalas temporais.



ABSTRACT

The area of differential equations occupies a central role in mathematics. From
a theoretical point of view, it is a field that intersects several other distinct areas and
connects them. From an applied mathematics point of view, it is an area with numerous
applications in the natural sciences and in computational modeling. Due to this, it is an

area that attracts many researchers and in which there is great academic production.

The objective of this work is to study certain types of measure functional differential
equations and functional dynamic equations on time scales, as well as averaging methods
for these equations. For this, we studied the Kurzweil integral and its properties, which
were developed in the 1950s for solving problems within the ODE area, and the time
scales, which were introduced in 1988, in Stefan Hilger’s doctoral thesis, in order to unify
discrete and continuous analysis. We use these theories to relate functional differential
equations to dynamic equations and to prove results on both. Finally, we use these results
and relationships to study the averaging method, which allows us to approximate the

solutions of these equations by solutions of simpler equations.

Keywords: Averaging method. Measure functional differential equations. Functional

dynamic equations on time scales.
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1 INTRODUCAO

Desde sua concepcao, as equagoes diferenciais tiveram um papel destaque na
matematica: por um lado, mais tedrico, essa area reunia diversos assuntos centrais na
pesquisa matematica da época, como a andlise, a geometria e a topologia, conectando essas
areas e fornecendo resultados importantes dentro delas; por outro lado, mais aplicado, essa
area se mostrou extremamente eficiente na modelagem e estudo de fenémenos naturais,
tendo se tornado linguagem e ferramenta imprescindivel para as ciéncias naturais. Tal fato
motivou o desenvolvimento dessa area por inimeros matematicos ao longo dos séculos, e
varios dos “problemas” encontrados durante esse processo serviram para trazer a luz novas

ideias, que serviram de base para continuar o progresso no estudo de equagoes diferenciais.

Dentro desses problemas, um que se destaca esta relacionado com a integrabilidade
de certas fungdes. A integral de Riemann nao é capaz de integrar muitas fungoes que
sao “interessantes”, de um ponto de vista tedrico, dentre as quais se destacam fungoes
de grande oscilacao ou com muitas descontinuidades. Para tratar esse problema, muitas
outras integrais foram desenvolvidas. Nesse texto, estudaremos, no segundo capitulo, as
integrais de Kurzweil e de Perron-Stieltjes e suas propriedades, sendo esta tltima integral
um caso particular da primeira. Neste capitulo, apresentamos um resultado inédito, que
nos permite dar novas demonstracoes de ambas as versoes do Lema de Cousin, além de
apresentarmos demonstragoes proprias de diversas propriedades da integral de Kurzweil.
Um dos motivos de interesse no estudo dessa integral se da pelo fato de ela generalizar a
integral de Riemann generalizada, sendo capaz de integrar fungoes de grande oscilagao,
com muitas descontinuidades, que tenham como contradominio espacos de Banach. Outro
motivo importante se da pelo fato dessas integrais englobarem muitas outras integrais
importantes, como a integral de Riemann, a integral de Lesbegue e a integral de Riemann

generalizada.

Outro problema que surge ao longo do desenvolvimento das equagoes diferenciais
se da no contexto da modelagem de certos fendmenos naturais. Por exemplo, em alguns
casos, populagoes de organismos podem sofrer grandes redugoes periddicas em seu vo-
lume populacional, comecando este a se comportar de maneira discreta ou até mesmo
desaparecendo durante certos periodos, para depois retornarem ao seu crescimento usual.
Isso se torna um problema na modelagem uma vez que uma func¢ao que descrevesse essa
populacao ao longo do tempo necessitaria ter “buracos” em seu dominio, o que vai de
encontro as ferramentas do calculo, que muitas vezes supoe um dominio conexo. Uma das
solugoes para esse problema foi proposta por Stefan Hilger, em sua tese de doutorado, por
meio das escalas temporais. Nesse texto, estudaremos no terceiro capitulo este conceito e
suas propriedades, além de um tipo de integral definido para que possamos integrar sobre
conjuntos fechados nao-conexos: a A-integral de Perron-Stieltjes. Em particular, daremos

uma definicdo um pouco mais geral que aquela encontrada em grande parte da literatura
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(a saber, a A-integral de Perron), que nos permitird, sem esfor¢o adicional, generalizar
quase todos os resultados referentes a escalas presentes nesse texto. Ainda no terceiro
capitulo, veremos que a A-integral de Perron-Stieltjes e a integral de Perron-Stieltjes estao

fortemente relacionadas.

Em seguida, no capitulo 4, usaremos da teoria desenvolvida nos dois capitulos
anteriores para estudarmos equagoes diferenciais funcionais em medida, com e sem impulso,
e equagoes dinamicas funcionais em escalas temporais, com e sem impulso. Durante esse
estudo, além de analisarmos as propriedades dessas equagoes, usaremos da relagao entre a
A-integral de Perron-Stieltjes e a integral de Perron-Stieltjes para mostrar que existe uma
correspondéncia biunivoca entre as solugoes de certas equacoes diferenciais em medida e
as solucgoes de certas equacoes dinamicas em escalas temporais, o que nos permitird provar
resultados para equacoes dinamicas utilizando a integral de Perron-Stieltjes e dominios
conexos, ambos os quais possuem propriedades bastante tteis. Ainda, a definicdo da
A-integral que apresentaremos, e os resultados que dela seguem, nos permitirao generalizar

muitos dos resultados referentes a equagoes dindmicas em escalas temporais.

Por fim, no capitulo 5, estudaremos métodos da média, periédico e nao-peridédico,
para a analise de equagoes funcionais em medida e equagoes dindmicas em escalas temporais.
Esses métodos consistem em aproximar as solugoes de certas equacoes por solugoes de
equagoes mais simples. Novamente, nesse capitulo, usaremos dos resultados mais gerais da
A-integral apresentados nesse texto para generalizar alguns dos resultados dos métodos da

média referentes a equagcoes dinamicas.



12
2 INTEGRAL DE KURZWEIL

Neste capitulo, estudaremos a integral de Kurzweil, a qual pode ser entendida
como uma generalizacao da integral de Riemann generalizada. O motivo de estudar tal
integral é que esta nos permite integrar func¢oes de grande oscilagao, além de podermos
tomar contradominios fora dos reais. Em particular, essa integral engloba outras integrais
bastante tteis, como a integral de Perron-Stieltjes, a qual sera explorada na parte de

equacoes funcionais em medida.

2.1 Definicao

Sejam a,b € R, com a < b.

Definicao 1 (Partigao). Dado n € N, dizemos que d = {t; € [a,b] | i€ {0,1,....,n}} €
uma particao de [a,b] se ty = a, t, =b et;_1 <t; para todo 1 € {1,...,n}. Nesse caso,
diremos que n = |d| e que d = (t;). O conjunto das parti¢oes de [a,b] serd denotado por
D[(I,b]'

Sejal={ACR | A¢um intervalo}.

Defini¢ao 2 (Particdo marcada). Seja d = (t;) € Diy. Dado i € {1,....]d|}, seja
& € [tic1, ti]. O conjunto {(&, [ti—1,t;]) e RxT | i€ {l,...|d|}} € dito ser uma partigio
marcada de [a,b]. Denotaremos uma particio marcada d como sendo d = (&, [ti—1,ti]). O

conjunto das particoes marcadas de [a,b] serd denotado por T Dy, y.

Definicao 3 (Particao marcada parcial). Se d € T Dy, e d C d, dizemos que d' é uma
particao marcada parcial de [a,b]. O conjunto das particoes marcadas parciais de |a,b] é
chamado de TPD\,y.

Definigao 4 (Calibre). Um calibre em A C [a,b] é uma fungdo 6 : A — (0,400). Dado um
calibre § em [a, b, dizemos que d = (&, [ti—1,t;]) € TPDy,y € wma particio marcada parcial

d-fina quando [ti—1,1;] C (& — 6(&),& + 6(&)) = B(&,0(&)) para todo i € {1,.... |d[}.
Definiremos agora a integral de Kurzweil, conforme feito em (1, Definigao 2.1).

Definicao 5 (Integral de Kurzweil). Seja X um espago de Banach. Uma fungio U :
[a,b] x [a,b] — X ¢ chamada de Kurzweil integrdavel em [a,b] se existe I € X tal que, para
todo € > 0, existe um calibre 6 em |[a, b] tal que:

|d|
S U(mt:) = U(mitiza)] — 1

i=1

<€

para toda particio marcada d = (7;, [ti—14,]) 0-fina de [a,b]. Nesse caso, I é chamado de

b
integral de Kurzweil de U sobre [a,b] e serd denotado por/ DU(t,t).
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Note que a definicdo acima apresenta dois possiveis "problemas": primeiramente,
para que a definigdo ndo seja trivial, é necesséario que, para todo calibre ¢ em [a, b], exista
uma particao marcada d de [a, b] d-fina. De fato, sem isso, pode-se tomar um calibre § que
nao possui uma particdo marcada J-fina, donde teriamos que todo I € X seria a integral
de Kurzweil de U sobre [a, b]. Em segundo lugar, mesmo com esse resultado, ainda nao
teriamos garantido a unicidade dessa integral, quando a mesma existisse. Para resolver o
primeiro dos problemas, provaremos um lema de anélise na reta que, até onde sabemos, se

trata de um resultado inédito.

Lema 1. Seja K C R um compacto da reta, A um conjunto de indices, {x; € K | 1 € A}

um conjunto de pontos de K e ,UAB(%‘, €;) uma cobertura aberta de K com €¢; > 0 para
1€

todo i € A. Entdo, existe uma subcobertura aberta 'QIB(SCZ', €;) de K tal que:

1. x; < xyq para todo i € {1,....,n— 1}.
2. Sei,je{l,...,n} comi<j—1, entio B(x; &) N B(xj, €)= 0.

3. Para todo i € {1,...,n}, vale B(x;, ;) N K ¢ .LiJlB(xj,ej) NK.
i
4. Seie{l,...,n—1} e B(x;,€¢), B (xi11,€41) possuem pontos na mesma componente
conexa C de K, entao existe a; € B(x;, ;) N B(wiy1,€41) NC. Se CN [z, x501] # 0,
entdo podemos exigir que x; < a; < xiy 1. Ainda, se CO (x;,x41) # 0, entdo podemos

exigir que T; < a; < Tit1.
5. Dados i,7 € {1,....,n} com i < j, temos:
inf B(x;, ;) N K <inf B(z;,¢;) N K e sup B(z;, ;) N K < sup B(zj,¢;) N K.
Ainda, se j # 1+ 1, vale que:

inf B(z;,¢;) N K <inf B(z;,¢;) N K e sup B(x;,¢;) N K < sup B(xj,¢;) N K.

6. inf K € B(xzj,¢;) se, e somente se, j =1 e supK € B(xj,€;) se, e somente se,
J=n.

Demonstracio. Como K é compacto, existe uma subcobertura finita GlB (x;,€¢) de K.

Suponha que exista i € {1,...,m} tal que B(z;,¢;) N K C .nL_le(a:j,ej) N K. Entao,
g
m—1 .
kL_JlB(xk/,ek/) dada por B(zy,er) = B(xy, €;) para k < i e B(xp, ) = B(Tri1, €pv1)
para k > i, é uma cobertura aberta de K. De fato, se x € K, existe k € {1,...,n}
tal que = € B(xyg,€x). Se k # i, existe k' € {1,...,m — 1} tal que = € B(xy,€;) =
m—1 m—1
B(xk/,ek/) C kL_JlB({Ek/,Ek/). Se k = 1, entao x € B(ZBi,Gi) NK C kL_JlB([L’k/,Ek/) NK =
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kng(mk,ek) N K. Logo, j@lB(xj,ej) ¢ uma cobertura aberta de K. Repetindo esse
ki i
processo até no maximo m — 1 vezes, obtemos uma cobertura aberta iQiB(xi7 €;) tal que
Bz, e,) N K ¢ j@lB(J;j, €;) N K para todo i € {1,...,n}. Com isso, concluimos o item 3.
j#i
Sendo z; o elemento de K que é o centro de B(z;,¢;) para cada i € {1,...,n},

podemos supor z; < x;,1 para todo i € {1,...,n — 1}. Do contrario, basta reordenarmos
os indices. Portanto, concluimos o item 1.

Sejai € {1,...,n}eJ C{l,..n}\{i} tal que J # (. Notemos que se B(x;,¢;) C
.LGJJB(xj, €j), entdao B(x;, €;,)NK C ALgJJB(xj, €;)NK C ,GlB(xj, €;)NK, o que é um absurdo.
J J J=

i
Portanto, devemos ter B(x;,€;) ¢ .LEJJB(a:j, €)-
j
Sejam i,j € {1,...,n} com i < j—1. Entdo, como i < j—1, segue que i < i+1 < j,

donde z; < x;11 < x;. Sejam:

a = max{sup B(z;, €),sup B(x;11, €41),s5up B(xj,€;)} e

b = min{inf B(z;, ¢;),inf B(x;41, €41), inf B(x;,€;)}.

Se existe k € {i + 1,7} tal que b = inf B(xy, €), entdo:
Tp— € <2, —6=>0< 2, —x; <€, —€; = € < €.

Assim:
Tp— € <Xy — €6 <X + € < T + €,
donde B(x;,€¢;) C B(xg, ) C lLrle(xl,el), um absurdo. Analogamente, se existe k €

1£i
{i,i+ 1} tal que a = sup B(zy, ), entao:

Tite <apte=>0<r—a <€ — € = € < €.

Assim:
T — € <X — € < x;+ € < Xp + €,
donde B(xj,€;) C B(xg, ;) C ZQIB(JL'I, €1), um absurdo.
1#5
Portanto, devemos ter a = sup B(z;,€;) e b = inf B(x;,¢;). Suponha que B(z;, ;)N
B(zj,€;) # 0. Entdo, como B(x;,€;) e B(z;,¢€;) sdo conexos abertos com um ponto em

comum, B(x;,€;) U B(xj,€;) é conexo e:
infB([L’i,Ei) U B(Z’j, 6]') =T — € = b S Tjr1 — €41 €

Titr1 -+ €11 S a4 =Ty + €; = sup B(.I'Z, Ei) U B(.Tj,ﬁj).

Logo, B(zit1,€i+1) C B(xi, €,)UB(xj,€;) C ZQI B(x, €¢), um absurdo. Dessa forma, temos
i1
B(xz;,¢) N B(zj,€;) = 0 e, assim, vale o item 2.
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Mostremos entao a quarta afirmacao do lema. Dado i € {1,...,n — 1}, suponha

que exista uma componente conexa C de K tal que B(x;, ;) NC # 0 e B(xiy1,€41) NC #

(. Sejam b; = sup B(x;,¢;) NC e ¢; = inf B(x441,€11) NC. Sabemos que B(x;,€) N
C,B(zi41,€641) NC # 0 e que B(x;,¢,) NC C B(xy,¢;) (limitado) e B(wiy1,€41) NC C

B(xii1,€i11) (limitado), donde b; e ¢; estdo bem definidos. Ainda, note que, como K é

compacto, cada uma de suas componentes conexas é compacta, donde b;, ¢; € C. Analisemos

0s possiveis casos.

: b + ¢
e Caso b; < ¢;: Nesse caso, seja a; = — 5 L. Como b;,c; € Ceb; < a; < ¢, temos

a; € C C K. Portanto, devemos ter a; € B(xj,€¢;) para algum j € {1,...,n} com
j # 1,1+ 1. Notemos que, nesse caso, devemos ter b; = sup B(z;, ¢;) = x; + ¢;. De

fato, caso contrario, existiria € > 0 tal que b; + 6 € B(x;,€;) para todo 0 < § < e.

C. — b, C, J— .

Em particular, como lim —— = 0 e ——— > 0 para todo n € N, existiria

n
ci — b ci — b

no € N tal que ng > 1 e —— < €. Entdo, b; < b; + — ! < ¢;, donde terfamos

no No
¢ —b; ¢ — b .
b; + € B(zi,e,)NCe b+ > b; = sup B(z;,¢;) NC, o que é um absurdo.

0 0
Analogamente, devemos ter ¢; = inf B(z;41,€;41) = T;11 — €;41. Suponha entdo que

j < i. Temos:
bi:xi+ei<ai<mj—|—ej:>ej—ei>x,-—xj>O:>ej>ei.
Assim:
Tj—€ < —€6<T+6 < T;+E€ :>B([L'i,€i> C B(.ﬁCj,Gj),

o que é um absurdo. Logo, 7 > ¢+ 1. Entao, devemos ter:

Tj—€ < <C =Tip1 — €+l :>0<1'j—l‘i+1 < € — €1 = €5 > €y1.
Entretanto, isso implica em:

Tj— € < Tjgp1 — €41 < Tit1 + €41 < Z; + € = B({L'H_l, Ei+1) C B(l’j,éj),
o que é um absurdo.

Caso b; = ¢;: Nesse caso, facamos a; = b; = ¢; e suponhamos primeiramente que
a; & B(wi,€) e a; € B(xig1,€41). Como a; € K, existe j € {1,...,n} \ {i,i + 1}
tal que a; € B(z;,¢€;). Portanto, existe € > 0 tal que B(a;,€) C B(xj,¢j). Como
a; = b; = sup B(z;, ¢;)NC, temos que B(a;, €)NB(x;, €;) # ) (uma vez que B(z;, €;)NC
é um intervalo por ser a intersegao de dois intervalos). Logo, B(zj, €;) N B(x;, €;) # 0,
donde j € {i — 1,i + 1}. Analogamente, como a; = ¢; = inf B(x;11,€41) NC,
temos que B(a;, €) N B(xit1,€41) # 0 (uma vez que B(x;41,€41) NC é um intervalo
por ser a intersecao de dois intervalos). Logo, B(z;,€;) N B(xi41, €41) # 0, donde
J € {i,i+2}. Assim, j € {i,i +2}N{i—1,i+ 1} = 0, um absurdo. Portanto,
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devemos ter a; € B(x;, €;) oua; € B(x;41,€,41). Sem perda de generalidade, suponha
que a; € B(x;,¢;). Nesse caso, como sup B(z;, €;) € B(x;,€;), devemos ter a; = supC.
Mas a; = ¢; = inf B(z;41,€,41) N C. Se a; = inf B(x;11,¢€;41), entdo para todo
y € B(xiy1,€41), temos y > a; = supC, donde B(z;41,€;11) NC = B, um absurdo.
Assim, a; = ¢; = infC (em particular, a; € B(z;y1,€,41)). Entdo C = {a;} e
a; € B(x;,€¢) N B(xig,€641) NC. Caso CN [z, xi1] # 0, entdo a; € [w;, 4],
donde z; < a; < x;41. Por fim, caso C N (x;, ;1) # 0, entdao a; € (x;,x;11), donde

T < @y < Tjgq.-

bi + ¢
o Caso b; > ¢;: Nesse caso, seja a; =

. Como b;,¢c; € C e ¢; < a; < b;, temos

a; € C. Suponha que ¢; < z; — ¢;. Entao:
Tiy1 — €41 = Inf B(xip,61) <6 <xi—€ =0 <21 —2; < €41 — € = €41 > €.
Com isso, temos:

Tip1 — €41 ST — € < X+ 6 < Tig1 + €41 = B(xi,6) C B(Tiy1, €41),

o que é um absurdo. Logo, ¢; > z; — ¢;. Analogamente, temos b; < x;11 + €11.
Dessa forma, z; — ¢; < ¢; < a; < b; < sup B(x;,€¢;) = x; + €;, donde a; € B(x;,¢€;).
Similarmente, x;11 — €41 = inf B(z;41,€41) < ¢ < a; < b; < T4 + €41, donde
a; € B(wii1,€i41). Assim, a; € B(w,¢;) N B(2i41,€41) NC. Caso C N [z, xi11] # 0,
sejam u; = max{z;, ¢;} e v; = min{x;,1,b;}. Sabemos que z; < ;41 e que b; =
sup B(x;, ¢;) NC. Suponha que b; < x;. Como existe k € C N [z;, z,41] C C tal que
b; < x; < keb; €C,temos pela conexidade de C que z; € C, donde z; € B(x;,¢;)NC.

Assim, b; > x;, o que é um absurdo. Logo, x; < b;. Analogamente, ¢; < z;,;. Como
U; + U;

ci < b;ex; <wxiyq, segue que u; < v;. Seja a; = . Vimos que:

max{z; — €, i1 — €41} < ¢ < by <min{x; + €, 741 + €41}

Como ¢; < u; < a; < v; < by, segue que a; € B(w;,¢;,) N B(wii1,€.41). Ainda,
¢i,bi € C, temos a; € C. Por fim, z; < u; < a; < v; < x;01. Caso C N (x;,xi11) # 0,
suponha que z; = b;. Sabemos que existe k € C N (z;,x;11). Como b, k € C,
temos que [x;, k] = [b;,k] C C. Seja § = imin{ei,k — z;} > 0, de forma que
k,x;+ ¢ > x;+0 > ;. Entdo x; + 6 € [v;,k] C C e x;+ 6 € B(x;,¢), donde
x; + 6 € B(x;,¢;) NC. Mas isso implica em b; = x; > x; + J, o que é um absurdo.
Logo, x; < b;. Analogamente, ¢; < z;.1. Como ¢; < b;, temos ¢; < v;. Da mesma

forma, como x; < x;,1, temos x; < v;. Assim, u; < v; e x; < u; < a; < v; < Ty

Com isso, provamos o item 4.

Mostremos agora a quinta afirmacao do lema. Primeiramente, notemos que z; €

B(z;,¢;) N K para todo i € {1,...,n}, donde B(z;,€;) N K é nao-vazio e limitado para todo
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i € {1,...,n} e, portanto, existe seu supremo e infimo. Sejam i,j € {1,...,n} com i < j.
Suponha que inf B(z;,¢;) N K > inf B(xz;,¢;) N K. Entao existe y € B(x;,¢;) N K tal que
y < inf B(z;,¢;) N K < z;, donde y € B(x;,¢;) (pois y € K) e assim:

y<z,—€ouy >z + €.

Como y < x;, devemos ter x; —¢; < inf B(zj,¢;) N K <y < x; — ¢, donde €; — ¢ >

x; — x; > 0 e, consequentemente, €; > ¢;. Dai:
$j_6j§$i_ei<xi+€i<$j+€j

e, portanto, B(z;,€;) C B(zj,€;), o que é um absurdo. Logo, inf B(z;, ;) N K <
inf B(xj,€;) N K. Analogamente, suponha que sup B(z;,¢;) N K > sup B(z;,€¢;) N K.
Entao existe y € B(z;,¢;) N K tal que y > sup B(xj,¢;) N K > z;, donde y € B(z;,€;)
(pois y € K) e assim:

y<wj—€0uy=>1x;+E€;.
Como y > x;, devemos ter z; + €, > sup B(x;,¢;) N K >y > x; + ¢, donde ¢; — ¢; >

xj; — x; > 0 e, consequentemente, €; > ¢;. Dai:
xi—ei<93j—ej<$j+ej <z +e¢

e, portanto, B(z;,¢;) C B(z;,€), o que é um absurdo. Logo, sup B(z;,¢;) N K <
sup B(z;,¢;) N K. Se j # i+ 1, entdo j > i+ 1, donde i < j — 1 e, pelo item 2 do
lema, temos B(z;,¢€;) N B(x;,¢;) = 0. Entao:

infB(xi,ei) NnK < T, < X + € < Tj— € < infB(xj,ej) ﬂK,

sup B(z;, 6;) N K <z, +¢ <z, —€¢ < x; <supB(zj,¢)NK,
donde o item 5 segue.
Por fim, mostremos que inf K € B(xy,¢). De fato, existe j € {1,...,n} tal que
inf K € B(xj,€;). Se inf K ¢ B(x1,€), entdo:
xj—€j<ian<x1—€1:>O<l’j—£If1<€j—€1:>€1<€j.
Assim:
Tj—€ < Ty —€ < T+ € <Ij+€j,

donde B(z1,€1) C B(zj,€j), o que é um absurdo. Logo, inf K € B(z1,€;). Analogamente,
sup K € B(zy,€,). Suponha entdo que inf K € B(zj,¢;), com j # 1. Temos duas
possibilidades:
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o Caso x1 + € > xj +¢;: Nesse caso, dado y € B(z,¢;) N K, temos:
11— <infK <y<azj+e <z +e€,

donde y € B(x1,¢€). Como y € K, temos y € B(x1,€1) N K. Logo, B(z;,€e;) N K C

B(z1,€61) N K, o que é um absurdo.
o Caso 1 + € < z;j +¢;: Nesse caso, dado y € B(x1,€1) N K, temos:
r;—¢ <inf K <y<x+e <xj+¢,

donde y € B(z;,¢;). Como y € K, temos y € B(zj,¢;) N K. Assim, B(xy,6;) N K C

B(zj,€;) N K, o que é um absurdo.

Portanto, ndo existe j € {2,...,n} tal que inf K € B(xj,¢;). Analogamente, nao existe

je{l,..,n—1} tal que sup K € B(z;,¢;), donde o item 6 segue. O

Usaremos o lema anterior para dar uma nova demonstracao do Lema de Cousin.

Outra demonstracao desse lema pode ser encontrada em (2, Segao S1.8).

Lema 2. [Lema de Cousin/ Dado um calibre 6 de [a,b], existe uma particio marcada

d-fina de [a,b].

Demonstragio. Caso a = b, qualquer partigdo marcada de [a, b] é 0-fina, para todo calibre 6.

Suponha entéo que a < b. Como §(x) > 0 para todo = € [a, ], temos B(x,d(x)) # () para

todo x € [a, b]. Considere a cobertura aberta L[J b]B (1,6(7)) de [a, b]. Pelo Lema 1, existem
TE

)

{71, ..., T} € |a,b] tais que valem as condi¢oes do Lema. Dado i € {1,...,n — 1}, pelo item
4 do Lema 1, existe x;11 € [a,b] N B(7;,0(7;)) N B(7Ti41,0(Ti41)) tal que 7 < z41 < Tig1
(pois [a, b] é conexo). Sabemos ainda que a € B(71y,(m)) e b € B(7,,0(7,)). Fazendo
a=mx eb=x,1, temos que d = (7;, [x;, x;11]) ¢ uma particado marcada de [a,b] que
satisfaz:

T, Tiv1 € B(1,0(71)), 0 < 7 < Typq € Ty # Tigq.
Pela conexidade de B(7;,0(7;)), segue que:
(i, Tiya] C B(7i,6(7)).
Portanto, d é uma particdo marcada J-fina de [a, b)]. ]
Com isso, resolvemos o primeiro problema. Ainda resta mostrar que a integral de

Kurzweil, quando existe, é tinica. Considere X um espago de Banach e U : [a, b X [a, b] — X.

Usaremos da seguinte proposi¢ao para mostrar a unicidade:

Proposicao 1. Sejam 6, e dy calibres sobre [a,b]. Entio a fung¢io 6 = min{dy,da} :
[a,b] = (0,400), dada por §(t) = min{d;(t),d2(t)} para todo t € [a,b] é um calibre sobre
[a,b]. Ainda, se d = (1, [t;_1,;]) € uma parti¢ao 0-fina de [a,b], entdo d € §;-fina e d9-fina.
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Demonstra¢io. Dado t € [a, b], temos 6;(t), d2(t) > 0, donde 6(t) = min{d,(¢), d2(¢)} > 0,
donde § estd bem definido e é um calibre em [a,b]. Ainda, seja d = (7, [t;_1,t;]) uma
particdo d-fina. Entao, dado i € {1, ...,|d|}, temos:

[ti1,t:] C B(7;,6(7)) C B(7i,01(7i)), B(7,62(7:)),
donde d é d;-fina e do-fina. O

Afirmacao 1. A integral de Kurzweil de uma funcao, quando existe, € inica.

Demonstragio. Sejam I, 1" € X tais que, para todo v > 0, existam d, d9 calibres tais que:

||
Z[U<Tutz> — U(Ti,tifl)] -1 < Y para toda d € TD[a,b] (51—ﬁna.
=1
|d]
SN U(ri,t;) = U(mi, tim1)] — I'|| < v para toda d € T D,y do-fina.
=1

€
Dado € > 0, tome 1,0, como acima para vy = 7 Seja 6 = min{d;, d»}. Pela proposicao
anterior, sabemos que ¢ é calibre. Utilizando o Lema de Cousin, podemos tomar d uma

particao d-fina, donde d é também 0; e d, fina pelo resultado anterior. Assim:

|d] |
HI—I/H S Z[U(Tzatz) U(Tz, i— 1)] I Z[U(Tz,Q) —U(Ti,ti_lﬂ I < 2+§
i=1 i=1
Portanto, I = I’ e a integral é tnica. ]

Por fim, deﬁnlremos/ DU (,t) / DU (r,t) / DU(r,t) = 0.
Para simplificar a escrita, dados X um espago de Banach, U : [a,b] X [a,b] — X
uma funcao e d = (7, [t;_1,t;]) uma particio marcada de [a, b], diremos que:

|d|
S(U,d) = Z [U(7i,t:) = U(Tis tic1)]

i=1

¢ uma soma de Riemann de U com respeito a d.

2.2 Propriedades Basicas

A integral de Kurzweil satisfaz varias das propriedades usuais da integral de
Riemann. Nessa secdo, provaremos algumas delas. E possivel encontrar a demonstracao
desses resultados restritos ao R™ no capitulo 1 de (3). Em particular, o caso restrito ao
R™ do proximo resultado é o Teorema 1.9 de (3). A demonstracao que apresentaremos,

entretanto, é distinta daquela em (3).
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Teorema 1 (Linearidade). Se U,V : [a,b] X [a,b] = X sdo fung¢des Kurzweil integrdveis e
a, B €K, entao aU + BV é Kurzweil integravel e:

/abD[ozU—l—ﬁ)V] (,¢) :a/abDU(r,t)Jrﬁ/:Dv(T’t).

Demonstra¢io. Sejam «, 3 € K e d € T Dy, dada por d = (73, [t;—1,t;]). Entao:

|d|
S(aU + pV.d) = Z[(O‘U+6V> (13, t;) — (U + V) (7, tic1)] =
|d|
:;[(aU) (i ti) + (BV) (7 t) — (QU) (13, tim1) — (BV) (T, ti1)] =
d d
— ; [(aU) (15, t;) — (aU) (73, tio1)] + ; [(BV) (13, t) — (BV) (13, ti1)] =
|| |d|

_Z sz ’L U<Tz; i— 1 _'_Zﬁ 7—17 z) _V(Tiatiflﬂ =

|d| |
=« (Z [U (Tiati> -U (7-27 i— 1)]) + B (Z[ (Ti>ti) -V (ﬂ';h‘l)]) -

=1

= aS(U,d) + 5S(V,d).
Analisaremos dois casos:

1. Caso o, 8 = 0: Nesse caso, aU + SV = 0. Assim, dados € > 0 e d € T' Dy, temos:

|S(aU + BV,d) — 0| =

aS(U,d) — 0 x /bDU(T,t) +BS(V.d) — 0 /bDV(T,t)H _

= aS(U,d)—ax/bDU(T,t)—i-BS(V,d)—ﬁx/bDV(T,t)H:

=0<e.

b
donde aU + gV é Kurzweil integravel e /

5/abDV(T,t). a

2. Caso o # 0 ou 8 # 0: Nesse caso, seja v = max{|a|,|B|} > 0. Dado € > 0, existe

b
D[aU + pV] (7,t) = oz/ DU (1,t) +

9y calibre sobre [a, b] tal que se d = (7, [t;_1,t;]) é uma partigdo marcada de [a, b]

01-fina, entao:

27

Analogamente, existe dy calibre sobre [a, b] tal que, se d = (7, [t;—1,t;]) é uma partigao

HSUd /DUTt)

marcada de [a, b] d9 fina, entdo:

HS(V, d) - /bDv<T, )
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Pela proposi¢ao 1, 6 = min{dy, d} é calibre sobre [a, b]. Assim, se d é uma particao

0-fina, entdo d é d;-fina e d»-fina, donde temos:
b b
HS(O(U%—ﬁV, d) — (a/ DU(r,t) —i—ﬁ/ DV (r, t)) H =

= lasS(,d) —a/bDU(T, t) + BS(V,d) —5/b DV (rt)| <

<

aS(U,d) — a /b DU(r. t)H + HBS(V, ) — B /b DV (r. t)” _

= |af <

S(U, d) — /b DU(r, t)H + 18] HS(V, d) — /b DV (7, 1)

_ld 18l

€ €
<lal o= + 18] 5-
ol 5+ 18l 5 = 15

Portanto, aU + gV é Kurzweil integravel e vale:

/abD[aUJrﬁV] (1,t) :a/abDU(r,t)jL@/abDV(T’t)_

]

Provaremos agora uma versao do Critério de Cauchy para a integral do Kurzweil, o
que nos da uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia da integral. Uma versao
desse resultado com contradominio igual a R™ pode ser encontrada em (3, Teorema 1.7),

mas a demonstragao é distinta daquela que apresentaremos.

Teorema 2 (Critério de Cauchy). Seja X um espago de Banach. Uma fungio U :
[a,b] X [a,b] = X é Kurzweil integravel em [a,b] se, e somente se, para todo € > 0, existe

um calibre 6 em [a,b] tal que:
|S(U,dy) — S(U,ds)|| <€
para todas particoes d-finas dy, dy de [a,b].

Demonstragio. (=) Se U é Kurzweil integravel, entao dado € > 0, existe um calibre § em

[a, b] tal que:
b
HS(U,d)— [ putmn

€
2
para toda partigdo marcada d = (7, [t;_1,t;]) 0-fina. Entdo, se dy, ds sdo partigoes d-finas

de [a, b], temos:

1S(U, dv) — S(U, dy)|| <

S(U,dy) — /bDU(T, t)||+||S(U, dy) — /bDU(T, 1)

<€+€_
5 2—6.

(<) Primeiramente, tomemos € = 1 > 0. Existe um calibre §; em [a, b] tal que se d, d’ sdo

partigdes marcadas de [a, b] d;-finas, entdo:

I1S(U, d) — S(U,d)| < 1.
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Suponha que, para n € N, existam 0y, da, ..., 0, calibres em [a, b] tais que, se d, d’

sdo parti¢oes Op-finas para k € {1,...,n}, entao:
1
IS(U.d) — S, )| < ¢

equeseid,je{l,..,n}comi < j, entdo toda particao d ¢;-fina é também ¢;-fina. Entao,

como —— > 0, existe um calibre d/,, em [a,b] tal que, se d,d’ é ¢, ,,-finas, entao:
1
SU,d)-S(U,d)| < ——.
ISW, )~ Sw,d)) <

Pela proposicao 1, 6,41 = min{é,,d,,} é um calibre em [a,b] tal que, se d é J,4;-fina,

entdo d é 0,-fina e 9, ,-fina. Em particular, se d, d’ sao parti¢oes d,1-finas, entdo:

, 1
1S(U, d) = SU,d)| < ey

Ainda, se ¢ € {1,...,n}, sabemos que se d é uma parti¢ao J,.41-fina entao d é J,-fina, donde
d é );-fina.

Por indugao, obtemos uma sequéncia (d,), .y de calibres em [a, b] com as propri-
edades mencionadas. Dado n € N| seja d,, uma partigdo marcada d,-fina (a qual existe

pelo Lema de Cousin), e seja x,, = S(U,d,). Entao, (z,),.y C X e, dado € > 0, existe

1
ng € N tal que — < e. Assim, m,n > ng implicam em:
o

1
|Tm — za]| < — <,
o

donde conclui-se que (x,), .y ¢ uma sequéncia de Cauchy em X (Banach). Logo, existe

1
xr =limz, € X. Dado € > 0, existe mg € N tal que — < g Ainda, existe py € N tal que
mo
n > po implica em:
€
5.
Seja k = max{mo,po} + 1. Entao existe um calibre d,,, sobre [a,b] tal que, se d é uma

0 — || <

partigdo de [a, b] d,,,-fina, vale que:

1 €
IS(U,d) = all < [S(U,d) = 2l + o = all = [S(U,d) = S )| + low = ol < — +

<<+ <=k

NN e
l\D‘(‘f\ ~—

pois dj € dp-fina e k > myg, o que implica em dj, ser d,,,-fina. Assim, para todo € > 0,

existe um calibre § sobre [a, b] tal que, se d é uma partigdo marcada de [a, b] d-fina, entao:
IS(U,d) — x|| <e.

b
Portanto, U ¢ Kurzweil integravel e vale que xz = / DU(t,t). O
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O seguinte lema nos da algumas ferramentas para realizarmos a composicao de

particoes, e nos facilitard na escrita do préximo teorema:

Lema 3. Sejam a,b,c € R, com a < b < ¢, 6y um calibre sobre [a,b] e d3 um calibre sobre

e Se dy € uma parti¢io de [a,b] e dy € uma particao de [b, ], entdo d = dy Udy € uma

particao de [a, c].

Se dy é uma particio marcada de [a,b] e dy é uma particio marcada de [b, ], entdo

d = dy Udy é uma particio marcada de [a, c|.
Seja § : [a,c] — R dado por:

d1(x), sex € [a,b),
d(x) = ¢ max{d(b),d2(b)}, se x =b,
da(x), sex € (b,cl

Entao § € calibre sobre [a,c]. Ainda, se di é uma particio marcada §;-fina de [a, b]
e dy € uma particao marcada d2-fina de [b,c|, entdo d = dy U dy é uma particao
marcada 0-fina de [a,c|]. Em particular, se §' é um calibre sobre um intervalo I com
a,bycel edy €0 |gp-fina edy €6 |pq-fina, entio d=dyUdy €' |4q-fina.

Se U : [a,c] x |a,c] = X é uma fungao, di é uma particao marcada de |a,b] e dy é

uma particio marcada de [b, c], entao:

S(U,dyUdy) = S(U |jap)xab), A1) + S(Upx[p.d, d2)-

Demonstragao. « Sabemos que d; = {t; € [a,b] | i€ {0,1,...,n}} para algum n € N,

com ty = a, t, = bet,_y <t paratodoi € {1,..,n} e que dy = {u; € [b,c] |
i € {0,1,...,m}} para algum m € N, com ug = b, u,, = ¢ e u;—; < u; para todo
i€{l,..,m}. Paracada i€ {0,1,....n+ m}, definamos:

t;, se 1€ {0,1,...,n},
S; =
Ui—n, Se 1 €{n+1, ...,n+m}.

Entao sg = tg = a, Spam = Upntm-n = Uy = ¢. Note que i € {n+1,....,n+ m}
implica em ¢ —n € {1,...,m}, donde u;_,, e, consequentemente, s;, estd bem definido
parai € {n+1,...,n+ m}. Ainda, dado 7 € {1,...,n + m}, temos:
1. Casoi € {1,...,n}: Nesse caso,i—1 € {0,....,n—1} ,donde s;_1 = t;_1 < t; = s;.
2. Casot=mn+ 1: Nesse caso, s;_1 =S, =t, =b=1uy < U = Spy11 = S;-

3. Casoi € {n+2,....,n+m}: Nesse caso,i—1 € {n+1,...n+m— 1}, donde

Si—1 = Ui—1—p < Uj—p, = ;.
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Portanto, s;_ 1 < s; para todo i € {1,...,n +m}. Como consequéncia disso, s; €
(S0, Sntm| = [a, c] para todo i € {0,1,...,n +m}, donde vemos que (8;);cro. _pym) €
uma particao de [a,c|]. Basta agora mostrarmos que (Si)ie{o,...,n+m} =dy Ud,y. Se
r € dy Udy, entdao x € d; ou x € ds.

1. Caso x € dy: Nesse caso, existe i € {0,1,...,n} tal que x = t; = s; €
(Si)ie{(),...,ner}'

2. Caso z € dy: Nesse caso, existe i € {0, 1,...,m} tal que z = u;. Se x = ug = b,
entao v = b =t, € d;, donde z € (Si)z’e{o,...,n+m} pelo caso anterior. Se x = u;

com ¢ € {1,...,m}, entdo @ = Siyn € (Si)icio, _nim)-

Com isso, vemos que dy U dy C <8i)ie{0 ) Por outro lado, se = € (s;)

Ln+m}e
entdo x = s; para algum i € {0,...,n +m}.

1€{0,...,n+m}>

1. Caso i € {0,...,n}: Nesse caso, v =s; =t; € d; C dy U dbs.

2. Casoi € {n+1,...,n+m}: Nesse caso, © = s; = u;_,, € do C dy Uds.

Assim, concluimos que (Si)ie{o,.. y C di Uds, donde segue que d = dy Udy =

Ln+m

(Si)z‘e{o,...,n+m} é uma particao de [a, c].

Sejam dy = (&, [ti—1,t;]), com |di| = n e dy = (Y5, [ui—1,w]), com |dy| = m. Pelo caso

anterior, sabemos que, se d = (ti);cqo € d5 = (Wi)icqo, oy €0td0 d' = dj Udy =

-----

i€ {l,..,n+m}, defina:

&, seie{l,..,n},
T, =
Vin, sei €{n+1,...,n+m}.

Note que i € {n + 1,...,n + m} implica em ¢ — n € {1,....m}, donde 9;_, e,

consequentemente, 7;, estd bem definido. Dado i € {1,...,n + m}, temos:
1. Caso i € {1,...,n}: Nesse caso, 7, = & € [ti_1,t;| = [si_1, si]-
2. Casoi € {n+1,...,n+m}: Nesse caso, 7, = V;_p, € [Ui_pn_1,Ui_n] = [Si_1, Si]

(note que para o caso i =n + 1, temos s;_1 = S, =t, = b= ug = Uj_p_1)-

Assim, 7; € [s,-1,s;] para todo i € {1,....,n +m}. Fazendo d = {(7;,[si1,5i]) €
RxI | i€ {l,...,n+m}}, temos que d ¢ uma partigdo marcada de [a, ¢]. Mostremos

que d = dy Udy. Dado x € d, temos © = (73, [s,-1, s;]) para algum i € {1,....,n + m}.

1. Caso i € {1,....,n}: Nesse caso, ; = & e [S;_1,8;] = [ti_1,t;], donde z =
(&, [tima, ta]) € dy.
2. Casoi € {n+1,....,n+m}: Nesse caso, 7, = ¥;_p, € [si_1, ;| = [Wi—n_1,Ui_n],

donde & = (V;_p, [Ui—n_1, Ui_y]) € da.
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Por outro lado, se = € d; U ds:

1. Caso © € di: Nesse caso, existe i € {1,...,n} tal que x = (&, [ti—1,t;]) =
(73, [si-1, 8:]) € d.
2. Caso = € dy: Nesse caso, existe i € {1,...,m} tal que x = (¢y, [u;—1, 1)) =

(Tatis [Snti-1, Sntd)) € d.
Portanto, d = dy U ds.

Primeiramente, notemos que ¢ é um calibre sobre [a,c|. De fato, dado = € [a, ],
temos 0(x) € {d1(x),0s(x)}, donde 6(x) > min{di(x),ds(x)} > 0, uma vez que
d1(x), d2(x) > 0. Assim, ¢ é calibre sobre [a, c].

Suponha que dy = (&, [ti—1,t;]) ¢ uma partigdo marcada d;-fina de [a, b], com |d;| = n
e que dy = (¢, [u;—1,w;]) é uma partigdio marcada do-fina de [b, ¢|, com |ds| = m.
Sabemos pelo item anterior que d = dy Udy = {(7,[si—1,8i1]) € Rx 1T | i€

"""""""" TLer}
definidos como nos itens anteriores. Seja ¢ € {1,...,n + m}.

1. Caso i € {1,...,n}: Nesse caso, ; = & € [a,b], donde §(7;) = 01(7;) = 01(&;) ou
(S(TZ) = maX{(Sl(TZ'), (52(7'1)} Z (51(7}') = (51(51) Como dl é (51—ﬁna, temos:

[si-1,8i] = [tic1, i) € B(&i,01(&)) = B(m,61(7:)) C B(73,0(7:))-

2. Casoi € {n+1,...,n+m}: Nesse caso, 7, = V;_,, € [b, |, donde §(;) = da(7;) =
02 (i) ou 6(1;) = max{d1(7;), 02(7i)} = 02(7i) = d2(¥i—p). Como dy é do-fina,

temos:
[Si—1, 8i] = [Wimn—1, Uimn) C B(¥i_p, 02(Viy)) = B(1;,02(7;)) C B(1;, (7).

Portanto, d é d-fina. Em particular, se ¢’ é um calibre sobre um intervalo I e
a,b,c € I, entao [a,b],[b,c] C I (pela conexidade de I). Como ¢'(x) > 0 para todo
x € I, segue que 0 [[q4) € ¢’ |, sa0 calibres sobre [a, b] e [b, c], respectivamente. Se
dy € 0 |jap-fina e dy é 8" | g-fina, entdo pelo que acabamos de provar sabemos que

d = d; Udy é uma particao marcada é-fina de [a, ¢], sendo que:

8 (x), se x € [a,b),
d(x) = { max{d'(b),d'(b)} = 0'(b), se x =,
d(x), se x € (b,

Isto é, o =10 |[a7c].

Primeiramente, notemos que a equagao do enunciado esta bem definida, uma vez que

d; U dy é uma particao marcada de [a, ¢] pelo que ja mostramos. Usando a notacao
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para di, dy e d = dy U dy ja estabelecida nos itens anteriores, temos que:

n+m

S(U,d) = Z [U(TZ’,S,L'> —U<T¢,Si,1)] =
=1
:Zn:[U(TZ',S ) U 7_1731 1 ‘|‘ nf ’7_1,81 —U<Ti,8i_1)] =
=1 i=n+1
n n+m
- Z[ (5@7 z) 5@722 1 + Z wz ny Wi— n) - U(%‘fm uifnflﬂ =
=1 i=n+1

I
M:

[ (517 2) 51712 1 +Z ¢17ul _U<¢iaui—1)] =

= S(U |apxap) d1) + SU |pexp.q: d2)-

..
I
—

]

O resultado a seguir pode ser encontrado em (1, Teorema 2.5), e generaliza o
resultado em (3, Teorema 1.10). Entretanto, apresentaremos aqui uma demonstragao

distinta para esse teorema.

Teorema 3 (Integrabilidade em Subintervalos). Suponha que U : [a,b] X [a,b] — X ¢

Kurzweil integravel sobre |a,b]. Se [c,d] C [a,b], entao U é Kurzweil integrdvel sobre [c,d].

Demonstrag¢io. Dado e > 0, sabemos pelo Teorema 2 que existe § calibre em [a, b] tal que:
I1S(U,dy) — S(U,ds)|| < e.

para todas parti¢oes d-finas dy, d, de [a,b]. Temos que 6 |4 ¢é calibre sobre [c,d]. Pelo
Lema de Cousin, existem parti¢oes d | g-finas de [c,d]|. Sejam d} e d, parti¢oes d | q
finas de [c,d]. Primeiramente, construiremos duas particoes df e dy de [a,d] ¢ |, q-finas

tais que:
IS lwaxiaa @) = SW liwaxiad, d8)| = |SW lcaxiear &) = SW licaxiea, db)| -

Caso a = ¢, apenas definiremos d = d} e dj = d}, donde obtivemos as parti¢oes desejadas.
Caso ¢ > a, seja ds uma particao d |4 q-fina de [a,c] (a qual existe pelo Lema de Cousin).
Pelo Lema 3, sabemos que df = d3Ud] e dy = d3 U dj sao partigoes § |4,q-finas, e que vale:
S |aaxad, 1) = SU ljadxad> d3) + S(U |edxica 1),
SU lfaaxjad, dy) = SU ladxiads d3) + SU licaxicas ds);

donde:
HS(U . x(a.d) A7) — S(U \[a,d]x[a,d},dlzl)H =
= HS(U leaixieds @1) + S ljgdxfad d3) = S(U lcaxied, dz) — S(U |[a,c]><[a,c]7d3)H =
= HS(U ledix(eds A1) = SU |jcdx(ed da) ’ :
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obtendo assim as parti¢oes procuradas. Construiremos agora partigbes marcadas d; e ds

de [a, b] d-finas tais que:

1S(U, di) = S(U,d2)|| = HS(U lfadix (> d1) = SU |a,dix(ad d2)]| -

Se d = b, tomamos d; = d e dy = dj e obtemos assim as partigdes procuradas. Caso d < b,
seja dy uma particio marcada 0 |jgy-fina de [d, b] (a qual existe pelo Lema de Cousin).
Entao d; = df Udy e dy = dj U dy sdo partigoes marcadas o-finas de [a, b] pelo Lema 3.
Ainda, vale que:

1S(U,dv) = S(U,d2)| =

= HS(U . x(ad) @1) + SU |igp)x(ap), da) = SU |a.d)x(ad» da) — SU ljapx(dp); d4)H =

= HS(U lwdix(ad> d1) = S(U |jaax(ad d2)| -

Portanto:

HS(U lfedix (e, dy) — S(U \[c,d}x[c,d],d'z)H = HS(U lladxfads di) — S(U |[a,d]x[a,d],d'2')H =
= [|S(U,dy) — S(U,ds)|| < e.

Com isso, mostramos que, para todo € > 0, existe um calibre ¢ |4 sobre [c,d] tal que,

para quaisquer partigdes marcadas d; e di de [c,d] § | g-finas, vale que:

HS(U lfeaixied, d1) — S(U |[c,d}><[c7d]7d/2)H <e
Assim, pelo Teorema 2, U |¢gx[,q ¢ integravel sobre [c,d] (isto é, U ¢é integravel sobre
[c, d]). O
Quando nao houver risco de confusao, denotaremos S(U |(¢.q4x[e,q), d) apenas como
S(U.,d).

Uma versao com contradominio igual a R™ do préximo resultado pode ser encontrada

em (3, Teorema 1.11). A demonstracao aqui apresentada é analoga.

Teorema 4. [Aditividade em Intervalos Adjacentes] Sejam ¢ € [a,b], U : [a,b] X [a,b] — X
uma fungao Kurzweil integravel sobre [a,c| e sobre [c,b]. Entdo, U é Kurzweil integrdvel

sobre [a,b] e vale que:

/ab DU(r,t) = /:DU(T, ) —i—/CbDU(T, ).

Demonstra¢io. Dado e > 0, sejam 07 e 0 calibres sobre [a, c| e [¢, b], respectivamente, tais

que:

HS<U[(LC]><[%C]7 dy) — / DU(r, t)H < % para toda particao d; 0,-fina de [a,c].

b
HS(U[c,b}X[c,b]adQ)—/ DU(1,t)

< % para toda particao ds do-fina de [c,b].
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Definamos:
01(t), para t € [a,c),

5(Nt) = ¢ min{d;(c), d2(c)}, parat =c,
da(t), para t € (c,bl.
Definamos ainda ¢ : [a, b] — (0, +00) tal que:

~

1
i(t) = 5 min (6(t), |t — c|> se t # ¢,
5(c) = 5(c).
Mostremos que § estd bem definido (e, portanto, é calibre). Se t # ¢, entao |t —¢| > 0
e 0(t) > min{di(t),02(t)} > 0. Logo, 6(t) > 0. Caso t = ¢, temos 0(c) = 0(c) =
min{d;(c),d2(c)} > 0 (pois d; e Jy sao calibres). Logo, § é calibre em [a,b]. Seja d =
(i, [ti—1,t;]) uma particdo marcada J-fina de [a, b]. Sabemos que existe m € {1,...,|d|} tal

que ¢ € [ty_1,tm]. Suponha que ¢ # 7;. Entéo:
|7 — | < 6(Tm) < |Tin — ¢,
pois d é ¢-fina. Isso, entretanto, é um absurdo. Logo, ¢ = 7,. Com isso, sejam
7777777777 Y (¢, [c,ty]). Temos

que d; é particdo marcada d-fina de [a, ] e dy é particio marcada J-fina de [c,b]. Em

particular, vale que d; é 6;-fina e que dy é do-fina. Ainda:

S(U,d) = mé Ui, t2) — Ulristi)] + [U(cs tm) — U(e, b)) +
|d]
- '_Z [U(ri,t;) — U(Tiy tis1)] =

= mX__; [U(7i,t:) — U(Ti tic1)] + [U(c, tm) — Ule,¢) +U(e,¢) — Ule, tm1)] +

|d|

+ _Z . [U(Tiu tl) - U(Ti, ti71>] =
— (mz:l U(r;,t;) = U(mi, tio1)] + [U(e, ¢) = Ule, tm—l)]) 4

|d|
+ ( Z [U(Ti?ti) - U(Tia tz‘—l)] + [U(C, tm) — U(C, c)]) =

i=m+1
= S(U,dy) + S(U, dy).

Portanto:
HS(U, d) — </:DU(T, £) + /CbDU(T, t)) H -
c b
= HS(U,dl)JrS(U,dQ)—/a DU(T,t)—/C DU(r,t)H <

< HS(U, dy) — /:DU(T, )

b
—I—HS(U,dg)—/ DU(t,t) <g+§:e.
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Portanto, a integral [° DU(r,t) existe e vale:

/ab DU(r, 1) = /;DU(T, 1) -I—/cbDU(T, ).
0

O préximo lema, conhecido como Lema de Saks-Henstock, nos permite analisar a
soma de Riemann de partigdes marcadas parciais de um intervalo [a, b]. Esse resultado

pode ser encontrado em (1, Lema 2.7), e outra versao pode ser encontrada em (3, Lema
1.13).

Lema 4. [Lema de Saks-Henstock] Seja U : [a,b] x [a,b] — X Kurzweil integravel sobre
la,b]. Dado € >0, seja & um calibre em [a,b] tal que:

|

> [U(Ti ts) = Ui tia) / DU(r,1)|| <

=1

para cada particao d = (7, [ti—1,t;]) marcada de |a,b] §-fina. Se:
a<B<E<NSFh <L <SB85 < m <Dh

¢ uma parti¢io parcial marcada d= (&5, 185, 74]) 0-fina de [a,b], entdo:

>0 8) ~Ule) ~ [ DU 1)

J

Vi
Demonstragio. Note que, caso §; = v;, temos U(&;, 5;) — U(&;,75) — /ﬁ DU(t,t) = 0.

J
Assim, podemos supor ; < 7, para todo j € {1,...,m}. Definamos ainda 7 = a e
Bm—l—l =b.

Sabemos que v; < f;1; para todo j € {0,1,...,m}. Caso v; = (41, temos
B; |d;| ,
/ v DU(1,t) =0e S(U,d;) = > [U(r},#]) = U(7{,]_1)] = 0 para toda parti¢io marcada
v

1971
1 =1

d; = (77, [t]_,,t]]) de [, Bj11]- Caso; < Bjy1, como U é integravel sobre [a, b] D [, Bj+1],

temos U integrével sobre [v;, 8;11]. Assim, dado x > 0, existe um calibre & em [v;, Bj41]

para toda parti¢do marcada d; d’-fina de [v;, 8j11]. Podemos tomar §; = min{d7,d}

tal que:

Bj+1
S(U,d;) — / DU(7,1)
oé

J

- K
m+1

em [%,BJH] de forma que 6;(7) < 0(7) para todo 7 € [y;,541]. Considere agora
d=du (U d) (tomando d; = {(v;,[v;,7])} caso v; = Bj41 e d; uma particao ¢;-
fina de [v;, 5;41] caso contrario). Entao d é uma partigdo marcada de [a,b]. Ainda,
denotando d = (o, [ti—1,t]), temos [t;_1,t;] C [5;,7;] para algum j € {1,...,m} ou
[ti—1,t:] C [v4, Bj+1] paraalgum j € {0,1,...,m}. No primeiro caso, temos (ay, [t;_1,%;]) € d
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donde [t;_1,t;] C B(a,d(c;)) (pois dé d-fina). No segundo caso, temos (ay, [t;—1,t;]) € d;
para algum j € {0,1,...,m}, donde [t;_1,t;] C B(w,d;(e)) C B(ay,0(e)) (pois d; é
d;-fina e 0;(7) < (7) para todo T € [, B;4+1]). Portanto, d é d-fina. Assim:

Haa@—fpmﬂw

\d| m m ‘dj| ) .
Note que S(U,d) = > [U(a, t;)—U(as, ti—1) Z (&) —U&G, B+ Y (U7, t])—
i=1 j=1 j=0i=1
UT' t] Z 53,")/] (£j,5j +ZSUd

j=1 §=0

Note ainda que / DU(t,t) = i /Wj DU(t,t) + i /Bﬁrl DU(t,t). Portanto:
a j j j=0""7
S0 55) - Ues, )~ [ UG, ) ‘ -
i=1 i

= f:[ (5%6]) fj?’Yj f:/ﬁJH T,t)—/abDU(T7t)

IA
NE
=
o
;Q

UE;,7)] f: »)—/abDU(T,t) +

=1
u s
+| S swd) -3 [T DUy
j=0 =077
b Bj+
<lsw.ay— [ D TlfH S(Ud)—/ DU(r, 1) <
a i
(m+1) e
m+ 1
Portanto, ||> [U(&;,5;) — U(&,75) — /W DU(7,t)]|| < € + k para todo k > 0, donde o
=1 B
resultado segue. [

Usaremos do Lema de Saks-Henstock para provar o proximo teorema, retirado de
(1, Teorema 2.12) e (3, Teorema 1.16), o qual nos permite reescrever a integral de Kurzweil
de uma funcao sobre um subintervalo de seu dominio através de um limite. Esse resultado
é particularmente 1til para analisar fung¢oes com descontinuidades ou saltos discretos, pois
permite que reescrevamos a integral sobre um intervalo que contém tais descontinuidades
como a soma das integrais nas regioes sem saltos mais um termo de corregao (o qual
conseguimos escrever explicitamente). Esse fato serd particularmente 1til no capitulo 4,

quando estudarmos EDFs em medida com impulso.
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Teorema 5. Sejam U : [a,b] X [a,b] — X Kurzweil integravel sobre [a,b] e ¢ € [a,b].
Entao:
mquU@o—U@@+Um@p3fDUmw

S—cC

Ss—cC

e lim[/szU(T,t)—i—U(c,s)—U(c,c)] :/cbDU(T,t).

Demonstragio. Seja e > 0 dado. Como U ¢é integravel sobre [a, b], existe um calibre §

b
sobre [a,b] tal que ||S(U,d) —/ DU(r,t)|| < € para toda divisao marcada d é-fina de

[a, b]. Provaremos a primeira igualdade, pois a segunda segue de maneira andloga.

Seja ¢ € [a,b] e suponha s € [a,b] N B(c,0(c)). Considere agora d' = (&, [ti—1,t;])
uma particdo marcada J-fina de [a, min{s,c}] (caso min{s,c} # a) e d’ = (o, [ti_1,t])
uma particao marcada d-fina de [max{s, c},b| (caso max{s, c} # b), ambas existentes pelo
Lema de Cousin. Entdo, d = d'Ud"U{(c, [min{s, ¢}, max{s, c}|)} é uma parti¢io marcada
d-fina de [a, b], donde (¢, [min{s, ¢}, max{s, c}]) é uma partigio marcada parcial J-fina de

[a,b]. Pelo Lema de Saks-Henstock, temos:
HU(C, s)—Ule,c) — /S DU(T,t)H < e (caso s >c)e
HU(C, c)—Ulc,s) — /CDU(T,t)H = HU(C, s)—U(e,c) — /s DU(T,t)H <€ (caso ¢ > s).

Portanto:

Cc

/aSDU(T,t)—U(C,S)—I—U(c,c)—/

a

DU(r, t)H =

< €.

[DU@@—U@Q+U@@

Logo, para todo € > 0, existe § = d(c,€) > 0 tal que se s € B(c,d) N [a, b], entdo:

([ DUt~ Utes) + UGe.el) = [ DU <

Portanto:
lim [ DU(r,t) — Ule, s) + Ule, c) =/ DU(r,t).

S—cC a

O

Por fim, provaremos um teorema que generaliza o resultado de mudanca de variaveis.
Uma versdo com contradominio igual a R™ pode ser encontrada em (3, Teorema 1.18), e a

demonstracao que apresentaremos aqui ¢ analoga.

Teorema 6. Sejam ¢,d € R com ¢ <d, ¢ : [c,d] - R uma fungio continua e crescente e
U :[o(c), d(d)] x [¢(c), d(d)] — X. Se uma das integrais:

o(d

) d
[, DUGD), [ DU6(),6(5)
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existe, entdo a outra integral existe e vale a igualdade:

o(d)

D _["p
9(c) ulr.t) _/c U(o(7), o(s)).

Demonstracao. Se ¢ = d, ambas as integrais existem e sao iguais a 0. Se ¢ < d, suponha
d
que / DU(p(7), ¢(s)) existe e seja € > 0 dado. Entao existe um calibre 6 em [c, d] tal
que para toda partigio marcada d= ([, [Biz1, Bi]]) de [e, d] o-fina, vale que:
i

> U600, 0(5) — U630, 65 1))] — [ DU((), 6(5)) | < e

i=1

Como ¢ é crescente, ¢([c, d]) = [¢(c), ¢(d)] e ¢ é uma bijecao de [c, d] em [¢(c), ¢(d)]. Entao,
a inversa ¢! : [¢(c), d(d)] — [c, d] existe e é continua e crescente em [¢(c), ¢(d)]. Entao,
para cada 7 € [¢(c), ¢(d)], existe tnico v = ¢~ (1) € [¢,d]. Para cada 7 € [¢(c), ¢(d)],
definamos 6(7) > 0 tal que:

[r = d(7), 7+ 0(7)] N [d(c), p(d)] C d([y —w(v), v +w(M] N e, d]). (2.1)

Com v = ¢~ !(7). Essa escolha é possivel, pois ¢, ¢! sdo continuas e w(y) > 0 para todo
v € ¢, d].

Seja d' = (73, [ai—1, ;]) uma particao marcada d-fina de [¢p(c), ¢(d)]. Definindo
Bi = ¢ !(ay) para todo i € {0,1,...,|d'|} e v; = ¢! (7;) para todo i € {1,...,|d'|}, temos

pelo fato de ¢! ser crescente que:

Bo=¢ o) =c< B <Po< .. <Barj-1 < By =¢ (o) =d

Bi1 < < B parai € {1,....|d|}.

Portanto, d = (i, [Bi—1, Bi]) é uma partigdo marcada de [¢,d|. Como d’ é partigao d-fina
de [¢(c), 6(d)), temos:

7 —0(1) < <7 <a; <74 0(1) para i € {1, ..., |d|}.
Entao (2.1) implica em:
Ay —w) < aimr <oy < oy +w(v)) parai € {1,...,|d'|}.
Portanto, para i € {1, ..., |d'|}:

Yi —w(vi) = ¢ oy — wn)) <o i) = Bict < Bi < ¢ Haw) < i +w(),
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donde d é uma parti¢do w-fina. Com isso:

i d
Z:[U(Ti,ai)—U(Ti,ai_l))]—/C DU(¢(7), ¢(s))|| =

i d
= |Z 0660, 6(5)) = U600, 6(3-0)] = [ DUG), 6(5)| < e

#(d)
Logo, a integral / DU (1,t) existe e vale que:
#(c)

¢(d)

[, DUG0) = [ DUG(),6(5)).

#(d)
Reciprocamente, suponha que a integral / DU(r,t) existe e seja € > 0. Entao
é(c)

existe um calibre § em [¢p(c), ¢(d)] tal que para toda partigdo marcada d' = (7, [o;—1, @])
de [¢(c), ¢(d)] o-fina, vale que:

4 6(d)
S U ai) = Ulriyai1))] — /¢ DU

i=1

< €.

Seja d' = (7, i1, ;]) uma particdo marcada de [¢(c), ¢(d)]. Pela continuidade de ¢ e

¢! e pelo fato 4 ser calibre, para v € [c,d] existe um valor w(v) > 0 tal que:

6(s) = ¢(v)] < d(e(7)) (2.2)

se s € [y —w(y),y +w)]Nled.
Se d = (74, [Bi—1, B:i]) é uma partigdo w-fina de [c,d], definamos 7; = ¢(~;) para

i€ {1 d

d‘} e a; = ¢(f;) para i € {O, 1,..,
(2.2) implica que d’ é uma particao J-fina de [¢(c), ¢(d)]. Entao:

i

~

d‘} Como ¢ é crescente, a desigualdade

> [U(6(a0) 68)) = V(6 68l = [ DUCr.0)| =
i "
= ;[U(Tu%)—U(Ti;ai—ﬂ)]— o DU (1, t)|| <e.

d
Portanto, a integral / DU (¢(7), ¢(s)) existe e vale a igualdade:

o(d)

() DU(r,t) :/C DU(¢(7), #(s)).

Note ainda que vale um resultado analogo para ¢ continua e decrescente.
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2.3 A Integral de Perron-Stieltjes

Sejam a,b € R com a < b, X um espaco de Banach, f : [a,b] = X e g : [a,b] = R.

Definiremos a integral de Perron-Stieltjes conforme feito em (1).

Definigao 6 (Integral de Perron-Stieltjes). Seja U : [a,b] X [a,b] — X dada por U(T,t) =

b
f(1)g(t). Entdo, caso U seja Kurzweil integrdvel, denotamos/ DU(1,t) como sendo

b b
/ f(s)dg(s), e dizemos que / f(s)dg(s) € a integral de Perron-Stieltjes de f em fungao

a

de g.

O motivo de especificarmos essa integral se da devido a sua relagdo com a A-integral,
que definiremos mais a frente, e ao fato de que muitos dos problemas de equagoes funcionais

em medida sao modelados usando essa integral.

Vale notar que, como a integral de Perron-Stieltjes é um caso particular da integral
de Kurzweil, os resultados da secao anterior, como linearidade e aditividade em intervalos

adjacentes, ainda valem.

Estabeleceremos aqui uma notacado, que serda usada ao longo do texto. Dadas
fungoes f: [a,b] = X, g:[a,b] = Red=(,[ti—1,t]) € TDyyy), definamos:

|d|

S(f,9.d) Zf 7i)(9(t) — g(ti1))-

Provaremos agora uma proposi¢ao que nos permite comparar o valor de integrais

de Perron-Stieltjes quando X = R. Esse resultado nos sera tutil no capitulo 4.

Proposicao 2. Sejam f : [a,b] - R e g : [a,b] = R fungoes com f(t) > 0 para todo
t € [a,b] e g nao-decrescente. Seja ainda h : [a,b] — R uma func¢do ndo-decrescente tal

que, dados u,v € [a,b] com u < v, temos:
g(v) — g(u) < h(v) — h(uw).

b b
Entao, se as integrais de Perron—Stz’eltjes/ f(s)dg(s) e/ f(s)dh(s) existem, vale que:

[ s)gts) < [ f(s)ancs)

Demonstragcio. Suponha que:

[ 1@dgts) > [ fspancs)
Dado d = (7;, [ti—1,ti]) € TDjap), sejai € {1,....]d[}. Como f(7;) > 0e0 < g(t;)—g(ti—1) <

h(t;) — h(t;—1) (sendo a primeira desigualdade valida devido ao fato de g e h serem nao-
decrescentes), vale que f(7;)(g(t;) — g(ti1)) < f(m)(h(t;) — h(t;—1)). Assim, temos:

|d| |d|

S(f,9,d Zf 7i)( ti-1) <Zf () (h(t;) — h(ti=y)) = S(f, h,d).
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(f; f(s)dg(s) — fff(s)dh(s)) > 0. Entao, existem calibres 01,09 sobre [a, b]

]

Seja € =

tais que:

< € para d partigdo d;-fina de [a,b],

[ $(s)dgts) — S(5,9.4)

< € para d parti¢ao do-fina de [a,b].

[ rs1ants) — (.0 a)

Tomando 6 = min{dy, d»}, temos pela Proposigao 1 que § é um calibre sobre [a, b] e que, se
d é uma particdo d-fina, entao d ¢ d;-fina e do-fina. Pelo Lema de Cousin, existe d € T Dy,

tal que d é d-fina. Assim:
0< [ s)gls) ~ [ s(s)ants) = [ Fs)dg(s) ~ [ F)ih(s) + S(f, . d) ~ S(F,9,d) =
= ([ 0560) - s(r.0) = ([ r1ane) = 55 ) <

< <

[ ss)ans) = 505, a)

[ eidats) = 5(7.9.) -

b

b
Cete—2e— ; (/ F(s)dg(s) ~ [ f(s)dh(s)> |
o que é um absurdo. Logo:

[ #sagts) < [ ss)ancs)

]

Explicitaremos agora um corolario do Teorema 6, o qual é uma aplicacao direta

desse resultado para a integral de Perron-Stieltjes.
Corolario 1. Sejam ¢ : [a,b] — [«, 5] uma bije¢ao continua e crescente, f: [a, 5] — X e
g: [a, 5] = R. Entao, se uma das integrais:

8 b
| 9)dnz), [ g(é(s)an(o(s))

« a

existe, a outra integral existe e vale que:

B b
[ a()dn(r) = [ g(o(s)dn(@(s)).

(7 a

Faremos agora algumas consideragoes sobre a integral de Perron-Stieljes. Primeira-
mente, note que, se uma fungao f é Riemann integravel em um intervalo [a, b], entdo f é
Perron-Stieltjes integravel com relagao a funcao identidade e ambas as integrais coincidem.
De fato, a definicdo de uma funcao ser Riemann integravel é semelhante ao dessa funcao
ser Perron-Stieltjes integravel com relacao a identidade. A diferenca esté no fato de que,

na integral de Riemann, limitamos nosso calibre a ser uma fungao constante. Portanto,
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podemos considerar a integral de Perron-Stieltjes como uma “extensao” da integral de
Riemann. Podemos entao questionar se a reciproca da afirmacgao acima é valida. Isto é:
toda funcao f Perron-Stieltjes integravel com relagao a identidade é também Riemann

integravel?

Mostremos, por meio de um exemplo, retirado de (1, Exemplo 2.11) e (5), que essa

afirmacao ¢ falsa.

Exemplo 1. Seja f : [0,1] — R uma fungao dada por f(t) = 2t sen <t22> — i cos <;> para
t € (0,1] e f(0) = 0. Entao f é uma fungao de grande oscilagdo que nao é absolutamente
integravel sobre [0, 1]. Com isso, temos da andlise que f é de variagao ilimitada e, portanto,
nao é Lebesgue integréavel sobre [0, 1]. Entretanto, como a integral improépria de f existe,
segue por um teorema (que foge do escopo desse texto) que a integral de Perron-Stieltjes
de f também existe e tem o mesmo valor da integral imprépria de Riemann de f. Em
particular, como f ser Riemann integravel implica em f ser Lebesgue integravel, segue que

f nao é Riemann integravel. Portanto, a reciproca da afirmagao acima nao é verdadeira.

2.4 Funcoes Regradas

Ao estudarmos a integral de Riemann, é natural considerar as func¢oes continuas
como um dos principais grupos de fungoes ligados a essa integral, uma vez que a continui-
dade da fruto a muitos resultados importantes relacionados a esse tipo de integracao. De
maneira analoga, um espaco natural de se estudar em conjunto com a integral de Kurzweil

é o espaco das fungoes regradas, as quais englobam as fungoes continuas.

Sejam X um espago de Banach com a norma ||.|| ¢ a,b € R com a < b. Definiremos

uma funcao regrada como feito em (1, Defini¢ao 1.1).
Definigao 7 (Fungao regrada). Uma funcio [ : [a,b] — X € chamada de regrada se
existem os limites lim f(s), para t € (a,b], e lirr}r f(s), para t € [a,b). Nesse caso,
s—t— s—t
denotamos lim f(s) = f(t7) e lim f(s) = f(t).
st~ s—tt
O conjunto das fungoes regradas f : [a,b] — X serd denotado por G(|a,b], X).

Ainda, definiremos o conjunto G~ ([a,b], X ) como sendo o conjunto de fungoes regradas

f:la,b] = X continuas pela esquerda em (a,b.

Mostremos que o conjunto das fungoes regradas, com as operagoes usuais, formam

um espagco vetorial.
Afirmacao 2. Seja G([a,b], X) munido das operacoes:

+:G(la, b], X) x G([a,b],X) = G(la,b], X), com + (f,g)=f+g.
K x G(la,b], X) = G([a,b], X), com - (a, f) = af.
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sendo (f +g)(z) = £(x) + 9(x) ¢ (af)(x) = af(x) para todos = € [a,b], f,g € G ([a,b], X)
e o € K. Entao G([a,b], X) € um espago vetorial sobre K.

Demonstracao. Note que, se Y é um espaco vetorial, entao é um resultado conhecido que
F(la,b,Y)={f:[a,b] =Y | f éfuncdo} é um espago vetorial munido das operagoes +
e - definidas de maneira andloga a acima. Como G([a, b, X) C F([a,b], X ), para mostrar

o resultado, basta provar que G([a, b, X) é subespago vetorial de F'([a, b], X).

e 0€ G([a,b],X): A fungao 0 : [a,b] — X, dada por 0(z) = 0 para todo = € [a,b], é
continua. Logo, liir% 0(s) existe para todo t € [a,b]. Em particular, os limites laterais
existem. Assim, 0 € G([a,b], X).

o G(|a,b], X) é fechado para a soma: Sejam f,g € G([a,b], X) et € (a,b]. Sabe-se que
existem f(¢7) e g(t~). Portanto, dado € > 0, existem d; > 0 tal que u € [a,b] N (t —
d1,t) implica em || f(u) — f(t7)] < g e d2 > 0 tal que u € [a,b] N (t — dq,t) implica

em [[g(u) —g(t7)] < % Tomando 6 = min{dy,dy} > 0, tem-se que u € [a,b] N (t —

0,1) implica em ||(f +g)(u) = (f( ) + g(7)I = [If (w) = F(t7) + g(u) = g(7)]| <
1 () = FE) I+ lg(w) — gt < 2+§ = ¢. Portanto, existe (f+¢)(t7) = lim (f+
9)(s) = f(t7)+g(t™) € X paratodot € (a,b]. Analogamente, dado t € [a,b), ex1stem
f(tT) e g(tT). Portanto, dado € > 0, existem 0; > 0 tal que u € [a,b] N (¢, + &)

implica em ||f(u) — f(t7)| < % e 0y > 0 tal que u € [a,b] N (¢, + d2) implica em

) i
llg(u) — g(t™)|| < % Tomando § = min{d;,dr} > 0, tem-se que u € [a,b] N (¢, t +
0) implica em ||(f+9)(u)—(f(ﬁ)jg(f))H = lf(u) = f(E7) + g(u) —g(tT)]| <
1F () = FEN + lg(w) = g(t)Il < 5 + 5 = € Dessa forma, existe (f +g)(t") =
sli>rtrl+(f +g)(s) = f(tT) + g(t") € X para todo t € [a,b). Assim, f + g € G([a,b], X).

» G([a,b], X) é fechado para o produto: Seja f € G([a,b],X) e a € K. Se a = 0,
tem-se af = 0, a qual é uma fun¢do continua e, em particular, regrada. Se
a # 0, dado t € [a,b), existe f(tT) € X. Dado e > 0, existe § > 0 tal que
w € [a,b]N(t, t+9) implica || f(u) — f(t1)] < - Assim, u € [a,b]N(t,t+0) implica

||
em |[(f)(u) — af ()] = llaf(u) —af@E) = lal[lf(u) = FE)] < \Oéll(; =c
Logo, existe (af)(tt) = slilg(af)(s) € X para todo t € [a,b). Analogamente,
dado t € (a,b], existe f(t7) € X. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que u € [a,b] N
(t —4,t) implica ||f(u) — f(t7)| < - Assim, u € [a,b] N (t — 0,t) implica em

||
(ef)(w) = af @)l = llof (w) — af )] = e [1f(w) = fF(E)] < laf ;4 = €. Logo,
existe (af)(t7) = hm 1 (af)(s) € X para todo t € (a,b]. Portanto, af € G([a,b], X).

Consequentemente, G([a,b], X) é subespago vetorial de F([a,b],X). Em particular,
G(la, b, X) é espago vetorial. O
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Mostraremos agora que toda funcao regrada com dominio em um intervalo compacto
da reta é limitada. Tal fato é importante, pois mostra que G ([a,b], X)) é um subespaco
vetorial de B ([a,b],X) = {f : [a,b] — X funcdo | f é limitada}.

Proposicao 3. Seja f : [a,b] — X regrada. Entao f é limitada.

Demonstra¢io. Suponha que f : [a,b] — X seja ilimitada. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que f ¢ ilimitada superiormente. Entao, existe (z,) C [a, b] tal que z; # x;
para i # j e f(z,) > n para todo n € N. Por um resultado da andlise na reta, como (z,,)
¢ uma sequéncia limitada, sabemos que existe (y,) C (x,) uma subsequéncia tal que y,, é
monoétona crescente ou ¥y, € mondtona decrescente. Sem perda de generalidade, vamos
supor (y,) crescente. Entao, como (y,) é limitada e crescente, existe y = limy,,. Ainda,

como [a, b] é fechado, temos y € [a,b]. Assim, segue que:
lim f(y,) = +o0.

Com isso, nao existe o limite lim f(¢), o que contradiz f ser regrada. H
t—y—

Provaremos agora um resultado que sera 1util no capitulo 4, o qual mostra que

certas propriedades sobre uma fungao implicam nessa fungao ser regrada.

Proposicao 4. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua pela esquerda nao-decrescente.

Entdo f ¢é regrada.

Demonstragio. Sejat € (a,b]. Como f é continua pela esquerda, existe o limite lim f(s) =
s—t~

f(t™) e vale que f(t7) = f(t). Tomemos entao t € [a,b) e seja (t,) C (t,b) uma
sequéncia decrescente com t, — t. Como f é nao-decrescente, temos que se u,v € |a, b
e u < v, entdo f(u) < f(v). Em particular, dados m,n € N com n < m, temos
tm < t,, donde f(t,) < f(t,). Portanto, (f(tn)),cy ¢ uma sequéncia nao-crescente
em R. Ainda, como t < ¢, para todo n € N, temos f(t) < f(¢,) para todo n € N.
Assim, (f(,)),en ¢ uma sequéncia nao-crescente limitada inferiormente por f(t), donde
existe T € R tal que T' = }@Iellgf(t") = lim f(t,). Seja (t),),ey C (£,0) outra sequéncia
decrescente com t,, — t. Pelas consideracoes anteriores, existe 7" = lim f(¢] ). Considere
A={t, | ne NyuU{t, | ne N} C (tb), e definamos z; = max A (o qual existe,
pois t; > t, et} >t/ para todon € N\ {1}) e z;;1 = max A\ {z1,..., 2z} para todo
i € N (que estd bem definido, pois A\ {z1,...,2;} C A com A limitado superiormente e
tn, b, sao discretos em (t,), oy € (t,),ey Para todo n € N, uma vez que as sequéncias sao
decrescentes). Ou seja, a sequéncia (2,), .y assim construida consiste no ordenamento
decrescente dos elementos de A. Note que, como t,, — t e t!, — t, temos z, — t. Note
também que, dados k1, ks € N, existem j1, jo € N, com j; > ki e jo > ko, tais que z;, = ty,

e zj, = tg,. Como (2,),.y C A C (t,b) e z, — t, segue pelas consideragoes anteriores que
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(f(2n)),en € convergente. Em particular, (f(zy)),cy ¢ de Cauchy. Portanto, dado € > 0,

existe n; € N tal que m,n > n; implicam em:
€
Ainda, existem ng,n3 € N tais que:

T — f(tn)| < % para n > ng,

|T" — f(t,)]| < g para n > ng.

Seja ng = max{ni,ns,ng} € N. Dados m,n € N, com m,n > ny, existem j, jo € N, com

Ji=m>nge jo >n>ng tais que zj = . e 2j, = tp. Assim, temos:

T =T < |T = flt)] + 1 () = SE) + 17 (0) = T < 5+ 1 (t) = FlE)] + 5 =

3
2€ 2¢ €
=§+|f(2’j2)—f(2j1)| <gTz=¢
Portanto, 7' = T". Assim, existe o limite lim f(s) = T = f(t") para todo t € [a,b).
s—t
Consequentemente, f é regrada. O]

Definamos agora a variagdo de uma fungao, conforme feito em (1, Definigao 1.25).

Defini¢ao 8. Dada uma fungio o : [a,b] — E, sendo E um espag¢o normado, e d = (t;) €

Dyoy), definimos:
|d|

varg(a) = Z: lu(ti) — a(tizy)||

e a variacao de o € dada por:

var(a) = varl(«) = sup{varg(a) | d € Dy}

Se var(a) < 400, entao o é chamada de fungio de variacao limitada. O conjunto das

fungoes de variagio limitada de [a,b] em E é denotado por BV ([a,b], E).
Provaremos um resultado sobre a variagao de a:
Proposicao 5. Sejam «, (5 : [a,b] — E, sendo E um espago normado, e c € [a,b]. Entdo:

var(a + 3) < var(a) + var(f),

var? (a) = var¢(a) + var’(a).
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Demonstragio. Dada d = (t;) € Djqy), definimos:

|d| |d|
varg(a + ) = ZHOH-ﬁ —(a+8)( le—ZHOé —afti-1) + B(t:) — Blti-1)]| <
Idl ||

< Z leu(ts) — alti-1)l + Z 16(t:) — B(tim1)|| = vara(a) + varg(8) <
< ;;Llr(a) +var(B). -

Segue que var(a) + var(8) ¢ uma cota superior de {vary(a) | d € Dy}, donde:
var(a + B) = sup{varg(a + ) | d € Dy} < var(a) + var(B).

Ainda, sejam d; e dy partigoes de [a, c] e [c, b], respectivamente. Entao d = d; U dy é uma

partigao de [a,b] (pelo Lema 3), donde:

|1 | |d1|+]dz]
varg, (@ [ja.q) + vara, (@ () ZH& +alti-d)ll + > lat) —ati)ll =
i=|dy|+1
|d1 |+|dz] |d]
_ z; lleu(t;) — o ZlH—ZHa —afty,_,)
= varg(a) € {var,(a) | u € Dy} (2.3)

Em particular, temos:
varg, (oz |[a,c]) + varg, (a |[C7b}) < var(«)
para todas as particoes d; € D, e dy € Dicp). Assim:
varé(a) + var’(a) < var®(a).

Por outro lado, dada d € Dj,4), temos duas possibilidades:

.....

dy = (ti),eqj,..ap SA0 particoes de [a, ] e [c, b], respectivamente. Pela equagao (2.3),

isso nos fornece:

varg(a) = varg, (o |ja,q) + varg, (a [y) < varg (o) + Varlc’(a).

e ¢ ¢ d: Nesse caso, existej € {1,...,|d|} tal que ¢ € (tj_1,t;). Definindo d; =

..........
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Ainda, temos:

|d| |d|
varg (o lea ) — a(ti-1) ||—Z||a ) —altiz)|| + [le(ty) — alt-1)| <

1?5]
|d|

<Z||a —altia)| + lla(t;) — ald)l| + llale) — alt;)ll =

Z#J

(ZH@ ) — altiq)]| + [Ja(c )—a(tj_1)||)+
d
(Z () = a(tion)l| + fl(t;) <c>H) -

i=j+1

= varg, (o |ja,q) + varg, (o |jp) < varg(a) + varﬁ(a).

Portanto, para todo d € Dj, ), temos vary(a) < vart(a) + varb(a), donde:
var? (a) < vart(a) + var’(a).

Assim, vale a igualdade:

vart (o) + var’(a) = var’(a).

O

Provaremos agora uma proposicao, a qual mostra que toda funcao de variacao
limitada cujo contradominio é um espaco de Banach é uma funcao regrada. Esse resultado
pode ser encontrado em (1, Lema 1.29), o qual foi retirado originalmente de (6, Teorema
1.2.7).

Proposigao 6. BV ([a,b],X) C G([a,b], X).

Demonstragio. Seja a € BV ([a,b],X). Provaremos que existe o limite lim «a(s) para
s—1—
todo t € (a,b]. A existéncia do limite lim a(s) para todo t € [a,b) seguird de maneira
s—t
analoga. Sejam t € (a,b] e (t,) C |a,t) com t,, — t. Notemos que, dados ¢, d € [a, b] com

¢ < d, temos var? o > 0. Assim, dado n € N, segue que:
- t t
> lativn) — a(t)ll < varg™ (a) < varg (a) + var™ (a) + varg,, (o) = var,().

+oo
Como |le(tit1) — a(t;)]| > 0 para todo i € N, segue que existe Y [la(tiy1) — a(t;)]| =
i=1

lim Z lla(tiv1) — a(t;)|| e vale que:

n—)-l—oo

ij latis) — (k)] < var' (a).
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Assim, temos:
+oco

lim ZH& tiv1) —at)] =0

n—>+oo

eque (y,) C Recomy, =Y _ |la(tis1) — at;)| para todo n € N é uma sequéncia monétona

nao-crescente com v, > O_para todo n € N. Portanto, dado € > 0, existe ng € N tal que

n > ng implica em:
+00
[nl = yn = D_ llo(tina) — a(ti)]| <e

Assim, dados m,n € N com m,n > ng (e supondo, sem perda de generalidade, que m > n),

temos:
m—1
la(tn) —a(ts)|| < Z a(tiv) —a(t)] < Z |a(tiv) —alt)|| = yn <e

Dessa forma, (a(t,)),cy ¢ uma sequéncia de Cauchy em X (Banach), donde existe 7" € X
tal que 7' = lim «(t,,). Sejam (t)) C [a,t) com ¢!, — ¢t e T" = lim «a(t)) (o qual existe pelas
consideragoes anteriores). Definamos (z,) C [a,t) como sendo zy,_1 = t,, € z9, = t,, para
todo n € N. Entao, z, — t e:

lim Zna 2ie1) — a(z)]| = 0.

n—>+oo

Dado € > 0, existem nq,no,n3 € N tais que:

T — a(t,)| < % para n > ny,

T — a(t)]| < % para n > n,
€
Z |la(zit1) —a(z)] < 3 baran > ng.

Notemos que n € N implica em n > 1, donde 2n > n+ 1 e 2n — 1 > n. Tomando

no = max{ny, ng,n3} € N, sejam m,n € N com m > n > ny. Entdo:

17" =TI < IT" = a(tp)ll + llat,) — alt)ll + o) =T =

= 17" = a(t)ll + lla(zem) — a(zen-1)|| + lla(tn) = T <
< T = a(t,)ll + % la(zita) — az)] + llats) = T <

i=2n—1

+oo
<7 =a)ll+ > lazia) —alz)ll + llalt) =T <
i=2n—1
+oo
/ !/
< T = a(t,)ll + 3 la(zi) — alz)ll + lo(tn) = T <
< € + € + € o
— J— — = €
3 3 3
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Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, temos 7" = T e, portanto, existe lim «a(s) = T.

s—t—
Com isso, temos o € G([a,b], X). Assim: -
BV([a,8], X) € G([a, 1], X).
[

Definamos o conceito de uma fungao escada, de maneira anédloga a (1, Definicao

1.3).

Definicao 9. Uma fungio f : [a,b] =Y, com Y espago normado, é dita ser uma fungdo
escada se existe uma particio d = (t;) € Diap) tal que para cada i =1, ...,|d|, existe c; € Y
tal que f(t) = ¢; para todo t € (t;—1,t;). O conjunto das funcoes escada de [a,b] em Y é
denotado por E([a,b],Y).

O préximo resultado, retirado de (1, Teorema 1.4), o qual é uma versao mais geral
do resultado em (7, Teorema 1.3.1), relaciona as fungoes escadas com as fungoes regradas,

e essa relacao nos sera ttil mais a frente.

Teorema 7. Seja O C X aberto e f : [a,b] — O uma fung¢io. As sequintes afirmagoes sio

equivalentes:

1. f:la,b] = O € o limite uniforme de fungoes escada { fn}nen com f, : [a,b] — O.

2. fe€G(a,b],0).

3. Dado € > 0, existe uma divisio d : a =ty <ty <ty < ... <tjq = b tal que:
Sup{l7(0) = F)I | s € (tyo1sty) i = L, ldl} < e

Demonstragao. e (i) = (i7): Note que f(t) € O para todo t € [a,b]. Seja t € [a,b).
Provaremos que Slgg f(s) existe. A existéncia de 8111?7 f(s) para t € (a,b] segue de
maneira andloga. Considere uma sequéncia (t,), .y C [£, ] tal que ¢, — t. Considere
também uma sequéncia { f, }nen de funcoes escada de [a,b] em O tal que f, — f
uniformemente. Entéo, dado € > 0, existe k € N tal que ||f(t) — fr(¢)]| < 2, para
todo t € [a,b]. Além disso, como f; é uma funcao escada, existe Ny € N tal que
| fi(tn) — fr()| < i para todo n > Ny. Portanto, para n,m > Ny, temos:

1 (t) = FC)] < 1) = Fulta)l] + [ filta) — Filt5)] +
|| £e(t) = Fultm)|| + 1 feltm) = FE)I| < €.
Entao, como X é um espago de Banach, lim f(t,) existe. Seja entao (t/,) C [t,b]

outra sequéncia com t/, — t. Sejam L = lim f(¢,) e L' = lim f(¢,). Dado € > 0,

existem ny,ng, ng € N tais que:
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€
5

2. m,n > ng implica em || f(t,) — f(t,)] < < (pois a sequéncia (uy,)neny dada por

1. n > ny implica em ||[L — f(t,)] <

Ugp—1 = t, € ug, =t para todo n € N é tal que u,, C [t,b] e u,, — t, donde
(f(uy,)) é de Cauchy).

3. m > ng implica em ||L' — f(t)] < %
Tomando ng = max{n, ng,n3}, temos que m,n > ngy implicam em:

1L = L < L= Ftl+ 1) = FEN + 1L = FE) < 5+ 5+ 5 =

Portanto, L = L' e assim existe o limite lim f (s) para todo t € [a,b). De maneira

s—t
analoga, existe o limite lir? f(s) para todo t € (a,b]. Portanto, f € G ([a,b],O).
st~
(17) = (ii7): Seja € > 0 dado. Como f € G([a,b],0), segue que [ € G([a,b],X).
Entéao, para todo t € (a,b), existe d; > 0 tal que:

sup )Ilf(W)—f(8)||<€e sup )Ilf(w)—f(8)||<6-

w,sE(t—0¢,t w,SE(t,t+0+

Similarmente, existem d,, d, > 0 tais que:

owp )~ S <ee s 17w) = f5)] <

w,s€(a,a+dq) w,s€(b—0dp,b

Note que o conjunto A = {[a,a + d,), (t — &, t + ;) , (b — 0p,0] | t € (a,b)} é uma
cobertura aberta de [a, b] e, portanto, existe uma divisdo d = (¢;) de [a,b] tal que
{[a,a + da), (t1 — 64y, t1 + 04,) 4 .., (b — 0, 0]} é uma subcobertura finita de A para

[a, b] e, ainda:
sup ||f(t) = f(s)|| | t,s € (tic,t),i=1,...,]d] <e.

(7i1) = (i): Dado n € N, seja d,, = (t;), com ¢ € {1,2,...,|d,|}, uma particao de
[a, b] tal que:

) 1
sup{[[f(t) = f(s)ll | t,s € (ticn,ti),i=1,2,...,|dn|} < -
eT; € (ti_1,t;) para todo i € {1,2,...,|d,|}. Definamos f, : [a,b] — X como:

|dn| |dn|

f(t) = ; FTa)X e (8) + ZO F(m)x: (1)

em que g denota a fungao caracteristica de um conjunto mensuravel B C R. Note
que f,(t) € O para todo t € [a,b] e para todo n € N. Ainda, {f,},en ¢ uma

sequéncia de fungoes escada que converge uniformemente para f.

O
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Destacaremos um corolario do Teorema 5, valido para a integral de Perron-Stieltjes,
o qual pode ser encontrado em (1, Corolario 2.14) e (4, Corolario 6.5.5). Este resultado
revela uma das relagoes entre as fungoes regradas e a integral de Perron-Stieltjes. Antes,

entretanto, estabeleceremos uma notacao.

Definigao 10. Sejam f : [a,b] — X, t € [a,b) e u € (a,b]. Se existe o limite hr? f(s) =
s—tt
f(th), definimos:

AT = F() = F(1) = lim f(s) ~ F(0).

Analogamente, se existe o limite lim f(s) = f(u™), definimos:
S—u—

A fw) = () ~ f(u) = lim f(u) ~ f(s).

Note que, se f ¢ regrada, A*f(t) e A~ f(u) estdo bem definidas.

Corolario 2. Sejam f : [a,b] = X e g : [a,b] — R regrada, tais que / " F(D)dg(t) existe.
Entio as funcies ht) = | [ Fls)dg(s) e k(t) = /t " (s)dg(s) sio regradas em [a,b] e

t) — f(t)ATg(t) para t € [a,b),

t)+ f(t)A7g(t) para t € (a,b].

Demonstracao. Mostraremos uma das igualdades, pois as demais seguem de maneira ana-
b
loga. Seja U : [a,b] x [a,b] — X dada por U(7,t) = f(7)g(t), cuja integral / DU(t,t) =

b
/ f(t)dg(t) existe por hipitese. Pelo teorema anterior, temos:
a

ti [ [ DU(r,0) ~ Ult,s) = Ut 1)) = | " DU(r, u) para t € [a, b).

Assim:
tim [ f(u)dgw) — F(09() + F09(0)] = [ F)dg(u) =
= tim [ dg(a) = [ Fdgu) + lim F2)(o(s) — (0)) =
= Tim h(s) = h(t) + lm F(t)(a(s) — g(1)) =
S h(t) = h() + F(D)A (1),
Donde h(t*) existe e vale a igualdade. O

2.5 Desigualdade de Gronwall

Provaremos uma sequéncia de resultados, com o objetivo de demonstrar o Corolario
5, que sera usado no estudo do método da média. Os resultados dessa secao sdo baseados
no capitulo 1 de (3). Em particular, o préximo resultado é a generalizagdo para espagos

de Banach de (3, Proposicao 1.33).
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Proposicao 7. Se f :[a,b] = X € uma fung¢io escada com a = Py < f1 < ... < B = b
tal que para todo i € {1,...,m}, temos f(t) =¢; € X parat € (6;_1,05;) e g : [a,b] — R é
de variagao limitada em [a,b] entdo a integral / s)dg(s) existe e:
b m—1
/ f(s)dg(s) =f(a)(g(a™) = g(a)) + D f(B;)(9(B]) — 9(B;)) + f(b)(g(b) — g(b7))+
a i=1

+ 3 eiol67) — 9(510)

Demonstracdo. Primeiramente, definiremos uma notagao. Sejam u,v € R com u < v tal
que [u,v] C [a,b] e d = (73, [ti—1,ti]) € T'Dpy,). Entao, definamos S(f,g,d) € X como

sendo:
||

S(f.9.d) Zfﬂ —g(ti1))-

Com isso, provaremos a proposi¢ao. A funcao g ¢ de variagao limitada e, portanto, pela
Proposigao 6, os limites laterais existem em cada ponto de [a,b]. Seja p: R — (0, 400)

uma fungdo. Dado € > 0, escolhamos um calibre ¢ em [a,b] tal que §(3;) < p(e), para
Jj€A{0,1,....m} e §(r) < dist(r,{fo, b1, ..., Bm}) para 7 # B;, com j € {0,1,...,m}. Se
d = (715, [ti—1,t;]) é uma partigdo d-fina de [a, b, entdao By, 51, ..., Bm s@0 marcagoes de seus
intervalos 0-finos. De fato, seja j € {0,1,...,m}. Entao, existe ¢ € {1,...,|d|} tal que
B; € [ti—1,t;]. Se 7; # B;, entdo:

B € [ti-1, ti] C (1 — 6(7), i + 6(72)),

donde |5; — 7| < 0(m) < dist(7, {Bo, b1, ---s Bm}) < |B; — 7, 0 que é um absurdo. Logo,
= f3;. Dado i € {1 ,m}, seja & € (Bi_1, ;). Mostremos que, para cada i € {2,...,m},
existe a integral / (s)dg(s). De fato, seja d' = ( {t; 1,t;D uma parti¢cdo marcada

d-fina de [&_1,&]. Ternos que existe j tal que ;1 = 7;. Note que podemos assumir que
Bio1 & {tj_1,t;}. De fato, se By =t |, entdo B;_, #1t) e

f(ﬂifl)@(t;‘—l) - 9(%—2)) + f(ﬁifl)(g(t;) - g(t;—l)) = f(ﬂzél)(g(t;) - 9(%-2))-

Como podemos tomar t;_,, ¢’ suficientemente préximos de 3; 1 com t;_,, % # ;1 (de

J=27j
forma a ter d’ §-fina), podemos considerar uma partigao d’ tal que (ﬁl,l, [ i ]D ed.



Um processo analogo nos permite considerar ;1 # t.. Assim:

S(f.g.d) = le F(m)( 9(ter) Z Fm)(g(ty) — g(t)+
+ f(Bim)(9(t)) — 9(£;)) + k%}; Fr)(g(t) — 9(tiy) =
- ji::icmg(t;) = 9(th—1)) + F(Bima)(g(t)) — g(tf_1))+
+k§ifﬂd%) 9(t-1)) —czlzj 9(th_1))+
+fﬂﬁ4ﬂﬂé)—g@}0)+0%§;fﬂﬁ)—g@hﬁ)=

= cic1(g(t; 1) — 9(&i—1)) + f(Bim1) (g(t)) — gt 1)) + ci(9(&) —

Sabemos que lim ¢g(s) = g(f8;_;) e lim g(s) = g(B;" ). Definamos:

s—=B,_4 s—>ﬁ 1

ki = max{|[ci ||, el [[f (B[} + 1> 0.

Dado € > 0, existem 4%, 6% > 0 tais que:

9(570) = 9(0)] < 5k para t € (B — 8. i),

9(552) — 9(1)] < - parat € (B, fir + ).

Tomando 6 = min{d},d5} > 0 e fazendo p(e) < & e I; = c;i1(g(B;i
FBim)(9(BE1) — 9(Bia)) + ci(g(&) — 9(B1)) € X, entao t)_,t; € B

B(Bi-1,p(e)) C B(Biflyd(i)), donde t;;l € (Bii1 — 5075171) (Bic1 —

(Biz1, i1 + 58) C (Biz1, Bic1 + 55) Assim, temos:

IS(f, g9, d) = L]l =
= lleima(g(t; 1) — 9(Bi1)) + F(Bima)(9(t;) — 9(B1))+
+F(Bi)(9(Bi20) = ( 1)) +ailg(B) — g(f] ))||<

< lesmagt; 1) — gBON|| + [ £Bi=)(a(t)) — 9B + || £(Bi-) (a8
+ |leilg(Bty) - g(tj» < leial |o(t; ) 9(11)\+||f Bie)| \g
+1FB0I a(By) = g(t-)| + lleill |a(Bi-) = 9(#)] <

Gl 5+l e < s+ S+ s+ E=F <

&i
Logo, / f(s)dg(s) existe e vale que:
§i—1

&i
| F(s)da(s) = 1.

1) -
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9(t3))-

9(&i-

(61—17 (/Bz—
6 Bia) e ) €

ci1(9(tj_1) — 9(&-1)) + f(Bim1)(9(t)) — 9(tj_1)) + ci9(&) —

)

+

1) +
) C

9(t5)) —

g )| +

)\+

€
< et 5 + Hf(ﬁH)H e
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&1 b
Mostremos ainda que existe a integral / f(s)dg(s) existe, pois / f(s)dg(s) seguird de
forma andloga. Seja dy = (w;, [u;i—1,u;]) uma partigdo marcada d-fina de [a,&;]. Pelas
consideragoes anteriores, sabemos que 5y = a = w;. Assim:
|1 | |1 |

S(f,g,di) = Zf wi)(g9(ur) — g(ur—1)) = f(a)(g(u +ch ) — g(ur—1)) =

|1 |

= f(a)(g(u1) — )+ Z g(up—1)) =
= f(a)(g(u1) — g(a)) + c1(g(&1) — g(ur)).

Seja & = max{|| f(a)|,[lc[|} +1 > 0. Como lim g(s) = g(a™), dado € > 0, existe 6 > 0
s—at
tal que:
‘g(t) — g(a+)’ < £ para t € (a a+ 51) :
3K ’ 0
1
Tomando p(e) < 8} (isto é, para cada ¢ > 0, tomamos p(e) = 3 {1
eq{l,..., m+
b
em que J5""" é aquele obtido na analise da integral / f(s)dg(s)) e I = f(a)(g(a™) —
&m
9(a)) + o1 (9(6) — g(a*)) € X, temos que s € Bla, 8(a)) € Bla, p(e))  Bla, 1), donde
uy € (a,a+43) e

{5}>0

1S(f.g.dv) — Ll = | (a)(g(um) — g(a)) + e2(9(&1) — g(wr)) — L] =
= | @) (g(w) = g(a®)) + er(gla®) = gw))| <
< |@(g(w) = 9@ + [erto(a®) - g(u)| =
= If(@)] |g(w) = g(@®)| + ller]l jg(at) = gur)| <
U@l +llall 5= < 5+ 5= 5 <e

3
donde a integral / 1 f(s)dg(s) existe e vale que:

* F(s)dg(s) = I.

a

Analogamente, se definirmos 7,11 = f(b)(g(b) — g(b7)) + cm(g(b™) — g(&m)) € X, temos
b

que / f(s)dg(s) existe e vale que:
Em

" F(3)dg(s) = Inpn.

&m

Portanto, pelo Teorema 4, temos que a integral / s)dg(s) existe e vale que:



49

m

[ 1xgts) = [ 16ato) + X [ f)dgls)+ [ F6)gls) = I+ 3T+ D =

i=2 751 i=2

= f(a)(g(a™) — g(a)) + c1(g(&) — g(a™))+

[ ‘
+1(0)(90) — 967) + enlgb) — 9(6)) = F(@)(g(a™) — 9(@) + crlgl@) — o)+
# 3 [eeaa(Bi ) = )] + 3 (£ @l5) = a5 )] + 3 [6(a(6) = a(B )]+
(00~ 97) + enlab) — 9(60)) = F@)a(a®) —gla)+
+ m leim1(9(B 1) — 9(&i-1))] +i F(Bim)(9(BEL) — 9(B0)| + i leilg(&) — g(B1)] +

Il
-
—~

S
N—
YaS
N}
—

Q

+
N—
|
N}
—~

Q
S~—
S~—

+

L[]
£
—
e
~~
sy
_
|
e}
—~
FAa
N
—
+

m—1 m

+ 3 [FB)9(BF) — 9B + 3 [eila(&) — 9(BE))] + FB)(g(b) — g(b7)) =

i=1 i=1

i=1

Enunciaremos uma consequéncia dessa proposicao, a qual ndo provaremos pois sua
demonstracao utiliza muitos outros resultados prévios que fogem do nosso objetivo. A
demonstragao, e os respectivos resultados necessarios, podem ser encontrados em (3). Em

particular, o resultado seguinte é o Corolario 1.34 de (3).
Corolério 3. Se [ : [a,b] = R € uma funcao regrada no intervalo [a,b] e g : [a,b] - R é

b
de variagao limitada em [a,b] entdo a integml/ f(s)dg(s) existe.

O préximo teorema, que é o Teorema 1.35 de (3), nos permite comparar a norma

de duas integrais de Kurzweil, sendo uma delas no R" e outra em R.
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Teorema 8. Sejam U : [a,b] x [a,b] — R" e V : [a,b] x [a,b] — R fungoes tais que as
b b
mtegmz’s/ DU(r,t) e/ DV (1,t) existem. Se existe um calibre 6 em [a,b] tal que:
=7 U(r, ) =U (T, 1)l < (¢ = 7) (V(7,8) = V(7,7)) (2.4)

para todo t € [T — (1), 7 + 0(7)] entdo vale a desigualdade:

/abDU(T,t)H < /abDV(T, ).

Demonstragio. Seja e > 0 dado. Como ambas as integrais existem, hd um calibre 6 em |a, b]
tal que 0(s) < d(s) para todo s € [a, b] tal que para toda partigao f-fina d = ([ay_1, o), 7;)

de [a, b] temos:

) \
‘Z_: [U(75, 05) = U7, j—1))] —/a DU(r,t)|| < e (2.5)
] ,
;[V(Tj,aj) V(1 05.1)] — / DV (r,1)| <. (2.6)

Notemos que a desigualdade (2.4) implica em ||U(7;, ;) — U(7, 1) || < V(13, 5) — V(73, 73)
quando «; > 7; e ||U(7,05) — U(mi, )| < V(m, ) — V(m, ) quando «; < 7;. Assim,
para i € {1,...,|d|} temos:

U (75, ) = Ui, i) || < NU (735 00) = Ui, )|l + |U (73, 73) — U7, )| <

< V(m,a;) = V(7 1),

Pelas desigualdades (2.5) e (2.6) obtemos:

b |d| b
[ pu )| < X Wi, a) - Ulra50] - | DU )| +
a ]:1 a
|d]
+ 12U, 05) = Ulrgy a-0)]|| <
j=1
||
<e+ D [V(m, o) = Vir,a5-1)] =
j=1
|d| b b b
—e+ > [V(ma) = Vma )l - [ DV(rt)+ [ DV(rt) <2e+ [ DV (7).
=1 a a a
Como € > 0 é arbitrario, a desigualdade:
b b
/ DU(r,1)| < / DV (r,1)
é satisfeita. O

O préximo corolario, que é a Observagao 1.37 de (3), serd usado na demonstragao

do Teorema 9, o qual da origem a Desigualdade de Gronwall.
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Corolario 4. Se [ :[a,b] = R, |f(s)| < ¢ para todo s € |a, b] em que ¢ € uma constante,

g :la,b] = R € de variacao limitada em [a,b] e a mtegml/ s)dg(s) existe, entao:

s)| < cvar’ g.

Demonstrag¢io. Definamos U : [a,b] X [a,b] — R como sendo:

U(r,t) = f(r)g(t).
Definamos também V' : [a, b] x [a,b] — R como sendo:

V(r,t) = cvarl g.
b b
Entao, por hipétese, existe a integral / DU(t,t) = / f(s)dg(s). Mostremos que a

b a
integral / DV (r,t) = / cd(var] g) existe e que vale / DV (r,t) = cvar’ g. Tomemos
d = (7, [ti—1,t;]) € TDyay. Temos, pela Proposicao 5, que:

| |d|
ZV Tiy 1 z (ﬂ; i— 1 char g—cvar’ lg=

i=1
ld| ld|
=c ZvarZH g+ varft;1 g—vari-lg| =c Zvar,fjfl gl =
i=1 i=1
— bay b
=cvar, g =cvar,g

b
donde segue que / DV (1,t) = cvar’ g. Notemos que ¢ > |f(a)| > 0. Dados t,7 € [a, b],

temos duas possibﬁidades:

o t < 7: Nesse caso, usando da Proposicao 5, temos:

L=l [U(r,t) = U(r,7)|| = (r =) [[f(7)g(t) = f(7)g(T)] =

— (7 =) [f @) 9(t) = 9()| < (r = ) even] g = (7 — t) e (var] g — varl, g) =
(t—71)c (Varz g — var, g) =(t—r1) (cvarflg — cvar] g) =
(t—71)(V(r,t)=V(r,7)).

o 7 < t: Nesse caso, usando da Proposicao 5, temos:

[t =7 U (7, 1) = Ul n)| = (t = 1) [[f(7)g(t) = f(T)g()]| =
— (1= D)) 9(t) — 9(r)]| < (¢ — ) evart g = (¢ — 1) (vart g — var] ) =
=(t—r7) (cvarig — cvar, g) ={t—71)(V(r,t)=V(r,7)).

Portanto, pelo Teorema 8, segue que:

[ fs)dgts)| =

b b
/ DU(T,t)H §/ DV (r,t) = cvar® g.
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Usaremos o lema seguinte (Lema 1.38 de (3)) na demonstracao do Teorema 9. Esse
lema nos da um resultado que relaciona a primitiva de uma funcdo com a integral de

Perron-Stieltjes dessa funcao.
Lema 5. Seja h : [a,b] — R uma fungao nao-negativa e nao-decrescente continua pela
esquerda em (a,b]. Assuma que [ : [0,+00) — [0,400) € uma fung¢io continua ndo-

b
decrescente com primitiva F' : [0,+00) — R. Entdo a integml/ f(h(s))dh(s) existe

e’

[ Ftsn) < P8 - Fihta))

Demonstra¢io. Como f e h sao nao-decrescentes e h(t) > 0 para todo t € [a,b], a
composigao das fungoes f e h dada por f(h(s)) para s € [a,b] estd bem definida e é

nao-decrescente. Pelo Corolario 3, a integral [* f(h(s))dh(s) existe.

Para provar a desigualdade, usaremos do Teorema 3. Seja € > 0 dado. Pela
definigdo de F' como primitiva de f, para todo s € [0, +00) existe O(s) > 0 tal que para
todo v com 0 < |v| < O(s) temos:

[F(s+v) = F(s) = f(s)v] < €elv]. (2.7)

Como lim h(t) = h(r") para 7 € [a,b), existe 67(7) > 0, com 67(b) = 1, tal que

t—rt

t € (r,7+ 6*(r)] N [a, b] implica em:
0 < h(t) — h(r+) < O(h(r1)).
Colocando s = h(r+) e v = h(t) — h(*), obtemos:
F(rT))(A(E) — h(77)) < F(h(t)) = F(h(rT)) + e(h(t) — h(7T))

para t € (1,7 4+ 07 (7)] N [a,b]. Ainda, temos:

pois f(h(T)) < f(s) para s € [h(7), h(7T)]. Portanto:

[F(R(T)(A(E) = h(T))] = f(A(T))(A(E) = P(7 7)) + f(R(T)(R(7T) = h(T)) <
< S(E))((E) = h(77)) + F(h(77)) = F(h(7)) < F(h(t)) = F(h(7)) + e(h(t) — h(7))

IN

desde que t € (7,7 + 67 (7)] N [a,b]. Da desigualdade (2.7) e da continuidade pela
esquerda da funcao h no ponto 7 € (a,b| existe 6~ (1) > 0, com 6~ (a) = 1, tal que para
te[r—0(r),7]NJa,b] vale a desigualdade:

|[F (7)) (A(t) = h(7))| < F(h(7)) = F(h(t)) + e(h(T) = h(1)).
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Tome 0(7) = min(6(7),0%(7)) para todo 7 € [a,b]. Entdo para 7 € [a,b] e para

t€[r—4d(r), 7+ (1) Nla,b] obtemos pelas desigualdades anteriores a relagao:

[t =71 (h(T)A(t) = F(R(T))R(T)] < (¢ = 7) (F(h(t)) + €h(t) = F(h(T)) = €h(T)).

Pelo corolario 8 essa desigualdade implica em:

[ 50 an(s) < [ ATEs) + ()] = FRG)  Fhla)) + e(h(b) — (@)

Como a desigualdade anterior vale para todo € > 0, temos:

/ab f(h(s))dh(s) < F(h(b)) = F(h(a)).
]

Provaremos agora o teorema do qual a Desigualdade de Gronwall é consequéncia

direta. Esse resultado é o Teorema 1.40 de (3).

Teorema 9. Sejam ¢ : [a,b] — [0,+00) limitada, h : [a,b] — [a,+00) continua pela
esquerda e nao-decrescente. Suponha que a fung¢io w : [0,+00) — R € continua, nao-

decrescente, w(0) =0 e w(r) > 0 para r > 0.

Fizemos ug > 0 e, para u > 0, definamos:

Qu) = /uu Ldr.

o w(r)
A fungao Q : (0,4+00) — R € crescente, Q(ug) = 0, lim Qu) = a > —oco e

u—07+
lim Qu) = < +oo.

U—r—+00

Assuma que existe uma constante k > 0 tal que a desigualdade:

3
(O < k+ [ w((r)dh(r)

vale para todo & € [a,b].
Se Q(k) + h(b) — h(a) < 8, entdo para & € [a,b], temos:

»(€) < Q7H(QUE) + h(E) — h(a)) (2.8)
sendo Q71 : (a, ) — R a fungdo inversa da fungio €.

Demonstragcao. Primeiramente, mostraremos que {2 estd bem definida e que satisfaz as

propriedades citadas. Como w é continua e w(r) > 0 para r > 0, temos w™! =

o€ =

(0,400) — R, bem definida e continua. Assim, dado uy € (0,400), a continuidade

/u: w(lr) dr

e

w~! garante que a integral:
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existe para todo u € (0, +00), donde €2 estd bem definida. Da defini¢ao de €2, sabemos

que:
ug 1

Q<u0):/u0 w(r)dT:O'

Ainda, sabemos da analise na reta que €2 é diferenciavel e que:

1
Y(u) = —— >0,
(u) ()
donde © é crescente. Mostremos que 1i%1+ Qu) = a > —oo ou lirgl+ Q(u) = —o0. De fato,
u—r U—>
suponha que  seja limitada inferiormente. Nesse caso, existe « = inf Q(u). Dado

u€(0,400)
e > 0, existe 6 > 0 tal que:

a<Q) <a+e
Como {2 é crescente, temos que 0 < u < ¢ é tal que:
a<Qu) <Q0) <a+e=|Qu)—al <e,

donde h%l+ Q(u) = a. Caso €2 nao seja limitada inferiormente, dado A > 0, existe § > 0, tal
u—>

que Q(0) < —A. Como € é crescente, temos que 0 < u < § implica em Q(u) < Q(5) < —A,

donde segue que lim Q(u) = —oo. Analogamente, mostremos que El;ﬂ Qu) = < +o0
ou 1_131 Q(u) = +o00. De fato, se Q é limitada superiormente, existe § = sup Q(u).
w 00 u€(0,400)

Dado € > 0, existe § > 0 tal que 8 — e < Q(J) < 8. Como € é crescente, temos que u > ¢
implica em:

2(u) — ] <,

donde lir}rq Q(u) = B. Se Q nao é limitado superiormente, entdao dado A > 0, existe 6 > 0
U—r+00

tal que (0) > A. Como € é crescente, temos que u > § implica em:
Qu) > Q5) > A,

donde lim Q(u) = 4o00. Portanto, {2 é uma bijecao de (0,400) em (a, ).

U——+00

Suponha entao que existe [ > 0 tal que Q({) + h(b) — h(a) < . Entdo, dado

7 € [a,b], temos:
a < Q) <Q() 4+ h(r) — h(a) < Q) + h(b) — h(a) < .

Portanto, Q(I) + k(1) — h(a) estd no dominio de 27! para todo 7 € [a, b], donde podemos
definir wy : [a, b] — (0, +00) dado por:

wi(r) = Q7N Q) + h(7) — Ma))
para todo 7 € [a, b]. Definamos também ¢ : [0, 5 — (1)) — R dada por:

o(s) =w (Q_l Q) + s))
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para todo s € [0,8 — Q(l)). Mostremos que Q! ¢ crescente. Dados u,t € (a, 3), com
u < t, temos:
QO (w) =u <t =Q(Q7(1)).

Como € é crescente, devemos ter Q71 (u) < Q71(¢t). Portanto, Q7! é crescente. Dados
s€[0,86—Q()) ee>0tal que 8 —Q(l) — s > ¢, temos:
0<I=01Q0D) <O HA) +8) <A+ (B—Q1) —€) =Q (B —¢€) < +o0.
Assim, Q71(Q(1) + s) € (0,400) para todo s € [0, 3 — Q(l)). Portanto, ' estd definida em
QHQ(I) + s) para todo s € [0, 3 — Q(1)) e:
1

w(@1(Q0) +9))
Usando a féormula para a derivada da fun¢ao inversa, obtemos:

a
ds

YO Q) + ) = £0.

1

- Fom@n Ty — YOO =) (29)

(@) + 5))]

para s € [0, — Q(l)). Se £ € [a,b], entdao pela definicdo de ¢ temos:
g

/a (7)) dh(r) = / W(QHQ) + h(r) — h(a)))dh(r) =

-/ * o(h(r) — h(a))d(h(r) — h(a).

Usando (2.9) e o Lema 5, temos:

[ wlentm)dn(r) < 070 + h(e) — hla)) — 07HQD) = a(€)

e, consequentemente, para £ € [a, b], temos:

I+ / C @) dh(r) < w(©).

Assuma que €5 > 0 é tal que Q(k+¢y) + h(b) — h(a) < . Seja € € (0,¢€p) e defina l = k +e.

Nesse caso, a desigualdade acima se torna:

k+e+ / (e (P AR(T) < wrs ().

Usando a desigualdade (2.8) para cada £ € [a,b] obtemos:

9(€) ~ el S b+ [ w(u)db(r) ~ k— e~ [(wlonn)ihi) = (2.10)

— et j (7)) — w(wre(r))] dh(7). (2.11)

Entao ¢(a) — wrie(a) < —€ e w(¥(a)) — w(wite(a)) < 0 pois a fungdo w é ndo-decrescente.

As funcgoes ¥ e wy,. sdo limitadas e portanto existe uma constante K > 0 tal que:

W (7)) = wlwkie(T))] < K



56

para 7 € [a,b]. Usando o Teorema 5 e o Corolario 4 obtemos:

(&) — wire(§) < —€+ [w(¥(a)) — w(wrie(a))] (h(a™) — h(a))+
+ i [ o) — wlorsdr)] dh(r) <
< —e+ K lim [h(§) = h(a+0)] = —c + K |h(&) — h(a™)].

6—0t

Como ghm-&- h(¢) = h(a™), é possivel encontrar v > 0 tal que, para £ € (a,a+v), a
—a

€
. i + .
desigualdade h(§) — h(a™) < K T 1 vale e portanto:
B(E) —whael§) < —e+ s < =2 <0
e o1 T 2

para £ € (a,a + v). Definamos:
T = sup{t € [0,8] | $(€) — wese < 0 para £ € [a,]}.

Pelo que mostramos, T' > a e para £ € [a,T), as desigualdades (§) — w1 (&) < 0 e
wW((§)) —w(wite(€)) < 0 valem (sendo esta tltima devido ao fato de w ser nao decrescente).

Pela equacao (2.11) e pelo Teorema 5 temos:

%D(T) — Wk+te (T) <
< et Jim [ L) — el dbir) ¢

+ [w(T) = wwer (T (T) = 1(T7)) < =€ <0

pois h(T) — h(T~) = h(T) — lim,_,p- h(7) =0 e:

lim [ [w(ib(r)) — w(wrre(r))] dh(r) < 0.

d—0t a

Se assumirmos que 1" < b, podemos repetir esse processo para & > T' devido a desigualdade:
€
Y(E) —wrsel§) < =+ [ (7)) = wlwrrd(r)] dh(r),
obtendo entao ¥(§) — witc(§) < 0 para & € [T, T + v| para algum v > 0. Entao T' = b e:

V(&) < wire(§) = Q7HQUE + €) + h(E) — h(a))

para £ € [a,b]. Como a funcao €2 é continua e a tltima desigualdade vale para todo € > 0

suficientemente pequeno, obtemos a desigualdade:

3
U(©) < k+ [ wl(r)an(r).
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Provaremos agora a Desigualdade de Gronwall, que serd usada no capitulo 5,
durante o estudo do método da média. Esse resultado pode ser encontrado em (3), como

o Corolario 1.43.

Corolério 5. [Desigualdade de Gronwall] Sejam v : [a,b] — [0,400) limitada, h : [a,b] —
[0, 4+00) nao-decrescente e continua pela esquerda. Suponha que existam k > 0,L > 0 tais

que:
3
V(&) <k+ L[ w(r)dn(r)
para todo & € [a,b]. Entdo para todo & € |a,b] vale a desigualdade:

Y(E) < Ll (&) —h(a))

Demonstragio. Definamos w : [0,+00) — R como sendo w(r) = Lr para todo r > 0.
Entdo w é continua, nao-decrescente, w(0) = 0 e w(r) > 0 para r > 0 caso L > 0. Caso

L =0, temos por hipotese que:
3
W(E) <k+L / D(r)dR(T) = k = ke = kel*O-h) = feL(:(©)-h(a)

para todo & € [a,b]. Portanto, podemos considerar L > 0. Nesse caso, dado ug > 0, temos:
1 jud 1 1
Qu) = — 5 77” = Z(ln lu| — In |ug|) = Zln 50,

donde Q7 (u) = ugel®. Ainda, por hipétese, temos:

9€) <h+ L [ )anr) =k + [ Lomdn(r) =k + [ w((r)dn(r)

para todo & € [a,b]. Como a fungao inversa Q=1 de € estd definida em (0, +00), temos
que Q(k) 4+ h(b) — h(a) < B = sup (0, +00) = +00, donde pelo Teorema 9:

Lin £ —h(a £
D€)< QHOUR) + A(E) — (@) = uge (F O] i pnoer-nan
— Ll B =h(a)

para todo & € [a, b]. ]

2.6 EDOs Generalizadas

Terminamos esse capitulo definindo EDOs generalizadas e apresentando um re-
sultado sobre elas. Mostraremos, mais a frente, que muitos dos problemas de equagoes
funcionais em medida e de equagoes dinamicas em escalas podem ser entendidos como
problemas de EDOs generalizadas. Usaremos, ainda, de um resultado da existéncia de
solucao desse tipo de EDO para mostrar que os problemas em medida e em escalas possuem

solucao.

Sejam X um espago de Banach com norma ||.||, 2 = O X [tg, +00), em que O C X
¢ um aberto e ty > 0. Definamos uma EDO generalizada no intervalo [a, b] conforme (1,
Definicao 4.1).
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Definicao 11. Uma fungio z : [a,b] — X é chamada de solu¢io da EDO generalizada:

dx
— = DF(x,t 2.12
™ = DF(z,1 (2.12)

no intervalo [a,b] C [tg, +00) se (z(t),t) € Q para todo t € [a,b] e se a igualdade:

x(s9) — z(s1) = /:2 DF(x(T),t)

1

vale para todo s1,s9 € [a,b]. Ainda, se x é uma solu¢io da EDO generalizada (2.12),
g € X, 19 € [a,b] e x(1y) = g, dizemos que x € solugio da EDO generalizada (2.12) com

condigao inicial x(1y) = .

Definicao 12. Dada uma fung¢ao nao-decrescente h : [ty,+00) — R, dizemos que uma
fungao F : Q — X pertence a classe F (S, h) se:

[F(z, 82) = (2, s1)[| < [h(s2) = h(s1)] e
[1E(x,52) = F(x,81) = F(y, s2) + F(y, 51)[| < [l =yl |h(s2) — h(s1)]

para todos (x, s2), (x,s1), (y,s1), (v, $2) € Q.

Ainda, sob essas condigoes sobre I, definamos:

Qp = {(x,t) €Q | o+ lim [F(r,s)] ~ Fla,t) € o}.
s—1

Para um par (xg, 1) € Qp, definimos como S, ., 0 conjunto das fungoes x : I, C

[tg, +00) — X com I, sendo um intervalo, 79 € I, e  é uma solugdao em I, da EDO

generalizada (2.12) com condicao inicial z(7y) = z. Dados dois elementos z, z € Sy, 4,

dizemos que x é menor ou igual a z (e denotamos por x < z) quando I, C I, e z |;,= .

Definiremos agora uma solucao maximal e o prolongamento de uma solucao para a
direita (e para a esquerda) da EDO generalizada (2.12), conforme (1, Defini¢do 5.7) e (1,
Definicao 5.8).

Defini¢ao 13 (Prolongamento de uma solugao da EDO generalizada (2.12) para a direita).
Sejam 19 > to, I C [tg,+0) e x : I — X uma solugio de (2.12) no intervalo I, com
70 = minl. Uma solugio y : J — X, com J C [ty,+0) e 19 = minJ, da EDO
generalizada (2.12) é chamada um prolongamento de x para a direita se I C J e x(t) = y(t)
para todo t € I. Se I C J, entao y é chamado de prolongamento proprio de x para a

direita.

Definimos o prolongamento de uma solugao da EDO generalizada (2.12) para a

esquerda de maneira analoga.

Definicao 14 (Solucao maximal da EDO generalizada (2.12)). Seja (zo,70) € Qp. Dizemos

que x : J — X € uma solugao maximal para frente (ou apenas solu¢io mazimal) da EDO
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generalizada (2.12):

dz

— = DF(x,t

dt (2.1),
.’L'(To) = Xy,

se x € Syz € para todo z : I — X com z € Sy ., e x = 2z, tivermos x = z. Ou
seja, © € uma solugio mazimal da EDO generalizada (2.12) se x € Sy, ., € x nao admite

prolongamento proprio pela direita.

Apresentamos, sem demonstragao, o seguinte resultado, que pode ser encontrado
em (8, Teorema 2.11).

Teorema 10. Seja F' € F(2, h), com h : [ty, +00) = R ndo-decrescente e continua pela
esquerda. Se (xg, so) € Qp, entdo existe uma unica solu¢ao mazimal T : [So,w(So, o)) — X
da EDO generalizada (2.12) com x(sg) = xo.
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3 ESCALAS TEMPORAIS

3.1 Definicao

Estudaremos agora escalas temporais. O intuito desse estudo é o de definir a
A-integral, a qual busca permitir a integracao de fungoes sobre fechados na reta, sem exigir
sua conexidade (isto é, sem exigir que sejam intervalos). Além disso, estabeleceremos uma
relacao entre a A-integral e a integral de Perron-Stieltjes, a qual nos permitira transitar
entre as duas integrais, e que serd muito 1til na demonstracao de muitos resultados. Esse
capitulo ¢ baseado em (1) e (9). Nesse capitulo, X denota um espago de Banach com

norma ||.[|.
Definamos o que é uma escala temporal e os operadores avanco e recuo, conforme
(1, Definicao 3.11) e (9, Defini¢ao 1.1).

Definicao 15. Uma escala temporal T é um subconjunto fechado e nao vazio de R.

Definicao 16. Seja T uma escala temporal. Definimos o,p : T — T operadores dados por:
ot)=inf{s €T | s>t} ep(t)=sup{seT | s<t}.

Chamamos o de operador avango e p de operador recuo. Convencionamos inf() = supT e

sup () = inf T.

Vale notar que, como T é fechado, o(t) e p(t) pertencem a T para todo ¢t € T,

donde esses operadores estao bem definidos.

Definamos agora o conceito de pontos discretos e densos pela esquerda e pela direita

em escalas temporais, conforme feito em (1, Definicao 3.12).

Defini¢ao 17. Dado t € T, dizemos que t é discreto pela direita quando o(t) >t e denso
pela direita quando t # supT e o(t) = t. Analogamente, se p(t) < t, entio t é chamado de

discreto pela esquerda e se t #inf T e p(t) =t, entdo t é chamado de denso pela esquerda.

Vale notar que se T ¢é limitado inferiormente, entao inf T nao é denso pela esquerda
nem discreto pela esquerda. De fato, se t € T é denso pela esquerda, entao t # inf T.
Por outro lado, p(inf T) = sup{s € T | s < inf T} = sup@) = inf T (pela convencao
estabelecida), donde inf T néo é discreto pela esquerda. Analogamente, se T é limitado

superiormente, entao sup T nao ¢é denso pela direita nem discreto pela direita.

Definimos a fun¢ao granulosidade, conforme (1, Defini¢ao 3.13).

Definigao 18. A func¢ao granulosidade p : T — [0, 4+00) € definida por:

wu(t) =o(t) —t.
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Estendemos agora a definicao de uma funcao regrada a fungoes em escalas, conforme
definido em (1, Defini¢ao 3.14):

Definicao 19. Uma funcao f: T — X é dita ser regrada se seus limites a direita existem
em todos os pontos densos pela direita e se seus limites a esquerda existem em todos

0s pontos densos pela esquerda. O conjunto das fungoes regradas em T é denotado por
G(T, X).

Daremos agora a definicao de um intervalo em escalas temporais, a qual serd muito

utilizada no estudo de fungoes em escalas.

Definigao 20. Sejam a,b € R com a < b e T uma escala temporal. Se a,b € T, definimos

o intervalo em escalas temporais [a, bl como sendo [a,bly = [a,b] N'T.

Note que, na defini¢cao anterior, exigimos que a e b pertencessem a T. Essa condicao
nao ¢ sempre necessaria, mas precisaremos dela para garantir a validade de grande parte

dos resultados referentes a func¢oes em escalas e a equacoes dinamicas em escalas.

Apresentamos agora uma definicdo que, apesar de nao utilizarmos nesse texto, se
trata de uma definicdo classica que vale ser mencionada. Definimos conforme apresentado
em (1, Defini¢ao 3.15).

Definicao 21. Uma funcio f : T — X ¢é dita ser rd-continua se [ é regrada em T e
continua em todos os pontos densos pela direita de T.

O conjunto de todas as fungoes rd-continuas de T em X € denotado por C.q(T, X).

Definiremos agora o conceito de A-derivada, conforme (1, Definigao 3.16), o qual
busca estender o conceito de derivada para escalas temporais. Para isso, lembremos que se
TcReteT, dizemos que U é uma vizinhanca aberta de t em T se U é um aberto de T
(isto é, existe A C R aberto tal que U =ANT) et e U.

Definigao 22 (A-derivada). Definamos:

ko { T, se nao existe m = max{t € T | t é discreto pela esquerda}, (3.1)

T\ {m}, se existe m =max{t € T | t é discreto pela esquerda}.
Para f: T — X et € TF, definimos f2(t) € X com a sequinte propriedade:

Para todo € > 0, existe uma vizinhanca aberta U de t em T tal que a desigualdade:
| o) = f(s) = FA@)o(t) = s]| < elo(t) -]

vale para todo s € U (note que f~ pode ndo existir).

Nesse caso, dizemos que [~ é a A-derivada de f em t e dizemos que f é A-diferencidvel

emt.
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Usualmente, em topologia, as nogoes de vizinhanca aberta e de vizinhanga sao
distintas. Entretanto, como toda vizinhanca de um ponto contém uma vizinhanca aberta
deste mesmo ponto (e toda vizinhanga aberta de um ponto é uma vizinhanga deste ponto),
poderiamos, na definicao anterior, assumir que U fosse apenas uma vizinhanca de t, e
teriamos assim uma definicao equivalente. Devido a esse fato, usaremos, ao longo do texto,
os termos vizinhanga e vizinhanca aberta como sinénimos, ja que nos resultados abordados

pode-se adotar um ou outro termo sem que se altere a validade dos resultados.

Mostremos agora que a A-derivada, quando existe, é tinica.
Afirmacido 3. Seja f: T — X et € TF. Se f2(t) ewiste, entdo ela ¢ unica.

Demonstragdo. Suponha que f é A-diferenciavel em t. Sejam I, I’ € X com a propriedade

da A-derivada. Dado € > 0, existem vizinhancas U,V de t em T tais que:
|£(o(®) = f(s) = Io(t) = s]l| < 5 [o(t) = s| para todo s € U,
lf(o(t) — f(s)—T"[o(t) —s]|| < % lo(t) — s| para todo s € V.

Tomando s € UNV com s # o(t) (o que é sempre possivel, pois U NV é um aberto
nao-vazio, ja que t € U NV. Assim, se, o(t) = t, entao t é denso pela direita e, portanto,

U NV nao consiste de um tnico ponto. Caso o(t) > t, podemos tomar s = t), temos:

AT / |0<t)_3|7 . R - 1 _
1 =Tl = III—IHW = [T o(t) = s| = I"|o(t) — 5| O
1
= []o(t) = sl = f(o(t) = f(s) + fo(t) + f(s) = I"|o(t) — s o) =3 =
< o) = f(s) = Io(t) = s]ll + [ f(a(t)) = f(s) = I"[o(t) = s]l| _
- |o(t) — 5] N
€ €
gl =sl+ Sl s
SO AR
Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, segue que ||I — I'|| = 0, donde I = I". Assim, a
A-derivada de f em t, quando existe, é unica. O

Provaremos um teorema que auxilia no calculo da A-derivada. Uma versao para
f com contradominio restrito aos reais pode ser encontrada em (9, Teorema 1.16). A

demonstracao da versao que provaremos é andloga.

Teorema 11. Sejam f : T — X uma fungio e t € TF. Valem as sequintes afirmagoes:

1. Se f é A-diferencidvel em t, entao f € continua em t.

2. Se f € continua em t et € discreto pela direita, entdo f é A-diferencidvel em t com:

flot) — 1)

PO=
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3. Set € denso pela direita, entao f é A-diferencidvel em t se, e somente se, existe o

limite:

Nesse caso, vale que:

4. Se f é A-diferencidvel em t, entao:
Flo() = F(t) + u(t) F2(2).

Demonstragao. 1. Suponha que f é A-diferencidvel em ¢. Dado € € (0, 1), definamos:

1
T+ A+ 2u(t)

*

€ =

Entao:

1
0< e = <e< 1.
T T )~

Donde €* € (0,1). Por definigao, existe U uma vizinhanga de t em T tal que:
|F(e(®) = £(s) = [o(t) = s FA@R)|| < € o (t) — 5]
para todo s € U. Assim, dado s € U N (t — €*,t + €*), temos:
1f(t) = f(s)ll =
= | (F(e()) = £(s) = FAD) [o(t) = 5]) = (F(o(®) = F(£) = n()FAE)) + (¢ - s> fA( )|| <

e lo(t) — s+ e u(t) + |t — sl | 2| < o) —t+ 1t — s + e ult) + || f2@) <

€ (Jo(t) =t + [t — 5|+ p(t) + [ £20)|) = € () + [t = s| + () + | £21)]) <

< (e |r2mf + 2um) < e (L | r2m] + 2u0) =

Segue que f é continua em ¢.

I/\ IN

2. Suponha que f é continua em ¢ e t é discreto pela direita. Pela continuidade de f,

()~ J() _ flolt) ~ £(t) _ flolt) ~ ()
s=t o(t) — s o(t)—t 11(t) .
Entao, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que |s —t| < J e s € T implica em:

flo@®) = f(s) _ flat) = f()

oty—s  w | ¢

temos:

Portanto:

f@@»—fw[

fo(0) — 1) = =7

o(t) —s]|| < elo(t) — s

para todo s € (t — d,t + J)p. Assim:
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. (=) Seja f A-diferencidvel em ¢, com ¢ denso pela direita. Dado € > 0, como f é

A-diferenciavel em t, existe uma vizinhanga U de t em T tal que:

(o) = f(s) = FA®) [o(t) = ]| < elot) — |

para todo s € U. Como o(t) = t, temos:

1F(t) = £(s) = 20— 5)|| < et — |
para todo s € U. Segue que:

Hf(t) — f(s)

O o) <

para todo s € U \ {t}. Logo, existe o limite:
0~ f()

s—t t— s

f{t) = f(s)

e vale a igualdade £1£>r% P FA(1).
(<) Se o limite:
I £)
s—t t— s
f(t) = f(s)

existe, seja I = lim

. Assim, existe uma vizinhanca V de t em T tal que:
s—t t— s

< €

Hﬂ2:§@>_[

para todo s € V'\ {t}. Em particular, temos:
1) = f(s) = L[t = s]ll < elt —s]
para todo s € V. Como t é denso pela direita, temos o(t) = t. Assim, se s € V:

1) = £(5) = To(t) = slll = [£(8) = Fs) ~ T [t = )| < et = 5| = elot) — 5|
£(t) = ()

Portanto, f é A-diferencidvel em ¢ e vale que f2(¢) = I = lim

. Se t é denso pela direita, entao o(t) =t e u(t) = 0, donde:

Flo(t) = f(t) = f(t) + () f2().
Se t é discreto pela direita, entao por 2. temos:

flo() — 1) _

PO=""0
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Daremos agora alguns exemplos de escalas temporais.

Exemplo 2. Como Z é discreto, segue que Z é fechado. Ainda, Z é nao-vazio. Logo, Z é

uma escala temporal.

1
Exemplo 3. O conjunto { | neN } U {0} é fechado e nao-vazio. Portanto, é uma
n

escala temporal.

Exemplo 4. Sabemos da analise na reta que o Conjunto de Cantor é compacto e ndao-vazio.

Em particular, o Conjunto de Cantor é uma escala temporal.
Exemplo 5. R é uma escala temporal.

1
Exemplo 6. O conjunto { | neNU {0}} U {0} é fechado e nao-vazio. Portanto, é

on

uma escala temporal.

3.2 A A-Integral de Perron-Stieltjes

Seja T uma escala temporal. Dizemos que 6 = (01, 0g) : [a,b] X [a,b] = R xR é
um A-calibre em [a, b|r se 0. (t) > 0 para todo t € (a, b, 0r(t) > 0 para todo ¢ € [a,b)r,
dr(a) >0, dr(b) > 0 e dr(t) > u(t) para todo t € [a, b)r.

Sejam n € N e s;,7; € T para i € {1,...,n}, com s; > s;1. Sea = sy <1 <
51 <o < Sp1 <1 <5, = b, dizemos que dr = {(7, [Si-1, i) | i € {1,...,n}} =
(73, [8i-1, 8;]) é uma particao marcada de [a, b e dizemos que n = |d].

Se § é um A-calibre em [a,b]r, dizemos que dy é d-fina se, para i € {1,...,|d|},
tivermos:

[si,l, si] C [Ti - (5L(Ti), Ti + 5R(7'i)]-

Daremos agora uma definicao da A-integral mais geral que aquelas apresentadas
em (1, Defini¢do 3.17) e (9). A vantagem dessa defini¢do mais geral é a de que, através
dela, poderemos apresentar uma versao mais geral do Teorema 12 que aquela apresentada
em (1, Teorema 3.22), o qual é o resultado mais importante referente & A-integral nesse
texto. Com o teorema generalizado, poderemos generalizar a maior parte dos resultados

seguintes referentes a escalas temporais.

Definicao 23 (A-integral de Perron-Stieltjes). Uma funcgao f : [a,blr — X (Banach) é
dita ser Perron-Stieltjes A-integrdvel com respeito a uma fungao g : [a,bly — R em [a, by

se eziste I € X tal que, para todo € > 0, existe um A-calibre § em [a,b]r tal que:

1= F(r)(g(se) — glsin)| < e (32)

i=1

para toda particao marcada dy = (7;, [Si_1, Si|t) 0-fina de [a,b]y. Nesse caso, escrevemos

b
I= / f(s)Ag(s) e I é chamado de A-integral de Perron-Stieltjes de f em relagio a g.
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Devemos fazer duas consideragoes, semelhantes a que fizemos anteriormente sobre
a integral de Kurzweil. Primeiramente, devemos considerar que a integral acima apenas
faz sentido se, para todo A-calibre 0 em [a, b]t, existir uma partigdo marcada dr de [a, b]r
d-fina. De fato, caso exista um A-calibre § em [a, b]t tal que ndo exista parti¢io marcada
dr de [a,b]r 0-fina, entdo, por defini¢ao, todo I € X é a A-integral de f. Entretanto,
mesmo que exista uma particdo marcada Jo-fina para todo A-calibre ¢, isso ainda nao nos
garante que a integral é inica. Comecemos provando uma segunda versao do Lema de
Cousin, a qual serd demonstrada usando o Lema 1. Uma outra demonstracao pode ser

encontrada em (10, Lema 1.9).

Lema 6 (Lema de Cousin). Dado um A-calibre 6 em [a,b]r, existe uma parti¢ao marcada

dr de [a,b]T d-fina.

Demonstragio. Primeiro, notemos que [a, by é compacto. Definamos 0 : [a,b]; — R da

seguinte forma:
dr(a), set=a,

0(t) = ¢min{d. (), or(t)}, set € (a,b)y,
0r(b), set=nb.
Como § é um A-calibre, temos dg(a), 0. (b) > 0 e d.(t),0r(t) > 0 para todo t € (a,b);. Por-
tanto, 6(¢) > 0 para todo ¢ € [a, b];. Considere entao a cobertura aberta [Ub} B(r,d(7)).
TE|a,

T
Pelo Lema 1, existem {7y,...,7,} C [a,b]; tal que as condi¢des do Lema 1 valem. Cons-

truiremos uma parti¢ao marcada dr. Facamos a = z3. Dado i € {1,...,n — 1}, suponha
que ;1 < 7; e que x;_1 € B[Ti,g(n)] (note que a = g € B(Tl,g(Tl)) pelo Lema 1 e
que a = xog < 7). Se B[Ti,g(ﬂ')] N B[Tl’+1,g(7—i+1)] N [a,blp # 0, mostremos que existe
x; € B[r, g(n)] N B[7i41, S(Ti+1)] N [7i, Ti+1]T. Suponha que B[r;, S(TZ)] N BlTit1, S(TZ'_H)] N
(75, Tix1]r = 0. Entao 7, + 5(7’1) < Ti41. De fato, se 7; + 5(7’1) > 7.1 > T, entao
Tiy1 € B, S(Ti)]ﬂB[TiH, S(Ti+1)] N|[7i, Tiy1)r (uma vez que 7,11 € T). Analogamente, 7; <
Ti+1—g(n+1), pois 7; > Ti+1—g(n+1) implica em 7; € B[r;, E(Ti)]ﬂB[TZ‘_;,_h S(Tiﬂ)]ﬂ[n, Tit1)T
Note que, como B[r;, ()] N Blris1, 8(7i:1)] D Blri, (7)) 0 Blrig, 0(riy1)] N [a, by # 0,
devemos ter inf B[r;;1, g(nﬂ)] = Tit1 — g(ﬂ-“) <7+ g(ﬂ) = sup B|r;, S(T,)], pois, do
contrario, seguiria que B[, 5(7‘,)] N BlTit1, 5(7‘,41)] = (). Assim:

Bl7i,8(7:)] N Bl7is1, 0(7i1)] N [a, Blx € (—00, 7 + 6(7)] N [Ti1 — 8(7i11), +00) N [a, by C

C [Tig1 — 0(Tig1), 7 + 0(73)] N [a, b] C
C [7is Tiga] N [a, by = [7i, Tiva g -

~ ~

Como existe x; € B[, 0(7;)] N BlTit1, 0(741)] N [a, b]r, temos que existe z; € [, Ti41]p tal

~

que r; € B[Ti, (S(Tz)] N B[TiJrl, (5(Ti+1)]7 ou Seja:

~ ~

x; € Bl7i, 0(7:)] N Bl7it1, 0(Tig1)] O [0, Tiga] T
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0 que contradiz B[TZ, ( )] N BlTig1, 0 (Ti+1)] N [T”Tz_,_l]']r = (. Portanto, existe z; €
Bl 5( )] N BlTiy1,0 (Terl)] [7i, Tixa]r. Caso B, 5( i)] N BlTit, 5(7’2+1)] N (75, Tir1)T 7
(), tomamos x; € B[TZ,(S( )] N B[T,H,é(ﬂﬂ)] N (7, Tix1)T € adicionamos o elemento
(7, [wi—1, ®i]p) & particRo. Nesse caso, x;_ 1 < 7 < x < Tipp. Caso B[Ti,g(n)] N
Bl7i41, g(nﬂ)] N (75, Tix1)r =0 e 1111 € Blm, (5( )] N B[Tiy1, 5(TZ+1)] N [7i, Tiv1)T, tomamos
x; = T;41 e adicionamos o elemento (7;, [z;_1,%;];) & particdo. Note que z;,1 < 7; <
x; = Ti11. Por fim, caso B[r;, S(TZ)] N Bl7i41, S(T,;_,.l)] N (73, Tiva ] = 0, temos Br;, g(n)] N
Bl7i41, 5(7}-“)] N [, Tiv1]r = {7 }. Nesse caso, fazemos x; = 7; e adicionamos o elemento
(7, [®i—1, xi]p) a particdo. Note que ;1 < 7, =2, < T e x; = 7T; € B[Ti+1,g(7_i+1)].
Portanto, em todos os casos em que B[Ti,g(n)] N B[Ti+1,g(n+1)] N [a,blr # 0, temos
i1 ST Sx; STy ew; € B[Tiﬂ,g(ﬂ'ﬂ)]-

Se Blri, 6(7:)] N Blris, 0(7i01)] N [0, by = 0, entdo B(7:, (7)) N B(Tis1, 6(7i41)) N
[a,bl; = 0 e pelo Lema 1 temos que B(7, g(n)) e B(Tii1, E(Ti+1>) nao possuem pontos
na mesma componente conexa de [a,b]y. Analisaremos o conjunto B|r;, S(TZ)] N [a, b]p.
Primeiramente, 7; € B[r;, ()] N[a, b, donde B[, d(:)]N[a, bly # 0. Ainda Blr;, 8 ()]0
[a, by C Blr:,(r;)], donde Blr;,d(:)] N [a, by ¢ limitado. Assim, y; = sup B[r, 6(7:)] N
[a,b]; estd bem definido. Note que y; > 7 e y; < 7; + S(Ti), donde y; = 7; + 9;, com
0 < 6 < d(r). Suponha que §; = 3(r;). Como y; & Blrs, 0(:)] N Blriry, 0(ri1)] N [a, by
ey € B[Ti,g(n)] N [a, bl (pois esse conjunto é fechado), temos y; ¢ B[Ti+1,g(7—i+l)].
Sabemos que existe j € {1,...,n} tal que y; € B(Tj,g(Tj)). Note que qualquer aberto
contendo y; intersecta B(;, S(Tl)) Pelo item 2 do Lema 1, devemos ter j € {i — 1,i + 1}.
Como j #1414+ 1, devemos ter j =7 — 1 e:

~

Yy = T; + 5(7'7,) < T_1+ S(Ti—l) =0< T — Timl < S(Ti_l) — S(Tz) = S(TZ) < (5(7’1‘_1).

~

Assim, 7,1 — 0(1-1) < T — g( ;), donde B(Tz,(S(Tz)) C B(Ti_l,g(n_l)), 0 que é um
absurdo. Portanto, y; = 7, + 6; com 0 < §; < 5 (1:). Notemos que y; é discreto pela
direita (pois (i, 7 + g(ﬂ)] N [a,bly = 0 pela definicio de y; e y; < 7 + E(Ti), 0 que
implica em o(y;) > 7 + S(TZ)) e que 0r(y;) > w(y;), donde y; + or(y;) > o(yi) > yi-
Mostremos que o(y;) € B(7;41, g(nﬂ)) Como o(y;) € [a, b]y, existe j € {1 ., n} tal que
o(y;) € B(Tj,g(’rj)). Ainda, como o(y;) > sup B(Tl,é( 3)) > sup B(7y, 5( ©)) para todo
ke {l,..,i—1}, temos que o(y;) € B(Tj,g(Tj)) com j € {i+1,...,n}. Note que, como
Tiy1 > y; (do contrario, teriamos 7,41 € B[r, 5(7’1)] N B[Tiy1, g(nﬂ)] Na, bl =0, o que
¢ um absurdo) e 7,41 € [a, by, temos o(7;) < 7;41. Caso o(y;) € B(Ti+1,g(7_i+1)), temos
o(y;) < infB(Ti+1,g(Ti+1)) < iIlfB(Tj,g(Tj» para j > i+ 1, o que é um absurdo, pois
nesse caso o(y;) & B(Tj,g(Tj)) para todo j € {1,....n}. Logo, o(y;) € B(Ti+1,g(7—i+1)).
Fazemos x; = o(y;) e adicionamos os elementos (7;, [xi_l’ Yilp) € (i, [yi, 2:]p) & particao.

Note que ;1 <7 <y < x; < Tqq € que x; € B[Ti—l—la (S(Ti+1)].

Progredindo dessa forma, e fazendo b = z,, e adicionando o elemento (7, [y—1, Tn )

a partigdo, como o conjunto {7, 72, ..., 7, } € finito, obtemos um conjunto dr. Sabemos que
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T <z; < Tipp paratodoi € {1,....,n— 1} e que x;_1 < 7; < y; < x; (para todos os indices
para os quais y; existe). Ainda, sabemos que z; 1 € B[r, g(n)] para todo ¢ € {1,...,n}.
Portanto, para que dr seja particao marcada de [a, b];, devemos ter x;_y < z; para todo
i €4{0,...,n}. Suponha que exista i € {0,1,...,n — 1} tal que z; = ;4. Entao devemos
ter ; = 7,41 = x;11 (note que a igualdade x; = x;,; ndo pode ocorrer caso i seja um
indice para o qual y; estd definido). Retiramos o elemento (7, [x;, z;41]y) da particao,
retiramos 7; e x;,1 dos conjuntos {7, ..., 7} e {xo, z1,...,x,} e reindexamos os elementos
(isto é, fazemos z},, = Zijk11 € T/, = Tiprs1 Para todo k € {1,...,n —1 —1i}). Note
que, apds essa remocao, obtemos uma partigao marcada dr de [a, b];. Mostremos agora
que dy é -fina. De fato, um elemento de dy ¢ da forma (7, [z;—1, %;]y), (T3, [Tio1, yi]p) ou
(i, [yi, il p)-

~

« Caso o elemento seja da forma (7, [z;—1,2;]p): Nesse caso, z;_1 € B[, ()] e
x; € B[r;, 6(7;)| N BlTig1, 0(7iv1)] N 70, Tl

— Se T = a, entao x;y = a € [a—0.(a),a+0r(a)] = [1i — 00(7i), i + dr(7i)] €
v € 15,7+ 6(7)] = [1i, 7 + 0r(7)] C [ — 61(7), Ti + Or(7:)]. Pela conexidade
de [, — 0(1;), 7 + Or(7;)], temos:

[a:i_l, mz] C [Ti - 5L(Ti)a T + 5R<7'i)] .

—Se 7, = b, entdo x; = b € [b—106,(0),b+r(b)] = [, —p(mi), 7i + Ir(Ti)] €
Ti—1 € [Ti — (5(7}‘),7}'] = [7'2' — 5L(Ti)77i] C [Ti — 5L(7-i)77-i + 53(7’2)] Pela conexi-
dade de [r; — 0L(7:), s + Or(7:)], temos:

[{Ei_l, I’Z] C [Ti - 5L(7—i)a T + 5R(Tl)] :

— Se 7; & {a, b}, entdo z;_1,x; € B[1;,0(1;)] = B[y, min{d.(7:),0r(m)}] C [1: —
dr(7;), 7i + 0r(m;)]. Pela conexidade de [1; — 01,(7;), 7 + dr(7;)], temos:

[l‘i_l, JIZ] C [Tz‘ - 5L(7-i)a Ti + 5R(Tl)] :

« Caso o elemento seja da forma (7, [z,_1, y;]p): Nesse caso, deve existir 7,41 > 7,
donde 7; # b. Ainda, x;_1 € Bl7;,0(7;)] e y; = sup B|7;, 0(;)|N]a, bl (que é fechado),
donde y; € B[, 0()].

— Se 7; = a, entdo z;-1 = a € [a — dr(a), a+ Or(a)] = [1 — 61(7:), 7 + Or(7)] e
yi € [1, i+ 0(1)] = [1i, 7 + 0r(7i)] C [1i — 0L(7), Ti + Or(7:)]. Pela conexidade
de [, — 0(1;), 7 + Or(7;)], temos:

(i1, 9] C [ —0(m), 7 + 0r(Ti)] .

— Se 7; ¢ {a,b}, entdo x;_1,y; € B[r, 0(7;)] = B[, min{d.(7),0r(7:)}| C [1i —
dr(73), 7i + 0r(m;)]. Pela conexidade de [r; — 01,(7;), 7 + dr(7;)], temos:

[Ti—1, 4] C [ — On(m), 7 + dr(T)] .
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« Caso o elemento seja da forma (y;, [y;, #;]p): Nesse caso, como x; = o(y;) e y; €
discreto pela direita, temos y; < x; = o(y;) = vi + pu(yi) < yi + or(y;), donde
x; € lyi — 0n(vi), yi + 0r(y;)]. Ainda, y; € [y; — d0.(vi), yi + 0r(y;)]. Pela conexidade
de [y; = 0r(y:), yi + Or(y:)], temos:

[yi, i) C [yi — 0(ya), yi + Or(:)]
Portanto, dr é uma partigao marcada J-fina de [a, b . O

Note que o lema acima é mais geral que a versao anterior. De fato, usaremos a

versao que acabamos de provar do Lema de Cousin para mostrar a primeira versao do Lema

)
de Cousin (Lema 2). Dado um calibre § em [a, b], definamos T =R e §' = (2, 2) : a, b] x

) ) o(t
[a,b] — R x R (isto é, ¢} = 0 = 3 sendo que —(t) = 0] para todo t € [a,b]). Entao

2 2
a(t
[a,b]r = [a,b], 07.(t) = dR(t) = (2) > 0 para todo t € [a,b] = [a,b]r e 0R(t) > 0 = u(t)
para todo t € [a,b] = [a,b]r, donde ¢’ é um A-calibre em [a,b]r. Pela segunda versao

do Lema de Cousin, existe uma particao marcada dr = (7, [s;—1, Si]t) = (73, [si—1, S]) de
[a, bl = [a, b] ¢'-fina (isto é, dr é parti¢io marcada de [a,b] ¢'-fina). Mostremos agora que
dr é d-fina. Dado i € {1,...,|d|}, como dr é ¢'-fina, temos:

[Si—1,8:) C [ri =00 (7i), 7i + 0p(7)] = |7 — 5(;),73 + 5(;)1 =B [Ti, 6(271)] C B(m,0(1)),

donde dr é uma particdo marcada d-fina de [a, b]. Portanto, mostramos que, dado um
calibre ¢ em [a, b], existe uma parti¢io marcada dr de [a,b] tal que dr é d-fina (isto é,

mostramos a primeira forma do Lema de Cousin).

Mostremos agora que, quando a A-integral de Perron-Stieltjes existe, ela é tinica.

Para isso, usaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 4. Se 6,02 sao A-calibres em [a,blr, entio § = (min{dy,, s, }, min{dy,, da, })
(que denotaremos como min{dy,d2}) € um A-calibre em [a, bly. Ainda, se dy é uma partigio

marcada §-fina de |a,blt, entdao dy é §;-fina e dy-fina.

Demonstragio. Como 01, (t), 02, (t) > 0 para todo ¢t € (a,bly, temos min{d;,,ds, } =
dr(t) > 0 para todo t € (a,blr. Analogamente, 01,(t),0d2,(t) > 0 para todo t €
la,b)r, implica em min{dy,,d2,} = 0r(t) > 0 para todo t € [a,b)r. Ainda, temos
que 01, (a),d1,(b),d2, (a),d2,(b) > 0 € 61, (t),02,(t) > u(t) para todo t € [a,b)r, donde
$1(a) = min{di, (a), 02, (0)} = 0,05(6) = min {81, (b), 0o (0)} = 0  xmin B, (8), 8o, (6)} —
dr(t) > p(t) para todo t € [a,b)r. Portanto, § é um A-calibre em [a, b]r.

Seja dr = (7, [Si—1, siJr) uma particio marcada J-fina de [a,b]y. Entdo, dado
ie{l,2,..,|d|}, temos:

T — 01, (), i — 02, (1) <7 — 0n(Ti) < 821 < 8 < T +0r(Ti) <70+ 01,(Ti), T + 02 (T2),
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donde dt é §;-fina e do-fina. O

Sejam I, I' € X A-integrais de Perron-Stieltjes de uma fun¢ao f : [a,b]lr — X
(Banach) em relacao a g : [a, bl — R. Dado € > 0, existem d;, 6, A-calibres sobre [a, bt

tais que: ;
I— ;f(ﬂ')(g(si) —g(sim1))|| < g
para toda particao marcada dr de [a, b]t d;-fina e:
d .
‘ I'— ;f(ﬂ)(g(sz‘) —9(si-))| <5

para toda partigdo marcada dr de [a, b|t Jo-fina. Tomemos § = min{dy, d»}. Pela afirmagao
anterior, 6 é um A-calibre sobre [a, b|t, donde, pelo Lema de Cousin, existe uma partigao

marcada dr de [a, b]y 0-fina. Assim:

|d|

I— ; () (g(si) — g(si-1))

|d|

=1 < I =2 I g(s) = glsia))| < 545 =

donde I = I’ e a integral é tnica.

3.3 A A-Integral de Perron-Stieltjes e a Integral de Perron-Stieltjes

Seja T uma escala temporal. Definimos T* a escala temporal extendida como sendo:

T — {(—oo,supT], S€ SupT < 400,

R, caso contrario.

Definimos o operador * : T = ;IE, sendo t* = inf{s € T | s > t}. Note
que, como t € T*, temos t < supT. Caso supT < +oo, segue que supT € T, donde
supT € {s € T | s > t}. Caso supT = +oo, pela definicio do supremo existe
u € T tal que u > ¢, donde u € {s € T | s > t}. Em ambos os casos, vale que
{seT | s>t} #0.

Note ainda que, como {s € T | s>t} é limitado inferiormente por ¢, temos que o
infimo desse conjunto existe. Por fim, como {s € T | s>t} =TN[t,+oo) e T é fechado,
temos {s € T | s>t} fechado, donde t* =inf{s €T | s>t} €{seT | s>t} CT,

isto é, t* € T. Portanto, o operador * esta bem definido.

Dada f: T — X, definimos f*: T* — X como:

f*(t) = f(t*) para todo t € T™.

Analogamente, para f: X x T — X, definimos f*: X x T* — X como:

[ (x,t) = f(x,t") para todos = € X,t € T".
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O seguinte lema, o qual é uma versao mais geral de (1, Lema 3.20) e (11, Lema 4),

nos d4 o motivo de interesse dessas extensoes.

Lema 7. Sejam T uma escala temporal, f : T — X uma funcao e f*: T" — X como

definida acima. Temos:

1. Se f € nao-decrescente, entdo f* € nao-decrescente.
2. Se [ € regrada, entao f* ¢é regrada.
3. Se f é continua pela esquerda, entdo f* é continua pela esquerda.

4. Se f é continua pela direita, entao f* € continua pela direita em pontos densos pela
direita de T.

Demonstracdo. Primeiramente, provaremos o item 1. Sejam s,t € T* com s < t. Entao,
como{u €T | u>t}C{ueT | u>s} temoss*=inf{luecT | u>s} <inf{ue
T | w>t}=t" Assim, f*(s) = f(s*) < f(t*) = f*(1).

Para provarmos os demais itens, estudaremos os limites lim f*(¢) e lim f*(t) com
t—t, t—t
0 0

to € T*.

Comecemos por lim f*(t). Se ty € T e ty é denso pela esquerda, seja (t,) C
t—=ty

T* N (—o0,ty) com t, — ty. Entdo, como ty € T e t,, <ty para todo n € N, segue que
t, <t <ty para todo n € N. Pelo Teorema do confronto, temos t; — ¢;. Assim, se

lim f(t) existe, temos:

t—ty
lim f*(t,) = lim f(¢t;) = lim f(t).
t—ty
Portanto, lim f*(t) existe e vale:
t—ty
lim f*(t) = lim f(¢).
=ty =ty
Caso tg € T e tg seja discreto pela esquerda, existe € > 0 tal que (tog —€,to) N'T = (.
Assim:

f(to) = f(t5) = f(to) = lim f(£%) = lim f(t).

t—=ty =ty

Caso to € T, temos lim f*(t) = lim f(t*) = f(t;) = f*(to).

tt, tsty
Estudemos agora lirri f(t), para tg € T* e tg < supT = supT*. Se tg € T e ¢y é

t—st]
denso pela direita, seja (t,) C T* N (to, +00) com t,, — to. Entdo, como ¢y é denso pela
direita, existe uma sequéncia monoétona decrescente (y,) C T N (¢, +00) com y,, — to.

Dado € > 0, existe m € N tal que ty < y,, < to + €. Como t,, — tg, existe ng € N tal que
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n > ng implica em ty < t,, < Yp,, donde ¢y <t} <y, <ty+ €, uma vez que y,, € T. Com

isso, vemos que t! — to. Portanto, caso exista linl f(t), segue que:
t—t

lim f(t) = lim f(¢;) = lim f*(t,).

t—tg

Donde existe lim fr(t) e vale:
t—}t

lim f*(t) = lim f(¢).

t—td t—td

Caso tg € T e tg seja discreto pela direita, existe € > 0 tal que (tg,to +¢) N'T = (),
donde lim f*(t) = lim f(t*) = lim f(o(to)) = f(o(to)), uma vez que, se t € (tg,to + €),
t—td t—tt t—td

0
entao t§ = o(tg) < t* < o(ty) (por definicao de o e t*), donde t* = o (t).
Por fim, caso to ¢ T, temos lim fr(t) = lim f(t") = f(ty) = f(to)- O
t t—st]

—)to
Provaremos agora o resultado mais importante desse capitulo. Ele nos permite
conectar a integral de Perron-Stieltjes com a A-integral de Perron-Stieltjes, o que nos
permite generalizar diversos resultados da primeira integral para a ultima. Além disso,
esse resultado nos permitira conectar problemas de equagoes funcionais com problemas
de equacoes dindmicas em escalas, relacionando suas solugdes. Uma demonstragao de
um caso particular desse teorema pode ser encontrada em (1, Teorema 3.22) e (12). A

demonstracao aqui apresentada é analoga.

Teorema 12. Sejam a,b € T, f : [a,blr — X e g : [a,blr — R fungoes. Entio a A-integral

b
de Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe se, e somente se, a integral de Perron-Stieltjes

b b
f*(s)dg*(s) existe. Ainda, no caso da ezisténcia, vale a igualdade / f(s)Ag(s) =

a a

b

[ (s)dg*(s).

Demonstragio. Para simplificar a notacao, dada d = (73, [s,_1, 5;]) € T'Djsy), definamos:

|d|

f97 Zsz _9(51 1))

(=) Dado € > 0, existe um A-calibre § = (dr,dg) em [a, b]r tal que:
||

zgﬂﬂﬂﬂ&%—ﬂﬁqﬁ—[jﬂ@Aﬂg

para toda particdo marcada d = (7, [s;_1, si]r) de [a,b]r -fina. Considere 5 la,b] —
(0, +00) dado por:
min(d.(t),sup{m | t+m € [a,blr,m < g(t)}), set € (a,b) N'T,
sup{m | a+m € [a,blr,m < dg(a)}, set=a,
dr(b), set =b,
;inf{|t—s| | se€T}, setea,b]\T.
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Mostremos que 8 esté bem definido (e, portanto, é um calibre). Se t € [a,b)r, temos
dr(t) > 0. Caso t seja denso pela direita, existe m > 0 tal que t + m € [a, bl e m < 0g(t),
donde {m | t+m € [a,blr,m < 0r(t)} # 0 e é limitado superiormente por ¢ + dg(t).
Consequentemente, existe sup{m | t+m € [a,b]r,m < 0g(t)} > 0. Como 0.(t) > 0
para t € (a,b)r, temos 0 < min(d(t),sup{m | t+m € [a,b]r,m < Ir(t)}) = g(t)

Caso t seja discreto pela direita, temos:
1. o(t) >t=o(t)—t > 0.

2. o(t) =t+o(t)—t € [a,b]r. De fato, o(t) € T (pela definicao de sigma e pelo fato de
T ser fechado) e t € [a,b)r, donde t < b. Como o(t) =inf{s €T | s>t}ebeT
comt <b, temosbe {seT | s>t}. Assim, a <t < o(t) <b, o que implica em
o(t) € [a, b)) N'T = [a, b]r.

3. Sa(t) = plt) = olt) —t.

Portanto, o(t) —t € {m | t+m € [a,bly,m < dg(t)}, donde {m | t+m €
[a,blr,m < 0gr(t)} C R é um conjunto ndo-vazio limitado superiormente por dg(t). Assim,
existe a; = sup{m | t+ m € [a,b]ly,m < 0r(t)}. Como o(t) —t € {m | t+m €
[a,b]p,m < 0gr(t)}, segue que a; > o(t) —t > 0. Dessa forma, dado que 0.(¢t) > 0 para
todo ¢ € (a,b)y, temos 8(t) = min{d,(t), a;} > 0.

Caso t = a, temos g(t) = g(a) =sup{m | a+m € [a,blr,m < dg(a)} > 0, pelas
consideracoes anteriores.

Caso t = b, temos g(t) = g(b) = 0r(b) > 0, pois () > 0 para todo t € (a, b|t.

Por fim, se t € [a,b] \ T = Cr N a,b] = Cr N (a,b) (pois a,b € T), existe §; > 0 tal
que B(t,0;) N'T = () (uma vez que Cr N (a,b) é aberto, ja que (a,b) é aberto e, como T é
fechado, Ct também é aberto). Assim, s € T implica em s & B(t,d;), donde [t — s| > d;.
Como T # (), temos que {|t —s| | s € T} # 0 eque {|t—s| | s & T} é limitado
inferiormente por d;, donde inf{|t —s| | s € T} = b; existe e by > & > 0. Assim,
F =%

2 2

Portanto, 5 é calibre. Seja d = (7;, [$i—1, $;]) uma partigio marcada 5-fina de [a, b].

Temos duas possibilidades:
1. T; € T.
2. [Sifl, Si] NT = @

De fato, se 7; € T, entao 7, € [a,b] \ T = [a,b] \ [a,b]r, donde [s;_1,s;] C

~

B(r,0(m:)) =B (Ti,;inf{lﬁ —s| | s€ T}) Assim:

1
’Ti—Si’,|Ti—Si,1’<§inf{|7'i—8‘ | SET}<inf{|TZ’—S’ | SGT}.
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Primeiramente, note que |1, — k| < inf{|r; —s| | s € T} implica em k ¢ T, pois, caso
contrério, terfamos |7; — k| < inf{|m; —s| | s € T} <|n — k|, um absurdo. Ainda, seja
T € [si-1, 8] = [si—1, 7| U [T, 8], Caso x € [s;_1, 7], temos:

i —x| =7 —x <7 — 81 = |1 — si—1] <max{| — sic1],|n— s} <

<inf{|r;, —s| | s€T}.
Caso = € [1;, 8], temos:

i —x|=0—7 <s;—7 = |1 — 8| <max{|r, — s;_1|, |7 — si|} <inf{|r;, —s| | s€T}.

Portanto, |1; — 2| < inf{|7; —s| | s € T} para todo = € [s;_1,s;], donde z & T
para todo = € [s;_1,8;]. Assim, [s;_1, 8] NT # 0.

Com isso, construiremos uma particao d= (73, [si-1, si|r) de [a, b]r.

Primeiramente, notemos que so = a € T. Se [s;_1, s;] é um intervalo da partigdo e
si—1 € T, entao 7; € T pelas observacoes anteriores. Caso s; € T, fazemos 7; = 7;, 5,1 =

si—1 € s; = s; (para o indice j de acordo com a numeracao da parti¢ao). Note que, nesse caso,

F(7i) (955) =9 (550)) = 1 (F5) (0 (55) =9 (550)) = 1 (73) (97 Gi) = 97 G0) =
f5(m) (g*(si) — g*(si—1)). Caso s; ¢ T, fazemos s;_1 = s,_1,7; =7, € 5; = s; € T. Note

que sf <be s € [sp_1, ;| para algum k. Com isso:
k-1
> () (g (s) = g7 (s11) Zf ) —g(s11)) =
I=i

— F) () —g(si )+ S0 F) g (s)) — g(si ) =

l=i+1
= S ~ 9550+ 3 16 o)~ glsia)) =
= S0 = 9Gi) + 3 F60als) ~ glsia)) =
=it+1

= f(T)(9(5;) — g(55-1))

pois, para l € {i+1,i+2,....k — 1}, temos s} > sp_1 > s, > §;_1 > s;, donde s}, ;| = s}
eg(si)—g(si_y) = g(sf) —g(sf) = 0. Note que s§ € [sg_1, s, NT. Assim, [sg_1, 6] NT # 0.

Logo, 7, € T e 7, > s; = s;. Podemos assumir que s; < s; caso s; # b. De fato,

— (2

se s = si, temos Y f(n)(g™(s1) — 9" (s11)) = f(7,)(9(5;) — 9(5;-1)) + f(7)(g(s3) —

I=i
9(s5-1)) = F(7;)(9(s;) = g(sj-1)), pois sp = s = s > sp1 = i, donde 53, = sj e
g(st) —g(si_y) = g(si_;) —g(si_;) = 0. Caso s = b, terminamos a parti¢do. Caso s # b,
temos sf € [Sk, Sgy1], com 8T = s < Spi1 e Ty € T, pois s € T. Assim, supondo s} < sy,
temos s ; =57, TJ+1 =1, €Te repetlmos o processo anterior para determinar s 41 Dessa

forma, obtemos uma partigao d= (7}, [5j-1,5;]r) de [a, bl tal que S(f*,g*,d) = S(f,g, )
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~

(note que, para o caso s € [s_1, sx), temos f(7;)(g(5;)—g(s;-1)) = f(7)(g(5;) —g(5;-1))
es; = s} [uma vez que s; = s; caso s, € T e 5; = s, = s} caso s, € T e 8; < 81 < s,
donde s;_; = sf = 5;_; e, consequentemente, f(77)(g(s;) — g(5;-1)) = f(77)(9(s}) —
9(si1)) = f (M) (9" (sk) — g7 (5k-1)))-

Vamos agora mostrar que d 6 6-fina. Seja (74, [Si—1, 5;]7) um elemento da particio d.
Pela construcao de :Z, sabemos que existe k € N tal que 7; = 7% € sp_1 < s;_1 < %, donde
Ti —00(Ti) = 7 — 0p(h) < sp_1 < 5;_1. Seja L; = sup([a, 73 + 0r(T:)] N [a, blr). Note que
a € la,7; + 6r(7:)] N [a, bly, donde [a, 7; + 6r(7:)] N [a,bly # 0 e [a, T + 0r(7:)] N [a, by é
limitado superiormente por 7; + 6z(7;). Assim, existe L; = sup([a, 7; + dr(7:)] N [a, b] ).
Como [a,T; + 6r(T:)] e [a,b]y sdo fechados, [a, T; + dr(7:)] N [a, bl é fechado. Portanto,
L; € la,7; + 6r(7:)] N [a,b]p. Como d é g-ﬁna, temos s, < 7; + g(?z) < 7; +sup{m |
Ti+m € [a,blr,m < dp(Ts)} = Li.

Caso s, € T, temos s; = s} = s < Lj.

Caso s, € T, temos s; = s; < L;, pois L; € Te s, =inf{s € T | s> s} e
L; > sy.

Assnn 5i <L < 7‘1 + 0r(7i). Logo, 7 — 6p(T3) < 5i1 <70 < 5, < 73 + 0r(Ti),
donde d é §-fina e S(f,g, ) S(f*, g*,d). Portanto:

st~ [ ragto) = |stad) - [ 102000

Dessa forma, para todo € > 0, existe 0 calibre em [a, b] tal que, se d é uma partigao

marcada de [a, b] g—ﬁna, entao:

Istrama - [ roagto

b
Consequentemente, a integral / f7(s)dg*(s) existe e vale:
b . b
| £s)dg(s) = [ rag().

b
(<) Suponha que a integral de Perron-Stieltjes / f*(t)dg*(t) existe. Entao, dado
e > 0, existe um calibre 5 la,b] — (0,400) tal que:

|d|

> (5) = 9" (51-0) ~ [ g

para toda partigdo marcada d de [a, b] 6-fina. Definiremos um A-calibre § = (0r,0R) em

[a, bl como sendo:

Su(t) = 0(t) e x(t) = max{d(t), u(t)} para todo t € [a, b]r.
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Seja dr = (7, [si_1, si]r) uma parti(;éo marcada de [a,b]T 0- ﬁna Notemos que

S0, Ti, s; € T para todo i € {1, ... nao ¢, necessariamente, 5- fina, pois caso

w(r;) > 0(m;), podemos ter (SR(Ti) +7m =1+ un) > s > T+ (5(%). Caso contrario,
segue que s; < T; + g(n) Portanto, a situacao acima pode ocorrer apenas se 7; ¢ discreto
pela direita e, como s; € T, s; > 7;, temos s; > o(7;). Se tivéssemos s; > o(7;), terfamos
si > 7 + p(r) = 7+ 6(m), o que nao ocorre. Assim, a situagdo em questao ocorre
apenas se 7; ¢ discreto pela direita e s; = o(7;). Construiremos uma particio marcada
d = (13, [si-1,8]) de [a, D] 5-fina tal que S(f,g,dr) = S(f*,g%,d). Como dr é d-fina,

temos:

T, — S(Tl) =7, —0(1) < 821 < 8 <7+ 0r(7y) para todo i € {1, ...,

)

Caso 0g(Ty) = g(n) adicionamos o elemento (7;,[s;_1,s;]) na particdo. Caso
Contrarlo temos Sic1 < < T+ 5(72) < 8;. Dividamos [s;_ 1, s;] nos intervalos [s;_1,T; +
5 (T,)] [1; + 5 (7:), si]. Adicionemos o elemento (7;, [s;_1,7; + 5 (7;)]) & particdo d’ (note que
T — (5(71-) <s$;1<T7<T +5(ZZ) < +5£Tl)) Utilizando o Lema de CoNusin, sabemos que

existe uma particao marcada d; de [TZ + 6(7), ;] 0-fina. Adicionando d; a d' e repetindo

esse processo para todo i € { }, obtemos uma partigdo marcada d' J-fina de [a, b].

Por fim, seja i € { ‘} tal que dgr(7;) # E(Tl) Entéao, como s; = o(7;), temos:

~

d;

()" (7 + (7)) — g*(s:-1) + ; Fr g (s1) = g7 (s1-1)) =

= )9+ 8(m))) = g(s1)) + 30 F() ) a((s1)) = al(s1-1)")) =

~

= f(m)(9(s7) — g(si1)) + ; FUT))a(si) —g(si) =
= f(m7)(g(s7) — g(si1)) = f(7i)(g(si) — g(si-1))

~

pois 7; + S(Ti),sf_l, st € (7i, 4] para todo [ € {1, s 'di‘}, donde (7; + g(ﬂ))* = (st )" =

~

(s))* = s; = s} para todo [ € {1,..., d;

} (ja que s; = o(7;)). Portanto, a soma de

Riemann sobre os intervalos [s;_1, s;] nao foi alterada, donde S(f*, ¢*,d") = S(f, g, dAT) =

|dr| |dr| |dx|
Zf*(ﬂ')(g*(s *(si-1) Zf Zf 7:)(g(s:) — g(si—1)). Por-
tanto:

|dr| .

S ) (0(s) ~stsi-) — [ 10007 0) = |500.00) - [ 1000 0) -

_ H5< frogtd) = [ g ()
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b b b
donde a integral / f(t)Ag(t) existe e vale a igualdade / f(t)Ag(t) = / fr()ydg*(t). O
Mostremos agora uma utilidade do teorema anterior.

Teorema 13. [Aditividade em Intervalos Adjacentes] Sejam f : [a,bly = X e g: [a,bly —
b
R fungoes e ¢ € [a,bly. Entao, a A-integral de Perron—Stieltjes/ f(s)Ag(s) existe se, e

f(s)Ag(s) e /be(s)Ag(s) existem. Nesse caso:

(o

somente se, as integrais /
a

/ab f(s)Ag(s) = /acf(s)Ag(s) + /be(s)A

Demonstragio. Se a integral / s)Ag(s) existe, pelo Teorema 12 existe a integral de

Perron-Stieltjes / f*(s)dg*(s) e vale a igualdade:

[ 7 o)g* ) = [ 15)805)

Pelo Teorema 4, existem as integrais / fr(s)dg*(s / f*(s)dg*(s) e vale que:

[ 5 6g' ) = [ )g )+ [ 76y (5)

b
f(s)Ag(s) e [ f(s)Ag(s) e

Usando novamente o Teorema 12, existem as integrais /
a
valem as igualdades:

[ 7 )g )= [ Fs)2005),
[ Fs)dg o) = [ F20(),

[ 1002006 = [ 0a(s) + [ F(5)Ag(s

c b
Analogamente, se existem as integrais / f(s)Ag(s) e / f(s)Ag(s), pelo Teorema 12,

Portanto:

temos que existem as integrais / fr(s)dg*(s / f*(s)dg*(s) e vale que:

| £s)dg () = [ 1(5)29()
[ 7 )g* )= [ Fs)20(5)

Pelo Teorema 4, vale que a integral / f*(s)dg*(s) existe e:

[ 7 6g () = [ )g )+ [ 76y (5)
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b
Pelo Teorema 12, temos que a A-integral / f(s)Ag(s) existe e vale que:
b . b
| F g (s) = [ 1s)ag05)

Portanto:
/abf(S)Ag(S) = /acf(S)Ag(s) +/be($)Ag(3)'
m

Usando o mesmo método usado na demonstragao anterior, podemos generalizar
muitos resultados da integral de Perron-Stieltjes para a A-integral de Perron-Stieltjes (isto
é, transformamos a A-integral em uma integral de Perron-Stieltjes com o Teorema 12,
aplicamos o teorema para a integral de Perron-Stieltjes e voltamos para a A-integral com

o Teorema 12). Daqui em diante, provaremos resultados para integrais de Perron-Stieltjes
b

da forma / f*(s)dg™(s). Vale notar que, pelo Teorema 12, esses resultados valem também
para a A—i%tegral. Em particular, o préximo lema é uma versao mais geral de (1, Lema

3.23) e pode ser encontrado também em (12) e (13).

Lema 8. Sejam a,b € T,a<beg:[a,blr = R. Se f:|a,b] = X € tal que a integral de
b
Perron—Stieltjes/ f(s)dg*(s) existe, entao para todo c,d € [a,b]:

[ 1dg ) = [ 1)),

Demonstracao. Caso a = b, o resultado segue trivialmente, pois:

[ r)ig &) =0= [ f)dg'(s)

C

Suponha entdao a < b. Como ¢g* é constante em [c, c*| e em [d, d*], temos:

[ g = [ rs)dg(s) =0

Assim:

*

[ rvg ) = [ 16a"(5)+ [ Fo)dg' ()

*

B /CC f(s)dg™(s) + /:f(S)dg*(S) + /dd* f(s)dg™(s) =

*

= [ s)g )+ [ Fs)g(s) = [ s5)ag*(s)

[

[]

O préximo resultado nos diz que uma integral de Perron-Stieltjes da forma
b

f(s)dg*(s) nao depende dos valores de f nos pontos fora da escala temporal. Um caso

p%rticular desse resultado pode ser encontrado em (1, Teorema 3.24), (12) e (13).
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Teorema 14. Sejam T uma escala temporal, [a,b] C T* e uma funcdio g : [a,bl; — R.

Considere funcgoes fi, fa : [a,b] = X tais que fi(t) = fo(t) para todo t € |a,blp. Se
b

a integral de Perron-Stieltjes / fi(s)dg*(s) existe, entao a integral de Perron-Stieltjes

b
/ f2(s)dg*(s) também existe e ambas as integrais coincidem.

b
Demonstrag¢io. Seja I = / fi(s)dg*(s). Dado € > 0, existe um calibre 0, : [a,b] —
(0, +00) tal que: ’
|d|

; A g (s:) — g (si0)] = 1

< €

para toda particao d = (7, [s;_1, S;]) 01-fina de [a, b]. Definamos:

d1(t), set € la,b]NT,

da(t) =
(t) min{él(t),;inf{|t—s| | SET}}, set € la,b]\T.

Mostremos que J; é de fato um calibre. Se ¢t € [a,b];, temos d5(t) = d1(t) > 0. Se
t € [a,b]\T = CrNa,b] = CrN(a,b) (pois a,b € T), existe &, > 0 tal que B(¢t,5;)NT = ()
(uma vez que Ct N (a,b) é aberto, ja que (a,b) é aberto e, como T é fechado, Cr também
é aberto). Assim, s € T implica em s ¢ B(t,¢;), donde [t — s| > ¢;. Como T # (), temos
que {|t—s| | s€ T} #0eque{[t—s| | s €& T} élimitado inferiormente por
donde inf{|t —s| | s € T} = b, existe e by > & > 0. Assim, como 0;(t) > 0, temos
do(t) = min{él(t),;infﬂt —s| | se€ ’JI‘}} > 0. Portanto, d, é calibre. Notemos que,
como ds(t) < 01(t) para todo t € [a,b], se d é uma parti¢ao do-fina entao d é d;-fina.

Seja d = (74, [$i_1, $;]) uma particdo marcada do-fina de [a,b]. Dado i € {1, ..., |d|},

héa duas possibilidades:

1. , €T.

2. [Sifl, Si] NT = @

De fato, se 7; € T, entao 7; € [a,b] \ T = [a,b] \ [a, b]r, donde [s,_1, ;] C B(m;,02(7;)) C
1
B (Ti, 5 inf{|r;, —s| | s€ T}) Assim:

1
]Ti—sil,h—si,l]<§inf{|n—s\ | SET}<inf{‘Ti—S’ | SGT}.

Primeiramente, note que |1, — k| < inf{|r; —s| | s € T} implica em k ¢ T, pois, caso
contrério, terfamos |7; — k| < inf{|m; —s| | s € T} <|n — k|, um absurdo. Ainda, seja
T € [si-1, 8] = [si—1, 7| U [T, 8], Caso x € [s;_1, 7], temos:

I —x| =7 —o <7 — 51 = |1 — si-1| <max{|r, — s, | — s} <

<inf{|r, —s| | se T}
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Caso z € [r, 5], temos:
i —xl=x—7; < s;—7 = |1 — si| <max{|r; —s;_1|,|m —si|} <inf{|7i —s| | s€T}.

Portanto, |; — z| < inf{|r; —s| | s € T} para todo = € [s;_1, s;], donde x ¢ T para todo
x € [8i_1,8;]. Assim, [s;_1,s;] N'T # 0.

Com isso, dado 7 € {1,...,|d|}, se [s;_1,s] N'T = 0, entdo g*(s;_1) = g(si ;) =
g(sf) = g*(s;), pois s;_; =inf{s € T | s >s, 4} =inf{s €T | s>s5}U{seT |
si1<s<site{seT | s,1<s<s}C[si 1,8 NT=(. Nesse caso:

Ja(1i)(g"(50) — g7 (5i-1)) = 0 = fi(7:)(g"(5:) — 9" (5i-1)).

Caso 7; € T, entao fi(r;) = fa(m) €

f2(1i)(g"(si) — g™ (5i-1)) = fi(mi)(g"(56) — 9" (5i-1))-

Portanto:

|d|

ZfQ Tz z —4g (Sz—

|d|

Zh 7i)( — g (si1)) = I| <€

b
pois d é ds-fina e, consequentemente, é d;-fina. Assim, a integral / fa(s)dg™(s) existe e
a

[ p)g () = [ Fi)da (s

vale a igualdade:

]

Provaremos agora um resultado que relaciona fungoes definidas através da integral
de Perron-Stieltjes com funcoes definidas através da A-integral de Perron-Stieltjes. Um
caso particular desse resultado pode ser encontrado em (12, Teorema 4.1). A demonstragao

aqui apresentada ¢ analoga.

Teorema 15. Sejam f : [a,b]ly — X e g : [a,b]l; — R fungoes tais que a A-integral de
Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe para todos u,v € [a,bly comu < v. Sejace T e
definamos F : [a,%]T — X e Fy:[a,b] = X como sendo:

/ f(s)Ag(s) para todo t € [a,bly e Fy(t / f*(s)dg*(s) para todo t € |a,b].
Entio, Fy = F} |44
Demonstragio. Seja t € [a,b]. Pelo Teorema 12 e pelo Lema 8, temos:
= [[Feig ) = [ g = [ e = [ 16 =
= R(t") = F{ (1),

donde o resultado segue. O]
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Por fim, usando dos resultados mostrados nessa se¢ao, vamos calcular o valor da
A-integral de Perron-Stieltjes da funcao identidade com respeito a prépria identidade para
duas escalas temporais distintas. Assim, considere f, g : [0,1] — [0, 1] ambas iguais a

funcao identidade.

1
Exemplo 7. Seja T = { | ne N} U{0} a escala temporal do Exemplo 3. Pelo Teorema
n
1
12, sabemos que a A-integral de Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe se, e somente se,
0

1
existe a integral / f*(s)dg*(s). Dado n € N, temos:
0

[1 reire- [

) 11 1 ) B
T n\n n+1
1 1 1 1
R
n?(n+1) n+1 n n?

. .. ) 1 1 1 1
pois —,—— € T. Como as séries com termos gerais —— = — — e — sao
n' n+1 nn+1) n n+1 n?

convergentes, entao a integral / s)Ag(s) existe e vale que:

[ 005 <s>-§1—§<1_1+1>-+§< T
0 g S Znn+1) Z\n+1 n n2) Z\n+l n —p?

+o0 1 2
=1+ Z -
1
Exemplo 8. Seja T = {27I | neNU {0}} U {0} a escala temporal do Exemplo 6.
1
Pelo Teorema 12, sabemos que a A-integral de Perron-Stieltjes / f(s)Ag(s) existe se, e
0

1
somente se, existe a integral / f*(s)dg*(s). Dado n € NU {0}, temos:
0
1

/; I (s)dg™(s) = / zlndg*(s> - 21n (g* (21n> — (2n1+1>> B

on+1 on+1

=5 (0(3) 9 (5) =2 - 5) = =3 ()
- on 9 on 9 on+1 - on \ on on+1 o 22n+1 o 2 \ g4n ’

€ T. Como a série de termo geral

pois on gl converge, entao a integral

1
/ f(s)Ag(s) existe e vale que:
0

[rosr- 40 -4 (E 1) 312

Note ainda que, pela irracionalidade de 7, o valor de ambas as integrais diferem.

22n+1
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS EM MEDIDA

Nesse capitulo, estudaremos diversos problemas de equagoes (dindmicas e em
medida), e utilizaremos os resultados estabelecidos nos capitulos 2 e 3 para estudar as
propriedades dessas equacoes e relacionar problemas de equagoes dinamicas com problemas
de equagoes em medida. Esse capitulo é baseado em (1). A nao ser que seja especificado o

contrario, nesse capitulo X indica um espaco de Banach com norma ||-||.

4.1 EDF em medida
Definiremos uma EDF em medida e suas solugdes conforme apresentado em (1,
Definicao 3.1).

Queremos analisar equacoes em medida dadas por:

t
x(t) = z(to) —l—/t f(xs, 8)dg(s), parat € [to,to + 7],
0
Tty = Qb
com tg € R,y > 0, B (aberto) C X (Banach), P = G([-,0],B), ¢ € P, f: P X [to, o +

7] = X uma fungdo, g : [to,to + 7] — R nao decrescente e z; : [—r,0] — X dada por
x4(0) = z(t + 0) para todos 0 € [—r,0] e t € R.

(4.1)

Para fazermos sentido da integral em (4.1), considere F : [to,to + ] — X dada
por F(s) = f(xs,s) para todo s € [ty,to + 7). Entao F' estd bem definida, e a integral em
(4.1) pode ser entendida como a integral de Perron-Stieltjes de I’ em fungao de g, isto é,
se U : [to, to + 7] X [to, to + 7] — X é dada por U(7,t) = F(7)g(t), entdo a integral em

t
(4.1) ¢ a integral de Kurzweil / DU(1,t).
to
t
No restante do texto, uma integral da forma / f(zs, s)dg(s) serd entendida como
t
descrito acima. ’
Definicao 24. Seja B C X aberto. Dizemos que uma fungao x : [to, to + ] — X é uma
solugao de uma equacao diferencial funcional em medida com condigdo inicial x,, = ¢ se

ela satisfaz as sequintes condicoes:
1. xyy = ¢ € G([-r,0],B).
2. x € G([to,to +’y],B) € (l‘(t),t) € B x [to,to +’}/]

to+y
3. A integral de Perron—Stieltjes/O f(zs,s)dg(s) eziste.
to

t
4. A dgualdade x(t) = xq +/ f (s, 8)dg(s) vale para todo t € [tg, g + 7).
to
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Provaremos um lema que afirma que a norma da fun¢ao memoria de uma funcao
regrada é também regrada. Esse resultado pode ser encontrado em (1, Lema 3.3), e foi

originalmente retirado de (13).

Lema 9. Seja y : [to — r,to + 7] — X wma fungio regrada. Entdo a norma da fungao

memoria s € [to,to + 7] — |lysll, € Ry, com |lysll, = sup |lys(0)|| € regrada em
oe[—r,0]

[to, to + 7).
Demonstragio. Seja sy € (to,to +y]. Como y é regrada, existe o limite lim y(s) = y(sy)
58y
Assim, dado € > 0, existe d; > 0 tal que s € (so — 01, So) implica em Hy( —y(sy H < %
Logo u,v € (89 — d1, Sp) implica em ||y(u) — y(v)| < Hy —y(sy H + Hy —y(sy H <
54—5 = ¢. Ainda, como sy > tg, temos so—1r > to—r, donde existe o limite (hm - y(s) =
s—(sg—r

y((so —r)7). Assim, dado € > 0, existe d5 > 0 tal que s € (sp — r — d2, Sp — ) implica em
€
ly(s) = y((so = 7)7)| < 5. Logo, se u,v € (so =1 —= b2, 50 = 7):

i € €
ly(w) =yl < @) = y((s0 = )| + [ly@) = wl(s0 = 1)) < 5 + 5 =
Portanto, dado € > 0, existe § = min{dy,d2} > 0 tal que:

ly(u) —y(v)|| < €,u,v € (sg—r —09,50 — 1) €

ly(w) = y()|| < € u,v € (so =9, 50)-

Sejam s1, 89 € (Sgp — 0, 80) com s7 < Sg. Caso sg — 17 > §1, temos 59 — 17— < §1 — 1 <

51 < s9—1 < s9—r. Dado s € [s1 — 1,59 — 7], temos:

[y(s)Il < lly(s) —yls2 =)l + ly(s2 = )l < e+ [ly(s2 — )l =
=t (I S e s (@) = ¢+ s
e|l—r,

Caso sg—r < s1,dado s € [sy—7, s1], temos [|y(s)|| < sup  |y(@)]| < sup |y(9)] =

0c[s2—r,s1 0€[sa—r,52

sup [ly(s2 +0)[| = sup ||ys, ()| = [|yss | oo
oe[—r,0] oe[—r,0]
Assim, dado s € [s; — 7,51, temos s € [s1 — 7,80 — 7] ou s € [s9 — 1, 81]. Caso
s € [s1 — 1, 89 — 1], segue que:

ly()IF < Nly(s) = y(s2 = r)lI+ly(s2 = Pl < etllys, (=)l < sup |lys, (O)][+€ = [|ys | o+

e[—nr,0
Portanto, ||y(s)|| < ||ys, ||, +€ paratodo s € [s;—r, s1] caso so—1 < s1, € [|[y(s)]| < |¥s, || oo+
€ para todo s € [sy — 1, 51] C [s1 — 1,82 — 7] caso so — 1 > s1, donde ||[y(s)|| < ||ys, |l + €
para todo s € [s; — 1, s1]. Logo:

sup ly(s)l = sup ly(si +s)ll = sup |lys, () = [l < [[Ysslloc + €

s€[s1—r,s1] s€[—r,0] se[—r,0]
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Ainda, caso sy — 1 > $1, 8€ S € [s9 — T, S9]:
ly(s)ll < lly(s) —y(s)ll + ly(s)ll < e+ ly(s)ll < e+ [ly(s1)O)] < €+ [lys: |l -

donde  sup ly(s)]| = [[Ysoll oo < 19slloc + -

s€[s2—1,s2]

Caso sy —r < s1, dado s € [sy — 1, 8], temos s € [sy — 7, 81| ou s € [s1,89]. Se

s € [sa=r, 51, temos [ly(s) < sup |ly(s)| < sup  |Jy(s)l| = [lys [l Se s € [s1, 5],

s€|s2—r,S1 s€|s1—r,S1
temos [[y(s)[| < [ly(s) = y(s1)ll + ly(s))ll < €+ [[ysllo- Logo, ly(s)ll < [lys, |l + € para
todo s € [sy — 1, 59], donde ||y, || < [|Ys, || + €. Dessa forma:

1Ys:lloe < MYsilloe +€ € (141l < [[Ysrllo + €=
Ys1 lloo = 19s2lloo| < € para todos sy, 52 € (so =9, 50)-

Segue dai que existe o limite lim ||y;|| para todo so € (Zo, %y + 7]. De maneira analoga,
s—=sg

segue que existe o limite lim [|y,[|, para todo so € [to,to + 7). Assim, s € [to,to + 7] —
S§—8

llysll, € Ry é regrada. O

Podemos nos perguntar sob quais condi¢oes uma EDF em medida tem solu¢ao. Para

isso, definiremos alguns conceitos e apresentaremos, sem a demonstragao, dois resultados.

Definicao 25. Seja O C G ([ty —r,to+ 7|, X) aberto. O conjunto O é dito ter a pro-
priedade de prolongamento se, para todos y € O et € [to—r,to+ 7], a fun¢io y dada

por:
(t) = y(t), sety—r <t <t
y(t), set <t <ty+r,

também pertence a O.
Sejam ty € R, r,v > 0 e conjuntos:
O C G([to —r,to +7],X) aberto e

P ={y | yeO,telto,to+~]} CG([-r0],X). (4.2)

Sejam ainda g : [to, to + 7] — R uma funcao nao decrescente e f : P’ X [to, to + 7] —

X uma funcao, tais que, para todos y, z € O e s1, 82 € [to, to + 7], com s < s9, tenhamos:

1. A integral de Perron-Stieltjes:

|7 1 9)dg(s) (43)

S1

existe.

2. Existe uma fungao M : [tg,to + 7] — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g
tal que:

| Fess)dg(s)

S1

< [7 M(s)dgls). (4.4)

S1
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3. Existe uma funcao L : [to,to + 7] — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g

tal que:

| 1 s) = £z )] dg(s)

S1

< [TL6) I - lldgls). (45)

Definamos F': O x [to,to + v = G([to — 7, to + 7], X) como sendo:
0, SetO—TSOéSto,
F(z,t)(a) = /t f(zs,8)dg(s), sety <a<t<ty+7, (4.6)
0

t
| faas)dg(s),t < a <ty +,
to

para todos x € O e t € [ty,to+ 7).
Enunciemos um teorema, que pode ser encontrado em (1, Teorema 4.19). Omitire-

mos sua demonstracao por esta fugir do escopo deste trabalho.

Teorema 16. Suponha que O satisfaz a propriedade de prolongamento. Sejam ¢ € P, F
dada por (4.6) e x : [to,to + ] = X uma solugio da EDO generalizada:

d
L DF(x,1)
dr

com condicao inicial:

dla—tg), sety—r < a<t,
¢(0), sety <a<ty+17.

(to)(a) = {

Entao a funcao y € O, dada por:

y(a) = {w(to)(a), sety—r < a<t,

z(a)(a), sety < a<ty+7,
¢ uma solucao da EDF em medida:
t
y(t) = ylto) + | F(y5)dg(s), parat € [to.to+].
0
yto - ¢

Apresentaremos agora outro resultado, mas apresentando antes uma definicao.

Considere uma EDF em medida da forma:

y(t) = y(so) + /S: f(ys, s)dg(s),t > so (4.7)

com sg > tg, f: P x [tg,+00) = X, g : [to, +00) = R e a integral do lado direito uma

integral de Perron-Stieltjes. Definiremos uma solugdo maximal da equacao acima.

Definigao 26 (Solu¢ao maximal). Dizemos que y : [so — 1, w(s0, #)) — X € uma solugdo
mazimal da EDF em medida (4.7), com condi¢do inicial ys, = ¢, so > to € w(sg, @) < +00,

se y satisfaz as sequintes condigoes:
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1. y(t) = ¢(0) para todo t € [ty — 1,50 — 7).
2. y(t) = ¢(t — so) para todo t € [sg — T, So).
3. (ytvt) S [507w(807¢>>'

t
4. A integral de Perron-Stieltjes / f(ys, s)dg(s) existe para todo t > sq.

s0
t
5. A dgualdade y(t) = y(so) +/ f(ys, s)dg(s) vale para todo t € [sg,w(sg, P)).
s0

6. Se existem y' e w < +oo tais que y' satisfaz as condigoes 1 a 5 acima (com W' no
lugar de w(sg, ) em 3 e5), W > w(so, ) e y'(t) = y(t) para t € [so,w(s0, ®)), entdo

w(se, @) = w'.

Podemos agora enunciar um teorema, retirado de (8, Teorema 7.7), o qual apresen-

taremos sem demonstragao, por esta fugir do escopo desse texto.

Teorema 17. Sejam ty € R, O C G([to — r,+00),X) aberto, P" dado por (4.2), g :
[to, +00) = R uma func¢ao continua pela esquerda e nao-decrescente e f : P’ X [tg, +00) —

X tal que, para todos y,z € O e s1, 89 € [tg,+00), com s1 < so, valem as relagoes:

1. A integral de Perron-Stieltjes:

|7 1 9)dgts) (48)

S1

existe.

2. Eziste uma fung¢io M : [tg, +00) — R Perron-Stieltjes integrdvel com respeito a g

tal que:

[ 1w 9)dg(s)

S1

< / M (s)dg(s). (4.9)

S1

3. Eziste uma fungao L : [tg, +00) — R Perron-Stieltjes integrdvel com respeito a g tal

que:

| ) = £es)] dg(s)

S1

< [TLO) I - 2l da(o). (10)

Seja (1, 19) € P’ X [ty, +00) e assuma que AT g(19) = 0. Entao, existe uma unica solugao

mazximal y : [T, w(70,%)) — X da EDF em medida (4.7) com condi¢ao inicial y,, = 1.

4.2 EDFs em medida com impulso

Nessa secao, estudaremos EDFs em medida com impulso e como estas se relacionam

com EDFs em medida.



87

Sejam {t; }}; os momentos de impulso, com ¢ty < t; < ... < t,, < to+y. Definamos
Jo = [to, t1], Jx = (tg, trs1) para k € {1,...,m — 1} e Jp, = (tm, to + 7). Estudaremos as

EDFs de medida com impulso dadas por:

r(v) —z(u) = /uv f(xs,s)dg(s),u,v € Jy, para k € {0, ...,m},
A*x(ty) = Ip(2(ty)) para k € {1,...,m}, (4.11)
= ¢7

com ATz(ty) = z(t;)—z(tx), to € R,y > 0, B (aberto) C X (Banach), P = G([-r,0], B), f :
P x [to,to +v] — X uma fungao, g : [tg, +o0) — R uma fungao continua pela esquerda e

nao-decrescente, e I, : B — X um operador impulso para k € {1,...,m}.

Daremos agora a definicao de uma solugao do sistema (4.11).

Defini¢ao 27. Sejam B C X (Banach) um aberto e P = G([—r,0], B). Dizemos que
x:[to—rto+ ] — X é uma solugio de (4.11) se:

1. z(t) = ¢(t — to) para todo t € [tg — r,to].
2. x € G([to —r,to+ 7], B) e (v1,t) € P X [to, to + 7).

3. Para todos k € {0,1,...,m} eu,v € Jy, a integral de Permn—Stieltjes/ flzs, s)dg(s)
existe e vale a igualdade x(v) — x(u) = /U f(xs, 8)dg(s).

4. Para todo k € {1,...,m}, vale a igualdade A" x(t) = I(x(ty)).

Seja x : [tg — r,to + ] — X uma solucao do sistema (4.11). Para que z(t) € B
para todo t € [tg — 7ty + 7] (de forma a termos f(zs,s) bem definida), devemos ter
z(t}) € B para todo k € {1,...,m}. Com isso, ap6s a aplicacio do impulso I}, a solugao
x permanece em B. Por isso, iremos supor que [ 4+ I, : B — B para todo k € {1,...,m},
sendo [ : B — B a identidade.

Provaremos um resultado que nos permite adicionar uma constante a funcao g,
sem que alteremos a existéncia ou o valor da integral em (4.11). Esse resultado serd til

para que possamos transformar o problema acima em um problema mais simples.

Proposigao 8. Sejam f : G([—r,0], B) X [to,to +v] = X uma fungio (B (aberto) C X ),
g [to,to +7] = R uma funcio e g : [to,to + 7] — R uwma funcio tal que g — g seja
constante em [to, to + v]. Suponha que F' : [ty,to + v — X, dada por F(s) = f(xs,s) para
todo s € [to, to + 7], seja uma funcio. Entao, se u,v € [to,tg+ 7] € /v f(xs,s)dg(s) existe,

/ f(zs,5)dg(s) também existe e vale que/ f(zs,s)dg(s / f(zg,5)dg(s).

Demonstrag¢io. Dados u,v € [tg, to + 7], podemos supor, sem perda de generalidade, que
v u

u < v (pois u > v implica em / f(zg, s)dg(s) = —/v f(zy,5)dg(s)). Como g —g é

u
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constante em [to,ty + 7], existe ¢ € R tal que g(t) = g(t) + ¢ para todo t € [tg,to + 7.
Seja d = (&, [ti—1,ti]) € T D). Temos:

|d| |d|
Z F(&)[g(t:) — g(tiz)] = Z:F(fz)[(g(tz) +¢) = (g(tic1) +¢)] =
|d|

= > F(&)lg(t:) = g(ti-a)].

Portanto, dado € > 0, existe um calibre 0 em [u, v] tal que se d = (&, [ti—1,t;]) € T' Dy €
0-fina, entdo:

|d|

2 Fe)l(t) = 5(ti0)] - | Fls)dg(s)

|d|

> F(&)lgt) — gltn)] - / " F(s)dg(s)

< €,

~

donde /uv F(s)dg(s) = [:} f(zg,s)dg(s) existe e vale:
[ $wa)dis) = [ flws5)dg(s).
]

Com isso, podemos supor que Atg(ty) = g(t}) —g(t) = 0 para todo k € {1,...,m}.
De fato, definamos g : [ty, +00) — R como sendo:

g(t), para t € Jy,

9(t) = g(t) — Z:(g(t:r) —g(t;)), parat € Jy, k € {1,....m}. (4.12)
Isto é:
9(8) = 9() = X _(9(t) = g(tx)) para t € Ji, k € {0,1, ..., m}.

k
Entdo, como g(t) — g(t) = — > (g(t{) — g(t)) é uma constante em cada intervalo
i=1

Jk, temos pela proposicao anterior que / f(zs, s)dg(s) = / f(x,,s)dg(s) para u,v € J,
com k € {0,...,m}. Ainda, como g é continua pela esquerda, segue que g é continua pela

esquerda. Uma vez que g é nao-decrescente, temos g nao-decrescente em cada Ji. Ainda:

ATg(te) = g(tf) — g(te) = g(t) — ;(g(ﬁ) —g(t;)) — g(ty) + Z_;(g(t?) —g(t:)) =

=g(t) — glt) — 9(t) + g(tr) =0,
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~

donde g(t;) = g(tx). Assim, g é nido-decrescente e é continua em t, para todo k €
{1,...,m}.

Com isso, e utilizando o Corolério 2, temos que a fungao J : [tg, to + 7] — X dada
por:

J(t) = /t: f(zs, s)dg(s) para todo t € [to, o + 7] .

é continua em t1, ..., t,,. Portanto, podemos reescrever o problema (4.11) como sendo:

x(t) = x(to) + /tot f(zs, 8)dg(s) + Z I(z(ty)), parat € [to,to + 7],

ke{l,...m}
t, <t

Tty = ¢
Dado T € (tg, +00), definamos Hr : [tg, +00) — R como sendo:

0, para to <t < T,
1, parat >T.

Halt) - {
Entéao, para t € [ty,to + 7], podemos reescrever o problema de valor inicial como sendo:

z(t) = x(ty) + /t: f(xg, s)dg(s) + i I (x(ty))Hy, (t), parat € [to,to + 7],

LTy = ¢
Usaremos o primeiro desses enunciados alternativos do problema (4.11) em um dos teoremas

que provaremos.

Com essas consideragoes, definiremos novamente (com uma definigdo equivalente
a anterior) a solu¢do de uma EDF em medida com impulso, de maneira mais geral que
aquela apresentada em (1, Defini¢ao 3.4), e provaremos um lema, retirado de (1, Lema
3.5) e (12), com o qual seremos capazes de provar um resultado que relaciona as solugoes
de EDFs em medida com impulso com as solucoes de EDFs em medida. Vale notar ainda
que a definicdo de uma solucao de uma EDF em medida com impulso que daremos se

baseia no segundo enunciado alternativo que apresentamos do problema (4.11).

Definigao 28. Sejam B C X (Banach) um aberto e P = G([—r,0], B). Dizemos que
x:[tg—rto+vy] = X € uma solugao de (4.11) se:

1. x(t) = ¢(t — to) para todo t € [ty — r,to).
2. v € G([to—r,to+7],B) e (v, t) € P X [to, to + 7).

to+y
3. A integral de Permn-Stieltjes/O f(xs, s)dg(s) existe.

to

4. x(t) = x(ty) + /ttf(xs,s)ds + i[k(:v(tk))Htk(t) para todo t € [to,to + 7], com
0 k=1

0, para to <t <T,
1, parat >T.
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Lema 10. Seja m € N. Suponha que para cada k € {1,....m}, tx € [to,to + 7], t0 <
ty <ty < .. <ty <to+7veg: [toto+7] = R éregrada, continua pela esquerda e
continua em cada ty, para k € {1,...,m}. Sejam f : [to,to + ] — X (Banach) uma fungio
e } : [to, to +7] — X outra fungao tal que }(t) = f(t) para todo t € [to,to+ ]\ {t1, ..., tm}
eq:lto,to+ o] — R tal que g — g € constante em [to, 1], (t1,ta], ..., (bm—1, tm]s (tm, to + 7).
Entao a integral de Perron-Stieltjes /ttOM }(s)dﬁ(s) existe se, e somente se, a integral de

0

to+y
Permn-Stz’eltjes/ f(s)dg(s) existir. Nesse caso:
to

[ R i) = [T f)dgts) + X FaA (w0,

to to ke{l,...,m}

Demonstra¢io. Como g — g é constante em |[to, t1], pelas considerac¢oes anteriores temos:

/ttl?(S)da(S) :/ttl J(s)dg(s) = /tw (9—9)(s) =0. (4.13)

0 0

Similarmente, dados k € {1,....,m} e u,v € Jy = (tg, tx11] (com ¢, = to + ), temos

g — g constante em [u,v] C Ji, donde:

" F)dyis) = [ F)gls) = [ Ts)d(G - g)(s) = 0.

tp1 ~

Em particular, fazendo F}, : (g, t41] — X, dada por Fi(t) = /t f(s)d(g — g)(s) para

t ~
todo t € (tg, trt1], temos Fj, = 0, donde Jim Fi(t) = lim o f(s)d(g — g)(s) = 0 para
k

t—th Jt
todo k € {1,...,m}. Pelo Corolario 2, temos:

[ TG =)o) = lim [ F)aG — 9)o) + F0A" G~ 0)t0) =

= H0)(G - 0)2) G — o) = F ) — ) -
= Ft)ATG(t)
para todo k € {1,...,m}. Portanto, pelo Teorema 4, /toH f s)d(g — g)(s) existe e vale:

to+vy ~ ~
| T6)dG = g)(s) =

to

[ Feoat - z / M )G - 9)(s) =

?(tkwatk).

TMSEMS
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Sendo a segunda igualdade valida por (4.13). Note ainda que:

[ F)dgts) = tim [ Fls)dg(s) = tim [ s)dgls) = [ (s)dgls)

0 t—t7 Jto t—t7 Jto to

[ F)dg(s) = 1im T?<s>dg<s>: tim [ f(s)dg(s) =

th A=t A A=t A
1 e
tht1
= / f(s)dg(s) para k € {1,...,m — 1},
t
tot+y ~ 'k tot+y ~ ) to+y to+y
[ Fedgts) = tim [T F(s)dgls) = tm [T ps)agls) = [ f(s)dg(s),
tm t—ty, Jt t—ty, Jt m

De forma que as integrais a esquerda existem se, e somente se, as integrais a direita existem.
to+y

Dessa forma, a integral / f(s)dg(s) existe se, e somente se, / f(s)dg(s) existe e
t

0
ambas tem o mesmo valor. Logo:

/t:o+’v ]N”(s)dg(s) _ /to+W }(S)d(ﬁ g+ g)(S) —

[]

Usaremos agora do lema anterior e das reformulac¢oes do problema (4.11) para
relacionar solugoes de uma EDF em medida com as solugoes de uma EDF em medida com

impulso. Esse resultado pode ser encontrado em (12).

Teorema 18. Sejam m € N, B C X aberto, r >0 e P = G ([-r,0],B). Suponha que,
para todo k € {1,...,m}, temos ty, € [to,to +7] e Iy : B — X um operador impulso, tais
quety <t <ty <..<t, <toy+vel+1I,: B — B esti bem definido, em que [ : B — B
¢ o operador identidade. Suponha ainda que f : P X [to,to + ] — X é Perron-Stieltjes
integravel com respeito a uma fungao g € G~ ([to,to + 7], R) continua em cada ti, com

ke {l,...m}. Para caday € P, definamos:

}( t) = f(y,t), parat € [to,to +]\ {t1, ..., tm},
Y, I(y(0)), para t =t, comk € {1,...,m}.

Ainda, para cada k € {1,...,m}, seja ¢, € Ry uma constante, com ¢ < cpy1 para todo

ke {l,..,m—1}, e definamos g : [to, to +7] — R como sendo:

g(t)’ para le [t07t1] ;
g(t) = S g(t) + cx, para t € (ty,tpy1], comk e {1,...m— 1},
g(t) + cm, para t € (tpm,to + 7).
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satisfazendo AYq(ty) = 1, para k € {1,...m}. Entio x € G ([to —r,to +7],B) é uma
solucao da EDF em medida com impulso:

z(t) = x(to) + /tt [z, 8)dg(s) + Z I(z(ty)), parat € [to,to + 7],
’ ke{lum) (4.14)
Lty = ¢7

se, e somente se, x € uma solucao da EDF em medida:

x(t) = z(to) + /tt }(xs, s)dg(s), para t € [to,to + 7],
Tty = (b

(4.15)

Demonstragio. Seja x € G ([to — r,to + 7], B). Pelo Lema 10, dado t € [to, to + 7], temos:

[ Faws)dis) = [ oo+ X Flan.n)ATG(0)

to

Dado k € {1,...,m}, temos:

~ ~

Flao t) AT (te) = f(z, te) = L(24,(0)) = Li(2(te)).

Portanto, x é solucao de (4.14) se, e somente se, x é solu¢ao de (4.15). O

Como uma consequéncia direta desse teorema, obtemos o seguinte corolério, sobre

equagoes diferenciais em medida, o qual é retirado de (1, Corolario 3.7).

Corolério 6. Sejam m € N e B C X aberto. Suponha que, para todo k € {1,...,m}, temos
ty € [to,to + 7] e Iy : B — X um operador impulso, tais que tog < t1 <ty < ... < t,, < to+7
el + I, : B— B estd bem definido, em que I : B — B ¢ o operador identidade. Suponha
ainda que f: B X [to,to + ] — X € Perron-Stieltjes integrdvel com respeito a uma fungio
g € G~ ([to,to +7],R) continua em cada t,, com k € {1,....,m}. Para cada y € B,
definamos:
]N”(y,t) _ {f(y,t), para t € [to, to + ] \ {t1, .-, tm},
Ix(y), parat =tg, com ke {1,...,m}.
Ainda, para cada k € {1,...,m}, seja ¢, € Ry uma constante, com ¢ < cpy1 para todo

ke {l,..,m—1}, e definamos g : [to, to +7] — R como sendo:
g(t), parat € [to, t1],
g(t) = < g(t) + cx, para t € (ty,tpy1], comk e {1,...m— 1},
g(t) + ¢y para t € (L, to + 7],
satisfazendo AT g(ty) = 1, para k € {1,...,m}. Entio x € G ([to,to + 7], B) é uma solugdo

da EDF em medida com impulso:

2(t) = a(to) + /t fals)s)dgls) + Y L(e(t), parat € [to,to + 7).

0 ke{l,...,m}
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se, e somente se, x € uma solucao da EDF em medida:

x(t) = x(to) + t}(:c(s), s)dg(s), parat € [to, o+ 7],

to
I(to) = X2y-

O seguinte lema nos permite relacionar certas condi¢coes em EDFs em medida com
impulso com condigbes em EDFs em medida. Esse resultado pode ser encontrado em (1,

Lema 3.9), e uma versao menos geral pode ser encontrada em (12). Usaremos nesse lema
|d]

a notagao S(f,g,d) =>_ f(r:)(g(t;) — g(ti—1)), em que f: [a,b] = X e g : [a,b] = R sdo
i=1

funcoes e d = (7, [ti_1,t;]) é uma particio marcada de [a, b].

Lema 11. Sejam m € N, B C X aberto, r,v > 0, to € R, P = G([-r,0],B) e
O =G ([to —r,to + 7], B). Suponha que, para todo k € {1,...,m}, temos t). € [to,to + 7]
e I, : B — X um operador impulso, tais que tg < t; < to < ... < t,, < tg+ 7
el + 1, : B — B esta bem definido, em que I : B — B é o operador identidade.
Sejam f: P X [to,tg + 7] — X uma funcio e g : [to,to + 7] — R uma fungao continua
pela esquerda, ndao-decrescente e continua em cada ty, para k € {1,...,m}. Definamos
? : P x [to, to + 7] = X como:

fly,t) =

T f(y>t)7 para t € [t07t0+f}/]\{t17"'7tm}7
I(y(0)), para t =t, comk € {1,...,m}.

Ainda, para cada k € {1,...,m}, seja ¢, € Ry uma constante, com ¢ < cpy1 para todo

ke {l,..,m—1}, e definamos g : [to, to +7] — R como sendo:

g(t), parat € [to,t1],
g(t) =< g(t) + cx, parat € (ty,tpy1], comk e {1,...m— 1},
g(t) + Cm, para te (tm7t0 + P)/]a

satisfazendo ATg(ty) = 1, para k € {1,...m}. FEntdo, as sequintes afirmativas sdo

verdadeiras:

1. A funcio § é ndo-decrescente e continua pela esquerda. Ainda, dados u,v €

[tosto + 7] com u < v, temos G(v) — G(u) = g(v) — g(u).

2. Dados uy,uy € [to,to + ] e x € O, se a integral de Perron-Stieltjes / ’ f(zs, s)dg(s)
ul

U ~

existe, entao a integral de Perron-Stieltjes / f(zs,8)dg(s) também emiste.
ul

3. Se existe uma fungao My : [to, to + ] — R Perron-Stieltjes integrdvel com respeito a

g tal que:

[ flasydg(s)

1

< [ an(s)da(s)

1
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para todos x € O e todos uy,us € [to,to + 7] com u1 < Ug, e existe uma constante
My > 0 tal que ||Ix(2)|| < My para todo z € B e k € {1,...,m}, entio existe uma
fungio Perron-Stieltjes integrdavel M : [to,to + ] — R com respeito a g satisfazendo:

[ Fas)di(s)| < [ M(s)dits)

1 1

para todos x € O e todos uy,us € [to, to + 7], com uy < us.

4. Se existe uma fung¢ao Perron-Stieltjes integravel Ly : [to,to + ] — R com respeito a
g tal que:

u2

. [f(ISu 3) - f(ZSa 3)] dg(s)

< [ L) s = 2l d(s)

u 1

para todos x,z € O e uj,uy € [to,tg + 7], com uy < uy, e existe uma constante
Lo > 0 tal que:

Hk(w) = Ie(y)l] < La [lw =yl

para todos w,y € B e todo k € {1,...,m}, entdo existe uma func¢io Perron-Stieltjes

integrdvel L : [to,to +7] — R com respeito a g satisfazendo:

/uu2 []N‘(xs,s) - ]N‘(zs,s)} dg(s)

1

u ~

< [ L) Nz = 2l di(s)
uy

para todos x,z € O e todos uy,uy € [to, Lo + 7], com uy < us.

Demonstragao. 1. Definamos ¢q = 0. Sejam w,v € [tg,to+ 7], com u < v. Se u,v €
[to, t1], ou u, v € (tg, tgs1] com k € {1,....m — 1}, ou u,v € (t,,,to + 7|, entao existe
i€{0,1,...,m} tal que:

g(u) = g(u) +¢; e g(v) = g(v) +ci.
Entao, como ¢ é ndo-decrescente, temos g(u) < g(v) e:
g(u) = g(u) + ¢; < g(v) + ¢ = g(v).

Além disso, temos:

~

g(v) = g(u) = g(v) + ¢; — (9(u) + ¢;) = g(v) — g(u).

Caso u e v nao estejam ambos em um mesmo intervalo dentre os citados acima,

existem 4,7 € {0,1,...,m}, com i < j, tais que:

g(u) = g(u) +ci e gv) = g(v) + ¢;.

Como ¢; < ¢; (pois ¢g = 0 < ¢, < g1 para todo k € {1,...m —1}) e g é

nao-decrescente, temos:

g9(u) = g(u) + ¢ < g(v) + ¢ < g(v) +¢; = g(v).



95

Portanto, g é nao-decrescente. Além disso, temos:

9(v) = g(u) = g(v) +¢; — (g(u) + ;) = g(v) — g(u) + (¢; — ci) > g(v) — g(u),

donde g(v) — g(u) > g(v) — g(u) para u,v € [to, to +7] com u < v. Ainda, g |j1o.),
9 |tete com k € {1,...;m — 1} € g | (4,104~ S30 da forma g + ¢;, em que ¢; é uma
constante. Como ¢ é continua pela esquerda, temos que ¢ é continua pela esquerda
nesses intervalos. Assim, g é continua pela esquerda em [to, ;] U (ZL:Jj(tk, tk+1]) U
(tm,to + ] = [to, to + 7). Como [tg,to + 7] é o dominio de g, segue que g é continua

pela esquerda.

. Dados uy,ug € [to,to +7] e x € O, sejam F : [tg,to + 7] — X e F- [to,to + 7] = X
dadas por F(s) = f(zs,s) e F(s) = f(xs,s) para todo s € [tg,to+ 7], respectiva-

mente. Entdo, pela defini¢do de f, temos que s € [tg, to + 7] \ {t1, ..., t;m } implica em
F(s) = f(zs,s) = f(xs,s) = F(s). Assim, usando o item 1, o Lema 10 e a defini¢ao
~ u2 u2
de g, temos que a existéncia da integral / F(s)dg(s) = / f(zs, s)dg(s) implica
w1 u1l
U2 ~ ug ~

na existéncia de / F(s)dg(s) = f(zg,5)dg(s).

ul u
ug

. Sejam x € O e uy,uy € [to, to + 7] com u; < uy. Como a integral / f(zs, s)dg(s)
uy

existe, temos pelo item 2 e pelo Lema 10 que a integral [ f(x, s)dg(s) existe e

vale que:
U F@adis) = [ S dgls) - Y Flont)AT0) =

ke{l,...m}
uq <t <ug

= [ f@os)dgls) + X La(t)ATG(H).
“ ke{l,...m}

u

Portanto:

| Faa )i

1

— [ @ 9dge) + X Rle)ATGw)| <
“ ke{l,...m}
up St <ug

<|| [ flans)dg(s

+> L(x(t)ATg(t)|| <

uy St <ug

< [Can()agls) + X | len) A0 =
u1 ke{l,...,m}

= [Tan()agls)+ S M)l A5 <
" ke{l,...m}

U -~

< [TMi()dgls) + Y MaATG(L).
“ ke{l,...,m}
up St <ug
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Pelo item 1 e pela Proposicao 2, temos que:

/:2 My (s)dg(s) < /:2 My (s)dg ().

Seja T : [to,to + 7] — R uma funcdo constante dada por T'(t) = 1 + My > 0 para

todo t € [u1,us]. Entdo, se d = (1, [ti—1,t;]) é uma partigdo marcada de [uy, us),

temos:
|d| N N |d| N N
= ;T(Ti)(g(ti) —g(tic1)) = ;(1 + M) (g(ti) — g(ti-1)) =
|d|
= (1+ M>) ;(5(751') —g(ti1)) = (14 Ma)(g(us) — g(w)).
Portanto, a integral / s)dg(s) existe e vale que:

/f T(s)dg(s) = (1 + M)(g(uz) — g(w)) > 0.

1

Assim, se M [to, to + 7] — R é dada por ]\Nf(t) =T(t)+ M(t) =1+ My + M (t)
para t € [to,tg + 7], temos pela linearidade da integral de Perron-Stieltjes que a

integral / M (s)dg(s) existe e vale que:

ul
/ul

$)dii(s) + / 9= f(Ml +T)(s)9(s) =
s)dg(s

BV
/f :

Definamos h : [tg, to + 7] — R como sendo:

t ~

h(t) = /t M (s)dij(s) para t € [to, to +1].

0

Note que pelas consideragoes anteriores, h esta bem definido. Mostremos que h é
nao-decrescente. Sejam sy, Sg € [to, to + 7] com s; < so. Entéao:

hss) = h(st) = [ M(s)dgls) — [ M(s)dg(s) = [ M(s)di(s) =

to to S1

/32 f(zs, s)dg(s)

S1

> [ My(s)dg(s) > > 0.
S1

Portanto, h é nao-decrescente. Note que ¢ é nao-decrescente e continua pela es-
querda, donde, pela Proposicao 4, g é regrada. Pelo Corolario 2, temos A*h(tk) =
]\NJ(tk)A+§(tk) para k € {1,...,m}. Seja A : [ty, to + 7| dada por A(¢ / M (s)dg(s
Pelo item 1 e pelo Coroldrio 2, temos que A é regrada em [to, o + 7] e que, dado
t € [to,to + ), temos:

AET) = A(t) + Mi(H) AT g(1).
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Seja s € (0,19 + v — t). Entao, pela Proposicao 2, temos:

At + ) — \(t) = /t ML (s)dG(s) > /t M (s)dg(s) > 0.
Fazendo o limite com s — 01, temos:
AET) = A(t) = My (t)ATg(t) > 0.
Em particular, fazendo t = t;, com k € {1, ..., m}, temos:
M (t) AT g(ty) > 0.

Ainda, como g é ndo-decrescente, temos A*g(t) > 0 para todo t € [to, o + 7). Em
particular, A*g(t;) > 0 para todo k € {1,...,m}. Assim:

Yo MATg(t) < Y MpATg(t) 4+ Y Mi(ty)Atg(ty)+

ke{l,...m} ke{l,...m} ke{l,...,m}
uq <tp<ug uy <tp<ug uq <tg<ug
+ Y Atgty) = > (Mi(ty) + My + 1)ATG(t) =
ke{l,...m} ke{l,...m}
uq <tp<ug uq <tp<ug
= Y ME)ATgty) = > ATh(ty).
ke{l,...m} ke{l,...m}
uy <tp<ug uq <t <ug

Fagamos t,, 11 = to+7. Sejam k € {1,....m} e s € (0,t)11 —tx) # O (pois txr1 > tr).

Entao t, + s < tx41 e, pelo fato de h ser nao-decrescente:
h(te +s) = h(te) < h(tisa) — h(ty).
Fazendo s — 0T, temos que:
A*h(ty) = h(tE) — hlty) < h(tes) — h(t).

Entéao, considere o conjunto A = {t,, | k€ {1,...m},us < tr < ug}. Se A =10,
entao:
Z Ath(ty) =0 < h(ug) — h(uy)
uy <tp<up
uma vez que h é ndo-decrescente e u; < ug. Se A # (), sejam ¢; = min A e ¢; = max A.

Entao u; <t;, t; < uy e, usando o fato de que h é nao-decrescente:

J Jj—1
S AT(t) =Y ATA(t) =D ATh(ty) + ATh(t;) <
ke{1,...,m} k=i k=i
uq <tg <ug
j—1
< D (h(trsr) = hltr) + ATh(t;) =
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Como us > t;, seja s € (0,uy — t;) # 0. Temos t; + s < ug, donde:
h(t]’ + 8) < h(UQ)

Fazendo s — 0T, obtemos que:

Portanto:

ke{l,...,m} ke{l,...m}
up Sty <ug uy Stg <ug
U~ N
= M(s)dg(s).
uy
Assim:

| F e 9)dis)

1

< [Tanedgls)+ X MaATG(1) <

up St <ug

Uy ~

< [ 8 dis) + [ A =2 [ M ()di(s).

1

Definindo M : [tg,to+ 7] — R como M = oM , temos que a integral de Perron-
Uo N

Stieltjes / M (s)dg(s) existe para todos uy,us € [to,to + 7], com u; < us, € que,
ul

para todos x € O e uy, us € [to, to + 7], com u; < ug, temos:

Uy ~

1 f(@s, 8)dg(s)

< / " M(s)dg(s).

u 1

4. Sejam uy,us € [to, to + 7] com u; < uy. Pelo Lema 10, temos:

/uu2 V(zs, s) — }(25, s)] dg(s) = /uu2 [f(zs,5) — f(zs,8)] dg(s)+

+ > [Ie(x(te) = In(2(te))] At g(t).

up Stg<ug
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Portanto:

+

/:2 |:}(xs7 5) — JN”(ZS, 5)} dg(s)

1

<

[ 1 s) = Fza,9)] dgs)

1

X lat) — 0] AYG0)| < [ La(o) e — 2l dg(s)+

+ Y [iet)) = @) AT < [ L) e, = 2 das)+

up Stg<ug

~ u2
Y Laflalt) = 2 A0 = [ Lis) e - 2l dls)+
ke{l,...m} “
up Stg<ug

+ > Loz, — 2,)(0)[| ATg(ty) < / Li(s) |lws = 25l o dg(s)+
kef{l,...,m} 1
uy Sty <ug

+ Z L2 H‘Ttk - Ztk”oo A+§<tk>

uq <t <ug

De maneira analoga ao item 3, temos que se L: [to,to +v] — R é dada por
L(s) =1+ Ly + Ly(s) para todo s € [ty,ty + 7], entdo a integral de Perron-Stieltjes
U9 ~ -
/ L(s) ||zs — 25|, dg(s) existe para todos uy,us € [to, to + 7] com uy < uy e
ui

u2 u2 ~
[ L) s = 2l dg(s) < [ La(s) s = 24l dif(s) <
u u1

1

< | Ls) llzs = 2zl dg(s).

u1

Definindo « : [to, to + 7] — R como:

5(t) = [ T(s) s — =l 435

0

temos k nao-decrescente (pelas mesmas consideragoes feitas para h no item 3). Assim,

como ¢ é regrada, pelo Corolario 2 temos que:
ATR(t) = Lte) 1y — 2]l AT g(ts)
para k € {1,...,m}. Entao:

> Lellwy =zl ATglt) < 30 Lite) oy, — 2 lle ATg(6) =

ke{l,...m} ke{l,..,m}

uq <t <ug uy <t <ug
= > AYR(ty) < K(ug) — K(w) =

ke{l,...,m}

up St <uz

= | L) s = 2l ().
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Assim, tomando L : [ty,to + 7] — R dado por L = 22, temos:

/uu2 [}(xs, s) — }(zs, s)] dg(s)

1

< [T L) 2 = 2l dgs)

1

]

Vale notar que no item 4, assumimos que a integral de Perron-Stieltjes de L; com
respeito a ¢ existe, mas nao mostramos que isso implica na existéncia da integral:

|7 L) = 2l ds).

1

De fato, as condic¢oes exigidas sobre as fungdes L; e g implicam na existéncia da integral
acima (e, por consequéncia, na existéncia da integral /u2 L(s) [|xs — 2]l dg(s)). A
demonstracao desse fato, entretanto, faz uso de resultados qﬁie fogem do escopo desse texto
e, portanto, foi omitida. Um resultado analogo para escalas temporais sera apresentado

mais a frente, no Lema 12.

Vale ainda fazer mais uma observacao. No Lema 11, no Corolario 6 e no Teorema
18, exigimos que A*g(t,) = 1 para todo k € {1,...,m} sem mostrar que era possivel
escolher os ¢;’s de forma a satisfazer esses resultados. Mostremos que tal escolha é, de

fato, possivel.

As tnicas condig¢oes sobre g que estao presentes nos 3 resultados sao as de que g
é continua pela esquerda, g é continua em ¢, com k € {1,...,m} e a de que g é regrada
(note que no Lema 11 ndo exigimos g regrada, mas exigimos g nao-decrescente, o que,
junto da condicao de g ser continua pela esquerda, implica em ¢ regrada, como mostrado
na Proposi¢ao 4). Sejam entdao v > 0, g : [to, to + 7] — R regrada e t;, € [to, to + 7] para
ke{l,...,m}comty <ty <ty<..<t,<ty+vy Ainda, considere g continua em t,
com k € {1,...,m}. Definindo ¢y = 0 e t,,,11 = to + 7, definamos ¢ : [to, o + 7] — R como

sendo:
g(t) + co, para t € [to, t1],

)
o) {g(t) + ¢k, para t € (tg,try1], com k € {1,...,m}.

Com ¢, €Recpy < cpparak € {1,...,m}. Temos que g estd bem definida. Ainda, dado
k€ {1,...,m}, sabemos que ty 1 > t, donde (0,41 — tx) # 0. Dado s € (0, txs1 — tx),

temos ¢ <t +5 < tpy1 €

G(te +5) —g(te) = gty +8) +cx — (g(tr) — coe1) = (g(tx +5) — g(tr)) + (c& — cu_1).

Fazendo s — 07, como g é regrada, temos que o limite lim g(ty+s) = g(t}) existe, donde
5—0
o limite lim g(tr +s) = g(t}) também existe. Ainda, como g é continua em t;, temos
s—0

g(t}) = g(tg). Assim:

Atg(te) = g(ti) — g(te) = (g(tf) — g(tr)) + (ck — 1) = & — o1
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Se quisermos que ATg(ty) = 1 para k € {1,...,m}, devemos ter entdo:

k
ck—ck_l:1:>Z(ci—ci_1)221:k:>ck:ck—cozkj.
i=1 i=1
Note que ¢, = k para k € {1,...,m} satisfaz 0 < ¢, = k < k+ 1 = ¢4, para k €
{1,..,m—1}, cx €Rpara k€ {1,...m} e Atg(ty) =cx —cxr_1 =k — (k—1) = 1 para
k€ {1,...,m}. Portanto, a escolha dos ¢;’s conforme os enunciados dos resultados dessa

secao é possivel.

4.3 Equacoes diferenciais em medida e equacoes dindmicas em escalas temporais

Sejam T uma escala temporal, v > 0 e ty € T tal que tg + v € T. Considere a

equacao dinamica em escalas temporais dada por:

x(t) = xo + tf(a:(s), s)Ag(s) para t € [to, to + 7|, (4.16)

to

onde B C X é um aberto, g : [to,to + 7] — R é uma funcdo e f : B X [to,tg + 7]t = X
é uma fungao tal que ¢t — f(x(t),t) é Perron-Stieltjes A-integravel com respeito a g em

[to, to+7]r e a integral do lado direito é tomada com relagao a A-integral de Perron-Stieltjes.

As defini¢oes de equagdes dinamicas em escalas temporais e de suas solugoes aqui

apresentadas sdo versoes mais gerais daquelas dadas em (1, Defini¢ao 3.27).

Definicao 29. Dizemos que a funcgio x : [to,to + v — X € uma soluciao da equagao
dindmica em escalas temporais (4.16), com a condicio inicial x(so) = o, So € [to, to + VT,

se x satisfizer:

1. z(sg) = zg € B.

2. x € G([to,to + 7)1, B) e (x(t),t) € B x [to, o + 7]r-
to+

3. A A-integral de Perron-Stieltjes/O 7f(x(s),s)Ag(s) existe.
to

4. A igualdade em (4.16) vale para todo t € [to, to + Y]

Enunciaremos agora um teorema, o qual é uma versao mais geral do resultado
encontrado em (1, Teorema 3.28), (4) (11) e (14), que relaciona as solugoes das equagoes
dindmicas em escalas temporais definidas acima com as solugoes de certas equagoes
diferenciais em medida. Entretanto, ndo apresentaremos a demonstragao desse resultado,

uma vez que esta ¢ analoga a do Teorema 20, o qual provaremos mais adiante.

Teorema 19. Sejam v > 0, T uma escala temporal ety € T com ty+~v € T. Sejam ainda
B C X aberto, g : [to,to + 7] = R e f: B X [to, to + 7]t = X wma funcgao tal que, para
todo x € G([to,to + |1, B), a fungdo t — f(x(t),t) é Perron-Stieltjes A-integravel com
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respeito a g em [sy1, Solr para todos si,se € [to,to + Y|r. Se x : [to,to + Y|t — B é uma

solucao da equacao dinamica em escalas temporais:
t
t) =z +/ f(z(s),s)Ag(s) para t € [to,to + 7],
S0

com xg € B e sy € [to,to + Y], entdo x* : [to,to + ] — B € uma solugao da equagio

diferencial em medida:
t t
=20+ [ [ (s),5)dg"(s) =m0+ [ J(y(s),s")dg"(s) para t € lto, b+ 7).
S0 S0

Reciprocamente, se y : [to,to + 7| — B € solugao da equagdo diferencial em medida
acima, entao existe x : [to, to +y|r — B solugdo da equagdo dindmica em escalas temporais

tal que y = x*.

4.4 Relagdes com EDFs em medida

Mostraremos que certas equagoes diferencias funcionais (EDFs) em escalas tempo-
rais podem ser consideradas EDFs em medida. Considere equagoes diferenciais funcionais

em escalas temporais da forma:

(o) +/ g(s), para t € [to, o + 7],
x(t) ¢(t) para t € [ty — 7, o]t

em que T é uma escala temporal, v,r > 0, ty € T tal que tg+ v,to —r € T, B C X é
aberto, O = G([to—r,to+7|1, B), P={z; | x €O, t € [to,to+7]}, 9: [to,to+7lp = R
¢ uma fungao, f : P X [tg,to + v]r — X é uma funcdo Perron-Stieltjes A-integravel com
respeito a g e ¢ € G([to — r,to|T, B).

As defini¢coes de EDFs em escalas temporais e de suas solugdes aqui apresentadas

sdo versoes mais gerais daquelas dadas em (1, Defini¢ao 3.29).

Definicao 30. Sejam T wma escala temporal, v, 7 > 0, tg € T tal que to —r,tog+v € T,
B C X aberto, O = G([to — r,to + |, B), P = {af | x € O,t € [to,to + 7]},
g : [to,to+7]y — R € uma fungio, f : P x [to,to + vt — X € uma fungio e ¢ €
G([to — r,to]r, B). Dizemos que uma fungio x : [to — r,to + vy]r — X € uma solugio da

equagdo dinamica funcional em escalas temporais:

(i) + [ £(a1,9)8g(s), parat € [to,to + ],
x(t) = ¢(t) para t € [to — 7, to]T.

(4.17)

se.

1. xy € P para todo t € [to, to + 7]
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to+
2. A A-integral de Pe'r’mn-Stieltjes/O 7f(:v:,s)Ag(s) existe.

to

3. As igualdades em (4.17) valem.

Apresentaremos agora o principal resultado dessa se¢do, que permite fazer a conexao
entre solucoes das equagoes dindmicas funcionais descritas acima com as solugdes de certas
EDFs em medida. Esse teorema ¢ uma versao mais geral do resultado apresentado em (1,
Teorema 3.30).

Teorema 20. Sejam T uma escala temporal, v,y > 0, tg € T tal que tg + v, tg —r € T,
[to — 1, to+ ] um intervalo em escala temporal, B C X aberto, O = G([to —1,to+ 7|1, B),
P=A{xf | v€0O,tetoto+]}, f:Px[to,to+7vr— X eg: [to,to + 7] = R fungoes
e ¢ € G([to — r,to|r, B). Suponha que, para todo z € P, a A-integral de Perron-Stieltjes

b f(z,9)Ag(s) existe, para todos uy,us € [to,to + Y|r. Se x : [to — r,to +y|]r — B

u1
é uma solugio da equagdo dindmica funcional em escalas temporais (4.17), entao z* :

[to — 7, to + v — B satisfaz:
t
x*(t) = x*(to) +/ f(zh, s")dg*(s), parat € [to,to + 7],
to
Ty = ¢,
Reciprocamente, se y : [to — r,to +v] — B € uma solugio da EDF em medida:
¢
y(t) = y(to) +/t f(ys,s7)dg*(s), parat € [to, to + 7],
0
ytO = gb:fko
Entao existe x : [tg — r,to + v|]r — B satisfazendo (4.17) tal que y = x*.
Demonstragio. Sejam s € [to, to + v]r e t € [—7,0]. Entao:

2 (t) = (@) (1) = 2°(s" +£) = 2" (s + 1) = 23 (8).

Portanto, =% = z¥ para todo s € [tg,ty + 7|, donde f(z%.,s*) = f(z%, s*) para
todo s € [to,to + ¥]r- Suponha que x : [ty — r,to + ]t — B ¢ uma solugao de (4.17).

Entao, pelo Teorema 15, vale que:
¥ (t) = x*(to) + /tz f(zh, s%)dg*(s) para t € [tg, to + 7.
Como f(x%.,s*) = f(x%,s*) para s € [to, top + 7¥|r, temos pelo Teorema 14 que:
2(0) = (o) + [ Flats7)dg'(5)
para t € [tg,to + 7]. Ainda, dado 6 € [—r, 0], temos:

23, (0) = 2% (to + 0) = z((to + 0)") = ¢((to +0)") = ¢"(to + 0) = ¢3,(0),
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pois tg + 6 € [ty — r,to] implica em (tg + 0)* € [tog — r,to]r. De fato, como tg € T, temos
to—r <tog+0 < (to+60) <ty =toe (to+6)" €T, donde (to+0)* € [to—r,to]r. Portanto,
vale que:
t
O =a(to) + | flal,s)dg'(s), para t € lfo,to + 9],
to
*0 = (b;fko’

Ty

Por outro lado, seja y : [to — r,to + 7] — B uma solugdo da EDF em medida:

o(0) = (t0) + [ F(uer5")dg" (), para t € ltoto + 7],
Yty = ¢Zk0-

Definamos z : [tg — r,tg + 7]t — X como sendo z(t) = y(t) para todo t €
[to — 7, to + ¥]r. Entao x*(t) = x(t*) = z(t) = y(¢) para todo t € [ty — 7, ty + ¥]r, donde
T |itg—rtotv1, = ¥ lito—ritotn],- Mostraremos que z* = y. Caso [to—r,to+7] = [to—7,to+7]r,
temos 2* = T |jtg—r.to4+1,= ¥ |jto—rto+~],= ¥- Suponha entdo que [to — 7,10 +7] ¢ T. Dado
t € [to—r,to+ 7]\ T, mostremos que y(t) = z*(t) = x(t*). De fato, [to — 7, to + ]\ T =
(to —ryto+7v) \ T = (to — r,to +7) N Ct é aberto, pois é a intersec¢ao finita de abertos.
Assim, como [tg — r,to +7] \ T # 0, ndo existe min[to — r, o + 7] \ T. Logo, existe t' < t
tal que t’ € [ty — r,to + Y]t

Mostraremos agora que se existe § € [tg — 7,1y + 7|, discreto pela esquerda tal que
t € (p(B), B, entao x*(t) = y(t). De fato, seja 5 € [tg — 1, to + 7|7 discreto pela esquerda.
Entdao > tg—r, donde tgo —r € {s < | s€ T} # 0. Logo:

to—7r < p(B) < B <to+v=p(B) € [to—7,to +7]1.

Seja u € (p(B), 8] # 0 (pois p(B) < B, uma vez que [ é discreto pela esquerda).
Temos u* = inf{s € T | s> u} = (. Defato, 5 € {s€ T | s> u}, donde u* < f.
Caso u* < f3, temos que u* € {s € T | s < (}, donde vale que:

p(B) <u<u"<sup{seT | s<p}=ph),

o que é um absurdo. Logo, u* = . Assim, z*(u) = z(u*) = z(f). Ainda, temos:

y(u) = to+/ (4, 57)dg"(s) e
y(B) = y(u’ +/ f(ys, s")dg"(s).
Pelo Lema 8, temos:

/fys, )dg* (s / fys; s")dg™(s) = | f(ys,s7)dg"(s).

Assim, y(u) = y(u*) = y(8) = 2(8) = (u*) = 2*(u). Como ¢ € fto — r,to+ ]\ T
(aberto), existe € > 0 tal que B(t,€) N [ty — 7,1 + 7]y = 0. Dessa forma, como t* € T e
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t* > t, temos t* > t. Mostremos que p(t*) < t. De fato, p(t*) € T, donde p(t*) & B(t,¢).
Em particular, p(t*) # t. Caso p(t*) =sup{s € T | s < t*} = t*, entdo, como t < t*,
existe s € T tal que t < s < t*. Entretanto, isso implica em s € {z € T | z>t}, donde

=inf{z €T | 2>t} <s<t" oqueéum absurdo. Logo, p(t*) < t*. Suponha que
p(t*) > t. Entao p(t*) e {s € T | s >t}, donde:

=inf{seT |s>t} <p(t") <t

o que é um absurdo. Portanto, p(t*) < t < t*. Em particular, t € (p(t*),t*] com t* discreto
pela esquerda, donde z*(t) = y(t).

Logo, y = z*, donde y, = x* e x*(t) = x*(to) + /tf(x:,s*)dg*(s) para todos
t,s € [to,to +]. Ainda, z} =y, = ¢}, K

Portanto, = : [ty — 7, to + 7]; — X é tal que y = 2*. Nos resta agora mostrar que
x é solucao de (4.17).

Sejam A; : [to,to+7] = X e Ay : [to, to + 7] = X funcoes dadas por A;(s) =
f(xh,s%) e Ay(s) = f(al.,s*) para todo s € [ty,to+7]. Dado s € [to,to+ 7]y, te
mos Ay(s) = f(a* s*)* = f(z%,s*) = Ai(s ) Dado t € [to,to+ 7], como a integral

s*%)

t t
/ flys,s")dg*(s) = / flak, s")dg*(s) —/ Ay(s)dg™(s) existe, temos pelo Teorema 14
to to to

t
que a integral / Ay(s)dg™(s) existe e vale que:
to

o o .
[ g )= [ 16t sdg o) = [ s [ AuGs
t* t*
Com isso, sabemos que / f(zk, s")dg*(s) = / e f(x g*(s) =
to to to

t*
/ A1(s)dg™(s) existem. Como to,t € [to, t*] com ¢y < ¢, temos pelo Lema 8 que:
to

IR / Ai(s)dg’ (s / Ay (s) = [ Aoy’ () =

t

_ A2( )dg*(s) = /t As(s)dg™(s) = | Ag(s)dg™(s) =

0 to
= / Th., s7)dg*(s).

t

Isto é, ambas as integrais / flak, s%)dg*(s) e / f(zh, s")dg"(s) existem e vale a igualdade
) to to

acima.

Dessa forma, dado t € [to, o + 7] e usando o Teorema 12, temos:
t t

o(t') = o' (t) = 2" (o) + | Sl s)dg'(s) = w(t) + [ flat,s")dg"(s) =
0 0

= z(ty) + /t: [zl s)dg* (s) = x(to) + /t: f(x
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donde: .
z(t) = x(t") = x(to) +/ f(zk, s)Ag(s) para todo t € [to, to + V|-
to

Por fim, se t € [ty — 7, to|r, entdo t — ty € [—r,0] e:

2(t) = x(t") = 2" (t) = =}, (t — to) = ¢y, (t —t0) = &7(t) = G(t") = &(t).
Assim, x é solugao de (4.17). O

Apresentaremos aqui um lema que garante, sob certas condigoes, a existéncia da
integral de Perron-Stietjes do produto de uma funcao L por uma funcao regrada, dado que
a integral de Perron-Stieltjes de L exista. Entretanto, nao daremos aqui uma prova desse
lema, uma vez que esta utiliza de resultados que fogem do escopo desse texto. Uma versao
menos geral desse resultado e sua demonstragao podem ser encontradas em (1, Lema 3.31),

e a demonstragao para o enunciado apresentado a seguir segue de maneira analoga.

Lema 12. Sejam [to, to+7|r um intervalo em escalas temporais e g : [to, to + 7|y — R uma

fungdo nao-decrescente. Se existe uma fungdo L : [to, to+7]r — R A-Perron integrdvel com
u2

respeito a g, entao / L(s)h*(s)Ag(s) eziste no sentido da A-integral de Perron-Stieltjes

ul

para toda funcao regrada h* : [to,to + 7] = R e uy, ug € [to, to + |1 tais que uy < uy.

Apresentaremos agora um lema que nos permite encontrar equivaléncias entre
as condic¢oes usualmente exigidas sobre EDFs em medida para condi¢oes analogas sobre
equacoes dinamicas. Em particular, esse resultado é importante para permitir a aplicagao
do Teorema 20. A versdo que mostramos aqui é mais geral que aquela mostrada em (1,

Lema 3.32) e (12), mas tem demonstracao analoga.

Lema 13. Sejam [to — r,to + ]t um intervalo em uma escala temporal T tal que to € T,
B C X aberto, O = G([to — r,to +7|,B), P =G([-r,0],B) e f: P x [to,to +7]r = X
uma fungao. Seja ainda g : [to,to + v]lp = R uma funcdo. Definamos f*(z,t) = f(z,t¥)
para todo z € P et € [ty,tg + ]. Valem as sequintes afirmagoes:

to+y
1. Se a A-integral de Perron-Stieltjes / f(ys, $)Ag(s) existe para cada y € O, entao

to

to+y
a integral de Perron-Stieltjes / F*(ys, s)dg*(s) existe para todo y € O.
to

2. Suponha que hd uma fungio M : [to, to + vt — R Perron-Stieltjes A-integrdvel com

respeito a g tal que, para cada y € O e uy,uy € [to, to + ¥|r, com uy < ug, tenhamos:

b f(ys, s)Ag(s)

ul

< /;2 M(s)Ag(s).

1

Entao, para to < uy <us <tg+v ey e O, temos:

[ wes)dg' (5

1

< [" M (s)dg(9)

1
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3. Suponha que g seja nao-decrescente e que exista uma fungdo L : [to,to + v]r — R
Perron-Stieltjes A-integrdavel com respeito a g tal que, para y,z € O e uy,us €

[to, to + YT, com uy < ug, tenhamos:
Uu u
[ (90r5) = Fzo ) Ag(5) | < [ L(5) s = 2l Agls).
1 ul
Entao, para to <up <wug <tg+7v ey,z € O, obtemos:

U ) = £ G s)ldg" (5) | < [ L5(8) = 2l d ()

1

to+y
Demonstragdo. Seja y € O. Se a A-integral de Perron-Stieltjes / f(ys, s)As existe,

t
entao pelos Teoremas 12 e 14 temos: ’

[ Hwe9ngs) | = /t””f(ys*,s)dg() = T s () =

to Teorema 12 Teorema 14 /¢,

— [ P es)dg o)

Com as igualdades acima e usando os Teoremas 12,14 e o Lema 8, dados uq, us €

donde o item 1 segue.

[to, to + Y]T com u; < ug, temos:

Lema 8

/:2 f(Ys, s7)dg"(s)

1

< / S M(s)Ag(s) = / M (s)dg (s) =

1 1

= [ 1y sdg ()

1

[ £ e s)dg (s)

[ o 5)20(5)

1

= M (s)dg(s).

Lema 8

donde o item 2 segue.
Dados y, z € O, temos y—z € O (pois G ([to — r,to + 7], B) = O é espaco vetorial),
donde s — ||(y — 2)s|l, = llys — 25|, € regrada, pelo Lema 9. Entao, pelo Lema 12, temos

que / L(s) |lys — 25|l o, Ag(s) existe para cada uy, ug € [to, to + Y|, com uy < ug. Ainda:
u

J1 ) = 1 (s 9y (9)

1

/uu2 Lf(ys=5 ™) — f(2er,57)]dg"(s)

1

[ ) = 1 59)dg" ()

.
Uy

Teorema 14

Lema 8 Teoremas 12 e 14

_ /“S[f@s,) f(ze 9)|Ag(s)

IN

$) lys — 2zsll oo Dg(s) =

Teorema 12

[ u
[ 26 I~ 2l dg' () | =

’1‘ Lema 8
L*(s) [lys — 25l dg™(s),

donde o item 3 segue. [

ul
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Usaremos do Teorema 16 para mostrar a existéncia da solugao de equagoes dindmicas
em escalas, de maneira analoga a como fizemos para EDFs em medida. Dados ¢y € R,

r,y > 0, temos:

Teorema 21. Sejam O C G([to —r,to +7],X) com a propriedade de prolongamento,
P={y. | yeO,teto,to+7]}, ¢ € P, g: [to,to + 7]y = R uma fungao continua pela
esquerda nao-decrescente e f : P x [to,to +v]p = X satisfaz as condigoes do Lema 13.
Seja F : O X [to, to + 7] — G([to — r, to + 7], X) dada por (4.6). Se x : [to,to+v] = X €

uma solugao da EDO generalizada:

dx
— =DF(x,t
dT (x7 )

com condi¢cdo inicial:

dla—ty), sety—r < a<t,
#(0), seto < a<ty+7.

x%WUZ{
Entao existe uma funcao y € O, tal que y* € dada por:

. x(to) (), sety—1r < a <ty,
y*(a) =
z(a)(a), o < a <to+7,

ey € solucao da equagcao dinamica em escalas:

t
y(t) = y(to) + | (2 9)Dg(s). para t € [to.to + s
0
y(t) = ¢(t), parat € [to — 1, to|y.
Demonstracao. Pelo Lema 13, sabemos que f* satisfaz todas as condigoes do Teorema 16.

Ainda, pelo Lema 7, g* é continua pela esquerda e nao-decrescente. Assim, existe solucao
z da EDF em medida:

2(t) = z(ty) + /tt f*(2s,5)dg*(s), para t € [to,to + 7],
0 2ty = @.
Portanto, pelo Teorema 20, existe y : [tg — 7ty + 7]y tal que y* = 2z e y é solucao da
equacao dinamica em escalas:
o0 =y(t0) + [ F(52.5)g(5), para t € fr,to + 1l
y(t) = o(t), parat e [ty —r to)p-
O

Por fim, usaremos do Teorema 17 para mostrar a existéncia de solu¢oes maximais

para equacoes dinamicas em escalas.
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Teorema 22. Sejam T uma escala temporal, r,v >0, to € T, O C G([to — r, to + 7], X)
aberto com a propriedade de prolongamento, P = {y, | y € O,t € [to,to+ 7]} C
G([-r,0],X) e g : [to, +oo)r — R uma fungdo continua pela esquerda e nao-decrescente.
Seja f: P X [tg,+00)r — X tal que, para y,z € O e s1,89 € [to,to + V|1, com s1 < s,

valem as sequintes propriedades:

1. A A-integral de Perron-Stieltjes:

JAEING

S1

existe.

2. Eziste uma fung¢ao M : [to, +00)r — R A-Perron integravel com respeito a g tal que:

[ i 98g(s)

s1

g/”M@ﬂm@)

s1

3. Eziste uma fungao L : [tg, +00)r — R A-Perron integrdvel com respeito a g tal que:

[ 19 = £ 9] Agls)

S1

< [T L) ; — 22l Ag(s).

Seja ainda (¢, 19) € P X [tg, +00)r e assuma que ATg(19) = 0 e que 19 € denso pela direita.
Entao, existe uma unica solu¢io mazimal y : [1o,w(70,¥))r — X da equagio dinamica em

escalas: t
y(t) = ylto) + [ Flyi5)Dg(s),t > to,
0
com condigao inicial y(t) = (t) para todo t € (1o — 1, 7o)

Demonstragio. Pelo Teorema 12 e pelos Lemas 7 e 13, sabemos que f*: P x [tg, +00) — X

e g* : [to, +00) — R satisfazem as seguintes propriedades:

1. A integral de Perron-Stieltjes:

/ e s)dg*(s)

S1

existe.

2. Existe uma funcao M : [ty, +00) — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g*

tal que:

[ 9y (s)

S1

< [ M()dg(s).

S1

3. Existe uma fungao L : [to, +00) — R Perron-Stieltjes integravel com respeito a g*

tal que:

[ 1) = £ g (s)

S1

< [T L) i - 2l dg ().

S1
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4. g* é continua pela esquerda e nao-decrescente.
5. Ag*(mp) = 0.
Pelo Teorema 17, existe tnica x : |19, w(70,1)) — X solu¢do maximal da EDF em medida:

o(t) = 2(r) + || f (e 5)dy (5) pava t € o, o(m, ),

*

Ty = 7.

Note ainda que, pelo Teorema 14, temos:

z(t) = x(70) + /T: [ (xs,8)dg™(s) = x(m) + /T: f(xs,s")dg"(s) para t € [19,w(T0, ).

Usando o Teorema 20, temos que existe y : [19,w(7p, ¥))r — X uma solu¢do maximal de:

o0 =y(to) + [ £02.5)89(5).

com condicao inicial y(t) = ¢ (t) para todo t € [1p — r, To|; tal que y* = 2. Note que, pela
unicidade de x e pelo fato de haver uma correspondéncia entre as solugoes da equacgao
dindmica em escalas acima e de certas EDFs em medida (como descrito pelo Teorema 20),
temos que, se z ¢ uma solucao maximal da equagdo dindmica em escalas, devemos ter

z* =z = y*. Em particular, para t € |79, w(79, %)), temos:

y(t) = y(t") =y (t) = 2" (t) = 2(") = 2(1),

donde y = z. Assim, a solu¢do maximal é tinica. n

4.5 Equagoes dinamicas funcionais impulsivas em escalas temporais

Sejam [tg,ty + v]r um intervalo em escalas temporais, {tx}7, C [to, %o + v]T com
tg <t <.. <ty <ty+y momentos de impulso e operadores I, : B — X, com B C X
aberto, k € {1,...,m}. O impulso é descrito por:

z(th) —x(ty) = L(x(t,)) para k € {1,...,m}.

Adotaremos a convengao de que z(t1) = z(t) se t € T e t é discreto pela direita e

x(t™) = x(t) se t € T e é discreto pela esquerda.

Se x : [to — 7, to + y]r — B for continua pela esquerda, entao o impulso pode ser
reescrito como:
Li(z(t) = x(t)) — z(ty) para k € {1,...,m}.
Assumiremos que I + I, : B — B para todo k € {1,...,m}, de forma que z(t;") € B para
todo k € {1,...,m}.
Note que, com essas consideragoes, se ty for discreto pela direita, temos Iy (x (1)) = 0.
Por isso, podemos assumir, sem perda de generalidade, que t, é denso pela direita para

todo k € {1,...,m}. Isso nos leva a seguinte defini¢do, mais geral que aquela apresentada
em (1):
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Definicao 31. Sejam B C X € aberto, O = G([ty — r,to + 7|1, B), P = {a} | = €
O,t € [to,to+71}, f: P x[to, to+7]r — X uma fungao, g : [to, to + 7]y = R uma fungao,
¢ € G([tg — r,to]r, B) e ty,ta, ...t € T densos pela direita com to < t) <ty < .. <ty <
to+, I1,.... I, : B — X operadores impulso com [ + I, : B — B para k € {1,...,m}.

Dizemos que o sequinte sistema ¢ uma EDFE impulsiva em escalas temporais:

o(t) = lto) + [ FGL A+ T Llalt), para t € [t 1o+
’ Rel,m} (4.18)

k<t

z(t) = ¢(t), parat € [ty — 7, to]r.

Daremos agora a defini¢do de uma soluc¢ao de (4.18), de maneira andloga aquela
dada em (1, Definigao 3.33).

Defini¢ao 32. Nas condigoes da defini¢io anterior, dizemos que x : [to — r,to + v]r — X

¢ uma solugio da EDF impulsiva em escalas temporais em [to — 7, to + 0|7 se:

1. x ¢é continua pela esquerda.
to+y

2. A A-integral de Perron—Stieltjes/ f(zk, s)Ag(s) existe.
to

3. x; € P parat € [to,to + ¥]r.

4. As igualdades em (4.18) valem.

Provaremos agora um resultado analogo ao Teorema 20, mas referente a equacoes
dindmicas funcionais impulsivas em escalas temporais. Apresentaremos uma versao mais
geral do teorema dado em (1, Teorema 3.34), e daquele encontrado em (12), porém com

demonstracao analoga.

Teorema 23. Sejam r,~v > 0, T uma escala temporal, to € T tal que tg —r,tg +v € T,
B C X aberto, O = G~ ([to—r,to+7]p,B), P ={z; | = € O,t € [to,to+17]},
[P xlto,to+7ly = X, g:[to,to+7p = Reo e G([to—r,tolp, B). Sejam ainda
t1, ...ty € T pontos de impulso densos pela direita satisfazendo ty < t; < ty < ... <
tm < to+7, I1,...., I, : B — X sdao operadores impulso tais que [ + I, - B — B estd
bem definido para todo k € {1,....m}, em que I : B — B € o operador identidade. Se
x : [to—r1,to+ 7|y = B € uma solucao da equagdo dinamica funcional impulsiva em
escalas temporais (4.18), entao x* : [ty — r,to + ] — B € uma solugao da EDF em medida

com impulso:

y(t) = y(to) +/ttf(y578*)dg*(8) + {Z }Ik(y(tk))a para t € [to, to + 7],
’ ke{lm (4.19)

<t
yto - ¢z<0
Reciprocamente, se y : [to — r,tg + 7] — B € solugio da EDF em medida com impulso

(4.19), entdo existe x : [ty — 1,10 + 7]y — B satisfazendo (4.18) tal que y = x*.
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Demonstragao. Sejam x:ftg—r, to + 7|y — B uma solugao de (4.18), Fi : [to,to + V] —
X dada por Fi(t / f(x g(s) para t € [to,to+7]p e Fo @ [to, to +7] — X dada

por Fy(t) = / [ (z%, s)dg™ (s) para t € [tg,to + ). Tomando t € [to,to+ 7] e usando o
t
Teorema 15, obtemos:

t*

Fi() = F(t) = [ faio)bals) = [ Fas)dy’(s) = [ i s)dg'(5) = Ba)

to
Seja k € {1,...,m}. Como t; € T, temos z(t;) = z(t;) = x*(tx). Ainda, seja t € [to, to + 7]
Como t < t*, temos que t; < t implica em ¢, < t*. Por outro lado, suponha que ¢, < t*
et <tp. Entdoty € {se€T | s>t},dondety >inf{se€ T | s>t} =1t*>t, oque
é um absurdo. Logo, t; < t* implica em t, < t. Dessas consideracoes, concluimos que
tr <t se, e somente se, {; < t*. Em particular, {t, | ke {l,...m} ty <t} ={tx | k€
{1,...,m}, tx < t*}. Com isso, temos:

()=o) =alt0)+ [ S8+ X el =

ke{l,...m}
tg <t
t
—a(ty) + [ f@ls)dg' () + X Ialt) =
to ke{l,...,m}

= z*(to) + /t: f@h,s%)dg*(s) + > In(2z*(ty)) para t € [to, to + 7).

Dado t € [tg, to + 7], pelo Lema 8, vale que:

[t 500 = [ 15 ) = [ s (),

tO to

Note que, dado s € [to, tp + 7]y, temos s* = s, donde 2% = 2z} e f(a}

Loy S ) - f(xzas*)

Assim, usando o Teorema 14, temos:

t* t*
| f@is g (s) = [ flats)dg(s) para t € [to,to + ]

Usando novamente o Lema 8, segue que:

[ s ) = [5G (9) = [ 15 dg () para b€ foto 4],

0

Portanto:

t) =x*(ty) + /t: [l s%)dg*(s)+ > Iu(z*(ty)) para t € [to, to + 7).

Ainda, dado 6 € [—r, 0], temos tg+6 € [to — 7, to], donde to—r < to+60 < (to + 0)" <t = to.
Assim, (to+ 6)" € [to — r, to)p. Logo:

w3, (0) = 2™ (to + 0) = x((to + 6)") = ¢((to +6)") = ¢"(to + 6) = ¢;,(6),
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donde zj = ¢j . Dessa forma, mostramos que x* ¢ solucao de:

y(t) = y(to) + /t: fys, s )dg™(s)+ Y. Ie(y(t)), parat € [to, to + 7]t

ke{l,...m}
<t

ytO = qb;,ko

Reciprocamente, seja y : [to — 7, to + ] — B uma solucao da EDF em medida com impulso:

9O =y(t) + [ fs Vg () + S Tyt para t € ot +9]

ke{l,...m}
by, <t

Yto = (/52}‘

Definamos z : [ty — r,tg + 7]y — X dada por z(t) = y(t) para todo t € [ty — r, to + 7]
Entdo z* : [to — 7, to+7] — B ¢é tal que 2*(t) = z(t*) = x(t) = y(t) para todo t €
[to — 7 to + ]y Assim, 2 |—rto4y.= ¥ ljto—rtotr].- Mostremos que z* = y. Caso
[to — 7, to + 7] = [to — 7,0 + 7], temos =% = " |j1y—r19111,= ¥ ljto-rtotr].= ¥- Suponha
entdo que [to—7,to+v] ¢ T. Dado t € [to—r, to+7]\ T, mostremos que y(t) = x*(t) = x(t*).
De fato, [to—7, to+7Y|\T = (to—r, to+7)\T = (to—r, to+7)NCr é aberto, pois é a intersec¢ao
finita de abertos. Assim, como [tg — r,to + ] \ T # 0, ndo existe min[ty — r, o + 7] \ T.
Logo, existe ' < t tal que t’' € [to — r,to + V]t

Mostraremos agora que se existe § € [tg — 1, to + 7|y discreto pela esquerda tal que
t € (p(B), B], entao x*(t) = y(t). De fato, seja 5 € [ty — 1, to + 7|7 discreto pela esquerda.
Entao 8 >ty —r,donde to —r € {s < | s€ T} +#(. Logo:

to—r < p(B) <B <to+v= p(pB) € [to —r.to + 71

Seja u € (p(), 8] # 0 (pois p(B) < B, uma vez que [ é discreto pela esquerda).
Temos v* = inf{s € T | s>u} =p. Defato, 5 € {s€ T | s> u}, donde u* < f.
Caso u* < 3, temos que u* € {s € T | s < f}, donde vale que:

p(f) <u<u” <sup{s €T [ s <f}=p(P),

o que é um absurdo. Logo, u* = 5. Assim, z*(u) = z(u*) = z((5). Ainda, temos:

y) =ylto) + [ Flesdg () + Y L) e

ke{l,...m}
YO =) =ylto) + [ Sy )+ X Ly(t)
0 ke{l,...m}

Pelas consideragoes feitas na primeira parte da demonstracao, temos:

Yoo Llyte) = D, L(yt)= > ILl(y(te)).
ke{l,...,m} ke{l,...m} ke{l,...m}
t<u tp<u* tp<pB
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Ainda, pelo Lema 8, temos:

/t: f(ys,s")dg"(s) = /u fys, s*)dg*(s) = /u F(ys, s%)dg"(s).

tO to

Logo:

yw) = ylto) + [ Fls)dg' )+ Y Llw(t) =

ke{l,...m}
=ylt)+ [ fs)dg' ()= X Lly(t) = ylw) = (5.
0 ke{l,...m}

Assim, y(u) = y(u*) = y(8) = 2(8) = #(u*) = #*(u). Como ¢ € [ty — r,to + 7]\ T
(aberto), existe € > 0 tal que B(t,€) N [ty — 7,19 + ]y = 0. Dessa forma, como t* € T e
t* > t, temos t* > t. Mostremos que p(t*) < t. De fato, p(t*) € T, donde p(t*) € B(t,€).
Em particular, p(t*) # t. Se p(t*) = sup{s € T | s < t*} = t*, entdo, como t < t¥,
existe s € T tal que t < s < t*. Entretanto, isso implica em s € {z € T | z>t}, donde

=inf{z €T | z>t} <s<t" oqueéum absurdo. Logo, p(t*) < t*. Suponha que
p(t*) > t. Entao p(t*) € {s € T |s > t}, donde:

=inf{seT |s>t} <p(t") <t

o que é um absurdo. Portanto, p(t*) < t < t*. Em particular, t € (p(t*),t*] com t* discreto
pela esquerda, donde x*(t) = y(t).

t
Logo, y = &, dondey, =t e*(1) = *(to)+ [ [l )dg"(5)+ Y Tyl (1)
0

para todos ¢, s € [to, to +7]. Ainda, z}, =y, = ¢},
Portanto, z : [ty — r,to + 7]p — X é tal que y = 2*. Nos resta agora mostrar que
x ¢ solucao de (4.18).

Sejam Aj : [to,to+ 7] — X e Ag @ [to, to + ] — X fungoes dadas por A;(s) =
f(at,s*) e As(s) = f(ak.,s*) para todo s € [to,to+ 7], respectivamente. Dado s €
[to, to + V], femos Ay(s) = f( s*) = f( s*) = Al( ). Dado t € [to,to + 7], como

a 1ntegral/ f(ys, s¥)dg* (s / f(z () :/ Aq(s)dg™(s) existe, temos pelo
to

Teorema 14 que a integral / Ay(s)dg™(s) existe e vale que:
to

[ Asydg () = [ Jaz g () = [ flat g () = [ Al)dg’(s)

to to to to

t* t* t*
Com isso, sabemos que / f(zh, s")dg"(s) = / As(s)dg*(s) e f(zk, s%)dg"(s) =
to

to
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t*
/ Ay (s)dg*(s) existem. Como tg,t € [tg,t*] com ¢y < ¢, temos pelo Lema 8 que:
to

[ / Ae)g™(s) = [ Ay’ (0) = [ (o)’ () -
~ [ (o)) = [ el () = [ Al (s) =
- /t:f<x2*7s*)dg*(8)~

¢ t

Isto é, ambas as integrais / flzs, s")dg*(s) e / f(xh, s")dg"(s) existem e vale a igualdade
. to to

acima.

Dessa forma, dado t € [tg, o + 7] e usando o Teorema 12 e o fato de que t; € T

para k € {1,...,m}, temos:

o(t) =) = (t0) + [ sy )+ Y e (h) =

:x(t8)+/t:f(xj*,s*)dg )+ D> I(z(ty) =

ke{l,...m}
t <t
t
—alte) + [ [l g s)+ 3 Lat) =
to ke{l,...m}
<t
o) + | + Y L)
ke{l,...m}
t <t
Donde
x(t) = = x(tp) +/ JAg(s) + > Ii(z(ty)) para todo t € [to, to + 7]r.
ke{l,...m}
by, <t

Por fim, se t € [ty — 7, to|r, entdo t — ty € [—7,0] e:

2(t) = w(t) = 2" (t) = z;,(t — to) = ¢, (t —to) = &7(1) = G(t") = &(1).

Assim, x é solugao de (4.18). O



116
5 METODO DA MEDIA

Historicamente, o estudo de equagoes diferenciais esteve profundamente ligado a
Fisica. Se destaca, nesse aspecto, o estudo do movimento dos corpos celestes, o qual foi
um dos primeiros sistemas fisicos analisados a luz do ferramental do Céalculo, pelo fisico e
matematico Isaac Newton. Durante o estudo desses sistemas, ao longo dos séculos, alguns
fatos se tornaram evidentes: primeiramente, notou-se que, para sistemas com 3 ou mais
corpos, nao se podia obter, no caso geral, uma solugao analitica que descrevesse a posi¢ao
de todos os corpos em funcao do tempo; além disso, notou-se que, em intervalos curtos de
tempo, a interacdo entre os corpos poderia gerar uma variagdo muito grande na posicao
de um dado corpo, tornando os sistemas altamente sensiveis a variagoes nas condigoes

iniciais e particularmente dificeis de prever.

Em contrapartida, notou-se também que, em muitos dos casos, apesar da alta
imprevisibilidade dos sistemas em intervalos curtos de tempo, as pequenas variagoes
nas condigoes iniciais e interagoes momentaneas entre os corpos pouco interferiam na
evolucao do sistema e em seu comportamento assintético, o qual era, muitas vezes, capaz
de ser descrito por modelos “mais simples” dos sistemas fisicos analisados. Com isso,
surgiu a ideia de aproximar o comportamento desses sistemas por meio destes outros
modelos, que fossem mais facilmente trataveis analiticamente, mas que tivessem o mesmo

comportamento assintético do sistema original.

O método da média (periédica e nao-periddica), o qual estudaremos agora, consiste
em um desses modelos de aproximagao. Em particular, este método leva esse nome
por aproximarmos sistemas com termos de oscilagao lenta (que estao associados ao
comportamento assintético do sistema) e rapida (que estao associados ao comportamento
do sistema em curtos intervalos de tempo) pela média, com rela¢ao ao tempo, dos termos de
oscilagao lenta. Em particular, estudaremos o método da média para EDFs em medida (com

e sem impulsos) e para equagoes dindmicas em escalas temporais (com e sem impulsos).

5.1 Meédia periodica

Iniciamos pelo estudo do método da média periddica, o qual leva esse nome ser
aplicavel a modelos em que o termo de oscilagao lenta é periédico com relagao ao tempo.
Para ilustrar a ideia por tras deste método, o exemplificaremos por meio de uma EDO
classica. Vale ressaltar, entretanto, que a teoria e os resultados trabalhados neste capitulo

serao referentes a EDFs em medida e equagoes dindmicas em escalas temporais.
Sejam €g, L, T > 0 e considere a EDO nao linear:

2/ (t) = ef(x(t), t) + 2g(x(t), t, €),

2(to) = 70, (5.1)
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L
com € € (0, ), O C R™ é aberto, zp € O, f: O X [0, ] — R™ é T-periodica com respeito
€

a segunda variavel, e g : O X {O, L} x (0,€9] — R™ é uma funcao. A ideia por tras do
método da média é aproximar as seolu(;()es da EDO acima por meio das solucoes de uma
fungao que é dada pela “média” da funcao f. Mais formalmente, buscamos condig¢oes para
que as solugoes de (5.1) sejam préximas das solugoes de:

{y’(t) = efoly(t)), (5.2)

y(to) = o,

com fo(y) = 711/:+T f(y,t)dt para todo y € O. Para isso, precisaremos que o valor da
funcao f varie de maneira controlada.

Provaremos agora o primeiro teorema referente ao método da média periédica para
EDFs em medida, que é uma versao mais geral do resultado em (1, Teorema 3.35) (o qual
é inspirado no resultado presente em (15)), e que nos permite aproximar as solugoes de
certas EDFs nao-autonomas em medida por meio das solugoes de EDFs autonomas em
medida. Ainda, usaremos desse resultado, e das equivaléncias entre solu¢oes apresentadas

no capitulo 4, para provar resultados andlogos para outros tipos de equagoes.

Teorema 24. Sejam €y, L,T >0, B C X aberto e P = G([—r,0], B). Considere um par
de fungoes limitadas f : P x [0,+00) = X e g: P x [0,+00) x (0,¢0] — X e uma fungao

h :[0,4+00) — R nao-decrescente tais que:

1. As integrais de Perron-Stieltjes:

b

[ funs)ints) ¢ [ gtuars,ans)
existem para todos b >0, y € G([—r,b],B) e € € (0, €.
2. f € T-periodica na sequnda varidvel.
3. Eziste a > 0 tal que h(t +T) — h(t) = a para todo t > 0.

4. Existe C > 0 tal que, para todos x,y € P e uy,us € [0, +00) com uy < ug, temos:

1) = gty 9)lan(s)

1

<O [ e =yl dns).

1 /T
Defina fo(z) = T/o f(z,s)dh(s) para z € P e seja ¢ € P uma fungao limitada. Suponha

que, para todo € € (0,¢], x, : {O, } — B é uma solucao da EDF nao-autonoma em
€

medida:
x(t) = z(0) + 6/0 f(zs, s)dh(s) + 62/0 g(zs, s, €)dh(s),

Ty = €¢.
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L
Euy.: [0, ] — B ¢ uma solugdo da EDF autonoma:
€

{y<t> = y(0)+ ¢ [ folu.)ds
Yo = €9.

Entao, existe uma constante J > 0 tal que:

|lze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,¢] et €

d
—r,—| .
€

Demonstra¢io. Como f,g e ¢ sao limitadas, existe M > 0 tal que [[f(z,t)| < M e
llg(z,t,€)|| < M para todos z € P, t € [0,+00) e € € (0,¢)] e ||¢]|, < M. Entao:

< M) — b)) =

ol = | [ e panis| < 7

Entéo, para € € (0,¢] e s,t € [0,400), com s > t, considere os seguintes casos:
1. Se s+ 0,t+ 6 <0, entao:

[ye(s +0) — ye(t + 0)|| = [le¢(s + 0) — ep(t + 0)|| < e2M.

2. Ses+0,t+6 =0, entao ||y.(s+0) —y(t +0)|| = 0.

3. Ses+60>0et+60 <0, entao:

[ye(s +0) —ye(t + 0)]| <

" f0<<y€>A>dAH T le(t + 0)] + [ep(0)] <

M
< 6<8T+9>a LM <
eM(s+0)a  eM(t+0)a
< — =
< T T + 2eM
M(s—t
_ 6<ST>a Iy
4. Se s+ 6,t+6 >0, entao:
s+0 M(s —t
lyels +0) =t + 0)]| = e [~ folg)ar| < E(ST)O‘ para todo 6 € [, 0].
Jr
Combinando os casos acima, obtemos:
eM(s —t)a
1) = Wl = s (s +0) —uit+0) < LEDY L op (s3)

0e[—r,0] T
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L
para todos s,t € [0,4+00) com s > t. Por outro lado, para cada t € [0, —], temos:
€

lze(t) = ye @) =

<e

e/otf((ﬁr:e)s,s)dh(s)+62 /Otg((:z;e)s,s,e) _e/ot o) )ds| <
Awmmm@—ﬂ@kﬁum@+
[ siants) = [ ol )as] +
/tg((:vs)s,s e)dh(s)
<cfCle )oll oo dh(s)+

[ 91t = [ ol )ds

+e€

+ €2 <

+ € + M (h(t) — h(0)).  (5.4)

Vamos estimar o valor do ultimo termo dessa desigualdade. Seja p o maior inteiro tal que
pT < t. Temos:

H/ (e s)ihe) = [ o] <32
ey s)an) - [ fal(wdienn)ds) +

(i—-1)T

/(:)T[f((ye)57 s) — [((ye) -1z, )]dh(s)|| +

fO ye) (i— ) - fO((ye>s)]dS

+ /p;f((ye)s, s)dh(s) — /p; Fol(yo)s)ds| -

Para cada i € {1,2,...,p} e cada s € [(i — 1)T, 4T, (5.3) nos da:

L
Com isso, e com o fato de que pT" < —, temos:
€

Mea(s — (i — 1)T
| < cas T(Z ))+62M§Me(a—|—2).

(ye)s - (ye) i—1)T

z [ 1 (@009) = F(emyr.s)dn(s)] < EleMe @ +2)[A(T) = h((i = )T)] =
=CMea(a+2)p < CMLO;EQ * 2>'

Por outro lado, para cada z,, z; € P, com s,t > 0, a definicdo de fy implica em:

) = a0l < | [T = e 000 < Sl sl 1) = 1000 =
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Usando o fato de que (ye)s, (ye)a—1yr € P para s € [( — 1)T,4T], segue que:

P

/(ii:)T[fO((ye)> fo((e)i—1yr)lds

= Z/ )fo Ye)s fo((ye)(i—l)T)H ds <
< fozZ/

lz eM (o + 2)T] =eMCa(a+2)p <
=1

- MCLa(a+2)

— T .

Pela T-periodicidade de f na segunda variavel e da definicao de fy, obtemos:

iT iT
/(i_l)T f((Ye)i—1yr, s)dh(s) — /(i_l)T Jo((ye)i-yr)ds

(Ye) (- H ds <

’ﬂQ

p

—1yr, $)dh(s) — fO((ye)(i—l)T)TH = 0.
Ainda:
/p;f((yﬁ)s,s)dh(s) - /ptT fo((ye)s)ds| < /p;f((ye)s,S)dh s

< M[h(t) — h(pT)] + @(t —pT) <

+ [ () ds <

T
< M[a((p+ DT) — )] + 22T _ opra,
donde chegamos na seguinte estimativa:
’/f ye)s, s)dh(s /fo yo)oyds| < 2ICE@E2) | opr g
Da desigualdade (5.4), segue que:
Jc(t) = (O < € [ Cle)s = (ol dhls) + e + MIA(E) — h(0)]

L
Definamos ©(s) = sup ||z.(7) — y.(7)|| para todo s € {O, } Entao, para cada
€

€ [0,¢]: e
o) — ()l < € [ Cosh(s) + ek + ENMh(w) — A(O)] <
<cf " Cu(s)dh(s) + €K + ML) — h(0)].
Portanto:

v e[ " Cu(s)dh(s) + K + ML) — h(0)].

Por outro lado, temos:
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Assim: . I
P(t) < e/ CY(s)dh(s) + €K + eM (T + 60) a.
0
Pela desigualdade de Gronwall (Corolario 5), segue que:

L

I C(T-‘reo)a L
P(t) < e<Clh(t)=h(0)] (K + M (T + 60> oz) e<e € (K + M (T + (—:0> a) )

L

—+e€o

C «
L
Seja J =e <T ) (K + M (T + eo> 04). Entao:

L
() — ye(8)]] < (t) < Je para todos € € (0, 6] e £ € [o, } .
€

Ainda, como g = €p = yp, temos ||z.(t) — y.(t)|| = 0 < Je para todos € € (0,¢] e
t € [—r,0]. Portanto:

L
2.() — ye(£)]| < Je para todos € € (0, ] e t € {—r, } .
€
]

Usando das equivaléncias entre solucoes de diferentes equacoes feitas no capitulo 4
e do Teorema 24, provaremos o proximo resultado, que nos fornece um método da média
periddica para EDFs em medida com impulsos. Esse teorema pode ser encontrado em (1,

Teorema 3.36), e versoes diferentes podem ser encontradas em (12).

Teorema 25. Suponha que ¢y, L, T > 0, P = G([-r,0], X), e que existe m € N tal
que 0 < t; < ty < ... < t,,, < T. Considere fungoes limitadas f : P x [0,400) — X
eg: P x[0,+00) x (0,60) = X e uma fungao ndao-decrescente continua pela esquerda
h :[0,+00) — R tal que h é continua em ty para cada k € N. Sejam I, : X — X, com
k € N, fungoes limitadas e Lipschitz continuas representando os operadores impulso. Para
cada inteiro k > m, defina t;, e I recursivamente como sendo t, = tg_p + 1 € I, = Ij_pp,.

Suponha que as sequintes condicoes valem:

1. As integrais de Perron-Stieltjes:

[ fs)ints) e [ gty ans)
existem para todo b > 0, y € G([—r,b], X) e e € (0, €.
2. f € Lipschitz continua com respeito a primeira varidvel.
3. f é T-periodica na sequnda varidvel.

4. Existe o > 0 tal que h(T +t) — h(t) = « para todo t > 0.



5. A integral de Perron-Stieltjes:

folw) = ; /0 " (@, 5)dh(s)

existe para todo x € P.
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1 m
Seja In(z) = T > Ii(z), para todo z € X e assuma que ¢ € P € limitada. Suponha,
k=1

ainda, que para cada € € (0, €], . {—r, } — X € uma solugcio da EDF impulsiva:
€

z(t) = z(0) + e/ot f(zg,8)dh(s) + € /Otg(xs, s,€)dh(s) + € Z I (x(tx)),

te<t
keN

xTo = €¢7

L
e que Y : {—r, } — X € uma solucao de:
€

90 = 5(0) + ¢ [ [olws) + Tou(s))] ds,
Yo = €0.

Entao, existe uma constante J > 0 tal que:

L
|lze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,¢] et € [—r, ] :
€

Demonstracao. Seja ﬁ : [0,400) — R dada por:

}Nz(t) B h(t), para t € [0,1],
B h(t) + c, para t € (tg,txs1], com k € N;

(5.5)

em que {ctren € tal que 0 < ¢ < ¢y para todo k € N. Suponha que A*%(tk) =1,

para todo k € N. Note que, pela Proposicao 4, sabemos que h é regrada. Entao, pelas

consideracoes feitas no final da secao 4.2, sabemos que é possivel tomar h satisfazendo

essas propriedades. Como h é nao-decrescente e continua pela esquerda, o mesmo vale

para h (como demonstrado no item 1 do Lema 11). Ainda, se t > 0, temos:

o Casot € (ty,tr+1] para algum k € N:

~

T+te(T+te, T+ tri1] = (thrm, thrme1) = (T +1) = h(T + 1) + Chrm-

Se Cpim — Cx = ¢ > 0 para todo k € N, temos:

~ ~

h(t+T)—h(t) =a+c, =a>0.

o Casot € [0,t], temos fNL(t—I—T) =h(t+T)+cp e Z(t) = h(t), donde fNL(t—I—T) —fNL(t) =

a+ e, =a>0.
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~

Assim, existe a > 0 tal que E(t +T) — h(t) = a para todo t > 0. Sabemos ainda

que, como o, : {—r, } — X é uma solugdao da EDF impulsiva em medida (5.5), temos:
€

rdt) = 2 0) + [ [ef(w),08) + gl 5,0)] dhls) + T elilelne)

tp<t
keN

L
para cada € € (0,6 et € [O, ] Defina, para cada y € P et > 0:
€

Fé(y,t) = ef(y,t) + €9(y, t,€)
sendo:

( t): f(y7t)7 paratg{tk | kEN}v
v It (y(0)), parat € {t; | ke N}.

g(y,t,€), para t & {t k e N},
9(y,t.e) = 1. e | f
0, parat e {t, | ke N}

Entao, de acordo com o Teorema 18, encontramos:
t ~
0) + /0 Fe((x.)s, 5)dh(s).

L
Assim, para cada € € (0, €], a fungao . : {—r, } — X satisfaz:
€

{xe@) = 2(0) ¢ [ T, 9)dhs) + € [ (G, . )dh(s),
(xc)y = €0

Por definicao, f é Lipschitz continua com respeito a primeira variavel e T-peridédica

com respeito a segunda variavel. Entao, pelo Lema 10, para todo x € P temos:
m

T ~ ~ T
/0 F(z, $)dh(s) :/ F(z, 8)dh(s Z 2 ) ATt =

—/ (x,8)dh(s i;:

Assim, a funcao }0 dada por:

T
satisfaz:
;Co(x):jlﬂ/o f(z,s)dh(s) + — ka fo(x) + Iy(z(0)), para x € P



124

Por fim, pelo Teorema 24, existe uma constante J > 0 tal que:

L
|ze(t) — ye(t)|| < Je para todos € € (0,¢] e t € [0, ] :
€

Ainda, como g = €p = yp, temos ||z.(t) — y.(t)|| = 0 < Je para todos € € (0,¢] e
t € [—r,0]. Portanto:

L
|2.() — ye(£)]| < Je para todos € € (0, e] ¢ t € {—r, } .
€
]

Daremos, a seguir, a definicio de uma escala T-periddica, distinta daquela apresen-
tada em (1).

Definicao 33. Sejam T uma escala temporal, T'> 0 e g: T — R. T € dita ser T'-periodica

com relacao a g se:

1.teT=t+TeT.

2. Existe o > 0 tal que g(t) + a = g(t +T) para todo t € T.

Mostremos que a definigdo anterior generaliza a definicdo apresentada em (1). De
fato, a primeira condi¢ao de ambas as defini¢oes coincidem. Note ainda queo : T — T C R

estd bem definida e, supondo que T é T-peridédica com relagao a defini¢do de (1), temos:

p(t+7T) = p(t) paratodot € T=o(t+7T)—t—T =0(t) —t para todot € T =
o(t)+ T =o(t+1T) para todo t € T.

Logo, existe T > 0 tal que o(t) + 7T = o(t + T') para todo t € T. Em particular, T é

T-periddica com relagao a o.

Podemos ainda nos perguntar se essa nova definicao nos fornece outras fungoes
além da o. Considere T a escala temporal T = 27Z. Escolhendo T' = 27k > 0, com
kEN,tomandoa>O,b€;Z,ceRedeﬁnindog:T—>Reh:T—>Rcomo
g(t) = at + cos(bt + ¢) e h(t) = at + sen(bt + ¢), temos t + T = 2wl + 27k =27(l+ k) € T

B
para todot =27l € T (L € Z), VT = Esz =2rB € 2nZ e, dado t € T:

g(T+t) —g(t) =a(T + 1)+ cos(bt + ¢+ bT") — at — cos(bt + ¢) =
= aT + cos(bt + ¢+ 2w B) — cos(bt + ¢) = aT,

R(T +1t)—h(t)=a(T +1t) +sen(bt + ¢+ bT) — at — sen(bt + ¢) =
= aT +sen(bt + ¢+ 27 B) — sen(bt + ¢) = aT.

Como aT > 0, segue que T é T-peridédica com relacao a g e h, sendo que g, h # o.
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Portanto, a definicao aqui apresentada é, de fato, mais geral que aquela em (1).
Note ainda que, se T é uma escala temporal T-periédica com respeito a g e a h, e a >0 ¢

um numero real, entao dado t € T:
(ag+h)(t+T)— (ag+h)(t)=algit+T)—g(t))+ (h(t+T)— h(t)) =aa+ 3 >0,

em que «, 3 > 0 sao as constantes que aparecem na condi¢ao 2 da definicdo de uma escala
temporal ser T-periddica com relacao a g e a h, respectivamente, e o fato de que t+7 € T

segue de T ser T-peridédica com relacao a g. Assim, T é T-periddica com relagdo a ag + h.

Vale notar ainda que, pela argumentacao anterior, se alterarmos a definicao de uma
escala temporal ser T-peridédica com relacao a g para permitirmos que o « na segunda
condi¢ao seja qualquer ntimero real, entao se T'> 0 é tal que t + 7T € T para todo t € T,
segue que o conjunto das fungoes g com relagao as quais T ¢é T-peridédica com respeito a g
forma um espago vetorial nao-trivial, uma vez que qualquer polinémio de grau menor ou

igual a 1 esta neste espaco.

Usando da defini¢do anterior, podemos mostrar um método da média peridédica
para equacgoes dinamicas funcionais impulsivas em escalas temporais. O préximo teorema é
uma versao mais geral daquela encontrada em (1, Teorema 3.37) e (12), com demonstracao

analoga.

Teorema 26. Sejam ¢y, T, L,v,7 > 0 e h : T — R. Suponha que T é uma escala
temporal T-periédica em relagio a h tal que to € T e P = G ([-r,0],X). Suponha
ainda que existe m € N tal que tq,...,t,, € T sdo pontos densos pela direita satisfazendo
to <ty <ty <..<ty<ty+T eh continua em ty para k € {0,...,m}. Para cada k € N,
seja I, : X — X uma funcao limitada Lipschitz continua. Para cada k > m, definamos
ty e Iy recursivamente por tp, = tg_,, + 1T e I, = I_,,. Considere funcgoes limitadas
f P xltg,+oo)r = X e g: P X [ty,+00)r X (0, €] — X satisfazendo:

1. As A-integrais de Perron-Stieltjes:
b b
| Fwes)Ah(s) e [ gy, s, AR(s)
0 0
existem para todo b € (tog, +o0)r, y € G ([to —7,b], X) e € € (0, €].
2. f € Lipschitz continua com respeito a primeira varidvel.

3. f é T-periodica com respeito a sequnda varidvel.

4. A A-integral de Perron-Stieltjes:

existe para todo x € P.
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Seja:
Z Ii(2) para todo z € X

e ¢ € G([to—r,tolp,X) limitada. Alnda, suponha que para todo € € (0,¢], x, :
L
{to — 71ty + } é uma solucao da equacao dindmica funcional impulsiva em escalas

. €T
temporais:

(t) = (0) +e/t:f(m:,s)Ah(s) +€2/ o2t 5. OAR(s) + € Y Iz

tp<t
keN

x(t) = ep(t) para t € [ty — 1, tolp,

L
e que ¥y : {to —7r,to+ J — X é uma solugao do problema de valor inicial:

t
y(t) = y(to) + ¢ [ [foly) + Ioy(s)] ds,
0
to — €¢:‘,k0‘
Entao existe J > 0 tal que:

L
|ze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,¢p) e t € {to — 7ty + }
elr

Demonstragcao. Podemos considerar, sem perda de generalidade, que t, = 0, pois caso
to # 0, podemos considerar o problema dado pela escala temporal T = {t—ty | teT}
epelasfung()es;”:Px[O +oo) — X, g:Px|0, +oo) (0,60]—>X6E:'ﬁ'—>R
dadas por }(m t) = f(x,t +1to), g(x,t,e) = g(z,t +tg,€) e h( ) = h(t+to). Nesse caso,
as proprledades de f, g e h descritas no enunc1ado do Teorema Valem para f g e h.
Mostremos que T éT- perlodlca com relagao a h De fato, seja e T. Entao existe t € T
tal que t = t — tg. Assim, T4+T = t+T —tyet+T € T por T ser T-periddica com
respeito a h, donde t+Te T. Ainda, existe a > 0 tal que:

~

h(t)+a=h(t+t)+a=h{t)+a=h{t+T)=h(t—ty+to+T)=h(t +to+T) =
= h(t +1).
para todo € € (0, €] ex € P. Assim, "]I‘ ¢ T-periddica com relagao a h. Desse fato, podemos

tomar t =t —ty € T para i € {1,2,...,m}, de forma a garantir a validade das hipdteses

do Teorema. Portanto, iremos supor que ¢y = 0.

Para cada t € [0,+00), z € P e € € (0,¢, considere as seguintes extensoes das
funcoes f e g:
[z, t) = f(x,t") e g"(z,t,€) = g(z,t", €).

Dado x € P, definamos F' : [0,4+0c0)r — X como sendo F(s) = f(z,s). Entao, o

Teorema 15 nos da:

fola) = ;/()Tf(x, $)Ah(s) = ;‘F/OTF(S)M(S) - ;,/OTF*( Ydh*(s) T/ F*(x, 8)dh* (s).
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Para todo b > 0 com b € T e todo y € G([—r, b, X), sabemos que a A-integral de
b
Perron-Stieltjes / f(ys, s)Ah(s) existe. Entao, pelos Teoremas 14 e 15, obtemos:
0

[ 7w 9)80G5) = [ Fe )i 5) = [ Py s () = [ £ s)an* (5),

o que garante a existéncia da ultima integral.
Analogamente, para todo b > 0 com b € T e todo y € G([—r,b], X), sabemos que a
b
A-integral de Perron-Stieltjes / 9(ys, s, €)Ah(s) existe. Entao, pelos Teoremas 14 e 15,
0

obtemos:

[ ot 80(5) = [ ol an(s) = |

b b
9(ys, s*,€)dh™(s) = /0 9" (Ys, s, €)dh™(s),
o que garante a existéncia da ultima integral.
Dados € € (0,¢0] e y € G([to —7,b],X), definamos A : [ty, +oo)r — X como
sendo A(s) = ef(ys,s) + €29(ys, s,€). Entao, dado b > 0 com b € T, pelas consideragoes
b

anteriores, temos que a integral / s)Ah(s) existe e vale que:

[ AGARG) =€ [ 7 (s s)an(s) + & [ g () s, hdn (s).

Em particular, usando o Lema 12, temos:

/0 DA (s)dh*(s) = € /Obf*((:vg);‘,s)dh*(s)%—ez /0 g ((x)", s, €)dh*(s)

para todo b > 0.

Pelo Teorema 20 (o qual podemos aplicar a z(t) = —€ Z Ii( ) com A

te<t
keN
L

L
no lugar de f), para e € (0,¢] et € {O, — 1|, T |1y } — X satisfaz:
€ €

(" () = (@) ) e [ (@) () + € [ g7 ((7, s dhs) +e X Il (1),

tp<t
keN

(ze)y = €@,
Portanto, pelo Teorema 25, existe J > 0 tal que:

L
()" (£) = ye(£)]] < Je para todo € € (0, 6] e t € [o, } .
€

L
Como (x.)" (t) = z.(t) para t € [0, ] e pela condigao inicial, obtemos:
elr

L
|lze(t) — ye(t)|| < Je para todo € € (0,¢] e t € {—r, ] :
el
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5.2 Média nao-periddica

Seja €p > 0 dado. Queremos analisar equacoes diferenciais funcionais em medida
da forma:

2(t) = 6(0) + € /0 " flae, 8)dha(s) + € /0 (s, 5, €)dha(s), 56

Ty = €¢7
em que € € (0,¢)], B C X éaberto, P C G([-r,0], B) é aberto, r > 0, hy, hy : [0,+00) — R
sao fungoes nao-decrescentes continuas pela esquerda, f : P x [0,4+00) — X e g :
P x [0,+00) x (0,€)] — X sao fungoes e ¢ € P.
Para encontrar um “método da média” para (5.6), consideraremos o seguinte

problema de valor inicial:

{x(t) — $(0) + /01t ef (x ‘2) dhy (‘z) v /Ot g (x i(—:) dhs (i) para t € [0, M],

Ty = 6¢7
(5.7)

em que z¢ () = x(t + €f), para 6 € [—T,O], pePelM>0.
€

Fixemos € € (0,¢]. Facamos sentido das integrais de (5.6) e (5.7). Definamos
Fi,Fy : [0,400) — X como sendo Fi(s) = f(zs,$) e Fa(s) = ef (:L’S,E,S), G1,Gy -
€

[0,+00) — X como sendo Gi(s) = g(xs, s,€) e Go(s) = €g (:p&e,s,e), e Hy,Hy :
€
[0,4+00) — R como sendo Hy(s) = hy (S> e Hy(s) = hy (S

). Entéo as integrais em (5.6)
€

€
podem ser entendidas como:

/Otf(xs,S)dh1(8) = /Ot Fi(s)dhi(s) e /Otg(ms,s,e) = /Ot G1(s)dhsy(s),

e as integrais em (5.7) podem ser entendidas como:

/Ot ef (x ‘:) dhy (‘z) _ /Ot Fo(s)dHi(s) e /Ot &g (x ig) dhs (i) _ /Ot Gio(s)dHs (s)

Assim, as integrais em (5.6) e (5.7) estao bem definidas como integrais de Perron-Stieltjes.

Mostremos agora que, por meio de uma mudanga de variaveis, podemos transformar
o sistema (5.7) no sistema (5.6). De fato, se x : [—r, M] — B é uma solugao de (5.7),

entao:

x(t) = ¢(0) + /Ot ef <:E576, i) dhy <i) + /Ot g (SB&E, z, e) dhs (i) para t € [0, M].

M
Definamos vy : {O, ] — B, dada por y(t) = x(et), ¥ : [0, M] — R, dada por
€

M
P(s) = Sem: {O, } — X, dada por m(7) = f(@ere, 7). Como s € [0, M] implica em
€ €
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M
s € {O, ], consideremos 7 = Y(s) =

[ (D) (2) = [ 1 (o) () =
:/Otm(D dhy C) :/c]tmw(S))dhl (Y(s)) =

t t
€

. Entéao, utilizando o Corolario 1:

t
concluindo que / € f(yr, 7)dhy(7) existe e vale a igualdade.
0

M
Definamos n : {0, ] — X dada por n(71) = g(xere, 7,€). Entao, usando o
€

Corolério 1, obtemos:

t S S t S S
Jro (e foe) i (2) = [ o ooy toe) o (2) =

donde /E g (yr, 7, €) dho(T) existe e vale a igualdade.
0

M
Como, para cada 7 € [O, } ef e {—T, O}, temos:
€ €
Tere(0) = x(e(T +0)) = y(7 + 0) = y-(0).
Portanto, temos:

y(t) = y(0) = w(et) — x(0) =

et et
=y (m 8) dhy (3) ve [ (x S,e) dhs (3) _
0 € € 0 € €

= [ S i) +E [ g dha(r)

M
para t € [0, } . Portanto, uma solugdo da EDF em medida (5.7) em [0, M] corresponde a
€

M

uma solu¢ao da EDF em medida (5.6) em {O, }, e o reciproco vale. Assim, estudaremos
€

a equagao (5.7), ja que os resultados obtidos para esse sistema podem ser estendidos para

o sistema (5.6).
Considere conjuntos abertos B C X e ]36 c G ({—T,O} ,B>, e assuma que
€

I ]ND6 x [0,400) — X satisfaz as seguintes condigoes:
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1. Para cada ¢ € JNDE e para todo t € [0, +00), a integral de Perron-Stieltjes:

[ e pinsts) 5.3
existe.

2. Existe uma constante L > 0 tal que, para cada ¢, € P, e cada uy, us € [0,400),

com u; < Ug, temos:

[ 1) = (@) din(s)

1

<Lf"e—vledm().  (69)

Considere as seguintes hipdteses sobre g : P, x [0, 4+00) x (0,€6)] — X, em que

hi, hse 1 [0, +00) — R sdo fungoes continuas pela esquerda e nao-decrescentes:

1. A integral de Perron-Stieltjes:
t
| 9t s pdnas) (5.10)

existe, para cada ¢ € ]NDE, t €[0,+00) e € € (0,¢€).

2. Existe uma constante C' > 0 tal que ¢ € P, € € (0,¢] € uy,us € [0,400), com
U1 < Ugy, temos:

< [7 dna(s). (5.11)

uy

| (e, 0pdnas)

1

3. Existe K > 0 tal que, para todo g > 0, temos:
h(T + B) — h(B)

lim sup <K. (5.12)
T—+o00 T
4. Existe N > 0 tal que, para todo § > 0, temos:
ho(T —h
lim sup (T + ) = ha(F) < N. (5.13)
T—+o00 T
5. Existe v > 0 tal que:
10l < - (5.14)
Suponha que, para cada ¢ € ;76, o limite:
: LT
fole) = dim = [ f(e.)dh(s) (5.15)

existe, em que a integral é tomada no sentido de Perron-Stieltjes com respeito a hq.

Considere a equacao diferencial funcional dada por:

{y/ - fO(yt,E)v (516)

Yo = €¢7
em que t € [0, M] e fy é dada por (5.15).
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Afirmacgao 5. Se y é uma solugao de (5.16), entdo u : {—T, M} — X, dada por u(t) =
€
y(et) para t € [0, M], € solugio de:

{U,/ = Ef()(ut), (517)

Uy = €¢.
. . S M
Demonstra¢io. Considere v : [0, M] — R dada por ¢(s) = — e m : {O, ], dada por
€ €

M
m(7) = fo(Yere). Entdo, para s € [0, M], T = S e [O, } Ainda, pelo Corolario 1:
€ €

/Ot Jo(ys,e)ds = /Ot Jo (ye()e) ds = /()tm(w(s))ds =

— ¢ /0 “m(r)dr = e /0 : fo(Yer.)dr,

donde a ultima integral existe no caso da existéncia da primeira e vale a igualdade. Ainda,

M
para T € {O, } efe [—r, O}, obtemos:
€ €

Yer.e(0) = y(e(T 4+ 0)) = u(r + 0) = u.(0).

Portanto:

u(t) = ul0) = y(et) = y(0) = [ folys.)ds =
= e/ot folus)ds

M
para todo t € {0, ] O]
€

Antes de provarmos alguns resultados, observemos mais um fato. Se (5.9) e (5.12)

valem, entao:

T T
1£6€) = fol@) = | tim_ [ (& s)dn(@) = m [ (e, s)dn(s)| <
) LT
< im = [V Ll =gl dhi(s) <
, hi(T) — hy(0
< Ll =l timsup O e gy
T—4o00
Em particular, para cada y;,ys € P e cada t,s € [0, +00), temos:
[fo(ys) = fo(y )l < LK |lys — yell o - (5.18)

Seja y € P. uma solugao da equacao (5.16), em que ¢ é limitada por uma constante

v > 0. Sejam s,t € [0, M], comt <sef € {—T,O} Entao:
€
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1. Se s+€6 >0et+ e >0, entao:

I90.6) ~ 6 >n-ny<s+—ee>—-y@—+ee||—-H/" ol <

/ ||f0(y0'6) fO |d0‘—|—/ ||f0 ||d0' <

€0
<1k [ sup () do + (s — 1) | foO)],

t+et  oc[t—r,s]

sendo que a ultima desigualdade segue de (5.18). Assim:

1Ys.e = relloe = sup |ly(s +€b) —y(t +€d)|| < LK (s=t) sup |ly(o)[[+(s=1) [ fo(O)] -

e[-=,0] o€ft—r.s]
2. Ses+ed <0et+el <0, entao:
[y(s + €6) — y(t + €d)|| = lled(s + €0) — ed(t + €f)|| < 2e.
3. Ses+ell >0et+ e <0, entao:

ly(s + €b) —y(t + €d)|| < +lleg(t + €b)|| <

ep(0 +/ Jo(Yo,e)do

<oyt [ litse) 7 <

<%7+LK/‘ sup |ly(o)lldo + (s — 1) || fo(0)]] <

o€[t—r,s]

<27+ LEK(s+¢€d) sup |ly(o)] + (s =) [[fo(0)]] <

o€[t—rs
<27+ LK [s+ ef — (¢ + €f)] o ly(@)ll + (s = £) [ fo(O)]| =
= 2ey+ LK (s — 1) Sup ly(@)]l + (s = 1) [l fo(O)]] -
Em qualquer um desses casos, temos:
Ione = el € 26+ LEGs=1) s (@) +(s =0 A0, (519)

donde ||ys.e — yell . < 27e quando s —t — 07. Entao, o mapeamento [0, M] >t +— y, é

continuo, em que y; . ¢ uma solugdo da EDF (5.16).

Provaremos agora um lema que nos permite reescrever uma fungao que sera usada
na demonstragao do método da média. Esse resultado pode ser encontrado em (1, Lema

3.39), e outras versoes podem ser encontradas em (16, Lema 3.1) e (17).

Lema 14. Sejam B C X aberto, f : G(|—r,0], B) x [0,400) — X €é Perron-Stieltjes
integravel com respeito a uma fungao nao-decrescente hy : [0, 4+00) — R. Suponha que o
limite:

fol) = lim ; /0 " F(a, $)dha(s) para v € G([—r,0], B) (5.20)

T—+o00
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existe e é bem definido. Entao, para cada t,a > 0, a igualdade:

tim, < [ f(. $)dhi(s) = fos) para v € G([~r.0], B)

e—0t v é

vale, sendo que a integral do lado esquerdo da igualdade existe e é bem definida.

Demonstra¢io. Da equagao (5.20), encontramos que, para t,a > 0 e ¢ € G(|—r,0], B),

vale:
1 ete
Y g [ TS (s) = folw) e (5.21)
dim S [ fes)dh(s) = folw). (5.22)
Entao:
tee 1t
lm li [ a1 f<w,s>dh1<s>] -
— i 1 ere dh li <[ dh 0
i | [ o) = )] + i o) = [ 70t -
Assim, para cada € > 0, obtemos
T @ s) = ¢ [ F W s)dmn(s) — g [ S0 s)ma(s) =
() [ s = () 5 [ ) -
1 e to1 gt
= s (o) @) = L7 [ i) =
e ) e+ i [T )~ 1 [ )
Entao, combinando as equagoes (5.21) e (5.22), temos:
i £ [ fwsnats) - )| -
, 1 e
=t [ [ A — )+
1 e 1/t
+E£I$i[i+g [ s 1 fw,s)dhl(s)] 0
Portanto: e
dim & [ F,8)dhi(s) = fol®).
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Dado P C G([—r,0], B) aberto, podemos estender uma funcao f : Px|[0, +o00) — X
Perron-Stieltjes integravel para uma fungao F' : G(|—r,0], B) x [0,400) — X Perron-

Stieltjes integravel definindo:

f(@,t) para (¢,t) € P x [0, 400),
0 para ¢ ¢ P.

Aplicando entao, o lema anterior sobre F', obtemos o seguinte corolario, o qual pode ser
encontrado em (1, Corolério 3.40), (16) e (17):

F(wﬂf):{

Corolario 7. Sejam B C X e P C G([-r,0], B) abertos, e f : P x [0,+00) — X uma
Perron-Stieltjes integravel com respeito a uma fungiao nao-decrescente hy : [0, 4+00) — R.
Suponha que o limite:

1 (T
fo(¥) = lim —/0 f(, s)dhi(s) para ¢ € P

T—+oco T

existe e € bem definido. Entdo, para cada t,a > 0, a igualdade:

tya
€ €

+6
lim —[ f(ys, s)dhq(s) = fo(y:) para y, € P

e—0tT «v z

vale, sendo que a integral do lado esquerdo da igualdade existe e € bem definida.

O préximo corolario é uma versao do Lema 14, e segue por uma demonstragao

andloga. Esse resultado pode ser encontrado em (1, Corolario 3.41).

~ /r" ~
Coroléario 8. Sejam B C X e P. C G ({—,O} ,B> abertos e f : P. x [0,+00) — X
€
uma fungao Perron-Stieltjes integravel com respeito a uma funcao nao-decrescente hy :
[0, +00) — R. Suponha que o limite:

1 /T ~
fo(¥) = lim —/O f(, s)dhy(s) para ¢ € P,

T—+o00 T

existe e é bem definido. Entdo, para cada t,a > 0, a igualdade:

tya
€ €

+2 ~
tim < [ Flyes)da(s) = folw) para gy € P

e—0t v J 2L

vale, sendo que a integral do lado esquerdo da igualdade existe e € bem definida.

O préximo lema sera usado na demonstracao do método da média nao-periddica, e
pode ser encontrado em (1, Lema 3.42) e (17, Lema 3.2).

Lema 15. Sejam B C X e ;’E cG ([—T,O] ,B) abertos. Seja f : ;76 x [0, +00) = X
€
uma fungao que satisfaz (5.8) e (5.9) e hy : [0,4+00) — R uma funcgao que satisfaz (5.12).

~

Suponha, que para cada ¢ € P., o limite:

o) = i [ f(es)am(s)

T—+o00
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existe. Assuma que 0 < M < +oo ey : [—r, M| — B é uma solu¢io maximal da EDF:

{y, - fO(yt,e)J

Yo = €¢7

com intervalo maximal de ezisténcia sendo [—r, M]. Entao, dado € > 0, existe £(e) > 0 tal

e/otf (ys,67 i) dh,y (i) - /Ot Jo(ys,e)ds

e &(€) tende a 0 quando € — 0.

que:

< &(€) para todo t € [0, M]

Demonstra¢io. Dados € > 0 e t € [0,+00), seja 6 um calibre em [0, ¢] correspondente
t

a € > 0 na definicdo da integral de Perron-Stieltjes / f <y016, J) dhy (U) Seja d =
0 € €

(i, [Si—1, 8i]) uma partigdo marcada J-fina de [0, ¢]. Entao:

[ (e D) am (2) = [ ol
3 [ [holwnd) = folys )] ds

Sq S S S
s,ey | T Si—1,€7 _ dh -
E/Si_l [f <y, 6) f<yl ’ 6)] 1<6>H+; i
4 Si S S S
E/ f (y8¢1,67 ) dhl () - / fo (ysi,l,e) ds
Si—1 € € Si—1

+2
i=1 -

<
||

<>
i=1

+

Devido ao Lema de Cousin, podemos assumir, sem perda de generalidade, que o calibre ¢
satisfaz d(7;) < g para todo 7; € [s;_1, ;] com i € {1,...,|d|}. Por (5.19), temos:

Yse = Ysinel| S LE(s=sia)  sup  ly(o)] + (s = sia) [ fo(O)]] + 2e7 <

o€|S;—1—T,8;

<LK%@( up HWMO+%mWh®WMw<

oE[si—1—T1,8;

<L&( wup HM@D+4M@M+%7

oE€[si—1—T,84]

para i € {1,...,|d|} e s € [s;_1, s;]. Entao, tomando:

D:LK(sw]mww)ﬂmmm+m

o€l—r,M

obtemos  sup < €D para todo i € {1, ...,|d|}. Tal fato, em conjunto das

S€[si—1,5i]

ys,e - ysi_l,e



condigoes (5.9) e (5.12), implicam em:

|d| )
Si S S S
Z / € |:f <ys,e> ) - f (ys—l,ea >] dhl <> S
i—1 ||V si—1 € € €
1 .
S ELZ sup ’ Yo,e = Ys;_1,e / dhl <> S
i=1 O’E[Si_hsi} 0 Jsi—1 €

|d|

<epry | (7) - (°7)] =

t
— DL [hl (i) —h (0)] =eDLt " <e>t_ 1 (0)

€

Pela condigao 5.12, podemos escolher € > 0 tal que:

hy <i) — h(0)

€

Jo ol (vet) =1 (e ) o ()

Por outro lado, para i € {1,2,...,|d|} e s € [s;_1, s;], temos:

< K para cada t € [0, M].

Entao:
|d]

D

i=1

<eDLtK <eDLMK.

dl | s, jd
Z / [fO (ys,e> - fO (ys—l,e)] ds S LKZ [sup ] ya,s - ysi_l,e 0o (Si - Si—l) <
i=1 ]V 5i-1 i=1O€[Si—1,8

<eDLKM.

Mostremos que a soma:
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|d| S; S S Sq
Sl [ (o D) an () = [ holos s
i=1 Si—1 € € Si—1
pode ser feita arbitrariamente pequena pelo corolario 7. De fato, para cada i € {1,2, ..., |d|}

e a; =S8; — S;—1, temos:

S5 S S S5
6/3- f (ysil,m 6) dhl (6) - /S fO(ysFl,e)dS

|d| Si—1+0ay S S Si—1tay
= Z 6/ f (ysil,E7 ) dhl () - / f0<ysi,1,e)d5
i—1 8i—1 € € Si—1

|d|

D

i=1

Si—1 , &4

€ -t
] ; /5%;1 f (ysi,1,67 3) dhl (S) - f0<ysi,1,e) .

)

Para cada i € {1,2,...,|d|}, definamos:
e [T

Bile) = ‘ /%7_1 ) / (ysi—LE? S) dhy (s) = fo(Ys,_1.c)

ol
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e fagamos B(e) = max{||G;(¢)|| | i =1,2,...,|d|}. Entao:

|d| ||

>l £ B S (51— s5i-1) = Bl < BOM.

=1

Pelo corolédrio 7, segue que 3(e) — 0 quando € — 0". Entao:
e[ 1 (o2t (2) = [ folgers
0 € € 0

€(e) =2eDLKM + ()M

< 2eDLKM + B(e)M.

Entao:

¢ tal que () — 0 quando € — 0. Assim:

[ t f(;,i) dhy (i) -/ o (ee) ds| < £00),

donde o resultado segue. O]

Provaremos agora o método da média nao-periddica, que é o principal resultado
dessa segao. Esse teorema, que se encontra em (1, Teorema 3.43) (o qual é uma versao do
resultado em (17, Teorema 3.1)), nos permite aproximar EDFs em medida nao auténomas

por EDFs auténomas semelhantes aquelas estudadas no Lema 15.

Teorema 27. Sejam B C X e ]ND6 cG (

—T,O} ,B) abertos, [ : ZND6 x [0, +00) — X uma
€

fungao satisfazendo (5.8) e (5.9) e g : 1?)6 x [0, 400) x (0, €] — X uma fungdo satisfazendo
as condigoes (5.10) e (5.11). Suponha que existam hy, hy : [0,400) — R fungoes nao-
decrescentes tais que (5.12) e (5.13) valham e ¢ € P tal que (5.14) vale. Suponha, ainda,
que para cada ¢ € P, o limite:
1T
fole) = Jim = [ f(e.)dh(s)

existe e estda bem definido. Seja M > 0 e considere a EDF:

x(t) = ¢(0) + /Ot ef (wsﬁg, i) dhy <i) + /Ot g <a:575, z, e) dhy (i) para t € [0, M],

To = €¢7
(5.23)
em que x1(0) = x(t + €0), para 0 € [—r? O] , ea EDF:
€
!/
y - fo(yt,6)7 (524)
Yo = €.

em que t € [0, M]. Suponha que [0,b) é o intervalo mazimal de existéncia da EDF
(5.23) € [0,b) € o intervalo maximal de existéncia da EDF (5.24). Suponha também que
ze : [=1r, M| — B é uma solugio mazimal da EDF (5.23) ey : [—r, M] — B ¢é uma solugao
mazimal da EDF (5.24), em que 0 < M < min{b,b}. Entdo, para todo v > 0, existe eg > 0
tal que para todo € € (0, €p]:

|ze(t) — y(t)|| < v para todo t € [0, M].
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Demonstragio. Se t =0, entao ||x.(0) —y(0)|| = 0. Se t > 0, entao pelas condigdes (5.9),
(5.11), (5.12) e pelo Lema 15:

le(2) —y(®)]| =

<($6)876,j) dhy (i) 4 e /Otg ((xg)&e, >dh2< > / fo (ys.e) ds|| <
( € € Otf(ys’ﬂ) dhl( ) / Jo (Ys,e) ds

s Otf(ys,e,) an (%) - /fo Yae) ds

t s
S Le/() H(aje).s’e - ys,e IS dhl <€>
-+ 620 (hg (z) — hg(O)) <
t

i (7) e+ o (£) -1

t 9
€

t
< Le/ H(ﬂlse)&E — Ys.e
0

sendo £(€) dado pelo Lema 15. Pela condigao (5.13), existe € > 0 suficientemente pequeno

tal que:

ho (f) — h2(0)

Portanto, para 0 < t < M, obtemos:

< N para todo t > 0.

Jee(t) = w1 < Le [ )y = v

_dn, < ) +€(€) + cCMN.

Do fato que (z.)op = €6 = 1o, obtemos sup ||z.(0) —y(0)|| = 0, donde, para s € [0, ],
0e[—r,0]
temos:

@)y = Yol = sup (s +eb) —y(s+eb)| =

0e[—=2,0]

= sup |lz(0) —y@) < sup [lz(0) —y(0)] =
0c[s—r,s] o€[—r,s]

= sup |[z(6) —y(0)]-
0€[0,s]

Portanto, obtemos:

Joc(t) = y(0)] < Le [ sup [l2.(6) — y(@)| b () +(6) + CAIN,

0 6€0,s]
e entdo, a Desigualdade de Gronwall para a integral de Perron-Stieltjes (Corolario 5)

implica que:

|z(t) = y(®)]l < sup ae(r) — y(r)]| < eFMODMO)[g(e) + cCMN].

T€[0,¢]
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Por fim, pela condicao (5.12), é possivel escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno tal

que:

11 (&) =1 0) <LK < MLK.

eL {hl (i) - hl(o)] —tL

Entdo, tomando v = XM [¢(€) + eC'M N], temos:

M |

|xe(t) — y(t)|| < v para todo t € [0, M].
O

Usando a equivaléncia dos problemas (5.6) e (5.7) e as observagoes feitas, podemos
provar o seguinte coroldrio, que é o resultado encontrado em (1, Corolario 3.44), e

semelhante ao resultado em (17, Corolario 3.2).

Corolario 9. Sejam B C X e P C G ([—r,0], B) abertos, f : P x [0,4+00) — X uma
fungdo satisfazendo (5.8) e (5.9) com P ao invés de P, e g: P x [0,4+00) x (0, €] — X
uma fungdo satisfazendo as condigoes (5.10) e (5.11) com P ao invés de P.. Suponha que

existam hy, ho : [0,4+00) — R e fungdoes nao-decrescentes tais que (5.12) e (5.13) valham e
¢ € P tal que (5.14) vale. Considere a EDF'

o(0) = 5(O) + [ el s)in(s)+ € [ glyers, b (5),

(5.25)
Yo = €¢7
e a EDF:
{x = fola1), (5.26)
Ty = e(ba

em que fo ¢é dada por:

1 /T
folp) = lim T/ f(p,8)dhy(s) para todo ¢ € P.
0

T—+o00

M
Sejam M >0 e x.,y : {—r, — | — B solugoes de (5.25) e (5.26) respectivamente. Entdo,

€
para todo v > 0, existe ¢ > 0 tal que:
M
|lze(t) —y(t)|| < v para todo t € [—r, ] e €€ (0,€).
€

Com o método da média nao-periddica, o Teorema 18 e as relacoes entre as solugoes
de EDFs em medida com impulsos e as solugoes de EDFs em medida, podemos provar
o proximo resultado, que se trata de um método da média nao-periddica para EDFs
em medida com impulsos. Esse teorema esta em (1, Teorema 3.45), e uma versao desse

resultado estda em (17, Teorema 4.2).
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Teorema 28. Considere ¢g,7 >0, P =G ([—r,0],X) e a EDF impulsiva em medida:

i) =2.0) € [ f((a)y )y () +€ [ ()5 )dha () + € 3 D (1),

keN
tp <t

(':Ee)o - E¢a
(5.27)

em que e € (0,6, » € P e a fungio f: Px[0,400) = X satisfaz as condigoes (5.8) e (5.9).
Assuma que h : [0, +00) — R satisfaz a condigao (5.12) e que g : P x [0, +00) x (0, €] —
X € limitada e satisfaz a condi¢ao (5.10). Ainda, suponha que os operadores impulso
I, - X — X sdo limitados e Lipschitz continuos, com a mesma constante de Lipschitz para
todo k € N, e que o limite:

fO( - Tgl}-loo T / 90’ dh

existe e estd bem definido para todo ¢ € P. Denote:

Iy(z) = Tl—lgloo = % Ix(2) para todo z € X

0<t,<T

e considere o problema autonomo:

(1) = 90) + [ Lo (5).) + To ()] ds,
(Ye)o = €0,

(5.28)

M
em que € € (0,¢6]. Sejam M > 0 e x,y. : [—r, ] — X solugoes de (5.27) e (5.28),
€

respectivamente. Entao, para todo v > 0, existe g > 0 tal que:

M
|l ze(t) — ye(t)|| < v para todo t € [—r, } e €€ (0,€).
€

Demonstrag¢ao. Defina h [0,4+00) — R por:

(1) = h(t), para t € [0,1],
h(t) + ¢, para t € (ty, tpr1], k € N,

=
~

de forma que, para todo k € N, a sequéncia (Ck)keN satisfaz 0 < ¢, < ¢ppq € ATh(ty) = 1.

Pela definicao, a funcao h é nao-decrescente e continua pela esquerda.

Por outro lado, pela defini¢ao de h e por (5.12), existe uma constante C' > 0 tal
que, para todo > 0, temos:

lim su
T—H—oop T B

Entao, pela hipdtese, obtemos:

xE(t):xe(O)—i—/Ot (e (), ) + € (20, .0 dh(s) + 3 el (ae (1))

keN
0<ty <t
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M
para todo € € (0, €] e para todo t € [0, ]
€
Defina:

() ef(z,t) + 2g(z,t,€), parat & {t,ts,...},
e\Z, ) =
ely (2(0)), parat =t k € N,

para todo z € P e todo t > 0. Como uma consequéncia do Teorema 18, obtemos:
t ~
0)+ [ Fo((x0),,5) dh(s) (5.29)
0

M
para todo € € (0, ¢ e para todo t € {O, } Entao, para cada z € P et > 0, podemos
€

reescrever Fi(z,t) como:

~

F.(z,t) = ef (z,t) + €9 (2,t,¢) (5.30)
em que:

flz,t) = {] f(rt), parat & bty .
k (2(0)), parat =ty k € N.

~ g(z,t,€), para t € tq,1s, ...,
g(2te) =
0, parat =t;, k € N.

Portanto, as igualdades (5.29) e (5.30) significam que para todo € € (0, ¢], a fungao

ZTe: |—r,—| — X satisfaz:

€

t ~ ~

{xeu) = (0) ¢ [ F(a), )b (s)+ & [ (), 5. dh ().
(Te)y = €0

A definicao de ]N”, com as hipdteses e o Lema 11 implicam que a condigao (5.9) é

cumprida. Entao, pelo Lema 10, obtemos:

/OT}(z,s)d%(s):/on(z S)dh(s)+ S Flzti) ATh(t) =

keN
0<ty, <T

—/fzsdh + 3 I(a

keN
0<ty,<T

para todo z € P. Entao, a fungao }0 : P — X, definida por:

~ TN N
foly) = TETOOT/ (y,s ) para todo y € P
satisfaz:
~ _ 1 /T
Folw) = tim o [y )dh(s)+ 1 3 u(u(0) = foly) + (y(0). paay < P

0<tp<T
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Por fim, o Corolario 9 mostra que, para todo v > 0, existe ¢y > 0 tal que:
M
|ze(t) — ye(t)|| < v, para todo € € (0,¢0) e t € {—r, } .
€
O

Provaremos agora um lema que nos permitira adaptar os resultados dessa secao
para equacoes dinamicas em escalas temporais. Provaremos duas versoes desse lema,
ambas mais gerais do que aquela presente em (1, Lema 3.46) e (18, Corolario 5.6), sendo a

primeira dessas versdes com um enunciado ligeiramente diferente.

Lema 16. Sejam T uma escala temporal e g : T — R. Suponha que sup T = +oo£ que existe

uma sequéncia crescente (t”)neNU{O} C T com limt, = +o0o tal que lim —"=1 =0 ¢
n—1

m : [to, +00)r — X é Perron-Stieltjes A-integravel com respeito a g sobre todo subintervalo

compacto da forma [to, t,)r. SejaY = {T € [0,4+00) | (T +ty)" = t,,n € NU{0}}.

Entao:

1. 1 to+T * d * 1 1 tn A
ﬁlgoof to m(s)dg*(s) = lim ln — 1o /to mils)Ag(s).

desde que o limite a direita da igualdade exista.

Demonstracao. Seja U > 0 tal que tg + U = t, para algum n € N. Entao, como
to+U

[to, to + Ulp = [to, sy, existe / m(s)Ag(s). Pelo Teorema 12, existe a integral de
to

to+U
Perron-Stieltjes / m*(s)dg*(s) e vale:
to

/t0+U m*(s)dg* (s) = /tO+U m(s)Ag(s).

to to
Seja T € Y dado, com T" > 0. Como sup T = limt,, = 400, temos que to < tg+71T <supT,
tn
donde existe n € N tal que ¢ty + 71 < t,,. Segue da observacdo anterior que / m*(s)dg*(s)
to

existe. Ainda, como [tg,tg + T'] C [to, tn], segue da integrabilidade de subintervalos que

0
/ m*(s)dg*(s) existe. Analisemos entao o valor dessa integral. Sabemos, pelo Lema 8,
to

que:

[ g = [ mi g = [ m g = [ mieagls)

to t; to to
donde:
1 to+T . . ]_ (t0+T)*
= m*(s)dg*(s) = m(s)Ag(s).
T to T to

Como tg+T >ty e (tTL)nGNU{O} é crescente, existe n € N tal que ¢, < to+7T < t,. Ainda,
como T € Y, existe m € NU {0} tal que (to +7T)" = t,,. Dado que t,,_1 < to+T < tp,
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segue que t,,_1 < t,, <t,. Do fato de (t">n€NU{O} é crescente, temos t,, = t,,. Assim:

L [ mag(s) 7 [ me(s)dg (s

tn - to to T to
1 tn * d * ]' (t0+T)* * d *
=l [ @) = [ mt (g (5)| =
1 b * d * 1 tn * d *
=g [ e () = o [T (s)da ()| =

(- F) [ s
—(?&iﬁ@Aﬂm@@%>

to -+ T - tn 1 tn
p— * d * p—
7o L @)
th—(to+T)| 1 /tn
T | Lt @de )| <
tn - tnfl

<

[ s (s)

tn - t() to
| ()dg ()
tTL - to to

tn—l - tO

tn— 1 tn— 1 tO

Como T — +o0 implica em n — +00, temos:

1 tn 1 to+T
0< lim / m(s)Ag(s) — = m*(s)dg*(s)|| <
T—+oo || t, — to Jto T Jt
TEY
ty =ty 1t 1 e
< lim ! ! / m*(s)dg*(s)|| =
tpo1  th—1 —to llt, — 1o Jto

tn - 2fn— . tn— : bn * *
= (lim =—2=1 ) (lim —2=— | |lim / m*(s)dg*(s)|| = 0.
tn1 tn1—To tn — to Jto
tn— ) 1 tn ) .y =ty
Uma vez que lim ——— = 1, lim / m*(s)dg*(s) existe e lim ——"=1 = 0.
n—1 —to n = to Jto n—1
Portanto:
I 1 fto+T “(8)dg*(s) = I 1 /tn (5)Ag(s)
im — m*(s s) = lim m(s s).
138 T Ji 9 tn —to Jio g

]

Note que, na demonstragao anterior, dado n € N, (p(t,) — to,t, —to] C Y. De
fato, p(t,) > to (donde (p(t,) — to,t, — to] C [0,4+00)) e, dado t € (p(t,) — to,tn — tol,
temos t +to € (p(ty,), t,). Assim, (t +to)* = t, (uma vez que ¢, € T). Em particular, caso
p(ty) < t,, temos t,, —ty € Y. Note ainda que, caso p(t,) = t,, entdo t,, — to € [0,+00) e

(t, —to+to)* =t: =t,, donde t, —ty € Y em qualquer um dos casos.

Mostremos agora outra versao esse lema, mais similar aquelas em (1, Lema 3.46) e
(18, Corolario 5.6):
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Lema 17. Sejam T uma escala temporal e g : T — R. Suponha que sup T = 400, que
- plt)
li

,Jim = 0 e que m : [tg, +0) 100 — X € Perron-Stieltjes A-integravel com respeito a
— 400

g sobre todo subintervalo compacto de [ty,+00)r, entdo:

to+T ) to+T
Jim L7 m (s (s) = dim [T m(s)Ag().
tg+TET

desde que o limite a direita da igualdade exista.

Demonstragio. Seja U > 0 tal que ¢ty + U = k para algum k € T. Entao, como [ty, k] é

to+U
um subintervalo compacto de [tg, +00), existe / m(s)Ag(s). Pelo Teorema 12, existe
to

to+U
a integral de Perron-Stieltjes /0 m*(s)dg*(s) e vale:

to

/t0+U m*(s)dg* (s) = /:OJFU m(s)Ag(s).

to 0

Seja T" > 0 dado. Como sup T = +oo, temos que tg < tog+ 71T < sup T, donde existe
k

k € T tal que tg+ T < k. Segue da observacao anterior que / m*(s)dg*(s) existe. Ainda,
t

0
to+T

como [tg, to + T| C [to, k], segue da integrabilidade de subintervalos que m*(s)dg*(s)
¢
existe. Analisemos entao o valor dessa integral. Sabemos, pelo Lema 8§, (Olue

[ g = [ m g = [ m g = [ mieagls)

to tE‘) to to
donde:
1 [to+T 1 (lto+T)*
= m*(s)dg*(s) = m(s)Ag(s).
t0+T
Sabemos que lim T / g(s) = L existe. Assim:
Cars 4o
1 (to+T)* A 1 to+T * d *
W)*_to/to m(s)Ag(s) — T )i m*(s)dg"(s)
1 (to+T)" * * 1 (to+T)" * *
= (75()+T—to/ m*(s)dg"(s) — T )i m*(s)dg*(s)
1 t0+T p
N t0+T —ty T (5)dg™(s))) =
_ t0+T (to+T)* t0+T “(s)dg"(s)| =
- (to +T)" — to) g
m+T‘(m+T) /mﬂv
— * d *
T (t(] +T) —t() to " (S) g (S>

(t0+T) (to+T) (to+T)" i
T (to + )" —to/ m(s)dg™(s)| <

o((to+T))—(to+T)\ (to+T 1 (to+T)" §
S( to+ 7T )( T ) (t0+T)*—t0/t0 m(s)dg™(s)

“(tO + T) tD + T 1 /(tO+T)* *( )d *( )
= m (S S .
tot T T ||(to+ )" —to Jio g
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Como T" — 400 implica em (o + 7)* — +o00, temos:

/(to+T)* 1 rto+T

m(s)Ag(s) — =

0< 1i
o e to T t

T—+o00 H (to + T)* —1p

m’*(s)dg"(s)

wlto+T) .. to+T 1 /(to+T)* . .
FEO 0 im O dim | dg(s)| = 0
T—+oo to+ T Tirfm T Tirfm (to + T)* —to 1o m (S) g (S) )
plo+T) o oy 0T o 1/“0”)* N
pois Tgr}rloo Wi T 0, Tl_l}ar_loo T = 1eTE>I—§r—loo (o £ T) — 1o Ju m*(s)dg*(s)|| =
L. Portanto:
tO+T ) to+T
Tgr—il-loo T /to S> - TgliiI-loo to m(S)Ag<S)
to+T€ET

]

Por fim, mostraremos um método da média nao-peridédica para equacoes dinamicas
em escalas. Apresentaremos uma versao mais geral do resultado encontrado em (1,
Teorema 3.47), mas com demonstracao andloga. Outras versoes desse resultado podem ser

encontradas em (17) e (18, Teorema 5.3).

Teorema 29. Sejam B C X aberto, €y, L,r > 0, P = G([-r,0],B), T uma escala
_ oplt) :

temporal com supT = +oo, tl}&n —~ =0 e [ty — r,+00)r um intervalo em escalas

temporais, com ty € T tal que to —r € T. Considere fungoes f : P X [ty,+00)r — X,

g: P x[tg,+00)r X (0,¢] = X limitada e h : T — R tais que:

1. Para todo b > tg com b € T ey € G([to —1,b],B), as fungoes t — f(y:,t) e
t = g(ys, t, €) sao regradas em [tg, b]y.

2. Eziste uma constante C > 0 tal que para x,y € P e uy, us € [ty, +00)1, com uy < ug,

vale que:
|7 @) = fls) AR(s)| < € [l =yl Ah(s).
3. Se z:[—r,0] = B é uma fungdio regrada, entdio:
) 1 to+T
o) = iz | )A(s)

existe e estda bem definida.

4. Existe K > 0 tal que, para todo B > ty, vale que:

o 17+ =7 (5)
T—~o0 T

< K.

Seja ¢ € G([to — r,to|p, B) limitada. Suponha que para todo € € (0, €], a equacdo dindmica

em escalas temporais:

x(t) = x(to) +e/f:c s)Ah(s) + 2/tg(x5,s,e)Ah()
x(t) = ep(t), parat € [ty —r to)y,

(5.31)
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M
possui uma solugdo x. : {to —r ty+ } — B, e a EDF:
elr

{ y = efolyy), (5.32)
y(t) = eo(t

), parat € [ty — 7 toly,

M
tem uma solugao vy, : {to —7r,to+ } — B. Entao, para todo v > 0, existe g > 0 tal
€T
que para € € (0, o), temos:
M
lze(t) — ye(t)|| < v para todo t € |ty —r,tog+ —| .
€T
Demonstrag¢io. Podemos considerar t; = 0 sem perda de generalidade. De fato, se
to # 0, podemos definir T = {t —t, | t € T} e fungoes f : P X [0,4—00);T — X e
g:P x|, —i—oo)% x (0, €] — X tais que:

Fla,t) = fla,t+ 1) e g, t,€) = gla, t +to, ),

e as propriedades de f,g e T sdo generalizadas para f,¢ e T. Portanto, consideremos

to = 0 e definamos:
[ (z1) = f(2,17) e g" (2, t,€) = g(z,1", €).

Dado z € P e usando o Teorema 15 e o Lema 17, encontramos que:

1 L
folz) = Jdim = [ f(z,5)Ah(s) = Jm / (2,87l (s) =

= lim —/f (z,8)dh*(s).

T—+o00 T

Entao, usando o fato de que x. : [—r, } — B ¢é uma solucao da equacao dinamica
€JT
funcional nao-autonoma em escalas temporais (5.31), o Teorema 23 implica que z}

M M
{—r, ] NT* — B é uma solugao em {—T, } NT* da EDF em medida:
€ €

O+ [ ef @i () + & [ g, i (s),

xTH = €pr.

Por fim, o Lema 13 implica que as condi¢oes (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11) sdo cumpridas.

Como as condigoes (5.12) e (5.13) foram tomadas como hipétese, temos pelo Teorema

. M
9 que, para todo v > 0, existe ¢g > 0 tal que para todo ¢ € (0,¢] e t € [0, ], a
€
desigualdade:

22(t) — y @) < v,
vale, em que y. é uma solu¢ao da EDF auténoma em escalas temporais (5.32). Como

M
i (t) = x(t) para t € {O, ] , o resultado segue. O
€ 1T
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Mostremos que a condicao 4 do teorema anterior é satisfeita por diversas fungoes

conhecidas. De fato, sejam w € R, H : [w,+00) — R uma fungdo continua tal que

Hit Hit
lim ®) existe e existe v > 0 tal que H(t) > 0 para t > v. Seja B = lim Q

t—+oo { t—+oo ¢
Definamos h : [w,+00)r — R como sendo h = H | 400),. Entdo, dados g > ty e

T > max{0, -3,y — (5}, temos:
W(T+p)—h(B) _ h(T+p5)) hiB) _

! <T£%>CT+%jh«T+Qﬂhwﬂ
_ Tiﬁ (gig“%grg) Mé+ﬁw_ﬁwﬂ
< T )( T+ 0 +1>(T+ﬁy T

ComoT >~v—fFeT >—0,temos T+ >~veT+ [ >0, donde (T + 5)* >
max{v,0} e:

(T +0)) _ BT +5)) o

(T+p)y  (T+p — 7
uma vez que H(t) > 0 para t > ~. Ainda, T'+ > 0, donde T+5 >0 e:
(T+p) - (T+5)
T+ 3 +1>1>0.
Com isso, como (T'+ B)* < o(T + [3), segue que:
(T +B) —h*(B) _ <T+5> ((T+5)* —(T'+p) +1> (T + B)")  h(B")
T S\ T T+ B (T + B)* T -
< (L22) (4= | (Y HEer) i)
-\ T T+p (T + B)* T
(L) (ML ) M) b
S\ T T+ p (T + B)* T

Logo, Tgrf (T + ﬁj} — () existe e vale que:
T+ B) =R (B) T+p\ (T +P) h((T'+B)7)  h(B") _
T1—1>r-i1-100 T a TEI—EOO < T > < T+ B + 1) B a

(T + p)* T
=(1)(0+1)B—-0=B.

Assim, fazendo K = max{B, 1} > 0, temos que:

s BT+ 8) = °(9)

< K para todo B > t,.
T—+o00 T

Em particular, dados n € N, a; > 0, 5;,C;,C >0, ; € [0,1) e M,b; € R para i €

b;
{1,...,n}, podemos tomar w > ?fax - tal que w > 0 de forma que H : [w,+00) — R
ieq{l,..., n a;

seja dada por:

H(t) =M+ Ct+Y Cit*log” (ait + b;).

i=1
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H(t
Entao lim z§> = (' e existe v > 0 tal que H(t) > 0 para t > . Pelas consideragoes

t——+o00
anteriores, existe K > 0 tal que:

(T +5) — h(B)
T

lim sup
T—+oco

< K para todo B > t,.

Note que fazendo C;, M = 0 para ¢ € {1,...,n} e C' = 1, encontramos que H é a
identidade; fazendo C,C; = 0 para i € {1,...,n} encontramos a funcao constante; fazendo
n=1,C1p,a =1ea, M,C, by =0, temos que H é a funcao log; e fazendo n = 1,
Cy, fr,a1 =1e M,C by =0, temos uma fungao da forma t* logt, com «; € [0,1). Assim,
diversas fungoes usuais satisfazem a condicao 4.

Por fim, no teorema anterior, caso h seja a identidade, podemos retirar a condi¢ao

4 e estabelecer condigoes sobre T de forma a garantir a validade do resultado, conforme
feito em (1, Teorema 3.47) e (1, Lema 3.46).
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6 CONCLUSAO

Esse texto teve como objetivo apresentar resultados referentes ao método da média,
as equacoes diferenciais funcionais em medida e as equagdes dindmicas funcionais em
escalas temporais, desenvolvendo, no processo, os conceitos necessarios para o entendimento

desses resultados, como a integral de Kurzweil e as escalas temporais.

Conseguimos, ao longo desse trabalho, apresentar o Lema 1, um resultado inédito,
o qual nos permitiu dar novas demonstracoes das duas formas do Lema de Cousin, ambas
fazendo uso apenas de conceitos elementares de topologia na reta. Conseguimos, também,
generalizar muitos resultados, generalizagoes estas que advieram de uma simples mudanga
em uma defini¢do. Tal fato levanta questionamentos sobre quais resultados poderiamos

obter generalizando mais alguns conceitos.

Devido a isso, podemos propor algumas continuagoes para esse estudo. Uma das
propostas é o estudo de outros conceitos associado a EDOs classicas para os tipos de
equacoes aqui abordados, como a estabilidade de solu¢oes. Outra proposta é a de tentar
generalizar a integral de Kurzweil para espagos métricos ou EVTS, e tentar generaliza-la
também para escalas temporais, com o intuito de obter uma relagao entre a integral de
Kurzweil em intervalos e a integral de Kurzweil em escalas semelhante a existente entre a
integral de Perron-Stieltjes e a A-integral de Perron-Stieltjes. Por fim, propomos investigar
o Teorema 9, com o intuito de, para outras escolhas de fungao, obter outras desigualdades
que possam ser usadas para encontrar outros métodos de aproximagao de solugoes, como

o método da média.
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