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RESUMO

Compressive sensing é uma técnica que utiliza da esparsidade dos sinais em
alguma dimensao, para processa-los enquanto sao comprimidos utilizando menos
amostras que técnicas como Shannon-Nyquist, possibilitando que menos memoria
seja utilizada, e consequentemente proporcionando o barateamento de hardwares. O
método utilizado neste trabalho é focado no uso de matrizes deterministicas feitas
com codigos de chirp para processar sinais sintéticos com harmonicos e reconstrui-
los. E demonstrada a técnica neste trabalho, suas limitacdes e os resultados de
sua aplicacao em sinais sintéticos harmonicos. Uma analise dos casos foi realizada
identificado os casos em que ela tras bons resultados e situa¢des que nao é recomen-
dado seu uso. E visto que a técnica tem suas particularidades de implementacéo,
mas dentro dos requisitos ela cumpre o objetivo proposto, recuperando o sinal com
poucas amostras com um erro relativamente baixo possibilitando assim a redugao

de custos de armazenamento dos dados.

Palavras-chave: Compressive Sensing. Cédigos de Chirp. Sinais harmonicos.



ABSTRACT

Compressive sensing is a technique that uses the sparseness of signals in
some dimension, to process them while they are compressed using fewer samples
than techniques such as Shannon-Nyquist, allowing less memory to be used, making
cheaper hardware. The method used in this work is focused on the use of deter-
ministic matrices made with chirp codes to process signals with harmonics and
reconstruct them, the technique is demonstrated in this work, its limitations and
the results of its application in harmonic signals, an analysis was made of the cases
in which it brings good results and situations in which its use is not recommended.
It is seen that the technique has its implementation particularities, but within
the requirements it fulfills the proposed objective, recovering the signal with few
samples with a relatively low error, thus enabling the reduction of data storage

costs.

Keywords: Compressive Sensing. Chirp code. Harmonics.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 — Cédigo de Chirp como uma sequéncia de niimero complexo 51
Figura 2 — Parte real e imaginaria do cédigo de Chirp da imagem 2. 52
Figura 3 — Componentes multiplicativas do c6digo de chirp parte real (A e
B) e imaginaria (CeD) 3. . ... ... ... ... . ... 53
Figura 4 — DFT das componentes do cédigo de chirp sendo (A)DFT da
componente da frequéncia de base (B) DFT da componente da

frequéncia de chirp e (C) DFT de ambas as componentes4. 54

Figura 5 — Fluxograma do algoritmo de recuperacao do sinal. . . . . . 57
Figura 6 — Fluxograma do ciclo de recuperagao do sinal. . . . . . . . 58
Figura 7 — Moédulo da DFT do cédigo de Chirp no topo, Médulo da DFT
de f(1) no meio e Médulo daDFT de uma sendide com frequéncia
rs2l'modK em baixo. . . . . .. ... 09
Figura 8 — Moédulo da DF'T dos cédigos de chirp separadamente no topo,

Modulo da DFT da mistura dos coédigos de chirp no meio e

Médulo da DFT de f em baixo. . . . . . . ... .. ... 60
Figura 9 — Ilustracao da bijegao entre dois conjuntos {r;} e {2r;TmodK'}

para os valores de K de 6, 7, 8,9, 10, 11. . . . . . . .. .. 61
Figura 10 — lustragdo da bijecao entre dois conjuntos {r;} e {2r;TmodK }

para os valores de K de 12, 13, 14, 15, 16, 17.. . . . . . . 62
Figura 11 — Mistura decifradader; . . . . . . .. .. ... ... ... 63
Figura 12 — Espectro do sinal original acima e reconstruido abaixo. . 65
Figura 13 — Sinal original e reconstruido sobrepostos. . . . . . . . .. 66
Figura 14 — Resultados do Caso 1 . . . . . . . . ... .. .. ... ... 71
Figura 15 — Resultados do Caso 2 . . . . . . . . .. .. ... .. ... 72
Figura 16 — Resultados do Caso 3 . . . . . . . . . .. ... ... ... 73
Figura 17 — Resultados do Caso 4 . . . . . . . . . . ... ... .. .. 76
Figura 18 — Resultados do Caso 5 . . . . . . . . .. .. ... ... ... 7
Figura 19 — Resultados do Caso 6 . . . . . . . . . ... ... ... .. 78

Figura 20 — Caso 7: MSE para cada ntimero de componentes de frequéncia
para K =41 . . . . ... ... 80



Figura 21 — Caso 8: MSE para cada nimero de componentes de frequéncia

para K=97 . . . . ... 80
Figura 22 — Caso 9: Espectro do sinal original e do sinal estimado por CS 82
Figura 23 — Caso 9: Sinal real e estimado no dominio do tempo . . . 83
Figura 24 — MSE para sinal real com K=41 com uma, duas e trés iteragdes 85

Figura 25 — MSE para sinal real com K=41 com duas iteracoes e ruidos de

20dB,40dB e 60dB . . . . ... 87
Figura 26 — Resultados do Caso 10 . . . . . . . ... ... ... ... 89
Figura 27 — Resultados do Caso 11 . . . . . . .. . ... .. ... ... 91
Figura 28 — Resultados do Caso 12 . . . . . . . . . . ... ... ... 93
Figura 29 — Resultados do Caso 13 . . . . . . . ... .. .. ... .. 95

Figura 30 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal reconstruido no tempo 97
Figura 31 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da
frequéncia . . . ... 98
Figura 32 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal reconstruido no tempo 99
Figura 33 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da
frequéncia . . . ... 100
Figura 34 — Caso 10: Sinal original e sinal reconstruido no tempo . . . 101
Figura 35 — Caso 10: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequén-
Cla . . . . 102
Figura 36 — Caso 11: Sinal original e sinal reconstruido no tempo . . 103
Figura 37 — Caso 11: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequén-
Cla . . . . 104
Figura 38 — Caso 12: Sinal original e sinal reconstruido no tempo . . 105
Figura 39 — Caso 12: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequén-
Cla . . . . 106
Figura 40 — Caso 13: Sinal original e sinal reconstruido no tempo . . . 107
Figura 41 — Caso 13: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequén-
Cla . . . . 108
Figura 42 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal original com ruido . . 109
Figura 43 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal com ruido no espectro da
frequéncia . . . ... Lo 110

Figura 44 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal original com ruido . . 111



Figura 45 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal com ruido no espectro da

frequéncia

Figura 46 — Caso 10
Figura 47 — Caso 10

Cla

Figura 48 — Caso 11:
Figura 49 — Caso 11:

cia

Figura 50 — Caso 12:
Figura 51 — Caso 12:

Cla

Figura 52 — Caso 13:
Figura 53 — Caso 13:

Cla

.......................... 112
Sinal original e sinal original com ruido . . . . . 113
Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequén-

............................ 114
Sinal original e sinal original com ruido . . . . . 115
Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequén-

........................... 116
Sinal original e sinal original com ruido . . . . . . 117
Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequén-
........................... 118
Sinal original e sinal original com ruido . . . . . 119

Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequén-
120



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Casos estudados neste capitulo . . . . . ... ... ... 69
Tabela 2 — Errosdoscasos 1,2e3 . . . ... ... ... ... ... 70
Tabela 3 — FErros dos casos estudados neste capitulo . . . . . . . .. 75

Tabela 4 — Erros dos casos estudados neste capitulo . . . . . . . .. 96



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CS Compressive sensing

QEE Qualidade de Energia Elétrica
ECG Eletrocardiograma

EEG Eletroencéfalograma

MIMO Multiple Input Multiple Output
RIP Restricted Isometry Property
FFT Transformada Rapida de Fourier
DFT Transformada Discreta de Fourier
NSP Espaco Nulo

BCH Bose, Chaurdhuri e Hocquenghen
00C Cédigos 6ticos ortogonais

RMSE Erro quadratico médio absoluto



LISTA DE SIiMBOLOS

Para todo
Pertence
Somatorio
Epsilon
Norma de x
Infinito



1.1
1.2

2.1

2.2

2.3

24

2.5
2.5.1
2.6

2.7
2.7.1
2.7.2
2.7.2.1
2.7.3
2.74
2.74.1
2.74.2
2.74.3
2.75
2.7.6

2.7.7

3.1
3.2
3.3
3.3.1
3.3.2

SUMARIO

INTRODUGCAO . . . . . ittt e e e e e e e e e e e e e
OBJETIVOS . . . . . . .
DIVISAO DO TRABALHO . . ... ... ... ... ......
REVISAO TEORICA DE COMPRESSIVE SENSING .
ESPACO VETORIAL . . . . .. ... . ...
NORMA . . . .
BASESE FRAMES . . . . . . .. .. .
CONDICOES DE ESPACO NULO (NSP) . . ... .. .....
PROPRIEDADE DE ISOMETRIA RESTRITA (RIP) . . . . ..
Relagdo entre RIP e NSP . . . . . . .. .. ... ... ... ..
METODOS DE OTIMIZACAO . . . . ... ... ... .....
COMPRESSIVE SENSING . . . . . ... ... ...
Matrizes de codigos de Chirp . . . . . . . . . .. ...
Matrizes de segunda ordem de Reed-Muller . . . . . . . .. . ..
Algoritmo de reconstrucao réapida . . . . .. ..o L
Aproximacao de Amini para matrizes que satisfazem RIP . . . .
Matrizes binarias Amini-Marvasti . . . . . . . . .. .. ... ..
Codigo BCH . . . . . . ...
Teoria dos conjuntos extremos . . . . . . ... ... .. .. ...
Expansao de graficos desbalanceados . . . . . . . . ... ... ..
Matrizes com RIP estatistico . . . . .. .. ... ... ... ...
Matrizes deterministicas de curvas algébricas através de campos

finitos . . . . . ..
Matrizes construidas a partir de curvas algébricas sobre campos

finitos . . . . . ..
PROPOSTA DA METODOLOGIA ... ..........
Apresentacao da metodologia . . . . . .. .. ...
Coédigos de Chirp . . . . . . .. .o
Aproximagao para extracao dos parametros . . . . . . . . . . ..
Um tnico chirp . . . . . . . ...

Mistura de 2 chirps . . . . . . . . ..o

20



3.3.3
3.3.4
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.5.1
4.5.2
4.6
4.7
4.8

6.1

Bijecdo entre dois conjuntos {r;} e {2r;,TmodK} . . . . ... .. 60

Decifrando (Dechirping) . . . . . . . . ... ... 62
Deteccao e recuperacao dosinal . . . . . ... ... ... .. 63
Analise de K e taxa de compressao . . . . . . . . ... ... ... 65
Emnergia dosinal . . . . . . ... ... oo 67
Limitacoes . . . . . . . . . 67
RESULTADOS . . . . . . . e et et et ettt e 68
Método utilizado para gerar resultados . . . . . .. .. .. ... 68
Andlise dos Casos 1,2e 3. . . . . . . . . ... ... .. 69
Analise dos Caso 4,5e6 . . . . . . . . ... ..., 74
Analise dos Casos 7e 8 . . . . . . . ... ... 79
Andlisedocaso 9 . . . .. ... 81
Sinal real com K=41 e frequéncias aleatérias . . . .. .. .. .. 84

Sinal real com K=41 e com adi¢ao de ruido e frequéncias aleatérias 86
Analise dos casos 10, 11,12 e 13 . . . . . . . . . . . .. ... .. 88
Analise dos casos com 100 interagoes . . . . . . . . . .. ... .. 96

Analises dos casos com 100 interagoes e o sinal original com ruido 109

CONCLUSOES . . . . o oo e e e e s e e e s s s s e 121
ANEXOS . . . o o e e e e e 123
Cédigo MATLAB . . . . . . . ... 123

REFERENCIAS . . . . ot e e e e e e i e 132



16

1 INTRODUCAO

Um dos maiores problemas em processamento de sinais, tem sido o armazena-
mento de dados, isso requer hardwares mais robustos e consequentemente mais caros.
O método tradicional utiliza a técnica de Shannon/Nyquist, em que se necessita de
duas vezes o valor da frequéncia de amostragem para realizar o processamento do
sinal [Qaisar et al. 2013|[Baraniuk 2007][Eldar e Kutyniok 2012].

Em 2007 o desenvolvimento do método denominado de Compressive sensing
deu um novo impulso na area de aquisi¢do, compressao e processamento de dados
[Baraniuk 2007]. Este método realiza a compressao do sinal simultaneamente
ao seu processamento, com uma taxa inferior a de Nyquist, diminuindo assim
o volume de dados a serem armazenados, e barateando os hardwares utilizados
[Eldar e Kutyniok 2012].

Esse método tem intmeras aplicagoes, por exemplo, compressao de ima-
gens, espectral e hiper-espectral, interferometria de radio, imagem microscépicas,
radar e processamento de imagens [Rani e Dhok 2018]. J4 na &rea biomédica
temos o processamento de sinais de EEG (Eletroencéfalograma) e ECG (Eletro-
cardiograma), aquisi¢do de sinal neural, reconstrugao da composicao de bactérias
[Zhang et al. 2010]. Temos também o setor de comunicagdo, com destaque para
redes wireless, comunicacao MIMO, redes de radio cognitivos e conjuntos de antenas
[Sharma et al. 2016]. Além dessas utilizagoes temos também area de reconheci-
mento de padroes onde sao alguns exemplos reconhecimento de face, de gestos, da

maneira de andar e de iris [Zhang e Zhao 2012].

Compressive sensing € uma técnica de processamento de sinais que utiliza da
esparsidade do sinal em algum dominio de transformada para processa-lo utilizando
menos dados. Um sinal esparso inclui mais elementos nulos ou considerados nulos
do que elementos que contém alguma informacao, por exemplo, um sinal de tensao
em sistemas de poténcia, no dominio da frequéncia, possui apenas componentes
em algumas frequéncias com energia significativa, sendo que na maior parte do
espectro as energias sao nulas ou com energia tao pequenas que poderiam ser
descartadas de maneira adequada sem que se perca informacao significativa do

sinal. Assim, armazenando-se um vetor contendo poucos parametros no dominio



17

da transformada ¢é possivel reconstruir o sinal no dominio original com grande
fidelidade [Eldar e Kutyniok 2012].

Compressive sensing comprime e processa o sinal esparso através de uma
matriz que pode ser aleatéria ou deterministica, e o recupera utilizando métodos
de otimizacao. Neste trabalho temos a descricao do método Compressive Sensing
sendo apresentadas as suas formas principais utilizando matrizes aleatérias e outras
formas utilizando matrizes deterministicas, e como é feita a recuperacao do sinais
[Khosravy et al. 2020] .

Além disso, serd aprofundado um dos métodos que utilizam matrizes deter-
ministicas e mostrada sua aplicacao em sinais senoidais sintéticos, comprovando a
aplicabilidade do método. Os dados serao analisados e comparados e por fim as

devidas conclusoes.

1.1 OBJETIVOS

Em Engenharia Elétrica temos uma grande necessidade de processar sinais,
principalmente quando se fala em Qualidade de Energia Elétrica. Nestes casos
o monitoramento da rede deve ser constante para observar falhas e desvios de
conformidades. O armazenamento dos dados cris, adquiridos a altas taxas de
amostragem requer um grande espaco de armazenamento dos sinais, tornando os
hardwares mais caros por requerer uma memoria maior, uma vez que o sinal é

processado utilizando o critério de Nyquist-Shannon [Melo et al. 2020].

Com o aumento do uso de equipamentos com interfaces de eletronica de
poténcia (e.g. inversores e conversores de energia elétrica) nas redes elétricas de
poténcia ao longo dos ultimos anos, cada vez mais encontramos sinais harmoénicos
e nao harmonicos na rede elétrica em frequéncias mais altas. Isto se deve, sobre-
tudo, as frequéncias de chaveamento das chaves eletronicas maiores que 9 kHz,
dando origem as componentes que tém sido denominadas de Supra-harmoénicas
[Espin-Delgado et al. 2021], [Falco e Varilone 2021], [Basta e Morsi 2021],
[Mendes et al. 2018] e [Mendes et al. 2020]. O processamento desses sinais re-
quer taxa de amostragem muito superior a que vem sendo utilizada em analise

harmonica tradicional, gerando com isso a necessidade de um grande espago de
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armazenamento. Deste modo a técnica de CS vem como possivel solucao para
analise desses sinais, que tém ganhado muita atencao no estudo atual da QEE
[Guevara et al.| e [Amaripadath et al. 2018].

O objetivo deste trabalho é utilizar a técnica de CS em sinais da area de
engenharia elétrica, nesse caso sinais sintéticos que tem a mesma forma de sinais
com harmonicos, com e sem ruidos. Avaliar a taxa de compressao denominada K,

e o uso de uma matriz deterministica feita de cédigos de chirp.

A escolha apropriada da matriz de CS tem uma enorme diferenga no
resultado final. Sabe-se que matrizes aleatérias sdo incoerentes com quaisquer
outras bases e satisfazem a condi¢ao de RIP, permitindo uma recuperacao perfeita
do sinal processado. Como as matrizes sao aleatorias, nao é possivel reproduzi-las
para a reconstrucao do sinal, assim teriam que ser enviadas junto ao sinal do emissor
para o receptor e essa pratica é inviavel, pois elas sdo geralmente de um tamanho

grande e isso geraria uma necessidade de uma banda de transmissao muito grande.

Por esse motivo buscou-se matrizes deterministicas cujo formato conhecemos,
que atendem aos requisitos para serem utilizadas no CS. Alguns exemplos desse tipo
de matrizes sdo as matrizes de Chirp, matrizes de segunda ordem de Reed-Muller,
matrizes binarias e matrizes construidas a partir de curvas algébricas sobre campos

finitos.

Também pode-se utilizar matrizes randomicas estruturadas, elas tém a
vantagem de ter uma rapida aquisicio, um menor espago de armazenamento
requerido, facilidade em se reproduzi-la sem a necessidade de envia-la, e transmissao
de overhead reduzida, mas uma desvantagem dessas matrizes é que elas precisam
de um niimero maior de medidas, quando comparadas com as matrizes random
sem ser estruturadas. Alguns exemplos desse tipo de matrizes s@o as matrizes

circulantes e matrizes de toeplitz.

Neste trabalho serao estudados os métodos de Compressive sensing de
matrizes deterministicas, pois o custo computacional de se gerar uma matriz
random que satisfaca as condigoes necessarias para ser utilizada no CS geram um
enorme custo computacional. Entao optou-se pelo uso das matrizes deterministicas.
Dentre as opgoes encontradas, foi escolhida a matriz deterministica de Chirp, por

ter sua forma conhecida, ser simples de se construir e oferecer todas as vantagens
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de uma matriz deterministica.

1.2 DIVISAO DO TRABALHO

O Capitulo 2 apresenta a revisao bibliografica, apresentando informagoes
sobre o estado da arte relacionada a Compressive Sensing. Dentro deste capitulo
serao abordados temas como: espago vetorial, norma, bases e frames, condi¢oes de
espaco nulo, propriedade de isometria restrita, métodos de otimizacao e Compressive
Sensing. O Capitulo 3 ird apresentar a metodologia utilizada nesse trabalho e suas

limitagoes.

No Capitulo 4 serao vistos os resultados gerados por esse trabalho e a
discussao do método e suas aplicagoes. E o Capitulo 5 encerrara o trabalho

explicando as aplicacgoes, limitacoes e proposta para trabalhos futuros.
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2 REVISAO TEORICA DE COMPRESSIVE SENSING

Neste capitulo serao abordados os conceitos basicos para entendimento do
método Compressive Sensing: diferentes tipos de formas dele e os métodos de

otimizacao empregados para solucioné-lo.

2.1 ESPACO VETORIAL

Espaco vetorial é um espaco linear, que pode ser definido como uma cole¢ao
de objetos chamados vetores, que podem ser manipulados matematicamente. Em
processamento de sinais, geralmente podemos modelar os sinais como um sistema
linear, e portanto modelamos os sinais como vetores dentro de um espaco vetorial
apropriado[Eldar e Kutyniok 2012].

Espacos vetoriais nos permitem aplicar ferramentas da geometria em um
espaco real tridimensional, como comprimentos, distancias e angulos, para descrever

e comparar sinais de interesse.

Nessa dissertacao, sinais serao considerados funcodes de valor real com
dominios discretos ou continuos e também infinito ou finito. Iremos focar nos

espacos vetoriais normatizados, ou seja, espacos vetoriais dotados de normas.

2.2 NORMA

Além de espacos vetoriais é importante frisar a definicao de norma, que é
uma funcao em que cada vetor de um espaco vetorial associa um ntimero real nao-
negativo. Iremos focar nas normas [, que sao definidas por [Christensen et al. 2003]
p € [1,00] como:

{ (S leil)?,  sepe[1o0]
Il = ' (2.1)
mazi—1 2. n|lxi|, sennp=oo

Em um espacgo Euclidiano, podemos considerar o produto interno em R”,
denotado por [Candes e Tao 2006]:

n

(x,z) =2"x = 32
i=1
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E esse produto interno nos leva a norma 12

[Ixll2 = v/ (x.x) (2.2)

Existem ainda os casos em que que a norma lp tem p menor que 1, ou seja,
0 < p < 1, entao a Equacao 2.2 nao satisfaz a igualdade, pois ela s6 ¢é valida para
p < 1, entdo essas normas sao chamadas de quasinorma [Candes e Tao 2006]. E

para esse caso ¢ usado a notacao:

[Ixl[o = [supp(x)] (2.3)

onde

supp(z) = {i:z; # 0} (2.4)
e no caso de p = 0 temos a norma 0, e ela é a cardinalidade do vetor x.

As normas sao utilizadas para medir a for¢a do sinal ou o tamanho do erro
[Hendrickx e Olshevsky 2010]. Ao medir a aproximagao de um erro usando uma
norma [, , nés observamos que para um p grande, o erro tende a se espalhar mais
uniformemente entre dois coeficientes, enquanto que para um p menor leva a um

erro distribuido menos uniforme e tende a ser esparso.

2.3 BASES E FRAMES

Um conjunto{¢;}?_, é chamado Base de R,, se os vetores sao linearmente
independentes e se qualquer vetor ¢ puder ser escrito como uma combinacao
linear de ¢y, @, ... [Christensen 2008].Isso implica que cada vetor no espago tem
apenas uma tunica representacdo como uma combinacao linear dos vetores da base
[Christensen et al. 2003]. Para qualquer x € ®,, , existe um tnico coeficiente {c;}1,

tal que:

X = 2?:101'(151' (25)

Se ® representa uma matriz n X n com as colunas formadas por ¢; e ¢
representa o vetor de comprimento n com entradas c;, entao podemos representar

essa relacao da seguinte forma:
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x = . (2.6)

Se tivermos uma base ortonormal, definida como um conjunto de vetores
{¢:}1, satisfazendo:

1, set=j
(1, ¢5) = o (2.7)
0, sei#y
Uma base ortonormal tem a vantagem que os coeficientes ¢ podem ser

facilmente calculados como:

G = <x7¢i>7 (28)

ou

c=d"x (2.9)

Em notagoes de matrizes. E isso pode ser facilmente verificado desde que
a ortonormalidade das colunas de ® signifique que ®7® = I, onde I é a matriz
identidade n x n. E isso é 1til para generalizar o conceito de base, pois assim um
conjunto de vetores possivelmente linearmente dependentes junto a base pode ser
utilizado e ele é denominado frame, ou seja, é a generalizacdo de uma base de um
espago vetorial[Kovacevic e Chebira 2007]. Para processamento de sinais o frame é
uma maneira redundante e estavel de representar um sinal. Podemos representé-lo

da seguinte maneira:

Allx|; < [le"x|[3 < Bl[x|[2 (2.10)

Quando A é escolhido como o maior valor possivel e B como o menor,
chamamos eles de limites 6timos de frame. Se A e B podem ser escolhidos tais que
A = B, entao o frame é chamado A-tight e se A= B =1 entao ® é um frame de
Parseval ou tight frame [Mallat 1999]. Ele satisfaz uma versao generalizada da

identidade de Parseval.
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Um frame {ey}reny para v é tight com limite A se e somente se:

v = ZZ(U,@Q&;@ (2.11)

para todo v € V.

Além disso, temos que um frame é chamado norma equivalente se existe
algum X\ > 0 tal que ||¢;||2 para todo i = 1,...,n, e ele é chamado norma unitaria
se A = 1. Frames podem permitir que os dados sejam representados de varias
formas dado a sua redundéncia [Bodmann e Casazza 2011], para um dado sinal x,
existe uma infinidade de coeficientes de vetores ¢ tal que x = ®c. Existem também

os dual frames, para ter essa defini¢do eles devem satisfazer a seguinte Equacao:

POT = T =T (2.12)

A escolha de ® = (®®7)~'® é chamada de Dual frame canénico e também
¢ conhecido como Pseudoinversa Moore-Penrose [Eldar e Kutyniok 2012]. Com
A >0, ® deve ter linhas independentes e isso garante que ®®” ¢ invertivel, entdo
® é bem definido. Assim, uma maneira de se obter coeficientes vidveis é através da

equacao 2.13.

cg = 0Tx = o1 (9OT) 1y (2.13)

E assim pode-se ver que essa sequéncia é a menor sequéncia de coeficientes

na norma ly, ||cq||2 < ||c|]2 para todo ¢ tal que x = ®¢ [Bodmann e Casazza 2011].

No caso de sinais esparsos, ¢ comum que uma base ou um frame seja

chamado de dicionario, e os elementos do dicionario sao chamados de atomos.

2.4 CONDICOES DE ESPACO NULO (NSP)

Ao buscar recuperar sinais esparsos a partir de medidas, para qualquer par
de vetores distintos x, x’ temos que Ax # Ax’, ou seja, a matriz deve obedecer
a condicao de espaco nulo. Pois nao seria possivel distinguir tais vetores basea-

dos nas medidas y. Assim podemos concluir que A representa unicamente todo



24

x € Y se e somente se 0 espago nulo de A, R(A) ndo contém vetores em Y o
[Donoho e Elad 2003].

E importante definir o conceito de posto, que é dado por
[Cohen e Dahmen 2009]:

Definicao 2.1 O posto de uma dada matriz A é o menor nimero de colunas

de A que sao linearmente dependentes.
E com essa definicao temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Para qualquer vetor y € R™ existe pelo menos um sinal

X € Y, tal que 'y = Ax se e somente se posto(A) > 2k.[Donoho e Elad 2003]

Quando o vetor é exatamente esparso, o posto caracteriza bem se a recupera-
¢ao do sinal é possivel, mas para sinais aproximadamente esparsos ¢ necessario uma
condi¢ao mais restritiva no espago nulo de A[Cohen e Dahmen 2009]. E importante
que X(A) nao tenha nenhum vetor que seja muito compressivel além de vetores

esparsos.

Para isso supoe-se que A C {1,2,...,n} é um subconjunto de indices e seja
A€ = w Entao temos x, que é um vetor de comprimento n feito a partir de
entradas de x indexadas por A¢ a zero. Similarmente temos que A, é uma matriz
m X n obtida definindo as colunas de A indexadas por A€ a zero. Assim pode-se
definir que[Eldar e Kutyniok 2012]:

Definicao 2.2 Uma matriz A satisfaz a propriedade do espago nulo (NSP)

de ordem k, se existe uma constante C' > 0 tal que:

[|hac] |1

Vi

para todo h € X(A) e para todo A tal que |A| < k. [Eldar e Kutyniok 2012]

halls < ©

(2.14)

A propriedade do espago nulo quantifica a nog¢ao de que vetores no espaco
nulo de A nao devem ser muito concentrados em um pequeno subconjunto de

indices.
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2.5 PROPRIEDADE DE ISOMETRIA RESTRITA (RIP)

A propriedade de isometria restrita (RIP) é muito importante quando se

tem ruido no sinal.[Candes e Tao 2005

Definicao 2.5.1 Uma matriz A satisfaz a propriedade de isometria restrita

de ordem k se existe 0y, € (0,1) tal que:
(1= d)llx]3 < [1Ax[[3 < (1 + d)lIx]]3 (2.15)

para todo X € Y.

Ou seja, A preserva aproximadamente a distancia entre qualquer par de
vetores K esparsos. Foram considerados limites simétricos, mas eles podem ser
arbitrarios tais que:

allx|f; < [1Ax[3 < BlIx|[3 (2.16)

onde, 0 < a < 3 < 0. E isso nos leva ao seguinte Lema[Deedell e CoSaMP 2008]:

Lema 2.5.1 Suponha que A satisfaca a condicao RIP de ordem k com
constante ;. Seja v um niumero inteiro positivo. Entdo A satisfaz a condigdo de

RIP de ordem k' = ~[£] com 60 < 7.0, onde [.] € a parte inteira.

2.5.1 Relacao entre RIP e NSP

Se uma matriz satisfaz a propriedade RIP, entao ela satisfaz a propriedade

de espago nulo, podemos ver pelo teorema[Eldar e Kutyniok 2012]:

Teorema 2.5.1 Suponha que A satisfaca a RIP de ordem 2k com g <
V2 — 1. Entio A satisfaz a propriedade de espaco nulo de ordem 2k com uma

constante:
2

¢= 1— (1+v2)dx

A prova desse teorema é feita com dois lemas, o primeiro lema se inicia das

(2.17)

desigualdades das normas padrao, relacionando um vetor k-esparso a um vetor em

R*. Assim tem-se o primeiro Lema:

Lema 2.5.1.1Suponha que u € ¥, assim:
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[lully

Vi

J4 o segundo Lema tem um resultado mais generalista, que serve para

< full2 < VE|Jull (2.18)

todo h. Embora para provar o Teorema anterior nés sé precisamos de h € R(A),
poderemos usa-lo quando tiver um problema de recuperagao de sinal esparso com

ruido. O Lema diz que:

Lema 2.5.1.2: Suponha que A satisfaca a RIP de ordem 2k, e seja h € R,
h # 0 seja arbitrdario. Se Ao € qualquer subconjunto de {1,2,...,n} tal que |Ag < k.
Defina Ay como o conjunto de indices correspondentes as entradas kyg com a maior

magnitude, e seja A = Ag U Ay. Assim:

||hAgH1+ |(Ahy, Ah)|
vk hall

[halls < a (2.19)

onde,

V26, 1

_1_5%,5:1_5%, (2.20)

«

Com esses dois Lemas podemos fazer a prova do Teorema que relaciona
NSP com RIP.

2.6 METODOS DE OTIMIZACAO

Existem varios métodos para recuperar um sinal esparso x, alguns deles
sao: algoritmos de minimizagao de ¢, algoritmo Greedy e algoritmos combinatérios.
Este trabalho focou nos algoritmos de minimizagao de ¢;. Dados as medidas de y e
sabendo que o sinal original x é esparso ou compressivel, é natural que tentemos
recupera-lo resolvendo o problema de otimizacao [Candes et al. 2011] da equagao
2.21.

X = arg ming||z||o; sujeito a z € B(y), (2.21)

Onde B(y) garante que X é consistente com as medidas de y. Se as medidas

forem exatas e livres de ruido, podemos fazer B(y) = {z : Az = y}, mas se
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as medidas tem ruido ai temos que considerar B(y) = {z : ||Az — y||» < €}.
Nos dois casos encontramos o X mais esparso consistente com as medidas de
y[Baraniuk et al. 2011].

Para o caso de x nao ser esparso, fazemos x = ®c e assim temos[Davenport et

a equagao 2.22.

¢ = arg ming,||zl|o sujeito a z € B(y), (2.22)

Onde B(y) ={z: APz=y} e ®=1.

A norma ¢y é nao convexa e é muito dificil de resolver essa minimizacao,
para resolver esses problemas substituimos a norma ¢y pela norma ¢; que é uma

aproximacao convexa, de acordo com a equacao 2.23[Vidyasagar 2019].

X = arg ming||z||1 sujeito a z € B(y), (2.23)

Como B(y) é convexo esse problema é solucionavel, e quando B(y) =

z : Az =y o problema pode ser apresentado como linear.

2.7 COMPRESSIVE SENSING

Um dos maiores problemas em processamento de sinais é o armazena-
mento dos dados, isso é algo que encarece a tecnologia pois requer hardwares
cada vezes mais robustos e consequentemente mais caros[Davenport et al. 2012].
Para amostrar sinais, geralmente ¢ uitilizado o Teorema de Nyquist-Shannon,
e ele necessita de pelo menos o dobro da frequéncia do sinal para realizar o
processamento|Baraniuk et al. 2011]. Com a evolugao das tecnologias o niimero
de dados armazenados para processar tem sido cada vez maiores, e as frequéncias

também, tornando impraticavel esse método de processamento de sinais.

O método compressive sensing (CS) vem para revolucionar essa area da
engenharia, onde para processar sinais esparsos, a taxa utilizada é inferior a de
Nyquist-Shannon, e a recuperagao do sinal é perfeita, desde que o sinal seja esparso
e atenda a alguns outros requisitos[Melo et al. 2020]. Isso proporciona solugdes

para diversos problemas e barateamento de diversas tecnologias, como por exemplo

al. 2012]
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no caso de processamento de imagens, principalmente médicas, onde normalmente
o sinal é processado com uma taxa altissima, por ter caracteristica esparsa, nesse
novo método o seu processamento é melhorado por utilizar menos amostras e

recuperar com pouca ou nenhuma perda o sinal inicial[Bryan e Leise 2013].

Este trabalho sera focado no processamento de sinais elétricos, pois em
certo espago amostral o sinal é esparso e aproveitando dessa esparsidade poderemos
trazer grandes melhorias nos processamentos de sinais da area de Engenharia
Elétrica[Boche et al. 2015]. Para isso sera explicado como funciona esse método, e

suas diversas formas de solugoes para variados tipos de problemas.

Como vimos, para utilizar CS precisamos de um sinal esparso no dominio,
utilizado em alguma base ortonormal, e devido a essa esparsidade podemos com-
primir o sinal com poucas amostras. O nivel de compressao depende do nivel de
esparsidade do sinal e esse método tem o nome de CS porque processa o sinal ao

mesmo tempo que o comprime, a Equagdo basica é [Baraniuk 2007] :

y =d.x (2.24)

onde y ¢é o vetor do sinal comprimido e processado, ® é a matriz de CS e x é o sinal
ja no seu modo esparso. Tem-se que x é um sinal de comprimento n ¢, uma matriz
de tamanho m x n onde n >> m. Essa matriz retangular m por n, dd& m medidas
através da combinacao linear de n amostras do sinal [DeVore 2007]. Assim tem-se a
taxa de compressao sendo - que acontece ao mesmo tempo das medidas e por isso
esse método é chamado compressive sensing. O sinal a ser detectado pode nao ser
esparso no dominio original, nesses casos pode-se vé-lo em uma base ortonormal ¥
como um sinal s , representagio esparsa do sinal x, e isso ¢ representado de acordo

com a equacao 2.25.

x=Us (2.25)

Essas equagoes e ideias sao a base do CS, e a partir delas tem-se que escolher
um método para obter y a partir da recuperagao de x. Nesse método a matriz ¢

pode ser aleatoéria ou deterministica.
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Essa matriz deve ter uma construcao de forma que nao destrua nenhuma
informacao contida no sinal original. Mas como ® € R™*™ e m < n nao é possivel,
pois teria-se um problema indeterminado para resolver. Ao restringir a um sinal
k-esparso, pode-se resolver essa questao. Se conhecer as posi¢oes das k entradas
nao nulos, pode-se formar a matriz m x k onde m > k e a solugao pode ser feita

por minimos quadrados.

Mas sera dificil existirem problemas onde se conheca as posi¢oes dos ele-
mentos nao nulos, mas existem condi¢oes para solucionar o problema como a
propriedade de isometria restrita , RIP definida em (2.15). A constante dessa pro-
priedade d& a medida de quanto pode-se mudar o comprimento do vetor k-esparso.
E também relaciona ao kernel da matriz. Também pode-se definir uma versao
mais simplificada dessa propriedade, chamada NSP (2.14). E pode-se ver a relacao
dessas duas propriedades na Equagao (2.17).

A questao mais importante para se criar a matriz de CS, dada uma base ¥,
tal que essa matriz tenha um RIP de ordem alta. Uma maneira é fazendo que essa

matriz seja aleatéria e gerada da seguinte forma:

Formar U através da amostragem de vetores com n colunas uniformemente

na esfera unitaria em R, sejam as entradas de ¥ independente e identicamente dis-
1

tribuidas normal com média 0 e variancia --, ou seja as entradas de ¥ independente
e identicamente distribuidas pela distribui¢ao simétrica de Bernoulli, ¥,; = i\/%
com probabilidade igual ou outra distribui¢ao subgaussiana, todas as condigoes

citadas obedecem a propriedade RIP de ordem k [Pope 2009].

Outra maneira de garantir a estabilidade de matrizes de medida é garantindo

um alto grau de incoeréncia entre a matriz de medida ® e a matriz da base W.

Para as matrizes aleatérias seguem-se essas condi¢oes para crid-las, mas para
matrizes deterministicas, como é conhecido seu comportamento apenas escolhem-se

modelos que atendam as restrigoes necessarias para resolver o problema de CS.

Algumas matrizes deterministicas conhecidas que atendem a essas demandas
sao: Matrizes de Chirp, matrizes de segunda ordem de Reed-Muller, matrizes
Binarias e matrizes criadas via curvas algébricas através campos finitos. Sera

demonstrado um pouco sobre o funcionamento dessas matrizes.
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2.7.1 Matrizes de cédigos de Chirp

O problema de recuperagao do sinal pode ser aproximado através da obser-
vagao de encontrar o sinal que corresponde a pequenas combinacoes lineares das
colunas de © = .U que formam y. A matriz de cédigos de Chirps é construida
da seguinte forma, os sinais de Chirp sao colocados em colunas, cada um deles
com comprimento K; e eles tém a seguinte forma [Applebaum et al. 2009] vista na

equacao 2.26.

j2mml + ]'2‘rr'rl2

Vi (1) = ae™ K K, m,r € Z, (2.26)

onde tem-se as frequéncias bases definidas por m; e as taxas de chirp definidas por ;.
As taxas de chirp podem ser recuperadas de y a partir da fungao f(I) = y()y({+T),
onde y(I) é, onde para o indice [ + T é feita a operagdo mod K. E ao substituir

y (1) nessa fungao é gerada a equagao 2.28 [Applebaum et al. 2009].

j2mmql | j2mryl? j2mmal | j2mrgl?

y()=s1.e K TTK 486 K K 4. (2.27)
E ao aplicarmos esse y(1) na equagdo anterior, tem-se a equacao 2.28.

j2rrl.T

FH=3 ;| 2. R (meTHniT?) = o (2.28)

Onde CT sao os termos cruzados e eles sao dados pela equagao 2.29.

Sp.gq.e%'(mp'TJer'TQ) .ej‘f(‘” d(mp—mg+2.T.1p.) .ej‘}z('" .12.(rp7rq)’ (229>
que sdo chirps. E possivel se perceber que a Equacio (2.28) tem a forma de senoides
com frequéncias discretas dadas por 2.r;. T'mod K. Para se ter uma bijecao entre as
taxas de chirp, K deve ser um nimero primo [Zhang et al. 1995]. E é importante

observar que os termos cruzados sao despreziveis.

Como x é esparso, y tem o nimero suficiente de chirps.Entao uma Trans-
formada réapida de Fourier (FFT) obtida a partir de (2.28) terd um espectro com

os picos em 2.7;. T'mod K onde serao obtidas as taxas de chirp.
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Com as taxas de chirp r; pode-se transformar os sinais com essa taxa em
—j.2.m.7r;.

2
senoides. Para fazer isso basta multiplicar (2.27) por e & =, Ao aplicar a FFT

no sinal resultante, tem se os valores de m; e s;. Dessa forma escolhendo © como:

j.2.m.m. j.2.7.r.12
Oy = KRS k= K+ m € Zye (2.30)
Pode-se escrever © como uma fun¢ao de m conjuntos de matrizes Uy (t =
1,..., k) tal que:

O = [Up, Upg, ..., Up] (2.31)

Onde tem-se que U, é uma matriz quadrada de tamanho K, que as colunas
sao formadas por vetores de sinais de chirp com uma taxa r = r; e uma frequéncia
base de m variando de 0 a K-1. E assim pode-se perceber que y = ©.s tem a
forma de (2.27) e y ¢é dado e © pode ser formado de acordo com o algoritmo abaixo
[Applebaum et al. 2009]:

12 Passo Selecionar um 1" € Zy, onde T # 0.

22 Passo Selecionar um critério de parada e.

32 Passo Obter f(I) =y(\)y(l+T).

42 Passo Obter comprimento K da FFT a partir de f(1).

52 Passo Encontrar a localizagao do pico na FFT obtida. Tomar isso como

2.r;..'mod K e manter o unico r; combinando com a localizagao.

—j. A7rA7‘i.l2 - .
62 Passo Multiplicar y(l) por e PR , e entao obter o comprimento K

da FFT.

72 Passo Encontrar a localizagao do pico e manter ele como m;. O valor

do pico pode ser utilizado para a recuperacao de s;.

82 Passo Atualizar y através da subtracao de si.e“Tﬂ'(mi'l+Ti'12) a partir de

1©

9

tenha-se feito M interagoes.

Passo Repetir o 3% ao 8° passo até que se obtenha ||y||3 < € ou que
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2.7.2 Matrizes de segunda ordem de Reed-Muller

Os codigos de Reed-Muller sao bem antigos e possuem diversas aplicagoes.
Eles foram descobertos por Muller e Reed, que fizeram um algoritmo de deco-
dificacao deles. Os cédigos sao inicialmente dados como bindrios, mas existem

generalizagoes de codigos ¢-narios [Candes e Tao 2005].

No caso de matrizes de detecgao, serao usados como binarios. Existem
diversas maneiras de descrever esses codigos e nesse trabalho foi escolhido uma

delas.

No mundo existe uma dualidade entre tempo e frequéncia, as sendides sao
autofunc¢oes de mudancas no tempo. Com isso inicia-se a descricao do espacgo
binario de Hamming em que existe mudancas discretas e equivalentes no tempo
e na frequéncia. As fungdes de Walsh sao andlogas as sendides. Ja as fungoes de

segunda ordem de Reed-Muller sao analogas aos chirps.

E importante ressaltar que as funcoes de Walsh sdo funcoes de primeira

ordem de Reed-Muller e elas sao fungoes Z5* = R definidas por:

Bo(a) = (=1)P"e (2.32)

3~
3

As funcoes de Walsh criam uma base ortonormal para R*™ e portanto H,, é
unitaria. Elas podem ser vistas como as sendides do mundo binério, onde b define

a frequéncia binaria.

Existem 2™ fungoes Walsh em Z2. Elas levam para as linhas da matriz de
Hadamard H,, e formam uma base ortonormal, entdao H,, é unitaria. Essas fungoes

sao autofungoes com os seguintes deslocamentos:

Doy(a+e) = (1) =.Dg4(a). (2.33)

E esses deslocamentos podem ser comparados aos chirps no mundo binario.

Uma sendide é chamada linearmente chirped de acordo com que a frequéncia
muda linearmente no tempo. Pode-se construir fun¢des no caso binario onde a

matriz P é simetricamente bindria como visto na equagao (2.34).
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-1 w.t.a
Dpyla) = (\/)Q_m.z’@“f’-“)” (2.34)

Essas sao fungoes de segunda ordem Reed-Muller, o parametro P representa

as matrizes binarias simétricas e o b os vetores bindrios. As fungoes de Walsh sdo

associadas quando P = 0.

As funcoes de segunda ordem Reed-Muller possuem importantes proprieda-
des, uma delas é que, como P é uma matriz binaria fixada simétrica, o conjunto
F ={®p|b € Zi"} faz uma base ortonormal para R*™. Cada fungao nessa base é

uma autofuncao de um grupo comutativo de operadores tempo-frequéncia definidos
por P [Howard e Calderbank 2006].

Focando nas fungoes reais de segunda ordem de Reed-Muller, as matrizes

P tem zeros na diagonal principal.

Seja Up uma matriz unitaria correspondendo a uma base ortonormal F,,. Em
m.(m+1)

[Howard e Calderbank 2008] foi proposto que 2™ x 2™ z  matrizes de compressive

sensing sao da forma em:

Qpy = (Up1,Upa, ..., U

Up magminy )-
2 2

(2.35)

Normalizando a Equacao por ﬁ, os elementos na matriz se tornam =+1.

m.(m—1)

As colunas de ® gy, formam um tight frame para R?™ com redundancia de 2~ 2

ou seja, temos o resultado na equacao 2.36.

Opng. ®F 1, = 25 Ly om (2.36)

Sendo m par, entao pode-se provar que um limite adicional para o conjunto

de matrizes P é DGy, Eles sao conjuntos binarios de matrizes simétricas de
diagonal zero m x m com a propriedade que para qualquer conjunto de matrizes
P,Q € DG9y, o posto de P+(@Q é pelo menos m—2.h. Assim DGy, s@o subconjuntos,
de tal maneira que DGy C DG,... sendo relacionados com sub-codigos do codigo

de segunda ordem de Reed-Muller.

A propriedade RIP é essencial para CS. Nessa situacao onde os auto-valores

das matrizes de Gram sado definidas pelos conjuntos de k colunas das matrizes de
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processamento que estao no intervalo [1 — §, 1 + 0], entretanto essa caracteristica
é comum para uma matriz randémica e em [Howard e Calderbank 2008]| foi visto

que uma matriz em que m = 6 é quase idéntica a uma matriz Gaussiana.

2.7.2.1 Algoritmo de reconstrugao rapida

A proposta é criar uma matriz deterministica de CS explorando a formagao
das fungoes de segunda ordem de Reed-Muller para construir um algoritmo de

recuperagao computacionalmente pratico.

Uma caracteristica essencial dessas fungoes para esse estado é: Pegar qual-

quer € € ZJ', e entao temos a equagao 2.37.

(_1)bT.e.(_1)eT.P.a

oppa+e€).gpsla) = om

(2.37)

Isso produz uma funcao de Walsh com frequéncia P..

Com uma funcao de segunda ordem de Reed-Muller desconhecida ¢, tem-se
um algoritmo de recuperagao rapida dos parametros.Para cada unidade do peso
(€)k = 0, calcula-se o produto na Equacdo 2.37 e implementa-se a transformada

rapida de Hadamard.

O maior elemento dessa transformada estard em P, ;, ou seja, coluna j de
P. Entao para realizar o dechirp , multiplicamos ¢(pg) e uma transformada de
Hadamard extra nos leva a b. Os parametros desconhecidos da fungao de Reed-
Muller podem ser obtidos com uma complexidade de (m + 1)2.2™ mutiplicagoes e

a busca de 2™ termos em cada transformada.

A partir da Equagao 2.26 e temos a 2.38.
k
y = Zci.gzﬁpi, b;. (2.38)
i=1

O algoritmo rapido ¢ estabelecido com a utilizacdo de multiplicagao por

partes dos dados com o resultado visto na equagao (2.39).

y(a+ e).y(a) L > A (=1)% < (=1)" P 4 chirps. (2.39)
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Onde o termo a direita de (2.39) é uma combinagao linear de fun¢oes de
Walsh adicionadas de chirps consistindo nos temos cruzados. Esses termos sao
fungoes de Reed-Muller de segunda ordem com P, nao-nulos. Implementando
a transformada de Hadamard em (2.39) termina nos picos das frequéncias P,
para cada P,. Como essas fungoes com P nao-zeros possuem as transformadas
distribuidas na frequéncia, isso resulta em picos com interferéncias. Concluindo
que P, é uma das componentes do sinal, entao uma estimacgao robusta do b
correspondente é possivel através do de-chirp dos dados. Assim tem-se a equacao
2.40.

y(a).dpgla) = (1) ® (=) 4 chirps. (2.40)
E assim continua-se aplicando a transformacao de Hadamard.

O algoritmo passo a passo é dado por:

1° Passo Obtenha o préximo P; com a componente de maior energia (|c;|?)

do dado comprimido e processado y’.
22 Passo Obtenha a frequéncia b;.
32 Passo Obtenha ¢; que minimiza ||y||2 e o substitui para obter os dados

comprimidos:

J

42 Passo Repetir os passos acima até que ||y’|| < e.

Com esse método basico encontra-se um problema quando duas componentes
tem P; com uma coluna em comum. Se isso ocorrer, duas fun¢ées Walsh com a
mesma frequéncia sdo encontradas em (2.40). Elas podem se somar ou se cancelar,

e no caso de cancelamento isso pode gerar uma coluna perdida.

A carga computacional desse algoritmo nao é dependente do comprimento
n do sinal para a recuperagao, mas depende do niimero de medidas n.

Baron et al. [Baron et al. 2005] prop6s uma regra de acordo com o estudo de
Donoho e Tanner [Donoho e Tanner 2005],[Donoho 2006] da probabilidade de uma

recuperacao eficiente através de BP. Isso é que o niimero de medidas n ¢ essencial
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para uma reconstrugao confidvel, e isso satisfaz n > klogs(1 + %) Entretanto, a

unica mudancga requerida para o algoritmo ¢é o critério de parada.

2.7.3 Aproximacao de Amini para matrizes que satisfazem RIP

A condicao RIP no compressive sensing é um requerimento essencial que
garante a recuperagao de um vetor de sinal esparso em uma condicao de ruido.
Entretanto, existe um problema da confirmacao dessa propriedade para um dado
conjunto de deteccao: o problema de natureza NP-hard, que requer otimizacao
metaheuristica evoluciondria [Khosravy et al. 2020][Khosravy et al. 2020]. Como

resultado, a matriz mais popular que cumpre RIP é de estrutura aleatoria.

Amini e Marvasiti fizeram uma aproximacao de como fazer uma matriz
que satisfaz RIP como explicado em [Amini e Marvasti 2011]. Considerando A, x,
como uma matriz real composta por colunas normalizadas de tal maneira que o
produto escalar de duas colunas nao superem um certo valor A\. E com B,,«; uma
matriz feita de quaisquer k colunas de A. Entao tem-se a matriz de Grammian
Grxi = BT B. Como as colunas de B sdo normalizadas, os valores na diagonal de G
sao 1, e os outros elementos tém valores absolutos menores que A. Por isso tem-se

a equagao 2.42.

V1<i<k:> |G| <A(k—1) (2.42)

JJFi
onde G, ; sao os elementos de G. Por meio do teorema circular de Gershogorin, os
autovalores de G sao limitados a uma faixa de [1 — A\(k—1), 14+ A(k —1)]. Portanto,
existe suficientemente pequenos k de maneira que o, = A\(k — 1) < 1, e a matriz
Auxn satisfaz a condi¢ao RIP. A aproximagao de Amini-Marvasti para satisfazer

essa condicao pode ser resumida a seguir.

Aproximacao de Amini-Marvasti para satisfazer a propriedade
RIP: Um matriz de CS A composta por colunas normalizadas a;s e de tamanho
m x n onde Vi, j # i, (a;,a;) < X tem RIP de ordem k se:

A< —— (2.43)
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2.7.4 Matrizes binarias Amini-Marvasti

Amini e Marvasti introduziram matrizes binarias que satisfazem RIP
[Amini e Marvasti 2011]. Uma matriz de amostragem bindria que satisfaz a condi-
¢do de RIP tém os elementos 0 e 1 antes de suas colunas serem normalizadas. Um
subconjunto dessas matrizes tem sido usado anteriormente como coédigos 6ticos
ortogonais (OOC). Considerando um vetor bindrio composto de 0 e 1, e 0 peso w
como o numero 1. Se R(m,w, \) representa o niimero maximo de vetores m x 1
para qual seus pesos sao w e o produto interno de quaisquer dois deles nao é maior

que A (A € Z), entdo temos a equagao 2.44.

R(m,w,\) < [Zj m:ll [ [Z:ﬂ m (2.44)

Onde [.] representa o maior niimero inteiro que ndo é maior que o ope-
rador. Na aplicagao desses cddigos em telecomunicagoes multi-acessos, o menor
valor do produto interno de diferentes simbolos é a chave para diferenciar entre
os usuarios quando os simbolos sao sincronizados; e quando eles nao sao sincro-
nizados, a autocorrelagao e a correlacao cruzadas possui esse papel importante
[Amini e Marvasti 2011]. Portanto ao invés de A, dois pardmetros A\, e \. sdo
usados, e eles sao respectivamente a maxima auto correlacao e a maxima correlagao

cruzada.

Alternativamente, existe uma propriedade calculavel rapida para que a
matriz de compressao seja a coeréncia mitua p(®P). Para uma matriz @, , a
coeréncia mitua é o maximo absoluto do produto interno de quaisquer duas colunas

normalizadas de ®,,,« /.

[illl2-[[lo51[]2

onde ¢; é a i-ésima coluna de ®. A proposicao 1 relaciona o5 com p(®).[Bourgain et al. 2011]

p(®) = mawi<ij<nrizg [[

Proposicao 1. Suponha que ¢1, ¢s, ..., ¢pr Sao colunas da matriz ®. Eles
tém norma unitaria, e ® tem coeréncia . Entao, ® cumpre o RIP de ordem s com

ds = (s — 1).p constante, quando ds < 1.
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O resultado dessa proposicao é que podem-se aproximar projetos de matrizes
sensoriais construindo elas com baixa coeréncia mutua. Na area de construcgao
de matrizes binarias de deteccao, existem técnicas variantes, elas usam algebra,
teoria de graficos e teoria de codificacao. Nesta secao serao discutidas trés técnicas
que sao: Cddigo BCH, Teoria dos conjuntos extremos e Expansao de graficos

desbalanceados.

2.7.4.1 Cobdigo BCH

Os cédigos de BCH, (Bose - Chaudhuri - Hocquenghem) fazem dois con-
juntos de algoritmos para correcao ciclica de erros. Eles sdo feitos utilizando
polinémios em um campo finito (campo de Galois).[Bose e Ray-Chaudhuri 1960]
[Amini e Marvasti 2011]

O principal destaque desses cédigos é que por todo o projeto, existe um
alto nivel de controle de precisao sobre o cédigo de erro de frequéncia, e como isso
é corrigivel por ele. E possivel criar esses codigos com a capacidade de correcio de
erros de bit. Eles também tém a vantagem de decodificar através de um método
algébrico.

Para a aplicacao dos codigos BCH em matrizes binarias destinadas ao CS
pode-se usar vetores OOC caracterizados por m,w, A, A.. E existe a possibilidade
que os parametros A\, e A. sejam iguais (A, = A\, = A). Nesse caso o OOC é
apontado como c6digo (m,w,\).

Seja A um conjunto de vetores OOC de comprimento m. Com peso w e
parametros iguais (A, = A\, = A) . Aplicando as determinagoes de OOC é observado
que o produto interno de quaisquer dois vetores de A é restrito por \. Entao é
possivel construir uma matriz A,,y, através das colunas normalizadas em A onde
n = |A|. Sobre o limite superior do produto interno de vetores em A ¢ facil de

verificar que a matriz A satisfaz a RIP de ordem k < 1+ ¥.[Ding e Xing 2003]

Considerando ¢ = 16% onde a € N. F' = GF(q) como « é a raiz primitiva.
Embora [Amini e Marvasti 2011] considere a relagao de 5|¢ — 1, indicando que 5 é

um fator de ¢ — 1 como um assunto claro. Isso pode ser provado no Lema a seguir.

Lema 1
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Ya € N,5/(16* — 1), (2.46)

Onde N é o conjunto dos niimeros naturais, e | indica "sendo fator de".

Prova A prova deste Lema ¢é através de indugdo matematica. Como a
afirmacgao é para um nimero natural a, primeiro mostramos que é verdade para
a = 1, depois mostramos que se a afirmacao é verdadeira para a = k entao é
verdade para a = k+ 1 onde k é um ntimero particular mas ¢ um nimero arbitrario

natural. Matematicamente provamos que:
a=1—5[(16" - 1), (2.47)

k € N5|(16% — 1) — 5|(16*" — 1) (2.48)

A Equacao 2.47 ¢é facilmente vista quando substituimos a = 1, o resultado é
5[15, que é verdade. J4 para provar a Equacdo 2.48, se 5/(16% — 1), assim claramente

5[(16 x (16¥ — 1)), pode ser reescrita como:

5/(16511 — 16)
5/(16FF! — 15 — 1) (2.49)
5/(165T! — 1)

E assim o Lema é provado.

Como 5|(16* — 1), existe um inteiro d onde g = 5d + 1. Definindo:

D; = {a™! o® o> 0<i<d 1. (2.50)

Porque a maioria dos casos o niimero 1 é consideravelmente menor que o
numero 0, os vetores OOC sdao comumente representados pela localizacao do 1.
Nessa configuracgao, o comprimento do codigo é g—1, o que significa que m = 16%—1

e as localizacoes dos 1 em cada cédigo é dada por C¢~',_| [Amini e Marvasti 2011]:

Ci=loga(D; —1),1<i<d-1. (2.51)
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Uma matriz com estrutura independente dos coddigos OOC é dado em
[DeVore 2007]. E feita de uma matriz bindria p? x p"™'. As colunas tem pesos
p ( antes da normalizagao). O produto interno de quaisquer duas colunas nao
é maior que r, e depois da normalizacdo nao se tornam maiores que %. Onde
p é uma poténcia de um nimero primo. A estrutura da matriz é baseada em
polindémios em GF(p). Essas matrizes sdo assintoticamente 6timas quando % —
oo [Amini e Marvasti 2011] :

r+1 r ;
. p . p.(p — 1)
lim —— > lim —_—
T%—)oo R(p2,p, T) - T%—)ooll;lo p2 —1
_ aar+1
lim 27 (2.52)
T%Hoo p
r(r+1)
lim e~ PH =¥ =1.

P
L o0
r2

Tendo C(1i, ; 2) como um bloco de cddigo linear e 157 um vetor de coluna
unitaria de n X 1. Se 1541€C entao C é simétrico. Portanto para cddigos simétricos
podem-se definir a,,«; como vetor codigo, e por isso através da linearidade do codigo
o complemento de a, 1 é definido como a,«1 ® 1zx1 € é um codigo de vetor valido

também. Entao os vetores sao feitos de pares complementares.

O Teorema 1 de [Amini e Marvasti 2011] d4 uma matriz bindria de CS. Isso
considera C(fi, ; 2) como um cddigo simétrico de minima distancia d,,;,. Entao
isso compoe a matriz A, ,r-1 através dos codigos nas colunas. A matriz envolve

exatamente um de cada casal complementar. Entao define:

A 1
A+ = = 2. A5, 00 1 = (Vg 1] (2.53)

A matriz definida acima cumpre a RIP com a constante §; = (k — 1)(1 —
2.4min) para k < —Z%—. Onde k ¢ a ordem de RIP.

i—2.dmin

A prova do Teorema 1 pode ser encontrado em [Amini e Marvasti 2011].
Ele diz que d;, deve ser proximo do valor de 7, normalmente nao ¢ comum isso
nos sistemas bindrios devido ao envio de bits de paridade para proteger os dados

enviados. Mas usando o codigo BCH pode-se fazer esse tipo de algoritmo.
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E importante lembrar que o cédigo BCH est4 na classe de cédigos ciclicos
tal que il = 27! 4+ 1 feito por um g(z) € GF(2) [x] respeitando g(z)|z2" " + 1]
[Lin 2004]. Usando a teoria de Galois, temos:

r£0
2" 41 = ﬁ (z —7) (2.54)
reGF(2m)

Dessa maneira podem-se decompor o polindémio gerador BCH em produtos
dos fatores lineares de GF(2™). Portanto seja aeGF(2™) uma raiz primitiva do
campo e o' a raiz de g(z). Sendo g(z) € GF(2) [z] todos os elementos conjugados
de o' entdo todos serdo também raizes de g(z). E por isso, se a’', a2, ..., o' sao
diferentes raizes de g(x), tal que iy, is, ..., ig forme uma progressao geométrica, entao
dpi, = d+ 1.

Deve-se entao fazer um polindémio h(z) para checagem de paridade. Entao,

sendo [ < m — 1 tem-se a equacao 2.55.
G ={a ', .ot 2h - 1) (2.55)

Em [Amini e Marvasti 2011 tem-se a maneira de construir a matriz com-

pressiva seguindo os seguintes passos:

12 Passo Enquanto k é dado, i = [logz(k)] e obtém m > i. O comprimento

do vetor do sinal comprimido serd m = 2™,

22 Passo Considere H,, como o conjunto de todos vetores binarios de
comprimento m tendo pelo menos i zeros. Considere H .. como um conjunto de
numeros decimais. A representagao binaria correspondente de Hy.. estd contida

em Heq.

32 Passo Seja « a raiz primitiva de GF(2™). E entdo defina:

H = {a"[r € Hyec}- (2.56)

Determine a checagem de paridade. E defina o c6digo produzido polindmios:

h(z) =[] (z—7) (2.57)

reH
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gla) = = (2.58)

4° Passo Considere A(thil)XQdeg(h)fl como uma matriz binaria feita de codi-
gos pares em colunas. Enquanto as colunas sao coeficientes polinomiais (eGF'(2) [z]),
cada polinémio serd dividido por (z + 1).g(z).

52 Passo Coloque —1 ao invés dos elementos nulos de A. E entao normalize

cada coluna. Nesse estdgio a matriz de compressive sensing A gm_1)ygdeon-1 €
obtida.

2.7.4.2 Teoria dos conjuntos extremos

A teoria dos conjuntos extremos é uma teoria de conjuntos. Seja 7, k e
m como inteiros positivos de forma que r < k < m. Seja X um conjunto de m
elementos, tal que X = {1,2,...,m}. E também sejam as seguintes defini¢oes dadas
por [Naidu e Murthy 2016]:

e 2X:={H HC X},

e XI*:=HCX, |H| =F

O subconjunto F C [X]" é chamado de familia k-uniforme. Assim temos as

seguintes defini¢oes:

Definigao 1. O subconjunto Fy(r,k,m) C [X]k é r-denso se qualquer

subconjunto de X com r elementos tiver pelo menos um pedago de Fy

Definicdo 2. F,(r,k,m) C [X]* é r-esparso se qualquer subconjunto
de X com r elementos tiver no maximo um pedago de Fj, tal que, |F; N F;| <
r—1,VF;, Fjely.

Defini¢do 3. Um subconjunto F,(r,k,m) C [X]" é um sistema Steiner se

cada subconjunto de X com r elementos cabe perfeitamente em um dos pedagos de

F,
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Devemos considerar uma condigao de divisibilidade vista em [Keevash 2014]

k-1 1
vogigr—1( ) divide (m ) (2.59)
r—1 rTr—1

Desse modo o sistema Stein Fs(r, k, m)é um subconjunto de um conjunto

dada por:

r-esparso Fy(r,k,m). Para aplicar a Teoria dos conjuntos extremos, devem-se
verificar a existéncia da matriz com tamanho da coluna otimizado, para cada
par de (r, k) onde r < k. Para atingir o mesmo objetivo da seguinte proposi-
¢ao [Naidu e Murthy 2016] relaciona a esparsidade r dos conjuntos e a matriz de

detecgdo binaria com estrutura (r — 1, k).

Proposigao 1. Suponha que ¢1, ..., ¢ps sejam colunas formadas por normas
unitarias da matriz ® com coeréncia p. Entao, ® satisfaz a RIP de ordem s com
constante d; = (s — 1)p, quando d5 < 1.[Naidu e Murthy 2016]

Proposicao 2. Existe uma bijecao um pra um dentro do conjunto contendo
as familias r-esparsas e k-uniformes e o conjunto de matrizes de deteccao binarias

de estrutura (r — 1, k).[Naidu e Murthy 2016]

Proposigao 3. Seja F' uma familia r-esparsa k-uniforme de cardinalidade
M no m elemento do conjunto X. Entao ®,,«as, ou seja, a matriz de incidéncia de
r—1

F, tem no maximo a coeréncia de . Também, ® = ﬁ.@ cumpre a RIP com

s = (s — 1).(%2), para cada s < -£- + 1. [Naidu e Murthy 2016]

O processo para construir uma familia 2-esparsa e k uniforme de um conjunto
X = {0,1,2,...,kp — 1} usando polinémios infinitos F, = {fi = 0, fo, ..., f»},
enquanto p é uma poténcia primaria, e 2 < k < p — 1, pode ser resumido desse

modo.

Proposig¢iao 4. Seja F, um campo finito de ordem p. Seja I'(z) um
conjunto de polinébmios com grau maximo de F%, Entao, o conjunto Fr formado
acima é uma familia 2-esparso e k uniforme ¢(2, k, kp) em X. E sua cardinalidade é
p?.[Naidu e Murthy 2016]

Através da juncao das proposicoes 2 e 4 temos que a incidéncia da matriz
Fr tem a (2, k)-estrutura e tamanho de (kp x p?). Além disso pode-se observar

que qualquer (r — 1, k)-estrutura pertence ao conjunto de familias k-uniformes e
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r-esparsas no conjunto X com cardinalidade m.

Finalmente, usando os resultados da Teoria dos conjuntos extremos para um
caso r-esparso deve-se limitar o tamanho maximo de cada possivel coluna com essas

matrizes. Esse resultado foi provado por Katona e Nemetz.[Brown e Erdés 1984]

Proposigdo 5. Seja F, C [X]" e F, uma familia r-esparsa. Entéo:

|Fy| < (T) (2.60)

)

Portanto, o tamanho da coluna da matriz em construgao de (r — 1, k)-

(m)
r
estrutura é limitada por k; onde m é o nimero de linhas na estrutura, e k é o

numero de 1 nas colunas, e r — 1 representa o produto interno entre duas colunas.

O teorema para a existéncia de tal matriz de deteccao com o tamanho da

)

r

V(r k), r <k, im n(m,k,r).
m—00 m

onde n(m, k,r) indica a maxima cardinalidade possivel de Fj.

coluna otimizado é dado abaixo.

Teorema 1.

=1 (2.61)

Portanto, para um m suficientemente grande, usando a construcao de Rodl
[R6d1 1985], é possivel a deteccao de uma estrutura (r, k)-binaria.
2.7.4.3 Expansao de graficos desbalanceados

Em combinatéria a Expansao de gréaficos é um grafico esparso com fortes

propriedades de conectividade sdo quantificados usando vértices, bordas ou expansao
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espectral. Essas construgoes expansivas geram pesquisas em varias areas tais como
teoria da complexidade, design de redes de computadores que é robusto, e teoria
de cddigos de correcao de erros [Hoory e Linial 2006]. E similar aos c6digos BCH,
e nessa subse¢ao sera mostrado como utilizara expansao de graficos desbalanceados

para gerar uma matriz bindria de amostragem.

Para isso seja, ||z||o define o nimero de entradas diferentes de zero do
sinal z, e a notacao {n} = {1,...,n} é usada para qualquer grafico G formado
pelos vértices V e veV. Os conjuntos vizinhos de v serdao representados em G por
Cg(v) e o conjunto incluindo as bordas de v em X por I'(v, X) = {v € V, X C V}
[Indyk 2008].

Seja A = {n} e B = {k}. Tem-se um grafico bipartido G = (A, B, E).
E d4 é o grau dos nés em A. No grafico adquirido, o e-extrator [Shaltiel 2004]
vV €> 0 seré especificado depois. Portanto VX C A, |X| > k considerando D uma
distribui¢do de B que é obtido de uma aquisigao aleatéria de a € X e b € I'(a).

Entao: )
> [Prp(b) — Bl < (2.62)

beB
Para todo € > 0, deve-se construir um e-extrator tal que dy = 20'(1°g1°g”)E,
VE > 1. Para as demonstragoes sera usado £ = 2[Indyk 2008].

Ja para t € N, definimos:
over flow,(X) ={b € B, |T'(b, X)| > t}. (2.63)

Escolhendo t = 2.d 4, percebemos que Vb € over flow,(X), e temos Prp(b) >

%. E isso significa que:

lover flow,(X)| <€ .|B| (2.64)

Entdo seja H um gréfico da matriz adjacente a G. Considere X = {i € {n} :
x; # 0} onde | X| < r. Usa-se as propriedades de G [Indyk 2008] para qualquer
i 3 over flow,(X), o valor de (Hx); é a soma do maximo dos elementos t de X que
nao sejam zeros. Usa-se os indices dessas entradas definidos como {ji, 7%, ..., 7i }
pode-se recuperar o conjunto J; = {ji, ..., ji}, e assim fica claro que i pertence

a over flow,(X). Para melhorar a recuperacao deve-se aumentar as medidas de
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H para uma medida maior de H’, assim tendo H'z, serd possivel recuperar J;,
Vi 5 over flow,(X).

Para isso, pode-se usar a nogao de produto tensorial de linha [Cormode e Muthukrishnan 2006]

Definicao 4. Tendo matrizes V,x, € Wyxn, entdo o produto V @ W é uma
matriz v.w x n de forma que (Vyxpn € Wyxn)ivti; = Vij. Wi j, onde ® é um produto

tensorial.

Na verdade, (V,xn € Wiyxn) € feito através da cépia de cada linha de V a w
vezes e implementando a multiplicagao coordenada de cada cépia com a linha corres-
pondente de W. Assim pode-se definir H' = (H ® B) que garante que pode-se recu-
perar o conjunto J; e a sequéncia U; para todo i fora do Over flow,(X)[Indyk 2008].

Entao para recuperar x a partir de J; tem-se que seguir os seguintes passos:

1. Deve-se construir um vetor y que aproxima bem de perto de x e entao
||z —yllo = O(e.k).

2. Aplicar recursivamente a reducao do pardmetro de esparsidade k para recu-

perar completamente x.

Os algoritmos utilizados nos items 1 e 2 sdo chamados REDUCAO e RE-
CUPERACAQO, respectivamente, e eles podem ser encontrados em mais detalhes

em [Indyk 2008].

2.7.5 Matrizes com RIP estatistico

Em CS a matriz de amostragem & N x C a principio possui isometria nos
conjuntos de k sinais esparsos. Isso garante a propriedade de isometria restrita
(RIP), se ¢ garante RIP, entao os algoritmos basis pursuit ou matching pursuit sao

aplicaveis para a recuperacgao de vetores k-esparsos a de N medidas ®,,.

Alguns métodos probabilisticos fazem matrizes N x C' que cumprem RIP.Entretanto
existe uma falta de algoritmos praticos que pesquisam se a matriz ® possui RIP. E
isso é crucial para a construcao de algoritmos de recuperagao. Mas na referéncia
[Calderbank e Howard 2010] tem varias regras simples para matrizes deterministi-

cas que cumprem a RIP.
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Candes e Tao definiram RIP da seguinte maneira: [Candes e Tao 2006] uma
matriz que atende a uma k- propriedade de isometria restrita se sua performance

na isometria é para todos os k-esparsos vetores.

Ambos algoritmos BP e MP dependem da multiplicacdo da matriz e do
vetor. Eles sdo super lineares quanto a dimensao dos dados. O algoritmo de
recuperacao de cddigos de Reed-Muller que serd mostrado, precisa de multiplicacao

de vetor a vetor.

Pode-se comparar CS com varios codigos estruturados da pratica da comu-

nicagao, pois ambos precisam de uma rapida encriptacao e desencriptagao.

Quando trabalha-se com matrizes deterministicas, faz sentido trabalhar com

uma RIP estatistica mais fraca, entdo sera feita a defini¢do a seguir.

Uma matriz ® de N x C tem (k,¢,7)- estatistica RIP, se ela é como a

equacao 2.65.

o
AP <@l (265)

Vk — esparso o € RE(1 — €)||af|* < ||
Considerando a probabilidade maior que 1 — 9 , relativo a uma distribuicao

uniforme para vetores a k-esparsos em R¢ [Calderbank e Howard 2010].

Uma matriz ® N xC é uma (k, €, §)-singularidade-garantida estatisticamente
RIP, se ® tem (k,¢,0)-StRIP, e tem-se a equagao 2.66.

{BeRY: d.a =38} ={a} (2.66)

Com probabilidade maior que 1 — 4, relativo a uma distribui¢ao uniforme

para vetores k-esparsos @ em R da mesma norma[Calderbank e Howard 2010].

Sobre esse tema, existem regras faceis. As colunas da matriz de deteccao
fazem uma cole¢ao sob multiplicacao pontual em que todas as somas das linhas
desaparecem. Diferentes linhas sdo ortogonais ao limite superior do valor absoluto

de qualquer soma de colunas.

No artigo [Calderbank e Howard 2010] encontra-se defini¢bes, lemmas e

explicagoes sobre esse RIP mais fraco e suas aplicagoes em: Matrizes de deteccao de
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Chirp discretas, Kerdock, Delsarte-Goethals, Matrizes de deteccao de Reed-Muller
e BCH.

Com o critério de um RIP mais fraco, conforme preenchido pela matriz, s6
garante a recuperacao do sinal; S6 a pequena parte exponencial dos sinais k-esparsos
podem nao ser recuperados. Esse critério é realizado por varias familias de matrizes
deterministicas e isso inclui os subcodigos dos codigos bindrios de segunda ordem

de Reed-Muller. E também se aplica aos conjuntos aleatérios de Fourier.

2.7.6 Matrizes deterministicas de curvas algébricas através de campos finitos

Essas matrizes sio motivadas pelos cédigos de geometria algébricos. E uma
novidade a estrutura deterministica através de curvas algébricas através de campos
finitos. Uma curva algébrica real é um conjunto de pontos no plano Euclidiano.
Suas coordenadas sao zeros de alguns polindmios com duas varidveis. Eles tém

uma diversidade que nos da escolha ao construir uma matriz de deteccao.

Ao escolher as curvas apropriadas, pode-se criar uma matriz de deteccao

bindria preferido a matrizes de DeVore[Li et al. 2012].

Em [DeVore 2007], DeVore usa polinémios em campos finitos F, para cons-
truir p? x p"*! matrizes de deteccdo binérias, onde p é a poténcia principal. A
matriz construida tem a coeréncia %. Isso satisfaz o RIP de ordem k < 2 +1. Essa
aproximacao pode ser utilizada para qualquer campo finito F,. Cada polinémio
produz um aumento na coluna da matriz. Lembre que todo polinémio desenvolve

uma palavra-chave de Reed-Solomon.

Através das curvas algébricas e seus campos de funcdo, existe um grande

potencial para se fazer matrizes de CS deterministicas.

2.7.7 Matrizes construidas a partir de curvas algébricas sobre campos finitos

Essas matrizes de CS sao motivadas pelos codigos algébricos geométricos.
E uma nova estrutura deterministica através de curvas algébricas sobre campos
finitos. Uma curva algébrica real é um conjunto de pontos no plano Euclidiano.
Suas coordenadas sao zeros de algum polinémio com duas variaveis. Eles tém uma

diversidade que da a escolha de construir matrizes de deteccao.
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Através da escolha correta de curvas, pode-se criar uma matriz de detecgao

binaria preferida as matrizes de Devore.

Em [DeVore 2007], Devore emprega polinémios em um campo finito F,
para a construcdo de matrizes de deteccdo binarias p? x p{r + 1), onde p é uma
poténcia e prima. A matriz construida tem uma coeréncia %. E satisfaz o RIP de
ordem k < 2 + 1. Essa aproximacdo pode ser utilizada para qualquer campo finito
F,. Cada polindémio produz um aumento na coluna da matriz. E cada polindémio

desenvolve uma palavra chave de Reed-Solomon.

Através de curvas algébricas e seus campos de fungoes, existe um grande

potencial para se fazer matrizes deterministicas de CS.
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3 PROPOSTA DA METODOLOGIA

Compressive Sensing ¢ um método amplamente utilizado em diversas apli-
cagoes como foi visto anteriormente. O método escolhido para ser estudo deste
trabalho sao os cédigos de Chirp. O presente capitulo apresenta a metodologia
aplicada em sinais sintéticos de poténcia, bem como alguns cédigos MATLAB
®utilizados para a analise da metodologia, esses codigos estao presentes no Anexo
6.1.

3.1 Apresentagdo da metodologia

O método de codigos de Chirp é uma aproximacao deterministica. Para um
codigo de chirp de comprimento K, existem K? possibilidades de cédigos de chirp,
ou seja, o codigo tem um comprimento K, e existem K2 possibilidades de formar
diferentes c6digos com esse comprimento e a matriz de detecgdo é composta de

codigos de chirp de comprimento K em K? colunas.

Resumidamente, sabe-se que no problema geral de CS, um sinal de com-
primento n em um vetor x no espaco vetorial R" é comprimido na detec¢ao para
um vetor de comprimento m, y, no espaco vetorial R™, através de m combinagoes
lineares de n amostras do vetor do sinal, ou seja, o sinal de n amostras é comprimido

em um sinal com m amostras.

Em CS deterministico utilizando cédigos chirps, tem-se a matriz A que é
composta dos cédigos de chirp em suas colunas, e sua dimensao ¢ K x K2. O

desempenho e a capacidade da técnica depende das caracteristicas desses codigos.

Na préxima secao sera implementado um codigo de chirp no MATLAB ®.

3.2 Codigos de Chirp

Um cédigo de chirp é na verdade um vetor de comprimento K. No que se
refere a frequéncia ele tem dois aspectos. O primeiro que é uma parte peridédica de
tom tnico, e isso é chamado frequéncia de base. E o outro que é um tom passando
todas as frequéncias, e isso é chamado tom de chirp. As duas frequéncias sao

multiplicadas entre si. O codigo de chirp de comprimento K é dado na equagao 3.1.
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em que exp(j2m’2l) é a componente multiplicativa de um tom e exp(j2r %) é a
componente de tom de chirp. A primeira componente contém a frequéncia base m,
e a componente de chirp contem a taxa de chirp r, que é a taxa de chirp entre as

frequéncias.

Como visto na Figura 1, ele é uma sequéncia de nimeros complexos. As
Figuras 2a e 2b mostram as partes real e imaginéaria da 1, ou seja do mesmo codigo

de chirp.

Figura 1 — Cédigo de Chirp como uma sequéncia de niimero complexo

Codigo de chirp de comprimento K

0.5

Valor do codigo de chimp
=

20

10

Parte Imaginaria -1 0 Parte Real

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 2 — Parte real e imaginaria do codigo de Chirp da imagem 2
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O coédigo de MATLAB ®implementou a Equacao 3.1, e o resultado do
cédigo é mostrado na Figura 3.

As componentes multiplicativas do mesmo codigo de chirp sdo:
° ej27rm7[

2
. Gﬂﬂ%

As figuras referentes ao cédigo sdo as Figuras 3, onde as Figuras 3.A e
Figura 3.B sdo as partes reais das componentes e as Figura 3.C e Figura 3.D sao
as partes imaginarias. Com isso pode-se perceber a parte principal da frequéncia

base e da frequéncia de chirp e que nao existem diferencas significativas entre elas.
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Figura 3 — Componentes multiplicativas do cédigo de chirp parte real (A e B) e

imaginéria (C e D) 3.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ou seja, no processo de detecgao a diferenca entre elas nao é relevante. E isso é

esperado, pois como vimos anteriormente a forma de onda que as formam é muito

préxima.

Foi observado como a Transformada Discreta de Fourier (DFT) dessas

componentes se comportam.A Figura 4 mostra que a energia da parte com a

frequéncia de chirp esta espalhada ao longo do espectro e a componente da frequéncia

de base tem sua energia concentrada. Entretanto o cédigo de chirp que é composto

por ambas frequéncias, possui um espectro com a energia espalhada. Embora o

pico de energia possa ser observado em m;, deve-se lembrar que esse sinal de chirp

é somente um, e no caso de termos uma combinacao linear de codigos de chirp, a

energia espalhada pelo espectro ficara mais clara.
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Figura 4 — DFT das componentes do cédigo de chirp sendo (A)DFT da componente
da frequéncia de base (B) DFT da componente da frequéncia de chirp e (C) DFT
de ambas as componentes4.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3 Aproximacgao para extracao dos parametros

O vetor f tem um papel fundamental na recuperacao de sinais comprimidos
utilizando CS com cbédigos de chirp, ele pode ser visto na equacao 3.2. Com isso
podemos ver como ele auxilia a extrair a frequéncia de base m; a partir de um

codigo de chirp.
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Onde f; é visto na equagao 3.3.

j2m

. j2m 2 . 2rm T 2w 2 . 2roT
fl _ yTyl+T — |$1|2€ = (m1T4+r T )€j27r—K l+|$2|2€ < (moT+roT )6327r—K l+' . '—|—CTS,

(3.3)

Onde 7 é o conjugado complexo de y, e T é o valor diferente de zero em Zg.
O asterisco indica uma multiplicacdo circular entre 7; e y; em que o ultimo mostra
um deslocamento de [ 4+ T'. Entao devido a essa natureza circulante, o termo [ + T
pode ser indicado como [ + T'mod K onde modK indica moédulo K. E na Equacao

3.3 o termo CTs significa termos cruzados, que sao dados pela equacao 3.4.

OTs = 3 iz s Fomom s riry) (g
1,71

2'!’,L'T

K

chirp. Essas componentes tem energia espalhada ao longo do espectro, embora a

componente senoidal tenha uma energia concentrada em % Isso ¢ usado para

deteccao de r; utilizando transformada discreta de Fourier de y;.

fi é feito por senoides com frequéncia de e componentes cruzadas de

O passo a passo para a recuperacao do sinal utilizando f; é apresentado a

seguir:

1° Passo Escolhendo um T diferente de zero e T' € Zx e um limite minimo

de energia de f; depois de sua atualizacgao.
292 Passo Atualizando ou obtendo f; através da tltima atualizagao de y;.

3¢ Passo Fazendo a Transformada Répida de Fourier (FFT) de comprimento
K de f,.
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4° Passo Obtendo o r; dominante de 2r;TmodK no ponto de pico da FF'T
de fl-

52 Passo Obter y; como yi! ap6s o processo de recuperacio do sinal usando

codigos chirp utilizando o r; obtido.
62 Passo Obter a FFT de comprimento K de sinal recuperado y;.

72 Passo Obter m; como a localizagao do pico FFT de comprimento K do

sinal recuperado ;.

82 Passo Obter m; como a amplitude do pico da FFT de comprimento K

do sinal recuperado y;.

92 Passo Atualizar y; através da remogao da componente correspondente

da amostra de Z.

10° Passo Se a interagao do looping tiver sido repetida M vezes ou a energia
de y; for menor que € o processo sera finalizado, caso contrario deve-se repetir os

passos de 2 a 9.
A energia de 1, é a sua norma 2.

Para ilustrar esse algoritmo pode-se observar no Fluxograma da Figura 5

OS Passos.
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Figura 5 — Fluxograma do algoritmo de recuperacgao do sinal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Também pode-se ver essa recuperagao como um ciclo e isso pode ser visto

na Figura 6.
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Figura 6 — Fluxograma do ciclo de recuperacao do sinal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.1 Um tnico chirp

Inicialmente foi visto as caracteristicas de f quando y é composto por um
unico chirp, isso significa que o vetor do sinal x antes de ser comprimido por CS
tem apenas uma amostra com valor representativo que é representada por uma
Unica componente de chirp. Viu-se também uma mistura de codigos de chirp

correspondente a multiplas amostras de sinal.

Na Figura 7, tem-se f; de um tnico chirp tem a energia de sua DFT
espalhada pelo espectro, com a concentragao em r;27'modK . Entretanto isso pode
ser utilizado para se obter a taxa de chirp r;. Pode-se observar isso teoricamente
na Eq.3.2. Para utilizar essa propriedade de f;, existe uma bije¢ao entre o conjunto
de r; e o conjunto de {2r;TmodK}, de outra forma, tendo 2r;T'modK pela DFT

de f;, ndo se encontra a correspondente 7;.
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Figura 7 — Médulo da DFT do cédigo de Chirp no topo, Médulo da DFT de {(1)
no meio e Modulo daDFT de uma sendide com frequéncia r527modK em baixo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.2 Mistura de 2 chirps

Nesta secao a FFT de uma mistura de dois chirps e o vetor resultante f

serao analisados.

Na Figura 8, tem-se f; dos chirps misturados tem a energia no espectro con-
centrada em r12TmodK e ro2TmodK. Entao pode-se detectar o r; correspondente.
Mas no caso da DFT de cada chirp assim como a DFT da mistura de chirps, é

visto que a energia da DFT é espalhada ao longo das frequéncias.
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Figura 8 — Médulo da DFT dos codigos de chirp separadamente no topo, Médulo
da DFT da mistura dos codigos de chirp no meio e Médulo da DFT de f em baixo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.3 Bijegao entre dois conjuntos {r;} e {2r;TmodK }

A bijecao entre r; e 2r;TmodK é essencial para a extracao da taxa de chirp,
que é um importante elemento na identificacdo de um codigo de chirp. Como
¢ indicado na referéncia [Applebaum et al. 2009], para se cumprir a bijegao, é

necessario que K seja um niimero primo.

Nas Figuras 9 e 10, a correspondéncia entre dois conjuntos é mostrado para
diferentes valores de K. Para K igual a 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16 nao tem uma
bijecao. Quando K é igual a 6, todos os valores correspondentes a r; sao 0. Ja

para K igual aos nimeros 8, 10, 14 e 16, os dois valores de r; sdo o mesmo valor
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daqueles do outro conjunto.

Ja para K igual a 9 e 15 cada um dos trés valores de r; correspondem ao
mesmo valor daqueles do outro conjunto. E para K igual a 12, cada cinco valores
de r; s@o correspondentes aos valores do outro conjunto. Apesar de todos os casos
em que a bijecao é desejada ela nao existe, quando K é um ntimero primo, ou seja,

7,11, 13 e 17 a correspondéncia desejada é encontrada.

Figura 9 — Ilustragao da bijegao entre dois conjuntos {r;} e {2r;TmodK} para os
valores de K de 6, 7, 8, 9, 10, 11.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 10 — Ilustracao da bijecao entre dois conjuntos {r;} e {2r;TmodK} para os
valores de K de 12, 13, 14, 15, 16, 17.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.4 Decifrando (Dechirping)

Apbs a deteccao de r; a partir da frequéncia dominante de f;, o vetor do

sinal y; é decifrado pelo correspondente dominante r; de acordo com Equacao 3.5.

. 2
d _]27rr7;l

yo=ue K. (3.5)

Apos decifrar o vetor do sinal y;, desde que a taxa de chirp r; seja removida,

a energia correspondente nao se espalha no espectro, isso é observavel em m;.

Na Figura 11, o vetor do sinal decifrado tem a concentragdo da energia ao
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redor do 8 ponto da DFT. Ou seja, m; = 8 e sua amplitude indica a amostra do

sinal recuperado correspondente que nesse caso é aproximadamente s; &~ 2.

Figura 11 — Mistura decifrada de rq
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.4 Deteccao e recuperacao do sinal

-

E importante reforcar que a bijecao entre o conjunto de taxas de chirp
{rilr; € Zx} e o conjunto de pontos da FFT {ZlmedK |y, e 7,3 No codigo de
chirp de CS, a matriz de deteccao é feita por varios sinais de chirp em suas colunas,

sao K? codigos de chirp de comprimento K.

O sinal de comprimento K? pode ser comprimido durante sua deteccdo

como um vetor de um sinal de comprimento K, ele é a combinacgao linear de codigos
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de chirp de comprimento K. Enquanto as amostras do sinal inicial de comprimento

K? tem o papel de pesos da combinacao linear.

A recuperacao do sinal é um processo interativo, em que em cada loop, f é
atualizado a partir da ultima atualizagdo de y. A DF'T de comprimento K de f da a
taxa de chirp r; correspondente a amostra dominante do sinal. Decifrando f usando
o r; encontrado e utilizando a DFT de comprimento K, temos o m; correspondente

e também x;.

Com r; , m; e x; temos o valor da amostra do sinal e sua localizacao. Entao
, com a amostra do sinal, y pode ser atualizado através da remocao dos codigos de

chirp correspondentes a partir da mistura de acordo com (3.6).

. m; . r;
Y=y — xiexp(ﬂﬂfl + JQW?ZQ)- (3.6)

Isso se repete até que a energia da mistura de chirp atinja o valor minimo
estipulado. O c6digo no Anexo 6.1 mostra todo esse processo de compressao durante

a deteccao e a recuperagao de um sinal harmonico.

Podemos observar na Figura 13 que os sinais se aproximam muito mas nao
sdo idénticos, existem pequenos erros, embora a FFT de ambos visto na 12 tenha os
bins localizados corretamente, as amplitudes possuem erros e por isso essa diferenca

entre o sinal original e reconstruido.



65

Figura 12 — Espectro do sinal original acima e reconstruido abaixo.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3.5 Analise de K e taxa de compressao

Nessa metologia apresentada neste trabalho, podemos observar o impacto
que a variavel K tem na andlise dos sinais. Essa variavel representa o comprimento
do sinal esparso, o comprimento do sinal de Chirp que serd usado para construir a
matriz, e também é ela que determina a dimensao da matriz de chirp de CS, pois

suas dimensodes sio K x K2, e isso gerard um vetor comprimido y de comprimento

K.

Com essas informagoes pode-se perceber que a taxa de compressao (TC)

deste método é dada por :



Figura 13 — Sinal original e reconstruido sobrepostos.

Sinal original e reconstruido por CS

60 70 80 90 100

Fonte: Elaborado pelo autor.

K2

E com essa equacao 3.7, vemos que a taxa é de K, ou seja, essa variavel
representa o valor da compressao do sinal, quanto maior o seu valor, maior serd a

compressao do sinal. E importante lembrar que esse nimero deve ser primo, para
que a construgdo da matriz de chirp seja tnica.

O equilibrio desse niimero sera avaliado no préximo capitulo com o uso de
sinais sintéticos de varias formas.

66



67

3.6 Energia do sinal

Para uma melhor andalise da reconstrucao do sinal, sera calculada a energia

do sinal, ela é dada por:

E = /x2 dx (3.8)

No préximo capitulo serao analisadas as energias dos sinais originais e

reconstruidos e comparadas para analise da reconstrucao.

3.7 Limitagoes

Neste capitulo fica claro que existem diversas limitagoes nesse método e no
desenvolvimento em si. Varias exigéncias devem ser cumpridas para que o método

funcione e ainda sim existem erros como visto na Figura 13.

Foram vistos apenas dois sinais misturados, a realidade é um ntimero muito
maior de sinais onde o erro aumenta a cada sinal aumentado tornando o método
ineficaz. Mas ao comparar sua aplicabilidade com os método que utilizam Nyquist
para processar seus sinais observa-se que tém ganhos tdo grandes que podem
baratear os softwares que faz com que existam diversos casos onde o método sendo

aplicado tras beneficios que superam os pontos negativos.

No capitulo a seguir iremos demonstrar esse método com outros sinais e

analisar cada um deles.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo sera feita uma breve revisao do método e as regras utilizadas

e alguns casos e seus resultados.

4.1 Método utilizado para gerar resultados

Nos capitulos anteriores, viu-se que o método de cédigos de chirp para
compressive sensing ¢ basicamente multiplicar o sinal original x por uma matriz de

CS composta por cdédigos de chirp A e obter o sinal comprimido e processado y:

Ymx1 = Amxnxnxl (41)

Em que m << n e por isso a técnica é tao interessante, ela transforma
um sinal com m amostras em um sinal com n amostras, que ¢ bem menor. E
importante lembrar que m = K e n = K?. Sabemos também que a matriz de chirp

A é feita da seguinte maneira:

A=T0 (4.2)

E ® é a transformada de Fourier, que é onde o sinal harmonico utilizado é
esparso e ¥ sao os codigos de chirp. No entanto para se obter um bom resultado

essa matriz  deve atender a propriedade RIP e para satisfazé-la temos 4.3.

M < \/FQH (4.3)

Em que M sao as componentes nao zero, que neste caso serao as componentes

de frequéncia harménicas do sinal e K é o comprimento dos coédigos de chirp.

Serdao demonstrados resultados dos seguintes casos:
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Tabela 1 — Casos estudados neste capitulo

M
Caso K (Maximo Frequéncias utilizadas (Hz) Amplitudes
de frequéncias)
Caso 1| 11 2 2e 30 Todas 1
Caso 2 | 11 2 2 ¢ 100 Todas 1
Caso 3| 11 2 2 e 100 e 180 Todas 1
Caso 4 | 41 3 2 e 100 e 180 Todas 1
Caso b | 41 3 2 e 300 e 580 Todas 1
Caso 6 | 41 3 2 e 100 e 300 e 600 Todas 1
Caso 7| 41 3 Aleatoérias de 2 a 8 componentes Todas 1
Caso 8 | 97 5 Aleatérias de 2 a 12 componentes Todas 1
Caso 9 | 41 4 50 e 150 e -150 e -50 | 1, 0.3, 0.3, 50
Caso 10 | 103 5 2 ¢ 100 e 300 e 600 e 800 Todas 1
Caso 11 | 137 6 2 e 100 e 300 e 600 e 800 e 750 Todas 1
Caso 12 | 179 7 2 e 100 e 300 e 600 e 800 e 750 e 1000 Todas 1
Caso 13 | 251 8 | 2 e 100 e 300 e 600 e 800 e 750 e 1000 e 1200 Todas 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2  Analise dos Casos 1, 2 e 3

Nesta se¢do serao analisados os casos 1, 2 e 3, para todos os casos teremos
K =11 e pela equacao 4.3, obtida pela propriedade RIP, o niimero de componentes
possiveis para esse algoritmo sao duas. No caso 1 tem-se um sinal harmonico com
2 componentes de frequéncia, cujas frequéncias sao 2Hz e 30Hz e as amplitudes
sao 1. Ja no caso 2 tem-se um sinal harmonico também com 2 componentes de
frequéncia, cujas frequéncias sao 2 e 100 e as amplitudes sdo 1. Percebe-se que
a diferenca entre o caso 1 e caso 2 sdo que as frequéncias estao mais espacadas,
espera-se que nesse caso o erro aumente devido a esse maior espacamento. No caso
3 o sinal tem 3 componentes de frequéncia, e elas sdo 2, 100 e 180 e as amplitudes
sao 1. Esse nimero de frequéncias é superior ao possivel para que o sinal respeite a

propriedade RIP, por isso espera-se que o erro seja maior que no caso 2.

A Figura 14a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 1. Observa-se que o algoritmo identificou corretamente a

posicao dos bins, porém as amplitudes estimadas apresentaram desvio. A Figura
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14b apresenta a magnitude dos sinais originais e do sinal estimado utilizando CS.

O MSE (Mean Square Error) para este caso foi de 0,0218. A Energia do sinal

reconstruido sobre a Energia do sinal original Er/Fo foi de 0,1376.

A Figura 15ba apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 2. O algoritmo identificou corretamente a posicao dos
bins, porém também para esse caso as amplitudes estimadas apresentaram desvio,
esse desvio foi maior que o caso anterior, pois as frequéncias estdo mais espalhadas
no espectro confirmando o esperado. A Figura 15b apresenta a magnitude dos
sinais originais e do sinal estimado utilizando CS. O MSE para este caso foi superior
ao caso 1 e tem o valor de 0,039.A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia
do sinal original Er/FEo foi de 0,0000006.

A Figura 16a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 3. Ainda que as componentes de frequéncia sejam
superiores ao indicado pela equacdo 4.3 para que a propriedade RIP seja respeitada
pelo sinal em anélise, o algoritmo identificou corretamente a posicao dos bins, e
as amplitudes estimadas apresentaram desvio, maior que dos casos anteriores mas
ainda sim pequeno. A Figura 16b apresenta a magnitude dos sinais originais e do
sinal estimado utilizando CS, observa-se que a reconstrucao ja se desvia com maior
intensidade em relacdo aos casos anteriores. EE o MSE para este caso foi de 0,0898,
cerca de 4 vezes maior que o caso 1 e mais que o dobro do caso 2. Analisando essa
diferenga podemos perceber que quando a propriedade nao ¢é respeitada podemos ter
um erro bem maior.Os erros desses casos estao demonstrados na tabela 2.A Energia

do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original Er/FEo foi de 0,00004.

Tabela 2 — Erros dos casos 1, 2 e 3

M MSE
Caso | K (Méximo Frequéncias utilizadas | Amplitudes (Mean Er/Eo
de frequéncias) square error)
Caso 1| 11 2 2e30 Todas 1 0.0218 0.1376
Caso 2 | 11 2 2 e 100 Todas 1 0.0390 | 0.0000006
Caso 3 | 11 2 2 e 100 e 180 Todas 1 0.0898 0.00004

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 14 — Resultados do Caso 1
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Figura 15 — Resultados do Caso 2
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Figura 16 — Resultados do Caso 3

Espectro do Sinal original. Caso 3: 3 frequéncias, K= 11
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4.3 Analise dos Caso 4, 5 e 6

Nesta se¢ao serao analisados os casos 4, 5 e 6, para todos os casos teremos
K =41, como visto na secao anterior a equacao 4.3, obtida pela propriedade RIP,
define o niimero maximo de componentes e neste caso serao trés. Nos casos 4 e 5
tem-se um sinal harmoénico com 3 componentes de frequéncia, sendo que no caso 4
elas sao 2, 100 e 180 e no caso 5 elas sao 2, 300 e 580, ou seja, estao mais espalhadas
no espectro. Para ambos os casos as amplitudes sao 1. Espera-se que o erro do
caso 5 seja maior que o caso 4. No caso 6 o sinal tem 4 componentes de frequéncia,
elas sao 2, 100, 300 e 600, nao respeitando a propriedade RIP e com isso espera-se

um erro maior.

A Figura 17a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 4. Observa-se que o algoritmo identificou corretamente
a posicao dos bins, porém as amplitudes estimadas apresentaram um pequeno
desvio. A Figura 17b apresenta a magnitude dos sinais originais e do sinal estimado
utilizando CS. O MSE para este caso foi de 0,0298.

A Figura 18a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 5, observa-se que em relacao ao caso 4 ja percebe-se que
houve uma piora na reconstrugao. Todavia o algoritmo identificou corretamente
a posicao dos bins, mas também para esse caso as amplitudes estimadas apresen-
taram desvio, esse desvio foi maior que o caso anterior, pois as frequéncias estao
mais espalhadas no espectro confirmando o esperado. A Figura 18b apresenta a
magnitude dos sinais originais e do sinal estimado utilizando CS. O MSE para este

caso foi superior ao caso 4 e tem o valor de 0,0488.

A Figura 19a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 6. Ainda que as componentes de frequéncia nao respeitem
a propriedade RIP, o algoritmo identificou corretamente a posicao dos bins, as
amplitudes estimadas apresentaram desvio maior que dos casos anteriores. A Figura
19b apresenta a magnitude dos sinais originais e do sinal estimado utilizando CS,
observa-se que a reconstrucao ja se desvia com maior intensidade em relacao aos
casos anteriores. EE o MSE para este caso foi de 0,0674, cerca de 2 vezes maior que

o caso 4. Analisando essa diferenca podemos perceber que quando a propriedade
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nao é respeitada podemos ter um erro bem maior. Para esses casos, o erro nao
chega a ser tao maior como nos casos anteriores, pois quanto maior o valor de K,
mais amostras se tem e o erro vai diminuindo. Confirma-se isso observando os
casos 3 e 4, onde eles tém o mesmo nimero de componentes de frequéncias, com as
mesmas frequéncias e amplitudes, variando apenas o valor de K, e como esperado
o valor do erro do caso 4 é inferior ao do caso 3 pelo fato de K ser maior.Os erros

desses casos estao demonstrados na tabela 4.

Tabela 3 — Erros dos casos estudados neste capitulo

M MSE
Caso | K (Méximo Frequéncias utilizadas | Amplitudes (Mean Er/Eo
de frequéncias) square error)
Caso 4 | 41 3 2 e 100 e 180 Todas 1 0.0298 | 0.0011
Caso 5 | 41 3 2 e 300 e 580 Todas 1 0.0488 | 0.00017
Caso 6 | 41 3 2 ¢ 100 e 300 e 600 Todas 1 0.0674 | 0.0025

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 17 — Resultados do Caso 4

_Espectro do sinal original. Caso 4: 3 freguéncias K = #1

Magnitude
[ |
(%]

o]

200 400 600 B00 1000 1200 1400 1600 1800
Bin

Magnitude

Espectro do sinal reconstruido. Caso 4: 3 frequéncias K = 41

200 400 B00 800 1000 1200 1400 1600 1800
Bin

(a) Espectro do sinal para o caso 4. Superior: sinal original; Inferior: sinal estimado

25

1.5

Magnitude

0.5

(b) Magnitude

Sinal original e reconstruido por CS para o caso 4

T T T T |II I Ii
estimado
original

0 200 400 G600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Amostra

do sinal original e estimado no dominio do tempo para o caso 4

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 18 — Resultados do Caso 5
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Figura 19 — Resultados do Caso 6

Espectro do sinal eriginal. Caso 6: 4 frequéncias K = 41
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4.4 Andlise dos Casos 7 e 8

Nesta secao serao analisados sinais harmonicos com frequéncias geradas
aleatoriamente, para o caso 7 K = 41 e foram geradas de 2 a 8 componentes de
frequéncias aleatoriamente, para cada quantidade de componentes de frequéncias
o codigo foi rodado por 100 vezes, o MSE foi armazenado e foi obtida a média
dos valores. J& para o caso 8 foi utilizado K = 97 e foram geradas de 2 a 12
componentes de frequéncias aleatoriamente, para cada quantidade de componentes
de frequéncias o cédigo foi rodado por 100 vezes e o MSE armazenado e sua média
obtida.

Para que o sinal satisfaca a equacao 4.3 que foi obtida pela propriedade RIP,
para K = 41 o nimero maximo de componentes que ele deve ter é 3, e para K = 97
o numero maximo é 5. Na figura 20 observa-se que até 3 componentes o erro ainda
¢ muito baixo, para 4 frequéncias ele ainda é pequeno mas ja tem um leve salto, a
partir de 5 componentes o erro fica muito grande, tornando completamente inviavel
a reconstrucao do sinal. J& na figura 21 temos o comportamento similar, ou seja,
para o numero de componentes de frequéncias permitida pela propriedade RIP o
erro é baixo, neste caso até 5 componentes, e a partir dos sinais com 6 componentes

ou mais o erro cresce muito rapidamente tornando inviavel a reconstrucao.
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Figura 20 — Caso 7: MSE para cada nimero de componentes de frequéncia para K
=41
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Figura 21 — Caso 8: MSE para cada nimero de componentes de frequéncia para K
=97
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4.5 Andlise do caso 9

Nesta caso um sinal real é utilizado para testar o algoritmo. O sinal é dado
por x[n] = 2cos(10.7n) + 0.6c0s(300). As frequéncias utilizadas foram 50, 150, -150

e -50 e as amplitudes sao 1, 0.3 0.3 e 50 respectivamente.

A Figura 22 apresenta o espectro em frequéncia do sinal original e estimado.
Observa-se que as frequéncias negativas aparecem na parte superior dos bins da
FFT, como ja esperado. Para garantir a reconstrucao de um sinal real para o sinal
estimado foi realizada uma manipulaciao dos valores estimados individualmente de
modo que a garantir que o fasor das componentes de 50 e -50 fossem o conjugado

um do outro. Para isso utilizou-se a manipulagdo vista na equagao 4.4.

F(50) = (F(50))+§F(—50))* (0.4
F(=50) = (F(50))*

A mesma correcao foi aplicada para as componentes em 150 e -150.

A Figura 23 mostra o sinal original e o sinal reconstruido no dominio do

tempo. O MSE para esta reconstrucao foi de 0.0018.



Figura 22 — Caso 9: Espectro do sinal original e do sinal estimado por CS
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4.5.1 Sinal real com K=41 e frequéncias aleatérias

Foi gerado o mesmo sinal real com K = 41, porém dessa vez as frequéncias
foram geradas de maneira aleatéria, e foram geradas de 1 até 10 componentes
de frequéncias aleatorias e esse codigo foi feito para 1,2 e 3 iteragdes. Para esse
valor de K espera-se que o codigo tenha um bom resultado até 3 componentes
de frequéncia, ou seja, M = 3, observa-se que na Figura 24, para o caso com 1
iteracao, o algoritmo tem um erro baixo até 3 componentes, porem quando as
iteragoes sao duas e trés, respectivamente, observa-se que com 2 iteragoes o MSE
ainda fica pequeno até 4 componentes e com 3 iteragoes o MSE fica pequeno até 5
componentes. Isso significa que o resultado diminui o seu erro a cada nova iteragao
feita e esse resultado era esperado, pois o cddigo foi feito para que se fagam varias

iteragoes até que chegue numa energia desejada.



Figura 24 — MSE para sinal real com K=41 com uma, duas e trés iteragoes
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4.5.2 Sinal real com K=41 e com adi¢ao de ruido e frequéncias aleatorias

Foi gerado o mesmo sinal real com K = 41, porém dessa vez as frequéncias
foram geradas de maneira aleatéria, e foram geradas de 1 até 10 componentes
de frequéncias aleatérias, além disso, foi adicionado um ruido branco gaussiano
ao sinal com relacao sinal-ruido de 20dB, 40dB e 60dB e foram feitas 2 iteracoes
para cada um desses casos. Para esse valor de K espera-se que o codigo tenha um
bom resultado até 3 componentes de frequéncia, ou seja, M = 3, observa-se que
na Figura 25, que é o caso com 60dB de ruido, o algoritmo tem um erro baixo
até 6 componentes de frequéncia, o que ja é um resultado bem satisfatério para
um sinal com ruido e apenas duas iteragoes, porem na Figura 25 onde o ruido é
aumentado para 40dB observa-se que o algoritmo tem um erro baixo para até 5
componentes de frequéncia, o que ainda é satisfatorio, dado que o esperado eram
apenas 3 componentes e em 25 observa-se que quando o ruido é aumentado para
20dB o algoritmo tem um erro baixo até 4 componentes de frequéncia, que ainda é
superior ao esperado para a técnica empregada. Conclui-se que o resultado para
varios tipos de sinais e problemas é satisfatorio para sinais reais com ou sem ruido,

fica dentro do esperado pela técnica.
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Figura 25 — MSE para sinal real com K=41 com duas iteragoes e ruidos de
20dB,40dB e 60dB
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4.6 Analise dos casos 10, 11, 12 e 13

Nesta secao serao analisados os casos 10, 11, 12 e 13, teremos para os casos
respectivamente K = 103, K = 137, K = 179 e K = 251, como visto na se¢ao
anterior a equacao 4.3, obtida pela propriedade RIP, define o nimero maximo de
componentes e neste caso serao respectivamente, 5, 6, 7 e 8. As amplitudes para
todos os casos foi definida 1. Espera-se que o caso 13 tenha o melhor resultado,
pois é o caso em que o sinal comprimido tem mais amostras. E é esperado que o
caso 10 tenha o pior resultado, pois é o caso em que o sinal comprimido tem menos

amostras.

A Figura 46 apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 10. Observa-se que o algoritmo identificou corretamente
a posicao dos bins, porém as amplitudes estimadas apresentaram um desvio. A
Figura 26b apresenta a magnitude dos sinais originais e do sinal estimado utilizando
CS. Foi calculada a relagdo entre a Energia do sinal reconstruido e a Energia do
sinal original e foi obtido o valor de 0,2630, que significa que houve grande perda

da energia do sinal na sua reconstrugao.
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Figura 26 — Resultados do Caso 10
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A Figura 27a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 11, observa-se que em relagao ao caso 10 ja percebe-se que
houve uma melhora na reconstrugao. Todavia o algoritmo identificou corretamente a
posicao dos bins, mas também para esse caso as amplitudes estimadas apresentaram
desvio, esse desvio foi menor que o caso anterior. A Figura 27b apresenta a
magnitude dos sinais originais e do sinal estimado utilizando CS. Foi calculada a
relagao entre a Energia do sinal reconstruido e a Energia do sinal original e foi
obtido o valor de 0,3692, que significa que houve grande perda da energia do sinal

na sua reconstrucao.
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Figura 27 — Resultados do Caso 11
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A Figura 28a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 12. O algoritmo identificou corretamente a posicao dos
bins, as amplitudes estimadas apresentaram desvio menor que dos casos anteriores.
A Figura 28b apresenta a magnitude dos sinais originais e do sinal estimado
utilizando CS. Foi calculada a relacao entre a Energia do sinal reconstruido e a
Energia do sinal original e foi obtido o valor de 0,4849, que significa que houve

grande perda da energia do sinal na sua reconstrucao, ainda maior que 50%.
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Figura 28 — Resultados do Caso 12
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A Figura 29a apresenta o espectro do sinal original e do sinal reconstruido
utilizando CS para o caso 13. O algoritmo identificou corretamente a posicao dos
bins, as amplitudes estimadas apresentaram desvio menor que dos casos anteriores.
A Figura 29b apresenta a magnitude dos sinais originais e do sinal estimado
utilizando CS. Foi calculada a relacao entre a Energia do sinal reconstruido e a
Energia do sinal original e foi obtido o valor de 0,8524, e nesse caso a reconstrugao
foi bem feita, com pouca perda de energia. As rela¢des das Energias desses casos

estao demonstrados na tabela 4.
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Figura 29 — Resultados do Caso 13
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Caso K | M Frequéncias utilizadas Amplitudes | Er/Eo ‘
Caso 10 | 103 | 5 2 e 100 e 300 e 600 e 800 Todas 1 | 0.2630
Caso 11 | 137 | 6 2 e 100 e 300 e 600 e 800 e 750 Todas 1 | 0.3692
Caso 12 | 179 | 7 2 e 100 e 300 e 600 e 800 e 750 e 1000 Todas 1 | 0.4849
Caso 13 | 251 | 8 | 2 e 100 e 300 e 600 e 800 e 750 e 1000 e 1200 Todas 1 | 0.8524

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.7 Analise dos casos com 100 interacoes

Foram feitas simulagoes para K = 11,41,103,137,179e251, as frequéncias

foram geradas de forma aleatorias, respeitando o niimero méaximo de componentes

de frequéncias e foram feitas 100 interagoes para cada um desses casos. Pode ser

observado que ao realizar 100 interac¢oes, pode-se obter simulagoes com uma boa

reconstrucao. Para os casos 1,2 e 3 temos K = 11, e para os casos 4, 5e 6 o K

temos K =

41.
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Figura 30 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal reconstruido no tempo
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se na Figura 30, K = 11 o sinal original e o sinal reconstruido
no tempo. E na Figura 31 tem-se o espectro na frequéncia do sinal original e
reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original
Er/FEo é de 1,00 , e esse valor representa que o sinal foi reconstruido corretamente
sem perdas de energia, e pode-se observar isso nas imagens, onde vé-se os bins das

frequéncias localizados corretamente e também suas amplitudes.
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Figura 31 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da

frequéncia
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Figura 32 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal reconstruido no tempo
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se na Figura 32, K = 41 o sinal original e o sinal reconstruido
no tempo. E na Figura 33 tem-se o espectro na frequéncia do sinal original e
reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original
Er/FEo é de 0,9995 , e isso significa que o sinal foi reconstruido quase sem perdas,
e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados corretamente, com

erro apenas em suas amplitudes.
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Figura 33 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da

frequéncia
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para o caso 10, temos K = 103. Observa-se na Figura 34, o sinal original
e o sinal reconstruido no tempo. E na Figura 35 tem-se o espectro na frequéncia
do sinal original e reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia
do sinal original Er/FEo é de 0,9996 , e isso significa que o sinal foi reconstruido

quase sem perdas, e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados

corretamente, com erro apenas em suas amplitudes.
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Figura 34 — Caso 10: Sinal original e sinal reconstruido no tempo
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Figura 35 — Caso 10: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequéncia
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Para o caso 11, temos K = 137. Observa-se na Figura 36, o sinal original
e reconstruido no tempo. E na Figura 37 tem-se o espectro na frequéncia do
sinal original e reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia
do sinal original Er/Fo é de 0,9994 , e isso significa que o sinal foi reconstruido
quase sem perdas, e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados

corretamente, com erro apenas em suas amplitudes.

Figura 36 — Caso 11: Sinal original e sinal reconstruido no tempo

Sinal original e reconstruido por CS no tempo
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 37 — Caso 11: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequéncia
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Para o caso 12, temos K = 179. Observa-se na Figura 38, o sinal original e
reconstruido no tempo. E na Figura 39 tem-se o espectro na frequéncia do sinal
original e o sinal reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia
do sinal original Er/Fo é de 0,9986 , e isso significa que o sinal foi reconstruido
quase sem perdas, e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados

corretamente, com erro apenas em suas amplitudes.

Figura 38 — Caso 12: Sinal original e sinal reconstruido no tempo
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 39 — Caso 12: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequéncia
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Para o caso 13, temos K = 251. Observa-se na Figura 40, o sinal original
e reconstruido no tempo. E na Figura 41 tem-se o espectro na frequéncia do
sinal original e reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia
do sinal original Er/Fo é de 0,9963 , e isso significa que o sinal foi reconstruido
quase sem perdas, e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados

corretamente, com erro apenas em suas amplitudes.

Figura 40 — Caso 13: Sinal original e sinal reconstruido no tempo
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Figura 41 — Caso 13: Sinal original e sinal reconstruido no espectro da frequéncia
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4.8 Analises dos casos com 100 interagdes e o sinal original com ruido

Foram feitas simulagoes para K = 11,41,103,137,179¢251, com um sinal
original com um ruido, as frequéncias foram geradas de forma aleatérias, respeitando
o nimero maximo de componentes de frequéncias e foram feitas 100 interagoes para
cada um desses casos. Pode ser observado que ao realizar 100 interacoes, pode-se
obter simulacoes com uma boa reconstrucao. Para os casos 1,2 e 3 temos K = 11,

e para os casos 4, 5 e 6 o K temos K = 41.

Figura 42 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal original com ruido
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se na Figura 42, K = 11 o sinal original no tempo, e o sinal original

no tempo com a adicao de ruido. E na Figura 43 tem-se o espectro na frequéncia
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do sinal original com ruido e do sinal com ruido reconstruido. A Energia do sinal
reconstruido sobre a Energia do sinal original Er/Fo é de 0,9909 , e isso significa
que o sinal foi reconstruido quase sem perdas, e pode-se observar que os bins das

frequéncias foram localizados corretamente, com erro apenas em suas amplitudes.

Figura 43 — Casos 1,2 e 3: Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequéncia

Espectro do sinal original. Cases 1,2,3: 2 frequéncias K =11
[T T E-_\ T T T

Magnitude
=
o

0
0 140
Bin
i Espectro do sinal reconstruido. Casos 1,2,3: 2 frequéncias K = 11
[:'-
3 17 y
i,
e
=
=
: e o 40 T it ] i o 3
Bin
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Figura 44 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal original com ruido
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se na Figura 44, K = 41 o sinal original no tempo, e o sinal original
no tempo com a adicao de ruido. E na Figura 45 tem-se o espectro na frequéncia
do sinal original com ruido e do sinal com ruido reconstruido. A Energia do sinal
reconstruido sobre a Energia do sinal original Er/Fo é de 0,9941 | e isso significa
que o sinal foi reconstruido quase sem perdas, e pode-se observar que os bins das

frequéncias foram localizados corretamente, com erro apenas em suas amplitudes.
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Figura 45 — Casos 4, 5 e 6: Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequéncia
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para o caso 10, temos K = 103. Observa-se na Figura 46, o sinal original
no tempo, e o sinal original no tempo com a adicao de ruido. E na Figura 47
tem-se o espectro na frequéncia do sinal original com ruido e do sinal com ruido
reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original
Er/Eo é de 0,9926 , e isso significa que o sinal foi reconstruido quase sem perdas,

e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados corretamente, com

erro apenas em suas amplitudes.
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Figura 47 — Caso 10: Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequéncia

Espectro do sinal original. Caso 10: 5 frequéncias K = 103
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Para o caso 11, temos K = 137. Observa-se na Figura 48, o sinal original
no tempo, e o sinal original no tempo com a adicao de ruido. E na Figura 49
tem-se o espectro na frequéncia do sinal original com ruido e do sinal com ruido
reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original
Er/Eo é de 0,9987 , e isso significa que o sinal foi reconstruido quase sem perdas,
e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados corretamente, com

erro apenas em suas amplitudes.

Figura 48 — Caso 11: Sinal original e sinal original com ruido
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 49 — Caso 11: Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequéncia
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Para o caso 12, temos K = 179. Observa-se na Figura 50, o sinal original
no tempo, e o sinal original no tempo com a adi¢ao de ruido. E na Figura 51
tem-se o espectro na frequéncia do sinal original com ruido e do sinal com ruido
reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original
Er/Eo é de 0,9996 , e isso significa que o sinal foi reconstruido quase sem perdas,
e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados corretamente, com

erro apenas em suas amplitudes.

Figura 50 — Caso 12: Sinal original e sinal original com ruido

Sinal original e com ruido
9 T T T T T T

sinal com ruido
8 original -

Magnitude

0 0.5 1 15 2 25 3 35
Amostra w104

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 51 — Caso 12: Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequéncia

Espectro do sinal original. Caso 12: 7 frequéncias K =179
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Para o caso 13, temos K = 251. Observa-se na Figura 52, o sinal original
no tempo, e o sinal original no tempo com a adi¢ao de ruido. E na Figura 53
tem-se o espectro na frequéncia do sinal original com ruido e do sinal com ruido
reconstruido. A Energia do sinal reconstruido sobre a Energia do sinal original
Er/Eo é de 0,9974 , e isso significa que o sinal foi reconstruido quase sem perdas,
e pode-se observar que os bins das frequéncias foram localizados corretamente, com

erro apenas em suas amplitudes.

Figura 52 — Caso 13: Sinal original e sinal original com ruido
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 53 — Caso 13: Sinal original e sinal com ruido no espectro da frequéncia

Espectro do sinal original. Caso 13: 8 frequéncias K = 251
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5 CONCLUSOES

A metodologia proposta tem como objetivo a implementacao de um algo-
ritmo que visa diminuir a necessidade de meméria de armazenamento em hardwares
para sinais esparsos conhecido como Compressive Sensing. A aplicacao do algoritmo
proposto teve resultados em 13 casos distintos, onde percebe-se a reconstrucao dos
sinais originais. Destaca-se que quanto maior o comprimento do sinal de chirp (K)
e menor o nimero de componentes de frequéncia do sinal (M), menor serd o erro na
reconstrucao do sinal, e existe um maximo de componentes para cada K para que o

sinal respeite a propriedade RIP e esse nimero maximo ¢ definido pela equagao 4.3.

Compressive Sensing tem como objetivo diminuir o armazenamento em
memoéria do sinal processado, tornando o hardware mais barato. Para sinais elétricos,
por exemplo, ao armazenarmos utilizando a técnica de processamento de sinais de
Shannon-Nyquist terfamos 9409 amostras para um sinal esparso com K = 97. Ja
para CS o mesmo sinal seria armazenado com apenas 97 amostras, o que demonstra

um enorme ganho em memoéria e reducao de custos, como mostrado no Caso 8.

Na analise do algoritmo de codigos de chirp, percebe-se a sua sensibilidade de
performance em relacdo aos pardmetros. Apresentou-se como desafio a escolha dos
parametros necessarios para a sua melhor performance. Foram avaliados diversos
K e suas andlises para sinais com frequéncias fixas e variaveis. Neste trabalho
foram realizados os mais diversos testes com sintonizacoes distintas, apresentando
os melhores resultados nos casos apresentados, foram avaliados sinais com e sem
ruido e sua comparacao em tal método. Como proposta para resolugao futura
desse problema tem-se a aplicagao de um método de otimizacao capaz de escolher
esses parametros, tais como: otimizadores meta-heuristicos, nao paramétricos e
otimizacao inteira, adaptando em tempo real ao sinal, isto é, automatizar a busca
pelos parametros das frequéncias e das amplitudes para atuar no maior nimero de

casos possiveis.

Para o funcionamento da técnica é necessario os seguintes requisitos: um
codigo de chirp cujo comprimento seja um nimero primo, um sinal esparso e a
propriedade RIP deve ser respeitada. Com essas exigéncias o trabalho proposto

atendeu as expectativas, sendo publicado um artigo na area de andlise de sinais de
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poténcia, onde aplicou-se o algoritmo em sinais de poténcia [Melo et al. 2020].

Para trabalhos futuros sugere-se aplicar o método de CS utilizando a matriz
deterministica com cédigos de chirp em sinais reais elétricos com harmonicos e

definir quais as melhores taxas a serem aplicadas.
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6 ANEXOS

6.1 Coédigo MATLAB

Neste anexo seguem os codigos utilizados nessa dissertagao para desenvolvi-
mento do problema proposto. No cédigo a seguir é onde se demonstra como é um

sinal de chirp, como ¢ sua parte real e imaginaria.

%% Coédigo de MATLAB: Coédigo de chirp

K=17;

alpha = 1;

r=[1:X-1 0];

m=[1:K-1 0];

1=0:K-1;

%% componentes de chirp

chirpcode=alphax*exp ((1i*2xpi*m(7)*1/K)+((1i*2*pixr(5)*(1.72)))/K);
figure(1)

plot3(1:K,real(chirpcode),imag(chirpcode))
title(’Cédigo de \textit{chirp} de comprimento K’)
zlabel (’Valor do cddigo de chirp’)

xlabel(’Parte real’)

ylabel (’Parte imaginéria’)

figure(2)

subplot(211) ;plot(1:K, real(chirpcode), ’b*-’);grid on
title(’ (a) Parte real’)

subplot(212) ;plot(1:K, imag(chirpcode), ’m*-’);grid on

title(’ (b) Parte imagindria’)

Ja nessa parte do codigo é feito um sinal com duas componentes e é

demonstrado suas partes reais e imaginarias.

componentl=alpha*exp ((1i*2*pi*m(7)*1/K)) ;
component2=alpha*exp ((1i*2*xpixr(5)*(1.~ 2)/K));
figure(3);
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subplot(221) ;plot(real(componentl), ’bx-’);

title(’ (a) Parte real da componente 1 exp((1li*2xpixm(7)*1/K))’)
axis([1 17 -1 1]1);grid on

subplot(213) ;plot(real(component2), ’b*x-’);

title(’ (b) Parte real da componente 2 exp((li*2xpixr(5)*(1.72)/K))’)
axis([1 17 -1 1]);grid on

subplot(223) ;plot(imag(componentl), ’m*-’);

title(’ (c¢) Parte imagindria da componente 1 exp((1i*2*pi*m(7)*1/K))’)
axis([1 17 -1 1]1);grid on

subplot(214) ;plot(imag(component2), ’mx-’);

title(’ (d) Parte imagindria da componente 2 exp((1li*2xpixr(5)*(1.72)/K))’)
axis([1 17 -1 1]);grid on

No codigo a seguir é demonstrada a FF'T do sinal de chirp.

figure(4);
subplot(311) ;stem(0:K-1, abs(fft(componentl)));
title(’ (a) DFT da componente exp((1i*2*pi*m(7)*1/K))’); grid on
subplot(312) ;stem(0:K-1, abs(fft(component2)));
title(’ (b) DFT da componente exp((1i*2*pi*r(5)*(1.” 2)/K))’); grid on
subplot(313);stem(0:K-1, angle(fft(chirpcode)));
title(’ (c) DFT da componente exp((1i*2*xpi*m(7)*1/K)+((1i*x2*pixr(5)*(1.~ 2)))/K)’);

grid on

A proxima parte demonstra como se extrai a frequéncia de chirp r.

K=17;

alpha = 1;

r=[1:K-1 0];

m=[1:K-1 0];

1=[0:K-1];

%% Extraindo r(5) de um Gnico \textit{chirp} code
T=3;
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chirpcode=alpha*exp ((1i*2xpi*m(7)*1/K)+((1i*2*pixr(5)*(1.72)))/K);
f_1=conj(chirpcode) .*circshift (chirpcode’, -T)’;

figure(5);

subplot(311) ;stem(abs(fft(chirpcode)));

title(’DFT of the chirp’); grid on

r2TmodK=alpha*exp ((1i*2*pi*mod (r(5)*T*2, K)*1/K));

subplot(312) ;stem(abs(fft(f_1)));

title ’DFT of £(1)’); grid on
subplot(313) ;stem(abs (fft (r2TmodK)));

title (’DFT of exp((1li*2*pi*mod(r(5)*TT*2, K)*1/K))’); grid on

Esse cédigo na sequéncia demonstra os sinais e suas componentes.

clc; clear all; close all

alpha = 1;

K = 17;

r = [1:K-1 0];
m = [1:K-1 0];
1 = [1:K-1 0];
rl = r(5);

r2 = r(8);

TT = 3;

sl = 2;

s2 = 2;

mod (r1*TT*2, K)

mod (r2*TT*2, K)

chirpcodel=alpha*exp ((1i*2*pi*m(7)*1/K)+((1ix2*pi*rl1*x(1.72)))/K);
chirpcode2=alpha*xexp ((1i*2*pi*m(9)*1/K)+((1i*x2*pi*r2*(1.72)))/K);
r2TmodK_1=alpha*exp ((1i*2*pi*mod (r1*TT*2, K)*1/K));
r2TmodK_2=alpha*exp ((1i*2*pi*mod (r2*TT*2, K)*1/K));
mixchirp=sl*chirpcodel+s2*chirpcode2;
fsig=conj(mixchirp).*circshift(mixchirp’, -TT)’;

figure(6); subplot(421);stem(abs(fft(chirpcodel)))
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subplot (422) ;stem(abs(fft(chirpcode2)))
subplot (423) ;stem(abs (fft (r2TmodK_1)))
subplot (424) ;stem(abs (fft (r2TmodK_2)))
subplot (413) ;stem(abs(fft(mixchirp)))
subplot (414) ;stem(abs(fft(fsig)))

A seguir tem-se o c6digo que demonstra as variagoes de K.

clc;clear all;close all
T=3;
for j=1:2
figure(6+j);
for K=6*j:6*j+5
clear fout
r=[0 1:K-1 ];
for i=1:K
fout (i)=mod (2*r (i)*T, K)
end
subplot(2,3,K-6*j+1) ;plot(sort(fout),’p’);
title(X) ;xlabel(’r(i)’);ylabel (’mod(2*r(i)*3, K)’);
axis([0 K 0 K]); grid on

end
end
O codigo de chirp é misturado e decifrado de acordo com o codigo a seguir.
clc; clear all; close all
alpha = 1;
K = 17;
r = [1:K-1 0];
m = [1:K-1 0];
1 = [1:K-1 0];
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r2 = r(8);
TT = 3;
sl = 2;
s2 = 2;

mod (r1xTT*2, K)

mod (r2+TT*2, K)

chirpcodel=alpha*exp ((1i*2*pi*m(7)*1/K)+((1ix2*pi*r1*(1.72)))/K);
chirpcode2=alpha*xexp ((1i*2*pi*m(9)*1/K)+((1i*x2*pi*r2*(1.72)))/K);
r2TmodK_1=alpha*exp ((1i*2*pi*mod (r1*TT*2, K)*1/K));
r2TmodK_2=alpha*exp ((1i*2*pi*mod (r2*TT*2, K)*1/K));
mixchirp=sl*chirpcodel+s2*chirpcode2;
fsig=conj(mixchirp).*circshift(mixchirp’, -TT)’;

% Dechirping

dechirpl=exp(-1i*2*pi*r1*x1l.~2/K) .*mixchirp/K;

figure(7) ;stem(abs(fft(dechirpl))); title(’Mistura decifrada de rl’)

Os cédigos de chirp deterministicos com a implementagdo de um sinal

harmonico é demonstrado no cédigo a seguir.

%% Coédigos de chirp deterministicos
%% Implementagdo com um sinal harménico
clc; clear all; close all
K=11; % 7, 11, 17, 29, 37, 47
1=0:K-1;
r=0:K-1;

TT=3;
for i=1:K

bijest (i)=mod(2*r (i) *TT, K);
end
%% Fazendo a matriz Phi CS
alpha = 1;
m=0:K-1;
r=0:K-1;
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1=(0:K-1)’;
for ii=1:K % indice do r (fator de chirp)
for i = 1:K % indice do m (bin)
Phi(:,i+K*(ii-1))= alphax*exp((1i*2*pi*m(i)*1/K)+((1i*2*pi*r(ii)*(1.72)))/K
end
end
%% Sinal harmdénico
N=K~2;
12=0:N-1;
amts=[1 1]; % 20 10];
frequs=[2 30]; % 30 40];
x=zeros(N,1);
for j=1: size(amts,2)
x=x+(amts (j) *exp (-1ix2*pi*frequs(j)*12/N))’; % sinal de entrada
end

%% Fazendo a transformada de Fourier

s=fft(x)/N;s2=s;

figure(1)
stem(abs(s))
title(’Espectro de Magnitude de s’)

%% Compressive Sensing

mixchirp=Phix*s2;

Phi TT=circshift(Phi, -TT); %circulando as linhas; %
mixchirp TT=Phi_TTx*s2;

% figure;
% subplot(211);plot(1:K, real(mixchirp), ’bx-’);grid on
% title(’ (a) Parte Real do mixchirp’)
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% subplot(212);plot(1:K, imag(mixchirp), ’mx-’);grid on
% title(’ (b) Parte Imaginadria do mixchip’)

% mixchirp=mixchirp’;

% mixchirp TT=mixchirp TT’;

%% Recovery

samples=[];

for jj=1:size(amts,2)
%% Atualiazando f 1
fsig=conj(mixchirp) .*mixchirp TT;
%% Obtendo r_i e m_i
Fsig=abs(fft(fsig)/K);
[aa, r_max]=max(Fsig); % o valor maximo é& mod(2*r*TT,K)

rf=r(find(bijest==r_max-1)) % encontrando o r

figure(1)
stem(Fsig)

title(’espectro de f: identificando r’)

%% Decifrando
dechirp=exp(-1i*2xpi*rf*1.72/K) .*mixchirp;
%% Obtendo x_i e m_i
temp=fft(dechirp) /K;

[aa, m_max]=max(abs(temp)); % localizando o méxim

figure(1)
stem(abs (temp)) ;
title(FFT do dechirp’)



sampval=temp (m_max)

m_max=mod(m_max,K); %mod((K-m_max+2),K); %

if m max==
m_max=K; %onde ta K era 17
end
samploc=rf*K+m_max; %onde ta K era 17

samples=[samples [samploc; sampvall];

%% Atualizando y_1

)
b

end

s2(samploc)=s2(samploc)-sampval;
figure(1)

stem(abs(s2))

title(’s2 reduzido’)

mixchirp=Phix*s2;
mixchirp_TT=Phi_TT*s2;

mixchirp=mixchirp’;
mixchirp TT=mixchirp_TT’;

33=33+1;

s_est=zeros(size(s));

for

end

i=1:size(samples,?2)

s_est(real(samples(1,i)),1)=samples(2,1i);

x_est=N*(ifft(s_est));

figure

subplot(211) ;stem(abs(s)) ;xlabel(’Bin’);ylabel(’Magnitude’);
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title(’Espectro do sinal original. Caso 1: 2 frequéncias K = 117);

subplot(212); stem(abs(s_est));xlabel(’Bin’);ylabel(’Magnitude’);
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title(’Espectro do sinal reconstruido. Caso 1: 2 frequéncias K = 11°)

figure
plot(1:K"2, abs(x_est(1:K"2)),’m’, 1:K~2, abs(x(1:K"2))); ;xlabel(’Amostra’);ylabe
title(’Sinal original e reconstruido por CS para o caso 1’)

legend(’estimado’,’original’)

err=(abs(x)-abs(x_est))."2;
MSE = abs(mean(err))

figure

plot (abs(err))
title(’abs(MSE)’)
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