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"0 espaco-tempo diz a matéria como se mover; a matéria diz ao
espaco-tempo como se curvar.”

Jonh Wheeler






Resumo

Neste trabalho, tratamos de buracos de minhoca com geometria esfericamente simétricas,
estaticos e estacionarios. Discutimos que para um buraco de minhoca ser de fato uma
passagem entre dois universos assintoticamente planos, é necessario que exista um alar-
gamento da garganta na regiao de raio rg. E mediante as equagoes de campo de Einstein
para esse buraco de minhoca, observa-se que a matéria que gera o buraco de minhoca,
satisfazendo a condicao de alargamento da garganta, tem como caracteristica violar as até
entao consagradas condicoes de energia, sendo chamada portanto de matéria exdtica. No
entanto, esse tipo de matéria nao ¢ a tnica fonte a violar as condi¢oes de energia. Campos
escalares com acoplamento minimo, por exemplo, ja sao capazes de tais violacoes. Além
disso, apresentamos aqui outra geometria que caracteriza um buraco de minhoca, mais
especificamente, um buraco de minhoca com rotacao, o que ainda assim, compoe uma
infinidade de métricas possiveis, sendo cada uma delas caracterizadas pela especificacao
das funcoes métricas, e tais especificacoes dependerao dos propositos. Essas fungoes de-
vem obedecer certas propriedades que sdao impostas a fim de gerarem solugoes fisicamente
aceitaveis das equacgoes de campo de Einstein.

Palavras-Chave: Relatividade Geral, Buraco de Minhoca, Condicoes de Energia, Ma-
téria Exotica.






Abstract

In this work we have discussed the theory about wormholes. Firtly we will describe
wormholes that have spherical and symmetric geometry and that are static and stationary.
It is argued that for a wormhole to actually be a passage between two asymptotically flat
universes, it is necessary that we have a widening of the throat in the region of radius r(.
And from the Einstein field equations for that wormhole, it is observed that the material
that generates the wormhole, satisfying the flare out conditions of the throat, has the
property of violating energy conditions and hence, is called exotic matter. However, this
type of matter is not the only source to violate the energy conditions. For example,
scalar fields with minimal coupling are able to show such violations. Futhermore, we
will show another geometries that characterizes a wormhole, more specifically, a rotating
wormhole, which generates an infinity of possible metrics, each of which is characterized
by the specification of metric functions, and such specifications will depend on their
purposes. These functions must obey certain properties that are imposed in order to
generate physically acceptable solutions of Einstein field equations.

Keywords: General Relativity, Wormhole, Energy Conditions, Exotic Matter.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de Einstein da gravitacao, Teoria da Relatividade Geral, veio para dar
uma nova descricao ao campo gravitacional em termos da geometria do espago-tempo, e
a relacao entre essa geometria e a distribuicao de matéria nesse espaco-tempo. Segundo a
teoria, o campo gravitacional pode ser visto, ndao mais como um campo de for¢as em um
espaco plano, mas agora, como uma curvatura no espaco gerada por uma distribuicao de
matéria ali presente.

As equacdes que trazem essa relacdo entre geometria e matéria, sdo as chamadas
equacoes de Einstein, que compoem um sistema de equacoes diferenciais parciais nao li-
neares, cujas solugoes permitem determinar a métrica que descreve o espaco-tempo em
questao. Essa teoria levou a certas consequéncias que diferem do que, até entdo, era
conhecido pela fisica newtoniana. Consequéncias como dilatacao do tempo e desvio da
frequéncia da radiacao eletromagnética para o vermelho, ou simplesmente redshift, por
exemplo. Fenémenos esses que tém como origem a presenca do campo gravitacional, ou
como é tratado pela teoria, uma curvatura do espaco-tempo, e a intensidade desses feno-
menos é maior, quanto mais intenso for o campo gravitacional.

Um ano ap6s a publicagao da teoria da relatividade geral por Einstein, o fisico aus-
triaco Karl Schwarzschild, em 1916, apresentou uma solugao para as equacoes de Einstein,
que consiste de um campo gravitacional esfericamente simétrico (e também estacionario),
em um espago-tempo livre de matéria (no vacuo), a menos por uma particula massiva
na origem. Tal solugao descreve aproximadamente, por exemplo, o campo gravitacional
gerado pela Terra ou pelo Sol. Isso porque devemos estar a uma distancia suficiente,
para o corpo parecer um ponto. Essa solucao de Schwarzschild, apresenta, além do ponto
singular em r = 0, onde se encontra a particula massiva, um segundo valor, delimitando
uma regido esférica de raio r = rg = 2MG/2. que é o raio de Schwarzschild. Regido essa
em que fenémenos como a dilatacao temporal e o redshift seriam infinitos. Essa solucao
deu origem ao conhecido Buraco Negro estatico e esfericamente simétrico, onde a regiao
esférica de raio igual ao raio rg de Schwarzschild, é chamado de Horizonte de Eventos.

Em 1916, o fisico vienense Ludwig Flamm publicou um artigo intitulado Contribu-



tions to Finstein’s theory of gravitation (do original Beitrige zur Finsteinschen Gravitati-
onstheorie) [1], onde seu objetivo era apresentar as conclusdes da solu¢do de Schwarzschild
de uma maneira mais clara. Lembre-se de que Schwarzschild publicou dois artigos nota-
veis em 1916, em que o primeiro esta relacionado a solucao de vacuo estitica exterior e
esfericamente simétrica, e o segundo a solucao interior de um fluido incompressivel rela-
tivistico [2]. Flamm em seu artigo mostrou por meio de esboc¢os de um plano equatorial
que as secoes espaciais da solucao interior de Schwarzschild possuem a geometria de uma
porcao de uma esfera redonda [2]. Além disso, ele mostrou que a superficie de revolugao é
isométrica a uma secao plana da solucao externa de Schwarzschild. Agora, ele considerou
que a curva meridional é uma parabola, onde a superficie de revolucao une duas laminas
assintoticamente planas, que em uma terminologia moderna podem ser consideradas um
tanel. No entanto, enfatizamos que ele nao estava contemplando a possibilidade de solu-
¢oes do tipo ponte ou buraco de minhoca [2].

O Buraco de Minhoca consiste de uma geometria no espago-tempo tal como uma
espécie de "ponte" entre dois universos distintos, ou apenas um atalho entre duas regioes
do mesmo universo. Caracteristicas relacionadas ao buraco de minhoca de Schwarzschild
foram tratados por Herman Weyl (1920), e também por Einstein e Nathan Rosen (1930)
[3].

Posteriormente, em 1988, Morris e Thorne publicaram o artigo intitulado Wormho-
les in spacetime and their use for interstellar travel: A tool for teaching general relativity
[3], que sera amplamente discutido neste trabalho, tratando a respeito do buraco de mi-
nhoca descrito pela solucao de Schwarzschild, no vacuo, estatico e esfericamente simétrico.
Baseado em consideracoes relacionadas a utilizacao desse buraco de minhoca como um
meio de viagens interestelares, Morris e Thorne passam a considerar um segundo tipo de
buraco de minhoca, ainda seguindo uma métrica de Schwarzschild, porém, estando esse
nao no vacuo, mas na presenca de matéria. E a partir disso, é feita uma discussao de
quais seriam as caracteristicas desejaveis que esse buraco de minhoca, que neste trabalho
serd chamado de buraco de minhoca de Morris-Thorne, deveria apresentar, a fim de se
tornar uma possibilidade viavel de viagem interestelar.

Diante das equacgoes de campo que descrevem esse segundo tipo de buraco de mi-
nhoca, foi analisado aqui que tipo de matéria poderia gerar a geometria necessaria, e as
caracteristicas desejadas para esse buraco de minhoca. Foi considerado o comportamento
da matéria geradora dessa geometria, com relacao as chamadas condicoes de energia.
Condicoes essas impostas ao tensor momento-energia, e que eram, por bastante tempo,
tidas como razoaveis a fim de que fossem preservadas as propriedades fisicas admissiveis.
Essas condicoes garantiam propriedades tais como a positividade da massa e a validade
de teoremas de singularidades.

As condicoes de energia consistem de um conjunto de condigbes impostas sobre o

tensor momento-energia, 7),,, e sdo elas: condicdo de energia fraca (WEC), a condigao de

juz



energia nula (NEC), condigao de energia forte (SEC) e a condigao de energia dominante
(DEC). Cada uma delas apresenta uma propriedade que o tensor 7, deve satisfazer, como
por exemplo, para o caso de um fluido puro, que a densidade de energia deve ser positiva,
p > 0. No entanto, como serd visto mais a frente, algumas dessas condicoes podem ser
violadas em determinadas situacoes, e para determinados tensores momento-energia. E
com isso, um caso em que ocorre violacao das condigoes de energia, ¢ justamente o da
matéria que gera o buraco de minhoca, o que resulta na consideracao da chamada matéria
exdtica, como serd visto mais a frente neste trabalho.

Portanto, este trabalho tem como objetivo apresentar e discutir os buracos de mi-
nhoca, as condi¢oes de energia e violacao dessas pela matéria que gera o buraco de minhoca
de Morris-Thorne. E também considerar outras possibilidades de geometrias que também
caracterizam buracos de minhoca, mais especificamente um buraco de minhoca que apre-
senta rotagao.

Dito isso, este trabalho expoe, no capitulo 2, uma revisao de tépicos importantes de
geometria diferencial e relatividade geral, tais como as noc¢oes de métrica no espago-tempo,
geodésicas, curvatura, e como tudo isso se relaciona com gravitagao por meio das equa-
coes de Einstein. Em seguida, no capitulo 3, sao apresentadas explicitamente as condicoes
de energia, e a forma que essas assumem no contexto de um fluido puro, também para
o campo escalar, com acoplamento minimo e nio-minimo, em que surge o termo &R¢?
na lagrangeana, e como esse campo pode violar uma dessas condi¢coes. No capitulo 4, é
apresentado o buraco de minhoca de Morris-Thorne, explicitando as caracteristicas que
esse apresenta e as condigoes importantes como a condi¢cao de alargamento da garganta,
que sera a responsavel por introduzir a ideia de que sdo necessarias fontes (matéria) que
acabam por violar as condi¢oes de energia. Por fim, no capitulo 5, é descrito um buraco
de minhoca com rotacao, e as condi¢oes que as func¢oes métricas devem obedecer para se
obter solucoes fisicamente aceitaveis, a derivacao das conexoes, tensores de Ricci e Eins-
tein da forma tradicional. E em seguida, a utilizacao de outros métodos com o interesse
em analisar a condicao de energia fraca, e também algumas condi¢oes sobre as forgas
de maré. Finalizando o trabalho, sao tiradas conclusoes e discutidas perspectivas para
trabalhos futuros. Esta dissertacao também é acompanhada por alguns apéndices que
tratam de topicos importantes, que podem auxiliar o leitor em um maior entendimento

desse trabalho.



Capitulo 2

Elementos de Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral foi responsavel por introduzir a relacao entre o
campo gravitacional com a geometria do espacgo-tempo, de forma que a interacao gra-
vitacional experimentada por uma particula presente nessa regiao, ¢ consequéncia deste
espaco-tempo apresentar uma curvatura.

Para um espaco plano, ha uma geometria euclidiana correspondente. Para o espago
de Minkowski, tem-se uma geometria pseudo-euclidiana cuja métrica é induzida pela pro-
pagacao de um raio luminoso. Em uma regiao onde existe um campo gravitacional, o
espaco-tempo é curvo, portanto a geometria correspondente é nao euclidiana. Isso pode
ser aplicado tanto aos campos gravitacionais "verdadeiros"!, em que o espago-tempo é
curvo, quanto nas situagdes em que o sistema de referéncia nao é inercial [4].

A teoria geral da relatividade é muito bem discutida em varios livros tais como [5],
6], [7], [8] e [4]. Sendo assim, neste capitulo serao abordados os pontos que sao importan-
tes para a compreensao deste trabalho. Noc¢oes como variedades, tensores, manipulacoes
de indices, componentes covariantes e contravariantes, dentre outros, serao tomados como

familiares ao leitor.

2.1 Sistema de coordenadas e tensores no espaco-tempo

Sao usadas coordenadas arbitrarias de um ponto p da variedade M (espago-tempo),
como resultante da aplicacdo ¢ : U C M — V C R* com p € U, em que U e V sao

0

abertos, de modo que ¢(p) = z#(p) = (2%, 2!, 22, 23). Considerando uma transformagao

de coordenadas de um sistema x* a outro z*, de modo que

gt = (20, 2t 2%, 2%, (2.1.1)

!Campos gravitacionais verdadeiros sdo aqueles presentes em variedades livres de torcio, como é o
caso do espago-tempo da relatividade geral.



onde &* sao certas funcgoes reais.
Considerando um campo escalar ¢ = (20, 21, 2%, 13), pode-se definir o gradiente
0 - .
desse campo como tendo componentes J,p, em que J, = 5. E possivel mostrar que o
gradiente de uma funcao escalar se transforma como um vetor, neste caso, covariante:

, , ox”
@@(fﬂ) = B

'

vip(x). (2.1.2)

Seja um campo vetorial com componentes contravariantes V# = V#(z). Quando
realizada uma mudanca de um sistema de coordenadas para outro, este campo vetorial

segue a lei de transformacao

ox'*
Vi) = V¥ (z). 2.1.3
(@) = SV () (213)
Quando as componentes sao covariantes, a lei de transformacao é
ox¥
1IN
Vi(2') = Er V., (x). (2.1.4)

Para um campo tensorial de rank (n, m), sob uma mudanca de sistema de referéncia,

a lei de transformagao é

ox'™ oz’ 0x'” Ox™ Ox? Ox?®
uy...o - 0K...w
T g = Oxd Ozt Oxw Ox'* Ox'P 8x’PT A (2.1.5)

em que estao presentes n indices contravariantes e m indices covariantes.

2.2 Meétrica

O espaco-tempo é uma Variedade Riemanniana quadridimensional. Sendo as-
sim, o espago-tempo admite um tensor métrico g,,, que possibilita determinar, por exem-
plo, a distancia entre dois pontos da variedade, ou no caso do espago-tempo, determinar
o intervalo espaco-temporal entre dois eventos. Chamando de ds o intervalo entre dois
eventos?, de forma que

ds® = g, dxtdx”, (2.2.1)

em que g, ¢ funcao das coordenadas do espaco-tempo, e simétrico nos indices p e v, ou
seja, G = Gup-
A contragao ds* = g, dztdz” é uma quantidade escalar e é também invariante por

transformacoes entre sistemas de coordenadas. Sendo

, Oz 02

g,ul/ - al_,u ax,yga/ﬁa (222)

2ds é a versdo infinitesimal de um intervalo As = g, (z" — y*)(z¥ — y*).



e também 9t
T
dz'" = ——dz" 2.2.3
. oz ( )

tudo isso aliado ao fato de que, pela regra da cadeia

oz ox® Ox'*

uma vez que z* = (2%, 2" 2 2®), pode-se mostrar que
ds* = g, da"da" = gopda®da’ = ds’. (2.2.5)

Um tensor métrico é dito ser semi-riemanniano, ou pseudo-riemanniano, se
é simétrico, g, = Gy, € nao degenerado, ou seja, g, A*B” = 0 se A" ou B” forem nulos.
Assim, o tensor métrico possui um nimero de dez componentes independentes. O tensor
métrico ¢ dito ser Riemanniano se for nao negativo, ou seja g, A*A” > 0.

Pode-se determinar o tensor métrico inverso ¢g*” por meio da relacao

1, sea= A\
Gapg™ = 85 = : (2.2.6)
0, se a # A

que é a chamada delta de Kronecker.

A condicao de simetria sobre um tensor métrico garante que g = g, € ® e”, possui
autovalores reais, e garante a possibilidade de diagonalizd-lo em um ponto p da variedade,
ou seja, para um ponto p existe uma base em T,M? tal que o operador g assume uma
forma diagonal. Em seguida, ordenando os elementos da diagonal obtidos e normalizando-
0s, chega-se, no caso do espago-tempo da relatividade geral, sempre ao tensor métrico de

Minkowski

O par (n,m) em que n é o numero de autovalores positivos de g, e m o nimero
de autovalores negativos de g, sempre contando a degenerescéncia dos autovalores, é
denominado asstnatura do tensor métrico g, e é um invariante por mudanca de sistema
de coordenadas. Muitas vezes a assinatura (n, m) de um tensor métrico semi-riemanniano

¢ denotado por n sinais "+" e m sinais "—"

n vezes m vezes

Um tensor métrico riemanniano possui assinatura (+,...,+). Além de tensores

3T, M & o espago vetorial tangente & variedade no ponto p. Espacos tangentes em pontos distintos da
variedade, sdo diferentes. Assim, operagoes tais como soma de vetores definidos em espagos tangentes
diferentes, nao é possivel de ser realizada.



métricos com tal assinatura, ha também um interesse por tensores métricos com assinatura
(+,—,...,—) ou (—,+,...,+) dependendo da convencio, pois sdo tais tensores métricos
que ocorrem na descri¢cao do espaco-tempo na relatividade geral. Tensores métricos com
assinatura (+,—,...,—) ou (—,+,...,+) sdo chamados de Lorentzianos. No decorrer
dessa dissertagao, a assinatura utilizada para a métrica sera (—, +,...,+).

O tensor métrico é de grande importancia para a teoria geral da relatividade. Isso se
deve ao fato de g, ser o responsavel por refletir a geometria do espaco-tempo na presenga,
ou nao, de uma distribuicao de matéria ou energia, sendo que tal distribuicao, quando
presente, modifica a geometria do espaco-tempo ao seu redor. Assim, a métrica® tem o
papel de informar como esse espago-tempo ird se comportar nessas condi¢oes. Portanto,
diferente do que ocorre com a métrica no espaco de Minkowski na relatividade especial, a
métrica g, na relatividade geral é o objeto dinamico da teoria. Ao se resolver as equagoes
de campo de Einstein, o objetivo geral é determinar as componentes nao nulas do tensor
métrico. Na relatividade especial, a métrica 7, € o objeto absoluto da teoria, e portanto,

se mantém invariante sob transformacoes entre sistemas de coordenadas, isto é,
ATnA =1, (2.2.8)

que é uma equacao matricial em que 17 é a matriz da métrica e A é a matriz da trans-
formacao de Lorentz. A equacio (2.2.8) expressa o fato de que a métrica de Minkowski é

um invariante por transformacoes de Lorentz.

2.3 Derivada covariante e Conexao Afim

Uma operagao importante tanto em variedades planas quanto curvas, é a operacao
de derivacao. Em espacos planos, a derivada de uma funcao é feita avaliando o valor da
funcao em dois pontos separados infinitesimalmente, isto ¢, tomando o limite do intervalo
dos dois pontos indo a zero. Porém, um problema que surge quando se esta falando de
variedades curvas, é o fato de a derivada parcial simples nao se transformar adequadamente
quando aplicada aos tensores. No caso de um vetor contravariante, a lei de transformacao

2

e

9 A — ox® Ox'v 5 ox® 0%x" 5
R Qe 9B T oz 0x@0xP ™~

O que se deseja é uma espécie de Derivada Covariante, uma operacao que corres-

(2.3.1)

ponda & uma derivada parcial simples quando a variedade em questao é plana, porém
que se transforma adequadamente como um tensor em uma variedade arbitraria. Para
resolver esse problema, é introduzido um objeto nao tensorial, ou seja, que nao se trans-

forma adequadamente como um tensor, mas que corrige o problema levando a derivada

4Daqui em diante, por conveniéncia, o tensor métrico serd chamado simplesmente de métrica, assim
como o intervalo espaco-temporal ds?, uma vez que ambos estio relacionadas.



a se transformar da maneira desejada. Esse objeto é a chamada Conexao Afim, cujas

componentes sdo I'? e sua lei de transformacdo é

pv?

- Ox'* Oz 9z° _ Ox® 92F 9%
W 9T Qat Qv P Qe O DxdxB

(2.3.2)

Portanto, define-se a chamada Derivada Covariante como sendo, no caso de um
vetor contravariante

V, A" = 0,A” + T A (2.3.3)

E para o caso de um vetor covariante,
VA, =0,A, — T}, Aa. (2.3.4)

Finalmente, considerando um tensor de rank (n,m), a sua derivada covariante é

ai.. Q1.0 Ocz Ql...05.. a at..
VT g = T 5, + Z Lot ZFWT B1.0j i
=1
(2.3.5)
em que Tal'“”i‘“a%l“ﬂm significa que o indice ; é substituido por o; e analogamente para
Tal---an
ﬁl---o'jmﬁm.

As vezes, uma notacao muito 1util de se utilizar é,

T 5, =T s (2.3.6)
e
VuTal'”a”Bl_ﬂm =] 51 Bt (2.3.7)

O proximo passo é encontrar uma maneira de determinar os coeficientes da cone-
xao afim. Para isso, é preciso impor algumas condigoes que a variedade deve satisfazer.
Dada uma conexao especificada por FI’\W, pode-se formar imediatamente outra co-
nexao simplesmente permutando os indices inferiores. Existe, portanto, um tensor que é
associado a qualquer conexao, conhecido como Tensor de Torgcao, cujas componentes
sao
T, :=2Tp, =T, — T, (2.3.8)
em que I‘ﬁw] ¢ a antissimetrizacao da conexao nos indices inferiores. Assim, uma conexao
é dita ser uma conexao simétrica, ou livre de torgcao, se o tensor de tor¢ao associado
for identicamente nulo. Impor que o tensor de tor¢do seja nulo, significa impor que suas
componentes sao nulas em um sistema de coordenadas e portanto, em todos eles. Assim,

uma conexao simétrica satisfaz, em todos os pontos da variedade

Lo =T, (2.3.9)



Uma outra caracteristica interessante que a conexao pode ter, é ser dita métrica,

ou seja, se a derivada covariante da métrica for nula,
Vaguw =0, (2.3.10)

entao a conexao afim associada é dita uma conexao métrica. Com isso, por meio de

(2.3.10) & possivel escrever as seguintes relagoes

vag,uu = OaYuv — Féug)\y - F;\ng = 0, (2311)
vugzxa = augz/a - F,//\Mg)\a - Fgugzz)\ - O, (2312)
Vuga,u = az/ga,u - Féug/\u - F;)l,ga,\ =0. (2313)

Somando (2.3.12) com (2.3.13) e subtraindo (2.3.11), utilizando (2.3.9), e apés algumas

manipulacoes, é obtida a seguinte relagao entre a conexao e a métrica,

1 (o
Ff;y = 59)\ (auglla + augoz,u - 3ag;w), (2314)

que coincide com os Simbolos de Christoffel. O mais importante é notar que segundo
(2.3.14), em uma variedade livre de tor¢ao e cuja derivada covariante da métrica é nula, os
coeficientes da conexao afim sao univocamente determinados por meio do tensor métrico.

A formulacao de FEinstein da teoria da relatividade geral pressupde uma conexao

livre de torcao e com V,g,, = 0.

2.4 'Transporte paralelo e Geodésicas

Em uma variedade arbitraria, deve-se ter cuidado ao comparar vetores que se encon-
tram em pontos distintos da variedade, pois estes pertencem a espacos tangente diferentes.
O que pode ser feito, é transportar um dos vetores até o ponto desejado. Porém, esse pro-
cesso nao € tao simples, pois dependendo do caminho adotado para leva-lo de um ponto a
outro, o vetor pode ser modificado devido & curvatura da variedade. Em uma variedade
plana, nao é necessario ter esse tipo de cuidado. A razao disso é que, mover um vetor de
um ponto a outro mantendo-o constante, é algo natural.

A ideia de mover um vetor ao longo de um caminho, mantendo-o constante todo o
tempo ¢ conhecida como transporte paralelo. Diferente de espagos planos, em espacgos
curvos, o resultado de transportar paralelamente um vetor de um ponto a outro desse
espaco vai depender do caminho tomado entre os pontos final e inicial.

Considerando uma curva z#(7), em que 7 é um parametro ao longo da curva. Em

espacos planos, adotando coordenadas cartesianas, o transporte paralelo de um vetor



mantém suas componentes constantes ao longo da curva, ou seja

ave_dat
dr  dr

9,V = 0. (24.1)

Em uma variedade curva, define-se o transporte paralelo de um vetor V* ao longo da

curva z#(7) como
DV#  dx¥

dr  dr

em que ¢ definido a derivada covariante ao longo da curva x" (1)

V,VE =0, (2.4.2)

D_dx“
dr  dr "

(2.4.3)

Assim, a condigdo para que um campo tensorial de rank (n,m) possa ser transportado
paralelamente ao longo de uma curva x(7) é
dx®

SN T ), (2.4.4)

dr YL tm

Pode-se encarar a equacgao de transporte paralelo como uma equacao diferencial de pri-
meira ordem com valores iniciais. Dado um tensor em algum ponto ao longo do caminho,
havera uma continuacao dnica do tensor para outro ponto nesse caminho, de forma que
a continuacdo resolva (2.4.4) [5]. Assim, é dito que esse tensor foi transportado paralela-
mente.

Com tudo isso, o proximo passo é discutir o conceito de geodésica. A curva geo-
désica ¢ uma generalizacao, para variedades arbitrarias, de uma linha reta em variedades
planas. E conhecido que a linha reta ¢ a menor distancia entre dois pontos. Mas de uma
forma mais elaborada e conveniente para essa discussao, a linha reta é a curva na qual o
seu vetor tangente é transportado paralelamente. Comegando por essa segunda defini¢ao,

uma geodésica € uma curva pela qual seu vetor tangente € transportado paralelamente.

. , m . . o~
O vetor tangente para um caminho z#(7) é ¥~ Assim, a condicfio para se transportar
dr ’
2, K . ” . ~
paralelamente o vetor tangente 6 24 — (), com isso, é obtida a equacio
dr dr ’ ’
d?at u dz” daP

+ ———F =0. 2.4.5
dr? B dr dr ( )
Essa é a equacao da geodésica, e se reduz a nocao de linha reta em espacos euclidianos
quando a conexao, assumindo coordenadas cartesianas, é Fgﬁ =0, e a equagao (2.4.5) se

reduz a
At

dr?

—0, (2.4.6)

que é a equacao para uma linha reta.
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2.5 Curvatura no espacgo-tempo

Tendo discutido a respeito do transporte paralelo, o préximo passo é abordar a
curvatura de uma variedade. A curvatura é expressa por meio do Tensor de Riemann,
ou Tensor de Curvatura, que por sua vez é obtido por meio da conexao.

A derivada covariante de um tensor ao longo de uma curva, fornece a ferramenta
para definir o transporte paralelo de vetores na variedade. Com isso, a derivada covariante
de um tensor ao longo de uma direcao, mede o quanto o tensor muda em relagao ao que
seria se este tivesse sido transportado paralelamente, uma vez que a derivada covariante
de um tensor ao longo de uma direcao em que é transportado paralelamente é zero. Assim,
a relagao entre este tensor de Riemann, e o transporte paralelo ao longo de um caminho
fechado logo estara clara.

Definindo o comutador de duas derivadas covariantes como
[vua Vl/] = vuvu - Vuv/u (251)

quando aplicado a um tensor, mede a diferenca entre o transporte paralelo deste tensor
primeiro de uma maneira e depois de outra, versus a ordem oposta.

Considerando um campo vetorial V', e sobre ele aplicado o comutador (2.5.1)
V., V,V¥=V,V,V*-V,V, VY (2.5.2)
apo6s alguns calculos, é obtida a relagao
[V, V]V = R%, V=T, V,\V*, (2.5.3)

- V.Buv

em que, no segundo termo aparece o tensor de torcao, e no primeiro termo o chamado

tensor de Riemann, que é identificado como
e} _ 1Y « a A a T
.B,ul/ — 8“FVB - al,F#B + FH')‘FVB - FV)\FLbﬁ (254)

Assim, a aplica¢do do comutador (2.5.1) em um campo vetorial, resulta em uma parte
proporcional ao campo vetorial, medida pelo tensor de Riemann, e uma segunda parte
proporcional & derivada covariante do campo vetorial, que é medida pelo tensor de torcao.

O tensor de Riemann (2.5.4) é determinado a partir da conexao, sendo ela qualquer,
nao sé aquela obtida em (2.3.14), que é o proprio simbolo de Christoffel.

Para um tensor de rank arbitrario, a acdo de [V,, V,] é computado como

olbn _ A oolhn 1 AU2...[hn w Aefhn
[VOU vﬁ} S #l/1...l/m - _Taﬁv/\s'ul 'uzq...l/m + R.)\IQBS he ;f/l...l/m + R./\Qaﬂsul llllll‘..l/m_'_
+ + RHn Sm--./\ _ R)‘ GHbn . RA GH1Hn .
e Aaf V1...Um viaf AV2...Um .voaf3 ViA...Um

11



_ _ RA G- pin

-VmOCB V1. A"

(2.5.5)

Uma primeira propriedade que pode ser vista diretamente da expressdo (2.5.4), é a

sua antissimetria nos dois iltimos indices

B = R (2.5.6)

Existem algumas outras simetrias para o tensor de Riemann que sao notaveis. Para elas,

é conveniente escrever R%  como

Raﬂuu - ga)\R.)\ﬁ'uy- (257)

Para o leitor que estiver interessado na demonstracao das simetrias a seguir, consulte o

apéndice A. As simetrias e identidades interessantes que valem ser mencionadas sao:

Raﬁ,u,l/ = _Rﬁa,uz/; (258)
Roz,é’,ul/ = _Raﬂu,u; (259)
Ra,ﬁ,uu = Rp,z/aﬁ- (2510)

As identidades notaveis que também valem ser mencionadas sao as chamadas Iden-

tidades de Bianchi. Sao elas entdo:

Raﬁ;w + Ra/},uﬁ + Ral/ﬁ,u, = 07 (2511)

V)\Raﬁwj + VQR@NW + VﬁR,\aMV =0. (2.5.12)

As demonstragoes das identidades (2.5.11) e (2.5.12) podem ser encontradas também no
apéndice A.

Um tensor muito importante, é aquele que é obtido ao realizar a contracao no
primeiro e terceiro indices do tensor de Riemann. Este é o traco nao nulo do tensor de
Riemann

R, = R (2.5.13)

AV

e é chamado de tensor de Ricci. Este tensor, por sua vez é simétrico, R, = R,,.
A partir da identidade (2.5.12), é possivel obter uma relagao importante. Contraindo

esta identidade com ¢“?¢**, obtém-se

V,G" =0, (2.5.14)

12



em que
1
2

é chamado de tensor de Einstein, ¢ R ¢ o Escalar de Ricci, ou Escalar de Curva-

Ga,u = Ra,u - Rgau (2515)

tura, e é o traco do tensor de Ricci, ou seja,

R=R' =g¢"R,,. (2.5.16)

E possivel, para fechar esta secdo, determinar um sentido geométrico para o ten-
sor de Riemann no que diz respeito ao chamado Desvio Geodésico. Este aspecto da
curvatura de um espaco curvo pode ser representado na seguinte equagao

D26t dz® dx”

— =R{ ——— 2. 2.5.17
ds? B ds ds o ( )

Esta é a chamada equacao do desvio geodésico e expressa de forma analitica, que as
forcas de maré de um campo gravitacional, que sao responsaveis por causar os desvios
nas trajetorias de particulas vizinhas, sao representadas pela curvatura do espaco-tempo
onde as particulas seguem suas respectivas geodésicas. Em outras palavras, a curvatura
do espago é responsavel por causar uma aceleracao relativa entre duas geodésicas proxi-

mas. Ou seja, aceleracao entre as trajetorias de duas particulas proximas em queda livre.

2.6 Derivada exterior e Formas Diferenciais

Em uma variedade diferencial M de dimensao n, um conjunto particularmente
importante, ¢ o conjunto dos tensores de tipo (0, ¢q), que sdo totalmente antissimétricos

nos ¢ indices covariantes [8]
Qiyigiz..iq — Aligigiz...iq]-

Tais tensores tipo (0,¢q), com ¢ < n, sao chamados de g-forma, ou simplesmente uma
forma, ou forma diferencial. E importante observar que uma funcio escalar é consi-
derada uma O-forma.

Esse conjunto de formas, formam um espaco vetorial real. Existe ainda um produto
neste espaco chamado de Produto Exterior. Sejam, A e B p-forma e ¢-forma, respec-
tivamente. E definida uma (p + ¢)-forma A A B, em que A é um produto totalmente
antissimétrico, ou ainda, um produto tensorial totalmente antissimétrico. Com isso, é

obtido o tensor do tipo (0,p + ¢), A A B, com componentes dadas por
(A N B),u...ua..ﬂ = A[M._VBO‘_@. (2.6.1)
O produto exterior satisfaz as propriedades
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(Al + Ag) AB = A1 AB + A2 A B; (262)

(AAB)AC=AA(BAC); (2.6.3)

)
AAB=(—1)"BAA. (2.6.4)

O produto das formas, munido do produto externo, formam a chamada Algebra de

Grassmann (9.
Seja {€*} uma base de 1-forma. E possivel construir uma base de p-formas dada

por {e** A ... Ae*}, de modo que qualquer p-forma pode ser escrita como
A=A, 36" N...N€", (2.6.5)

com A, 3= Ap..g)-

2.6.1 Derivada Exterior

A Derivada Exterior é uma operacao que mapeia um campo de p-formas em um
campo de (p + 1)-formas. Para o caso de uma fung¢ao ¢ : M — R, ou seja, uma 0O-forma,

pode ser definida a 1-forma dy, de modo que

(de, V) = V(p), (2.6.6)

V'V € T,M. Sendo a coordenatizagio local (z',...,2"), com 2 sendo fun¢ao do ponto

p € M, podemos definir a base de 1-forma como (dz?,...,dz"), de modo que, pode-se
escrever uma p-forma A como

A=A, gdz®A... Ada” (2.6.7)

A derivada exterior de uma p-forma A é definida como
dA =dA, g Adz® A... Ada”, (2.6.8)

sendo dA uma (p + 1)-forma. Ainda, dA pode ser escrita como

o aAoz...,B

dA
oz

dz? Adz® AL A daP, (2.6.9)
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Considerando uma segunda coordenatizacao local (', ... 2™), de modo que,

, Ox* Ox”

a..B % s WA,LL...V' (2610)

Portanto, a derivada exterior dA é

dA

T 9x \ gzl QB

n v
0 (035 O A l,)d:z:"\/\dx'o‘/\.../\dx'ﬂ

ozt Ox’ OA,.,

_ I\ Ia 18
iy e e e dz Adz™*A. . .AdxP+

02t or’
+8x/>\gx/a e 85’5 Au,,.ydx”\ Adz A A dTP+
axu ale/ /)\ , )

o B

4.+ ERREE am,/\axlﬁflu,,,ydx ANdz'* AL oAdT”.

Como o termo do tipo
82xa /b Ic
oot Ndz (2.6.11)

consiste de um objeto simétrico contraido com um objeto antissimétrico, essa contracao

se anula. Com isso, o resultado é

ozt Ox” 0A,.,

_ 2N /o 18
= 5 9B D de”* ANdx* A ... ANdx

dA

oxH oz Ox™ 0z Ox'® Oz'8 0A,. o
= “Zdz” Ada? A ..o Ada?
oz’ 0x'8 9z’ Ox OxP ox° Ox7 o . v

Apv
zagagag%dxmdm...wxo
Apv
:hdf/\da’;“/\.../\dx”,
ox7™

mostrando assim, que a (p + 1)-forma dA é independente do sistema de coordenadas.
Considerando (2.6.6), para uma fun¢ao f, em um sistema de coordenadas locais,

pode-se escrever

8
df:a:fv

de modo que, aplicando uma segunda derivada exterior

da”, (2.6.12)

0*f
oxrox?

d*f =d(df) = dat A da”, (2.6.13)

em que 0°f/0z 0x" é simétrico, e estd contraido com dz* A dz”, que é antissimétrico. E

como anteriormente, essa contracao é nula. Assim, d(df) = 0. Igualmente, se aplicarmos
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o operador d em (2.6.9) tém-se

2A
d(dA) = %df Adzr Ada® AL A de?, (2.6.14)

de modo que o mesmo ocorre, ou seja

021404...6
Oz 0z

dz”™ Ada? = 0. (2.6.15)
Concluindo entao que
d(dA) =0, (2.6.16)

é valido para qualquer p-forma A.
Considerando, agora, duas fungoes f e g. A regra de Leibnitz (regra do produto) é

valida para essas funcgoes, ou seja

d(fg) = gdf + fdg. (2.6.17)

Essa regra continua vélida para quaisquer duas p-formas, A e B, porém assumindo a
forma

d(AANB)=dAAB+(—)’ANdB (2.6.18)

que é a regra produto para as formas. Uma forma o« para o qual da é zero, é dita ser

fechada; enquanto que, se a« = d3 para alguma forma [, ¢ dito que a é exata.

2.6.2 Meétodo de Cartan

O estudo que sera feito a seguir, pode ser encontrado com bem mais detalhes em
[9]. Sendo a variedade munida de uma métrica, pode-se escolher uma base de 1-formas
de modo que todos os produtos internos entre os elementos dessa base sao constantes.

Supondo a base de 1-formas {a’, a!, @? @}, o intervalo ds? pode ser escrito como
ds® = pyatal (2.6.19)

em que p,, ¢ uma matriz de termos constantes. A base {a®} é dual a base de vetores {e,},

ou seja, a condigao age; = 0, com a,b,c,... = 0,1,2,3, sendo os indices de elementos

da base. Assim, pode-se definir a chamada Conezdao 1-forma wy
a _ 1Ta c
wy =Tp.af. (2.6.20)
E possivel ainda relacionar as conexoes 1-formas com as derivadas exteriores da® como

da® = —w* A a. (2.6.21)
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Com isso, tendo explicitamente a base {a®}, entao, pode-se resolver (2.6.21) para encon-
trar w®.
E de se esperar que a curvatura aparega ao se calcular a derivada exterior de w?,.

Considerando a combinagao
Qab = dwab + wac /\ wcb, (2622)

em que 2% pode ser pensado como uma matriz de 2-formas, também chamado de Cur-
vatura 2-formas. Ainda é possivel mostrar que (2.6.22) conduz a relacao

1
Q= 5 Y A", (2.6.23)

a
bmn

lhida. As Eqgs. (2.6.21) e (2.6.23) sao as chamadas Equag¢ées de Estrutura de Cartan

para o espaco-tempo livre de torcao, e suas demonstragoes podem ser encontradas pelo

com R sendo as componentes do tensor de Riemann com relagdo a base {a“} esco-

leitor no apéndice C dessa dissertagao.
E para terminar, no caso particular em que p,, é simplesmente a métrica de Min-

kowski, as conexoes 1-formas obedecem as propriedades [9]

woi = wio, wij = —wjz-, com i # j, (2.6.24)

em que 7,7 = 1,2,3.

2.6.3 Exemplo para o Caso de Simetria Esférica

Para este caso, considere a métrica
ds? = —e*dt* + e*dr® + r?(d6? + sin® 0dy), (2.6.25)

onde os parametros A e p sao funcoes apenas de r. O objetivo nesta subsecao é determinar
as componentes do tensor de Riemann por meio do método de Cartan [9]. Tomando a

base de 1-formas dada por
o’ =eMNdt, al =e'dr, a®=rdi, o =rsinbdp. (2.6.26)

Nessa base (2.6.26), o objeto u,, ¢ a métrica de Minkowski diag(—1, 1,1, 1), portanto, as
conexdes 1-forma satisfazem as propriedades (2.6.24). Primeiro, calculando as derivadas

exteriores das 1-forma da base (2.6.26), o resultado ¢é

1
da’ = Netal Aa®, da' =0, do?=-e*a'Aa?,
r
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1 1
da® = e "a' Aa® + = cotba® A a’.
r r

Utilizando (2.6.21), as propriedades (2.6.24) e os da® cima, as conexdes 1-forma sao

0 __ 1 _ v/, —p 0
w; =wy=Ne "o,
0_,,0_ 2_ 3_

Wy = ws = wj=w, =0,
1

ws = —wi=——e"a?
r
1

w% = —wil=—"e"a’
r

2 3 1 3

w; = —w, = ——cot la”.
r

O proximo passo, por meio de (2.6.22), é determinar as curvaturas 2-forma. Apos calculos

nao muito extensos, obtém-se

(1) — _()\l/ - ()\/)2 o )\/M/)e—Qlu,aO A al

1
9=—Ne#a’ A a?,
r
1., _
9= —Nea’Aa?,
,
1
R ]
,
1
é: __M/e 2,u,a1/\a37
,

1 _
3= 7"_2<1 —e M’ N ad.

Finalmente, utilizando a relagao (2.6.23) entre as curvaturas 2-formas e as componentes

do tensor de Riemann, é possivel determinar as componentes nao nulas:

Rono = —[\" = (V)2 = Nple™?,
0 0 1 ! —2u

Roge = Rogg = ——Xe ™,

Rizm = Rigs' = o e,

1 -
Rass = 7,_2(1 —e ).

A partir desse ponto, para determinar tensores de Ricci, Einstein, escalar de curvatura, e

por fim, as equacoes de campo, pode ser feita das maneiras usuais.

Esta é uma técnica mais simples para determinar os tensores de Riemann do que

18



trabalhar os simbolos de Christoffel e usé-los. Para as métricas de sistemas fisicos conhe-
cidos, a escolha apropriada da base é clara e as derivadas externas sao simples de calcular.
Encontrar as conexoes 1-forma envolve um pouco da resolugao do sistema de equagoes e,

em seguida, o calculo da curvatura de 2 formas é novamente automatico [9].

2.7 Equacoes de Campo de Einstein

Em relatividade geral, o campo gravitacional ¢ caracterizado como a dinamica que
envolve a geometria do espago-tempo e a distribuicao de massa e energia. As equacoes de
campo de Einstein governam como a métrica do espaco responde & energia e matéria. As

equacoes de campo sao derivadas do principio da acao minima
08 =0, (2.7.1)

em que a acao postulada é a acao de Einstein-Hilbert,

1
S = —§/(R+2A)\/|g|d4x+SM, (2.7.2)

em que Sy, é a acao relacionada a matéria, e A é a constante cosmoldgica, que em geral é
desprezivel em escalas de um aglomerado de galaxias, por exemplo, mas deve ser levado
em consideragao em escalas cosmologicas.

O principio da agdo minima, utilizando (2.7.2), conduz as equagoes de campo de

Einstein (a derivagao pode ser vista no apéndice B)
1
R, — §Rg,w —ANg = KT, (2.7.3)

Em que T},, ¢ o Tensor Momento-Energia, que é definido por meio da acao referente
a matéria,

T, = 2_95m. (2.7.4)

Vgl 99
Devido a identidade (2.5.14), a condicdo (2.3.10) e a Eq. (2.7.3), o tensor momento-

energia obedece a identidade

v, " =0, (2.7.5)

que tem o mesmo significado das leis de conservacao.
A constante k que aparece nas Eqs. (2.7.3) pode ser determinada por meio do limite
Newtoniano, que pode ser consultado pelo leitor no apéndice B. Aqui, x = 87G/ct, em

que G ¢é a constante universal da gravitagdo de Newton. Portanto, as equagoes (2.7.3)
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podem ser escritas como

1 (G

R;w — §Rguu — Agwj = 7TMV7 (276)

e estas sao as equacoes de campo de Einstein. Sao equacoes diferenciais de segundo ordem

e nao-homogéneas nas derivadas da métrica g, .
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Capitulo 3
Condicoes de Energia

Ao lidar com problemas em relatividade geral, mais especificamente olhando para as
equacoes de campo de Einstein, o lado esquerdo das equacoes sao determinadas em funcao
da métrica, o que pode ser arbitrario quando a teoria da matéria a partir da qual 7}, é
construido, nao é considerada. Pensando na pergunta, qual métrica obedece as equagoes
de Finstein? Em geral, nao levando em consideracao restricoes, a resposta é, qualquer
métrica. Dada uma meétrica, o tensor de Einstein pode ser determinado, e a identidade
(2.5.14) sera satisfeita. A real preocupacao é determinar solu¢oes na presenca de fontes
realistas, sejam campos escalares, campos de matéria ou campos eletromagnéticos. Por
outro lado, eventualmente havera a necessidade de entender as propriedades das equacoes
de Einstein mediante uma variedade de fontes diferentes. E conveniente, portanto, impor
condigoes de energia sobre o tensor momento-energia que limitarao sua arbitrariedade
[5].

Uma caracteristica que a maioria das fontes materiais encontradas experimental-
mente parecem compartilhar, é de que as densidades de energia (quase sempre) sdo posi-
tivas. As condicoes de energia em relatividade geral sao um conjunto de maneiras variadas
de tornar mais precisa a nogao de densidade energética localmente positiva, ou pelo menos
nao negativas. Essas condi¢oes sao invariantes por mudanca de sistema de coordenadas,
e consistem de criar escalares, de modo geral, por meio de contragoes do tensor 7, com
vetores arbitrarios tipo-tempo ou tipo-luz.

Para fins de compreensao das condigoes de energia, sera considerado o caso especial

de um fluido perfeito cujo tensor momento-energia é

T,LLI/ = (p +p)U,LLUl/ — PYuv, (301)

onde U, ¢ a quadrivelocidade do fluido, p é a pressao e p a densidade de matéria. E
importante observar que a partir desse capitulo, serao considerado as unidades em que
c=1.

Sao as condicoes de energia mais populares:
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1. Condi¢cao de Energia Fraca ou WEC: Afirma que, para todo k*
tipo-tempo,
T, k' >0, (3.0.2)

ou, equivalentemente que p > 0e p+p > 0.

2. Condi¢cao de Energia Nula ou NEC: Afirma que, para todo vetor tipo-
luz (0*,

T,,0"" > 0, (3.0.3)
ou equivalentemente que p +p > 0.

3. Condicao de Energia Dominante ou DEC" Inclui WEC, com a exigén-

cia de que "k, nao seja um vetor tipo-espago, o que implica na condicao
T, T5k"E* < 0. (3.0.4)

No caso de um fluido perfeito, tais condicoes juntas sao equivalentes ao

requisito p > |p|.

4. Condicao de Energia Forte ou SEC: Afirma que, para todo vetor tipo
tempo k",
14 1 ag
T, k"k” > Erik ko, (3.0.5)

o que é equivalente a p+p>0e p+3p > 0.

As condigoes acima implicam em situacgoes razoaveis com relagdo a densidade de
energia e pressao quando aplicadas ao fluido puro. A WEC garante que a densidade de
energia medida por qualquer observador (tipo-tempo) seja nao negativa, e a pressao nao
seja muito grande em comparacao com a densidade de energia. A NEC é um caso parti-
cular da WEC em que o vetor é tipo-luz ao invés de tipo-tempo. A DEC inclui WEC, e
implica que a densidade de energia precisa ser nao negativa e maior ou igual a magnitude
da pressao, e o fluxo de energia nao é tipo-espaco. No caso de SEC, esta implica em NEC
mas nao implica em WEC, em geral.

H& um consenso geral de que a condigao forte de energia (SEC) nao é mais valida.
A teoria mais simples do campo escalar que se pode escrever, o campo escalar com aco-
plamento minimo, viola a SEC. Para o universo com periodo de inflacao cosmologica, a
SEC deve ser violada durante a época inflacionédria. Levando em consideracao os dados
observacionais recentes sobre o universo em aceleracao, a SEC é violada em escalas cosmo-
logicas atualmente. Ou seja, ndo é interessante encarar a SEC como condi¢ao fundamental
para a fisica. As demais condi¢oes de energia, NEC, WEC e DEC também estao prestes
a serem descartadas. Recentemente, foi se tornando cada vez mais claro a existéncia de
efeitos quanticos que sao capazes de violar todas as condigoes de energia, mesmo as mais
fracas delas como a NEC [10].
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3.1 Campo Escalar

Para um campo escalar com massa nula, m = 0, como por exemplo o campo de
Brans e Dicke [8], as condi¢oes sao validas. No entanto, seja um campo escalar massivo,

m # 0, com a densidade lagrangeana dada por

1 1
L= §(Vg0)2 + §m2g02, (3.1.1)

com (Vp)? = V,pVFyp. Com isso, o tensor momento-energia para esse campo escalar é
[11]
1
T = VFeVYe — 59‘“’ [(Ve)? + m?¢?] . (3.1.2)

Considerando um vetor unitario tipo-tempo k*, tem-se que
Gk k" = —1. (3.1.3)
Pela condicao de energia forte, para um vetor tipo-tempo qualquer, 7, deve satisfazer
<TW — %Tgm,> E*EY > 0. (3.1.4)
Sendo, para o tensor momento-energia (3.1.2), o traco é
T =V,oVFo —2[(V)* +m*¢?], (3.1.5)

entao, para o vetor unitario tipo-tempo

1 1 1
(T,w - §T9W) B = S (Vo Vo R + Sk k() +m??]

1 1 1
= SV (V)b + (Vo W (V)W 2 g hb
Assim,

1 1
(T,uu - §Tgw/) EFEY = (k : VQD)2 — §m2<p2, (316)

o que pode ser negativo, violando facilmente a condicao forte de energia.

Continuando, para um vetor nulo /*, em que
Gl =0, (3.1.7)

tem-se que
1
Tt = (V) (Vo) = Sgulit (V) +m*?]

= T,0" =(L- V) >0. (3.1.8)
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Sendo valida a condicao de energia nula.

Voltando para o caso de um vetor tipo-tempo,
1
T k'k” = (k- V) + 3 [(Ve)* + m*¢?] > 0. (3.1.9)

Satisfazendo a condicao de energia fraca.

E por fim, sendo o vetor dado pela contragao
T,k =V, p(k-Vy)— %k# [(V)? + mPp?], (3.1.10)
com kY sendo um vetor unitario tipo-tempo. A condicao de energia dominante pede que
T, E'k” >0,

para todo vetor tipo-tempo, o que foi satisfeito pela condicao fraca, e que o vetor (3.1.10)

nao seja tipo-espaco, o que pode ser expresso por
9" kT, 5k" < 0. (3.1.11)
Desenvolvendo (3.1.11), utilizando (3.1.10), obtém-se que
9Tk T,k? = —(k - V)2 — i [(Ve)? +m?p?]* <0, (3.1.12)

o que satisfaz a condi¢do (3.1.11), o que, aliado com (3.1.9), comprova a validade da

condigao de energia dominante, mas como visto, a condicao de energia forte é violada.

3.2 Campo Escalar com Acoplamento Nao-Minimo

Para este campo escalar ¢, tem-se o termo de acoplamento e R¢?, sendo R o escalar
de curvatura, portanto, a lagrangeana para o campo escalar com acoplamento nao-minimo
é [12]

R 1 1 1

= p _ o to2.2 4 2
e 2(V ©)(Vup) = Vip) e — el (3.2.1)

sendo m e V (i), respectivamente, a massa e o potencial do campo escalar ¢ [12]. Com

isso, o tensor momento-energia 4 dado por [13, 14]

1
Ty = VoV — §9W(Vs0)2 — gV (#)

+e [Gue® = 2V, (0V,0) — 26, VN eVap)] (3.2.2)
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apresentando uma dependéncia com o tensor de Einstein G,. Utilizando T}, (3.2.2),
e assim, agrupando todas as dependéncias de G, no lado esquerdo das equacoes de
Einstein, pode-se reescrevé-las, alternativamente, usando um tensor de energia-momento

efetivo

1

1
1= 8rGeg? VoV — =0 (Vo) — gV (e)—

ff_
15, = 5

—2eV,. (oY) + 229, VN V0)] - (3.2.3)

De modo que as equagoes de Einstein agora sao escritas como G, = SWGTﬁff.
Considerando um vetor k* normalizado tipo-tempo, e por conveniéncia, k* satisfaz
k*V ,k* = 0. Supondo entdo que z#(7) seja a geodésica tipo-tempo cujo vetor tangente é

i ~
kH = dd%, entao

KAV o =
Portanto, para a condicao de energia forte,

1

1
Teff - VTeff LrEY —
( pr 9 ) 1 — 8n1Gep?

5 {7 =V(e) —e(?) +eV"(¢V9) | (3.24)

De modo que, a condicao de energia forte pode ser violada, como por exemplo, para
valores positivos do potencial escalar V().

Para a condicao de energia fraca, tem-se que

1

Tkt k= ————
i 1 — 87Gep?

{8+ 5702+ Vi) - e 269V} (29)
No caso em que € = 0, essa condicao ¢ plenamente satisfeita. Porem, se o potencial for
negativamente grande, por exemplo, a condi¢ao de energia fraca pode ser violada [13].
Mas outros termos, além do potencial, podem ser negativos, de modo que essa condicao
pode ser violada de varias maneiras.

E por fim, para a condicao de energia nula, sendo ¢* um vetor tangente & uma

geodésica nula x#(\), com A sendo um parametro afim. Obtém-se que

1
eff v o
T g

= 1 8rGeg? {(@2 - 5(952)} ; (3.2.6)

que também é satisfeita quando ¢ = 0. Porém, para ¢ # 0, a condicao de energia nula

pode ser violada de inimeras formas [13].
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Capitulo 4

Buracos de Minhoca em Espaco-Tempo

4.1 Buracos de Minhoca de Schwarzschild

Para um buraco de minhoca, uma regiao que conecta dois universos ou duas regioes
do mesmo universo, existem algumas caracteristicas que sao desejaveis, como por exemplo,
a métrica deve possuir uma simetria esférica e ser independente do tempo (estacionaria),
para ambos os universos conectados, seguindo o mesmo tratamento que foi feito em [3] e

[11]. A métrica, portanto, pode ter a forma

pY\
ds® = —e*Pdt* + (1 — —) dr? + r?(d6? + sin? 0dp?). (4.1.1)
r

As fungoes b(r) e &(r) dependem apenas da coordenada radial, e sdo chamadas de
funcao forma, que ird determinar a forma espacial do buraco de minhoca, e funcao
redshift, respectivamente. Essas fungoes irao atender aos requisitos necessarios para um
buraco de minhoca desejavel. Diagramas da geometria de um buraco de minhoca pode

ser vista na figura 4.1.

z

(b)

(y )Q.r universe _ z
K - our universe - +
\ﬁﬁ—p f“:& / * _‘\._I/"/

I throal of
0 [s]

wormhole C — V
other
universe /_r?in¢

r cosd

#‘rsin'ﬁ
rcosd,

Figura 4.1: (a) Diagrama de imersio para um buraco de minhoca que conecta dois universos diferentes,
com a garganta em & = 0. (b) Diagrama de imersdo para um buraco de minhoca que conecta duas regioes
distintas do mesmo universo, com a garganta em £ = 0. Essas figura é adaptada de [3], Fig. 1.
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Pode-se escrever a métrica (4.1.1) de uma forma alternativa, basta definir a chamada
distdncia radial propria £, com { € (—o00,4+00), de modo que na garganta & = 0.
Assim, tem-se £ definido em duas partes, uma para cada universo conectado, sendo elas

+& e —¢. Com isso, pode-se assumir £(r), de forma que a métrica é escrita como
ds® = —e*"dt* + d&* + 1*(€)(d6* + sin® 0dy?), (4.1.2)
ou ainda )
ds® = —e?P+d? + (%) dr? + r?(€)(d6* + sin® Odp?). (4.1.3)

Como as fungoes @ e b dependem de r que por sua vez depende de & € (—o0,+00),
com ¢ = 0 na garganta, entdo é possivel escrever @.(r) e bi(r). Por uma questdo de
conveniéncia, considera-se que @, (rq) = @_(ry), sendo ry o raio da garganta. Assim,

comparando (4.1.3) com (4.1.1) obtém-se a seguinte relagao entre £ e r

a _ (1 _ M) 71/27 (4.1.4)

dr r

portanto

£(r) = i/o (1 - bi(rl)>_1/2 dr', (4.1.5)

,r./
com 1y sendo o raio da garganta. Para que a geometria tenda a uma geometria assintoti-

camente plana, as funcoes métricas devem satisfazer os limites

b
lim @y (r) = By e lim =)

r—00 r—00 T

—0. (4.1.6)

sendo r € [rg, +00), e @, constantes. Note que ndo existe, a priori, a exigéncia de que
&, (00) = P_(0). Isso pode implicar que o tempo corre de maneiras diferentes nos dois
universos conectados [11].

Horizontes de eventos sido superficies nas quais g = €** — 0. No caso do buraco de
minhoca de Schwarzschild, o horizonte ocorre precisamente em sua garganta, r = 2MG.
A exigéncia de que o buraco de minhoca seja atravessavel, inclui o requisito de que esse
nao apresente horizonte de eventos, e isso corresponde, entdo, ao fato de que &(r) deve
ser finita em todos os lugares [2, 3].

O raio da garganta do buraco de minhoca ¢é definido como ry := min{r(£)}. Obser-

dr d

vando (4.1.4), o minimo de r(£) serd quando gz = 0, o que implica em d—f — o00. Para

isso, deve-se ter by (rg) = rg. Sendo 79 como o minimo de 7, deve haver um r, de modo
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que, para qualquer r € (rg, r,) obtém-se % > 0 [11]. Assim,

Pr 1d (dr\’
Por meio de (4.1.4) em (4.1.7) obtém-se
d27" 1 bi ’

sendo b = %.
T

para esse valor é b/, (r9) < 1 com b(r¢) = r9. Portanto, o raio da garganta ¢ considerado

Concluindo que, atingindo o raio ry referente & garganta, a propriedade

o maior dentre os raios que possuem tal propriedade. O que faz sentido quando é levado
em consideracao que, se o universo ¢ descrito para r > ry, nao compreendendo a regiao
inacessivel (rg, 0], o raio minimo, rg, deve ser o maior dentre os possiveis com essa mesma
propriedade [15]. Assim, na garganta by (ry) = ro, no entanto, afastado dela by (r) < r.
Note que, na garganta, b(ro) = o, a relagao (4.1.8) simplifica-se para

d*r 1 1

—| =5 [L =V (ro)] = 5—[1 = b (ro)],

d£2 o 27’0 27“0
o que implica em

W, (ro) = b (ro)- (4.1.9)

E possivel chegar & uma relacio analoga para @ [11], sendo ela
D' (ro) = D" (ro). (4.1.10)

Portanto, conclui-se que b(r) < r, Vr >rge b'(ry) < 1.

4.2 Diagramas de Imersao

Os diagramas de imersao podem ser tteis na compreensao da geometria gerada
pelo buraco de minhoca, que pode parecer bastante complicada, uma vez que existem
duas regioes assintoticamente planas no mesmo espago-tempo. Para visualizar a geome-
tria gerada, é de grande utilidade se valer de duas simetrias interessantes: Na primeira,
proveniente de uma métrica estacionéria, como é a métrica (4.1.1), todos os instantes sao
equivalentes, portanto, ¢ pode ser fixado em um valor qualquer. A segunda surge do fato
da métrica ser esfericamente simétrica, o que permite restringir a atencao & uma faixa

equatorial, como por exemplo, § = 7. Assim, o elemento de linha obtido quando aplicada
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as duas simetrias acima mencionadas é

b -1
ds® = ( - %) dr® + r2dy®. (4.2.1)

Para uma melhor visualizacao, pode-se remover esta fatia do espaco-tempo a duas
dimensoes, e imergi-la em um espaco euclidiano tridimensional, em que a métrica é es-
crita em coordenadas cilindrica (z,r, ). Portanto, partindo do elemento de linha em
coordenadas cilindricas

ds® = d2° + dr* + r*dy?, (4.2.2)

¢ possivel escrever a superficie imersa como uma tnica fun¢ao z = z(r), com uma simetria

axial. Para isso, escreve-se (4.2.2) como

dz\?
1 haiad
()

Assim, existe uma correspondéncia entre o elemento de linha (4.2.1), da fatia equatorial

ds® = dr?® + r’dy®. (4.2.3)

através do buraco de minhoca, com (4.2.3), quando se identificam os pares coordenados
(r,p) em ambos os elementos como sendo iguais, e quando a funcao z(r) que descreve a

superficie de imersao, satisfaz

% S (b(r—r) - 1>_1/2, (4.2.4)

2(r) = i/o (b{;/) - 1)1/2 dr', (4.2.5)

Relagao essa que mostra como a func¢ao b(r) molda a geometria do buraco de minhoca.

portanto,

A superficie de imersao tem a forma que pode ser vista na figura 4.2.

Na garganta do buraco de minhoca, cujo raio é r = b(ry) = 19, a superficie de

imersao (4.2.5) é vertical, ou seja, %{T:TO — o0. No entanto, afastando-se da garganta,
ou seja, r — 00, OCOITe % rorg 0 (vide figura 4.2). Com isso, mais uma condicao

deve ser imposta; a de que a garganta se "alargue", o que é representado pela inversa da

. . - . 2. L.
superficie de imersao satisfazer 373 > 0, na garganta ou proximo dela [2]. Portanto

ﬁ . bo — b67”0
dz? - 2B

770

> 0. (4.2.6)

Esta condigao serd importante no momento em que for tratada a violagao das condicoes

de energia pela matéria dentro do buraco de minhoca.
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Figura 4.2: Diagrama de imersiao de uma segao bidimensional, ao longo do plano equatorial (§ = /2
e t = cte) de um buraco de minhoca. Esta figura vem de [2].

4.3 Equacoes de Estrutura do Buraco de Minhoca

Sendo o intervalo espaco-temporal para o buraco de minhoca dado por (4.1.1), as

componentes do tensor métrico g, sao

p\ 1
gy = —€?, g, = <1 — ;) , Gap =717 € gy, =1r’sin’ 0. (4.3.1)

Portanto, as componentes do tensor métrico inverso g"” sao

b
gt =—e? g7 = (1 - —) , ¢ =r"% e ¢*¢ = (rsinf) % (4.3.2)
r
Com isso, o calculo das componentes do simbolo de Christoffel e do tensor de cur-
vatura sdo dados pelas relagoes (2.3.14) e (2.5.4), respectivamente

(

1
F;);u =359 a,ugz/a + augua - aaguu)

2

e} _ feY « a T a T
B = Ol = 0,15 + T — TN s

4.3.1 Simbolos de Christoffel (conexoes) e Tensor de Curvatura

Por meio dos tensores métrico e métrico inverso aplicados na relagao (2.3.14), as
componentes nao nulas do simbolo de Christoffel sao determinadas, e podem ser vistas
na tabela 4.1.

Para a métrica (4.1.1), as componentes do tensor de curvatura podem ser vistas na

o

tabela 4.2. Essas componentes, juntamente com aquelas ligadas pela simetria R, =

—R%,,,, compéem o conjunto das 24 componentes nao nulas do tensor de curvatura para
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Ur—b

b = 50 Tpp=b—7r | I, =(b—r)sin®f
1 I
Iy = — Iy, = - Iy, = cotd
.
b
I'y=9o (1 — ;) e® Ffw = —sinfcosf I, =

Tabela 4.1: Tabela dos Simbolos de Christoffel ndo nulos

a geometria gerada pelo buraco de minhoca estatico e esfericamente simétrico.

(b'r —r) :
R = =0+ 50— — % | Rlyyg =P'(b—7) | Ry, =P'(b—r)sin®0
T (b/’l" - b) . b : r b
R.(pﬂp = T Sll’l2 0 R.ecpego = ; SlIl2 0 R.ttr =11- ; 62¢R?7“t7’
2P R? ) R
RY — t RY . et RY  — pre
e T p2gin2 g A 090 7 ¢inZ 9 Y (b —1)sin® 6
b'r —b e2? Mo
‘oro = o R%t@ = ?Rfete R.GTTG - T,(b'—%

Tabela 4.2: Componentes nio nulas do tensor de curvatura,

Essas componentes do tensor de curvatura sdo obtidas na base de vetores (e, e,, eg, e,).
E possivel escrever as componentes do tensor de curvatura na tabela 4.2 na seguinte
base de 1-formas
b

_1/2
a’ =e?dt, o' = (1 — —> dr, o> =rdf e o =rsinfde.
r

(4.3.3)

Vamos utilizar essa nova base, (4.3.3) para que os calculos sejam facilitados daqui pra
frente.

A base (4.3.3) é dual a base que corresponde a um referencial onde os observadores
permanecem em repouso no sistema de coordenadas [3]. Invertendo a dependéncia da

base (4.3.3), tem-se

@ 0 b " L, 1 3
dt =e ", dr = (1 - —) o', df=-a® e dp=——0a’ (4.3.4)
r r rsin 6
Nessa base, o tensor métrico toma a forma
-1 0 0 0
B 10 100 (4.3.5)
i = Tl 0 010 o
0 0 01

Utilizando o método de Cartan visto na subsecao 2.6.2, as derivadas exteriores dos
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elementos da base (4.3.3) sao

0 / b\ " 1 0
da" =" (1 — - a ANa’;
r

da!

I
L

da?

1 b\ 72
- (1——) al A a?;
r r

3 1 b\ 1 5, 1 2 3
da> =—-(1— - oa AN’ + —-cotba N o’
T T T

Por meio da relacao (2.6.21) e com as propriedades (2.6.24), as conexdes 1-formas sao

Seguindo o método, pela relacdo (2.6.22), as curvaturas 2-formas sao

/ R
Q) = (1— 9) {—@”+—(br ) 525’—525’2}040/\041

T 2r(r — b)
g b
)= —— (1——) o’ A a?,
r r
g b
Q)= —— (1——) o’ Ao,
r r
b'r—b
Q= 53 o' A a?,
b'r—b
Q; = 53 o' Ao,

b
2 _ 2 A 3
Qg—rga Ao,

E assim, utilizando a relagao entre a curvatura 2-formas e as componentes do tensor
de curvatura escritas na base (4.3.3), as componentes nao nulas do tensor de curvatura

sao vistas na tabela 4.3. E como sempre, também existem aquelas que se relacionam pela
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simetria R, = —R%,,. Com isso, pode-se determinar o tensor de Ricci e o escalar de

Buv
. b (O'r —b) P’ b
Rl = Rly, = (1 - ;) {_@H + m@, - @,2} ,R’l.tete = Rite - T (1 - ;)
@’ b b'r—b
Ripw = Rﬁt(p - T (1 - ;) R?rer =Ry = T3
i br—b 0 b
Rfﬂapr = R.Lpnp - 93 R%ch = R.cpﬁgo = ﬁ
Tabela 4.3: Componentes do tensor de curvatura na nova base.
curvatura, (2.5.13) e (2.5.16), respectivamente, ou seja
b (0'r + 3b —4r)
=(1-=) |9+ (P) - P 4.3.
mom (120 -] e
b b—br b—"0br
Ryw=—(1—=] |9+ (¢)? g , 4.3.7
(=) [+ @+ a5+ g 430
b br+b @’
= =(1—--)|———]. 4.3.8
Roo = Ry < r> {27‘2(7" —-b) r ] ( )
‘ b , U (Vr+3b—4r)
R=-2(1—-]||2" P — — . 4.3.9
( 7’) { +(@) r(r —b) 2r(r — b) ] ( )
E por fim, o tensor de Einstein, (2.5.15), tem as componentes nao nulas na base nova
dadas por
b/
Gu = 3 (4.3.10)
29/ b b
rr — T 1—- — = 4.3.11
G r ( r) 73 ( )
b (b'r — b) P’ ('r —b)
= =(1—-= /A S Ay, R R S A N 4.3.12
g@@ ggpcp ( 7‘) { 27"(7’ — b) + + , 27“2(7" — b) ( 3 )

Antes de mostrar as equagoes de campo para o buraco de minhoca, é preciso falar um
pouco sobre algumas condigoes necessarias para que o buraco de minhoca seja vidvel para

viagens interestelares.

4.4 Forcas Gravitacionais de Maré e Tempo de Traves-
sia

Considere que a viagem pelo buraco de minhoca comece no universo abaixo em

& = =& da distancia propria, e termine em £ = & no universo acima. Sendo o movimento

radial, ou seja, a valores fixos de 6 e ¢, de modo que a velocidade do viajante dependa

apenas da coordenada radial r, medido por um observador estético em r [3]. Com isso, o
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intervalo (4.1.2) pode ser escrito como
ds® = —e*dt? + d&? + r*(€)(df* + sin® 0dyp?)

= —e*?dt* + d¢?
d&?
_ 20 42
= —e“dt (1 — W) s
ou ainda [15]
ds® = —e*?dt* (1 —v?), (4.4.1)

com v = ﬁ. Pela invariancia do intervalo ds?®, (4.4.1) deve ser igual & —d7?, portanto

Q@dtQ
—dr? =~ (1—0?) = — S (44.2)
72

com 7 sendo o tempo proprio do viajante. De (4.4.2) conclui-se que

vdr = e dt. (4.4.3)
Com isso, obtém-se
dg dg
e?dt  ~dr ( )

Uma preocupagao que surge com respeito a viagem pelo buraco de minhoca, tem
relacao com a condicao de que o tempo para o percurso de —&; a & deve ser curto, tanto
para o viajante, quanto para um observador que permanece em repouso, por exemplo, em
uma estacao fora do buraco de minhoca, em um espaco assintoticamente plano. Morris
e Thorne em [3] consideram um tempo de percurso de 1 ano; portanto, tanto o tempo
proprio medido pelo viajante, quanto o tempo medido pelo observador na estagao espacial

devem ser menores ou iguais & 1 ano, assim

&£ g
ATviaLjaun‘ce = / —5 5 1 ano, (445)
—& vy
¢ 3
2 d
Atestacio = / —i < 1 ano. (4.4.6)
—& ve

Uma segunda condigao para a viagem pelo buraco de minhoca, ¢ que a aceleracao
sentida pelo viajante nao deve ser superior a aceleracao da gravidade na Terra. Para
tratar dessa questao, é introduzido uma base ortonormal para o referencial do viajante
{e}, e}, €eh,es}, dado em termos da base de um observador estatico que é dual a base
(4.3.1),

1/2
o b\ "7 1 1
ep=¢€¢ €, eg=|(1—- €., €2=—-€ € e3=——¢€,
r r rsin 6
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ligadas pelas transformagoes de Lorentz [2, 3]

e, = veg yve;, €} = veytye;, €, =e; e €; = e;s. (4.4.7)

Aqui, v = (1 —v?)7¥/2. Os sinais + sdo para o caso do viajante estar se afastando ou
se aproximando da garganta, respectivamente. Como o movimento é radial, €| sempre
permanece paralelo & dire¢cao do movimento do viajante [15]. A velocidade do viajante na
base comovel com ele é u' = €] [3,15]. A quadri-aceleracdo a qual o viajante é submetido
é dada por a’* = vV u'*, que por sua vez é sempre ortogonal a quadri-velocidade, ou
seja, a’ - u’ = 0, portanto

a-u=a-e =aq,=0, (4.4.8)

assim aj = a® = 0. Como também a) = a} = 0 uma vez que o movimento é radial,
implica que a aceleragdo é a’ = ae.

Para calcular a aceleracao, considere a velocidade u® como funcao de r. E assim,
a; = u*Vau = u 0puy — uafgtuﬁ. (4.4.9)

Para u’, pode ser escrito com ef, como

[, b
u' = (yey £ yvep) = <7e¢et Eyvy/1— —er> (4.4.10)
r

portanto
. b
ut=~e? U= +yvy/1——, e uw =uf =0, (4.4.11)
T
e
1
b\ "2
U = —7@437 Uy = :t’)/l) (1 — —) , € U= Uy, = 0, (4.4'12)
r

em que os indices foram abaixados pela métrica g, (4.3.1). Com isso obtém-se

N =

r

b\2 d
a; = Fyv (1 - —) —(ve?). (4.4.13)
dr
Como a; = gya', com o' = a- e’ = a(e] - e'), portanto
a; = agy (€] - e') = —ayve?®. (4.4.14)

Assim, de (4.4.13) e (4.4.14), conclui-se que

a=de? (1 - 9)é i(yeds) = e*qﬁi(yeqﬁ), (4.4.15)

r dr
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_1
com d§ = £ (1 — g) 2dr. Portanto (4.4.15) deve ser menor ou igual & gg, que é a

aceleracao da gravidade na superficie da Terra,

od

i (ve?)

€ S Ye- (4.4.16)

Uma ultima condicao é de que as forcas de maré que atuam sobre o corpo do viajante
nao sejam muito intensas comparadas com a da Terra, o que é o mesmo que exigir que
a aceleracao relativa entre duas geodésicas seja da ordem da aceleragao da gravidade
na superficie da Terra gg. Para esta condicao é utilizado a nocao de desvio geodésico
expresso pela equacao (2.5.17), que representa a aceleragio relativa entre geodésicas devido

a curvatura. Com isso, a equacao do desvio geodésico!
B DM a, B85V
oat = R suu’dx”, (4.4.17)
pode ser escrita no referencial do viajante como

ba = 1" R,

ooV

qu' Pz’ (4.4.18)

A quantidade d2™ pode ser, por exemplo, o vetor de separacao entre a cabeca e o pé do
viajante, que em seu sistema de referéncia é puramente espacial, ou seja, 520 = 0 [2, 3, 15].

Por outro lado, a velocidade u'® serd v'* = 6§ [3,15]. Portanto a equagao (4.4.18) se torna
da'* = n““R’Uwﬂu’o‘u'ﬁ ox'”
Y7o o} asB s i
= 1" Ry0300 09 0
= 0" Rjg1007",

assim,
da'* =" R, 00" (4.4.19)

Para 1 = 0, a equagao (4.4.19) se torna
§a” = n" Rjy007" = —n" Rjp002" = 0, (4.4.20)

devido a anti-simetria nos dois primeiros indices do tensor de Riemann, o que implica em

da’ = 0. Com isso, tem-se apenas as componentes espaciais da aceleracdo, portanto

6a” = WFR, 002", comi,j k=1,2,3. (4.4.21)

Aqui, éa* é uma notacdo que representa a aceleracio relativa entre duas geodésicas vizinhas, e

251
portanto, da* = 202~

sendo s um parametro ao longo da curva dz#(s).
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Passando do referencial de um observador estéatico, dual a base (4.3.1), para o

referencial do viajante (4.4.7), as componentes nao nulas do tensor de Riemann relevantes

aqui sao
b\ [ (b'r — b)
oo=—(1—-])|-9"+ —F~P — 9" 4.4.22
1010 ( r) i + 2r(r — b) } ( )
e -
/ / 72 2 b /
2020 = 13030 = 5,5 |V 11— - +2(r—0b)9'| . (4.4.23)

Assim, as equacOes para a aceleragao relativa sao

Por uma questao de demonstracao de valores concretos, serao utilizadas brevemente as
unidades usuais do SI. Assumindo |0x'| &~ 2m, que é a altura do viajante, com o vetor de
separacao orientado ao longo de qualquer das dire¢oes espaciais [3], a partir de (4.4.24),

as condicoes desejadas sao

< 90 10772 (4.4.25)

~c2.2m

b (b'r — b)
/1 — 1— = _@// @l o @12
bl =|(1- ) [+ =g -]

Jde —16, . —2
< ~ 10 ) 4.4.26
~ 2 2m " ( )

2
/ gl b
Rl = 1l = | [ (1 2) + 20 - 00

Em que § = v/e. Aqui estamos impondo, também, a condi¢io que a aceleragao relativa
entre as duas geodésicas, seja menor ou da ordem da aceleracao gravitacional da Terra,

ou seja, o interesse é de que |da| < gq (gravidade na superficie da Terra).

4.5 Equacoes de Campo de Einstein

Para uma solucao de um buraco de minhoca esfericamente simétrico, no vacuo, o
teorema de Birkhoff [8] garante que a tinica solugao possivel, é a de Schwarzschild, ou seja,
um buraco de minhoca nao atravessavel [3]. Portanto, para que um buraco de minhoca
seja atravessavel, esse nao deve estar no vacuo.

Pela relagao entre o tensor de Einstein e o tensor momento-energia dada por (2.7.6),
sendo o tensor de Einstein diagonal, conclui-se que o tensor momento-energia também

deve ser. As componentes nao nulas sao

T =0(r), T =—=T(r), Tog = Tp, = P(r). (4.5.1)
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Como os vetores de base sao aqueles utilizados por observadores estaticos, cada uma
das componentes acima tem sua interpretacao em funcao das medigoes feitas por esses
observadores. Sendo elas, ¢ a densidade total de matéria-energia medida; J a tensao por
unidade de area medida na direcao radial, que para um fluido perfeito, é o negativo da
pressao radial; e P é a pressdo medida nas dire¢oes perpendiculares a dire¢ao radial (0 e
¢). Por uma questao de simplicidade, é conveniente chamar p = 87G(p), 7 = 871G (J) e
p =8rG(P) [11,15]. Finalmente, as equagoes de campo para o buraco de minhoca, com
o tensor momento-energia dado por (4.5.1) e com as componentes do tensor de Einstein
dadas por (4.3.10) a (4.3.12), sao

b/
P="3 (4.5.2)
b 2 b
=—_—Z(1=-=)9 4.5.3
’ r3 ( 7“) ( )
b " (blr - b) ! 2 9 (blr B b)
=(1—- Pr—— P+ P _—— 5 454
P ( 7°> { 2r(r — b) + + r 2r2(r —b) ( )

Isolando @' em (4.5.3), tomando a derivada com relacdo a r, e em seguida substituindo

em (4.5.4), obtém-se a equagao

[(p—7)®" =7 - (4.5.5)

N =3

p:

A forma das equagoes (4.5.2), (4.5.3) e (4.5.5) sugere a maneira de soluciona-las:
Escolher b(r) e @(r) a fim de produzir um buraco de minhoca que atenda aos critérios
desejados; a equacdo (4.5.2), juntamente com as escolhas de b(r) e &(r) deve fornecer
p(r); a equagdo (4.5.3), b(r) e @(r) fornece 7(r); e, por fim, a equagdo (4.5.5), juntamente
com o que foi determinado acima ira fornecer p(r) [3].

Utilizando (4.5.2) e (4.5.3), pode-se chegar a uma caracteristica interessante a res-

peito da fonte. Fazendo

b 2 b v
—p=— (12— 2. 45,
TP 3 r< r) 72 (4.5.6)

Como discutido em secoes anteriores, para uma solucao de um buraco de minhoca, a
geometria tem um raio 7o minimo, que é o raio da garganta. Nesse raio, a superficie z(r)
(4.2.5) de imersao se torna vertical, % — o0o. Para r — oo, afastando-se da garganta,
0 espaco ¢é assintoticamente plano, ou seja, % — 0. Também ¢é necessario impor que a
garganta se expanda. Tal condi¢ao de alargamento implica que o inverso da superficie de
imersao satisfaca 32772" > 0, na garganta ou proximo a ela, em r =g [2]. Assim, de (4.2.6)

obtém-se que, na garganta, ou proximo

ﬁ . bo — b67"0
dz? - 2B

(e 4s)

> 0. (4.5.7)
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Portanto, reescrevendo (4.5.6) como

2b% (b —b'r 2 b
= (1) 45,
TTPT s ( 202 > 7’( 7’) ’ (4:5.8)
de modo que,
202 d?r 2 b
—p=—-—-—="(1-=)9. 4.5.9
Tor r3 dz? r ( r> ( )

Quando r se aproxima de rg, ocorre que b — b(ry) = by = ry, portanto (1 —b/r)® — 0. E

na garganta, ou proximo,

2 d*r
— = — — >0 4.5.10
7(ro) — p(ro) o dz? . ) ( )
Portanto
To — po > 0. (4.5.11)

A restrigao (4.5.11) é bastante problematica; indica que a tensao radial deve exceder
a densidade total de energia na garganta. A matéria restringida por essa condicao é
chamada matéria exdtica [3]. Aplicando a condi¢do de energia nula ao tensor momento-
energia (4.5.1), a relacdo p — 7 > 0 deveria ser obedecida. Porém, como pode ser visto
na relagao (4.5.11), essa condicao de energia nula ¢é violada. Em [2] e [3], foi mostrado
como que (4.5.11) permite que um conjunto particular de observadores podem medir uma,
densidade total de energia negativa, T, < 0, quando se move com velocidade suficiente,

v — 1, em direcao a garganta, ou seja,
Tgo = —*(v*10 — po) < 0. (4.5.12)

Nas décadas de 1960 e 1970, os fisicos consideravam que o fato de a densidade de
energia ser sempre positiva em relagao a qualquer observador, era quase sagrado. Tal
aspecto é expresso por meio das condicoes de energia fraca (WEC) e forte (SEC), como
visto no capitulo 3. Essas condicoes sao violadas por (4.5.11), e configuravam os principais
fundamentos de teoremas como as de singularidade e positividade da massa [3]. Portanto,

estes teoremas e outros ja nao seriam mais garantidos por essas condigoes.
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Capitulo 5
Buracos de Minhoca com Rotacao

Neste capitulo sera considerada a classe mais geral de buracos de minhoca com
rotacao, estacionario e axialmente simétrico do buraco de minhoca de Morris-Thorne
apresentado no capitulo anterior. Essa talvez seja a extensao mais geral que se possa

considerar proveitosa.

5.1 A Meétrica de um Buraco de Minhoca com Rotacao

A meétrica para um buraco de minhoca com rotacao, axialmente simétrico e estaci-

onario, foi proposta em [16] e tem a forma
b\ !
ds? = —N%dt* + (1 - —) dr? + r*K* [d6* + sin® 0(dp — wdt)?] . (5.1.1)
r

Em que as fungoes métricas N, K, b e w podem apresentar dependéncia em r e 6.

A funcao N é chamada funcao redshift, que é responsavel por determinar o desvio
para o vermelho gravitacional. Para que o buraco de minhoca possa ser percorrido,
esta funcao deve ser finita e diferente de zero, para assim, nao ocorrerem singularidades
na curvatura e/ou horizontes de eventos. A fun¢do K(r,0) é positiva, ndo decrescente,
adimensional e determina a distdncia radial prépria R(r,0) = rK de (r,0) até a
origem. Para esta funcdo tem-se [16]

R=rK, R, = % > 0. (5.1.2)

A funcdo b(r, ), assim como antes é a fungio forma, e determina a forma do buraco
de minhoca. Satisfaz b(r,0) < r, e contém uma aparente singularidade em b = r que
corresponde & garganta do buraco de minhoca. Esta funcao é assumida ser independente
de 0 na garganta, ou seja % = 0, do contrario, existiria uma singularidade na
curvatura em r = ro [16]. Assim:_pr;ra uma solucao regular, a garganta configura uma

superficie bidimensional de raio ry. Para que a funcao b(r, ) garanta que o buraco de
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minhoca tenha uma forma caracteristica considerada por Morris-Thorne (em que ocorre
um alargamento da garganta), a condi¢ao de alargamento é imposta. Essa condigao surge
quando a secao transversal bidimensional da solucao, em um instante fixo ¢ e uma faixa

equatorial 0,

pY L
ds* = (1 - —) dr? + r* K*sin® 0dy?, (5.1.3)
r
é imersa em um espaco euclidiano tridimensional. Essa condicao é garantida se a fungao
b satisfizer a condicao de que % g < 1, ou seja, na garganta [16, 17].

E por fim, a fun¢ao w(r, §) que esta relacionada com a velocidade angular do buraco
de minhoca. De modo a garantir que a métrica seja nao-singular em 6 = 0,7, ou seja,
no eixo de rotacao, as derivadas com relacao a 6 das fungoes métricas N, K e b devem
desaparecer nesse eixo [16].

A métrica proposta (5.1.1) deve se reduzir a métrica de Morris-Thorne (4.1.1), no

limite em que a rotacao é nula e a simetria é esférica, ou seja,
N(r,0) = e?™ b(r,0) = b(r), K(r,0) —1 e w(r,6) — 0. (5.1.4)

Assim, a métrica (5.1.1) representa duas regides planas unidas na garganta r = b = ry,
e a coordenada radial tem o intervalo ro < r < oco. Por razoes fisicas, a solucao para o
buraco de minhoca é assumida como assintoticamente plana, portanto, quando r — oo,

deve-se ter o seguinte comportamento por parte das fun¢oes métricas [17]

M 1 1 1 2L 1
Vo1 Mol kotvo(t). teo(t) unZio(L). 6u
T T r T T T T

As constantes M e L sao a massa e o momento angular do buraco de minhoca, respecti-
vamente, e correspondem as quantidades conservadas na solucao.

As funcoes métricas N, K, b e w podem ser escolhidas de modo que a solucao ob-
tida descreva um caso particular de buraco de minhoca com rotacao, respeitando todas as
restricoes descritas anteriormente, a fim de garantir a regularidade e a importancia fisica
da solucao.

O tensor métrico que esta sendo considerado, e tensor métrico inverso, tem as com-

ponentes que podem ser vistas nas tabelas 5.1 e 5.2.

5.2 Tensor de Ricci e Tensor de Einstein

Para o calculo do tensor de Ricci, primeiramente é necessario ter em maos as cone-

x0es. Utilizando a relagdo (2.3.14) para as conexdes e os tensores métrico e inverso nas
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| gu = —N? + " K*w?sin® 0§ |

b —1
()
T

| gog = r°K* |
| Gpp = r?K?sin” 0 |
|

| 9ot = g1p = —wr?K?sin® §

1
tt
I e
b
)
r
1
00 _
g _ r2K2
o N2 — 2 K202%sin’ 0
9 NQTQKQSi(BQ@
gsot — gw = v

Tabela 5.2: Componentes do tensor métrico inverso.

tabelas 5.1 e 5.2, respectivamente, obtém-se as componentes nao nulas

T 1 bzrr _ b 0 _ Kye I“T _ b»e
T (r—=b) YT KT 9(r — b))
NN,
I}, = (r—>o) { L — K*w?sin? 0 — r KK ,w?sin® 0 — rww, K*sin 6| |
r
—b
roo_ roo_ 2 0 ,0
FOQ = (b—?“)[?"KJ +K]K, FSOSO = (b—’f’)[K—FTK:AKSIH 9, Frr = m,
NN K 1
b = TQ—K’g—wQ sin @ cos 9—% sin® f—ww g sin® @, I'7 = —E(K’g sin® 6+ K sin 6 cos ),
1 1 _ Ky wweK?r?sin®6
Iy, = e [NN,(; — §ww,gK2r2 sin’ 0] , anp = cot 9—1—7—1- SN ;
o _ K+rK, re — 1+K7T+ww,rK27’2 sin® 6 ot &_Tszww’rsirfﬁ
o rK K 2N? TN 2N? ’
2 172 2
¢ wertKEsintf b\ [1 w, K, 9 9 . 9
Fw_ IN?2 ’Ftw_(l_; ;—{—%4_7 KT sin”f,
N, - K, 2 K20w?% sin? 0 K
ry = ],VW_[E + % + [’(w}—w’ L 2];)2 i , Fit = (wcot@—l— % + wK,9> sin? 6,
r
N gw weg Kow] wertK2w?sin?6 wer?K?%sin% 6
Y s _ v ) _ t — 3
'y, = N [wcot@—i— 5 + % } e Lo ==
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Ainda existem aqueles ligados pela simetria I}, = I'},. As demais componentes inde-
pendentes sao todas nulas. E para completar, os tragos nao nulos da conexao que serao
necessarios na obtencao do tensor de Ricci, sao:

NT b P b 2 QKT N79 0

re =4 = ++ po —No bo g 2R
TN (-0 5 K ° TN Taor—p K

O tensor de Ricei, como definido em (2.5.13), é o tnico trago nao nulo do tensor de
Riemann, sendo assim obtido de forma semelhante por meio da conexao. Portanto, suas
componentes nao nulas sao

NN
Ry =(1-b,) [ T~ K2w?sin? 0 — rKK ,w?sin? 0 — rww , K?sin? 0| +
r

NN NN
+(r—>b) { 3 T4 . LA 3KK7TO.)2 sin 0 — 3ww7TK2 sin 0 — sz?Tr sin? 6 — TKKMwQ sin? 6—

w2 K%rsin? 6 N,K?w?sin?0 N,rKK ,w?sin?0
—dww , KK rsin? ——"———— —rww .. K sin? ——" wo sy N W Sin n
b b 2 9 N N
N N7rrK2ww7T sin? 6 NN ,(b,r—0b) B K2w2(b,r7’ —b)sin?6 B KKJ,wQ(b,rr —b)sin?6 B
N 2r2(r — b) 2r(r — b) 2(r —b)
ww, K2(b,r —b)sin?0 2NN,K, wirPK'w?sin®0| NNy, )
_ 20— 1) + e — SN2 + 252 —3ww g sin 0 cos 0+
K2w? ’K 2K K gw? w?
+ [9{02.} sin? H—M sin? Q—M in? 6—% sin 6 cos 9—7’0 sin? 0—ww gg sin? 0+
n NN b g NNgcotf Ngw? . 0 cos 0 bow?sinfcosd NoKg o . o 9
— sin 6 cos 80— - w” sin” f—
2r2K2(r — b) r2K? N 2(r —b) NK
b79K79w2 sin® 0 Nowow . 4 P b ow gw sin? 6 W%T2K2w2 sin* 0 2 sin?6
— sin®  — — w” sin
2K (r —b) N 2(r —b) 2N?2 ’
R bew 3v% 2K, Ny Np(byr—b)  byr—0b L Ealbyr =)
- 2rK2(r — 02 4rK2?(r—b)3 K N ~ 2rN(r—5b) 7r%2(r—5b) rK(r-2»)
Nﬂbﬁ bﬂ cot @ W?TT2K2 sin’ 6 4K,r
2rNK?2(r —b)?2  2rK2?(r —b)? 2N? rK '’

N,rK,K KK,(b,r—b)

Rgg = (b,—1) [rKK , + K*]+(r—b) [—3KK7T —rK} —rKK,;, —

N 2(r—0)
N K2 Kz(b T’—b) Kgg Ngg bg@ 3b29 2 N@K@
— .~ S — ’ 0 — cot? 0 + ———2
N 2r(r — b) ] K N 20r—b) 4(r—pp SOV eovlt oyt
boK K K2  W3r?K?sin?6
080 B ih n 0 I 0 ’
2K(r—b) K K? I
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Ry = (b, — 1) [K?sin®0 + 1K K, sin® 0] + (r — b) [-3KK , sin®  — rK’zr sin? 6—

K%(b,r —b)sin?0 N, rKK, KK, (b,r —b)sin?0 w2r*K*sin?0

—rKK i 20— : 20

rK K ypsin 2 —b) N sin 20 ) s

N, K K K¢ K NyK bk gsin2 0
—’]TVSiHQQ} —%sirﬁ&—i— Kg sinQG—?’esinﬁcosH—ksinzﬁ— ]’\(;K,g sinQH—%_

b sin 6 cos 0 w?GTQKQ sin? 0
20r—b) oNZ

)

sin @ cos 0 —

wJ,KQr sin’

Ry = (1-b,) [wKQ sin? 0 + 5

+ KK ,wr sin? 9] +(r—b) [gmeQ sin? 0+

+BKK pwsin® 0+ 2SS L 9K K w prsin? 0+ KK ppr sin® 4+ TS0

2 N
K2(b,r —b)sin?0  w,K?(b,r —b)sin?0 N,wKK ,rsin?0
K2 3 29 w T T T A T
PRSI T ) A —b) N +
KK ,(b,r—b)sin®’0 N K2sin20 wwlrK*sin*d| 3
w ,ré(,}:r_ b) ) s . 7TW77‘2N sm + T e +§W,0 sin 6 cos 6 —w SiIl2 0+
bowsinfcosd bowgsin® boK gwsin?f ~ Nowy Gin 04 ww?9r2K2 sin* 0 N NyK g wsin? 04
2(r — b) 4(r —b) 2K (r —b) 2N 2N?2 NK
N K K wK? K
+ ],\wa sin 6 cos 0 + %shﬁ@ + %@9 sin’ 0 + %snﬂe — K—éesin2 0+ e sin 6 cos 8,
e por ultimo
KoK, K Ny N by bo boK ,
RTG — ) ) _ ) _ ) i ) + ) _|_ ) i
K? K N 2N(r—0b) 2r(r—0b) 2K(r-0»)
N Ng N NoK, w,wer’K?sin? o

rN NK 2N?2
O escalar de Ricci R, é definido como o traco do tensor de Ricci, como visto em
(2.5.16). Para a geometria dada pela métrica (5.1.1), o escalar de Ricci ¢

wiKQT sin2 0

N, 2K, 2 3N, 2N, AN,K, 4K,
R=(1-b R LA LA A DA L TN )
(1=bs) [ rN  rK 7“2] +r=b) [ r?N  rN rNK rK + 2N?
10K, 2K3~ 2N g Nob g 2N g cot 0 b oo Bb?e
r2K  rK? Nr2K?  r2K2N(r —b) Nr2K? r?K2(r—b) 2r2K2%(r —b)?

b79 cot 6 2K g9 2 2K gcot 0 2K729 n w?g

: 2
_ - - 0.
PRI —b) 2K 2KZ . 2K p2Rd T anz ol
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O tensor de Einstein pode ser obtido pela relacao (2.5.15). Utilizando as componen-

tes do tensor de Ricci e o escalar de Ricci acima, as componentes do tensor de Einstein
8a0:

NN, N,rK*w?sin?f 5 .5, N? N2K, NN,
Gu=(1-0b,) o =+ N — rww K sin” § — T TR +(r—0b) |- 53 +
1
+2KK,rw2 sin? 6 — Sww,rKQ sin? +’I“KK7TTW2 sin? —4drww, KK, sin? 0 — Zw?rKQT sin? 6—
N,K?w?sin?0 N,rKK,w?sin?0 N K?sin?6
o K2sin2g 4 N 205\, sin n T ],Gw sin ,Trwwév sin
+NN7T(b7Tr —-b) K% (b,r — b)sin? @ B KK ,w?(b,r —b)sin?0 B K%ww (b7 — b) sin’ b
2r2(r — b) 2r(r —b) 2(r —b) 2(r —b)
3wl K*sin'0  5N2K, N,rK%?sin?d N’K. 2N’K,, ,

- N2 T TR =+ N I Rl—" —3ww g sin 0 cos 0 —
2K w? N K gw? N boK gw?sin? 0
—7’?’9('0 in?6 — Tﬁ sin® § — ww g sin® § — 7’9]\[1’?w sin? § + 779](,;79w sin? 6§ — 4’92—;(: _Slél) _
bowewsin?f 3w wyr’K?sin'0  N2K gz Nggw? - boN gw?sin? 0 N N2K?, N N2
— — — sin —
2(r—0) 4N?2 r2Ks3 N 2N (r —b) r2K+ r2K?
b}@N2 cot 8 b,99N2 b799w2 Sin2 0 3b?9N2 N2K79 cot @ i 3b?gw2 Sin2 0
2r2K2(r —b)  2r2K2%(r — b) 2(r —b) 4r2K2(r — b)? r2K3 4(r —b)? "’

)

1-b [2rN "2 " K] 2rN ' 2rN(r —b) NK rK(r—>b) ' r2(r— b)+

. - 1—-b, | N, 1 K, n 3N, N,(b,r—0b) 2N,K, K,(by,r—b) b,r—0>

+K7r N w?TKQTQ sin® 6 N KQT N N gg N cot K g9 K,20
rK 4N? K?  NrK?(r—b) NrK2?(r—»0) rK3(r—>5b) rKr—b)

TYR2r—b)  ANZ(r—b) | rK3(r—b)’

N,rK? N . rK? N,rKK, KK,.(b,r—Db)
Gog = (1 =by)—5— —b) | —"— +2KK, +rKK 2 L
oo =0=b) o+ )[ N TERRe R Rty 2(r —b)
+N,TK2 K2(b,r—b) WALKsin®0| NyK, bo Ky bo Ny Ny

+ — cot 0+

oON  2r(r—b) IN? NK T 2K(r—b)  aN(r—b) N

by cot 0 w’zengz sin? 6
2r—b) T 4Nz

NW’I“KZ sin® N7M7“K2 sin® 6

Gop = (1= by) ="+ (r =) {N +2KK , sin?0 + rKK ., sin® 0+
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n N,rKK, sin’ 6 KK, (b,r—b) sin? @ NJ,K2 sin? K2 (byr —0b) sin’ 6

N 2(r —b) 2N 2r(r —b)
3w2 K4r3sint 0 NoKy . o boKosin®  Ngg . o boNgsin? 6 b ggsin? 0
e — sin® 6 — — sin“ 0 + :
AN? NK oK(r—b) = N ON(r—b) | 2(r —b)

3b2sin2f  BwyriK?sin' 6
4(r —b)? 4N?2 ’

N’,,wKQT sin? 6

1
Gyt = (1=b,) [Qw,rK “rsin6 — 5N

] +(r—b) Bw,[(2 sin? 0 — 2wK K , sin” O+

1 N,wKK ,rsin?0 wK?(b,r —b)sin?0
—l—fou,,an%‘sin2 0+2w7TKK7,nrsin2O—UJKK,TrrSin20— i o S WK (b, ) sin

2 N + 2r(r —b)
+w7,,K2(b,rr — b)sin? 6 n wKK ,(b,r —b)sin®0  N,w,K?rsin?6 n 3ww?rr3K4 sin* §
4(r —b) 2(r =) 2N 4N2
N,wK?sin?0  N,,wrK?sin?0 K b in? 6
i 2Nsm - wrN i + nge sin 6 cos 0+ % sin? 0+ ’;;,JJ’H sin? 0+ 7’16:7’49?1;)
b}gK}gw sinQ 0 N}go.)jg . 2 0 n NﬂK’gw . 9 0 N’ggw . 9 0 b’gNjgw SiIl2 0 bﬂgw Sin2 0
- in ———sin“f — in“ 6 — — —
2K (r —b) oN NEKE ° N ° ON(r —b) 2(r — b)
3b?9w sin? § 3ww?gr2K2 sint 6
© A(r—b)2 * AN? ’
e por ultimo
KoK, K, N, N,b b boK, N
Gp=—tr =0 20y b0 08y
K K N ~ 2N(r—b) 2r(r—b) 2K(r—»b rN

NoK, w,wer?’K?sin’
+ NK + 2N? '

O espago-tempo descrito por (5.1.1), apresenta um tensor momento-energia 7}, cu-
jas componentes Ty, T, e Tyg = T, tem os significados fisicos usuais, mas em particular,
a componente Ty, que caracteriza a rotagao da distribuicdo de matéria [16], termo que
nao aparecia para o buraco de minhoca de Morris-Thorne, uma vez que a distribuicao era
considerada estatica em todas as direcoes.

E possivel construir muitos tipos de buracos de minhoca, o que pode ser feito, parti-
cularmente, via imposicao de restricoes que devem ser obedecidas, ou caracteristicas que o
buraco de minhoca deve apresentar. No caso de Morris e Thorne em [3], restri¢gdes foram
impostas a fim de tornar o buraco de minhoca viavel para viagens interestelares humanas.

Mas na auséncia desse tipo de informacoes, é possivel expor um exemplo de buraco de
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minhoca com rotagao que foi proposto por Teo em [16], em que as fungdes métricas sao
dadas por
16a2 cos? 0 2a
N=K=1+—— w=

, 3 (5.2.1)

com a sendo o momento angular do buraco de minhoca, que pode ser considerado como

constante. E para a func¢do b, pode ser proposta como tendo a forma [15, 18]
b(r) = —, (5.2.2)

que obedece todas as propriedades impostas anteriormente, como a condi¢ao de alarga-
mento, por exemplo. Com isso, a métrica (5.1.1) do buraco de minhoca com rotagao se

torna

1602 29 2 dr?
ds2:_<1+—6a:()s )dt2+ -

+ (7’ + 164 cos? 9)2

9 2
df* + sin* 0 <dcp — T—gdt) ] . (5.2.3)

De modo que, na auséncia de rotacdo (a = 0), (5.2.3) se torna uma métrica estatica,
esfericamente simétrica e assintoticamente plana, assim como a métrica (4.1.1) de Morris

e Thorne.

5.3 Base de 1-formas para o Buraco de Minhoca com
Rotacao

A partir de agora, considere uma base ortonormal {e,}, que é dual a base de 1-

formas dada pelos elementos [19]

71/2
o’ = Ndt, o'= (1 — é) dr, o =rKdf, o =rKsind(dp—wdt). (5.3.1)
r

Com isso, pode-se escrever a base acima de modo que

! 200 (5.3.2)

dt—iao dr = 1—é 1/2a1 do L o2 dp = ——a
N N ’ ’ g0_7“[(31119 N

= —
T rK

Com isso, utilizando (5.3.2) em (5.1.1), o resultado consiste em uma métrica na forma

ds* = —(a’)? + (a')* + (a?)? + (a®)*. (5.3.3)
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A meétrica, agora, recai na métrica de Minkowski.
O que sera feito agora, é utilizar o método de Cartan, que foi tratado na secao 2.6,
para determinar a curvatura 2-formas e as componentes do tensor de Riemann [9]. Para

isso, calculou-se as derivadas exteriores das 1-formas em (5.3.1):

N, b\ 7 N
dal = ’(1——) o' Ao+ o Al

N r rNK 7
bo

« QT’K(T—b)a *
1 N K, b\ "
r r K r

Kuw, b\ "
da? = T ]\;U (1 — —) sinfa! A a® — = sinfa’ A o'+
r

1 nN"? K, b\
+ —(1——) + = <1——) o' A e+
r r K r

1 K
+ {—Cot@%——’e} o’ Aad.

rkK rK?

Utilizando a relagao (2.6.21), e as propriedades (2.6.24), é possivel determinar as conexoes
1-forma [19]:

Kw, b\ N, b\
wOI:T “, (1——) sin fa® + = (1——) a’;

r

Ny wo .
Wl o’ + Zsinfa?;

T INK ON

Kw, b\
Wl TZJ;% <1—;> sin0a1+;d—’]\6fsin9a2;

' b N LY AT S AN B
wy=——"——a — |- |1—= — - a’;
2 2rK(r —b) r r K r ’
rKw, b\ 1 " K, b\ "2
wh = 2N7 <1—;) sin fa’ — - <1—;> + K (1—;) o?;

we . 1 Kp
(.d23 = W Sin an — |:m COtQ + @] a3.

A curvatura 2-formas é obtida diretamente da relacao (2.6.22). Em posse desses resul-

tados, utilizando a segunda relacao, (2.6.23), as componentes do tensor de Riemann na
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base de 1-formas (5.3.1) sdo determinadas:

3 2K2 2 N N N B
ROHO = —J (1 _ 9) sin2 0+ b,g ,0 b)+<1 B 9) |: T ,r(?”b,r b):| :

4N? T 2N12K2(r — r N 2rN(r —b)
o 3rKw,wy b\  , Ny b\ 72
Row ==z \'77) 0w\l 75

b & Nok, (b T N, boN, _
T rNK? r rNK 2rNK(r—1b)|’

3Kw, b\ . IrK ,w, b\ . rKw,., b\ .
R1310 = — 2N’ (1 — ;) SIHQ_T (1 — ;) sin 60— 5N (1 — ;) sin 6

N N,rKw, { b\ . 0+ (1 b\ Kw,(rb, —b)sind bgwgsind
————>[1——]sin - - — :
2N? r r AN(r —b) 4rNK(r—»b)’
730310 = R1210 = 0.
1 1
R 0_ 1_ é /2 Nﬁr - Nmb,g _3T‘Kw7rw,9 1— é /2 sin2 0
012 r rNK 2rNK(r —b) 4N? r

Ngog NyKy N,K, | b\ 3wy
Nr2K2 Nr2K3 ' NK

+

N, b
R0220 = m (1 - ;)
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K,wg N . K, AN
it iad LA B I 0 — ——=(1--= 0;
ONK ( r) YT ONK et

N 3 Kw, b
R2320: _ e sin 6+ kil sin 0 w0 cos 60— v, (1——) sin @

wNK 2r K N2 CUNK 2N

K b K
_r 2’;\;% <1 — —> sin @ — 04,0 sin 0,

R0320 = R1220 =0.

3Kw, b\ . IrK ,w, b\ . Kw,, b\ .
Rolei<1—;)sm9+%(1——)sm9+r u (1——)sm«9

1— 2=
r

b\ Kw,(rb, —b)sinf bow gsin b N, rKw, b\ .
—(1—-- — + —— : : sin 6,
AN (r —b) 4rNK(r —b) 2N?

K gw, b 1/2 ; b 1/2 b 1/2 b sing
Roos = e (1 — —) sin 0 4 20 (1 — _) <inf — (1 . _) oW, Sin
r 2 r

2NK N r AN (r —b)
w b\ 7 W b\ K,wy b\
o - 0 —(1—- in 6 (1 — = in 6
+2N< r) cos +27“N( 7‘) sin ¢ + NI ( 7‘) sin
N, b\
_ 2’]\0;}2’6 (1——) sin 0;
T
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2K, b b\ (rb,—0b) K,. b b\ K, (rb, —b)
Root="l1-Z2)—(1=2= J J 1—=)—(1=-=) = 7
133 rK ( 7’) ( fr) 2r2(r — b)+ K ( 7’) ( r) 2rK(r —b)

r? K?w? b by cot b boK g
T 1 _ 3 29 ) ) ) .
+ < r) S0+ 2r2K2(r — b) + 2r2K3(r — b)’

T U VRN (0 SR S U A ) S
28 r) 2r2K(r—»0) rK? r r) 2rK2%*(r—0b)
K b\ K,K b\ "
—l—m 1—- sin?g — —2—f (1 2 ;
AN? r rK3 T

721231 = R0331 = 0.

Rt bw o 8 beKy (b (b, =)
122 2r2K2(r—b)  4r2K2(r—5)?2  2r2K3(r —b) 2r2(r — b)

,
Ko (. b b\ K, (rb, —b) 2K, [ b
) 2 (1= 2) AV r(1-2),

+K < 7’) < r> 2rK(r —b) + TK( 7“)’

N r b & Nr b /2 r b /2
'R0321—Lw’<1——) sinf — .0 (1——) Sin@—w’ <1——> cos 0

2N?

T r 2N T
K ) b 1/2 b /2 Kr b 1/2
_ij[‘}’»{ (1__> Sin9+;_’]av(1——> sin 6 + QN? (1——> sin 0;
r T T r

: b\ 7 . b\ 7 K pw, b\ 7
7?,0132:('07_9(1——) sinQ—i—%(l—;) cosf + 5%, (1——) sin 0

2N T NK T
Now, b\ 72 . b 1/Qb(;wrsinﬁ
———=[1-- sinf — | 1— - S
2N?2 r r AN (r —b)
2 Wes 3w, Kowy . Neowg
Roos _WSIDQ+2TNKCOSG+TNK2 Sme_QrKNQ sin 6
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Kw, b\ . rK,w, b\ .
+ <1—;)sm9+ 5N (1—;)81119,

m oo Ko (0T KKy (0 DN rKww (0 DN
133 = 2 , e . + N2 " sin

(0T be (0N b,
r) 2r2K(r—10) r) 2rK%(r—10)’

K, 1 Ko K% W% 1 b
"! 2_—7 _ 9 _ Y 9 2 - —
233 _T2K’3C0t9 T2K2+T2K3 r2K4+4N2sm 0+7’2 1

+K3 LA BT SR Y
K2 r rK r)’

R0332 = R1232 =0.

5.4 Violagao da Condicao de Energia Nula (NEC)

Como ocorre para o caso do buraco de minhoca estatico e esfericamente simétrico, é
de se esperar que ocorra uma violagao da condicao de energia nula. Para tentar verificar se
isso de fato acontece, serd considerado um tensor momento-energia usual neste referencial
que estd sendo adotado. O tensor momento-energia terd as componentes 7Too, T11, T22, T33
tendo os significados fisicos usuais, os mesmos considerados em [3], mas também com a
componente Tg;, que representa a rotacao da distribui¢do de energia [16].

Usando um vetor tipo-luz ¢# = (£°,¢1,0,0) = (1,1,0,0), para a condi¢do de energia
nula, ocorre que [19]

Tl = Lg}w@“ﬁ” = LRMV@%” = L(7200 + R11). (5.4.1)

8tG 8t 8tG
Com G, e R, sendo os tensores de Eisntein e Ricci, respectivamente, segundo a base
de 1-formas adotada. Como, R,, = R, entao, por meio das componentes calculadas

pow

para o tensor de Riemann, (5.4.1) se torna

r

N, b\ N ON, K, b
BTG T, M = 87G(Too+Ti1) = Roo+ Ry = ’<1— >+ Lot ’(1—-)

rN Nr2K? NK r

N 302 —
LN oo b.oo B 0 (1o b\ (rb, —b) 2K, ;0
Nr2K? 2r2K2(r —b)  4r2K2(r — b)? r) r2(r —b) K r
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2
Wy . b\ K,.(rb, —b) 4K, b by cot 6
——% «in%6 1—= ) ’ — = - . 4.2
e sin” 6 + ( 1“) K (r —b) K r 22 K2(r — b) (5.4.2)

Para verificar se a condicao de energia nula ¢ ou nao violada, é necessario estudar o
sinal dessa equagao. No entanto, essa ¢ uma expressao longa e complicada. Olhando em

perspectiva, considerando o caso esfericamente simétrico, o que sobrevive é

1 /2 b\ [N, rb,—b
mimr-r=oe () (-0) [Fraey) 649

Lembrando que a garganta do buraco de minhoca corresponde a r = r5. Observando o

segundo termo de (5.4.3), ao ser aplicado o limite r — 74, ocorre que

rb, —b
lm — = — 5.4.4
Ti}% 2r(r — b) oo ( )

ab

uma vez que gl| < 1 (Condigao de Alargamento da Garganta). Se %B—N for positivo e

or or
finito quando r — r§, a soma dentro do colchete em (5.4.3) é negativa perto da garganta
[19], violando assim a condigao de energia nula. Isso poderia ser evitado, se, por exemplo,
%%\f — 400 quando r — 74. Mas nesse caso, N — 0, causando portanto um horizonte
de eventos.

Mas em todo o caso, na garganta, o termo

(1 - 2) ]]VV (5.4.5)

vai a zero. Com isso, resta que

brer, — 1
—To=——5 <0, 5.4.6
po—To 8rGri ( )
uma vez que pela condicao de alargamento da garganta, ocorre que % o < 1. Reprodu-

zindo o mesmo resultado obtido no capitulo anterior para o buraco de minhoca de Morris
e Thorne. Portanto, a conclusao é: a violacao da condi¢ao de energia nula esti pre-
sente para o buraco de minhoca com rotacao, mas essa pode se mostrar nao tao intensa.
Isso se deve ao fato de existir outros termos, relacionados com a rotagao, que nao foram
considerados, e portanto, podem vir a diminuir a violacao, ou até elimina-la. Mas para
analisar essa possibilidade, serd necessario determinar quem sao as funcoes métricas, e

assim, determinar qual o sinal da expressao (5.4.2).
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5.5 Condigoes para um Buraco de Minhoca com Rota-

cao Ser Atravessavel

Um outro aspecto que pode ser abordado com relacao ao buraco de minhoca com ro-
tacao, sao as forcas de maré. Para um observador se movendo radialmente com velocidade

constante v, as transformacoes de Lorentz sao
!/ / / /
e, = ey Fyvey, €] =Fye;+yvey, €;=ey e;=e;. (5.5.1)

De modo que a nova base {e/}, é a base para o referencial do observador, e a base {e,},
é a base dual a base de 1-formas que foi adotada.

Da mesma forma como foi feito para o caso estéatico e esfericamente simétrico, a
equacao do desvio geodésico que ird medir a influéncia das forcas de maré sobre um
observador em questao é a equagio (4.4.21). Passando as componentes do tensor de cur-
vatura que serao relevantes, para o referencial do observador por meio das transformacoes

de Lorentz, obtém-se

Riowo = Roir’ (5.5.2)
2020 = V' Rozs’ — V0 Rz (5.5.3)
5030 = 1 Rozs — V0" Russ - (5.5.4)

E mais uma vez, para demonstragoes de valores concretos, serao utilizadas brevemente as
unidades usuais do SI. Com isso, para um observador que mede |dx| ~ 2m, o interesse
continua sendo que |da| < gg (aceleragao da gravidade na Terra). Assim, as condi¢oes

para as forcas de maré experimentadas por um observador em movimento radial sao:

R’ S 02%;771 ~107"m 2, (5.5.5)
25 0 _ .2 ﬁ)z < 9% 10-16,,~2
’7 Rogy — 7 (C Rige | S 2 om 0="m~7, (5.5.6)
2 0 2 (V)2 1 Je —16,, —2
Rozt’ =7 (5) Rugs'| S ~ 10 . 5.5.7
’7 033 — 7 - 133 |~ 2 om m ( )

Na tentativa de encontrar circunstancias em que as forcas de maré possam se mostrar
nao muito intensas, considere o caso do observador em questao estar se movendo na direcao
radial, e ao longo do eixo de rotagao, ou seja, quando 6§ = 0 ou 7. Diante disso, segundo
a condigdo imposta sobre as fungbes métricas N, K e b (que podem ser vistas na segao
5.1, e também em [16]), as derivadas Ny, K g e by devem ser nulas. Portanto, ocorre uma

< ;o
reducao em Rg;(:

b\ [N, N,(rb, —b)
!/ _ _ s _ ) )
R = (1 7’) { N  2rN(r—b) |’ (5:5.8)
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Uma reducao ainda maior ocorre quando o observador se aproxima da garganta. Neste

caso,

N,r:ro (]- - b,r:'r‘g)
27’0N0 .

!
Rio10 =
_ o

Como na garganta b,—,, = 5| _

< 1 (condicao de alargamento), entdo, conclui-se que

/ NNTo(l_bT0)< N"'O

o~ : 5.5.9
1010 27”0N0 2TON0 ( )
Assim, nessas circunstancias, a condigao (5.5.5) para R',,,, se reduz a
— 1 <107 m 5.5.10
27“0N0 ~ mn ( )

Para analisar a outra componente relevante do tensor de curvatura no referencial do
observador em questao, considere que esse observador desacelere, ou até chegue a parar
na garganta, de modo que sua velocidade seja muito pequena, ou até nula. Nesse caso, o
termo v/c — 0, e portanto, apenas o primeiro termo de Rb,, ¢ relevante [19]. Novamente,
considere que o observador se move ao longo do eixo de rotagao, # = 0 ou w. Diante disso,

a componente Rb,, se reduz a:

(4 b N7T+N7TK,T
2020 r)|rN NK |’

Assim, a condicdo (5.5.6) para é reduzida a

b\ [N, N,K, 16—
‘(1——) { ’ +;”§ 107 10m 2, (5.5.11)

r rN NK

o que pode causar uma diminuicao das forcas de maré. O mesmo deveria acontecer para
Ri30, Mas nesse caso, existe um termo em sua expressao, que apresenta uma indetermi-

nacao em 6 = 0 ou 7. Este termo é

Ny

N2K? cot 8.

O que pode complicar a andalise nesse caso.
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Capitulo 6
Conclusao

Como visto ao longo de toda essa dissertagao, um buraco de minhoca é uma estru-
tura formada por duas regides de um universo, ou de dois universos diferentes, assintotica-
mente planos unidos por uma garganta de raio ry. Duas geometrias foram consideradas,
uma estatica e esfericamente simétrica, e outra apresentando uma rota¢do (nao sendo
mais estatica, mas ainda apresentando uma independéncia temporal).

Um buraco de minhoca estatico e esfericamente simétrico no vacuo, é descrito pela
solucao de Schwarzschild, e este apresenta horizontes semelhantes ao de buracos negros
com as mesmas condicoes. Portanto, foi concluido que um buraco de minhoca atravessa-
vel nao deveria estar no vacuo. Porém, mediante as condi¢oes impostas para a existén-
cia do buraco de minhoca, como por exemplo, a condi¢ao de alargamento da garganta,
V' (r)|rer, < 1, surge a necessidade de se considerar a chamada matéria exética, matéria
esta que viola as condicoes de energia. Uma vez que a matéria exotica aparenta ser pro-
blematica, é interessante minimizar o seu uso no que diz respeito as solucoes de buraco
de minhoca. Morris e Thorne [3] propoem, por exemplo, restringir o material exdtico a
uma pequena regiao central na garganta, sendo essa entao cercada por matéria normal,
ou seja, 1o — po > 0 nessa pequena regiao, e 7 — p < 0 fora dela.

Por outro lado, a violacao das condigoes de energia ¢ algo aceitavel hoje em dia,
e se mostra um aspecto presente em varios fendmenos estudados em teorias atualmente
consideradas validas. O que coloca a matéria exética como uma fonte teoricamente pos-
sivel. Algumas fontes apresentam comportamento parecido no que diz respeito a violagao
das condicoes de energia, como campos escalares. No periodo inflacionério do universo,
ou até mesmo hoje com sua expansao acelerada, e em alguns efeitos quanticos, também
existem violagoes dessas condigoes [11].

Para uma andlise da segunda geometria considerada, um buraco de minhoca com
rotacao, é necessaria uma escolha adequada das funcoes métricas, respeitando sempre
as condicoes impostas para solugoes fisicamente aceitaveis. Porém, analisando o buraco
de minhoca com rotacao em uma base de 1-formas adequada, a violacao da condicao de

energia nula ainda se faz presente, a priori. Mas essa se mostra menos severa do que no

o6



caso do buraco de minhoca de Morris e Thorne.

Como uma perspectiva para a continuacao deste trabalho, vamos considerar buracos
de minhoca descritos por uma geometria nao-comutativa para analisarmos o comporta-
mento da geometria, tanto estatica e esfericamente simétrica, quanto contendo rotacgao, e
como isso se reflete no comportamento da fonte para essa geometria, e nas condicoes de
energia.

O buraco de minhoca nao pode ser desconsiderado mediante as dificuldades que este
apresenta com relacao as condicoes necessarias para sua formacao, permanecendo assim
como uma possibilidade teorica aceitavel. Dependendo assim, de trabalhos futuros que

possam esclarecer mais sobre seu papel no universo.
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Apéndice A
Simetrias do tensor de Riemann

Para derivar as propriedades de simetria e anti-simetria do tensor de Riemann, é

importante trabalhar com os indices covariantes, ou seja,
Raﬁ,ul/ = ga'ijy@w/- (AOl)
Portanto, desenvolvendo a expressao para o tensor de Riemann
A A
Rapuw = gavR.Vﬁ,w = gary[0uT’ ZB - aVFZﬁ + FZ,\FVB - FZ,\Fuﬁ]-
Utilizando (2.3.14) para a conexao

1 1
Raﬁ;w = goa'thyguy = 59047(8#97)\)[&/95)\_‘_8,391/)\_a)\gu,b’]+§5g[auaug,3)\+auaﬁgu>\_aua)\guﬁ]

1 1
—590+(0,9"7) 0495+ 08Gpur — Or gup| — 552 0,0,98r + 000897 — 0, 0r gpup)

2
9oy [FZ,\F;},B o WA (A.0.2)

ou ainda

1 1
Raﬁuu = é(auaﬁgua - auaﬁgua + auaaguﬁ - auaagl/ﬂ) + Ega'y(aug’w‘)[augﬁ)\ + aﬁguz\ - a)\guﬁ]

1

= 5907(00g"")0uGp7 + Opur — Oxgus) + G [LinT0s — TIATs)- (A.0.3)

Por meio de (2.3.10) ¢é possivel escrever

a,uga’y = FZugE’Y + F'Eyugaa (AO4)
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mas também

0= auéé = 8#(9)\7970) = g/\’y(augva) + ga'y@ugM) =0,

portanto
9oy (049™") = =" (OuGary)- (A.0.5)

Combinando entao (A.0.4) com (A.0.5) obtém-se

9o (09™") = =g (05,927 + T, 90¢). (A.0.6)

Assim, substituindo (A.0.6) em (A.0.3) conclui-se

av™ uf ap~ vp

1
Raﬁuu = §(auaﬁgua - auaﬁgua + ayaagug — 8uaagy5) + gm(Fp F7 —-I” I—W ) (AO?)

Para facilitar as coisas, considere as componentes do tensor de Riemann acima,
escritas em coordenadas inercias locais, estabelecidas em um ponto particular p da varie-
dade. Em tais coordenadas z'#, no ponto p, a conexao Fgﬁ(p) desaparece, mas para sua

: : ; 5 ; IA — /TN
primeira derivada o mesmo nao acontece. Assim, com I'J;(p) = 0 mas 9,I'5], # 0, as

componentes do tensor de Riemann sao
1
/a[},uz/ - é(a;a;jgz//a - az,/alﬁg//,wz + al,/a;{g;l,ﬁ - 8La&g;ﬁ) (Aog)

As coordenadas x'* sao as chamadas coordenadas normais de Riemann. Mais sobre
esse assunto pode ser encontrado em [20], [21] e [22].
Utilizando o tensor de Riemann escrito nas coordenadas x, é possivel demonstrar

as seguinte propriedades:
1 Fazendo a troca dos dois primeiros indices em (A.0.8)

/

1
Bauy — 5(8,&8;9/51/ - allza;zg/ﬁu + 81// /Bg;a - a/:a/ﬁgz//a)

1
= (kb + 2Ll — L+ Ohel). (A.09)

quando comparado com (A.0.8) conclui-se que

= R (A.0.10)

/
afuv
2 De forma parecida, agora trocando os dois altimos indices em (A.0.8)

/

1
s = 5(3’V3’59,2a — 0,059,0 + 9,0.,9,5 — 0,0,9,.5)
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1
= —5(=0,95910 + 9.959v0 = 8,009,5 +0,009,5),  (A-0.11)

quando comparado com (A.0.8) conclui-se que

L =—Rl (A.0.12)

afuv afvp

3 Trocando agora o primeiro par de indices com o segundo par de indices em
(A.0.8)

,/ul/a,B (a;z z/g,u/B alﬁﬁl/jg;y + 8/58,;9:11/ - a/ a/ gﬁu) (A013)
quando comparado com (A.0.8) é obtido que

‘o =R (A.0.14)

aBur pva

4 Fazendo uma troca adequada de indices em (A.0.8)

1 /
v = 5 005 = 00,90, + 0s0ud, — 0,0490,) (A.0.15)
‘ 1
wvsn = 550,90 = 0.9,905 + 0,0095, — 05000,u,)- (A.0.16)

Somando (A.0.13), (A.0.15) e (A.0.16) obtém-se

+ Ry,s + Ropu = 0. (A.0.17)

/
afuy avBu

5 Para a ultima propriedade desta secao, é necessario lembrar que nas coor-
denadas atuais, a conexao é nula no ponto p. Portanto, tomar a derivada

covariante de expressao (A.0.8) se torna simplesmente

!/ / 1 / / /! /
A = 5(8)\8 8ﬁ Jva a)\a aﬂgua +a)\al/8ag,u,6 - a)\a aagyﬁ) (A018)

afuv

Fazendo uma troca adequada nos indices A, « e [ na expressio (A.0.18),

acima, como

Vollsnw = (8' 0,09y5 — 000,0,9,5 + 0,0,059,5 — 0,0,0530,,,), (A.0.19)
vlﬁRl)\auu - (8,8 [T} 1/)\ 8,6’8/ a;g:;)\ + aﬁa/ a)\gya aﬁa/ a)\guo) (AOQO)
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Somando entao (A.0.18), (A.0.19) e (A.0.20) obtém-se

l)\ :lﬁp,lj + V;Rlﬂ/\uy + v/ﬁRl)\auV =0. (A021)

Utilizando a propriedade do tensor de Riemann ser anti-simétrico nos tultimos dois

indices, as identidades (A.0.17) e (A.0.21) podem ser expressas nas formas

respectivamente.

O fato da curvatura ser expressa por um tensor, garante que qualquer propriedade
valida em um sistema de coordenadas em particular, como foi o caso aqui, também sera
valida em qualquer outro. Portanto, as propriedades demonstradas nesta secao, escritas
no sistema de coordenadas adotado, sao validas para todo e qualquer outro sistema de

coordenadas. Assim, pode-se escrever as simetrias e identidades anteriores como

Raﬁ,ul/ = _Rﬁauuy (A024)
Rocﬁ,uu - _Raﬁu,ua (A025)
Raﬁuu = R,uyaﬁ~ (A026)
E as identidades
Ra,@uy + Rauuﬁ + Rauﬁu =0 (A027)
e
v)\Raﬁlw + vaRﬁA/w + VBRAOW,V =0. (A028)

Fechando assim esta secao.
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Apéndice B

Equacao de Einstein e Limite

Newtoniano

Para construir uma acao para a gravitacao, a variavel dinamica envolvida sera a
métrica g,,. O tratamento que seré feito aqui é o mesmo encontrado em [5]. As equacées

de Einstein sao obtidas pelo principio da agao minima
5(SH + SM) =0, (B.O.l)

em que Sy é a acao de Hilbert para o campo gravitacional, e Sy, a acao para a matéria.
Partindo da acao de Hilbert

1
Sy = —/ V—g(R +2\)d*z. (B.0.2)
2K Q
Pelo principio da acao minima

1
58y =6 {_/ v—g(R + 2A)d4m} =
2K 9
1 1 1
— o [ VIR dte + o [ R e 5 [ GV R+ 20 =0
2k Jq 2k Jo 2K Jo

O tensor de Ricci é a contracao nos primeiro e terceiro indices do tensor de Riemann.
A variacao do tensor de Riemann com relacao a métrica é dada pela variagdo da conexao,
que por sua vez, a variagao 5F/Uw é a diferenca entre duas conexdes, e portanto, um

verdadeiro tensor. Assim, é possivel tomar sua derivacao covariante

VA(OT,) = 0,01, + 5, 0T%, — 4,607 — %, 6T5,. (B.0.3)
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Tomando as posigoes adequadas dos indices em (B.0.3), e substituindo na expressao da

variacao do tensor de Riemann

OR%,, = 03009, — 0,009, + 5 0%, + I, 405, — 7,809 — T 61", (B.0.4)

uv nv U’

obtém-se que
ORS,\, = VAL, — V.00 (B.0.5)

BN

portanto, para o tensor de Ricci
SR, = OR),, = V0T, — V.60, (B.0.6)

Substituindo (B.0.6) no termo adequado na agao

1 v 1 v
e VIO = o [ VST, VT gt

1
=5 /Q V=9Vs[g"or], — g"? ol ]d 'z, (B.0.7)

Trabalhando em cima de ¢I'], com a expressao (2.3.14) para o conexao, é possivel encon-

trar a relacgao,

1
a g,u)\vudg/\g + gy)\v,udg/\g - g,uagyﬁvaégaﬁ} . (BOS)

g, = [

Assim, substituindo (B.0.8) em (B.0.7) obtém-se

1
%/ V=9V5[9u, V7 6g" — V697 d*z. (B.0.9)
0

Aqui encontra-se uma integral de volume, do divergente de um vetor. Assim, pelo teorema
de Gauss, essa integral ¢ igual a uma contribuicao de fronteira, ou seja, uma integral de
superficie, que envolve o volume no infinito. Uma vez que, por definicao a variacao do
campo ¢é zero nos limites de integracdo, o termo (B.0.9) desaparece [4, 5].
Para continuar, é necessario utilizar um resultado com relacao as matrizes quadra-
das:
In(det A) = tr(ln A). (B.0.10)

Tomando a variagdo da expressao (B.0.10) chega-se a

d(det A)

_ -1
a = t(ATSA). (B.0.11)

Para o caso que esta sendo considerado,

969 = ¢" 69,
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09 = 99" 09 (B.0.12)

Uma vez que g,,9% = 0;,, a delta de Kronecker nao se altera sob variacao, portanto

I

0(9guag™) = 0. Assim,
9pa09”" = —9*"0gpa- (B.0.13)

Substituindo entao (B.0.13) em (B.0.12) obtém-se
09 = —99w09"". (B.0.14)
Com isso, a variagao de 6(1/—g) se torna

;w

H=0) = ~5 o = Gt

ou ainda

5(V=9) =~ 5V =99 9" (B.0.15)

Assim, a variacao do termo correspondente da acao é

1 ! 1
— / (6v/=9)(R + 2A)d* =3, —5\/—gguyég’“’ (R+2A)d*w
1 [ 1 | Y 4
= — ——Rg — Agu | 09"/ —gd . (B.0.16)
2K QL 2 ]

Conclui-se entao que, a variagao da agao (B.0.2) se torna

1
0Sy = P / da/— { — §Rg#,, —Agu | 09" = 0. (B.0.17)
Considerando a agao em (B.0.1) como
S =S+ Su, (B018)

com Sy sendo a acao referente ao campo de matéria, como ja dito anteriormente. Assim,

a variacao (B.0.1) pode ser escrita como

1
~Rg — Agu | 66" 4+ 0Su = 0. (B.0.19)

0S = d4x\/ [ — 3

21@

Portanto, definindo o chamado Tensor Momento-Energia como'

2
T, = __2 %% (B.0.20)

V=g g’

!Essa é a chamada definicdo dindmica do tensor momento-energia
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de forma que (B.0.19) pode ser reescrito como

1

08 P

1
/Qd‘la:\/—g {RW — §Rgu,, —ANg — KT, | 69" = 0. (B.0.21)
Assim, como definido pelo principio da acdo minima, obtém-se as equagoes de Einstein
1
R, — §Rgm, —ANgp = KT, (B.0.22)

Para determinar a constante k, serd considerada a chamada aprorimacao de
campo fraco. Para isso, algumas condi¢oes devem ser satisfeitas:

(7) Limites de baixas velocidade das particulas,

dzx’
dt

dz’
dx0

< 1. (B.0.23)

(17) Como o campo gravitacional estd sendo considerado fraco, entdo, a métrica sera
assumida
Juv = Muw + h;w; (B.0.24)

com 7, sendo a métrica de Minkowski, 7,,, = diag(—1,1,1,1), e h,, uma pequena

perturbagdo, ou seja, |h,,| < 1.
Considerando a aproximagao em primeira ordem para a conexao afim [22]
e, = %n“p(ﬁuhpy + Oyhyp — Ophyu). (B.0.25)
Utilizando a condicao (B.0.23), é possivel escrever
I utu” ~ Tggu'u’, (B.0.26)

com u* sendo a quadri-velocidade de uma particula neste campo. Assim, considerando
|u’| = 1, conclui-se que

1
[Gouu’ = §TIUP(280h0p — Ophoo)- (B.0.27)

Como a gravidade Newtoniana ¢ independente do tempo, entao
o 0,0 1 o1
Tgou u” = 5" Dihoo, (B.0.28)

em que é assumido que h,, também apresenta uma independéncia temporal [22]. Para o

movimento de uma particula neste campo, a parte que realmente importa na equacao da
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geodésica (2.4.6), ¢ quando o # 0. Com isso, usando ¥ = 6% obtém-se

d2 7 1 ..
dtﬁ — 569000 = 0, (B.0.29)
ou ainda? P 1
xl
Comparando com a equacao newtoniana
d*r

o que pode ser associado a (B.0.30), portanto hg é escrito como
hoo = —2:p, (B.0.32)

em que @ é o potencial gravitacional de Newton. Por uma questao de adimensionalidade

com relagdo a componente ggo em (B.0.24), quando ¢ é escrito nas unidades habituais do

SI, pode-se escrever hyy = —i—f. Portanto, a componente gy da métrica (B.0.24) é
2
oo = — (1 + C—f) . (B.0.33)

Considerando a equacao de Einstein, ignorando por hora o termo que envolve a

constante cosmologica, ¢ possivel escrever
1
R =k (T‘; — §T5,‘j) , (B.0.34)

com R = —kT e T o traco do tensor energia-momento. Considerando um fluido perfeito

como fonte de energia-momento,
THV = (P + p)uuuu + pgw/- (B035)

Para o limite Newtoniano, por hipotese, velocidades comparadas a luz estao sendo des-

consideradas, portanto a pressao de um corpo pode ser ignorada® [5]. Assim,

1Y = —pc? (B.0.36)

2Como a parte da métrica que realmente atuard serd espacial euclidiana, ou seja 7;; = §;;, entdo nio
importa se estiver sendo usado 9; ou 9.

3a pressao de um corpo serd apreciada somente quando as velocidades das particulas que constituem
este corpo forem da ordem da velocidade da luz.
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a unica componente nao nula quando se é considerado o limite da gravitacao de Newton

[22]. Portanto, a unica componente relevante de (B.0.34) é

2
R = —%p, (B.0.37)

em que T = Tg. prosseguindo, para a componente R, tém-se
Ry = 1" Roo = n[0.T 5, — oTG, + O(T?)]. (B.0.38)

Tendo que a conexao é escrita como em (B.0.25), considere apenas os termos em primeira

ordem na conexao. Assim, pode-se escrever
R) = 1" R = n™0,T%,, (B.0.39)
uma vez que a gravidade newtoniana é independente do tempo. Portanto
% 1 i
Lo = 3" (200hoa — Oahoo)

1 ..
= — 51" dihoo
1 ...
== —5(5”8]‘}%0.
Com o resultado (B.0.33) conclui-se entao que

.1

Com isso, a componente RY (B.0.39) se torna

1
0 _
Rf = ——Ap. (B.0.41)
Substituindo (B.0.41) em (B.0.37)
Kt
Ap="Tp. (B.0.42)

Para a gravitacao newtoniana, a equacao de Poisson é
Ap = 4nGp. (B.0.43)

Comparando entao (B.0.42) com (B.0.43), conclui-se que

G

ct

. (B.0.44)

KR =
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Assim, encontrada a constante k, as equagoes de Einstein (B.0.22) podem ser reescritas

com

1 e

RNV — §Rguy — Agwj = 7TMV' (B045)
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Apéndice C

Curvatura 2-formas e Equacao de

Estrutura de Cartan

Neste apéndice é apresentado alguns elementos da geometria diferencial. No en-
tanto, essa apresentacao nao tem a intencao de substituir o que foi exposto no capitulo 2
desta dissertacao. A apresentacao é limitada aos fundamentos mais béasicos que levam as
equacoes de estrutura de Cartan. O que foi abordado nesse apéndice teve como principais

referéncias [8] e [23].

C.1 Vetores, 1-formas e Tensores Revisitados

C.1.1 Vetores Tangentes

Primeiramente, considere uma funcao f em M definida como a aplicacao f : M —
R. Assim, supondo que a combinagao f o ¢! definida como f o ¢ ! : R® — R, é uma
fungao suave das coordenadas (z!,...,2"). Definindo também uma curva suave A em M
como

A: um intervalo I(a <t <b) CR — \(t) =p e M,

tal que,
(bo 0 N)(t) = [2'(2),...,2"(t)], (C.1.1)

impondo que z'(t) (i = 1,...,n) sio fungoes suaves de t. Definida a funcio f na variedade,
pode-se definir a aplicacao f o A de modo que, aliado com ¢, o A, conduz a consideracao
de que a funcao f(A(t)) = f(2'(t),...,2"(t)), onde (z'(t),...,2™(t)) sao as coordenadas
do ponto p = A(t) pelo mapeamento ¢, [23].

Com a definigao de f (z'(¢),...,z"(t)) em uma curva A na variedade, considere a
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derivada de f ao longo dessa curva

(&)
ot )\

— lim é {f(\(to+ ) — F(A\(t0))}

j
(af) z(dia—f) . (C.1.2)
to ox’ Ato) dt 0x’ to

onde p = A(tp). E fato que por esse mesmo ponto passam vérias curvas. Sendo assim,

t=to

- dad(t)
_Z dt

J=1

defini-se em espaco vetorial em p formado por vetores tangentes que sao combinagoes

lineares das derivadas % na forma

X=X —, (j=1,...,n). (C.1.3)
Esses vetores tangentes aparecem quando se considera as curvas A definidas como
2/ (t) = 27 (p) + X7t, t € (—¢,e). (C.1.4)

Os vetores tangentes em p formam um espaco vetorial sobre R, expandidos pelas derivadas

coordenadas, desde que a condicao
(aX + BY) [ = aX(f) + BY(f), (C.1.5)

seja satisfeita por quaisquer vetores X e Y, sendo a, 3 € Re f € C*.

Finalmente, a definicao de X como

X(f) =X~ =X'f,;, (C.1.6)

para toda funcao f € C* satisfaz a regra de Leibnitz

X(f9) e = [FX(9) + 9X (/)] » (C.L.7)

com f(A(t)) e g(A(t)). Os vetores tangentes podem ser considerados como derivadas
direcionas, e o espaco vetorial formado por esses vetores tangentes, ou também chamados
de vetores contravariantes, em uma variedade n-dimensional, é denotado por T, M, e é
chamado de Espaco Tangente em p.

Dada uma base {e;}, é possivel expressar qualquer vetor tangente em p na forma

X = X’e;, (C.1.8)
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onde essas bases se relacionam com a base { %} pelas transformagoes

e,=®f  — ¢ — =d e, (C.1.9)

com

PrPL =5 e PLDY =0) (C.1.10)

sendo [<I>j“} a inversa da transformacao [<I>(ﬂ.

C.1.2 1-formas ou, Vetores Covariantes ou Covetores

Uma 1-forma w em p, ¢ um mapeamento linear dos vetores de 7, M nos reais,
w: oM — R, (C.1.11)

ou seja, sendo X € T, M, uma 1-forma associa esse vetor a um nimero w(X), ou também
escrito como
w(X) = (w,X). (C.1.12)

A linearidade é expressa por
(w,aX+FY) =a(w,X)+ f{w,Y). (C.1.13)
é definido a multiplicacao de uma 1-forma por um escalar e a soma de duas 1-formas como
(aw)(X) =a(w,X) e (w+m)(X)=(w,X)+ (7, X). (C.1.14)

Por essas regras, as 1-formas formam um espago vetorial em p denotado por T)M ;e é
chamado de Espaco Cotangente em p, e dual ao espaco tangente. Por essa razao, as
1-formas sao chamadas de vetores cotangentes ou covariantes.

Define-se uma base de 1-formas, {e’} (j =1,...,n), tal que
e/ (X) = (e/, X" e,) = X" (&l e;) = X*o] = X7 (C.1.15)

A base {€’} & dual a base de vetores {e;}. Assim, as 1-formas w podem ser expandidas

como combinagao linear da base {€’}, com coeficientes
w; = (w, e;) = w(e;). (C.1.16)
Associado com qualquer funcao f na variedade, é definido uma 1-forma df, de forma que

df(X) = (df, X) = X(f), VX eT,M. (C.1.17)
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Em uma base local de coordenadas,

Of |
(4£.X) = X022 = xig, (C.1.18)
e, em particular,
i YN _ 5
<d:c ’8:cj> = 4. (C.1.19)
Portanto, as 1-formas {d2’} (j = 1,...,n), formam uma base de coordenadas locais para

os vetores cotangentes, e ¢ dual a base local de coordenadas {0;} para o espaco tangente.

E possivel passar de uma base de 1-forma a outra por meio de transformacoes
e’ = dlel, (C.1.20)

onde @’ ¢ uma transformacdo linear ndo-singular [23)].

C.1.3 Tensores e Produto Tensorial

Fazendo os produtos cartesianos de T M e T, M,

117 :?;M X TyM x ... % T;/\/Ex Ty M x T,M x ...x Tp/\/f, (C.1.21)
T fa\t:)res s fa}rores

tem-se o espaco de conjuntos ordenados de r 1-formas e s vetores tangentes
(W' ... W' Xy, .., X,) e TIE. (C.1.22)

Um tensor de rank (r,s) ¢ um mapeamento multilinear T : II? — R. A condigdo de

T ser multilinear é expressa pela relacao
T(w', ..., 0" aX+8Y,Xs,...,X,) =

=aT(w', ..., w" X, X,,...,X,) + 8T (W}, ..., 0" Y, Xy,...,X,), (C.1.23)

e de maneira similar para as 1-formas.

A combinacao linear de tensores de rank (r, s) é definida por
(T +BS)(w!,...,w", X;,...,X,) =

=aT(w!,...,w"X,...,X,) +8S(w', ..., w" X, Xs, ..., X,). (C.1.24)
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Por essas regras, os tensores de rank (r, s) formam um espago vetorial de dimensao n’"**

chamado de Espago de Produto Tensorial [23], e é denotado por

7p) = TMOTM® ... TMITMOITM®...TM. (C.1.25)
r fa‘t,ores s fa‘t:)res

Sendo as bases {e;} e {€/} para os espagos tangente e cotangente, respectivamente, é

possivel concluir uma base para o espaco 17 (p) dada por

{e, ®e,®...0€¢, Re'"Re?®...0e"}, (C.1.26)
comi, =1,...,nejs=1...,n, sendo a atuagao dessa base em um elemento de II] na
forma

: g
€, R..0¢ ReNR.. Qe (w,...,w, X, ..., Xy)
j js(, 1 Lk ke vyl I
=€, ®...0¢, Re"®...Qe"(w,e", ... w, e X'e,,...,X]e,)
1 oyl ls /K Ky j s
= Whyy ooy Wh oy X1y X <e 1,ei1>...<e ,eir> <e91,ell>...<e3 ,els>
| r J1 s
=W, .wp, XiH XD (C.1.27)
ou seja,

€, ®..0e e ®... @ . . e e, . . . e)= 62“11 . (57{“:5{11 . 5{:. (C.1.28)
Assim, um tensor T € T7(p) pode ser expandido em termos da base (C.1.6) como

T — Ti1...i,~

. ® .. B, 0 Q... 0k, (C.1.29)

onde a componente 7" desse tensor é determinada como

Ji--Js

T’il...i7>

J1-Js

=T(e",...,e" ej,....ej). (C.1.30)

Dessa forma, com a relagao (C.1.8), um produto tensorial de r vetores e s 1-formas mapeia

um elemento de II; nos reais da seguinte forma
Y, ®..0Y,0'®...0Q%w,...,0"X,,..., X))

= (W' Y1) (", Y,) (X)) (2, X)), (C.1.31)
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Considerando as bases {e;} e {€’}, e escolhendo novas bases {e/} e {€7}, as com-
ponentes de um tensor T nessa nova base sao dadas por

T/il...ir

J1ewda

=@yl By OET (C.1.32)

Vale a pena notar que se for mudado de um conjunto de coordenadas locais {x'} para
. . -/
outro {z"}, entdo as correspondentes expressoes para D) e 7. sao
; 31'Z i’ a(L'Ij
@ -rL/ e @J‘ -

I 9al b oxt

(C.1.33)

sendo essa a forma adotada em varios momentos nessa dissertacao.

C.2 Parénteses de Lie e Derivadas de Lie

Dados dois vetores tangentes X e Y, o Parénteses de Lie, [X,Y], é definido por
X, YIf = (XY = YX)f = X(Y(f) - Y(X(f)). (C.2.1)

Os parénteses de Lie de dois vetores tangentes é, por sua vez, um vetor tangente

desde que

(i)
[XvY](af + ﬁg) = a[XvY]f + 5[X7Y]g (0'2'2)

(i)
[Xv Y](fg) - g[X7Y]f + f[X7 Y]g7 (023)

sendo as demonstragao:
(1) (X, Y|(af+8g) = (XY =YX)(af +8g) = aXY (f)+ XY (9) —aYX(f) - SYX(g)

= (XY = YX)f + B(XY — YX)g = a[X, Y]f + B[X, Y]g.

() [X,Y](fg) =XY(fg) — YX(fg) = X(gY(f) + fY(9)) — Y(gX(f) + fX(9))
= gXY (/) +X(9)Y (/) +X(/)Y (9)+[XY (9)—gYX(f)-X(f)Y(9)—fYX(9)-Y(f)X(g)

= gXY(f) —gYX(f) + fXY(g) — fYX(g9) = g[X, Y]f + f[X, Y]g.
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A componente [X, Y]’ com relagao a base de coordenadas locais pode ser obtida pela

acao sobre 27, ou seja,
X, Y]2? = (XY = YX)2/ = X(Y7) - Y(X7) = X*Y] — vFEX. (C.2.4)

Considerando os parénteses de Lie de X e Y como uma derivacao, o que é permitido

pela relacao (C.2.3),chega-se a chamada Derivada de Lie de Y na dire¢ao de X,
Y =X, Y] =Y, X] = —AX, (C.2.5)
onde XY € T, M, ou seja, é também um vetor tangente. Sendo f € C*, entdo,
Zxf=X(f) = df(X). (C.2.6)
Para dois tensores T e S, a derivada de Lie satisfaz a regra de Liebnitz
Zx(S®T)=(ZS)@T+S® %T. (C.2.7)
Supondo o nimero real w(Y) = (w,Y), e aplicando a derivada de Lie ao longo de

Lx (w,Y) = Lx(w;Y7) = X(w;Y7) = w; X(Y7) + YIX(w;),

portanto,

ou, escrito de outra maneira,
Ix[w(Y)] = (%w)(Y) + w(ZXY). (C.2.9)

Por fim, para derivar uma identidade simples, mas importante, que relaciona a

derivada exterior de uma 1-forma com a derivada de Lie, faz-se
(5w, Y) =Y (w,X) = (%w); Y’ — Y(w; X7), (C.2.10)
onde
(Lxw); Y7 = XMw;Y7) ) —wi (LYY = XF(wjnY? +w;Y7) — wi (XYL - YFXS),

ou seja,
(Lxw),; Y7 = (X wjp + we XY (C.2.11)
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Utilizando (C.2.11) em (C.2.10),
(.,%Xw, Y> -Y (w, X> = (kaj,k + kaf;)Yj — Yj(waXk -+ kaﬁ-)

= (Wjx — W) XY = 2(dw) 5 X*Y7 = 2dw(X,Y),

ou seja,

dw(X,Y) = ~{(Zw.Y) — Y (w,X)}, (C.2.12)

1
2
onde dw ¢é a derivada exterior da 1-forma w, e por sua vez, dw é uma 2-formas. Substi-
tuindo (Zxw,Y) de (C.2.8),

dw(X,Y) = %{fx (0, Y) — (w0, ZY) =Y (w, X))}, (C.2.13)

ou ainda,

dw(X,Y) = %{X (@, Y) — Y (w,X) — (w,[X, Y]} (C.2.14)

onde foi escrito ZxY como [X,Y]. Essa identidade (C.2.14) serd importante para derivar

as equagoes de estrutura de Cartan.

C.3 Derivada Covariante e as 1-formas

Como foi visto na secao 2.3 dessa dissertacao, a derivada covariante é um tipo de
derivada que requer uma estrutura adicional a variedade chamada de conexao afim. Nesta
secao, esse conceito serd revisitado de uma outra forma.

Para comegar, pode-se definir uma aplicacao V : T,M x T,M — T, M, que a
cada par (X,Y) € T,M x T,M de campos vetoriais infinitamente diferencidveis em
M, associa um campo vetorial denotados por VxY € T, M. Essa aplicacao V ¢ dita
ser uma conexrdao afim se possuir as seguintes propriedades: para todo campo vetorial
X,Y € T,M e todas as funcoes f,g € C>* em M vale que

(1) VxY é linear no argumento X, ou seja,

fo+gyz = fVXZ + gVvZ, Z e TpM; (031)

(i1) VxY ¢é linear no argumento Y, ou seja,

(i)
Vx[=X(f); (C.3.3)
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(iv)
Vx(fY) = (Vx/)Y + fVxY. (C.3.4)

Como a ac¢do de Vx no campo vetorial Y € T, M especificado pelas regras (i)-(iv),
pode-se definir a derivada covariante VY de Y como um campo tensorial de rank

(1,1), que mapeia o campo vetorial contravariante X em VxY, ou seja,
VY (X) = (VY,X) = VxY. (C.3.5)
Escrevendo VxY relativamente a alguma base {e;}, ou seja,
VxY = Vx(Ye;) = (XY7)e; + Y/ Vxe;. (C.3.6)

Sendo Vxe;, para um vetor e; particular, um campo tensorial de rank (1,1), tem-se a

representacao na base escolhida
Vxe; = wh(X)ey, (C.3.7)
onde wé- é uma 1-forma. Assim, pode-se escrever VxY como
VxY =X(Y)e; + Y/w! (X)e,. (C.3.8)
Ainda, com Vxe; = Vxio, €j, (C.3.6) pode ser reescrita como
VxY =X(Y/)e; + YV i e, = X(Y)e; + Y X Ve, (C.3.9)
ou, em conformidade com (C.3.8), entao
VxY =X(Y)e; + Y/ X W (e)e;. (C.3.10)

Fazendo com que
wh(e) = wiy (C.3.11)

seja o coeficiente de e, na expansao de wé na base de 1-formas {e*}, e sendo n a dimensao

do espago Ty M de 1-formas, conclui-se que a conexao V ¢ especificada por n? 1-formas
l.
J
como

w! ou, de forma equivalente, n® campos escalares wj;. Com isso, pode-se escrever (C.3.8)

VxY = [X(Y7) + w!(X)Y'] e;. (C.3.12)

Em uma base local de coordenadas {0}, a relagao (C.3.12) se torna

VoY = [0Y7 + YW e; = (V] + Y] e;. (C.3.13)
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Nessa base local de coordenadas, é de costume escrever F{k no lugar de wljk, e usando
ponto e virgula para indicar a derivada covariante, em contraste com a derivada parcial
ordinaria que é representada apenas com virgula. Portanto, obtém-se a formula padrao
para derivada covariante

Yi=Y]{+Y'Ty. (C.3.14)

Senso 2 uma 1-forma, entao para todo campo vetorial Y, pode ser escrito que
Vx(QY)) = (Vx)(Y) + Q(VxY), (C.3.15)
ou ainda, nas bases duais {e;} e {e/}
Vx(Q;Y7) = (VxQ);Y7 +Q;(VxY). (C.3.16)
Utilizando a propriedade (C.3.3) e a Eq. (C.3.12), encontra-se

(Vx€);Y7 = X ()Y + X(Y7) — Q; [X(Y7) + V'w](X)]

= X(Q)Y7 — Q' (X)Y7. (C.3.17)
Conclui-se que
(Vx€); = X(€)) — Q' (X), (C.3.18)
ou, alternativamente,
VxQ = [X(Q)) - qwh(X)] ¢ (C.3.19)

Se 0 mesmo célculo for feito a partir de (C.3.15) para £ = €/, entdo, obtém-se a relagao
Vx(e(Y)) = (Vxe)(Y) + €/ (VxY) = (Vxe! ), Y* + & [X(Y") + wj(X)Y'] &
= (Vxe! ), Y + X(Y7) + w](X)Y",
em que €/(e;) = &7, Sendo
e(Y)=¢e(Y"e,)=Y"e(e,) =Y" (e e,) =Y"6, =Y/,

entao,

Vx(Y7) = (Vxe ) Y* + X(YY) + w!(X)Y,

ou ainda, com a propriedade (C.3.3)

X(YY) = (Vxe)) V¥ 4+ X(Y7) + w (X)Y?, (C.3.20)
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portanto, conclui-se que

(Vxe) Y = —w! (XY, (C.3.21)

ou melhor

Vxe = —w](X)e. (C.3.22)
!
7
determinar as derivadas covariantes das 1-formas. E como feito anteriormente, em uma

Portanto, a relagao (C.3.22) mostra que conhecendo as n? 1-formas w', é suficiente para

base de coordenadas locais, a equagao (C.3.19) se torna
Qe = Qe — ALY, (C.3.23)
Para um tensor de rank (1,1), com componentes Tg-, a derivada covariante deste tensor é
T =T, + T,y — T, (C.3.24)

e o mesmo pode ser feito para tensores de outros ranks.

C.4 Curvatura 2-formas e Equacoes de Estrutura de

Cartan

Sendo M uma variedade munida de uma conexao, é possivel definir dois mapeamen-
tos: Considerando os campos vetoriais X, Y € T, M, é possivel definir um mapeamento
T:T,MxT,M — T,M, chamado de Tensor de Torcao,

T(X,Y)=VxY - VyX - [X)Y], (C.4.1)
e o mapeamento R : T, M x T) M x T,M — T, M, chamado de Tensor de Curvatura,
R(X,Y)=VxVy - VyVx — Vixy]. (C.4.2)

Como pode ser visto imediatamente das definicoes, ambos os tensores sao antissimétricos
nos argumentos X e Y.
O objetivo nessa secao é derivar as equacoes de estrutura de Cartan. Primeiro,

considere as bases duais {e;} e {€/}. Comegando com o tensor de tor¢ao(C.4.1):
(VxY) =X(Y9) + Yw!(X) = Xe/(Y) + € (Y)w] (X), (C.4.3)
portanto,

VxY — VyX = [Xe/(Y) + w] (X)e!(Y) — Ye/ (X) — w](Y)e'(X)] e;. (C.4.4)
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Tomando o produto interno
(¢/,T(X,Y)) =(¢/,VxY - VyX - [X,Y])
=X (e, Y)-Y (¢/,X) — (¢/,[X,Y])

+wi (X)e'(Y) — wi(Y)e'(X),

l (C.4.5)
onde (e/,X) = €/(X). Fazendo uso da identidade geral (C.2.14), tem-se que, sendo
w=¢l,

(), T(X,Y)) = (¢/,VxY — VyX — [X,Y]) + 2w] A e (X,Y)
= 2de/ (X, Y) + 2w] A e (X,Y), (C.4.6)
sendo .
(W] " e (X,Y) = 3 {w](X)e'(Y) — w](Y)e'(X)}. (C.4.7)
Assim, obtém-se de (C.4.6) a relagao
1, . _ A
5 (¢/,T(X,Y)) =de/(X,Y) + w] Ne'(X,Y). (C.4.8)
Sendo essa Eq. (C.4.8) valida para X e Y arbitrarios, conclui-se que
L T) = del 1+ wl n el C.4.9
§<e, ) =de’ +w] Ne. (C.4.9)

A Eq. (C.4.9) é a primeira equagdo de estrutura de Cartan. Para o caso especial
em que a tor¢ao é zero, a Eq. (C.4.9) se reduz a

de/ = —w N (C.4.10)

Para a segunda equagdo, considere o tensor de curvatura (C.4.2), e calculando o
termo VxVvyZ,
VxVvyZ = Vx {Ye(Z) + wi(Y)e"(Z)} e;

= [Ye'(Z) + wi(Y)e"(Z)] Vxe, + {XYe/(Z) + X[w]e'(Z)]} e,
= [Ye!(Z) + wi(Y)e" (Z)] w] (X)e;

+ [XYe! (Z) + e'(Z)Xw](Y) + w](Y)Xe (Z)] e;,
ou seja,

VxVyZ = [XYe/(Z) + w](Y)Xe (Z) + €' (Z)Xw](Y)
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1wl (X)Ye!(2) + wl (X)wh(Y)e"(2)] e;.

Fazendo o mesmo para VyVxZ e tomando a diferenca, tem-se
VxVyZ — VyVxZ = {[Xw](Y) - Yw](X) + w}(X)w/(Y)

—w(Y)wf(X)] e(Z) + [X,Y]e/(Z)} e;.

E ainda, o termo
VixvZ = {[X,Y]e'(Z) + w(X,Y])e'(Z)} e
Combinando as Eqgs. (C.4.12) e (C.4.13) chega-se em
R(X,Y)Z = (X (. Y) — Y (@] X) - (w]. [X. Y])

Tl (X)W (Y) =~ wi(Y)wf (X)} €' (Z)e;,

e mais uma vez, utilizando a identidade (C.2.14), conclui-se que
R(X,Y)Z = {2dw] + 2w A wi} (X, Y)e'(Z)e;.
Sendo @ uma 1-forma qualquer, e aplicando (C.4.15) tem-se
R(a,Z,X,Y) = {dek + 2wl A wh T (X, Y)e(Z)a(e)).
Mas também, pode-se fazer
R(a,Z,X,Y) =R, [ej@e @ (e ne™) (e, Z,X,Y)

= (Riyme" Ae™)(X,Y)e' (Z)ae;).

Comparando as equagoes (C.4.16) e (C.4.17), obtém-se a relacao
Loi b p o™ — dud + w! A wk
éleme ANe™ = dwy + wi Awy.

Definindo a 2-formas
Q{ = dwi + wf; AWy,

chega-se a segunda equacao de estrutura de Cartan

1.
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Para o caso de uma base de coordenadas local {dz™},
J_ 19 m
w; =1y, dz™,

portanto,
-1’

In,m

Fj

Im,n

1
dz" Ndx™ = =

dw! = F{[mm] 2( ydz™ A dx™.

e também,
) A 1 . ,
wi Awy =T9 TF da™ A da™ = E(Fgmrfm — Ty, TF)da" A dz™.
Assim, pelas Eqgs. (C.4.19) e (C.4.20),

1 . .
5 {Fgm,n - an,m Inm

de onde conclui-se que

. Y

Inm

R =71

Inm Im,n

que é a definicao convencional do tensor de curvatura.
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+ 0y, 0F, — T4, 08 b da™ A da™ = 5 Bmda™ A da™,

(C.4.21)

(C.4.22)

(C.4.23)

(C.4.24)

(C.4.25)



