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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um teorema de linking abstrato para sequéncias de Cerami,
porém sem usar a condi¢ao de Cerami. Este teorema sera usado para obter solu¢ao nao
trivial para problemas indefinidos. Aplicaremos o teorema mencionado para obter uma

solucdo nao trivial, para a equagdo de Schrodinger,
—Au+V(z)u = g(z,u), em que g(z,s) = h(z)f(s),

na qual, a nao linearidade f é assintoticamente linear e V' é um potencial muito geral.

Aplicando este resultado, serd obtido um ponto critico de um funcional associado ao
problema. Este ponto critico serd uma solucao fraca do problema. A teoria espectral sera
uma ferramenta fundamental para obter uma estrutura de linking do funcional associado

ao problema mencionado.

Palavras-chave: estrutura de linking, métodos variacionais, teoria espectral, equacgao de

Schrodinger, assintoticamente linear.



ABSTRACT

In this work, we present an abstract linking theorem for Cerami sequences, but without
using the Cerami condition. This theorem will be used to obtain nontrivial solution to
indefinite problems. We will apply the mentioned theorem to obtain a nontrivial solution

for the Schrodinger equation,
—Au+ V(w)u = g(z,u), where g(z,s) = h(z) (s),

wherein the nonlinearity f is asymptotically linear and V' is a very general potential. By
applying this result, a critical point of a functional associated with the problem will be
obtained. This critical point will be a weak solution to the problem. Spectral theory will
be a fundamental tool for obtaining a linking structure to the functional associated with

the mentioned problem.

Keywords: linking structure, variational methods, spectral theory, Schrodinger equation,

asymptotically linear.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, serd feito um estudo detalhado do artigo [32] de L. Maia e M.
Soares, em que os objetivos principais sao: apresentar um teorema de linking abstrato,
e aplica-lo para encontrar uma solucdo nao trivial v € H'(RY) para uma equacio de

Schrodinger.

No primeiro caso, L. Maia e M. Soares, inspiradas pelo trabalho de V. Benci e P.H.
Rabinowitz [4], conseguem provar um novo teorema de linking para sequéncias de Cerami,
o qual é uma versao mais geral do que principal resultado, provado por V. Benci e P.H.
Rabinowitz (conferir [4], Teorema 2.9 ). Para obter este resultado, é provado um Lema de
Deformacao, porém adaptado para sequéncias de Cerami. O teorema abstrato é enunciado

a seguir:

Teorema ( Teorema de linking para sequéncias de Cerami.)

Seja E um espaco de Hilbert, com produto interno (-, ), £} um subespaco fechado
de E e By = Ei. Seja I € C'(E,R), satisfazendo

(I,) I(u) = 3{Lu,u) + B(u), para todo v € E, em que u = uy +uy € By & Ey ¢ 0
operador Lu = Liuy + Lous, em que L; : E; — FE; é um operador linear, limitado e

autoadjunto, para ¢ = 1, 2.

(I5) B é fracamente continuo e uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados de

E.

(I3) Existem variedades de Hilbert S, Q) C E, tais que @ ¢ limitado com fronteira 0Q e
existem constantes a > w e um vetor v € Ej, tais que
(i) SCov+ FEyel(u) > a, para todo u € S.
(17) I(u) < w, para todo u € 0Q).
(17i) S e 0Q sao linking. (Ver Defini¢ao 2.1)

(14) Se I(uy) élimitada e (1+||uy|)||'(un)||, — 0, quando n — +o0, entdo (u,,) é limitada.

Entao, I possui um valor critico ¢ > a.

Note que, do item (I5), obtemos que B’(u) leva sequéncias fracamente convergentes
em sequéncias forteme nte convergentes, o que nos fornece um tipo de compacidade para
o funcional I(u) = (Lu,u) + B(u). Além disso, do item (1), vemos que a sequéncia de
Cerami nao precisa satisfazer a condicao de Cerami. As, para obter um ponto critico nao
trivial, apenas precisamos que a sequéncia seja limitada. Entao podemos dizer que este

item é uma versao fraca da condi¢do de Cerami (C)..(Veja Defini¢ao 2.11, 2.12 e 2.13)
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Juntas, as hip6teses (I3) e (I4), nos dao as primeiras condigoes para garantir a existéncia
de um valor critico ¢. De outro lado, gragas aos itens (/1) e (I3) obtemos uma geometria de
linking geral, que permite decompor o espaco de Hilbert em dois subespacos de dimensao
infinita. Entao, todas estas hipdteses juntas nos permitem obter um ponto critico nao
trivial, para o funcional /. Na aplicacao a Equacao de Schrodinger, a forma de construir
uma estrutura de linking é baseada num estudo das propriedades espectrais do operador

de Schrodinger.

Na literatura, é possivel encontrar um artigo de G. Li e C. Wang [29], que apre-
sentou um argumento semelhante, introduzindo um novo tipo de Lema de Deformacao,
sem precisar da condigdo (C'). de Cerami, porém, no resultado abstrato, eles exigiram
que um dos espagos na decomposicao seja de dimensao finita, enquanto que no resultado
aqui apresentado ambos os subespagos na decomposicao podem ser de dimensao infinita.
Também, é importante destacar que G. Li e A. Szulkin em [28] conseguiram uma sequéncia
(C). para o caso assintoticamente linear, porém, para obter uma solugdo nao trivial, eles
precisaram incluir condi¢do de monoticidade da nao linearidade, em um problema auxiliar,

resolvido em [40].

Relacionado ao segundo objetivo do trabalho, P. Rabinowitz, em [37], estuda a

equagao de Schrodinger nao linear

h2
i)y = —%A@b + V(z) — ’7|Q/’|p_1¢,

N+2
N-=-2"

Procurando por solugoes para a equagao anterior que sejam da forma ¢ (z, t) = exp(—iEt/h)u(x)

emquez ERYel<p<

obtém-se a seguinte equacao diferencial parcial eliptica
—Au+b(z)u = f(x,u) em RY, (1.1)

sob certas condi¢oes para b e f. Entre as condigdes para f pede-se que t~ 1z f(z,t2) seja
crescente para todo t > 0 e z # 0. Isto permite restringir o problema & variedade de Nehari,
definida por:

N = {u c H' (RN) \{0}; I'(w)u = 0},

em que I ¢é o funcional energia associado ao problema dado em (1.1). P. Rabinowitz em

[37] prova que o nivel min-max do Passo da Montanha coincide com o infimo do funcional
I, restrito & variedade de Nehari N. Além disso, este valor é um valor critico para o
funcional I.

Posteriormente ao trabalho de P. Rabinowitz mencionado, L. Maia e R. Lehrer em [27]

estudam a equacao de Schrodinger assintoticamente linear no infinito,

—Au+ M= a(r)f(u) em RY
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para N > 3 e A > 0. Entre as condi¢oes para a nao linearidade, as autoras consideram
que &, para s > 0 seja crescente. A equacao estudada pelas autoras nao pode ser
resolvigla usando variedades de Nehari, como foi feito por P. Rabinowitz, pois no trabalho
de D. Costa e H. Tehrani [14] (cf. Proposi¢ao 2.2), os autores provaram que, se fis) para
s >0 é crescente e f(s) é assintoticamente linear no infinito, o caminho v(¢) := I(tu) nao
intersecta a variedade de Nehari para um tnico ¢ > 0. Para contornar este problema e en-

contrar uma solugao (positiva), as autoras em [27] trabalham sobre a variedade de Pohozaev.

Com o intuito de estender resultados para uma equacao mais geral de Schrodinger,

L. Maia e M. Soares estudaram em [32]
—Au+V(r)u = g(z,u),r € RY, (1.2)

em que V é um potencial muito geral, que torna o problema fortemente indefinido. Tam-
bém, o fato de trabalhar com termos nao lineares, que nao satisfazem alguma condicao de
monoticidade, implica que nao possam ser aplicadas projecdes nas mencionadas variedades
de Nehari (por exemplo, ver [34], [39]). Para isto, serd, explorada a teoria espectral
de operadores autoadjuntos, para conseguir a geometria de uma estrutura de linking e
aplicar o resultado abstrato, para assim obter um valor critico de um funcional associ-
ado a equacao nao linear. Dessa maneira, obteremos uma solucao para o problema. A
abordagem de construir uma estrutura de linking por meio de um estudo aprofundado
das propriedades espectrais do operador de Schrodinger é uma novidade metodologica.
Essa ideia melhora extremamente as referéncias atuais, pois destaca a relacdo fundamental

entre o comportamento assintético do termo nao linear e as caracteristicas do espectro.

Para conseguir nosso objetivo, usaremos métodos variacionais, isto é, associaremos

ao problema (1.2) o funcional energia
I:H'RY) —R

u— I(u) = ;/RN (|Vu|2 + V(x)u2)dx —/ h(x)F(u)dx

RN
em que F(s):= / f(t)dt, e F(s) > 0. Entao, centraremos nosso esfor¢co em encontrar um

ponto critico para o funcional I e, com isso, obteremos uma solugao fraca para o problema
(1.2). Sob as condig¢oes do problema, provaremos que o funcional [ satisfaz as condiges
geométricas e a condicao de compacidade do teorema abstrato, e consequentemente
obteremos um valor critico ¢ > 0, para o funcional [.

Assim, aplicaremos o teorema abstrato (Teorema 2.14) o que nos darda ¢ > 0, um valor
critico do funcional I. Logo, existird u, tal que I(u) = ¢ > 0. O trabalho [13] de D.
Costa e H. Tehrani, é também uma boa referéncia a ser citada, pois a mesma funcao V'

é apresentada por eles. Mais especificamente, eles precisam das hipéteses (V) e (13) do
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Capitulo 5, isto implica que ou 0 é um ponto isolado de o(A) ou estd num intervalo do
espectro. Contudo, eles nao trabalham com um problema assintoticamente linear como é
nosso caso, mas assumem a conhecida condi¢ao de Ambrosetti- Rabinowitz e precisam de
uma nao linearidade nao decrescente. Além disso, no lugar de usar um teorema de linking

abstrato, eles usam um método de aproximacoes para resolver o problema proposto.

No inicio deste trabalho foi necessario um estudo prévio de varios resultados e
definigoes, dentre eles: Espacos de Sobolev, Teoria Espectral e resultados de Medida e

integracao. Estes resultados sao apresentados nos Apéndices do trabalho.

O presente trabalho esta estruturado como segue :
No Capitulo 2, sao apresentadas algumas defini¢oes relacionadas as variedades linking
e dados alguns exemplos destes conjuntos. Além disso, sao apresentadas defini¢oes, tais
como uniformemente diferenciavel e fracamente continuo, necessarias para a prova do
Lema 2.10, que sera usado no Capitulo 3, para provar o Lema de Deformacao. Ainda neste
capitulo, sao definidas sequéncias e condigoes de Cerami e, em seguida, é apresentado o

Teorema de linking abstrato.

No capitulo 3 é enunciado e provado o Lema 3.1, Lema de Deformacao. Este
lema é muito importante na prova do Teorema de linking abstrato, inspirado por Benci e

Rabinowitz, em [4].

No Capitulo 4 é provado o teorema principal, Teorema 2.14. Nele precisa-se provar

que o nivel min-max ¢ := inf sup (hl(u)) > «, é um valor critico de um funcional I. Isso
heA Ea
garante que se a > 0, o ponto critico associado ao valor critico ¢, é nao nulo.

Por fim, no Capitulo 5, o teorema de linking abstrato é aplicado a equacao de
Schrédinger com o objetivo de conseguir uma solugdo nao trivial para um problema do
tipo (1.2) . Neste capitulo, o trabalho sera provar que o funcional associado ao problema,
satisfaz todas as hipdteses do teorema abstrato, para a > 0. Com isto, podemos obter um

valor critico de I e, consequentemente, obter uma solucao fraca nao trivial do problema.
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2 A NOCAO DE LINKING E ALGUMAS DEFINICOES

Nesta secao, apresentamos a nocao de linking e provamos uma nova versao do
Teorema de linking de abstrato, baseado em [4], porém com sequéncias de Cerami (Teorema
2.14). Ao longo desta se¢do, E sempre denotard um espago de Hilbert, salvo mengao
contraria. Além disso, E = F; ® FE,, em que E; e Fs, serdo subespacos de E. Se u € F,

escreveremos u = uy + ug, com u; € F;, para ¢ = 1, 2. Definimos a aplicagao

P :E — E;

u+— Pi(u) == Pu = u,,

como sendo a projecao sobre F;, para ¢ = 1,2. Além disso, denotaremos as aplicagoes do
espaco [0, 1] x E sobre o espago E, por
h:[0,1] x E— E
(t,u) — h(t,u) = hy(u)

Também denotaremos por B, a bola fechada em F, centrada em zero, de raio r. Além
disso, definimos a bola B, = (B, N Ey) & (B, N Ey).

Definimos ¥ como a classe de aplicagoes
2 ={p€C0,1] x E,E): Pa(u) = up — Wi(u), Vt € [0,1] e go(u) =u}  (2.1)

em que W, : E — E5 é um operador compacto (ver Definigao C.3).

Definig¢ao 2.1. (Ver [4], Secio 1, p.243)

Sejam S, () variedades de Hilbert (ver Definicao C.2) em E, em que 0@ é a fronteira de
Q. Dizemos que S e 9Q sdo linking se, sempre que ¢ € ¥ e ¢ (0Q) NS = (), para todo
t € [0,1], temos ¢,(Q) NS # 0, para todo ¢ € [0, 1].

Observagao 2.2. (Ver [4], Se¢io 1, p.243) Uma compreensao geométrica para esta
defini¢do, é que S e 9@ sdo linking se toda variedade de Hilbert, modelada em (@ e

compartilhando a mesma fronteira com @), intersecta S.
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2.1 Exemplos de variedades que sao linking.

A seguir, apresentaremos dois lemas, os quais nos dao exemplos de variedades que
sao linking. O primeiro lema nos d4 uma condicao necessaria para que duas variedades de
o

Hilbert particulares sejam linking (ver Figura 1). Aqui, Bg denotard o interior da bola
fechada Bp.

Lema 2.3. (Ver [/, Lema 1.1, p.243)

[¢]

Sejam () = BN FEy, g€ Q, e S=q+ E,. Entio S e 0Q sao linking.

Demonstracgao:
Da Definicao 2.1, de linking, tomemos ¢ € ¥, tal que
¢ (0Q) NS =, para todo t € [0,1]. (2.2)
Assim, para que S e 0Q) sejam linking, devemos provar que

&:(Q) NS # P, para todo t € [0, 1]. (2.3)

Primeiramente, provaremos a seguinte equivaléncia:

P (Q)NS #0 = Jq € Q, tal que Pogy(q;) = q,

para todo t € [0,1] e g é tal que S = ¢+ Fj, como no lema acima.

Com efeito,

=] Seja ¢,(Q) N S # 0.
Entéao, para cada t € [0, 1], existe a; € ¢4(Q) e a; € S = ¢+ Fj. Isto implica que existem
q: € Q e eg € Eq, tais que
Ge(q) = ar = q+e1.
Logo, avaliando no operador projecao Ps, temos

Pop(qr) = Poar = Po(q + e1) = gq.

Assim, se ¢,(Q) NS # 0, entdo, existe ¢; € Q, tal que Pydy(q;) = q, para todo t € [0, 1].

<] Seja q; € Q, tal que Pygy(q;) = q, para todo t € [0, 1].

Entao, existe é; € E1, tal que ¢(q;) = ¢ + &, isto acarreta que
¢+(q:) € ¢+ By = S.

Além disso, como ¢; € @, entao ¢ (q;) € ¢(Q), donde ¢ (q;) € d(Q) NS, isto é
& (Q) NS # . Logo, a equivaléncia fica provada.
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Ou seja, da equivaléncia provada acima, para conseguir (2.3), apenas precisamos provar
que existe ¢; € @, tal que Py¢y(q;) = g, para todo t € [0, 1].

Para conseguir isto, tomemos u € Es, e definamos, para todo ¢ € [0, 1]:

wt By — Ey
u— () = Pypy(u) = u — Wi(u), (2.4)

de onde vemos que (2.4) tem a forma apropriada para aplicar a teoria de grau de Leray-
Schauder (ver Apéndice D).

Das defini¢oes da teoria de grau de Leray-Schauder, dadas na Secao D.1, consideremos
a terna admissivel (¢4, Q,q). Assim, para usar as propriedades da teoria de grau de

Leray-Schauder do Teorema D. 5, precisamos verificar que

e Q= éR N E, é aberto e limitado (evidente).

* q ¢ ¢t(aQ)-
Suponhamos que exista ¢ € 14(9Q), de modo que existe §; € dQ. Considerando a

definicao de v, temos
q = V() = Pacde(y),

donde segue que existe é; € Fy, tal que
¢:(G:) =q+é €q+ Er= 5. (2.5)

Além, disso, como §; € 0Q, entao ¢:(G;) € ¢:(0Q). Com isto, e da expressao (2.5),
finalmente obtemos ¢;(0Q) N S # 0, o que é uma contradi¢ao com a expressao (2.2).

Portanto, g ¢ 1:(0Q).

Pelas propriedades (P), (P;), da invaridncia homotépica, da teoria de grau de Leray-
Schauder (ver Apéndice D), obtemos deg(vy, @, q) = deg(y, @, q). Como ¢ € ¥, segue
que ¢o(u) = u. Assim, da igualdade (2.4) obtemos ¥(u) = u, isto é ¥y = Id.

Da propriedade (P;), da normalizagao, obtemos deg(¢g, Q,q) = 1, pois ¥y = Id. Pela
propriedade (P,), temos que existe um ¢; € @, tal que Pagy(q:) = Yi(q:) = q, para todo

t € [0, 1], como queriamos provar. Assim, obtemos que S e 9Q) sao linking. O

Observagao 2.4. O lema seguinte descreve um tipo de linking diferente (ver Figura 2).
Este resultado, serda de grande importancia, para garantir a existéncia de um valor critico

para um certo funcional, como veremos posteriormente.
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Ei+q=S5

Es

Figura 1 — Variedades linking do Lema 2.3

Fonte: O préprio autor.

Lema 2.5. (Ver [4], Lema 1.2, p.244 )
Sejam e € 0B1NEye 11> p>0.SeQ = {7“6, re [0,7‘1]}@<B,~20E2) e S=0B,NE,
entao S e 0Q) sao linking.

Demonstragdao: Seja ¢ € 3, isto é ¢y : E — E, tal que Paygy(u) = ugs — Wi(u), em que

¢o(u) = u e Wy é um operador compacto, para todo ¢ € [0, 1]. Agora suponhamos que
¢(0Q)NS =10, Vtelo,1]. (2.6)
Assim, para verificar que S e 9@ sao linking, vamos provar que
(Q)NS#0, Vtelo,1].
Tomando t € [0, 1], fixo e arbitrario, temos a seguinte equivaléncia:
2(Q) NS #0 < Jq € Q, tal que Pochy(qr) =0 e [[Pide(ar)l| = [|9e(a)]| = p- (2.7)

Com efeito,

2(Q) NS # 0+ Ja, € 4(Q) NS = ¢(Q) N (9B, N En)
< Ja; € %(Q) eTq € Q,tal quedy(qr) = ay, ||ai|| = p, com a; € Ey
< Jq; € Q, tal que ¢;(q;) = a;, para alguma;, € Ey, com ||a;]| = p
< Jq € Q, tal que Poty(q) = Poa, =0 e ||Pro(q)| = p-

Como ¢ foi tomado fixo e arbitrario, temos que a equivaléncia se cumpre para todo ¢t € [0, 1].
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Por outro lado, sejam r € R e u € E5, entao definimos
Q/Jt ZQ — R x E2
(re + u) — Y(re + u) == (HPlgbt re—l—u)H —p,ngbt(re—I—u)) (2.8)

[¢]
Com o mesmo raciocinio usado no lema anterior, tomando () o interior de (), em que

0@ = 0Q), provaremos que deg(1y, Q),0) esta bem definido. Isto é, provaremos que

e () é aberto e limitado (evidente).

o 0= (0gr,0g,) ¢ 1(0Q), para todo t € [0, 1].

Com o intuito de provar o tultimo item, provemos a seguinte equivaléncia, para cada
te[0,1]
¢ (0Q) NS # 0 <= 0= (0,0p,) € (9Q).

Com efeito,

(bt(@Q) ns 7£ @ <~—3 a; € th(aQ) e at € S = aBp N Fy
<—3Jq € 0Q, tal que ¢ (q;) =a, € By e |ai]] =p
<=3dq; € 0Q, tal que P¢y(q;) = Pra, = Op, e le¢t(Qt) H = ||Pras|| = p

&g cReue E,, tais queq; = u + re, com Yy (re +u) = 0 = (Og, 0g,)
<= 0= (Or,0g,) € ¥ (0Q).

Note que em (x), a existéncia de r e u, é garantida pela definigdo de (). Além disso, da

defini¢do de 1), dada em (2.8), para esses r e u, temos

V() = Yy(u +re) = <HP1¢t re + u) H - P P2¢t(7“€+u>> = (Or, 0g,) = 0,

assim, a equivaléncia fica provada. Agora, provaremos o segundo item e assim obter que
deg(1y, Q),0) estd bem definido.

Como de (2.6), temos que ¢, (0Q)NS = @, para todo ¢ € [0, 1], entdo da equivaléncia
acima, obtemos que 0 = (Or,0g,) ¢ ¢(0Q), para todo t € [0,1]. Além disso, pela

propriedade (P3), da invaridncia homotépica, segue que
d(¢r, Q,0) = d(¢, Q, 0) (2.9)
Agora, devido a ¢ € ¥, obtemos ¢g(u) = u, e com isso conseguimos
o(re + u) <HP1¢O re+u H —p, Papo(re +u > = (HPl(Te —l—u)H -p, Pg(re+u)>

= (lIrell=p.u) = (r—p.u)
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donde,

Yo(re +u) = (Og,0p,) =0<=1r—p=0r ¢ u=0g,
< r=pe(0,r) e u=0¢€ Fy

= retu=pe+ucQ,

em que a ultima equivaléncia é consequéncia da definicao de @), na hipdtese do lema.
Entao, pela propriedade (P;), de normalizagao, d(y,@,0) = 1. Pelo obtido em (2.9),
segue d(¢r, Q,0) = 1 e, consequentemente, pela propriedade (P), existe ¢, € @, tal que
Ui(q,) = (Or,0g,), isto ¢é [|[Pio(qr,)|l = p e Pagr(qr,) = Op,. Pela equivaléncia dada na
expressao (2.7), obtemos que ¢(Q) NS # 0, para todo t € [0,1]. Assim, S e 9Q sdo
linking. O]

Figura 2 — Variedades linking do Lema 2.5

Fonte: O proéprio autor.

Antes de enunciar o Teorema de linking abstrato, que serd provado no Capitulo 4,
daremos algumas defini¢des e provaremos um lema. Este lema sera usado na prova de um

Lema de Deformacao e do teorema antes mencionado.
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Definigao 2.6. (Ver [36], Secio 1, p.1)
Sejam E um espaco de Banach e I : E — R um funcional. I é chamado Fréchet

diferencidvel em u € E, se existe uma aplica¢ao linear continua F'(u), em que

F(u) :E —R
v— F(u)(v) = F(u)v

satisfazendo: para todo € > 0, existe 6 = d(g,u) > 0, tal que
‘I(u +v) —I(u) — F(u)v‘ < ¢||v||, para todo v € E, tal que [Jv]|< 0.

Denotaremos a aplicacao linear F'(u) por I'(u). Note que I'(u) € E', em que E’ é 0 espago
dual de E.

Definigao 2.7. (Ver [4], Observagio (0.2), p.242)
Seja ) um espaco de Banach e B : ' — R um funcional. Dizemos que B é uniformemente
diferencidvel em subconjuntos limitados de E, se para quaisquer R, € > 0, existe

d = (R, e) > 0, independente de u, tal que
|B(u+v) = B(u) = B'(u)o| < |, Vu,u+veBg, elv] <o

Em que B'(u) denota a derivada de Fréchet do funcional B, no ponto u.

Definigao 2.8. (Ver [4], Observagio (0.2), p.242)
Seja E' um espaco de Banach e B : E — R um funcional. Dizemos que B é fracamente

continuo, se para toda sequéncia (u,) C F, tal que u, — u, entdo B(u,) — B(u).

Definicao 2.9. (Ver [6], Definicio 7.1, p.81)

Sejam F e F espacos de Banach. Um operador T : E — F, linear e limitado é chamado
completamente continuo, se para toda sequéncia (u,) C E, tal que u, — u, entao
[T (un) = T'(u)|| — 0.

Lema 2.10. (Ver [32], Lema 2.3, p.5)
Seja B : E — R um funcional fracamente continuo e uniformemente diferencidvel em

subconjuntos limitados de E. Entio B' : E — E’ é completamente continuo.

Demonstragdo: Como E um espago de Hilbert, E é um espaco de Banach, com a norma
induzida pelo produto interno. Além disso, £’ também é um espago de Banach. (Ver
Teorema C.10)

De acordo com a Definigao 2.9, consideremos uma sequéncia arbitraria (u,) C E, tal que
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U, — u, em que u é algum elemento de E. Para provar que B’ é completamente continuo,

devemos provar que
| B'(un) — B'(u)||py — 0, quando n — 0.
Equivalentemente, provaremos que dado ¢ > 0, existe ng € N, tal que
| B'(un) — B'(u)|| < e, para todo n > ng.

Como foi tomado u, — u, (u,) é limitada, isto é, existe R > 0, tal que u, € By, para
todo n € N. Além disso, como a bola By é convexa, pelo Teorema C.8. temos que u € Bp.
Isto é,

uGéReunééR. (2.10)

Da convergéncia fraca tem-se também que u,, + v — u + v, para todo v € F\{0}, fixo e

arbitrario. Como B é fracamente continuo, obtemos
B(u,) — B(u) e B(u,+v) — B(u+v).
Logo, dado € > 0, existem ny, ny € N, tais que para todo n € N, tal que n > ny, no, tem-se

B(u,) - B(u)| ¢ Bluy +v) = Blu+v)| &
ol <Z e ol <Z (2.11)

Da defini¢do de norma de um operador, temos

- (B'(un) — B (u))v"

/ (2.12)
B0 o]

|8) - B0

Assim, no lado direito da equacado (2.12), somando e subtraindo alguns termos adequada-

mente, e usando a desigualdade triangular em R, obtemos

‘ (B’(un) — B'(u))v

= 'B’(un)v — B'(u)v

_ ‘B’(un)v + Blup) — Blun +v) + Blu+v) — Bu) — B'(u)v

— B(uy,) + B(u) + B(u, +v) — B(u +v)

< ‘B'(un)v + B(up) — B(u, +v)

+ ’B(u +v) — B(u) — B'(u)v

+ ‘B(un) —B(u)‘ 4 ‘B(unJrv) _ Bu+v) (2.13)

Da expressao (2.10), tomemos v € E\{0}, com ||v|| <, tal que u+v € Bg e u, +v € Bpg.

Como B ¢ uniformemente diferencidvel, podemos tomar R > 0 e ¢ = o obtendo
n

B(u+v) - Bu) - B'(u)] < 21n||v||. (2.14)
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B (wa)v + Blun) — Blun +0)| < 21n||v||. (2.15)

Logo, substituindo as desigualdades (2.14) e (2.15) na expressao (2.13) e dividindo pela
norma ||v||, em que v # 0, resulta
(B'(wa) = B'w)v| 1 |B(un) = Bw)| |Blun +v) = B(u+ )|

<=+
[ v]] S [ v]] [ v]]

Das desigualdades (2.11), tomando ny = max{n,ns}, obtemos da expressao anterior

‘(B/(Un) - B/(U))U‘ < :b + Z + Z — i -+ 27 Vn > no-

o]

Entao, tomando o limite quando n — oo,

(B ) - Bw)e| .
s ol S

Consequentemente, para todo n suficientemente grande,

‘(B’(un) _ B’(u))v‘ < —¢, em que v # 0,
o] 4

e, finalmente,

B'(u,) — B’
E/:i‘i%K : >HvH (uwgi“f’\’”m'

| B'(wn) = B'(u)|

Isto é, B’ : E — E’ é completamente continuo.

A seguir apresentaremos as defini¢oes de sequéncias de Cerami e de sequéncias de

Cerami no nivel c.

Definigao 2.11. Seja I € C'(E,R) um funcional. Dizemos que uma sequéncia (u,) C E,

é uma sequéncia de Cerami, ou de forma reduzida, sequéncia (C), se ela satisfaz:

sup I (u,) < oo e (1 + HunH)HI’(un)HE, — 0, quando n — oc.
neN

Defini¢ao 2.12. Dado ¢ € R, uma sequéncia (u,) C E, é dita sequéncia de Cerami

no nivel c, ou em forma reduzida, sequéncia (C)_, se ela satisfaz:

I(un) — ¢, e (L [lunll)|['(un)ll g — 0, quando n — oo.
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Definicao 2.13. Dizemos que o funcional I, verifica a condi¢dao de Cerami, quando
toda sequéncia de Cerami no nivel ¢ € R, admite uma subsequéncia que converge forte em
E. Isto é,

I(un) — ¢, (14 [unl) I (un)| pp — 0, quando n — oo

e existem

(tn;) C (un) e up € E, tais que u,, —> ug em E.

Lembremos que (u,) C E é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, ou
de forma breve (PS),, se

I(uy,) — ¢, |[I'(un)||z — 0.

E dizemos que o funcional [ satisfaz a condigdo(PS)., se toda sequéncia (PS). possui
uma subsequéncia convergente em F.

Das definigdes anteriores, vemos que se um funcional [ satisfaz a condigao (C),, entao o
funcional também satisfaz a condigao (PS).. O que nos diz que a condigao (C). é uma

condigao mais fraca que a condigao (PS5)..

2.2 Teorema de linking abstrato.

No teorema a seguir, definiremos o conjunto I', como sendo

I = {h € C’([O, 1] x E, E), tal que h satisfaz (T'y), ..., (T'y) }, em que

(1) he(u) = Up(u) + Ki(u), em que U, K € C([O, 1] x E,E), U; é um homeomorfismo de
E em E e K; é um operador compacto, para cada t € [0, 1];

(Ty) Up(u) = u, Ko(u) = 0;

(Ts) Pi(Ui(u)) = Up(P;(u)), para i = 1,2;

(I'4) hs leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Além disso, para h € I', denotaremos por hl (u) a j— ésima composicao de h; com ele
mesmo, isto é bl (u) = hy(u), h2(u) = hy(hy(u)) e hi(u) = hy(hi~ " (u)), para j > 1.

Agora estamos em condigoes de enunciar o teorema de linking para sequéncias de

Cerami da introdugdo (Ver [32], Teorema 2.4, p.5).
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Teorema 2.14. (Teorema de linking abstrato)

Seja E um espago de Hilbert, com produto interno (-,-), E1 um subespago fechado
de E e Ey = Ef-. Seja I € C'(E,R), satisfazendo

(L) I(u) = 3(Lu,u) + B(u), para todo w € E, em que v = uj +uy € E1 @ Fy ¢
Lu = Lyuy + Laus, em que L; : E; — E; ¢ um operador linear, limitado e

autoadjunto, para 1 =1, 2.

(I5) B é fracamente continuo e uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados de
E.

(I3) Existem variedades de Hilbert S,Q C E, tais que Q € limitada com fronteira 0Q e

ezxistem constantes a > w e um vetor v € Fs, tais que

(1) SCv+ FEy el(u) > a, para todo u € S.
(17) I(u) < w, para todo u € 0Q).
(i1i) S e 0Q sao linking.

(1) Denotemos

¢ := inf sup I(hl(u)), em que Q é o fecho de Q (2.16)
heAuG@
e
e h=hWohPo. . ohm,
A=<he C’([O, 1] x E,E), tal que em que h', . h™ € T,m e N.
o« (0Q) C I g e (0,.557)
(2.17)
em que I = {u €FE:Iu)< )\}, para todo A € R, e RY ... h™  sGo m elementos

(diferentes ou nao) de T.
Se para uma sequéncia (uy,), existe uma constante b > 0 tal que (u,) C I~ ([c—b, c+b])
e (1 + ||un|])HI’(un)|| — 0, quando n — +00; entdo a sequéncia (u,) € limitada

em F.

Entao, ¢ > o e ¢ € um valor critico de 1.
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3 UM LEMA DE DEFORMACAO QUANTITATIVO E PROVAS DOS
PRINCIPAIS RESULTADOS

Inspirado por [4], é adequado definir uma variante do Lema da Deformagao quanti-
tativo (Ver [32], Lema 3.1, p.6) para sequéncias de Cerami, sem a condi¢ao de Cerami, o
que é necessario para provar o Teorema 2.14. Em seguida, enunciaremos e provaremos tal

lema.
3.1 Lema de Deformacao.

Lema 3.1. Seja I € CY(E,R), satisfazendo as condigoes (I\)—(I5) do Teorema 2.14.
Para quaisquer Re N, p>0ecc e (0,1—10); se s = (R+2)?, entdo evistemk € Nen el
tais que:

(4) I(nF*(w)) < I(u) + p, para todo u € Br,o e todo t € [0,1].

(i1) SeceR e (1 + ||wH)HI’(w)||E, > \/2¢, para todo w € Br N I_1<[c —eg,c+ 5]),
entio I(n}*(u)) < c— %, sempre que u € BrN I_1<[c — €,C+€]).

Antes de comegar a demonstracao, tenhamos em conta as seguintes consideracoes:

« Como I € C'Y(E,R), entdo temos que I ¢ diferencidvel no sentido de Fréchet e
I': E — L(E,R) é continuo. Pelo fato de I ser Fréchet diferencidvel, temos que
I'(u) é linear e limitado, isto é I'(u) € E’, em que E’ é espaco dual de E. O teorema
de Representagdo de Riesz (ver [25], Teorema 3.8-1, p.188), nos garante que o
espaco F é isomorfo ao seu dual E' (E <« E'). Assim, todo elemento de E, pode ser

representado por um elemento de E’; e vice-versa.

o Também, da hipdétese do Teorema 2.14, temos que E; é um subespaco fechado de
E, com E, = Ei; entdo E = E; ® Fy (Ver, [25] Teorema 3.3-4, p.146) e com isto,
podemos escrever cada elemento u de E, de forma tinica, com elementos de F e Es.

Isto é, dado u € E, escreveremos u = uy + ug, em que u; € F;, para i = 1, 2.

o Por tltimo, como F); é fechado, entdo E, = Ei é fechado. Tendo como hipétese
que E é completo, pois é um espaco de Hilbert, e tendo E; fechado, entao FE; é
completo, para i = 1,2. Dai, podemos definir a norma (Ver [24], Se¢ao 4, p. 171),

para u = uy + ug € E1 @ Es, como sendo
2 2 2
[ull” = [lurllz, + lluzllg,, (3.1)

em que ||.|| sdo normas nos espacos E;, que sdo também espagos de Banach, com

a norma de F/, restrita ao subespaco E;, para ¢ = 1,2. No que segue, denotaremos
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simplesmente

ull* = flua|* + [z 1%,

desde que nao haja confusdo. Com isto temos que se u € Bp, entdo ||u|| < R,

consequentemente ||u;|| < R, para ¢ = 1,2; em que u = uy + uy € By @ Es.

Demonstragdao: Primeiro, escolhemos y € C*(R, R), tal que

x(s) =1, se s<R+1,
x(s) =0, se s> R+ 2,
X'(s) <0, se se€(R+1,R+2),

<
9 3
X(s) S (R+2—9?2 s se R+2,R+2].

Das consideragoes acima, podemos tomar I’(u) como um elemento de E e podemos definir,

para u = u; + us € Ey @ Es, o seguinte operador

Vi: E— E
u— Vi(u) = x(lJul) Pl (w), (3.2)

em que P, : E — E; é o perador projecao do espago E no espago F;, para i =1,2.

Definimos também

ViE—F
u— V(u) == Vi(u) + Va(u). (3.3)

Se tomamos u € Bri1 = (Bry1 N EL) @ (Bry1 N Ey), entdo [Ju;|| < R+ 1, parai = 1,2.
Assim, da definigao de y, obtemos que x(||u;||) = 1, para todo u € B, 1, e para i = 1,2;

em que u = u; + us. Logo,

V(u) = Vi(w) + Va(u) = x(luall) Pt (w) + x([[ua]]) Po!"(u)
=P I'(u) + PI'(u) = I} (u) + I3(u) = I'(u), em que I(u) € E;i=1,2.

Isto é,
V(u) = I'(u), para todo u € Bry. (3.4)

Além disso, usando as hipéteses (1) e (I3) do Teorema 2.14, podemos conseguir
uma constante M = M(R) > 0, tal que ||I'(u)||pr < M, para u na bola fechada B . Tal

fato serd provado na afirmacao seguinte.

Afirmacgao 3.2. Se o funcional I cumpre (I1) e (I3) do Teorema 2.14, entdo existe uma
constante M = M(R) > 0, tal que ||I'(u)||z < M, para todo u € B pis.
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Demonstragdo: Da condigao (I;), temos que I(u) = %(Lu, u) + B(u), para todo u € E,

em que u = u; + uy € Ky @ Fsy. Entao, derivando o operador I, temos

1 1
I'(u)v = §<Lu, v) + i(u, Lv) + B'(u)v, para todo v € E.
Como L; é linear, autoadjunto e limitado, para cada ¢ = 1,2 e devido a L = L+ Lo, temos

que L é linear, autoadjunto e limitado, donde podemos escrever a expressao anterior como
I'(u)v = (Lu,v) + B'(u)v, para todo v € E.

Entao, provar que ||I'(u)| z < M, para todo u € By € algum M > 0, é equivalente a
provar que
| Lu + B'(u)|| z < M, para todo u € B pyo. (3.5)

Para conseguir (3.5), primeiro provaremos ||Lul|; < M; e depois || B'(u)||z < M,, para
M, M, > 0. Logo, fazendo uso da desigualdade triangular, conseguiremos a desigualdade
desejada. No que segue, a fim de ndo carregar a notagio, escreveremos || - ||, no lugar de

| - || 7, sempre que ndo houver confusio.

o || Lull< M.

Sendo L limitado, existe constante M; > 0, tal que || Lu||< M ||u|| para todo u € E.
Tomando u € Br,a, temos |Jul| < R+ 2. Logo ||Lu||< Mi(R + 2), isto é, existe uma
constante M; = M;(R) que depende de R, tal que

| Lu||< My, para todo u € Bro. (3.6)

o [|B'(u)l[< M,.

Provaremos que B’ : E — E’ é limitado em Bg,,.
Se B’ (m) for compacto e devido a B'(Bg,2) C B’ (M), teremos que B’ é limitado
em Bpr,o, como queremos provar. Entdo, centraremos nossa aten¢ao em provar que
B’ (%) ¢ compacto. Com efeito, seja (y,) C B’ (M) C B/(FE) uma sequéncia
arbitrdria, entdo existe uma sequéncia (x,) C Br,o C E, tal que B'(z,) = y,. Donde
temos que (z,) é uma sequéncia limitada em E, espago de Hilbert, o qual é reflexivo. Pelo
Teorema C.6, existe uma subsequéncia (x,,) C (z,) C Bgio, € existe x € F, tais que a

subsequéncia converge fracamente em FE, para x, ou seja,

Tp, — x, em E. (3.7)

Consequentemente, de (3.7), x € mo—(E,E/)

na topologia fraca. Como (x,,) C Bpris €
B rio é convexo, pelo Teorema C.8, temos que o fecho de By, 5 na topologia fraca, coincide

com o fecho de By s na topologia da norma. Isto é, x € Br,o. Além disso, devido a
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hipétese (I3), B ¢é fracamente continuo e uniformemente diferenciavel. Assim, pelo Lema

2.10, obtemos que B’ é completamente continuo. Logo
B'(z,,) — B'(x), com B'(z) € B'(Bpri2). (3.8)

Portanto, dada uma sequéncia (y,) € B’ (m), temos, por (3.8), que existe uma
subsequéncia (y,,) = (B'(z,,)) de (y,) = (B'(x,)), convergente em B’ (@) Entdo,
pela caraterizacdo de conjuntos compactos, dada no Teorema C.7, temos que B’ (m) é
compacto em E’.

Como foi provado que B’ é limitado em B 5, temos que existe My > 0, tal que
p +
| B’ (u)||< Ms||u||, para todo u € Br,o.

Aplicando o mesmo raciocinio usado para conseguir a expressao (3.6), podemos obter

My = My(R) > 0, tal que
| B (u)||< My, para todo u € Bpr.o. (3.9)
Assim, das desigualdades (3.6), (3.9) e da desigualdade triangular, obtemos
|Lu+ B'@II< | Lull+1B () 1< My + M.
Definindo M = M; + M, obtemos (3.5) e, consequentemente,

1" (w)|| z < M, para todo u € Bps.

As mesmas hipoteses para o funcional I, na afirmacao anterior, nos garantem que

I(u) é uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados de £ (ver Defini¢ao 2.7).

Afirmacgao 3.3. Se o funcional I cumpre (I;) e (I3) do Teorema 2.14, entdao I(u) é

uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados de E.

Demonstragdao: Da hipétese (I3) temos que B é uniformemente diferencidvel em sub-
conjuntos limitados de E. Além disso, pela hipdtese (I1), L é linear, autoadjunto e
limitado. Estas informagoes nos garantam que (L -, -) é uniformemente diferenciavel em

subconjuntos limitados de E. Com efeito, pois podemos definir

¢LIE—)R

ur— ¢r(u) = (Lu,u).
Derivando o funcional e lembrando que L é autoadjunto, temos

&7 (u)v = (Lu,v) + (u, Lv) = 2(Lu,v), para todo v € E.
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Assim, como L é limitado, temos

01+ 0) = b (u) = 6 (o] = [(L(u+ ), utv) = (L w) = 2(Lu v)|
= |(Lu,u) + (Lu,v) + (Lv,u) + (Lv,v)
— (Lu,u) — 2(Lu, v)|
= |(Lv.v)| < IILofllo]) < Cllellllo]l = Cllo]®.  (3.10)

Além disso, como |[v|| = |ju +v — u|| < ||lu+v]| + ||v]| e tomando u,u + v € B, obtemos
llv|| £ R+ R = 2R. Portanto, da expressao (3.10) e dado £ > 0, existe 6 = d(¢, R) > 0,
tal que

‘qﬁL(u +v) — ¢r(u) — ¢’L(u)v‘ < el|v|, em que 6 = émin {5, 2R}.

Isto prova que (L -, - ) é uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados de E e, con-

sequentemente, I(u) = $(L(u),u) + B(u) é uniformemente diferencidvel em subconjuntos

limitados de E. O

Com a constante M conseguida na Afirmagao 3.2, definimos

1
E:zmmin{p,;}, (3.11)

e pelo provado na Afirmagao 3.3, existe § = §(R, £), para € como acima, tal que

’](u—{—v) —I(u) — I’(u)v‘ < é|lvl], parau,u+v€ Bra e |[v| <4 (3.12)

Sem perda de generalidade, na equagao (3.12), podemos assumir 6 < 1. Entao, existe
k € N, tal que

1 ) 1
— < min : (3.13)

; M (R +2) (14 mir o)) ) (14l + 1221)

Agora, tomando k obtida na desigualdade (3.13), t € [0, 1] e da definigdo de V', dada na

expressao (3.3), podemos definir o operador
t
ne(u) == u — %V(u) (3.14)

e fazer a seguinte afirmacao.
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Afirmacao 3.4. n €.

Assumimos a Afirmacdo 3.4, que serd provada posteriormente. Para provar os itens
bl
() e (i7) do Lema 3.1, é necessario verificar que B g2 é um conjunto invariante para 7, isto

é, provaremos que 7;(Bri2) C Brio. Com isto, podemos escrever 7, : Brio —> Brio.

Afirmacao 3.5. By, é um conjunto invariante para n;.

Demonstragao: Dado u = uj + us € Bryo, provaremos que 1,(u) € Bro.
Pelas definigoes de 7;, dada em (3.14) e de V;, dada em (3.2), temos

HPmt(u) — || = HH(U — IZV(u)) — ;|| = ‘ U — ]ZVZ(U) —
t
<i\%ww
= = xR )| = x| 720

Da hipétese £y C E é fechado e Fy = Ei. Logo, temos que E = E; ® Fy e ||u| =
|u]| + ||uz||, para todo u € E. Em particular, para I'(u) € E' = E, temos ||I'(u;)]| <
| (wy)|| + || (u2)|| = ||I'(u)|| e como da Afirmagao 3.2, ||I'(u)|| < M, para todo u € B,
obtemos

1
< —x(Jlwill)M, para todo u=u; + uy € Brio. (3.15)

HPmt(U)—ui S

Note que:

 Se u; € By, s, temos lui]| < R+ 3.

Da defini¢do de x, temos que x(||u;||) < 1, entdo FEx(Jlu;|) < 2. Além disso, de (3.13),

temos % < ﬁ, e como 0 < 1, podemos obter a seguinte desigualdade
M ) 1 1
() < Ms— = -5 <5,
g Xhall) < Mo =505 3

< R+ 2 — |ju]|. Substituindo esta expressao na

Além disso, como [Ju;]| < R+ 2, temos 1

desigualdade anterior, obtemos

M
(il < R+2 = ] (316)

e Se u; é tal que R+ 2 < [jul| < R+ 2.
Temos, da primeira das duas desigualdades, que R + 2 — [|u;]| < % E com isto obtemos,
0< R+ 2— Jju|| < 1. Logo,

2

R+2— |l > (R+2— [|u]) (3.17)
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Pela definigao de y, temos que para |Ju;|| € [R + %, R+ 2}, que

2
(R+2 = Jlull)” = x(fluil])-
Além disso, pela desigualdade (3.13) sabemos que % < ﬁ < %, e como 0 < 1, conseguimos

da expressao anterior

2 M
(R+2 = full)” = x(lul) = 6 x(usl) > 3 X il
Devido a expressao (3.17), concluimos que

M
X)) < R+2 = ] (319)

Usando as expressoes obtidas em (3.16) e (3.18), conseguimos a desigualdade

M
7 Xluill) < B+2 = luill,  para fJu;| < R+ 2. (3.19)

Agora, usando uma consequéncia da desigualdade triangular e de (3.15), temos

[P | = ] < [Py = | < Sl
Da desigualdade (3.19), segue
| Pae(w)]| < ]‘]fx(uuin) +llugll < R+2, parai=1,2. (3.20)

Gragas a tltima desigualdade, temos que n,(u) ¢ E\*Br. o, pois se isso acontecer, como

E
ne(u) = Piny(u) + Pomy(u), terfamos que HPﬂ?t(U) H > R+ 2, para algum i = 1,2. O que é

uma contradi¢ao com (3.20).

Agora vejamos que 7;(u) pertence a B g, o. Como OB gy é fechado, entao a distancia

de m:(u) & OB o satisfaz

di“(ﬁt(“)a 8%R+2> = min {Hﬁt(u) =0, be 8%R+2}

= min{R+2— Pt} >0,

em que a desigualdade estrita segue de (3.20). Portanto, B .o é invariante para 7.

Para concluir a prova do Lema 3.1, primeiro provaremos o item (i) e, depois, o

item (i7); o qual dividiremos em trés casos. Por fim, provaremos a Afirmagao 3.4.
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Prova do item (7)
Consideremos as definigoes de 1, e de V= V; + V5, em que V; foi dado em (3.2). Da
defini¢ao de x, da Afirmagao 3.2 e da desigualdade (3.13); para todo u € B, 2, obtemos

t t 1
) = uf) = || = v | = £ [V < 3 (|n@] + [nw])

= 2P | + 4 Xl P @)

= ,1\x(||uz-||)\ | P ()| + ;‘x(HuiH)‘ | 21 ()

]' ! 1 !/
<gln@]+¢]ew]
1y, 1 5
Isto é,
[7:(u) —ull <6, Vu€ Bris (3.21)
t
Agora, fixando u € B o, tomando v = —%V(u) e lembrando que B 5 € invariante

por 7; , segue

t
utv=u-— %V(u) = (u) € Bpio.

Com isto, podemos escrever

t
I(u+wv)=1I(u- %V(u)) = I(mi(u)). (3.22)
Além disso, por (3.21), ||v]| = ||n:(u) —u|| < §. Para estes valores de v e u+ v, substituindo

a expressao (3.22) na desigualdade (3.12), obtemos

() — () = I ()~ V(W) < &

donde
1(n(w)) < I(u) - Zmu)wu) + 52 [vw]. (3.23)

Como E, = E, temos Py I'(u) L PpI'(u) e da definicio de V, temos

PV () = 7') () + Va() = 7'0) (el )P 0) + (el Pl ()
= ¥ AL () + X)) PoT ()
= Xl )| AT () + P ()| PoT ()

x(lual) [P () + ol ()| PoT ()

2

PI'(u)| >0,

= ()| P |+ x|
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em que P I'(u)PyI'(u) =0, pois PiI'(u) L PyI'(u), donde obtemos
t
—%[’(U)V(u) <0.

Logo, substituindo este resultado, junto com & dado em (3.11), na expressao (3.23) e

lembrando que 0 <t < 1, segue

1(n(w)) < 1) + & | V()| < 70) + (&) ;M = )+ L Vu e Ban (3:24)

Pela Afirmagao 3.5, temos que 1;(u) € B o, para todo u € Bryo. Isto nos permite iterar

o funcional I e usando (3.24) temos

1(n2(w)) = I(n(m()) < Tme(w)) + 2= < I(u) + % + % — I(u) + 2%.

Iterando ks vezes, obtemos

I(nf*(u)) < I(u) +p, para todo u € Briaet € [0,1].

Assim, o item (i) estd provado. Uma interpretacao geométrica do resultado deste item, é

dada na figura 3.

R
A
tI(u) +p
R I (s (u))
- I(u)s----
i | E,
. nfs(u) U %R+2 N El

Figura 3 — Interpretagdo geométrica do item (7) do Lema 3.1

Fonte: O proéprio autor.

Prova do item (%)
Para provar o item (i7), tomemos u € B ey -1 ([c —&,c+ 6]) e consideremos trés

Casos.
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Caso I: 7 (u) € By ﬂ[‘l([c—s,c—i-s]), para 1 < j < ks.

Vimos na igualdade (3.4), que V(u) = I'(u), para todo u € Bryi. Além disso, da
Afirmacdo 3.4, n € I'. Entéo fixando j, tal que 1 < j < ks, temos que 7] (u) = 1} (77{ l(u))

e pela defini¢ao de 7; em (3.14), obtemos a expressao
. . 1 )
J Jj—1 _ g1 j—1
m(w) = ni (] (w) =nl""(w) - %V(m (u)). (3.25)

Pela condicio do Caso I, 7] (1) € Bpyy, entio V(n{_l(u)) = I’(n{ (u )) Logo, por (3.25)

temos
()~ ) =~V () = ().

Procedendo de maneira anédloga, ao feito na igualdade (3.22), tomando u = n{_l(u) e
v =n](u) — 7" " (u), temos @ + © = ] (u), logo substituindo @ e ¥ na desigualdade (3.23),

para t = 1, obtemos

1(m(@) - 1(@) < —;]'(u)V(u) + 511 |V@]), em que 1(m(@) = 1@ +3).

Como I(m(ﬁ)) = I(m(n{fl(u))) = I(n{(ﬁ)) e I(u) = 1(77{ u )), podemos escrever a
desigualdade anterior como

j 1 1, jfl _1
1) = 1(n™" () < =0 (i )V (™ @) + &5 [V (™ @) |
1, j—l 1
<P @)1 )+ |1 ( 7 ) |
<=z )| +epm
Ly o 2 e 1
<= 1O @) |7+ M
1y, -1 2
R 1(771 (U)> +i
Isto é, ,
1(i() = 101 @) <~ | /(7 w) |+ 5 (3.26)
Logo, pela soma telescépica, para todo 1 < j < ks, na desigualdade (3.26), resulta
() = () = 1("0) = 100) = 3 [1 (i) =1 (" )|
<) [ o).
ou seja,

1) ~ 160 < X [ (i )P+ 5] (3.27)
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Da hipétese do item (ii), sabemos que para todo u € Bry1 NI ([c — e, ¢+ €]),
temos (1 + ||u||)||[’(u)|] > /2e. Assim, considerando u € By, temos ||ul| < R+ 1e
entao ||ul| +1 < R+ 2. Com isto temos

(R+ 2N = L+ [l ()] > V2e,

donde
(R+ 221" (w)||* > 2¢

Como da hipétese do Lema 3.1, s = (R + 2)? e definindo ¢, := E, temos
s

11 (w)|)* > 2% =2e,, paratodo u € Bpr. (3.28)

Das hipoéteses consideradas para o Caso I, temos n{(u) € Brii, para 1 < g < ks.
P>
=

I () |

Tomando 7]~ " (u) € Bpy1, entdo a desigualdade (3.28) acarreta ‘

Logo, substituindo esta expressao em (3.27), resulta

ks

I(nf*(u) = I(w) <3 [— 229 + Q;J = i {—‘;’kgs} = —;;ks = —;’a (3.29)

j=1 j=1

e[(u)—gagc—

o | 2

Agora, tomando u € Br N I‘l([c —e,c+ 8]), temos ||ul| <

Substituindo este resultado na desigualdade (3.29), obtemos

< 3 €
10 () < W)~ Se < e,
isto é,

I(nfs(u))gc—%, sempre que ue‘BgﬂI’l([c—a,c—Fé]).

Caso II: ](u) € Bpryy, para 1 < j < ks, e n](u) € I‘l([c—s,c+€]), paral <j<m—1,
com 7" (u) ¢ [’1<[c— €,c+€]), para algum m € {1,2,..., ks}

Da hipétese deste caso, temos 7] (1) € B, para 1 < j < ks. Entdo da desigual-

I w)’

> 2e,. Substituindo este resultado na expressao

dade (3.28), segue que ‘
(3.26), obtemos

s ST Tk T T

. 2 € 2y & 3€
I @) |+ 5 <= - -

I(nf(u) = 1(m ™ (w) < —;] =12, ks.

Logo,
I(n{(u)) < I(n{_l(u», para 1< j < ks. (3.30)
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Também, da hipétese temos 77" (u) & [~!([c — &, ¢ + €]), ou seja,
ct+e< I(T]?l”(u)) ou ](nT(u)) <c—e.

Sec+e < I (n?(u)) e considerando a desigualdade (3.30) para j = m, teriamos
que I(n{”(u)) < [(nT‘l(u)). Além disso, como 1" '(u) € I7Y([c — &,¢c + ¢€]), entdo
I(n{”_l(u)) < c+e. Assim I(n{”_l(u)) <c+e < I(n Y (u)), o que é uma contradicao.

Logo, a tnica possibilidade é que

I(n}"(u)) <c—e¢ (3.31)

Usando novamente a soma telescopica

ks

I(nf*(w) = (7" (w)) = 2:[men—f@{%w)

j=m+1

donde

I(nf*(w) = I(n7"(w)) + Z

j=m+1

() — 10 ()

e, pela desigualdade (3.31), resulta

I(nf*(u)) < c—c + Z [( w) = I1(m" (u))} (3.32)

Jj=m+1

Fixando j, tal que m + 1 < j < ks, obtemos, como em (3.26), que

1) 10 ) <~ (@) |+ o < 5
donde
1(m(w) — 1(nf"' () < 5 (3.33)

Substituindo (3.33), em (3.32), obtemos, para m +1 < j < ks

1) <c—e v > [i() ~ 1) <e—ev > (o)

j=m+1

—c—e—l—%(k:s— m)=c—

9 eEm

3
5_%<c——, pois e, m, k,s > 0.

2

Caso III: 7] (u) € Brq N [‘1([0 —e,c+ 5]), para todo j € {1,2,...,m — 1}, mas para
algum m € {1,2, ..., ks}, se tem que n{"(u) ¢ Bry1.

R
Como u € Bz, entdo [ul| < £ donde [|u|| + 5 T 1 < R+ 1. Também, como
N7 (u) ¢ Bpri1, temos ||n7(u)|| > R+ 1.Assim

Jull + 5 41 < [ (a)
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Logo,
L e (3.34)
Usando uma consequéncia da desigualdade triangular, a soma telescopica, de (3.34),
obtemos
R + 2 m
< @] = ] < [l - x|
= [ = )| = || 3= o0 — =)
j=
<3 | - )|
j=1
Isto é,
B2 ) — )| (3.35)
j=1

1
Pela defini¢ao de 7, temos que ny(u) = u — %V(u) e pela Afirmagao 3.4, n € T', entao

., .~ i i—1 .
podemos escrever a j—ésima composigao, como 7] (u) = (77{ (u)) Com isto, temos

| () —n{_l(U)H = m(n{—1< )) =" 1<u>H
= V( )—771 U)H
- |iver |

( fw)]-

Em que a ultima igualdade é obtida gragas a (3.4) e ao fato que nlfl(u) € Br1, para todo
je{1,2,..., m}. Logo, substituindo esta igualdade na expressao (3.35), pela desigualdade

de Holder para somas finitas, obtemos

@) = g )]
<HEW6rwr) (Lo
1 = 1, 71 2 % 1
(S

Ou seja,

(o () H2> m (3:36)
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. 2 . .
] I'(n " (w)| < k[f(nmw) — I(nﬂu))} +5, Vie{l2.,m}  (337)
Assim, de (3.36) e (3.37), e usando novamente a soma telescépica, obtemos
R+2 md |

O

[N

N
lE
T
<
INNgE
/N
oyl
| — |
~
/N
=
S,
L
—~
I
SN—
N—
|
~
/
=
<
—~
N
S—
N—
—_
_|_
Q)
w
N————

N

|
SE
=~

|
™
™
| —| | |
~
N
3
o
| =
N—
N———
|
~
~
3
=3
—
<
SN—
N—
| — |

Elevando ao quadrado a expressao anterior e tendo em conta que da hipétese, s = (R +2)
€
e £, = —, obtemos

s

Z < % (k + ”;j) = % (I(u) — I(nf"(w) + m)

3.38
2ks (3:38)
De acordo com a hipdtese (ii), se u € BrN I‘l([c —&,c+ 5]) entdo I(u) € [c —¢,c+ €]
isto é I(u) < ) ¢

1) — ()

¢+ ¢e. Além disso, como m € {1,2,

..., ks}, entdo m <
Usando este fato e a desigualdade (3.38) podemos escrever

m

k t
S, lsoeks
S m m £ _m

5 c—l—gs—](n’l”(u))]

k
Assim, multiplicando (3.39) por — e como m < ks, temos 1 <

< 1.

: (3.39)

—. Assim conseguimos
m
1 ks 3 m
Z<E1 c+§€—]<n1 (u)),
donde 5 .
I (w) < c+ T
1 1 10 )
Como da hipotese, 0 < € < 10 entao — 1 —— & ¢ecom isto obtemos
3 10
I(n*(u)) < c+§s— qE=c—¢

Agora, com o mesmo raciocinio feito no Caso II, usando a desigualdade anterior, a soma
elescépica e devido a igualdade (3.33) ser valida para j € {m+1,m+2

., ks}, obtemos
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1) = 1 (w) + >

I(ni(w)) - I(n{_l(U))]
j=m+1
i £
L<c—e+ ()
i1 \2ks
13
—c—ct |ks— )41
c s—l—[s (m+)+}2k5
PP (Ll e P
—eTF ks )23 2 STy

Note que a ultima desigualdade é valida, pois como m € N, entao ks — m < ks, donde

m < 1. Logo,

obtemos

ks € —
I(nl (u)) <c— 5 sempre que u € Brnl 1([0— 5,c+6]).
Assim, o item (i7) estd provado. (Ver Figura 4 para uma interpretagao geométrica deste

item).

Para finalizar a prova do Lema 3.1, provaremos a Afirmagao 3.4. Para isto, temos

que provar que n € I, isto é, que n € C([0,1] x E, E) e que n; satisfaz:

(Ty) m(u) = Up(u) + Ki(u), em que U, K € C([0,1] x E, E), tais que U; é um homeomor-
fismo de E em F e K, é compacto, para cada t € [0, 1];

(T) Up(u) = u, Ko(u) = 0;
(I's) Fi(Ue(u)) = Up(Fi(u)), para i = 1,2;

(T'y) m: leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Demonstragdo: (Da Afirmacao 3.4)

Primeiramente, provaremos que 1 € C([0,1] x E, E). Tomando a defini¢do de n,
dada em (3.14), temos

n:[0,1]xE— E
(1) > n(t,w) = mw) = w — V(1)
Das igualdades (3.2) e (3.3), temos V(u) = Vi(u) 4+ Va(u) e Vi(u) = x(||wi||) PiL ().

A continuidade de V' depende da continuidade de V;. Como I € C*, entdo I’ é continuo,

e como P; é continuo, consequentemente, a composicao P; o I’ é um operador continuo.
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Bri1

Figura 4 — Interpretagdo geométrica do item (i) do Lema 3.1

Fonte: O proéprio autor.

Também, como x € C*°, entdao a composicao das fungoes x o ||.|| é continua. Logo, como
o produto de aplicacoes continuas é continua, segue que V; é um operador continuo e,

portanto, V' é um operador continuo. Assim, obtemos n € C([0,1] x E, E).

A seguir provaremos o item (I';), o qual serd dividido em trés casos:

(I'y.1) me pode ser escrito como m;(u) = Up(u) + Kyi(u).
(I'2) K;: E — FE éum operador compacto, para todo ¢t € [0, 1].

(I'y3) U, : E — E é um homeomorfismo, para todo ¢ € [0, 1].

Prova de I';; : Provaremos que n:(u) = Uy(u) + Ki(u), em que U; é um homeomorfismo

e K; é um operador compacto.
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Denotamos a identidade de £ em E, por

Id:F — E

ur— Zd(u) = u

Por defini¢do, I(u) = 5(L(u), u) + B(u), em que L = Ly + Ly, com L; autoadjunto,

para i = 1,2. Assim,

I'(u)v = = (L(u),v) + ;<u, L(v)) + B'(u)v

1
2
e como L; é autoadjunto, temos
1 1
I'(u)v = 5 {L(w),v) + 5 (L), v) + B'(u)v = (L(u),v) + B'(u)v
que denotamos por
I'(u)v == L(u)v + B'(u)v.

Assim, temos o funcional

I'(u) = L(u) + B'(u), (3.40)
e devido a hipétese (1), Lu = Liyuy + Loug, em que L; : By — E;, para i = 1,2. Donde

podemos escrever a i-ésima projecao de I'(u) como
PI'(u) = Li(w;) + PiB'(u) (3.41)
Da defini¢ao de V;, e da igualdade (3.41), temos
BV (w) = Vi(u) = x([Jusl} )P (w) = x((Jui )| Li (s) + PB' ()]

Usando esta expressao e a defini¢gao de 7;, dada em (3.14), podemos expressar a i-ésima

coordenada de 7; como
t

Pan(u) = P (= V(@) = Pa) = 2PV (0

)
= P(w) = {xllal) [Latws) + PB )]}

= i = Xl EaCw) — px(llud P (w)
= Zd(w) — Dl LiCws) = (]} P ()
t

= (7a = i) () = px(lad B (w)

0 que nos motiva definir

V) = Y- (Zd= px(lul) L) () (3.42)

i=1,2

Ku(w) = — 3 x(llul) P.B () (3.3

i=1,2
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Prova de I'15 : Provaremos que K; : E — E é um operador compacto, para todo
t € [0,1].
Seja t € [0, 1] fixo e arbitrario e K; definido em (3.43). Provaremos que

K, :F— FE
t
wr— Ki(u) = = > x(lul) PB'(w),
i=1,2
¢ um um operador compacto. Isto é equivalente, pelo Teorema C.4. do apéndice, a provar
que, dada uma sequéncia limitada (x,) C F, a imagem dela, K;(x,) C FE, possui uma
subsequéncia que converge em F.
Entao, seja (z,) € E uma sequéncia limitada. Como F é um espago de Hilbert, entdo E é

reflexivo. Assim, pelo Teorema C.6., existe (z,) C (x,) subsequéncia de (z,), tal que
zp — 2z, paraalgum z € E. (3.44)

Como B’ é completamente continuo, pelo Lema 2.10 obtemos a seguinte convergéncia em
El
B'(z,) — B'(2),

donde, pelo fato de P; ser um operador continuo, temos
PB'(z,) — PB(2). (3.45)

Sendo P; linear e continuo, e como z, — z, entdo P;(z,) — Pi(z), isto é, z,; — z;, em
que z,; denota a i-ésima coordenada de z,, para ¢ = 1,2. Também, pelo fato de z,; — z;,
temos que a sequéncia (||z,;]|) é limitada, isto é, existe C' > 0, tal que ||z,| < C, dai

Zni o 1. . .
el < 1, e multiplicando por R + 1 ambos lados desta desigualdade, conseguimos

Zni

<R+1. (3.46)

‘ (R+1)
C

Sem perda de generalidade, escrevendo a sequéncia dada em (3.46) ainda como (z,;),
obtemos
lznill < R+ 1.

Entéao, da definigdo de x, temos x(||zn:||) = 1, obtendo que a sequéncia
X([[znill) — x(llzll) = 1.
Com estas consideragoes e pelo fato da convergéncia em (3.45), temos
t t .
o XUzl ) PiB'(z0) — = x|zl BB (2),  i= 1.2,
donde somando para i = 1,2 segue da ultima expressao que

> () dllzal BB ) — () izl BB ),

i=1,2 i=1,2
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que por definicao de K;, temos
Kt(zn) — Kt(Z)

Assim, existe uma subsequéncia (Kt(zn)> - (Kt(mn)> convergente em F. Como t € [0, 1]

foi tomado arbitrariamente, segue que K; é compacto para todo ¢ € [0, 1].
A prova de (I'y 3), em que Uy é um homeomorfismo, serd feita posteriormente.
Continuando com a demonstragao da Afirmacao 3.4, agora provaremos (I's), (I's) e (I'y).

Prova de T's : Na definicao de U;(u) e de K;(u), tomando ¢t = 0, temos

i=1,2
KQ(U) =0

Assim,
Up(u)=u e Ko(u)=0.

Prova de I'; : Pela definigao de U;(u), temos

Ui(w) = Ui + 1) = (Td = () La) (@) + (Zd = pxCualz ) (u2).

k
Entao,
PUw) = (Td - ,’;xwuium) ()
= (7d = LXUP@IDL) Pw)
= U,P(u), parai=1,2.
Isto é,

PUi(u) = UPy(u), parai=1,2.

Prova de I'y : Provaremos que 7, leva conjuntos limitados, em conjuntos limitados.
Seja A C E subconjunto limitado de E. Entao, para todo u € A, existe r > 0, tal que
|lu||< 7. Além disso, com um raciocinio andlogo ao feito na Afirmagio 3.2, tomando u € B,,
temos que existe M = M(r) > 0, tal que |[I'(u)|| < M, para todo u € B,. Assim, pela
definicao de n; e a definicao de V', temos

u— EV(u)

V)| <+ V)|

| (w) H -

([Jurl[) P I’ (w) 4 x([Juz]|) P I’ (w)

)
<o+ 2 (IPL @), + 1B W),

'u)H <r+ M, pois k € N,
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donde obtemos
Hﬁt(u) H < r+ M, para todo u € A.

Isto é, m; leva conjuntos limitados, em conjuntos limitados.

Para concluir a prova de (I'y), agora provaremos que U; é um homeomorfismo, para
todo t € [0,1].

Prova de I'y3: U; : E — E é um homeomorfismo.

Seja t fixo arbitrario e U, definido em (3.42). Provaremos que

U F— FE
w— Uw) = 3 (Td = px(lul) L) ()

i=1,2
¢ um homeomorfismo.

Como U;(u) = PU(u) + PyUy(u), basta provar que P;(Uy(u)) é um homeomorfismo, para
cada i = 1,2. Pelo item (I'3), temos U;(P;i(E)) = P,(U(F)) C E;, isto é, P, o U; tem a
imagem contida em E;. Além disso, Uy(P;(F)) = U,(E;), dai P, o U; tem dominio Ej;.

Entao, nosso trabalho vai se reduzir a provar que
Pi o Ut E,L — EZ
t
ui > B o Un(w;) = Bili(wi) = wi — 2x(lluall) Li(wi). (3.47)

¢ um homeomorfismo. Isto é, provaremos que

a) P; o U, é um operador continuo.
b) P, o U; é um operado bijetor.

c) (P;oU;)~! é um operador continuo.

Com efeito,
a) P, o U; é um operador continuo:

Na expressao (3.47), sendo u; continuo (operador identidade em F;), para provar a
continuidade de P; o Uy, analisaremos apenas a continuidade de —x(||u;||) L;(u;).
Seja t € [0, 1] fixo e arbitrario e sejam u, v € E;. Para ||ul| e ||v|| dados, consideraremos

0s seguintes casos:

az) Se [[ull, ol = R+ 2.
Pela definigao de x, temos que x(||u||) = x(||v|]) = 0, logo

X Zitw) = XL

1
k =0 < gllu—vll.
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t
Donde temos que %X(||u||)Lz(u) é Lipschitz e, portanto, é continuo.

az) Se vl < R+2e [ju] > [Jv
Somando e subtraindo x(||u||)L;(v), na expressao *HX lu||)Li(u) — X(HUH)Lz(U)H e

usando a desigualdade triangular, além disso, pelo fato de ser t < 1, temos

e 22w = e 2:0) | < [l Zotw) = xClal) 2ito)
+ o el 2aw) = xlol Lacw)

= Ll () - L) |
+ [ Gl = xClol) 2:te)

E aplicando a linearidade de L;, no lado direito da expressao anterior, obtemos

(lJul)) Li(u = v)

(lall) = x([[vl})) Zi(w)

i Zitw) = x(ol L) S H

i

w2
= %\xurum\ | Li(u—v)|

+ 2 [l = x| 124(0)

1
o edllul=x(v| | Ziw)|
(3.48)
Da definigdo de x, temos y € C*°(R,R), entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe

< 2 ] 2stu—v)

kHX(HU”)Li(“)_X(HUH)Li(U)

s pertencente ao intervalo (||v]], ||u||) € R, tal que

x(lall) = x| = X ) (lull = [lol]).- (3.49)

Também temos, pela definicao de x, que |x(||lu||)| < 1. Além disso, pela desigualdade
triangular, temos ||u|| —||v|| < ||u—v]|. Considerando a hip6tese do Lema 3.1, R € N,
logo 1 < R+ 2. Com estas consideragoes e pela igualdade (3.49), substituindo na

desigualdade (3.48), obtemos a seguinte expressao

t

) 2atw) = Xl 24w | < El = ol + X @l = elZl el

1
< lLillle = vll(R +2)

1, ,
+ ma{ [ ()|l = o[ | Lill (R +2)

_ }f(}z + )| Ll — o] (1 + TgeéRx{\x%s)\})
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Com isto obtemos,

t

et 2o e ) | <

L RED|Ll uol] (14 miz ()]} ) (3.50)

<

Por outro lado, ||L;||< || L1 ]|+|| Lz||, donde

1 1
<
L1l 4+ Lal| — || Li]]

, para 1 =1, 2.

Agora, usando este resultado na expressao (3.13), na qual foi definido k, resulta que

1 1 1
— < g
b 8R4 2) (14 mig ()} ) (Il + I1Lall)  8(R+2) (14 mir(x(s)}) I L]

(3.51)
Substituindo a desigualdade (3.51) na expressao (3.50), obtemos
(R+2)Lalllu = ol (1 -+ méz (X ()1}
8(R+2) (1+mig{x()}) I

|lu—v]|. (3.52)

ZHX(HUH)Li(u) — x(llvll) Li(v)

<

Com o mesmo raciocinio usado na conclusao do item (ay ), conseguimos a continuidade
t

de x(fJuall) Li(ui).

Assim, obtemos que P; o U; é continuo. Como t foi tomado arbitrariamente, segue

que P; o Uy é continuo, para todo ¢ € [0, 1].

b) P, o U; € um operador bijetor:

Primeiramente provaremos a sobrejetividade de P; o U; e em seguida a injetividade.

by) P, o U, é sobrejetor:

Com efeito, seja w € Fj; fixo e arbitrario. Definimos para cada w o seguinte operador
Ew B, — E;
t
ur— L,(u) = %X(HuH)Ll(u) +w (3.53)

Da definicao do operador L, e pela desigualdade (3.52), temos que £, é uma

contragao em FEj;. De fato

|0 = 2.0 = | i L)+ = pxID L) = ]| < 5o

k

Como FE; C E é fechado e F é um espaco de Hilbert, entao E; é completo. Além

disso, como L, é uma contragao, entao pelo Teorema C.9 (teorema do ponto fixo
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para contragoes), existe um unico ponto fixo u, € E; de L. Logo, u, € E; é o tinico
elemento de E;, tal que £, (u,) = uy, 0 que implica que
t
Lo(uw) = Px(luwl) Li(uw) +w = u

dai temos .
W= Uy — %X(Iluwll)Li(uw) (3.54)

Logo, avaliando w,, na defini¢do de P; o U; e usando a igualdade (3.54), temos

Fi(Un(uw)) = uo = 2x(llu|)) Li(us) = w. (3.55)

Como w foi tomado arbitrario, temos que para todo w € FEj;, existe u,, € E;, tal que
P;i(Ui(uy,)) = w. Logo, P; o Uy é sobrejetor.

bs) P; o U, é injetor:
Sejam z,y € E;, tais que P;(Ui(x)) = P;(U(y)). Denotemos por w = P;j(Uy(x)) =
P,(U(y)), donde w € E;. Daigualdade (3.55), existe u,, € E;, tal que P;(Up(u,)) = w.
Além disso, pelo teorema do ponto fixo, aquele u,, é inico, donde w = x = y, donde

obtemos que o operador € injetor.

c) (P,oU;)"! é um operador continuo:
Na seguinte desigualdade, usaremos a definicao de P;oU; e a desigualdade triangular.

Sejam u,v € F;, pela desigualdade (3.52), obtemos

z%wm»—a@«»”— @—memaw)—@—;mwm@@)H

> [lu=o| = ¢ |x(la)Ziw) = x(loD L)
> Ju=v] = glu=ol = 3lu =] (3:56)

Denotemos P; o U; = I1, em que IT7! é tal que II(IT7!(u)) = IT"*(I1(u)) = u, para todo
u € E;. Como II é sobrejetora, para todo u,v € F;, existem u, v € E;, tais que II(u) = u e
II(v) = v. Entao, da desigualdade (3.56), temos

| (11 w)) = 74 () | < 2|11 (w) = T(w)]

Logo,
HH’l(a) — () H < 2||u — v||, para todo u,v € E;.
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Donde IT7! = (P, o U;)™!, é Lipschitz, e portanto, continuo.

Com isto, temos que P; o U; é continua, bijetora e com inversa continua. Logo, P; o U, é

um homeomorfismo. Assim, 1 satisfaz (I'y). O

O lema seguinte nos dara informagao significativa sobre o nivel c.

Lema 3.6. Se o funcional I do Lema 3.1, satisfaz (I3) do Teorema 2.14, entio ¢ > .

Demonstracdo: Para demonstrar o lema, serd suficiente provar que
hi(Q)NS # 0, para todo h € A. (3.57)

Com efeito, suponhamos provado (3.57), entdo existe y € hy(Q) N S. Isto é, y € hy(Q) e

y € S. Como y € hi(Q), temos

sup I (hy(u)) > I(y). (3.58)
ueQ
Também, como y € S
I(y) > i%g[(w). (3.59)

Pela condigao (I3)—(i), do Teorema 2.14, temos I(u) > « para todo u € S, isto é , o é

limite inferior de I(u), para todo u € S e, portanto,

inf I(w) > a. (3.60)

weS

Das desigualdades (3.58), (3.59) e (3.60), obtemos
sup I(hl(u)) > I(y) = inf [(w) > « (3.61)
UEQ weS

Entao, como a desigualdade (3.61) se cumpre para todo h € A, temos que « é um limite

inferior de suEI<h1(u)>, para todo h € A. Com isto, da defini¢ao de ¢, dada em (2.16),

ueEQR
temos que ¢ é o maior dos limites inferiores, consequentemente

c= flLrellf\ izg[(lﬁ(u)) > a.

A prova de (3.57), segue da afirmagao mais forte, dada a seguir.
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Afirmagao 3.7. h,(Q)N S # 0, para todo h € A et € [0,1].

Demonstragdo: Como de (I3)—(i), temos que S C v + Ej, em que v € Ey, tomando

y € hy(Q) NS, obtemos

yeh(Q)eye SCuv+ E.

Isto é, para cada t € [0,1], existe u € @Q, tal que hy(u) = y e y = e; + v, com
e1 € Ey ev € E,, donde

Pihi(u) = Pi(eg +v)=e1 €S —w

Pyhy(u) = Py(eg +v) =v.

Entao, vemos que provar a Afirmagao 3.7 é equivalente provar que para cada t € [0, 1],

existe u € @, tal que

pl) Plht(U) c S — U

pg) Pght(U) =

Para poder resolver (p;)—(p2), vamos converté-lo em outro problema equivalente no qual
as hipoteses da geometria do linking poderao ser aplicadas. Para conseguir isto, primeiro

provaremos uma equivaléncia mais geral para o item (py). Isto serd provado na seguinte

Afirmacgao 3.8. Sejam h € A,u = uy + uy € E1 ® Ey e v como no item (py). Os itens a

sequir, sao equivalentes:
a) Pyhi(u) = PyZy(u), com Zy compacto e PoZy(u) = v.
b) uy = PYi(u), com Yy compacto e PyYy(u) = v.
Demonstracdao: A prova sera feita por induc¢do sobre m € N, para cada h € A, com

h=hWoh®o...0pm

e Param =1
Tomemos h € A, tal que h = h(V). Seja v € Q C E, tal que u = uy +us € By @ E».

Considerando as hipdteses do item (a), (I'1), (I's) e pela linearidade de P; obtemos
PyZy(u) = Pyhi(u) = Py(Us(w) + Ky(u)) = UpPy(u) + PoKi(u) = Us(ua) + PyK(u).

Se, e somente se,

Ui(uz) = = P3(Ki(u) = Zy(w)),
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e isto é equivalente a
Uy = Ut_1< - P (Kt(u) — Zt(u))>, pois U; é homeomorfimo.

Definindo PY;(u) := Ut1< — P (Kt(u) — Zt(u))>, obtemos que uy = P,Y;(u), em que Y;

é compacto, pois K; e Z; sao compactos. Além disso, P»Yy(u) = v, pois
Uo—l( — By(Ko(u) - Zo(u))) _ UO—1< -0~ v)) .

e Para m =n — 1 : (hip6tese indutiva)
Suponhamos que para h € T, tal que h = A o h® o ... 0 h(»=D o5 itens a seguir
sao equivalentes:
a) Pyhy(u) = PyZy(u), com Z; compacto e PoZy(u) = v.
b1) us = PyYi(u), com Y; compacto e PoYy(u) = wv.
e Param=n:
Seja h € T, tal que h = hW o A o--- 0 k™. Denotemos h = h® o h® o - .. 0 4,

logo, para cada t € [0,1], podemos escrever h; = hgl) o hy. Além disso, de (I'y) temos
hﬁ” = Ut(l) + Kt(l). Novamente, por (I's) e pela linearidade de P, obtemos

PyZ(u) =Pohy(u) = Py (hﬁ” o Et) (u) = Pg((Ut(l) + Kt(l)) o Et> (u)
=P, UV hy(u) + Py KVhy(u) = UNY Py hy(u) + Py Kby (u),
se, e somente se,
P Bt(u) = (Ut(l))_1< - P Kt(l)lAzt(u) + Pth(u)), pois U; é homeomorfismo.

Definindo (Ut(l))_l ( - b Kfl)ﬁt(u) + PzZt(u)> = PQZ(U), temos que Z; é compacto, pois
K™Y e Z, sdo compactos. Além disso, como K =0 e Py Zo(u) = v, temos PyZg(u) = v.
Assim, havemos obtido que PyZ(u) = Pyhy(u) é equivalente a Py hy(u) = PyZy(u). Logo,
como pela hipétese indutiva, Pyhy(u) = P3Z,(u) é equivalente a uy = PY;(u), entdo

podemos concluir que PZ;(u) = Pyhi(u) é equivalente a us = PoY;(u).

O

Note que na Afirmacao 3.8, tomando Z;(u) = v, operador compacto constante,

para todo t € [0, 1], se obtém o item (py).

Agora, continuando com a prova de (p;)—(p2), definamos
or(u) == Prhy(u) + us — PyYy(u) +v (3.62)

e notemos que ¢ € X, em que X é a classe de aplicagoes definida em (2.1). Com efeito,
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i) Pogy(u) = ug — (Pth(u) — v), com P, oY, e v 820 compactos, pois Y; é compacto e v é
operador constante.
it) ¢o(u) = Prho(u) +us — PoYo(u) +v=Pu)+u—v+v=u+u=u
Além disso, da defini¢ao de ¢;, dada em (3.62), temos
Pigy(u) = Prhy(u). (3.63)

Pela Afirmacao 3.8, Poh(u) = v é equivalente a P,Y;(u) = up. Dai, como ¢ € 3, entao da
defini¢ao de X, dada (2.1), obtemos

Pyo(u) = ug — PYi(u) + v = .

Consequentemente temos Py¢;(u) = v é equivalente a Pohy(u) = v. Com este resultado,
pela igualdade (3.63) e pelo fato de S C E; + v; temos

de(u) € S < hi(u) € S. (3.64)
Com efeito, seja ¢:(u) € S, entdo
¢r(u) = Proy(u) + Pacpy(u) = Prhy(u) + Pagr(u)
e como Py (u) é equivalente a Pohy(u), temos que ¢ (u) é equivalente a

Plht(u) + Pth(U) = ht(u), dai ht(U) e S.

Finalmente, para obter a Afirmacao 3.7, isto é, para obter h;(Q) NS # (), e concluir a prova
do Lema 3.6, sera suficiente provar que ¢;(Q) NS # 0. De fato, pois se y € ¢(Q) NS # 0,
entdo existird a € @, tal que ¢(a) =y, com y € S. Dai, y = ¢;(a) € S, e pela equivaléncia
dada em (3.64), isto implicara

hi(a) € S.

Além disso, como a € Q C @, entao

hi(a) € hi(Q)

Assim, com estas consideracoes, obteriamos h;(Q) N S # (), como queremos provar.

Para conseguir ¢;(Q)NS # (), utilizaremos a hipdtese (I3)—(iiz). Como, S e 9Q sao linking,
e como ¢ € X, nos resta provar

P (0Q) NS = 0

Suponhamos que

¢:(0Q) NS # 0,
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entdo existem u € 9Q e t € [0, 1], tais que ¢;(u) € S, e pela equivaléncia dada em (3.64),
hi(u) € S. Além disso, como h € A, entao pela definigdo de A, em (2.17), obtemos

h(0Q) C I75°F,
Logo, hy(u) € 1°2°F ¢ hy(u) € S, isto é
atw

I 7PNS#0.

Porém, isto é um absurdo, pois se existir a € 1“2 N S, entdo a € S e pelo item (I3)—(7),

I(a) > «a. (3.65)
Também, da suposi¢ao, a € I%_B, entdo pela definicao de I*, dada em (2.17), temos

a+w
2

)

I(a) < — [, em que 56(0,7.

Da ultima expressao se consegue que § > 0 e a > w. Com isto temos

o+ w o+ w a+a_

I(a) < - .
(a) 5 p < 5 <3 a

o que é uma contradi¢do com a expressao (3.65).
A contradi¢do vem de supor que ¢,(0Q) NS # (). Entdo obtemos ¢,(0Q) NS = (),
consequentemente, ¢;(Q) NS # ) e pela equivaléncia dada em (3.64), obtemos finalmente

a Afirmacao 3.7.
O

Da Afirmagao 3.7, tomando ¢t = 1, obtemos expressao (3.57), ou seja, provamos que

h1(Q) NS # (B, para todo h € A. Logo, com as consideragoes dadas posteriormente a

expressao (3.57), o Lema 3.7 fica demonstrado.

]

Consequentemente, fica provado o Lema 3.1, Lema de Deformacao.
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4 PROVA DO TEOREMA DE LINKING ABSTRATO

Agora, conhecendo os resultado prévios, estamos em condigoes de demonstrar o

Teorema 2.14, Teorema de linking abstrato.

Demonstragdo: (Do Teorema de linking abstrato.)

Antes de comecgar com a prova do teorema, provaremos que a aplicagao identidade
de I',; h(u) = u, pertence a A. Para isto, precisamos provar que h satisfaz (I'y)—(I'y) (Ver
pag. 23). Com efeito, seja h € C’([O, 1] x E, E), tal que h(u) = u, isto é hy(u) = u, para
todo t € [0, 1]. Fixando ¢ € [0, 1], temos

o hi(u) = hy(u) + O4(u), em que hy(u) = u é um homeomorfismo e O,(u) = 0 é o

operador compacto nulo.
o ho(u) =ue Oy(u) =0.
e Phy(u) = Pi(u) = u; = hy(u;) = hy Py(u), parai=1,2.

e hy(u) = u, leva conjuntos limitados, em conjuntos limitados.

Havendo provado que h € T', escrevemos a aplicacao identidade h, adequadamente como
sendo h = hoho---oh. Devido ao item (I3)—(ii), temos que I(u) < w, sobre JQ); entao
I(hi(u)) = I(u) < w, sobre 0Q. Além disso, para 3 € (0, *3%), entdo 0 < 5% — 3, com

isto obtemos

— 3, para todo u € 9Q).

I(ht(u))<w<w+<a_w_6) _otw

2 2

Da definicao de I, podemos escrever a expressao anterior como
m,g

Assim obtemos que h(u) = u estd em A.
Também, de (I3), Q é limitado, entdo hy(u) é limitado, para todo u € Q. Logo, de (I5) e

da defini¢ao de ¢, dada em (Iy), segue ¢ < 0o. Além disso, pelo Lema 3.6, ¢ > «.

Agora, suponhamos que ¢ nio é valor critico de I, entdo I'(u) # 0, para todo u € I71(c).
I'(u) H > /2¢, e como

I'(u) H > 0, para todo u € I71(c), existe € > 0, tal que ‘

Como ‘

(1 + ||u||) > 1, podemos afirmar que

(1 [ful)|

I'(u) H > V/2¢, para todo u € [_1([0 —e,c+ e]) (4.1)
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De fato, suponhamos que isso nao acontega, entao para todo n € N, existird (e,) sequéncia

positiva, tal que €, — 0, e u,, € Ifl([c — Ep,C+ snD, em que
(1 [funll) | ') | < V220 (4.2)

Da condigao (/) do Teorema 2.14, a sequéncia (u,) ¢é limitada em E, logo (u,) admite
uma subsequéncia fracamente convergente. Denotando esta subsequéncia, ainda por (uy,),
temos

u, — u, quando n — oo, para algim u € F. (4.3)

Da condigao (I5), sabemos que B : E — R é fracamente continuo e uniformemente
diferenciavel, entao pelo Lema 2.10, B’ : E — E’ é completamente continuo. Assim, da

expressao (4.3), da subsequéncia (u,) podemos obter

B'(u,) —s B'(u). (4.4)

Da suposicao dada em (4.2), fazendo ¢,, — 0, e como (1 + Hun||) ¢ limitado em R, temos
que HI’(un) H — 0, de onde segue-se que I'(u,) — 0. Vimos na igualdade (3.40), que
a derivada do funcional I, no ponto u, é dado por I'(u) = L(u) + B'(u). Logo, pela

convergéncia dada em (4.4), obtemos

L(u,) = I'(u,) — B'(uy), e com isto L(u,) — —B'(u), sempre que n — oo.

Por outro lado, pela convergéncia fraca em (4.3), resulta L(u,) — L(u), na subsequén-
cia, e pela unicidade do limite da sequéncia (L(u,)), deduz-se que L(u,) — L(u) e
L(u) = —B'(u). Lembrando que L(u) = I'(u) — B'(u), segue que I'(u) = 0.

Como estamos supondo que €, — 0 e u,, € I‘l([c —Ep,C+ €n]), dai resulta
I(u,) — c. (4.5)

Novamente, por (I3), B é fracamente continuo, e como u,, — u, entdo B(u,) — B(u).
Além disso, por ([1), L; é linear e limitado, para i = 1,2. Dai, L é linear e limitado. Entao

L(u), definido como sendo
L(u):E —R
v L{u)v = (L(u),v),
deduz-se que L(u) € E'.
Pelo Teorema C.12, como u,, — u e L(u,) — L(u), obtemos <L(un), un> — <L(u),u>

Assim, da definicao do funcional I, obtemos o limite

I(u,) = ;<L(un), un> + B(u,) — ;<L(u),u> + B(u) = I(u).
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A ultima expressao e (4.5) acarretam [(u) = ¢. Ou seja, I'(u) =0 e I(u) = c. Mas isto
significa que ¢ é um valor critico de I, o que contradiz a suposicao inicial. Assim, existe
um ¢ > 0, satisfazendo (4.1) e podemos assumir ainda, que € < %.

Ora, pela definicdo de infimo, para o £ escolhido, podemos escolher h € A, com um

correspondente 3, tal que

¢ < sup[(hl(u)) <c+e e h0Q)C I°5°7F com f € (O, a;w). (4.6)
ueé

Da desigualdade dada em (4.6) e da definicdo do supremo, resulta
[(hl(u)) < c+¢, para todo u € Q.
A expressao anterior nos da duas possibilidades a analisar
[(hl(u)) €lc—e,c+¢e] ou I(hl(u)) <c—e,

em que uma delas, contradiz a definicao do supremo. Com efeito, como h € A e h; leva

conjuntos limitados em conjuntos limitados, entdo hi(Q) é limitado. Logo, podemos

encontrar R € N, tal que

m(@) C Ba (47)

Pelo Lema 3.1, tomando p = %mim{ﬁ7 e}, existem n € I' e k € N, tais que 7 satisfaz (i)

e (ii) do lema mencionado, em que s = (R + 2)2.

Seja g;(u) = nks (ht(u)) Pelo Lema 3.1, para R € N,p > 0 e ¢ < 55, escolhidos acima,

obtemos
I(nfs (ht(u))) < I(ht(u)) + p, para todo hi(u) € Bryo e todo t € [0, 1]. (4.8)
A desigualdade anterior também se cumpre para h;(u) € hy(0Q), pois por (4.7),

he(0Q) € h(Q) € Bz € Bryo.

Por (4.6), podemos escrever a desigualdade (4.8) como

ks a+w L. a+w B atw f
I(m (ht(U))>< 5 —5+§mln{5,6}< 5 —ﬁ+§_ 5
e como tinhamos denotado g;(u) = nf (ht(u)>, obtemos ¢;(0Q) C 15°-% ¢ portanto
g € A. Da definigao de ¢, segue
¢ < sup I(gl (u)) (4.9)

ueé

Agora, analisando as possibilidades, temos
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e Se I(hl(u)> €lc—e,c+el.
Entao, hi(u) € I’1<[c —e,c+ 5]), e pela inclusdo dada em (4.7) e a afirmacao que

fizemos em (4.1), podemos aplicar o item (i7) do Lema 3.1, donde obtemos

1 () < 5

isto é
g1(u) = nf* (hy(u)) € I3

E o Teorema 2.14 fica provado.

. Se I(hl(u)> <c—e.
Entdo hy(u) € 1°7¢, logo pelo item () do Lema 3.1 e pela escolha de p =  min{f, ¢},
segue

1{g1(w) = 1(nf* (M) < I(ma()) +p < c—e+ 5 =c— = isto & ga(u) € [

Assim, pela definicdo de supremo, temos sup [ (91 (u)) < ¢ — 3, o que contradiz a
uE@
desigualdade (4.9).
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5 APLICACAO A EQUACAO DE SCHRODINGER, ASSINTOTICA-
MENTE LINEAR, EM RV

Nesta secao introduzimos uma aplicagao para o teorema de ponto critico abstrato, desen-

volvido anteriormente. As notagoes usadas aqui, sao encontradas no Apéndice C.

Consideremos o problema

—Au+V(2)u = g(z,u), em RY, para N >3, (P)
em que g(x,s) = h(x)f(s) e h satisfaz

*

2% —

(h1) h € L*RN) N LYRYN), g =

ponto.

, para algum p € (2,2*) e h > 0 em quase todo
p

Além disso, f é assintoticamente linear, satisfazendo

(f1) f € C(R, R) e 113[1)@ = 0.

S

(f2) Existe a > 0, tal que lim 2(25) =g, em que F(s) := / f(t)dt, e F(s) = 0.
0

|s| =400

(f3) Denotando Q(s) :== 5f(s)s — F(s) > 0, para todo s € R\{0}, temos

Jim Q(s) = o0

Também assumimos que a funcao potencial V' satisfaz

(Vi) Ve C(RY,R) e | |1er+1 V(z)= Ve >0.
(V) sup [U(A)ﬂ(—oo, O)} =0  <0<ot =inf {J(A)Q(O, —&-oo)}, em que A = —A+V(x)

é um operador de L2(RY) e o(A) é o espectro do operador A.

Observacao 5.1. Uma das principais diferengas da teoria espectral de equagoes eliticas
em RY, com respeito ao estudo em dominios limitados, é o fato do espectro do operador
conter pontos que nao sao autovalores. Podemos ver em [38], Teorema 3.8, que no caso

em que a hipétese (1) fosse V' = 0, terfamos o,(A) = 0.

Observacgao 5.2. Um exemplo de um potencial V| satisfazendo a hipédtese (143), é o caso
quando V' é peri6édico. Devido ao espectro o(A) do operador autoadjunto A = —A 4+ V(x)
em L?(RY) ser a unido de intervalos fechados, é possivel ter 0 em um intervalo de o(A),
satisfazendo (V3).( Para mais detalhes, ver [16], p. 68, Caso 2.)
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Da hipétese (V1), temos que V é limitada em RY, e

lim infV(z)= lim supV(z)= lim V(z)= V. (5.1)

|z| =400 |z| =400 |z| =400

Definindo X = {z € R", tal que |z| > R}, temos na desigualdade dada em (B.3)

inf V(z) <essinf V(z) < esssup V(x) < sup V(x)

|z|>R lz|>R |z|>R |z|>R

e tomando limite, quando R — oo, resulta

lim inf V(z) < lim essinf V(z) < lim ess Sup V(z) < lim sup V( ). (5.2)

Como a funcao V é limitada, ela é limitada numa vizinhanca de a. Considerando a = oo,

isto é, considerando valor de aderéncia em V', quando |z| — oo, temos

lim infV(z)= lim infV(z) e lim supV(z) = lim sup V(z). (5.3)

|z| =400 R—o00 |z|>R |z| =400 R—o0 |z|>R

Para mais detalhes das igualdades dadas em (5.3), veja [30], Teorema 14, p. 216.

Das expressoes (5.1), (5.2) e (5.3) obtemos

lim esssup V(z) = lim essinf V(x) = V. 5.4
Por outro lado, como V' € L*, pela hipdtese (V2) do problema e pelo Teorema C.20,
verifica-se que o operador A = —A + V(x) é autoadjunto. Entao, podemos usar o item
(77) do Teorema C.21, para obter (ver Definigao C.16)

Oess(A) = [Voo, +00) (5.5)

Note que para usar o item (i7) do Teorema C.21, precisamos hm esssup |V (z) — V| =0,
R—o0 |z|>R

o qual é garantido pela igualdade dada em (5.4).
Além disso, pelo fato do espectro discreto g4(A) e o espectro essencial o.s5(A) serem

complementares (ver Defini¢ao C.16), temos
g4(A) N (=00, Vy) = c(A) N (—o0, V). (5.6)
Por outro lado, por defini¢ao, o complementar de o¢ss(A) = [V, 00) em R é
4(A) U p(A) = (—00, Vio).

Logo, intersectando esta tltima expressao, primeiro com o,(A) e em seguida com o (A),

obtemos
gi(A) = (=00, Vo) Nop(A) e 04(A) = (—00,Ve)No(A)



60

Logo,
(—00, Vo) Nop(A) = (=00, Vo) No(A). (5.7)

Além disso, a hipétese (V5) nos diz que 0 € (07, 01), logo podemos concluir que 0 nao é

ponto de acumulagio de o(A). Com efeito, tomando € = min {|O‘+|, |a‘|} temos que
o(A)N(—¢,0) =10,

pois se existir A\g € 0(A) N (—¢,0), entdo sup [O'(A) N (—oo, 0)} =0~ < )y, 0 que é uma
contradi¢ado. Também conseguimos uma contradi¢do se consideramos g € o(A4) N (0, ¢).
Portanto, 0 nao é ponto de acumulagao de o(A). Logo, ou 0 nao estd no espectro de A,

ou 0 é um ponto isolado de o(A). Consequentemente, podemos dizer que

ou0 ¢ o(A) oul € agy(A). (5.8)

Observacao 5.3. Na Observacao 5.2, no caso de o potencial V' ser estritamente convexo,
o autor garante existéncia e multiplicidade para o problema (P), em virtude do teorema do
passo da montanha. Na auséncia da convexidade, o autor exige que g(z,u) seja impar em
u, e usa uma generalizagdo do teorema de linking para obter o resultado desejado. Casos
em que 0 ndo estd em um intervalo e G(z,u) = [ g(x,t)dt ndo é convexa ou nao vale
a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, sao dificeis, porque por uma lado nao é possivel
aplicar o teorema do passo da montanha e, por outro lado, nao se pode determinar a
limitacao das sequéncias (PS).(cf. [16], p.68-69)

Observacao 5.4. As expressoes (5.5), (5.7) e (5.8) nos permitem definir uma norma || - ||
(a qual serd detalhada em breve) equivalente & norma || - || ;1 gy em H'(RY) (Conferir
[13], Lema 1.2, p.5.). Assim, F = (Hl(]RN), | - H), serd o espago de Hilbert usado na

aplicagao do Teorema 2.14.

Observagao 5.5. Do item (1), temos 0~ = sup [U(A) N (—oo,O)}, isto implica que
o(A) N (—00,0) # 0, e como V>0, da igualdade (5.6) obtemos o4(A) N (—o0,0) # 0.
Isto é, o operador A tem autovalores negativos. Além disso, como a funcao V é limitada,
ela é limitada localmente. Também sabemos que |a:|li>r£-1c>o inf V' (z) = V. Logo, usando o

Teorema C.22, com € = V., consegue-se verificar que o conjunto dos autovalores negativos

é finito.

Um exemplo de uma funcao satisfazendo (V1) — (V2), é dado pela fungao continua V' (z),
tal que
—Vo, se |z| <R,
Ve, se |z| > 2R.

V(z) =
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A(1
em que Vy > ;%(2) > 0 é uma constante e A;(1) é o primeiro autovalor do operador
(— A, H{(Bi(0))).
Aq(1
Com efeito, seja 1 uma autofungdo associada a Ay (R) = 1(2 ) (note que Ay (R) é o primeiro

autovalor do operador —A, definido em H} (Br(0))). Como % é autofuncio, 1 # 0 em
Br(0). Definindo ¢ = 0 em RN\ Bx(0), temos

(A )y = [ V)P +V(@)(a)da
= (M(R) - %)“¢||%2(BR(O))
A1
- (2~ 50 Wl

< _€||77Z)||%2(RN)7

para algum e > 0. Logo, o operador A é negativo e do Teorema C.19, podemos obter que

o infimo do espectro do operador A é negativo.

Observagao 5.6. Definimos |||« gv) = hoo. Da hipétese (h1), temos h(z) > 0 para

todo x € RY. Logo, he > 0. Também, da mesma hipétese, h é limitada, isto é,
0 < hg < +00.

Da hipétese (f5), obtemos

lim F(s)= lim 58" = +oo.
|$| =400 |[s|>+o0 S

Do mesmo item, usando a regra de L’Hopital, obtemos

¢ BV S
2 |s]—+o00 (82)/ |s|=400 28 ’
isto é
lim /(5) = a. (5.9)

[s| 2400 S
Além disso, dado € > 0, devido a hipétese (f1), existe um ¢ > 0, tal que,

f(s)

S

se —0 < s <9, entdo

<

De maneira andloga, da hipétese (f3), por (5.9), existe M > 0, com M > 4, tal que, se

()

|s| > M, entao f‘ <a+e.
s

Assim, destas tltimas expressoes e considerando que o conjunto [0, M] U [—-M, =] C R

f(s)

S

é compacto, a fungao continua atinge um maximo. Assim, obtemos que existe

k > 0, tal que
|f(s)| < kl|s|, paratodo s € R e a < k. (5.10)
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f(s)

Lembramos que nés nao faremos uso do comportamento de =—=, no sentido de
ser crescente ou nao-decrescente. Estas condigoes, geralmente, sao usadims para aplicar as
propriedades de variedades de Nehari, as quais nao podem ser usadas aqui, pois estamos
considerando f assintoticamente linear.

Um exemplo de uma fungao continua f, satisfazendo ( f;)—(f3) (ver Proposi¢ao E.2), porém

o f(s) ,
sem a condi¢cao de —= ser crescente, é
s

ST — %s‘r’ + 253

T+ 0 |s| <5,
f(s) =
3
s
m, Se ‘S| > 10.
< < 3
Com efeito, & nao é crescente, pois se definimos f(s) = E, temos que f(1) = i 0,75
s s
~ 48
2) = — =0,73.

Seja I : E — R, o funcional energia associado ao problema (P) dado por
1
I(u) = 7/ (|Vu|2 + V(x)u2>dx —/ h(z)F(u)dz, paratodo u € E. (5.11)
2 JrN RN

Pela Observacao 5.5, o conjunto de autovalores o4(A) N (—o00,0) é finito. Logo, podemos

denotar o conjunto destes autovalores, contando multiplicidades, por
(N = {1, A2, ., A}, para algum j € N.

Além disso, denotemos por ; € E os autovetores associados a \;, para cada ¢t = 1,2, ..., J.

Logo, definimos o espago de dimensao finita
_ J
B = Span{%}i:f

E também definimos

E° = ker(A)

e Se 0 ¢ o(A), entdao 0 € p(A) e dai, o operador A —0Z = A é injetor. Com isto,
E° = ker(A) = {0}. Logo, dim E° < cc.

e Se 0 € g(A), pela expressao (5.8), temos que 0 € o4(A), entdo pela defini¢cao do
espectro discreto, dimker(A — 0Z) = dimker A < oo, isto é, dim E° < oo.

Consequentemente, E° também é de dimensdo finita. Destes dois tiltimos subespacos,
obtemos que a soma direta £~ @ E°, ¢ um subespaco de F, de dimensdo finita. Logo,
denotando

E* = (B @ E°)
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temos que ET é um subespago de E. Como Vi, > 0e o(A)N(—00, V) = g4(A)N(—00, V),

segue da construcao de E~, E° e Et que
U(A |E+) - [V007+OO) - [O>+OO>7

donde obtemos, pelo Teorema C.19, que o operador A, restrito ao espaco ET é positivo.
Observamos que
E=Et®eE ¢ E°,

e que toda fun¢do u € F, pode ser escrita de maneira tnica
v=u"+u +u’, emqueut € ET,u” € E- eu’ € E°.

Com estas informagoes, podemos definir a norma || - || em E, equivalente & norma
usual || - || 1 (g, induzida pelo operador A, comentada na Observagao 5.4, por
2 R 2
lull” = (Au®, u™) oy = (AU, u7) oy + [l 2y -

O correspondente produto interno (-, -) em E, é, entdao dado por

/RN {Vu(x).Vv(x) + V(x)u(a:)v(m)}dx = (Au, v) 2@y, se u,v € E7,

— [ [ Vu(@).Vo(@) + V(z)u(@)v(e)|de = —(Au, v) 2@, se u,v € B,

RN
<u> U> =
(u, ) L2y, se u,v € E°,

0, seu € B, v € B j#k, para jk € {+ —,0}.

(5.12)

Daqui em diante, o espago de Hilbert usado nesta aplicagao serd E = (H LRM), | - ||) eo
produto interno e a norma em L?(RY), para nio carregar a notagao, serdo denotados por

(-,-)r2 e || - || 22, respectivamente.

Da definicao de norma e produto interno para E, e tomando u™ = u* 4+ 0+ 0 € E, temos
[t I = (Aut ut)y = [ [Vt (@) 9t (@) + Vi) ut () ut (@) de
R

dx.

‘Vqu(x) ‘ ‘4 V() ‘ ut () ‘ ’

_RN

Usando o mesmo raciocinio, fazemos para v~ +0+0 € E,

la | = —(Au,u) o = “Vu_(as) V@) |u (@) 2} da.

_—RN
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Dai, subtraindo estas tltimas expressoes, obtemos
412 _ 12 + 2 _ 2 4 2 _ 2
ut||” = [lu”]| :/RN V(@) |+ | Ve (@) |+ V@) [ut @)+ V()| o (@)| | da.

Como Et e E~ sao subespacos ortogonais de E, da definicao de norma para subespacos

ortogonais, dada em (3.1), obtém-se
+12 —2 2 2
Jat = 1P = [ ]| Fut)|” + V() e, (5.13)
Assim, podemos reescrever o funcional energia, dado em (5.11), da seguinte forma
1 2 2
1) = 5 (Il 1P = 117 = [ 0@ F(ula)) de, (5.14)
R

para todo u = ut 4+ u~ +u® € E. Note que a ortogonalidade entre £, E~ e E° garante

que ut,u” e u’ sdo ortogonais em L?(RY). Portanto,
(uj,uk>Lz(RN) =0, para todo j # k, com j,k € {+,—,0}.

Agora, definamos

i
Ey=E ®E e E=E" =(E). (5.15)
A fim de provar nosso resultado principal precisamos introduzir mais uma hipétese, a
saber
2
(Hy)  inf 1 > 0" >0, em que ot foi definido no item (V5).

u1 €F1,u1#£0 Hul H%Q(RN)

Notamos que tal hipétese nao é artificial. Ela pode ser obtida, por exemplo, utilizando-se
a familia espectral do operador A, veja por exemplo [5], padgina 394, Teorema 1.1°, para

mais detalhes.

Observemos que,
W ray = | |3 T 24
Bbun e, = [ 0 @) e = [ () (o) P
oo [ fur (@) P = hog s v

Consequentemente,
1 1

2 = 2 :
||h%u1||L2(RN) hOOHulHLQ(RN)

Logo, podemos definir

2
o= inf I
u1 €E1,u17#£0 ||

>L inf M >LO'+>0 (5.16)
) - hoo UleEl,Ud?éOl - hoo . .

2 2
h%uIHLQ(RN |utll72 @)



65

Assim, a constante positiva ag > 0, limita inferiormente ao conjunto

2
{”ulH, para todo uy; € Ey,u; # 0}.

1 2
Hh2u1||L2(RN)
Dai,
Hu1H2 > ag /RN h(:c)uf(:c) dx, para todo u; € Ej. (5.17)

Sob todas as hipdteses e notagoes prévias, é possivel enunciar o resultado principal desta

secao.

Teorema 5.7. Assumamos V satisfazendo (V1)—(V3), h satisfazendo (hy), f satisfazendo
(f1)—(f3) e a hipdtese (Hy), com a > ag, em que a e ay estao definidas em (f2) e (5.16),

respectivamente. Entdo, o problema (P) tem uma solucdo fraca ndo trivial v € H*(RY).

Para provar o teorema acima, sera necessario verificar que o funcional I, definido
em (5.11), satisfaz as hipdteses (I;)—(I4) do Teorema 2.14. Depois de conferir que as

hipéteses sejam cumpridas, serd possivel garantir o resultado deste teorema.

Primeiro, observemos que devido as hipdteses assumidas para h e f, temos que o funcional
I € C'(E,R). (veja Proposigao E.3). Além disso,

I'(u)v = /RN (Vqu—l—V(x)uv) dx — /RN h(x) f(u)vdz, para todo v € H'(RY). (5.18)

A seguir, provaremos que o funcional I € C'(FE,R) satisfaz as hipoteses (I;), (),
(Is) e (1)

o) I satisfaz ([;):
Seja u € F = E) @ Ey, em que u = u; + uy e u; € E;, definido em (5.15), para i = 1, 2.
Definimos o operador identidade em FE; como
[1 IEl — E1
Uy —— Il(ul) = Uj.

Como u € E, também podemos escrever u = u™ +u~ +u° e pela definicdo de E,, obtemos
uy = u~ +u’. Com isto podemos definir o operador projecao de Ey em E~ C E,, como

P~ :EQ — E2

Ug —> Pi(’LL2> =u .
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Logo, uma vez que u~ = uy — u’, temos

2 2 2
et I = I = fl* =z = °lf” = (Taun), ) = (up =, u = o)
= <Il(u1),u1> — <u’,u2 — u0> = <Il(u1),u1> — <u*,u2> + <u’,u0>
= <[1<U1),U1> — <P_(UQ),U2>
= (L(w),u) + { = P (u2), ua). (5.19)
Denotando Ly := I} e Ly := —P~, temos que operador L; : E; — FE; ¢ linear, limitado e
autoadjunto, para ¢ = 1,2. Além disso, devido a ortogonalidade entre F; e Fy e definindo
Lu = L(uy + ug) = Lyuy + Lausg, temos por (5.19),
<Lu7 U> = <L1U1 + Loug, uy + U2> = <L1U17U1> + <L2U2, U2>
= (L), un) + (= P (u2), ua) = [lut|* = Ju~ |

Da tltima expressao, obtemos

em que

B(u) = — /[R (@) F(u(x)) da, (5.20)

e, com isto, (I;) estd provado.

o) I satisfaz (I5):

A prova que o funcional I satisfaz o item ([5), serd feita provando o seguinte lema.

Lema 5.8. Assumindo que I cumpre as hipdteses (hy) e (f1)—(f2), entao B, dado em

(5.20), € fracamente continuo e uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados.

Demonstracao: Faremos a prova do lema em duas partes. Primeiro provaremos que B

¢é fracamente continuo e, em seguida, provaremos que é uniformemente diferenciavel.

i) O operador B é fracamente continuo.
Seja (u,) C F uma sequéncia fracamente convergente, isto é u,, — u, para algum

u € E. Pela Definigao 2.8, precisamos provar que B(u,) — B(u).
Como u,, — u em E, pela compacidade das imersoes de Sobolev (ver Apéndice A.15),

a menos de subsequéncia, temos que u, — u converge fortemente em L} (RY), para
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q € [2,2%). Assim, u,(z) — u(z), converge q.t.p. em RN, sempre que n — oo. Além disso,
como F' é continua
F(up(z)) — F(u(z)), q.t.p. em RY. (5.21)

Afirmacao: \F(un)]% e LY(RM)

De fato, do item (iz), da Proposi¢do E.1, para 2 < p < 2* e ¢ > 0 dado, temos que

existe uma constante C. > 0, tal que

g, 2 Cg
F(s)| < =ls|”+ —]s/".
[F(s)l < 5 s

/AN

[\

= [N

1
7~
DO | ™

2:’

3
—
&
N—
T
~
= [N

+
N
ks

3

—

&
N—
=

~
= [N
| I

i p
* 2% Og % *
— % |un(2) |7 + (2) un(z)| . (5.22)
p

Integrando a desigualdade (5.22), segue

*

dr. (5.23)

/RN | F(ua(a)) Tir<es /RN [ () %+ (2%>p/m ()

Agora, pela Observacao A.14, temos que,

E = HY(RY) — L*(RY),

isto é, E esta imerso continuamente em LS(RN ), para todo 2 < s < 2*. Logo existe uma
constante C' > 0, tal que

1

([, @) d)” = ]

2
Da hipétese (hy), 2 < p < 2%, de modo que 2 < 2— < 2*. Com isto, para s = 2— e

s < Cllug || < 00, para todo 2 <'s < 2% (5.24)

s = 2%, na expressao (5.24), conseguimos C,Cy > 0, e no lado direito da expressao (5.23)

obtemos
2% -

4 * * 22 C o « «
T dr < 5 C2F Junllh + (2;) Ol < oo (5.25)

L [Pl

2*
Consequentemente, obtemos, |F(u,)|» € L*(RY), o que prova a afirmacdo.
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Da afirmacao anterior, segue que |F'(u,)| € L%(RN ). Agora, definamos a sequéncia
(F(un())) - L%(RN). Tal sequéncia é limitada em L%(RN). Com efeito, devido a
(un) C E ser fracamente convergente, ela é limitada em E = H'(R"). Entao, existem
constantes K1, Ky > 0, tais que

92"
lunllf < Ky e [lual3: < Ko,

e de (5.25), se tem

* 2
= Py 2¢
- Cg KQ,

z o* o* C
[Pt i< F o+ (25)
p

F(un(x))

e = fon |
LpP RN

isto é, (F(un())) ¢ limitada em L%(RN).

Com este resultado e a expressao (5.21), podemos dizer que existe C' > 0, tal que

HF(un)‘ Lz S C e F(u,(x)) — F(u(z)), q.t.p. em RY. Entdo, pela observacio (b), do
Lema de Brezis-Lieb, dada no Lema A.16, temos
F(up) — F(u), em L7 (RY). (5.26)

Pela condicao (hy), h € LI(RY) e ¢ = , donde , ¢ e — sdo expoentes conjugados.
p

2" —
Assim, fixando h € L4(RY), podemos definir o funcional linear

on L7 (RY) — R (5.27)
T — gn(0) = [ h(@)T(@)do
Entéo, usando este funcional na convergéncia dada em (5.26), obtemos

/RN h(z)F (un(z))de — |  h(z)F(u(z))dz, n — oco.

RN

Portanto, de (5.20), B(u,) — B(u), em que u,, — u em E.

i) B é uniformemente diferencidvel em subconjuntos limitados.

Da Definicao 2.7, precisamos provar que, dados €, R > 0, existe 0 > 0, tal que
B(u+v) = B(u) = B'(u)o| <ellv]l, Vu,u+veBgelv] <o
De (5.20), temos que a derivada de B, no ponto u em v, no sentido de Fréchet, é

B'(u)o = — /]R h(@)f (u(@)) v(z) du (5.28)

Agora, como F(s) = /8 f(t)dt, definimos a funcao real ¥(t) := F(u + tv) e obtemos
Y'(t) = f(u+tv)v. Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe § = 6(x), com 0 < f(x) < 1,
q.t.p. em RV, tal que
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donde conseguimos, da definicdo de derivada de 1,
F(u+v)— F(u) = f(2)v, em que z = u + 6v, q.t.p. em R". (5.29)
Multiplicando a tltima expressdo por h(x) e integrando sobre R, conseguimos
B(u+v) — B(u) = —/ h(@)F (u(z) +v(@)) do+ [ h(z)F(u(z)) d
RN RN
= |  hiz) F(u(z) +v(z)) = F(u(x))
== | h(z)f(z(x))v(z) dx (5.30)
Como h € L*(RY), da Observacao 5.6, hy > 0. Além disso h > 0, q.t.p. em RY (devido
a (h1)). Dali, pelas igualdades (5.28) e (5.30), obtemos a desigualdade

dz

B(u +v) — B(u) — B'(u)v

B ’ B /RN h(z) f(z(x))v(x) dz + /RN h(z) f(u(z))v(z) de
[ h@)[fu@) = fe@)]o@) de

(@) = flu@) | |o(@) | dz.  (5.31)

f(2()) = fu(-))

1
Para conseguir nosso resultado, definindo £ := h(-)?2 , provaremos a

seguinte afirmacao.

Afirmagao: &(-) = h(-)%

primeiro provaremos que

flz(4) — f(u())‘ € L*(RY). Com efeito, para provar isto,

FW)[? € LT (RY).

2
Da desigualdade (5.10) e como 2 < 2— < 2*, por (hy), temos
p

F)PT < K5 |7 (5.32)

*

Também, devido a 2 < 2— < 2*, temos a imersio H(RY) — L227(RN). Logo existe uma

p
constante k1 > 0, tal que Hu||L2g < k|| < oo. Logo,
P
lull e < co.
Integrando a expressdo dada em (5.32) e usando a ltima desigualdade, conseguimos

92%
Lfﬁ < 00,
P

[P de <025 [l e = 1%

u
. ’ 22" 1/mN 2 2 N
isto é, |f(u)|"» € L'(R"), donde obtemos |f(u)|” € L» (RY). Logo,

£(2) - )] e LT ®Y), (5.33)
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pois,

1) = £@)|* < (I +176) = 1FGP + 7P + 21 )
<P+ @ +1FEF + |f@) € L5 ®Y),

Da hipétese (hy), sabemos ¢ e 2]7* sdo expoentes conjugados, e como temos que h € LI(RY)

e z)— f(u ? € L% RM). pela desigualdade de Holder, a tltima igualdade na seguinte
| f(2) = f(u)| ;P g ’ g g

expressao, € finita

[ €@ = [ [5@)] fete) ~ ruten)]| | da
= [ h@) | F@) = f(u@) | do < oo.

Assim, ¢ € L?(RY) e, com isto, a afirmacdo fica provada.

Com esta afirmacao, na expressao (5.31), podemos fazer uso novamente de desi-
gualdade de Hélder, pois tanto &€ = hz|f(z) — f(u)| quanto v, pertencem a L2(RY). Além
disso, considerando a imersao H'(RY) < L?(R"), para v € H'(RY), existe Cy > 0, tal

que

B(u+v) — Bu) — B'(uyv| <hd [ h(z)?

N

() = (@) | [v(@) | da

1
< hé ||§||L2(RN) ||U||L2(RN)

< hk ||€||L2(RN) Co [[v]]- (5.34)

Enfim, usando a desigualdade (5.34), para provar que B é uniformemente diferenciavel

sera suficiente provar que dados €, R > 0, com Br C FE, existe § > 0, tal que

Hﬂmmmg—éiaVu+veBmcmnMH<d
50 G2
Usaremos o método de redugao ao absurdo. Para isso, suponhamos que exista gy > 0 e
Bgr, C E, tais que para todo d > 0, seja possivel obter us + vs € Bg,, com |jvs|]| < ¢ e
165l 2 ey > — s em que

oo 2

& = h()?

f(25()> _f(ué())’ e 25 = us + Ovs.

1
Tomando d,, = —, para cada n € N, existe u,, + v, € Bg,, tal que
n

1 €o
lonll < = e ”anH(RN) > T (5.35)
n 2
% Oy
Portanto, ||u,| — [|vn]] < |Jun + val| < Ro € v, — 0 em E, quando n — oo. Logo,

llun || < Ro, isto é, (u,) e (v,) sdo limitadas em E. Como (u,,) é limitada em F, existe uma
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subsequéncia de (u,) que converge fracamente em E. Denotando ainda esta subsequéncia
por (u,), escrevemos

u, — u em F, quando n — oo.

Por definigao, z, = u,+60v, e segue que (z,), também é limitada, pois u,, e v, sdo limitadas.

Como v,, — 0, v, — 0, logo
zZ, — u, em E, quando n — oc.
Donde obtemos, para as subsequéncias (z,), (u,) C E, que
zo(x) — u(z) e u,(z) — u(z), qt.p. em RY, quando n — oo.
Da hipétese (f1), f é continua, e das convergéncias anteriores

| [ (@) = [ un(@))

2
‘ — 0, q.t.p. em RY, quando n — ooc.

Agora, da expressao (5.33), temos que a sequéncia (|f(zn) — f(un)]2> estd em L%(RN) e
também é limitada em L7 (RY). Com efelto uma vez que as sequéncias (z,) e (u,) sao

limitadas em E, pela imersao de £ — L¥ (]RN ) e da desigualdade (5.10), segue que

2%
170 = @] 7 o = [5G0 = s [ 2
<c(fl e+ )| 2 )

22" 22
<R (ol 0, + 1]

L*% (RN

2*

< 20(022* kRo) v

)
2% @)

2z . A
em que C,»x > 0 é a constante dada pela imersao E < L» (RY). Dai, a sequéncia
p

(| flzn) = f (un)|2) é limitada em LQ?(RN ). Usando novamente o Lema de Brezis-Lieb
(Proposicao A.16) resulta

|f(zn) — fu)]> — 0, em L%(RN), quando n — oo.

Procedendo de maneira andloga ao feito em (5.27), sendo L4(R™) o espaco dual de Lv (RN ),

pois g e — sdo expoentes conjugados, da convergéncia fraca anterior temos
p

HﬁnHiz(RN) = /RN h(x) ‘ f(zn(x)) = fun(x)) ‘ ?dr — 0, quando n — oo,

€
o que é uma contradigio, pois de (5.35), temos ||| 2@ry > ——— Portanto, dados
P

oo 2

g,R >0, com Br C F, existe 0 > 0, tal que
1
1€]l L2 (rvy hdo Co < €,Vu+v € Bg, com |[jv]| <.

Finalmente, da desigualdade (5.34), decorre que B é uniformemente diferencidvel. O
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o) I satisfaz (I3):

Para provar (I3), definimos @ e S, como sendo
Q={rerclonl}e(BnB,) e S=0B,NE, (5.36)

em que 0 < p < 1 < re sdo constantes e e € Fy com ||e]| = 1, um “vetor adequado” a

serem determinados, que serao definidos a seguir.

Sejam a definido na hipétese (f2) e ag definido em (5.16). Como, por hipétese, a > ag, entao
seja € > 0 suficientemente pequeno, tal que para a. := a — ¢, tenhamos a > a. > ag > 0.

Pela defini¢ao de ag, existe um ey € Fy, com eq # 0, tal que

2
el
0 X 1 2 X U,
theolL%RN)
donde
1 2 2 1 2

ao“fLQGO‘ L2@Y) < leoll” < ae }1260‘ RN’

Logo,
a [ h@)@) de < fleol* <a. [ h(x)ed(@) da.
R R

€0

leoll
o vetor e, definido em nossa estrutura @, é tal que

Normalizando o vetor ej, denotamos e := € FE;. Da desigualdade anterior, temos que

1= el = /]RN (‘Ve(w) ‘2 + V(m)e2(x)) dr < aa/R h(z)e*(z) dx. (5.37)

N

Além disso, pelo Lema 2.5, S e 0Q) sao linking, em que O@ pode ser escrito como

0Q = Q1 U Q2 U @3, onde
Q= {0} D (E2 N BTQ),QQ = {re,r € [O,rl]} &) (E2 N GBTZ) e Qs = {rle} 2} (Ez N BTQ),

onde o vetor e € E; foi escolhido acima e satisfaz (5.37).

O lema seguinte mostra que o funcional I satisfaz itens (i), (ii) e (zi7) da hipdtese

(I3) no Teorema 2.14, para algum a > 0, w =0e v € Es.

Lema 5.9. Assumamos que as hipoteses (V1)—(Va), (h1) e (f1)—(f2) sao satisfeitas para

o funcional I. Para Q e S como em (5.36) e para r1 > 0 suficientemente grande, tem-se:

(a) I(u) = a >0, para todo u € S e para algum o > 0.

(b) I(u) <0, para todo u € 0Q).
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Demonstragdo: Faremos primeiro a prova do item (a). Do fato da fronteira de @ ser

escrita como 0Q) = 1 U Q2 U @3, a prova do item (b) serd feita considerando trés casos.

(@) Do item (ii) da Proposi¢ao E.1 e da Observagao 5.6, temos

[ P d < [ bl Pl ds < e [ (Sl + Sl )de

Além disso, pela defini¢do de S C Ey, para todo u; € S temos ||u;|| = p. Entao, escrevendo

o funcional I como em (5.14) e pela desigualdade anterior, resulta
I(u) = 4mu—/’mmﬂ (@) da

> 27— [ (S ) +|xnﬂw

1 ) C
= 50" = hos gl ey = oo g (539)

Agora, usando a Imersdo de Sobolev dada na Observagio A.14 e como u; € H'(RY),

existem constantes Cy > 0 e C), > 0, tais que
2 2
luallzery < Cilluall” = C5p% e Nuallfo ey < Cpllunll” = CFp?.

Logo, destas tltimas desigualdades e da expressao (5.38), obtemos

1 € C. 1
I(ul) > 7p2 - hoo§og2 2 — hm?C’Z’,’pp = p2 |:

C. _
: 2(1—5%03)—?}%005&2. (5.39)

Assim, fixados ¢ e p suficientemente pequenos, de (5.39), segue que I(u;) > « > 0, para

algum a > 0. Assim, estd determinado p > 0.

(b) Como dito anteriormente, faremos a prova considerando trés casos, ou seja, mostrare-

mos que [|g, <0,7=1,2,3.

(b)) Seue@ ={0}®(E:NB,)C k.
E facil ver que
1 2
1) = 5 (= IlulP) - /RN h(z)F(u(z)) dz < 0, Vry > 0,

pois h(x), F(u(x)) > 0, para todo = € R".

(b2) Dada uma constante (ainda arbitraria r; > 0), consideremos o caso em que
u € Qy= {re,r € [0,7"1]} d (Eg N 8Br2).
Entdo, u = u; + ug, em que u; = re, com 0 < [Jui|| = r <7y e ug é tal que ||ug|| = 72, em

que 5 pode ser escolhido maior que r; > 0. Assim, 7 — r3 < 0. Logo,

I(u) = ;(Hulyﬁ —r) = [ ) Fu@) de < ;(rf —12) <o,
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(bg) Se u € Qg = {7"16} D <E2 N BT2>.
Entdo u = r1e 4+ uy, em que 0 < |Juz|| < ro. Temos duas opgdes a considerar
(1) Ser; < ||ug| < o
Entao,
1, )
1) = 5 (8 = ) = [ | (@) F(u(a)) da

< ;(Tf — 1) - /RN h(z)F (u(z)) do < — /RN h(z) F(u(x)) dz <0,

onde r; > ainda ¢é arbitrario e r, escolhido maior que 7;.

(1) Se 0 < [|ug]| < r1.

[e]
Entao, tomando uy = r1v9, em que vy € By N Ey, temos

1) = 5 (3 = Aloll?) = [ h@)F(u(e) do
1

<57t - [ h@) () do

(\V]

—ah- [ Zh(m)F(u(m))dm]

F(rife(z) + va(x))) dz] |

DO | —

1
= 5ri[1- /RN 2 h(z) . (5.40)

1

A expressao (5.40) nos permite definir uma sequéncia dominada por uma fungao

no espaco L'(RY). Com efeito, das hipSteses (f2), (f3) e de (5.10), temos
1 1
0 < F(s) < 5f(s)s < Gl (o)lls] < Klsl,
para algum k > 0, com k > a, e para todo s € R. Além disso, como |h(x)| < ho €
denotando s(z) = r [e(x) + vg(x)}, obtemos
|h(@)F(s(x)) | < khao|s(@) = khoor] [e(z) + v ()|,

donde, considerando r; = n € N, obtemos

F(nle(x) + vs(x)])

n2

h(x) < k heo le(x) + va(2)]?, (5.41)

em que a funcio k he |e(+) + va(+)|* pertence ao espaco L'(RN), pois as funcoes e e vy
pertencem a L?(RY) e, portanto, e + vy € L*(RY). Como s(z) = n{e(m) + UQ(I‘)}, da
hipétese (fs),

lim F(n[e(:t) +02(x)]> =2 q.t.p. em RY,

" 2 [e(x) + vg(x)r 2

donde,

lim 2 h(zx) = ah(z) [e(m) + vg(x)r, q.t.p. em RY. (5.42)

n—o0 n2
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As expressoes (5.41) e (5.42) nos permitem usar o Teorema B.2,( Convergéncia Dominada)
e voltando a notacao r, no lugar de n, tal teorema implica

lim 2 h(z) F<r1 [e(:p):— UZ(m)D dr =a /RN h(x) [e(:c) + vz(:c)}2 dz,

71—00 JRN 1

para todo vy € By N Es fixado.

Com o intuito de provar que I(u) < 0 em @3, assumimos a seguinte afirmagao, que

sera provada posteriormente.

Afirmacao 5.10. O limite

Tll_igrloo [ 2h(a) F(Tl [6(x;%+ UQ(QS)]) do — &/RN h(z) [e(a;) N UZ(QJ)}Z iz,

[}
¢ uniforme, para vy € B1 N Fj.

2
Agora, seja e > 0 suficientemente pequeno, tal que 0 < & < a e como h(x) [e(x)%—vQ(x)} >0,

no lado direito da Afirmacao 5.10, temos

a/RN h(x) [e(x) + UQ(.%'):|2d£C > (a— 8)/]R

Assim, podemos escrever a estimativa acima como

h(x)[e(z) + va(e)]” da.

N

mlg?oo . 2h(x) F<T1 [e(xi%—i— w(x)]) dx > (a —¢) /RN h(x) (e(x) + v2(x))2 dx.

Logo, da convergéncia uniforme em B; N Ey, para € > 0, existe g > 0, tal que, para todo

™ > To,

[ P (le@ @) [

r? RN

h(x) (e(:c) + vg(:c))Z dz,

para todo vy € ]§1 N E,. Como e e vy sdo ortogonais em L2(RY), segue que
2
/RN h(:c)(e(x) + vg(x)) dr = / () + 2/ x)ve()dx +/ z)|ve(x)|dx
> /R _h(z)e(w)da,

pois 0 < '/RN h(x)e(x)vy

Com isto temos,

/RN Qh(x)F(h[e(l’) +U2(I)]) dr > (a— 8)/

r? RN

< ’ / da:’ = 0, devido & ortogonalidade.

h(z)e*(x) da.

Denotando a. = a — €, da desigualdade anterior conseguimos

- /RN 2h<I)F(T1[€<x> +U2<x>]) dx] < ;Tf [1 —a. /RN h(x)e2(x) dx

I(u) < 212

2 2 <07

U1




76

em que primeira desigualdade é devida & expressao (5.40) e a ultima desigualdade se-
gue de (5.37). Assim, I(u) < 0, em @3, para 7, > 0 fixado, suficientemente grande.

Consequentemente, o Lema 5.9 esta provado. O
A seguir, faremos a prova da Afirmacao 5.10.

Demonstragdo: (Da Afirmacao 5.10)

Definamos, para todo n € N, o funcional

Jn:BlﬂE2—>R

Vg ——> Jn(’ljg),

dado por

2F<n[e(m) + w(x)])
n? (e(x) + UQ(I))2

I (vg) == /RN a— h(m)(e(z) + vz(a:)>2da:.

Devido a hipétese (f3), F' é continua. Essa continuidade da fungao F' garante a continuidade

de J,, para todo n € N. Por outro lado, da mesma hipédtese, F(s) > 0, entao

[a 2F(s)

5 < a, para todo s € R\{0}. (5.43)
s

Além disso, lembrando que e e vy sdo ortogonais em L*(RY) e usando a desigualdade

(5.43), obtemos a seguinte desigualdade

J(s) = / . QF(n[e(m) + vg(x)])
R n? <e(x) + 'UQ(LU))Q

2
< ahoo /]RN (6(1}) + Ug(l’)) dr = ahoo (HeHiQ(RN) + HUQHQLQ(RN)).

h(zx) (e(x) + vg(x))2 dx

Como |le|| = 1, ||va]] < 1 e considerando a imersao continua H'(RY) — L2(RY), para

e, vy € HY(RY), existe uma constante Cy > 0, e obtemos
Jn(v2) < 203 ahy, para todo vy € By N E,.

Por outro lado, da definigdo de Fy dada em (5.15), sabemos que dim Ey < 0o, entao
By N Ey é compacto. Também temos que, para todo n € N, J,, é continua em B; N Es,
entao J, atinge um valor maximo. Denotemos por u,, o elemento de By N Es, que faz
Jn(uy,) ser um valor maximo. Agora, consideremos a sequéncia (u,) € By N Ey destes
elementos, onde vemos claramente que ela é limitada. Logo, usando novamente o fato de Fs
ser de dimensao finita, temos que a sequéncia (u,,) admite uma subsequéncia convergente.

Denotando ainda esta subsequéncia por (u,), escrevemos u,, — u na norma de F. Além



7

disso, para todo vy € By N Ey e para todo n € N, temos 0 < J,(v2) < Ju(uy,). Pela

definicao de J,, temos

0< a— 28 (nletz) + m(@p] hiz)(e(z) + vz(:v))2 dz
RY I n? (e(a:) + Ug(az))
. o QF(n[e(x) + un(x)j)] o) (€<I> N un(x))Z o (5.44)
RY I n? <e(9§) + vg(x)>

Agora, pela imersdo continua H'(RY) — L*(R"), temos que existe uma constante Cy > 0,
tal que [Jun, — ul|p2gny < Callun — ul|. O que implica que se u, — u em E, entdo u, — u
em L2(RY). Como u, — u na norma de E, entdo pelo Teorema B.3, u,(z) — u(z), q.t.p.

em RY. Da hip6tese (f2) e com um raciocinio andlogo ao feito em (5.42), fazendo n — oo,

obtemos
Finle(z) + u,(x 2
lim fa— ° ( (o) F tn >2D h(:v)(e(a:) +un(:v)) =0, q.t.p. em RY. (5.45)
n? (e(x) + un(x))

Além disso, pelo segundo item do Teorema B.3, a menos de subsequéncias, existe £ em
L*(RY) que domina u,(z). E tomando ¢ (x) = £(z)?, temos que existe ¢ € L'(RY), tal
que

lun (2)]* < ¥(z), q.t.p. em RY.

Da hipétese (hq), h > 0. Além disso, pela tltima expressao e da desigualdade (5.43),

conseguimos

o 2Flnle@) + “"@)p] () (ela) +un(2))” < ahog (e(a) +€(@)) " (546)
n?2 (e(as) + un(l'))

0<

Isto é, a sequéncia do limite em (5.45) esta dominada pela fungao (e(m) —1—5(26))2 € LYRN).
Assim, das expressoes (5.45) e (5.46) podemos aplicar o Teorema B.2, da Convergéncia

Dominada, para conseguir

o 2F(n[e(:c) + un(a:)p] o) <6<I> N un(x))Q -
n? <e(:1;) + un(:zs))

Agora, aplicando o teorema do confronto na desigualdade (5.44), finalmente conseguimos

lim
n—oo RN

2P (nle@) + vg($)2]>] 10 ele) + () o =
n? (e(x) + UQ(x))

uniformemente, para todo vy € By N E5 e a afirmacgao fica provada. O]

lim
n—oo RN
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o) I satisfaz (1 ):

Para verificarmos que o funcional I satisfaz este item, vamos principalmente provar

que a sequéncia de Cerami do funcional I, definido em (5.11), é limitada em E.

Lema 5.11. Assumamos que (V1)—(Va), (h1) e (f1)—(f3) sejam satisfeitas para o funcional
I. Seja (u,) € E uma sequéncia de Cerami relativa a I, sobre um nivel arbitrdrio ¢ € R.

Entdo (u,) é uma sequéncia limitada em E.

Demonstracdao: Usaremos o método de reducao ao absurdo. Para isso, suponhamos que
Unp
| 2n
sequéncia limitada em E. Entdo, como E = H}(RY) = H'(RY) ¢é reflexivo, (v,) possui

|ltun]| = 00, quando n — +o00. Definimos v,, := , donde claramente, (v,) C F é uma

uma subsequéncia fracamente convergente, e denotando ainda a subsequéncia por (v,),
temos

v, — v, quando n — oo, para algum v € E. (5.47)

Como (v,) é limitada em E, o limite fraco v em (5.47), ou é nulo ou é nao
nulo. Provaremos que para a sequéncia (v, ), nenhum desses dois casos pode ocorrer, o

que nos dard uma contradigao e, consequentemente, obteremos a prova de (u,,) ser limitada.

e Suponhamos que v # 0 e definamos
Q= {:17 c RY, tal que v(z) # O},

donde temos que || > 0. Devido a convergéncia fraca, dada em (5.47), e & compacidade

das imersoes de Sobolev em dominios limitados (cf. Apéndice A. 15), tem-se que, a menos

2
loc

de subsequéncias, v,, — v em L2 _(RY). Logo v,(x) — v(z), q.t.p. em . Além disso, da

definigao de v, temos u, () = ||un||v.(x) e como supomos ||u,|| — oo, quando n — +o0,
deduzimos que

|un(x)| = 400, q.t.p. em Q.

Usando esta tltima expressao e (f3), obtemos
Q(un(z)) = +00, q.t.p. em €L
Além disso, pelas hipdteses (hy) e (f3), h(x)Q(u,(x)) > 0, donde
h(x)Q(u,(x)) = 400, q.t.p. em €.

Agora, estamos em condigdes de aplicar o Teorema B.1, Lema do Fatou, a sequéncia
h(z)Q(u,(x)), e assim obter

liminf [ A(2)Q (up(x))dz > | liminf h(z)Q (u,(z)) dz = +o0. (5.48)

n—+oo JQ Q) n—+oo



79

Da hipdtese do item (I4), do fato de (u,) ser uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ e da

Definicao 2.12, temos
I(un) —> ¢, (14 nl )1 (un)llr — 0, quando n — oo,
Ainda, da ultima convergéncia, temos
1 (un) ] < NI () el < T ()] (Nl + 1) — 0, quando n — oc,
isto é,
I'(up)u, — 0, quando n — oo. (5.49)

Assim, obtemos a convergéncia

I(u,) — ;I’(un)un — ¢, quando n — 0. (5.50)
Como

gn = 0n(1) == lim [gn| =0,

podemos escrever o limite dado em (5.50) por

1

c+on(l) =I(u,) — i

I'(uy, )y, (5.51)

Agora, da defini¢do do funcional I e da expressao (5.18), tomando v = u,, e v = u,, temos

I(uy) :; L (9l 4 V@lunl?)de = [ by F(ug)da
T (), = /RN (IVual? + V(@) [un|? ) d — /RN h(@) f () up d.

Subtraindo convenientemente as expressoes anteriores e considerando a notacao dada em
(5.51), resulta

c+o0,(1) = I(uy,) — ;[’(un)un =— | h(x)F(u,)dz + ; /RN h(x) f(up,)u, dx

RN

= h(x) (;f(un) Uy — F(un))dx

RN

= h(x)Q(un(x))da:2/Qh(x)Q(un(x)) dx. (5.52)

RN
Assim, de (5.48) e (5.52) obtemos que ¢ > +00, 0 que é uma contradigao. Logo, v = 0.

Mas, vejamos o que acontece quando v = 0.
e Suponhamos que v = 0. Como a sequéncia (v,) C E, podemos decompé-la como
Up =Vyn+0_,+0 em que v;, € £/, com j =+,—,0
n +.,n —-n 0, q 7,mn ) J R

Pelo mesmo argumento usado em (5.47), temos que a menos de subsequéncias

vp—=v=0v"4+0v" 4+, em E=E" +E~ + E".
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Também, usando argumentos andlogos aos usados posteriormente a expressao (5.47)

(imersoes compactas), obtemos
v, — vem L (RY). (5.53)

Como v =0, vT = v~ =0 = 0. Assim, de (5.53), v;,(x) = 0, q.t.p. em RY, para todo
j = +,—,0. Além disso, devido a E° ser de dimensdo finita e pela convergéncia fraca

von — 0 em E° temos vy, — 0 em E, isto é,

[vo.nll = [[0°] = 0, quando n — oco. (5.54)

Procedendo de maneira andloga ao feito para conseguir a convergéncia em (5.49) e

lembrando que, devido & ortogonalidade dos espagos E?, |luy,|| = ||u;.|, para j =+, —,0,

obtemos

[ () | < () sl < ) o (el 41) < () g (Nl +1) — 0,

quando n — oo. Esse mesmo raciocinio nos leva a concluir um resultado analogo para

u_ . Consequentemente conseguimos as convergéncias
I'(up)uy,, — 0 e I'(up)u_, — 0, quando n — oo,

e como ||uy||* — oo, também obtemos

I'(up)u_

I'(un)uy
I'(un)uyn .0 e = — 0, quando n — oo. (5.55)

2 2
[ [

De (5.18), para j = +, — temos

[/ (Un) u]'m . 1

2 - 2
[ [

/RN Vu,Vuj, + V(2)unuj, — h(z) f(un)ujndz.

Denotemos por D a diferenga dos casos, quando j = + e j = —, isto é:

/ /
D= ! (un) Ut n _ I (un) u—,n' (556)

2 2
[ [

Lembrando da ortogonalidade de u,, com u;,, para j = +, —, obtemos

1
A
[[n | T
Ea
[ e
_ 1 /
ual® S

! /RN h(z) f(uy,) (uJﬁn - u,,n)dx

T2
[

(el + e all®) = =3 [ S t) (s — )

T2
[

Vu,Vuy ,, — Vu,Vu_, +V(z)uy, (uJﬁn - u,,n> dx

dx

h(z) f(uy,) (u+7n — u,,n>

dx

Vitial® = Vool + V(@) (Jwsnl* = [u-al’)

1
T
[
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Como foi definido v, = HZHH, obtemos v;,, = HQZnH’ para j = +,—,0. Além disso,
n n
Uy,
escrevemos ==,
unll  un
Logo,
u u_ |I° v [ u u
D= |t —n —/ h(z) fu,) = | —2 — =2 ) dg
funll | Tl S P Gl )
1
= ol ol = [ (@) Flutn) — 00 (02 = v} do

n

= osall + ol [ ha) [ UCOY (I rv,nP)] w (650)

n

Assim, como 1 = [|v,]* = [[vgnl® + [[v_nll® + von|®, pelas convergéncias dadas em (5.55)
e das expressoes de D, dadas em (5.56) e (5.57), obtemos

I' (un) Ut n I (un) U—n

on(l) = -
[ [
f(un)
= el e~ [ Nh<x>[ ) (o, 2 o) |

=1l = [ A [ ) (0, a2 - |v_,n|2)] i,

n

o que implica, usando (5.54), que

/ h(x) [ﬂuﬂ) (|v+7n|2 - |v_,n|2>] de — 1 — ||v0||2 =1, quandon — oco.  (5.58)
RN u

n

Contudo, usando as desigualdades de Holder e de Minkowski, verificarmos que o limite

de expressao (5.58) é zero, o que nos da um contradicao. Com efeito, pela hipétese (hy),

*

temos h € L4(RY), em que q =

2 1 1
. . Definindo ¢’ = —, segue que — + — = 1. Entdo,
, 2*—p p g q
para fazer uso da desigualdade de Holder, resta provar que

Fun() (v2 (1) — v%yn(-)> € L%(RN).

Un() +,n

Para provar isto, tomemos em consideracao a desigualdade

*
2- 2%
P

= 2% 2 2
anl? = ooal? |7 < (lenl® + [oonl?) ® <27 (lopnl® +o_al*?).
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5)

Além disso, a desigualdade (5.10), garante que < k, para todo s € R\{0}, entao

9%

f(un) v g
/ (loal? = lo-al?) | "o < [ Peaf ~lo-af'| " o
RN | U, RN
<k / T (Jos ¥ + oo a7 ) da
2% 2* 2*
- ()’ (||v+n|| i+ o-al 5 )

.
2% 22

< @) O (Jlorall® + |rv,nu225) <o,

Sl

isto é,
J(un (- 2 2 Z N
Wal) (12,00 = 2,0) € L (),

Note que C,2: > 0 é a constante da imersao continua E(RY) — LQZ?(RN ), em que pela
P

hipdtese (hy), se obteve 2 < 2— < 2% e assim conseguimos aplicar a Observagao A.14.
p

()

Agora, usando que < k, para todo s € R\{0} e aplicando a desigualdade de Holder

e a desigualdade de Minkowski, obtemos a seguinte expressao

f(un) 2 2 2 2
/RN h(l') w (’U+,n| - "Uf,n’ ) dr| <k HhHL‘J(RN) ‘U-i-,n —U_n ’L%(RN)
12
<k ||h||L¢I(]RN) H”+n ‘ 2; + H —”HL P (RN)}
L [P [ (RN)+||U ol
< k2 ”h”Lq(RN HU””LQT(RN) — 0.
Assim, de (5.58) e da ultima convergéncia, temos uma contradi¢ao.
]

Para concluir a prova de (1), fixemos b > 0 e tomemos a sequéncia (uy,), tal que
I(u,) Clc—b,c+b] e HI'(un)H(l + HUnH) — 0, quando n — oc.

Suponhamos que (u,) seja uma sequéncia nao limitada em FE. Entdo, tomemos uma
subsequéncia (u,,) C (u,), tal que ||u,, || = oo, quando k — oo. Isto significa que a
sequéncia I(uy,) C [c — b,c+ b] é limitada em R. Logo, a menos de subsequéncias, segue
que

I(up,) — d € [c — b,c+ b], quando k — oo.

Da Definigao 2.12, (uy,, ), a menos de subsequéncias, é uma sequéncia de Cerami no nivel

d. Entao, pelo Lema 5.11, a menos de subsequéncias, (uy,,) ¢ limitada em E, o que é uma
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contradicao, pois ||u,, || — oo, quando k — oco. Portanto, (u,) é uma sequéncia limitada

em F.

Agora estamos em condicoes de provar o Teorema 5.7, que garante a existéncia de

uma solugao fraca nao trivial para o problema (P).

Demonstracao do Teorema 5.7. Provamos que o funcional I, associado ao problema
(P) satisfaz as hipéteses (11), (Ia), (I3) e (I4) do Teorema 2.14. Entao, este teorema nos
garante que ¢ > a > w = 0, é valor critico de I. Logo, existe u € F, tal que I(u) =¢ >0
e I'(u) = 0, em que u # 0, pois I(u) > 0. Devido a I € C'(E,R), segue que u é uma

solugao fraca nao trivial do problema (P) em H!(RY). O
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APENDICE A - ESPACOS I* E ESPACOS DE SOBOLEV

No Capitulo 5, o teorema de linking abstrato (Teorema 2.14), foi aplicado a Equagao
de Schrédinger, a qual foi definida no espaco E = H'(RY) de Sobolev. Na presente secdo,
daremos algumas defini¢oes e resultados sobre este espaco, que serviram como ferramentas
para a aplicagao. Para isto, precisaremos antes enunciar e dar alguns resultados sobre o

espago LP.
A.1 Espacgos LP

Defini¢ao A.1. ( /9], Se¢io 4.2, p.91)

Consideremos a medida de Lebesque em RYN e identificamos duas funcées deste espaco se
elas coincidem quase toda parte (isto €, se elas coincidem em, exceto em um subconjunto
de medida nula do seu dominio), que de forma breve escreveremos q.t.p.. Sejam Q C RN ¢

p €R, tal que 1 < p < 0o. Definimos o espago LP (L)), como

LP(Q) = {f :Q — R, f é mensurdvel e/Q |f(2)]P dx < oo},

em que a norma nesse espago € definida por

17l = ( [ \f(x)lpdx)p

No caso p = oo, definimos
L>*(Q) = {f : Q — R, f é mensurdvel e existe C > 0 constante, |f(x)| < C, q.t.p em Q},
com norma

If ]l = inf {c > 0,|f(2)| < C, g.t.p. em Q}

Defini¢ao A.2. ( /8], Secio 1, p.2)
Dizemos que um espago vetorial normado é um FEspaco de Banach, se ele for completo

com a métrica induzida pela norma.

Teorema A.3. ( [8], Secio 1, p.11, 13)

O espago LP(S2), com a norma || - ||z, € um espago de Banach.

Proposicao A.4. (Desigualdade de Holder).
1 1

Consideremos Q2 = RN. Sejam p,q € (1,+00), tais que — + — = 1. Se f € LP(RY) e
p g

g € LYRY), entdo fg € L'(RY) e

gl <\ fllerllgllze.
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Usando a desigualdade de Holder, é possivel demonstrar a seguinte desigualdade.

Corolario A.5. (Desigualdade de Interpolagdo).
Sejam 1 < p<s<r<oo. SefelP(RY)NL(RY), entao f € L*(RY) e cumpre-se

£l < AN AN

. 1 _ l1-« o — _ b _
em que a € (0,1) satzsfazs——p + %, ser < oo, oua:=1—E ser=oc.

A.2 Espaco de Sobolev

Defini¢ao A.6. ( /9], Secio 9.1, p.263)
Sejam 2 C RY aberto e p € R, com 1 < p < oo. Definimos o Espaco de Sobolev

WhP(Q), como sendo

Wir(Q) = {u € 1P(Q),3g; € L(Q) : /Qua“) _ —/Qgigo,‘v’ﬁp € C®(Q), Vi=1,2, N}

Z;

O caso p = 2 é um caso especial. Denotamos tal espaco de Sobolev por W12(Q) = H'(Q).

No espago WP(Q) (se ndo existir confusao, escreveremos simplesmente W17 )

definimos a norma

N
ou
el = el + 3 |5
N 8U p %
ou algumas vezes, a norma equivalente | [|uf], +> 5 ,se 1 < p<oo.
i=1 1| OLi I e

No espago H*(€) estéd definido o produto escalar

<u,v>H1 = <u,v>L2 + ?:; <(§Z’ g;))p = /Qu(x)v(x) dx —|—/QVu(x).Vv(x) dr,

em que Vu = (8‘9—;‘1, 887“2, . 8‘1—7;) e a norma associada é dada por

ull 2 = (/Q|u(x)\2da:+/g \Vu(x)fdx)

O espago H'(€2), com o produto escalar <u, U>H1, ¢ um espaco de Hilbert e com a norma

||ul| ;1 € um espaco de Banach.

Antes de enunciar o préximo teorema, precisamos dar algumas defini¢oes

Definicao A.7. Seja f : Q2 — R uma fungdo continua. Chamaremos de Suporte de

uma fungdo, ao conjunto que denotaremos por supp f e definiremos como

supp f = {x € Q; f(z) # 0}
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Definicao A.8. Seja f : Q — R, tal que f € C*°. Definimos o conjunto das funcoes
infinitamente diferenciaveis com suporte compacto, como
CE Q) = {f € O supp fé um subconjunto compacto}.

Proposicao A.9. ( [7], Corolirio 11.21, p.227)
WP (RN) = WhP(RN) em que WP (RY) := C°(RY), com respeito d norma de W*P(RN).

Da proposicio anterior, em particular, temos H(RY) = H'(RY).

A seguir, enunciaremos os teoremas de Imersao de Sobolev. Para isso, precisamos dar

algumas definigoes (conferir [20], p.17).
A.3 Teoremas de Imersao de Sobolev

Definicao A.10. Sejam E., Fy espacos normados, tais que Ey C FEy. Dizemos que E

estd imerso continuamente em E,, e denotamos 1 — Es, quando a aplicacao

i:El HEQ

r—i(r) ==z
¢ uma aplicacdo continua.

Definicao A.11. Sejam E., E5 espacos normados, tais que E1 C Ey. Dizemos que E;

esta tmerso compactamente em Es, e denotamos E; —— FEs, quando a aplicagdo

1 :Fy —)EQ

r—i(r) ==z

¢ uma aplicagcdo compacta.

A.3.1 Teorema de Imersao Continua
Os seguintes resultados podem ser encontrados em [7], Teorema 11.28, p.235.
Teorema A.12. Seja Q C RY um aberto. Se 1 < p < N, entdo
Wy (Q) = L (Q).
Usando a desigualdade de interpolagao em espagos LP, dado no Corolario A.5, o
teorema acima pode ser ligeiramente melhorado, obtendo o seguinte corolério.

Corolario A.13. Seja Q C RY um aberto. Se 1 < p < N, entdo

Wy (Q) — LYQ), para todo p < q < p*.
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Observacdo A.14. Da Proposicio A.9 e do Coroldrio A.13, tomando p =2 e Q = RY,
temos
HY(RY) — LYRY), para todo 2 < q < 2*.

Como consequéncia disto, dado q € [2,2*], existe uma constante positiva C, > 0, tal que

2N
[ullra < Cyllull gy, para todo uw € H'(RY), em que 2* = N 3 ¢ N > 3.

A.3.2 Teorema de Imersao Compacta

A Defini¢ao A.11 de imersao compacta, equivale a dizer que toda sequéncia limitada

em (E1, || - ||g,) possui uma subsequéncia convergente em (Es, || - || g,)-

Teorema A.15. ( [20], p.18)
Seja 2 C RY aberto e limitado, com fronteira suave. A imersao H(Q)) —— LI(Q) ¢

compacta se:

e N>3eqe€|[2,2%), emqueZ*:%,

e N=1,2¢eq€l2,+00).

A.4 Lema de Brézis-Lieb

O lema a seguir, ¢ uma ferramenta importante no estudo da teoria de minimizacao.

Lema A.16. ( [40], Lema 1.532, p.21)
Sejam Q C RY subconjunto aberto e (u,) C LP(),1 < p < co. Se (uy,) € limitada em
LP(Q2) e up, — u q.t.p. em ), entdo

tim (lunlly = lln = ull2,) = [l
Observacao A.17. Algumas consequéncias deste lema sao:

(a) O lema mencionado é um generaliza¢ao do Lema do Fatou.

(b) Sob as hipdteses do lema, u, — u fracamente em LP(2). Contudo, a convergéncia
fraca em LP(Q)) nao € suficiente para obter a conclusdo, excepto quando p =2 (para
mais detalhes, veja [40], p.22).

(¢) Em qualquer espago de Hilbert

Se wn — u, entao Hm ([lun|l” = [fun — ull”) = [[ul|”.
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APENDICE B - NOCOES DE TEORIA DE MEDIDA E INTEGRACAO

A seguir, sao apresentadas nogoes da Teoria de Medida, que foram usadas no
Capitulo 5. Em particular, entre outros resultados, se usou para provar que a sequéncia

de Cerami, (do funcional energia I) ¢ uma sequéncia limitada.

B.1 Lema de Fatou

O resultado a seguir é um caso particular do Lema do Fatou.

Teorema B.1. ( [21], Lema 2.11, p.532)
Seja Q@ C RY um conjunto Lebesgque-mensurdvel e (f,) uma sequéncia de fungdes ndo

negativas definidas sobre 2. Entdo,

/Q(h}flg.}ffn( )) hmmf/ fulz

B.2 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema B.2. ( [21], Teorema 2.12, p.32)
Consideremos a medida de Lebesqgue em RY. Sejam Q C RY e (f,) uma sequéncia em
LY(2), tal que

i) fo(x) = f(x) q.t.p em Q.

it) Emiste uma fungdo nado negativa g € L*(Q), tal que | f,| < g, para todo n € N.

Entao,
FE'®RY) ¢ lim fn(x)daf:/RNf(x)d:c

n—oo JRN

B.3 Teorema de Vainberg

O teorema a seguir, é devido a Vainberg e representa a reciproca do Teorema da

Convergéncia Dominada.

Teorema B.3. ( /9], Teorema 4.9, p.94)
Sejam Q0 C RN um conjunto Lebesgue-mensurdvel, (f,) uma sequéncia de fungoes em
LP(Q) e f € LP(Q), tais que

| frn — f||Lp(Q) — 0, quando n — oc.

Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) e uma fungio & € LP(RN), tais que
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o fo(x) = f(x), ¢t.p. em L

o |fuu (@) <&(2),q.t.p. em Q, para todo k € N.

Defini¢ao B.4. ( [15], Capitulo XIII, se¢io 12, p.172 )

Sejam (X, X, 1) um espago de medida e f: X — R uma func¢do mensurdvel. Chamamos
o mdximo em medida de f em X ao maior dos limites inferiores dos a € R, tais que
f(z) < a, quase todo ponto, com respeito a medida p (1—qtp), o qual denotaremos por

esssup f ou esssup f(x), isto €, se existir tal a € R, definimos
zeX

ess suerf(x) = inf {a € R, ,u({x e X: f(x)> a}) = 0}
= inf {a eR, f(z) <a, p— qtp. } (B.1)

e esssup f(x) = +o00, caso contrdrio. Devido a esta notagao, o mdzimo em medida de f
zeX
¢ chamado de supremo essencial de f. Analogamente, se existir b € R, definimos o

minimo em medida, que denotaremos por essinf f ou essinf f(z), como sendo
rzeX

essinf f(x) = sup{b eR, ,u({x €eX: f(r)< b}) = 0}

reX

= sup {b €R, f(z) > b, u— qlp. } (B.2)

e essinf f(z) = —oo, caso ndo exista tal b € R. Também, o minimo em medida é chamado
zeX
de infimo essencial de f.

Das defini¢oes dadas, assumindo p # 0, pode-se obter facilmente

inf f(z) <essinf f(z) < esssup f(z) < sup f(x) (B.3)
rzeX rzeX zeX reX

(Veja [15], Capitulo XIII, se¢ao 12, p.173)
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APENDICE C - ALGUNS RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

As defini¢oes e os teoremas a seguir, foram usados principalmente para definir
as variedades de linking, dadas no Capitulo 2. Além disso, também sao apresentados

resultados da Teoria Espectral, que foram usados no Capitulo 5 .

C.1 Variedades de Hilbert

Nesta secao, daremos algumas defini¢oes prévias, para logo poder definir a variedade
de Hilbert.(Para mais detalhes, veja [11], Capitulo 2, p.19)
Seja O um subconjunto aberto de um espago de Hilbert E e f : O — R um funcional

diferenciavel. Dado ¢ € R, denotamos

) ={u€ 0, f(u)=c}

Defini¢ao C.1. Dizemos que ¢ é um Valor regular de f, se Vf(u) # 0, para todo

u € f~Y(c). Dizemos que ¢ é um Valor critico de f, se nio for um valor reqular de f.

Definicdo C.2. Um subconjunto ndo vazio M de E, é Subvariedade de classe C*,
de E, se existir uma funcio f: O — R de classe C*, definida em um subconjunto aberto

O de E, e um valor reqular ¢ de f, tais que
M= f"Y(o).

Além disso, se M € um subconjunto fechado de E, dizemos que M é uma Subvariedade de
Hilbert de E.

C.2 Algumas propriedades de operadores em espagos normados

Definicao C.3. ( [25] Definiciao 8.1-1, p.405)
Sejam E,F espacos de Banach e T : E — F um operador linear. Dizemos que T €

um Operador Compacto , se T € continuo e T(A) é compacto, para qualquer A C E

limitado.

Teorema C.4. ( [25], Teorema 8.1-3, p.407)

Sejam E e F espacos normados e K : E — F um operador linear. K é compacto,
se e somente se, para toda (x,)neny C E limitada, a imagem K((x,)nen), possui uma

subsequéncia convergente em F.
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Proposicao C.5. ( [23], Proposi¢io 2.10, p.36 ) Sejam T : E — F' operador compacto
eU,: F — G, Uy : G — E operadores lineares e limitados, entdo T oUy : G — F e
UyoT: E— G, sio operadores compactos.

Demonstracdo: Provaremos que T o Uy é um operador compacto. O outro resultado é
analogo. Com efeito, como o operador Us é continuo, existe § > 0, tal que Us(Bg) C 0Bg,
em que Bg e Bg sao bolas em G e F, respectivamente. Logo, pela linearidade de T,

obtemos

T(05(Ba)) C 5T(By).

Como o operador T" é compacto e a bola Bg é limitada, entao §7'(Bg) é compacto. Assim,
temos que T'(Us(Bg)) é um subconjunto fechado, contido num conjunto compacto, portanto
T(Uy(Bg)) é compacto (ver [17], Lema 7, p.17). Novamente, concluimos que 7" o Uy é um

operador compacto. O

Teorema C.6. ( [6/, Teorema 5.25, p.65)

Se E ¢ um espaco reflexivo, entdo toda sequéncia limitada em E possui uma

subsequéncia fracamente convergente.

Teorema C.7. ([31], Proposi¢io 7, p.222) As sequintes afirmagées a respeito de um
espaco métrico £ sao equivalentes:

1) E é compacto.

2) Todo subconjunto infinito de E possui um ponto de acumulagao.

3) Toda sequéncia em E possui uma subsequéncia convergente.
)

4) E € completo e totalmente limitado.

Teorema C.8. ([8], Teorema 6.2.11, p.149 )

Sejam E um espagco normado e K um subconjunto convexo de E. Entdo, o fecho de K
na topologia da norma coincide com o fecho de K na topologia fraca. Em particular, um
conjunto convexo € fechado na topologia fraca se, e somente se, é fechado na topologia da

norma.

Teorema C.9. ( [8/, Teorema 9.4.2, p. 262 )
Sejam E um espago métrico completo e ¢ : E —— E uma contragdo, entdo existe um unico

ponto fixo xog € M, isto €, existe um unico xy € M, tal que ¢(xg) = xo.
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Teorema C.10. ( /25], Teorema 2.10-4, p.120)
O espago dual E' de um espago normado E é um espago de Banach (mesmo que E nao

seja um espago de Banach)

Antes de enunciar um teorema de convergéncia, daremos a seguinte definicao.

Defini¢ao C.11. ( /8], Defini¢io 6.2.1, p.143) Seja E um espago normado e E' o seu
espago dual, a topologia fraca no espago normado E, denotada por o(E, E'), € a topologia
gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E'. Quando uma sequéncia (r,) em E

converge para x € E na topologia fraca escrevemos x, — x.

Teorema C.12. ( [9], Proposi¢io 3.5.(iv), p.58)
Seja (x,) uma sequéncia em E. Se x, = x em o(E,E') e f, — [ forte em E’', entdo

{frs 2n) — ([, 7).

C.3 Teoria Espectral

Nesta secao daremos algumas defini¢oes e teoremas da Teoria Espectral. Isto nos
permitird definir o resolvente e o espectro (no caso real) de um operador L, e com isto

caracterizaremos o espectro de um operador autoadjunto.

Definicao C.13. ( [38], Definigio 3.1, p.30 )

Sejam H um espago de Hilbert e L : D(L) C H — H wum operador linear, em que o
dominio D(L), é um subespago denso de H. Dizemos que L* : D(L*) C H — H € o
operador adjunto do operador L como seque:

Dado v € D(L*) se, e somente se, v € H e existe w € H, tal que (Lu,v) = (u,w), para
todo u € D(L), e L*v = w, para todo v € D(L*).

Na defini¢ao anterior, w é o (uinico, devido a densidade de D(L) em H) elemento

associado com v na defini¢ao de D(L*).

Defini¢ao C.14. O operador L : D(L) C H — H ¢ dito autoadjunto se L = L*, isto
¢, se D(L) = D(L*) e L*v = Lv, para todo v € D(L").

Teorema C.15. ( [25], Teorema 9.1-3, p.463)
O espectro o(L) de um operador autoadjunto linear e limitado L : H — H, em que H €

um espago de Hilbert complexo, € real.
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C.3.1 Espectro de um operador autoadjunto

Dadas as definigbes e teoremas prévios, definiremos o resolvente e consequentemente,

o espectro de um operador autoadjunto em R.

Defini¢ao C.16. ( [38], Definicao 3.3, p.32 )
Sejam H um espago de Hilbert e L : D(L) C H — H operador autoadjunto.

O resolvente do operador L ¢é o conjunto
p(L) = {)\ ER, L—X:D(L)— H, éum isomorﬁsmo},

cujos elementos sao chamados valores regulares de L.

O espectro do operador L ¢ definido como sendo o complementar do resolvente de L,
isto €,
o(L) = R\p(L).

O espectro pontual de L ¢é definido por
o

o(L) = {) € o(L), ker(L — AT) # {0}}

sendo seus elementos chamados autovalores de L.

O espectro discreto de L ¢ definido por
oq4(L) = {)\ € 0,(L), 0 < dimker(L — A\Z) < 00 e A € ponto isolado de O'(L)}
O espectro essencial de L é o complementar do o4(L) em o(L), e é denotado por

O-ess(L) = J<L)\Od(L)

Observacao C.17.

e Notemos que o(L), o.ss(L) C R sao fechados, para todo L autoadjunto. (Cf. [25],
Teorema 7.3-2, p 376 e [38], p 32.)

e Os elementos de 04(L) sio autovalores, que sao pontos isolados de o(L) de multipli-
cidade finita.

e Os elementos de 0.55(L) sao todos os pontos de acumulagio de o(L) ou todos os

autovalores de multiplicidade infinita.
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Defini¢ao C.18. Seja H espago de Hilbert. Um operador A : D(A) C H — H ¢é
positivo, se (Au,u)g > 0, para todo u € H\{0}.

Teorema C.19. ( [18], Teorema 2, p.906) Um operador A é positivo se, e somente se, o

espectro a(A) estd contido no eixo real nao-negativo.

Teorema C.20. ( /38], Teorema 3.6, p.34)
Para todo V € L™, o operador A : D(A) C L?* — L?, dado por Au = —Au + V(x)u, é

autoadjunto.

Teorema C.21. ( [38], Teorema 3.15, p.44)
Sejam V € L, | = lim essinf V(z) e A= —A+ V(x). Entdo,

(i) Oess(A) C [l,+0)

(i7) Se lim esssup|V(z) — 1| =0, entdo oess(A) = [I, +00),

R—o0 |x\>R

Teorema C.22. ( [19], Teorema 30, p.150)

Se a funcio V : RN — R é mensurdvel, localmente limitada e tal que \xgiloo inf V(z) = Vg,
entao o operador A = —A+ V(x) é semi-limitado inferiormente e tem o espectro discreto
04(A) C (=00, V), de modo que para todo € > 0, o espectro de A em (—o0, Vs — €),

consiste de um numero finito de autovalores de multiplicidade finita.
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APENDICE D - TEORIA DO GRAU DE LERAY-SCHAUDER

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados da a teoria do grau de
Leray-Schauder que foram usados para provar (no Capitulo 2) que certas variedades sao

linking. Os resultados desta se¢ao estdao baseados em [22], Capitulo 7.1, pdgina 172.

D.1 Teoria do grau de Leray-Schauder.
Definicao D.1. Seja Q um subconjunto aberto e limitado de um espago de Banach E. Se

0 Q) —F

xr— p(r) =2 —T(x),

em que T : Q — E é uma aplicagio compacta e a € E\¢(9N), entdo dizemos que (¢, 2, a)

¢ uma terna admissivel para o grau de Leray-Schauder

Definicao D.2. Sejam E, F espacos de Banach. Dizemos que T : M C E — F ¢ uma
aplicagdo de posto finito, se T é continua e T (M) estd contido num subespago de F'

de dimensao finita.

Defini¢ao D.3. Seja uma terna admissivel (p,Q,a), em que p(z) = x — T'(z). Seja
T:Q — E, aplicacio de posto finito tal que para todo z € 1,

IT(z) = T(2) |5 < pla, p(09)),

em que p(a, p(0R2)) == weiﬁr(lafﬂ))p(a, w). Seja S C E subespago de dimensao finita, contendo

T(Q) e a. Definimos o grau de Leray-Schauder da terna (¢, a) por

~

deg(@? Q) a) = degB(@) Qa a)a

em que p = (I — f)lﬁ, Q=0nS edegy(3,Q,a) é o grau de Brouwer (conferir [22],
capitulo 3, p.48)

D.2 Propriedades do grau de Leray-Schauder.

A seguir, daremos uma definicdo e enunciaremos algumas propriedades da teoria

do grau de Leray-Schauder.

Defini¢ao D 4. Sejam M C E e H : M x|0,1] — E. Dizemos que H é uma homotopia

de aplicagoes compactas em M, se
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e H(-,t) é compacto em M, para todo t € [0,1].

e Para todo € > 0 e para todo subconjunto B C M limitado, existe § > 0, tal que
|H(z,t) — H(z, )|z <&, sempre que x € B e |t — s < 0.

Teorema D.5. Nas sequintes propriedades, consideramos ) aberto e limitado de E, em

que EE um espaco de Banach.

(P1) Normalizagdo:
Seja I : E — E a aplicagdo identidade e seja 2 C E um conjunto aberto e limitado,
entdo para todo a € €,

deg(1,9,a) = 1.

(P,) Existéncia de solugdo:

Seja (¢, 2, a) uma terma admissivel. Se deg(p,Q,a) # 0, entdo

existe x € Q, tal que p(x) = a.

(P;) Invaridncia Homotdépica
Suponhamos que H : Q x [0,1] — E é uma homotopia de aplicacdes compactas em

Q. Seja ¢y =1 — H(-,t), para t € [0,1] com a ¢ ©;(0Q), para todo t € [0,1]. Entdo,

deg(ps, 2, a) independe de t.
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APENDICE E - ALGUNS RESULTADOS E ESTIMATIVAS

Nesta se¢ao, demonstraremos duas desigualdades que foram usadas no Capitulo 5.

Proposicao E.1. Supondo (f1) e (f2) satisfeitas, dado e > 0 e 2 < p < 2*, existe uma
constante C. > 0, tal que

i) 1f(s)] <els| + Cefs|”".

C.
i) [Fs)| < lsl+ XI5l

Demonstragdo: A prova do item (i) seréd feita usando um raciocinio parecido com a
prova feita para obter a desigualdade dada em (5.10). O item (i7), serd provado a partir

do primeiro item.

Prova de (i): Da hipétese (f1), dado € > 0, existe 6. > 0 que depende de ¢, tal que
|f(s)] < el|s|, para todo |s| < 6. (E.1)

s
Da hipétese (f2), para € > 0 (como acima), existe M, > 1, tal que Q —al| < e, para
s

todo |s| > M.. Logo,
|f(s)| < (a+¢€)|s|, para todo |s| > M..

Como p > 2, entdo p — 1 > 1. Além disso, como |s| > M. > 1, temos |s| < [s|""" e

substituindo na expressao anterior, obtemos
1f(s)| < (a+¢e)|s| < (a+e)|s|’", para todo |s| > M.. (E.2)
Portanto, de (E.1) e (E.2), se |s| < d. ou se |s| > M., segue

1£(s)] < els| + (a+e)|s]P .
1f(s)]

s

Como a funcao é continua em [0, M.], atinge um maximo M. no compacto [d., M,].

Assim obtemos,

1f(s)] < M5|5|p_1, para todo s € [0, M,].

Logo, tomando C. = max {Ms, (a+ 8)}, concluimos

|f(s)] < e|s| + C.|s|"~", para todo s € R.

Prova de (ii): Integrando a expressao obtida no item (i) e usando a hipdtese (f3), temos

s Ce
IF(s)| < / F(0)]dt < %|S|2 + Z2|sP, para todo s € R.
0 p



101

A seguir, provaremos que a funcao f dada como exemplo no Capitulo 5, satisfaz as

()

condigoes (f1)—(f3) da hipétese do problema (P), porém “——= nao é crescente.
s

Proposicao E.2. Seja f: R — R, definida como

57— %5’5 + 243

T4 , se |s| <5,
fs) =
3
%, se |S| > 10
S

Entdo, [ satisfaz as hipdteses (f1)—(f3). Além disso, & ndo é crescente.
s
- . - : f(s) .
Demonstragdo: A seguir, serdo provados os itens (f1)—(f3). A prova de “——= nao ser
s

crescente, foi dada no exemplo no Capitulo 5 .

(f1) Temos que f é uma fungao racional, onde seus termos sao fungoes polinomiais,
portanto f € C(R,R). Logo, considerando f, quando |s| < 5, temos
f(s) sT—35° 4 24

}sg%?:£% s(1+ s5) -

(f2) Primeiro, vamos calcular F(s) = / f(t)dt, considerando o caso |s| > 10.
0

s L/, 9
F(s):/o mdt:§<8 —ln(s —i—l)),

logo tomando limite e aplicando L’Hopital na segunda igualdade, temos

1 2
lim F(S>: lim <52—1n<32+1)): lim 1(1_h1(5+1)>:;>0'

s—too g2 s—400 252 s—>+00 52

1
Assim, existe a = 3 > 0.

(f3) Da hipétese do problema, Q(s) é definido como

Q(s) = ;f(s)s—F(s) = ; <83> s—;<82—1n(82+1)),

14 52

Logo, tomando limite

lim Q(s) = 1 1( s 52 11(2 1)
Jm Qs) = lim o a) -5t
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E.1 Regularidade do funcional energia [

Seja I o funcional associado ao problema (P), definido em (5.11) como

I(u) = ; L (9ul 4 V@y)de — [ h)F)ds,

o qual, segundo a expressao (5.14), também pode ser escrito como

1 2 2
—— ¢ _
1) = 5 (P = o P) = [ () F(u(e) da.
Da Proposigao E.1 temos uma estimativa para F'(u). Além disso, pela imersao de Sobolev,

existem constantes Cy, C), > 0, tais que

[ b s < b [ Pde < b [ (Shf + Sl )ao
g/RNM dw+hooC/RN]u|pdx

Ce

2
= hooiHUHm(RN) +— » = (|l gy
€ C
< h00502||u“2 + ?&CPHUHP-

Logo, temos que o funcional I, estd bem definido em H!(RY).

Proposigao E.3. O funcional I : H}(RY) — R, dado por

_1 2 2
I(u) = 5 /RN (\Vu\ + V(z)u )dx - /RN h(x)F(u)dx,
para todo u € H'(RY), é de classe C'(H'(RY))

1 1
Demonstragdo: Para isto, consideremos I(u) = 511(u) + §Ig(u) — I3(u), em que

L(u) = /]R IVulde, I(u) = /]R V(eytdr e Iu) = /R h(@)F(u)ds.

Agora, resta provar que I; € C*(H'(RY)), para j = 1,2, 3. Para isto, achemos a derivada

de I ]’ no sentido de Gateaux.

o I, € CHH'Y(RY)) : Com efeito, primeiro calculemos a derivada de Gateaux I (u)v,
para cada u,v € (H'(RY)). Isto &,

Li(u+ tv) — I (u) = / |V(u+tv)|dm—/N|Vu|2dx

V(u+tv)V(u+ tv)dr — /N |Vu|?dx

/ (VuVu + 2tVuVou + tZVvVU> dx — /N |Vul*dz

<|Vu|2 + 2tVuVu + t*|Vol? )dm — /N |Vul*dz
R

2t/ Vqudx+t2/ |Vo|*dx
RN N
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Portanto,

I (u)v = lim fi{uttv) = hw) = lim (2/ VuVudzr + t/ ]Vv\%ix) = 2/ VuVudz.
RN RN RN

t—0 t t—0

Agora mostraremos que o operador I é continuo. Entao, tomemos uma sequéncia
(u,) € HY(RY), tal que u,, — u em H'(RY). Assim, para cada v € H'(RY), com ||v|| < 1,

e considerando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(i) = )0

=2

/ <VunVU — Vqu) dx
RN

:2/\v%—va¢m<%/ W%—vﬁmf</]wwgé
RN RN RN

< 2ffun — ull[[oll < 2flun — .

< 2/]RN ‘Vuan — Vqu’d:z:

Logo, denotando por || - ||~ & norma no espaco dual de H'(RY), temos
I (u0) = i (w) - = sup (£ (wn) = () v} < 2un — u]

E com isto temos que I; € C*(H*(RY)).

o [, e CYH*RY)): Como o mesmo raciocinio usado para achar I{(u)v, obtemos

I tv) — I
I(u)v = lim 2(uttv) = bw) 2 | V(x)uvde.

t—0 t RN

Também, tomando uma sequéncia (u,) € H*(RY), tal que u,, — u em H'(RY). Assim,

para cada v € HY(RY), com [Jv|| < 1, temos

(Talun) = Tyw))o

< 2Voo/ |un, — u| |v|dz
RN

<2V </ [, — u|2al1:)2 (/ |v|2d:13>2
RN RN

= Cllun =] [|v]]

< COlluy, — ul.
Logo,
I175(0n) = Tl = sup | ((un) = I3(w) 0| < 2fun — L

Assim, I, € C'(H'(RY)).

o I3 € CHHY(RY)) : Com efeito, primeiro calculemos a derivada de Gateaux I}(u)v,
para isto, seja t € R, tal que 0 < |t| < 1, para todo z € RY e para cada u,v € (H'(RY).

Consideremos a fung¢io continua

[:]0,1]] — R
s — 1(s) == h(x)F(u + stv),
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donde temos que
I'(s) =h(x)f(u+ stv)tv, 1(1)=h(z)F(u+tv) e 1(0)=nh(x)f(u).

Como [ é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio, existe
6 € (0,1), tal que
[(1) —1(0) = A'(0),

isto é
|h(z)F(u+ tv) — h(z)F(u)| = |h(z)f(u+ 0tv)||tv],

logo,
h(z)F(u+ tv) — h(z)F(u)
t

Pela desigualdade (5.10), temos que ’f(u)‘ < k|u| para todo u € H*(RY), donde obtemos,

= |h(x) f(u + 0tv)||v] (E.3)

|h(z) f(u+ 0tv)||v] < hoo|v] k |u + Otv|
hook|u||v] + hookOt|v]?
ky

[ul[o] + kalv]* € LY (RY).

<
<

Além disso, tomando uma sequéncia (t,,) C R, tal que |t,| — 0, temos
h(z) f(u(z) + 0t, v(z)) v(x) — h(z)f(u(z))v(z), pontualmente.
Pelo Teorema B.2, da Convergéncia Dominada, e da igualdade (E.3), segue

/h() (u+to)de — | h(z
RN

RN

I tv) — 1.
I(u)v = lim s(uttv) = Iy(u) = lim

t—0 t t—0

h(z)(F(u+ tv) — F(u))

= lim o ; dr = lim o h(z)f(u+ 6tv)vdz
= Jow h(x)f(u) vdz.

Agora, mostraremos que I} é continuo. Para provar isto, como no caso anterior, tomemos
uma sequéncia (u,) C H'(RY), tal que u,, — v em H'(RY). Da Observacio A.14, das
imersoes de Sobolev, obtemos que u,, — u em LI(RY), para 2 < ¢ < 2*, N > 3. Entdo,
pelo Teorema B.3 de Vainberg, existem uma subsequéncia (u,,;) C (u,) e uma funcao
g € LY(RY), tais que

U, (x) — u(z),q.t.p. em RY e |u,, (2)] < §(z),q.t.p. em R
Como f é continua, temos

| f (tn,; () — fu(x))]* — 0, q.t.p. em R,
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Entao, novamente, usando a desigualdade (5.10), existem k1, ko constantes, tais que

fn,) = S < 22<]f(unj) 4

)

Ay g, [ + Aoy |uf?

<
< ks|g(2)? + kalul* € L'(RY).

Pelo teorema da Convergéncia Dominada,

2

L) = @) da = |1 wn,) = f )

L2(RY)

Portanto, para v € H'(RY), com |Ju|| < 1, temos que

(I3, = K)o

RN

h(as)(f(un» f(w))vdz
< oo/ £ ) = £ o de

— 0.

/RN h(ft)f(unj)vd:v—/ h(z)f(u) vdz

Agora, da expressao anterior e usando a Proposicao A.4, Desigualdade de Holder, temos

()~ 1

ol oo [ 1 () = ()] folda

< ho (/RN () f<u>|2d-%)é (o)

= hoollf (un;) = F(w)l| L2y 0] 2 ey

Logo, pela imersao de Sobolev, existe uma constante Cy > 0, tal que ||v|| 2wy

como ||v]| € 1, na desigualdade (E.4), temos

[(75(un,) = T3(u) )| < ool f(tn,) = f ()] 2y

Assim,

175 (utn,) = T(u)||- = sup |(I5(un,) = T3(u) )| < hooCollf (un,) = f

[oll<1

Portanto,

lim I5(un,) = Iy(u).

J—00

E com isto temos que I3 € C1(H'(RY)).

(E.4)

< Gaollvf| e

(u)”LQ(RN)-



