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RESUMO

Lemos, M. R.. Espalhamento de Micro-ondas por um cilindro infinito. Dissertagao
(Mestrado) — Faculdade Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora/MG, 2020.

Nesta dissertagao, faremos uma breve introdugdo sobre espalhamento eletromagnético,
introduzindo os conceitos fundamentais necessarios para abordarmos o problema de
espalhamento. Também iremos definir os harmoénicos cilindricos vetoriais e algumas de
suas propriedades. Sera desenvolvido todo o setup experimental, de modo que possamos
aplicar a teoria de espalhamento na faixa de micro-ondas em um cilindro infinito, de modo
que através da caracteristica da intensidade da onda espalhada possamos determinar as
propriedades fisicas como, por exemplo o indice de refracao do cilindro nesta regiao do
espectro. Isto sera feito comparados os resultados teéricos, experimental e computacional.
Além disso, faremos uma introducao a respeito do método computacional FDTD, que
¢é capaz de resolver as equagoes de Maxwell numericamente descrevendo a propagacao,
transmissao e espalhamento das ondas eletromagnéticas em um meio qualquer. Se tornando
um método muito util para execucao do resultados computacionais, presentes nesta

dissertacao de mestrado.

Palavras-chave: Espalhamento eletromagnético. Micro-ondas. Cilindro infinito.Indice de

refragdo. Centro espalhador.



ABSTRACT

Lemos, M. R.. Microwave Scattering over an infinite cylinder. Dissertation (Master)
— Faculdade Federal de Juiz de Fora, Juiz de Fora/MG, 2020.

In this dissertation, we will make a brief introduction about electromagnetic scattering,
introducing the fundamental concepts necessary to address the scattering problem. We
will also define the vector cylindrical harmonics and some of their properties. The entire
experimental setup will be developed, so that we can apply the scattering theory in
the microwave range in an infinite cylinder, so that through the characteristic of the
intensity of the scattered wave we can determine the physical properties, for example the
index of refraction of the cylinder in this region of the spectrum. This will be done by
comparing the theoretical, experimental and computational results. In addition, we will
make an introduction about the computational method FDTD, which is capable of solving
Maxwell’s equations numerically describing the propagation, transmission and spreading
of electromagnetic waves in any medium. Becoming a very useful method for the execution

of computational results, present in this master’s thesis.

Keywords: Electromagnetic Scattering. Microwave. Infinite cylinder. Refractive index.

Spreading center.
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1 INTRODUCAO

O espalhamento de ondas eletromagnéticas é um tema amplo, pesquisado ha mais
de um século. Tudo comecou com o estudo de espalhamento por cilindros circulares e
esferas, que sdo problemas classicos no eletromagnetismo [1, 2]. Conforme a referéncia
[1, 3], em 1881, Rayleigh foi quem resolveu pela primeira vez o problema do espalhamento
por um cilindro circular dielétrico [4]. J& o problema de espalhamento por uma esfera
dielétrica foi resolvido por Lorenz em 1890 [5] . Enquanto isso, a difragdo de ondas
por corpos condutores (cilindro circular e esferas), foi expressa por Thomson em 1893
[6]. Apesar disso, a solugao tedrica para o problema do espalhamento por uma esfera
¢é conhecida como espalhamento Mie, devido a famosa solucao publicada por Mie em
1908 [7]. Em muitos livros textos [1], em homenagem e ao reconhecimento do trabalho
de Lorenz, a teoria do espalhamento eletromagnético de uma onda plana por uma esfera

dielétrica é referida como Teoria de Lorenz-Mie (T.L.M).

Apesar da teoria ter sido construida no século passado, a teoria de espalhamento
continua sendo uma ferramenta poderosa para o desenvolvimento de novos dispositivos
nas areas industrial e bioldgica [8, 9]. Ela permite ser aplicada em diversos campos
multidisciplinares. O estudo do espalhamento eletromagnético pode ser estendido para
qualquer regiao do espectro e a qualquer tamanho do centro espalhador. Isto fornece
uma ideia do poder da técnica. Com a melhoria dos computadores, houve um grande
avanco no estudo e andlise das interacoes de ondas eletromagnéticas por varios corpos,
proporcionando estudar aerosséis na atmosfera terrestre e em outros planetas, pingas

6pticas aplicada a &rea de biologia molecular, radares etc [8, 9, 10].

1.1 OBJETIVO

O objetivo deste trabalho restringe-se em resolver o problema do espalhamento
devido a incidéncia proveniente de uma fonte de radiagdo de micro-ondas em um cilindro
infinito. Conhecendo a intensidade da radiacao espalhada em funcao do angulo de
espalhamento é possivel determinar algumas propriedades do centro espalhador (nesta
dissertagao, o centro espalhador é um cilindro de Teflon) como, por exemplo, o indice
de refracao do material, o raio do cilindro e o meio que circunda este cilindro . Como
veremos mais tarde, os calculos dos coeficientes de espalhamento dependem do tipo de onda
incidente e muitas vezes esta onda incidente esta longe de ser uma onda plana. Ha também
uma forte dependéncia com a polarizacao da onda incidente. Todas estas anélises serao
discutidas ao longo desse trabalho. O conhecimento das propriedades do centro espalhador
ou o meio no qual estd embebido, através da medida da intensidade espalhada, permite
utilizar esta técnica para o desenvolvimento de novos sensores na faixa de micro-ondas.

Existem muitos trabalhos de espalhamento na faixa do visivel e de infravermelho, mas
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relativamente pouco na faixa de micro-ondas [2]. Existem muitas aplicagoes de teoria de
espalhamento na faixa de micro-ondas. Com o desenvolvimento de tecnologias ligadas
a telefonia celular 5G, aplica¢oes das micro-ondas na producao e refino de petroleo e o
desenvolvimento de novos metatérias [11, 12, 13|, assim o interesse sobre espalhamento

por micro-ondas vém crescendo nos ultimos anos.

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Dividiremos esta dissertacao em duas partes. Nesta primeira parte (Cap 1, 2 e 3)
introduziremos conceitos sobre a fisica basica necessaria para o estudo do espalhamento de
ondas eletromagnéticas cujo centro espalhador é um cilindro infinito. Toda a matematica
necessaria para enfrentarmos este problema também sera descrita. O estudo e solugao
para o espalhamento podem ser facilmente encontrados em diversas literaturas classicas a
respeito deste assunto, em especial nos livros e artigos: de Bohren e Huffman , Kerker,
van de Huslt, Stratton, Jackson, Tsang e Wait [1, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

Com todo o embasamento tedrico descrito na primeira parte, partimos para a
segunda parte que basicamente esta relacionada ao desenvolvimento experimental. No
capitulo 4 apresentamos de forma bem resumida alguns pontos sobre o transmissor
e receptor de micro-ondas (antenas cornetas) que estd diretamente correlacionado ao
problema de espalhamento. Nesta dissertagao apresentaremos dois modelos de antenas
cornetas (que sdo nossos receptores e transmissores), onde estes operam na faixa de 8.2GHz

e 9.6GHz. Os resultados e as discussoes também estao contidos nesta etapa (Cap. 5 e 6).

No problema de espalhamento sao necessarios dois elementos basicos: a radiacao
incidente e o objeto (centro espalhador) com o qual a radiagao interage. Vale lembrar
que a radiagao incidente carrega a informacao da intensidade, estado de polarizacao e
frequéncia. Ja o centro espalhador envolve a sua geometria, tipo de material, meio que
estd embebido e sua dimensao quando comparado com o comprimento de onda da radiagao
incidente. Para o estudo do espalhamento de ondas eletromagnéticas por um cilindro
infinito, partimos das equagoes de Maxwell [1, 14, 15], onde impomos as condi¢oes de
contorno na superficie do centro espalhador, exigindo a continuidade das componentes
tangenciais dos campos elétrico e magnético, uma vez que na maioria dos casos de interesse
as correntes da superficie sao nulas. Vamos trabalhar com meios nao magnéticos, ou seja, as
permeabilidades magnéticas do material espalhador e do meio externo serao consideradas
proximas [1, 14, 15, 16]. O Resultado desta consideragao é que o indice de refragao relativo
correspondente ao centro espalhador s6 dependera das permissividades elétricas dos dois
meios [19]. J& para materiais ferromagnéticos como por exemplo as ferritas, onde estas
possuem altos valores de permeabilidade na regidao de micro-ondas e radiofrequéncias [20]
esta equivaléncia nao é valida. Temos algumas propriedades interessantes devido ao centro

espalhador possuir propriedades magnéticas na regiao de micro-ondas, as quais conduzem
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a fendmenos tais como os picos de de ressonancia morfologica (morphology-dependent

resonance ou MDR [21]) e eficiéncia de extingao [22].

Para geometrias simples e bem definidas, como ¢ o caso do cilindro infinito, ¢é
possivel calcular as expressoes analiticas dos campos espalhado e interno. Apresentaremos
estas expressoes de maneia clara, de modo que a formulacao tedrica envolva a decomposigao
do campo total. A principio, o campo incidente é definido em cada ponto do espaco como
sendo o campo que existe sem o material espalhador.Normalmente, descrevemos esta fonte
de radiagao como uma onda plana, que é a forma mais simples de uma frente de onda,
onde os raios sao paralelos um ao outro, mas também podemos ter uma onda que possui
um formato qualquer (mais complicada que a onda plana), como por exemplo, uma onda
esférica [26]. O campo espalhado e o interno sao expandidos em uma série de harménicos

cilindricos vetoriais.

Nesta dissertacao, estamos interessados no espalhamento para a regiao de micro-
ondas e, portanto, a proposta é encontrar as propriedades do centro espalhador para essa
regiao do espectro. Isto significa dizer que vamos utilizar a intensidade espalhada para

"'sondar"os meios materiais sem a necessidade de entrar em contato direto com eles.
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2 ESTADO DA ARTE

A teoria geral do espalhamento é baseada nas equagoes de Maxwell e das relacoes
constitutivas. Toda vez que uma onda propagante passa de um meio para outro (meios
distintos) ocorrerd uma reflexdo, refragdo e em muitos casos absor¢ao. A interagio entre
as ondas incidente, refletida e transmitida gera o que chamamos de onda espalhada. As
caracteristicas das ondas espalhadas vao depender de varios fatores, como comprimento de
onda, geometria e dimensao do centro espalhador, estado de polarizagao, angulo em que

esta sendo medido a intensidade espalhada etc.

Naturalmente podemos perceber o fendmeno de espalhamento da luz, seja no azul
do céu, um pdr do sol alaranjado, a formagao de um arco-iris e o efeito gloria. Todos estes
sdo acontecimentos naturais que se dao pelo espalhamento dos raios solares (depende do
comprimento de onda) pelas moléculas que compdem nossa atmosfera [19]. Outro exemplo
é a incidéncia de luz solar na folha de uma planta. As cores associadas ao vermelho e azul
em sua maioria sao absorvidas pela folha e sao responsaveis pela producao de fotossintese.
Ja a cor associada ao verde é em larga medida refletida ou refratada, ou seja, nao sofre
absorgao [1]. Neste exemplo vemos que os efeitos de espalhamento, em sua maioria, estao

acompanhados de absorcao.

Uma forma de entendermos melhor o problema de espalhamento e absorcao é
lembrar que uma carga elétrica acelerada emite radiacao. Ao incidirmos uma onda
eletromagnética em um obstaculo, seja uma particula solida ou liquida, uma molécula,
um atomo, ou um unico elétron, as cargas elétricas que compoem este obstaculo sao
impulsionadas a realizar um movimento oscilatério devido ao campo elétrico da onda
incidente. Essas cargas elétricas aceleradas irradiam energia eletromagnética em todas
as diregoes, e ¢ justamente essa radiacao secundaria que intitulamos espalhamento de
radiagao pelo obstaculo[1l]. De um modo geral, a radiacdo emitida estd em todas as
diregoes (até mesmo interferindo com a radiac¢ao incidente), ou seja, temos uma radiagao
isotrépica. Podemos ver um exemplo do fenémeno do espalhamento eletromagnético na
Figura 1 a qual uma fonte emite ondas eletromagnéticas planas, que viaja pelo espaco
livre até encontrar um obstaculo, havendo a interagdo da onda incidente com o obstaculo
este passa a se comportar como uma fonte de espalhamento de radiagao secundaria, ou
seja, o espalhamento ¢ dado pela soma da onda eletromagnética incidente com a radiacao

provocada pela interacao com o objeto.

Quando uma onda eletromagnética incidente interage com o centro espalhador, nao
s6 ocorre o fenomeno de espalhamento, mas parte de sua energia eletromagnética incidente
pode ser transformada em outras formas de energias, como por exemplo, energia térmica.
Este processo é conhecido como absor¢ao. Espalhamento e absor¢ao nao sao procedimentos

semelhantes [1]. Como ja sabemos, em muitos casos a permissividade elétrica é uma fungao
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Figura 1 — Representagao do campo eletromagnético incidente (E;, H;) interagindo com
um objeto de simetria qualquer dando origem a um campo eletromagnético
dentro do centro espalhador (E;, Hy) e um campo espalhado (Eg, Hy) em
todas as dire¢des no meio circundante.

(E;, H;) (Ey, Hy)

Incidente \T f / / Espalhado

;E:i,' i /'

YYVYVYVYYVYYVYYVYY

Centro
Espalhador

Fonte: Autoral, adaptada da referencia [1].

complexa e como o indice de refracao esta relacionado com a permissividade, concluimos
que o indice também ¢é uma funcao complexa. Para uma onda harmonica temos que a
parte imaginaria do indice de refracao produz um decaimento exponencial, enquanto a
parte real do indice esta relacionada a propagagao da onda. Assim, atribuimos a parte
imaginaria do indice como o responséavel pela absorcao, ja a parte real esta vinculada com
grandezas de propagacao dos campos [16, 23, 24]. Sendo assim, qualquer fonte incidente
de radiacao eletromagnética pode ser espalhada e/ou absorvida pelo meio fisico que esta
sofrendo tal influéncia, isso ira depender de fatores como o comprimento de onda e o indice
de refracdo dos meios [23]. A combinacao de espalhamento e absor¢ao é conhecido como

extingao [1].

Existem duas formas de pensar no problema de espalhamento. Podemos considerar
que conhecemos todas as propriedades do centro espalhador e do feixe incidente (como
por exemplo forma, tamanho, comprimento de onda e indice de refracdao). Com isto, é
possivel determinar o campo espalhado. A questao é que este método nao nos da nenhuma
vantagem. Este método é conhecido na literatura com método direto. Muitas vezes
nao temos acesso as propriedades do meio material responsavel pelo espalhamento, e em
muitos casos s6 temos acesso as ondas incidente e espalhada e queremos determinar as
propriedades deste centro espalhador, entao a partir de uma analise adequada do campo
disperso determinaremos suas caracteristicas [1]. Este método é conhecido como método

indireto.

Nesta dissertacao estaremos interessados no método indireto, ou seja, conhecemos
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as propriedades da onda incidente e da onda espalhada, queremos determinar algumas

propriedades do centro espalhador.

Com o intuito de entender melhor a teoria de espalhamento, vamos apresentar em
detalhes a T.L.M [1, 14, 19]. A proposta é estudar a interacao de um feixe de irradiacao

com comprimento de onda bem conhecido com um objeto de simetria cilindrica.

2.1 CONCEITOS BASICOS

A teorial geral do espalhamento é baseada nas equacoes de Maxwell e nas realagoes
constituitivas. Consideramos tanto o meio de propagacao da onda eletromagnética quanto
o objeto de simetria cilindrica como sendo isotrépicos, homogéneos e lineares [1, 23].
Vamos considerar dois meios com suas respectivas permissividades elétricas (g,£1) e
permeabilidades magnéticas (p, 1), que compoem o indice de refragdo relativo m =
\/€1p1/ep (ar/ meio material), e com impedancia intrinseca do meio dada por 2 =
\/per/ e, A principio a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética podem ser

complexa.

Para geometria cilindrica temos dois tipos de polarizacao das quais provém todas
as outras, que sdo os modos transversais ao eixo do cilindro: transversal magnético (Modo
TM) e transversal elétrico (Modo TE). Entao, caracterizamos a onda incidente com uma
dessas polarizagoes [1, 18]. E importante dizer que sempre podemos escrever o campo
total como a soma do campo transversal e longitudinal, conforme o principio de Helmholtz
[15].

Considere uma onda harmoénica plana com frequéncia bem definida w e vetor de
onda k, cujo modulo é k = w/c. Com relagao a parte temporal vamos trabalhar com
o fator e”™* essa convengao ¢ a mesma usada nos livros como: Bohren e Huffman [1],
Stratton [15], Jackson [16] e Barber [21]. Existem outros livros textos que utilizam outra
forma (e™™?). E importante salientar qual é a escolha da dependéncia temporal harmonica
dos campos complexos, pois ao compararmos grandezas calculadas, por exemplo, nos livros
de van de Hulst [14], Kerker [19] ou artigos como Wait [18] e o Larkin e Churchill [22] os

quais adotam e™™!, h4 certas diferencas de sinal para elaboracao dos célculos.

As equagoes de Maxwell descrevem a dindmica do campo eletromagnético. Para
um meio sem distribuigdo de cargas (p = 0), as equagoes macroscépicas de Maxwell, se

reduzem a
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V. D(r,t) =0, 2.1
V- B(r,t) =0, (2.2)
V x E(r,t) = —uaatH(r,t), (2.3)
V xH(r,t) =J+ €;E(r,t). (2.4)

Temos um conjunto de quatro equacgoes diferenciais de primeira ordem. Com
E, o campo elétrico (V/m) e H, o campo magnético (A/m), onde usamos as relagoes
constitutivas para materiais lineares, isotrépicos e homogéneos, ou seja, D = ¢E [C/m?] e
B = uH [webers/m?], sendo D e B os vetores deslocamento elétrico e indugdo magnética,
respectivamente. Aplicando o rotacional em (2.3) e (2.4) nas expressoes acima é possivel

desacoplar os campos, ou seja,

OH
VX (VXE)=—-uV x B (2.5)
Usando a identidade vetorial,
Vx (VxE)=V(V-E)- V’E, (2.6)
entao:
0 H
V(V-E)— V’E = —M(Va::). (2.7)
Identificamos 2.1 e 2.4, logo:
0 OE
~V’E=——(pJ — . 2.8
\ p (u +pe, (2.8)
Utilizando a outra relagao constitutiva, ou seja, J = oE, temos,
OE O’E
2B — uo=—= — ue=——=0. 2.
\% WO — e 0 (2.9)

Analogamente para o campo magnético, realizamos o mesmo procedimento com a

equagao 2.4 e obtemos,

OH 0*H

2
V2H - o —
e ~ H o

= 0. (2.10)
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Verificamos que, ao desacoplarmos os campos elétrico, equagao 2.9, e magnético,
equagao: 2.10, obtemos duas equagoes diferenciais de segunda ordem que possuem a

mesma forma da equagdes de onda ! com um termo de amortecimento [16, 24].

Em uma regiao sem densidade de corrente (J = 0), temos exatamente a forma da

equacao de onda.

1 O’°E
1 0°H
V*H — Z 5 =0 (2.12)

No Vacuo, os campos elétricos E e magnético H, propagam-se com mesma velo-
cidade, a da luz 2. As equacoes acima sao conhecidas como equacao de onda vetorial.
A resolugao destas equagdes nao sao triviais, principalmente em sistemas com simetria

cilindra e esféricas.

A solugao mais simples para esse grupo de equagoes sdo ondas planas, onde neste
caso, podemos representar os campos E e H como uma onda monocromatica propagando-se
na direcao z, por exemplo. Assim, os campos podem ser descritos da seguinte maneira
[24],

E (z,t) = Ege!"* 1), (2.13)
H (z,t) = Hye'k>=), (2.14)

onde Ey e Hy sdo as amplitudes dos campos elétrico e magnético. Podemos facilmente

verificar que 2.13 e 2.14 sao solugoes da equagoes 2.11 e 2.12, respectivamente.

- . 02 1 62
Equagao de onda: 5% = 554

e
2 Velocidade da luz no vécuo: ¢ =

HoE0
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Figura 2 — Representagdo da Onda Eletromagnética. Os campos, elétrico E, representado
pela linha azul e magnético H, representado pela linha verde oscilam perpendi-
cularmente entre si e perpendiculares a direcao de propagacao, z, representado
pela linha vermelha.

Fonte: Autoral, feita no GeoGebra Classic.

Simulando as equagoes 2.11 e 2.12 com suas respectivas solugdes (2.13 e 2.14) nos
indicam que os campos elétrico e magnético sao ondas propagando-se no espago livre,
oscilando em uma dada direcdo. Analisando as equagoes de Maxwell, verifica-se que os
campos oscilam perpendiculares entre si e com relagdo a direcao de propagacao ELH Lk,

conforme a simulacao ilustrada na Figura 2.

Os campos e o vetor k definem dire¢bes mutuamente perpendiculares, e eles estao
orientados seguindo uma convencao dextrogira na ordem E — H — k. As ondas eletro-
magnéticas sao ditas transversais, quando a vibracao ocorre numa dire¢ao perpendicular a

direcao de propagacao.

Mais tarde, vamos mostrar uma forma de resolver as equacoes de ondas vetoriais
obtidas acima. Uma das caracteristicas mais importantes das ondas eletromagnéticas é
que elas possuem polarizacao. Na secao seguinte, abordaremos o estudo da polarizacao da

luz.

2.1.1 Polarizagdo da Onda Eletromagnética e o Pardmetro de Stokes

As solugdes das equacoes de ondas vetoriais sao ondas transversais que dao origem as
polarizacoes. A polarizacao da-se pela direcao de vibragdo dos campos elétrico e magnético
[24]. Sabemos que uma onda eletromagnética é formada por dois campos vetoriais. Se nao
temos materiais ferromagnéticos, a maior interagdo entre a onda incidente e a matéria se
da pelo campo elétrico. Assim, vamos concentrar nossa atencao na orientacao do campo
elétrico. Outro dado importante é que o plano formado entre a dire¢cao do campo elétrico

e o vetor de onda é chamado de plano de incidéncia [1, 24, 26].
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Vamos separar o campo elétrico em duas componentes. Assim, para uma onda
plana monocromatica que propaga na direcao z, as componentes do campo elétrico desta

onda pode ser escrita como,

B, — Acithean), (2.15)

E, = Be!v=t), (2.16)

sendo A = ae® e B = beY amplitudes complexas. Com uma escolha conveniente da
origem das coordenadas podemos fazer ¢, = 0 e 6, = . Os campos elétricos reais sao

dados por
E, = Re{E,} = acos ¢, (2.17)

E, = Re{E,} = bcos (¢ +0), (2.18)

onde ¢ = kz —wt e § é a fase. A expressao acima mostra que ha uma diferenca de fase

entre as duas componentes.

Manipulando as expressdes acima é possivel encontrar a seguinte equagao da
elipse[26]

EN? (EN? _E,FE
() + <y) — 272 "Y cos§ = sin? 4. (2.19)
a b a b

A equagao acima € inscrita em um retangulo de comprimento 2a por 2b. Pode-se
mostrar que para certos valores de 9, teremos uma onda circularmente, linearmente ou
elipticamente polarizada.Por exemplo, para § = +nm/2, com n impar teremos uma elipse
com semieixo maior situado ao eixo maior F,, considerando a > b, por outro lado, se
a = b = Ey, temos uma circunferéncia, ja para 0 = nm com n inteiro temos uma equagcao

linear.

Note que o periodo em que a elipse é descrita é igual ao periodo da onda, no caso de
uma luz visivel 1071°s e isto é demasiadamente curto para ser detectado experimentalmente
[26]. Embora existam detectores com esta precisdo, para o nosso estudo este se torna
inviavel. Assim, seria interessante descrever um modelo alternativo de polarizagao baseado
em grandezas observaveis, como por exemplo, a irradiancia. Este modelo foi proposto por
Sir George Gabriel Stokes em 1852. Stokes introduziu quatro quantidades observaveis,

conhecida hoje como parametros de Stokes. Passaremos agora a descrever estes parametros.

No plano z = 0 podemos escrever as componentes do campo de forma semelhante

as descrigoes acima, mas agora prestando a atencao na dependéncia temporal, ou seja,
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E.(t)
E,(t)

a(t) cos [wt + 0.(1)], (2.20)
b(t) cos [wt + ,(t)], (2.21)

onde a(t), b(t), 6.(t) e d,(t) como sendo as amplitudes e fatores de fases instantaneas.Note

que a variagao, ou evolugao das amplitudes sao lentos comparados & cos(wt).

Seguindo os mesmos passos anteriores, podemos obter a equacao da elipse seme-

lhante a 2.19, ou seja,

B0\, (B Eelt) Ey() cos d(t) = sin®
( a(t) ) i ( b(t) ) 2 a(t) () 0(t) = sin”o(t), (2.22)

onde definimos §(t) = 6, (t) — 0,(¢). Para uma onda monocromatica a amplitude e o fator

de fase sdo lentos quando comparado com cos(wt) e nesta aproximagao podemos considera

los constante, logo podemos escrever a equacao 2.22 como,

(Ex(t)>2 + (Ey<t)>2 _ 2Ex(t) Ey(t) cosd = sin? ¢ (2.23)
a b a b ' .

O que precisamos fazer agora é tentar escrever a equacdo acima em funcao de
observaveis. O primeiro passo ¢ tomar a média temporal. Para tomar a média temporal

devemos lembrar a definicao de uma média temporal de uma funcao, ou seja,

(B,(t)B;(t)) = lim ;, /0 " E(OE; (1)t (2.24)
i =T,y

Com isto é possivel tomar a média temporal da equacao 2.23, onde utilizaremos

(E2(t)) = 30 (2.25)
(E2(t)) = ;bQ, (2.26)
(E,(t)Ey(t)) = ;ab Ccos 6. (2.27)

Assim, tomando a média temporal e fazendo algumas manobras algébricas a equacao

2.23 pode ser escrita como,

(a2 + 62>2 - (a2 - 62)2 — (2abcos §)* = (2absin §)”. (2.28)
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Vemos desta forma que a equacgao esta relacionada as amplitudes quadraticas que
por sua vez esta relacionado a intensidade, que é justamente um observavel. Note que o
primeiro termo é justamente a intensidade total medida por um detector. Os termos entre
parénteses sao conhecidos como parametros de Stokes [1, 26]. Definindo os parametros de

Stokes como,

I =a®+ 12, (2.29)
Q =a* — b, (2.30)
U =2ab cos 9, (2.31)
V =2absin g, (2.32)

onde [ representa a intensidade total, () a intensidade de uma radiacao linearmente
polarizada seja vertical ou horizontal, U a intensidade linearmente polarizada a +45° e
finalmente V' a intensidade de uma radiacao circulamente polarizada a direita ou esquerda.

Note que existe um vinculo entre estes parametros dado por

IP=Q*+U*+ V> (2.33)

A equacao 2.33 representa um caso ideal, em que a radiacao é totalmente polarizada
(puramente monocroméatica e coerente), no caso real em que a radiagao seja parcialmente

polarizada temos a desigualdade,

FP>Q*+U*+ V2 (2.34)

A equagao 2.33 é conhecida como esfera de Poincaré [26], usada para estudo de polarizagao.

Os parametros de Stokes podem ser representados por uma matriz coluna, essa
representacao € uma maneira muito 1til e pratica de ver os quatro parametros. Essa

representacao ¢ chamada de vetor de Stokes e é definido como,

(2.35)

< QO ~

Uma forma alternativa de entender melhor os parametros de Stokes é dado nas

referéncias [1, 26]. De forma resumida podemos pensar em uma onda plana cujo campo
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elétrico pode ser quebrado em paralelo e perpendicular em relacao ao plano de incidéncia,

ou seja,

onde
B = ae "1, (2.37)
E| = be "+, (2.38)

Assim, a intensidade obtida serd (estamos omitindo as constantes associada aos

calculos da intensidade),

I = E\Ej +E,E} = (a)* + (b)*. (2.39)

Se agora considerarmos uma onda polarizada horizontalmente e verticalmente,

teremos que a diferenca das intensidades pode ser escrita como,

Q:IH —IJ_:EHE‘T—EJ_ET_ = (a)z—(b)Q. (2.40)

Um terceiro experimento pode ser produzindo, utilizando duas ondas, uma polari-

zada a +45% e —45°. A diferenca das intensidades pode ser calculada e encontramos,

U=1I,—-1 =EE +E Ej=2abcosd, (2.41)

onde § = 6 — ¢,. Finalmente, a diferenca de intensidade entre um feixe circularmente

polarizado a direita e a esquerda fica,

V = i(EE; — ELE}) = 2absin . (2.42)

2.1.2 Espalhamento, Absorcao e Extingao

Quando uma onda eletromagnética que viaja livremente, incide sobre a superficie
de separacgao entre dois meios, parte de sua energia retorna para o meio de onde partiu,
dando origem a onda refletida, e parte é transmitia para o segundo meio, dando origem a
onda transmitida ou refratada [23]. Os resultados dos campos elétrico e magnético das
novas ondas (refletida e transmitida) dependem de caracteristicas como, frequéncia, dngulo
de incidéncia e polarizagdo da onda. Vamos verificar o que ocorre quando uma onda incide

sobre a interface de separacao entre dois meios dielétricos distintos. A principio, vamos
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Figura 3 — Representacao da propagacao de onda entre dois meios distintos. Evidencie as
componentes normal e tangencial entre os meios.

Meio 1 n

Componente
normal; n

Componente
tangencial: dl

Meio 2

Fonte: Autoral.

definir o plano de incidéncia e as condi¢oes de contorno na superficie de separacao entre

0S meios.

A Figura 3 descreve bem a interagdo entre os meios, onde S indica a superficie de
separacao entre os meios, 1 é o vetor normal, dl é um vetor tangencial e 6;, 6, e 0, sao
respectivamente os dngulos de incidéncia, reflexao e transmissao. As expressoes para os
campos elétrico incidente (propagando-se no sentido positivo de z), refletido e transmitido

Serao

Ei = EOiei(kTZ_Wt), (243)
E, = Egei(Fi#tet), (2.44)
E, = Ege'(ke ), (2.45)

Note que o ntimero de onda k*, pode ser complexo, isto é, k* = kg + ik; e como
k* se relaciona com o indice de refracao, (k* = wN/c), este também pode ser complexo

(N =ngr+ in]>.

A Figura 4, representa um caso mais geral das equagoes 2.43, 2.44, 2.45, o que
nos da uma ideia de multiplas reflexdes e transmissoes, ou seja, a cada vez que uma onda
passa de um meio para o outro ocorre uma reflexdo e uma transmissao. Note que uma
parte da onda refletida dentro do meio Ny, pode sofrer infinitas reflexdes e transmissoes.
Este exemplo mostra a complexidade do problema de espalhamento e isto se torna ainda
mais complicado quando temos outras formas geométricas do centro espalhador. Devemos

lembrar que ndo ¢ apenas a reflexdo e a transmissao que devem ser levados em conta, mas
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também a absorc¢ao, que o corre quando o indice de refragao possui uma parte imaginéria.

Figura 4 — Incidéncia, Reflexdo e Transmissao, em um material dielétrico de espessura h e
com indice de refracao complexo N.

Refletido
AA AN N

\/ \/ \/ER\/ \Mqvﬂ;% Transmitido

Incidente

(WIWAWIWAVAVAZV
AATRAY,

Nz = nz Nz = n2

N1 = nr1 + inn1

Fonte: Autoral.

Como ja comentado, a intensidade refletida, transmitida e absorvida estao relacio-
nadas a transigao entre dois ou mais meios. Ao passar pela transi¢ao os campos sofrem uma
descontinuidade que devem satisfazer as condi¢des de contorno na interface de transicao

dos meios, dada pelas expressoes abaixo,

- (Dy— D) =0, (2.46)

i (By—By) =0, (2.47)
i x (Ey — Ep) =0, (2.48)
i x (H, — Hy) = j, (2.49)

onde o e j sao as densidades superficiais de carga e corrente existente na interface entre os

meios 1 e 2.

Assim, utilizando as equagoes de Maxwell e as condi¢des de contorno na interface
é possivel encontrar, para a amplitude, coeficientes de reflexdo dado pela razao entre o
campo refletido em relacdo ao campo incidente. Da mesma forma é possivel encontrar
o coeficiente de transmissao de amplitude. Devemos lembrar que o campo incidente
sempre pode ser quebrado em paralelo (Transversal magnético - TM) e perpendicular
(Transversal Elétrico - TE) ao plano de incidéncia, isto significa que os coeficientes de
reflexdo e transmissdo podem ser divididos em paralelos (TM) e perpendiculares (TE).
Estes coeficientes sao conhecidos na literatura como coeficiente de Fresnel [1, 26]. Pode-se

mostrar que os coeficientes de Fresnel dependem basicamente do angulo de incidéncia, do
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angulo refratado e do indice de refragdo dos meios envolvido na reflexao e transmissao. Por
exemplo, considerando dois meios dielétricos Ny e Ny, o campo refletido E, e transmitido

E; para o modo TE sao dados por

Ny cos By — Ny cos 6,
B = B, 2.50
(TE) <N1 cos B + N5 cos 0, ( )
2N, cos 0,
Eyrm = 2.51
HTE) <N1 cos 01 + Ny cos (92) ( )

onde 6y, 02, E,(rg) ¢ Eyrp) sao respectivamente, angulos de incidéncia, angulo de refracao,
campo incidente refletido associado ao modo TE e campo incidente transmitido associado
ao modo TE. Geralmente, na maioria dos experimentos a amplitude do campo incidente
( E;) ¢ conhecida. Assim, medindo os dngulos de incidéncia e conhecendo o indice de

refracao dos meios é possivel encontrar a amplitude refletida e transmitida.

Anologamente o campo refletido E, 7y e transmitido Eyrp) para o modo TM

Sao0,

Ny cosfy — Njp cos b
E, = 2.52
(TM) <N1 cos #y + N5 cos 0, ( )
2N cos 0
E — 2.53
HTM) <N1 cos 0y + Ny cos 91> ( )

O conhecimento dos coeficientes de Fresnel é de suma importancia para realizarmos
alguma andlise sobre o comportamento do campo na interface, mas ainda nao é suficiente.
Em um dado experimental o que se mede (observavel) é a intensidade e, portanto, conhecer
a intensidade refletida e transmitida é de extrema importancia. Assim, o natural é definir
a razao entre a energia refletida pela energia incidente e de forma semelhante para a
transmissao. A razao entre a energia refletida pela incidente é conhecido na literatura
como refletividade (1) e a razdo entre a energia transmitida pela energia incidente é a
transmissividade (¢). Devemos lembrar que sempre podemos separar a refletividade e
transmissividade para o modo TE e TM, onde devemos ter a conservagao de energia, ou
seja,

TM tTE

r+t=r"Fsin?a+r"™cos? a+ t"Fsin? a + "M cos? a = 1, (2.54)

onde « é o angulo de polarizacao, ou seja, o angulo que o campo elétrico faz com o plano

de incidencia. A conservacao de energia vale também para cada modo.

Um outro ponto que precisa ser apresentado é sobre o coeficiente de extingao.
Quando uma radiacao eletromagnética atravessa um meio (solugdo), a intensidade trans-

mitida é, na maioria das vezes, menor do que quando comparada com a intensidade da
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radiagao incidente. Essa diminuicao ocorre como resultado de diversos efeitos, dentre os
quais destacamos a absor¢ao e o espalhamento. Se considerarmos, entao, uma radiagao
incidente de intensidade I, que percorre uma distancia z em um dado meio, pode-se

relacionar as intensidades I e I(z) por meio da equagao de Lambert-Beer,

1(2) = Lye ™, (2.55)
onde a unidade de 3 (coeficiente de atenuacio), no SI é m~!, é dado por
ﬂ - P(Cabs + Csca) - Ncext, (256)

em que P é a densidade volumétrica de particulas presentes no meio, Cps € Clypq S80 as
secoes de choque de absorcao e espalhamento, respectivamente, e C,.;, € o chamado secao
de choque de extingao [1]. A unidade de Cyps , Cyeq € Cezt ¢ m?. A atenuagao de um feixe
por um dado meio é entdo a soma das atenuagoes por absor¢ao e por espalhamento. Assim,
a secao de choque de extincao é a grandeza que quantifica diretamente a atenuacao do feixe
independentemente de qual dos efeitos citados prevalece. Para uma melhor compreensao
desses fendmenos, vale destacar um exemplo interessante que consiste em incidir luz visivel
em dois tubos, contendo um deles p6 de café em agua e o outro microesferas de poliestireno
com diametro de 400nm. O pdé de café absorve toda a luz que nele incide, sendo esta a
razao do seu aspecto negro quando observado diretamente por reflexdo. As microesferas,
por outro lado, espalham a luz devido a diferenca de indice de refragdo entre o meio e as
particulas. Por isso sdo esbranquicadas quando observadas por reflexao [1, 8]. A Figura 5

a seguir mostra esses dois tubos.

Se agora colocarmos estes dois tubos sobre a lente de fresnel de um retroprojetor
vemos que a luz que a atravessa (transmitida) os tubos é atenuada, mas, como ja explicado,
por efeitos diferentes. Neste caso, o que se tem sdo duas situacoes extremas, isto é, um meio
que absorve e nao espalha e outro meio que espalha e nao absorve. Na primeira, a secao
de choque de absorg¢ao é suficiente para quantificar a atenuacao do feixe de luz incidente,
enquanto a segunda é expressa pela secao de choque de espalhamento apenas. Na maior
parte dos casos de interesse, no entanto, ocorre uma situagao mista, em que o meio espalha
e absorve luz simultaneamente. Assim, usa-se a secao de choque de extingdo, ao invés das
secoes de choque de espalhamento ou de absor¢ao separadamente, para quantificar a luz

atenuada pelo meio [1, 14, 19]. A Figura 6 mostra o que acabamos de explicar.

A secao de choque de espalhamento ou coeficiente de espalhamento esté relacionada
com o tamanho e a forma das particulas que estao embebidas no meio, o comprimento
de onda da onda incidente e da parte real do indice de refracdo. Ja a se¢cdo de choque
de absorcao estd associada a efeitos da parte imaginaria do indice de refracao, que por
sua vez também dependem do comprimento de onda usado. Assim, a intensidade da

radiagao espalhada depende do ntimero de particulas presentes no meio, da natureza
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Figura 5 — Dois tubos, um com pé de café e dgua e o outro com microesferas de latex em
agua. No primeiro destaca-se o efeito da absor¢ao e no segundo o espalhamento.

Fonte: Referéncia [27]

Figura 6 — A foto mostra os dois tubos sobre a lente de Fresnel de um retroprojetor. Note
que a luz transmitida para cada tubo ¢é igualmente atenuada, mas uma ¢é devido
a absorcao e a outra por espalhamento.

Fonte: Referéncia [27]

dessas particulas, de suas formas geométricas e ainda do comprimento de onda da luz
incidente. Quanto maior a densidade de particulas, maior é a atenuacao do feixe incidente,
pois mais radiacao é espalhada e absorvida. Diferentes formas geométricas espalham de
formas distintas, isto é, particulas esféricas possuem uma secdo de choque de extingao

caracteristica enquanto particulas cilindricas possuem outro e assim por diante.
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Outra definicdo importante é o chamado fator de qualidade (Q). O fator de
qualidade de extingao é nada mais que o coeficiente de extingao C.,; normalizado pela area
do objeto espalhador (G). Também podemos definir o fator de qualidade de espalhamento
(Qsca) € de absorgao (Qups), ou seja,

CSCCL
sca — y 2.57
Quea = =2 (257)

Oeac
Qext = th (258)

C(abs
abs — y 2.59
Qab G (2.59)

onde sempre devemos lembrar que

Cea:t = CVabs + Csca' (260)

2.1.3 Introducao ao Formalismo Geral sobre Espalhamento Eletromagnético

Um conceito importante em problemas de espalhamento é a se¢ao choque [1, 2].
Este termo relaciona uma quantidade com dimensoes de area a energia eletromagnética
espalhada ou absorvida pelo centro espalhador que interage com a onda incidente. Para
um meio 2 de indice de refragdo Ny, seja os campos elétricos (E;,.) e magnéticos (Hy,.)
da onda incidente, e os campos elétricos (E,.,) e magnéticos (Hy.,) da onda espalhada.
Assim Es = E;,. + Eg., e Hy = Hy,,. + Hy, 880 0s campos elétricos e magnéticos totais na
regiao fora do centro espalhador. J4 para a regiao dentro do centro espalhador (meio 1),
de indice de refracao Ny, considere E; = E;,,. e Hy = H;,,. como sendo os campos elétrico
e magnético internos. Como vimos na secao 2.1, os campos eletromagnéticos sao dados
pelas equacgoes 2.13 e 2.14. A forma do campo espalhado dependera do formato do centro
—iwt)

espalhador. Nesta dissertacdo a dependéncia temporal dos campos (e sera omitida.

Como ja é bem estabelecido o valor médio do vetor Poynting é dado pela expressao
abaixo [28],

(S) = Re{S'} = ;Re{E < H'}, (2.61)

onde ST é o vetor de Poynting complexo. A expressio acima ¢ importante, pois fornece

o valor da média temporal do vetor de Poynting.

O vetor de Poynting informa-nos sobre a magnitude e direcao de propagacao e
a densidade direcional do fluxo de energia de um campo eletromagnético em todos os

pontos do espago, ou seja, a quantidade de energia transferida por unidade de area, em

Watts por metro quadrado [W - m~2] no SI. Em problemas de propagacao, espalhamento
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e absorc¢ao de onda eletromagnética o vetor de Poynting é de real importancia [22, 2].
Podemos escrever o vetor de Poynting (utilizando a equagao 2.61) como uma fungao dos

campos incidente e dispersos, para cada meio, para o meio 2, temos,

1 1
SQ = iRe {EZ X H*2} = §R€ {(Emc + Esca) X (H*mc =+ H*Sca)}’

1 1 1
Sy = S Re {Bine X Hine} + S Re {Byea X H'ea} + S Re {Bine X Hseq + Boea X H'nc}
(2.62)

onde vemos claramente na equacao 2.62 que o primeiro termo representa o vetor de
Poynting da onda incidente S;,., 0 segundo termo o vetor de Poynting da onda espalhada
Sscq € 0 ultimo termo € o vetor de Poynting envolvendo a interacao entre o campo incidente
e o campo espalhado, ou seja, o termo de interferéncia, que vamos chamar de vetor
Poynting de extingdo S.;;. No calculo acima ja estamos tomando o valor médio e para

nao sobre carregar a notagdo omitimos o simbolo ().

Para ajudar a melhor compreensao, considere um centro espalhador qualquer, e em
um determinado ponto do espaco colocamos nosso detector de intensidade de radiacao. A

poténcia registrada pelo detector serd [1]

W =S AAA, (2.63)

onde AA é a area do detector. Se agora considerarmos uma onda plana monocromatica e
o fato que nao ha absor¢ao pelo centro espalhador, é possivel calcular o vetor de Poynting.
Se admitirmos que o detector estd longe do centro espalhador (D >> \), podemos escrever

a expressao assintética do campo elétrico como [1],

ikr

e
E~—F, 2.64
—ikr ( )
e, portanto, o vetor de Poynting fica
1 E?
S=-_""2 ¢ 2.65
2 wuk'r’Qr’ (2.65)

com isto a taxa de energia detectada sera

1 E?
=-—2AQ 2.
W 2Qwpk 7 (266)

onde AQ = AA/r? é o angulo sélido. Vemos desta forma que a energia detectada depende
do quadrado da amplitude e do angulo sélido, que por sua vez depende de (6, ¢). Esta
dependéncia da taxa de energia com # e ¢ estard explicita quando calcularmos a matriz

de espalhamento.
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Formalmente podemos determinar a taxa de energia, utilizando o vetor de Poynting,

ou seja [1, 2],

W= és fdA, (2.67)

onde 11 é o vetor unitario perpendicular a superficie, dA é o diferencial de superficie, A é a
superficie que limita o volume V. Assim, por exemplo, podemos escrever, utilizando a

equagao 2.62

1
W, — 74 S,., fidA = j{ 5 e (B X H oy + By x H'i} - A, (2.68)
A A

Isto mostra que a integral acima manifesta uma interferéncia entre a radiacao
incidente e a espalhada. A conservacdo de energia requer que a radiagao removida a
partir da radiagao incidente por interferéncia seja contada pelo espalhamento em todas as

diregoes mais a parte absorvidas pelo centro espalhador, ou seja, podemos escrever

Wea:t - Wabs + Wsca7 (269)

Nesta linha de raciocinio e lembrando da discussao da se¢ao anterior (segao 2.1.2),

podemos escrever que,

Wea:t = Iincceacty (2 . 70)

e utilizando a equacao 2.69, recuperamos a equagao 2.60. Na realidade a defini¢ao

apresentada na maioria dos livros textos é

Wsca

sca :ma (271)
Wa s

Cabs = ’S ’ ‘ y (272)
We:{:

lembrando que I, = [Sine|-

Com as defini¢oes acima o préoximo passo é encontrar os vetores de Poynting para
determinar os coeficientes Ceyy, Cyeq € Cops. Para encontrar o vetor de Poynting é necessario
encontrar os campos. Como ja discutido anteriormente, sempre podemos separar o campo

elétrico em duas componentes. Por outro lado, vamos considerar que nosso detector esteja
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localizado a uma grande distancia do centro espalhador. Entao podemos propor a seguinte

EH,sca _ Gikr 52 S3 EH,inc . (274)
EJ_,sca —ikr S4 Sl EJ_,inc

A matriz quadrada acima é chamada de matriz espalhamento ou matriz S. Se

equagao [1]

lembrarmos que a intensidade esté relacionada com o quadrado do campo, entao podemos

escrever que a intensidade espalhada pode ser escrita como [1, 14],

1
I~ 55 F 0.6, (2.75)

com [, a intensidade incidente e F'(f, ¢) a matriz de espalhamento.

Assim, utilizando as equagoes 2.74 e 2.75 e lembrando os pardmetros de Stokes é

possivel escrever

Isca Fll F12 F13 F14 Iinc
sca 1 F: F: F: F: inc
Q _ — 21 22 23 24 Q 7 (276)
Usca k*r F31 F3p F33 I3y Uine
‘/sca F41 F42 F43 F44 V:inc

onde existe uma correlagao entre os Fj; elementos da matriz acima com os S;, por exemplo,

1
Fu=3 (11 P+1Sa[*+1S5[*+[84]7] (2.77)
Para maiores detalhes veja a referencia [1].

As equagoes acima permitem encontrar os fatores de qualidade e os coeficientes de
extingao em funcao do estado de polarizacao da onda incidente e do dngulo 0 e ¢. Mas
para as grandezas () e C' sdo necessarios encontrar os campos para cada modo (T'E e T'M).
A pergunta agora é como encontrar estes campos. Na secao seguinte vamos apresentar um

método para encontrarmos estes campos.

2.2 EXPANSAO DOS CAMPOS EM HARMONICOS VETORIAIS CILINDRICOS

No Apéndice A apresentamos uma forma de obter os campos elétricos e magnéticos
através dos chamados potenciais vetores de Hertz elétrico I, e magnético IT,,. A expressao

encontrada é,

o1l,,
E=VxVxIL—uVx—2" (2.78)
OTl,

H=V xVxII,+eV x —, (2.79)

ot
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onde os potenciais vetores de Hertz elétrico I, e magnético IL,, estdo associados aos modos
TM e TE respectivamente. Vale lembrar que os potenciais vetores de Hertz satisfazem a

equacao de Helmholtz vetorial,

V1L, + k*I1,, = 0, (2.80)
VI, + K*I1, = 0. (2.81)

Assim, resolvendo a equagao vetorial para os potenciais vetores de Hertz é possivel
encontrar os campos elétricos e magnéticos. Note que a principio nao teria nenhuma
vantagem em utilizar os potenciais (Potencial vetor de Hertz elétrico) e anti-potencias
(Potencial vetor de Hertz magnético) ao invés de resolver diretamente equagao de onda

vetorial para os campos, ou seja,

V’E + k’E = 0, (2.82)
V*H + k*H = 0, (2.83)
com o vinculo,
V-E=0,
V-H=0. (2.84)

A proposta aqui é um pouco diferente. A ideia é utilizar os potenciais de Debye-
Hertz (1)), veja detalhes no Apéndice A, para escrever um campo vetorial que seja utilizado
como base para expandir os campos elétricos e magnéticos. No Apéndice A é visto os

potenciais e Debye-Hertz, que satisfazem a equacao de Helmholtz escalar, ou seja,

V) + k% = 0. (2.85)

Considere uma func¢ado ¢ e um vetor constante arbitrario ¢, também conhecido

como vetor piloto. Se definirmos um vetor M de tal forma que

M=V x (ctp) = Vi X c, (2.86)

onde v satisfaz a equacao 2.85. Vemos facilmente que M satisfaz o vinculo,

V.M =0. (2.87)
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Com um pouco de manipulagao algébrica é possivel mostrar que M satisfaz a

equagao de Helmholtz vetorial [1, 15],

VM + k*M = 0. (2.88)

Se agora tomarmos o rotacional da equagao 2.86, podemos gerar um outro vetor,

ou seja,

1
N=_VxM, (2.89)

que também satisfaz a equacao de Helmholtz,

V2N + k*N = 0, (2.90)

que mantem o vinculo,

V-N=0, (2.91)

Assim, pode-se mostrar que M e N sao ortogonais e que por sua vez sao ortogonais
a V1. Portanto, temos um triedro formado por M, N e L = V. Observe que para
encontrar estes vetores basta resolver a equagao de Helmholtz escalar para 1, ou seja,
resolver a equacgao 2.85, além de definir o vetor piloto. A fungdo 1 que é capaz de gerar os
vetores M, N e L é chamado de funcao geradora do vetor L e dos vetores harmonicos M e
N. A escolha de 1 vai depender da simetria, ou seja, da escolha do sistema de coordenadas.
Resumindo, M e N satisfazem a equacao de Helmholtz vetorial, possuem divergéncia nula,
sao ortogonais e ainda podemos obter N tomando o rotacional de M e vice-versa. Estas

sao exatamente as caracteristicas dos campos elétricos e magnéticos, discutidos acima.

Desta forma vamos propor que o potencial vetor magnético A, possa ser expandido

na base dos vetorés L, M e N, ou seja,

w

n=—oo
e utilizando as relagoes constitutivas entre os campos H e B e a relagao de ortogonalidade
entre os vetores L, M e N, encontramos que o campo magnético ¢ dado por
k o
H=— Z [A,N,, + B,M,] . (2.93)

WH p="00
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Uma vez conhecendo o vetor campo magnético, podemos utilizar uma das equagoes

de Maxwell e encontrar o campo elétrico, ou seja,

E = fj [A,M,, + B,N,]. (2.94)

n=—oo
Note que as expressdes acima mantem o vinculo V-H=0e V-E = 0. O célculo do
potencial escalar elétrico pode também ser encontrado, basta utilizar o calibre de Lorentz

e neste caso temos,

6 =—3 cothy. (2.95)

Assim, conseguimos obter os campos elétricos (E), o campo magnéticos (H), o
potencial vetor (A) e o potencial escalar elétrico (¢) a partir do conhecimento do potencial
de Debye-Hertz (¢). Para encontrar o potencial de Debye-Hertz basta resolver a equagao

de Helmholtz escalar apropriada a simetria do nosso problema de interesse.

Uma forma alternativa de encontrar os campos elétricos e magnéticos é lembrar que
estes campos podem ser expandidos através dos potenciais vetores de Hertz, veja equagoes
A.70 e A.71. E como os potenciais vetores de Hertz estao conectados aos potenciais de

Debye-Hertz, temos,

1
I1, = % Z b, (2.96)
1
o ;a e (2.97)

Vale salientar que as expressoes para M (equacao 2.86) e N (equagao 2.89) valem

para cada modo do campo. De forma resumida, podemos escrever

M, = V x (ctb.), (2.98)
M,, = V X (ct), (2.99)
N, = ;v x M., (2.100)
N,, = ;v x M, (2.101)

onde o indice e e m representa modo T'M e T'E respectivamente.

Assim, por exemplo, é possivel encontrar a expressao do campo elétrico e magnético
para o modo TM em coordenadas cilindricas. Para isto basta utilizar as equagcoes 2.96 e

2.97 e fazendo ¢ = é,, temos,



40

I, = —.2, (2.102)
Wi
1L, =0, (2.103)
onde
Ve = bpiy, (2.104)

Se agora utilizarmos as equagdes 2.78 e 2.79, encontramos,

E_laweA aweA

_ 19, Oves 2.106
590" ¢ (2.106)
i [ 0%, 1 0%, » .,
H=- - — H— — Z 2.1
Wit 328pp p8¢82¢ * < 0z? TR ) 2 (2.107)

e algo semelhante para o modo TE [15].

Para finalizar devemos lembrar que no problema de espalhamento teremos dois
ou mais meios e, portanto, precisamos utilizar as condigoes de contorno na interface
entre os meios. Sabemos que o campo eletromagnético tem que satisfazer as equacoes de
Maxwell nos pontos em que ¢ e p sao continuos. Porém, quando a onda eletromagnética
cruza a fronteira entre particula e meio, em geral ocorre uma mudanca repentina nessas
propriedades. Essa alteragao ocorre em uma regiao de transicao com espessura da ordem das
dimensoes atomicas. Do ponto de vista macroscopico, portanto, ha uma descontinuidade
na fronteira [1]. Em tais pontos de fronteira, impomos as seguintes condi¢des nos campos

elétrico e magnético

: (2.108)
: (2.109)

onde n é um vetor normal a superficie de separacao entre os meios interno e externo
que aponta pra fora da particula (continuidade das componentes tangenciais dos campos
elétrico e magnético).Os indices 1 e 2 indicam os campos internos (E; = Eipterno) €

externos (E2 = Eincidente + Eespalhado) Tespectivamente.

Uma vez obtido o campo elétrico e o campo magnético em funcao dos harmonicos

vetoriais é possivel agora encontrar os valores dos campos para um problema especifico.
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3 ESPALHAMENTO DE ONDA ELETROMAGNETICA DEVIDO A UM
CILINDRO INFINITO: TEORIA.

Neste capitulo, serao apresentadas as teorias para o espalhanento de ondas planas
por um cilindro infinito. O problema do espalhamento eletromagnético devido a um
cilindro infinito, com uma fonte de irradiacdo com incidéncia normal ao eixo do cilindro,
foi resolvido inicialmente por Lord Rayleigh em 1881 [4]. Em 1955 James Wait [18] resolve
o caso geral, quando o angulo de incidéncia ¢ arbitrario, desde entao esta solugao tem sido
aplicada a diversas situac¢oes no contexto de particulas ndo magnéticas. Neste trabalho de
dissertacao de mestrado vamos nos basear nos livros texto base [1, 14, 15, 18, 53]. Levando
em conta que nessas referéncias, os autores tratam o problema para o caso ndo magnético,
ou seja, quando a permeabilidade magnética do meio p é idéntica a permeabilidade

magnética do centro espalhador p; (no nosso caso, um cilindro).

Vamos construir a solugao completa para o espalhamento devido a um cilindro

infinito por ondas eletromagnéticas planas, com incidéncia normal ao eixo do cilindro
(1, 19, 14].

3.1 CAMPOS ELETROMAGNETICOS EM TERMOS DOS HARMONICOS VETORI-
AIS CILINDRICOS

Como ja descrito no capitulo anterior os campos eletricos e magnéticos podem
ser expandidos na base dos harmonicos vetoriais, equagoes 2.93 e 2.94. Para encontrar
os harmonicos vetoriais é preciso resolver a equacao de Helmholtz escalar que tem como
solucao os potenciais de Debye-Hertz, equacao 2.85. Como estamos interessados no
problema cujo o centro espalhador é um cilindro, entao vamos resolver a equagao de
Helmoltz em coordenadas cilindricas. Assim, a equacao de Helmholtz pode ser escrita

como,

2 2

ijr (r?erﬂgq:erM) + k* =0, (3.1)
onde k é o niimero de onda e v é funcao de (r, ¢, z). Utilizando o método de separagio de
variaveis [29], ¥(r, ¢, z) = R(r), ®(¢), Z(z), obtemos a solu¢ao da equacao de Helmholtz
escalar em coordenadas cilindricas, todo o desenvolvimento das equacoes presentes neste

capitulo encontram-se no Apéndice B.

2bn(p7 ¢’ Z) = Zn(p)ein¢eihz7 (32)

onde n é um numero inteiro, Z,(p = rvk? + h?) é qualquer fungdo de Bessel cilindrica
Jn, Yy (Funcido de Neumann), ou Hankel H(" = J, 4+ iY,, ou H® = J, —iY, e h é um

parametro real a ser determinado. O vetor piloto neste caso serd a = €, onde €, é o vetor
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unitario na dire¢ao do eixo do cilindro, que escolhemos na dire¢do z. Da definicao dos

harmonicos cilindricos vetoriais, temos,

M, =V x (&), (3.3)
1
Ny = £ (V x M), (3.4)
para os quais as solugoes sao
Z. , .
M, = Vk? — h? [m n(p) e, — Z,(p)éy| e'motha), (3.5)
p
k? — h? / 4 .
Ny = [z'hzn(p)a _ 22 o +VEZ —h2Z,(p)é. | e'motha), (3.6)
p

que sdo exatamente as equagoes da Ref.[1]. Assim, temos condigoes de expandir os campos
eletromagnéticos em fungao dos harmonicos cilindricos vetorias encontrados nas equagoes
(3.5, 3.6), em cada regiao do espago. Vale ressaltar que para cada M e N devemos ter

uma parte T'F e outra TM. Escrevendo €™ = cosng + isinne, de forma mais explicita,

encontramos,
. pln —sinng \ . / cosng \ . |
mMn -~ 7Zn(p) . €r — Zn(p) .. €p| € h ) (37)
rp 1CoSNo 1sinng
/ —sinn nh cosn cosn .
ann = L th(ﬂ) . ¢ ér — on(p) .. ¢ é¢ + BZn(p) . ¥ e ezhz,
r 1 COS N P 18in ng r 18in ng

(3.8)

onde o superindice e representa a parte TE de M e N e o subindice m representa a parte
TM de M e N. Com as expressoes acima (equagdo 3.5 e 3.6) podemos agora resolver
o problema do espalhamento de uma onda de micro-ondas por um cilindro dielétrico.
Seja um cilindro circular infinitamente longo irradiado por uma onda plana incidente,
propagando-se na dire¢ao x positiva. Se o campo elétrico é polarizado paralelo ao plano xz
do cilindro temos o primeiro caso onde o campo magnético ¢é transversal ao eixo do cilindro
(Caso I- Transversal magnético TM), ja se o campo elétrico é polarizado perpendicular ao
plano xz do cilindro temos o segundo caso onde o campo elétrico é transversal ao eixo do
cilindro (Caso II -Transversal elétrico TE) com o campo magnético paralelo ao eixo. As
demais polarizagoes possiveis se ddo como combinagoes dos modos TE e TM [1, 14, 21]. A
irradiagdo com incidéncia normal é um caso especial do problema mais geral da iluminacao
na incidéncia obliqua. O angulo azimutal no sistema de coordenadas cilindricas é o angulo
(E, e a variavel radial é r, com a sendo o raio do cilindro. A geometria do sistema para

cilindro de comprimento L — oo é dada a seguir na Figura 7.
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Figura 7 — Geometria do cilindro circular infinito de raio a iluminado por uma onda plana
com incidéncia obliqua. Os vetores unitarios é; e é, indicam, as diregoes de
propagacao da onda incidente e espalhada.

z
¢
d=2a
& L
Onda Incidente 3 T
| —
L
[~

\
e

Onda Espalhada ¥
és

Fonte: Autoral, adaptada da Ref. [1].

Considere que o cilindro seja irradiado por uma onda plana homogénea, ou seja,

E; = Ege™™. (3.9)

Sendo r a variavel espacial do campo em coordenadas cilindricas r como, r =
r(r,¢,z) =ré, + ¢éy + 2€, e k = ké; o vetor de onda. Como vimos temos dois estados de
polarizagao ortogonal possiveis da onda incidente, modo TM e o modo TE. Vamos tratar

cada um destes separadamente.

Caso I- Modo TM (ESI)HIZ) Para este caso, temos a seguinte dire¢ao de
propagacgao: é; = —sin(é, — cosCé,, onde ( é o angulo entre o vetor de onda k incidente e

o0 eixo z do cilindro. Assim temos o campo elétrico incidente escrito da seguinte forma,

Ei(I) — FEy(sin €&, — cos (&, )e klrsinceosotzcosc) (3.10)

A grandeza Eq = Ey(sin(é, — cos(é,)e” ™! possui dependéncia temporal harmonica e~
, onde w é a frequéncia angular de oscilagao do campo eletromagnético. O termo Fj é a
amplitude real do campo elétrico com o (sin(é, — cos(é,) sendo o vetor de polarizagao do

campo elétrico incidente, ou seja, direcao onde o campo elétrico oscila.
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Assim, redefinindo os coeficientes das equagoes 2.93 e 2.94, podemos escrever

EY = > [AMP + BNV, (3.11)
m_ k5 ) 0
H| o n;m [AND + B,MY]. (3.12)

Assim temos, tudo que precisamos: expressao do campo elétrico incidente 3.10,
expressao para os harmonicos cilindricos vetoriais 3.5 e 3.6, expressao para a funcao
geradora dos harmoénicos cilindricos vetoriais 3.2 e por fim temos uma expressao para o
campo elétrico expandido 3.11. Em primeiro lugar, para que esta expansao seja finita na
origem em r = 0 devemos excluir as fungoes de Bessel Y,, da funcao geradora. Na expressao
3.10, do campo elétrico incidente vemos que na variavel z impoe que h = —k cos ( e assim

a funcdo geradora (equagao 3.2) incidente é expressa da seguinte maneira,

Yine = I, (p)elnetha) (3.13)

Igualando as expressoes 3.10 e 3.11, dos campos elétricos incidentes, temos que

determinar as constantes A, e B,. Usando a ortogonalidade de M e N, encontramos,

An = Oa
~ Eo(=9)"

" esint (3.14)

Todo o desenvolvimento para encontrarmos A, e B,, encontra-se no Apéndice B.2.

Portanto, a expansao do campo eletromagnético incidente é,

E" = Y E.(k)NY, (3.15)
go _ =k S B, (kMY (3.16)
w,u n=—oo

onde E,(k) = B, = EO(;")”T, sendo p = krsin(. Para encontrarmos o campo elétrico e
magnético dentro do cilindro (E(ll), H(ll)), ou seja, em r = a, as fungoes de Bessel devem
ser finitas na origem, assim a funcdo de Bessel apropriada é .J,,(p;). Temos entdo a funcao

geradora

by = Ju(pr)e’ M), (3.17)

Com hy = h = —kcos(, pr = kry/m? —cos?( e ky = km onde m é o indice de

refragdo relativo do cilindro em relagdo ou meio externo (m = y/eyu1/ep). As expressoes

) I n I . o1e ~
correspondentes para o campo elétrico E(l) e magnético H(l) internos ao cilindro sao,



45

Z Ey(k1) [dPMD + NP (3.18)
H = wljl > Eu(ky) [dPNG 4+ ImP] (3.19)
1 n=—oo

onde Ey, (k1) = ~Eo(—)". Ja para os campos elétricos e magnéticos espalhados (ED, HY),
temos que a grandes distancias em r > a a funcao de Bessel apropriada para compor a

funcido geradora, seja Henkel de primeiro tipo HV(p), logo:

77Desp — H7(11) (p)@i(n¢+hz), (320)

n

0 que nos da a expressao para os campos elétrico Egl) e magnético Hél), espalhados

E( = Z En(k) (BN + iaVMP] (3.21)
M _ S ) (NG
HD = wun;ooE ) [pIMP +ialINP)| (3.22)

Os indice (1) e (3) referem-se ao emprego das fungoes cilindricas de Bessel J,, e de Hankel

de primeiro tipo H,(Ll) = J, +1Y, na composicao dos harmonicos vetoriais, respectivamente.

Caso II - Modo TE (Ei(u) 1 xz): De maneira analoga ao caso anterior, no Caso

IT temos que &, ¢ o vetor de polarizacao do campo elétrico incidente

E(II) Eyé e —i (rszn(cosqb-l-zCOSC) (323)

Seguindo exatamente o mesmo procedimento encontramos,

B, =0,
Eo(—1)"

A, =— . . 3.24
! ksinC ( )

De modo que podemos escrever os campos elétrico e magnético incidente (Ei(H),
H™), internos (EY, H{™)e espalhados (EM, HID) como,

1
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Ei(II) — Z B, (k)M (3.25)
H _ B, (k)N 3.26
( o n;m (3.26)
B ) a0 + 4N oom
k&
Ak S ] o
1 n=—c0
B — Z Bl [ INM®) 4 pIDNE )}7 (3.29)
H — % B DNG) — jpdDME) 3.30
¢ o n;w { ? } ( )

Que sdo exatamente as expressoes encontradas nas referéncias [15, 25]. Os coeficientes de
Lorentz-Mie a,, b,, ¢, e d,, para os dois casos sao dados por meio da aplicagao das condicoes
de contorno na interface de separagao entre os meios, em r = a (que iremos encontrar
na secao seguinte). Tendo em maos os coeficientes das expansdes podemos escrever os
campos eletromagnéticos (incidente, interno e espalhado) de maneira explicita em seus

componentes em coordenadas cilindricas (r, ¢, z). Este desenvolvimento encontra-se no

Apéndice C.

3.2 COEFICIENTES DE LORENZ-MIE

Para resolvermos o problema de espalhamento impomos as condi¢oes de contorno
na interface de separagdo ( em r = a) entre o meio interno (ey, 1) e externo (g, ) ao
cilindro determinando as incognitas do problema, temos que as condi¢oes de contorno
consistem na continuidade dos componentes tangenciais dos campos elétrico e magnético

na superficie do cilindro de modo que possam ser expressas da seguinte forma,

Emr = a,
(Ei -+ ES — El) X ér = 0, (331)
(H; + H, — Hy) x &, = 0.

Estas condicoes de contorno contribuem com dois sistema (um sistema de equagao
para cada caso estudado) de quatro equagbes lineares algébricas, com os coeficientes
Gy, by, cn € d,. Todo o desenvolvimento para a construcao destes sistemas de equagoes

encontra-se no Apéndice C.3.

Primeiro, vamos escrever explicitamente as componentes (r,¢,z) dos campos

elétricos (incidente, espalhado e interno ao cilindro), de modo que esta possa satisfazer a
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primeira condi¢ao de contorno, em seguida fagamos o mesmo para o campo magnético,
impondo a segunda condi¢ao de contorno. Isto tudo para o primeiro caso, Modo TM.

Onde obtemos o seguinte sistema de equagoes:

imngall Hi (&) — man cos oS HSY (€) — éncos ¢l T, (n) +mngd ! T, (n) = —mum cos CJ, (€)
méby HD(€) + nes!) Ju(n) = mET, (€)
imnn cos Call HY (&) — menp ! H\V (€) — men2eD T, (n) + €Zncos ' T (n) = —mméJ,, (€)

imfa%I)Hr(Ll)(f) + %nd, Jn(n) = 0.

(3.32)
Sendo £ = zsin(, n = xy/m? — cos?>( e x = ka, que é o parametro de tamanho.

A referéncia [1] trata do caso ndo magnético onde pu = pg, ja nesta dissertacao de
mestrado, como estamos tratando de um caso mais geral, em nossas contas temos o termo
Z = \/ue1 /e referente a impedancia relativa entre o cilindro e o meio externo, que no

limite do caso ndo magnético se torna exatamente as expressoes encontradas em [1].

Agora, semelhantemente empregando as condicoes de contorno 3.31 para os campos

elétrico e magnético, para o segundo caso, Modo TE, obtemos:

mngal™ 2D (€) + iman cos O HED (€) — encos ¢l T, (n) + mned [ T (n) = mne T, (€)

meb I D (€) + in ! T () =0
mincos Call " H® (€) + imenp ! HLD (€) — menz el T (n) + € Zncos (i T (n) = mn cos (T (€)

méayVHD (&) + Znd [ Tu(n) = mET, ().

(3.33)

Estamos interessados em resolver cada um destes sistemas 3.32, 3.33 (o processo
de solugao para cada sistema se encontram no apéndice C.4) para os coeficientes: do caso

T™ alD, b)) D) e do caso TE a1 pI1) (11

n

Resolvendo o sistema de Eqs.3.32, obtemos os coeficientes do modo TM (veja o

apéndice C.4),
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a) = VHy +iD? (3.34)
D = - [Z;/t'jiwzf‘%, (3.36)
dD = — [_"//i%%— "Z, 77 (3.37)

Analogamente, para o modo TE, resolvendo o sistema de Eqs.3.33 obtemos,

I

b = —i T (3.39)
—2mé 9,
In _ n 4
" R+ i92) (3-40)
4D —2me 7 (3.41)

" nZ [+ iDE

Para o caso geral, de incidéncia obliqua, no intuito de simplificarmos a notacao,

definimos as seguintes fun¢des na interface de separacao entre os meios, quando r = a,

Ay = i€ | &I In(O) = )T (6)] (342
By = £ [mZET,(0)Jn(&) — nJa(n) ],(8)] (3.43)
G, = 1008 (1) I (€) (iz - 1) , (3.44)
= neos L) (£ -1), (3.45)
Vo= E[mZET, () HD (€) = () ()], (3.46)
W= i€ [ = T HD(E)| (3.47)

A resoluc¢ao dos dois sistemas de equacoes é mais complicado do que parece. No
espalhamento de ondas eletromagnéticas por um cilindro com um angulo de incidéncia
qualquer nao somos capaz de desacoplarmos os coeficientes em apenas dois sistemas de
equacgoes com duas incognitas, afim de simplificarmos nossas contas. Esta situagdo acontece
apenas no caso particular de incidéncia normal, quando ¢ = 90°, o que nos da um conjunto

de equagoes semelhante ao caso do espalhamento por uma esfera, o que torna possivel
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o uso da teoria de Lorenz-Mie. Ou seja, no caso em que a onda eletromagnética(E;, H;)

incide normalmente ao eixo cilindro, temos

a) = b/ =0, (3.48)
= =, (3.49)
Assim como,
oI — o — z /J;(x)Jn(mfw — Ju(2)J,, (mz) 7 (3.50)
! 2 H" (2)J,(ma) — HY ()], (mz)
b — b, — ;(Jln)(w)Jn(mm) -z Jn(lfr)f)Jn(mx) ’ (3.51)
(), (mx) — ZHy' (x)J, (mx)
—2
CsL[) = Cp = ) ' (1) ; (352)
o |2 Hy ()], (ma) — Hi () ], (ma)]
iy
= dn = ,(1) ! (1) I (353)
o |2 HAD (@) Ju(ma) — HY (2).,(ma))|
onde usamos o Wronskiano
! / 2 )
HO (@) () = J (@) H () = = (3.54)
m

Para o caso de incidéncia normal percebe-se que os coeficientes a,, e b, sao analogos
ao da teoria de espalhamento de Lorenz-Mie!. Fazendo as seguintes substituicoes: J,, — ¥,
e HM — &,. Assim como para os coeficientes ¢, e d,, sem a simplificacio do Wronskiano,
a nao ser pelo fato de que temos um fator m nos denominadores para o caso da esfera. E
importante verificarmos estas observagoes, tendo em vista que o problema da esfera é mais
simples de se resolver, podemos usar argumentos semelhantes para conseguirmos resolver

o problema do espalhamento por um cilindro sob incidéncia normal [25].

Coeficientes de Lorenz-Mie para a esfera:
o — D@’)Wn(m:p)\ll;(:r)f\lln(m)\l:;(mx)

" LU (ma)Ey () —En () ¥y (ma)

" U (ma)E, ()~ Zen(2) ¥y, (ma)
Cn

= U (ma)E, (2)~ Zn (2) ¥, (ma)

In = g e (o) —En () V., ()
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Através das relagoes Z_,, = (—1)"Z, (onde Z, é qualquer fungdo de Bessel),
obtemos as relagoes de paridade.

Para o primeiro caso, Caso TM,

at) = —a(D), (3.55)

p) = b, (3.56)

=D, (3.57)

d%) = —q (3.58)

(3.59)

Assim como para o segundo caso, Caso TE,

al’l =alID), (3.60)

pUD — — pUD) (3.61)

M — I, (3.62)

d"D =gn, (3.63)

(3.64)

De modo consequente, em n = 0 temos a{) = d{f) = b} = D = 0, onde essas

propriedades sao usadas para encontrarmos as expressoes explicitas para os coeficientes

dos campdes eletromagnéticos no Apéndice C.1 e C.2.

A cargo de curiosidade apresentamos algumas relagoes de igualdade das funcoes
3.42 a 3.46,

H,,(§)Cn = Jn(§)Dn, (3.65)
Hol€) st + IuE) =~ ™), (3.60)
Jﬂ@ﬁa+%@mﬁz—mﬁﬁw, (3.67)
i Doty + C W) = (€Y — BT (3.68)

3.3 DETERMINACAO DA INTENSIDADE

Tendo calculado as expressoes dos campos elétrico e magnético (incidente, internos

e espalhado) em termo dos harmoénicos cilindricos vetoriais M (Equacao 3.5) e N (Equagao
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3.6), e dos coeficientes de Lorenz-Mie (Equacao 3.34 a 3.41), seria interessante calcularmos
uma grandeza que pudesse ser medida em laboratério. Como se sabe a intensidade é dada
pelo modulo do vetor de Poynting, vamos nos basear no que discutimos na se¢ao 2.1.3,

para encontramos o vetor de Poynting e assim termos uma expressao para intensidade.

No Apéndice C, derivamos as expressoes dos campos elétricos e magnéticos (in-
cidente, internos e espalhado) para cada modos (T'M e TFE). Utilizando o conjunto de
equagoes C.4 para o campo espalhado (para o caso ), precisamos escrever estes campos em
uma expansao assintotica, para isso introduzimos a expansao assintética para as fungoes

de Hankel de primeira espécie [1, 15],

2 . ,
HO(p) = | e (=iyre. (3.69)

O campo elétrico espalhado é escrito em termos das fungoes de Hankel de primeira

espécie e suas derivadas. Fazendo a substituicao da equacao 3.69 em C.4, temos:

Campo elétrico espalhado.

e Componente r,

. 2 1. 2ip — 1 > _ 2ip — 1 n _
E(I) _ im/4 ip b(I) 2 d, b(I) Za ) (_nn
o) = e 7rpe i cos Cby 2% + n; (@) | i cos (D) 2% + —ay’ | (=)

e Componente ¢,

. 2 X 2ip—1 n
B = —276”/4\/7@”) > 0.(¢ (a;’) ( ) +z‘cos<b£f)> —i)"es. (371

e Componente z,

. 2 . e
EYD) = —sin¢e /4, | e [bg” +23° <I>n(¢)b§f)(—z')”] é.. (3.72)

n=1

Ou seja, o campo elétrico total (para o caso I) espalhado, a grandes distancias do
cilindro (p = krsin{ > 1) é dado por

ED = EWe, + B, + EDe., (3.73)

S ST

ou seja,
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Eg[) — E063i7r/4 2 eik’(rsin(—zcos <)
mkrsin

X {bg” (cos (8, +sin Cé,) + 2 i (i)™ [@n($)B (cos Cé, + sin C&.) + z’@n(¢)ag>é¢}} ,

n=—0oo

) / 2 . . ey .
Egl) — E0€317r/4 mezk(rsmcfzcos() Z e*ln@ {ag)é¢> + b7(1[) (COS Cér + sin Céz)] )

n=1

(3.74)

Esta é exatamente a exprecao encontrada em [1]. Para o modo TE basta substi-

tuirmos a¥,, = —aUD,, e ), = —pUD)

Na secao 2.1.3, derivamos uma expressao geral para a matriz de espalhamento de
amplitude para uma particula arbitraria. Podemos expressar o campo espalhados por
esse cilindro, resolvendo os campos incidentes e espalhados em componentes paralelos
e perpendiculares aos planos determinados pelo eixo do cilindro (é,), veja a Figura 7.

Portanto, escrevemos o campo incidente como,

B = (Bjéj + ELiévi) €, (3.75)

onde, é); = sin (€, — cos (&, & = —é,, com €1; X €|; = €. As componentes F); e F|; sao

exatamente as equacoes 3.10 e 3.23, respequitivamente, para os modos T'M e T'E.

O campo espalhado é dado por

E) = (Bjéys + ELiés) (3.76)

onde, € = cos (e, +sin(eé,, & = &y, com &, X )5 = &,.

Deste modo, escrevendo em termos da matriz de espalhamento,

Ejjs :esiw/4Feik(rsinc—zcosc> 1 B ) (3.77)
Eys mhkrsin ¢ T3 Ts Ey;

Comparando as expressoes 3.75 e 3.76 com 3.77 , encontramos os termos da matriz

de espalhamento,
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Ty = b +2 f: b0 cosnd, (3.78)
n=1

Ty =all" +2 i a") cos n®, (3.79)
n=1

Ty = al’ — 2i i a'D sinn®, (3.80)
n=1

71::%”)—2i§ibgﬂgnn@. (3.81)
n=1

Sendo que ©® = m — ¢, onde este representa o semicirculo localizado a frente
do cilindr. Para incidéncia normal ao eixo do cilindro (( = 90°), T3 = T, = 0, pois
a), = b, = 0. Desta maneira, somos capazes de calcular o vetor de Poynting 2.61 e

respectivamente a intensidade captada a longas distancias do cilindro.

n
I(r) = |< S(r) >|= =— (|Bs)*+|ELsl?) - 3.82
(1) = I< S() >|= 5= (1Bl +ELl) (3.82)
Lembrando que sempre podemos separar os campos em componentes paralelo e

perpendicular. Desta maneira, substituindo a equacao 3.77 em 3.82,

n

2
I(r) Eo|2% <|T1|2+|T2|2> ; (3.83)

:%

onde Iy = (n/2uc)|Eyl? é a intensidade da radiagao incidente (W/m?) é I ¢ a intensidade
(W/m?) da radiacio espalhada na direcio ¢ a uma grande distancia r do eixo do cilindro.
Para um cilindro infinito a radiagao diverge apenas em uma dire¢ao (para frente), I diminui

com 1/r, nao com 1/r% [1, 21].

Desta maneira, podemos escrever a intensidade para a polarizagao T'M, como,

2

2 oo
— b(()l) +2> b cosng| I. (3.84)
n=1

[(g,z,m) = wkr

(I1)

’ . ~ I
J4 para a polarizacio TE, basta trocar b) por al/D.
Antes de darmos inicio as aplicacoes da tedria que estudamos, no capitulo seguinte,
iremos fazer uma breve introdugao a antenas cornetas, que é o fonte em que usamos para

propagar radiacao na faixa de micro-ondas no espacao aberto.
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4 ANTENA CORNETA

Para trabalhar com a teoria de espalhamento na faixa de micro-ondas é impres-
cindivel ter um transmissor de micro-ondas. Para isto no laboratério de Fisica Aplicada
da UFJF [34], foi desenvolvido um sistema de transmissao e recep¢ao de micro-ondas na
faixa de 8,2GHz. Passaremos a apresentar alguns pontos mais relevantes sobre a teoria e a

parte experimental. Para mais detalhes veja a referéncia [30].

Para o desenvolvimento de um transmissor de micro-ondas é importante ter uma
antena e um guia de onda. A proposta é desenvolver um guia de onda, onde se determina
a localizagao correta do excitador, no caso uma antena do tipo dipolo [30]. Este excitador
¢é basicamente um diodo Gunn, que é um diodo que quando se passa uma corrente ele
produz uma oscilagdo na regiao de micro-ondas. Assim, o primeiro passo e desenvolver
um guia de onda. Podemos partir da expressao geral de um guia de onda e em seguida
particularizar para um guia de onda retangular. Seguindo a referéncia [30], podemos

escrever o seguinte resumao:

MODO TE.
E.=0.
E; = —z’k—z% x VB,, (4.1)
kT
By sxE (4.2)
T = ka T-
MODO TM.
B, =0.
k.
Er=i2VE,, (4.3)
kT
Br— " :xE (4.4)
T = kZCZ T. .

Onde estamos admitindo que a onda estar se propagando na dire¢ao z, Fr é o
campo transversal e E, o campo longitudinal. O mesmo vale para o campo magnético
H. Esta notagao também vale para os vetores de onda, ou seja, kr é o vetor de onda

transversal e k, o vetor de onda longitudinal, valendo a seguinte relacao:

ko = £1/k2, — k2. (4.5)
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As equagoes acima sao exatamente as equagoes encontradas na referéncia [31]
p. 225. Observe que para encontrar os campos transversais basta conhecer o campo
longitudinal £, . E possivel mostrar que o campo longitudinal satisfaz a equacao de onda

escalar, ou seja,

V2 + k7. = 0. (4.6)

z

A equagao acima é a equacao de Helmholtz para os campos longitudinais. Com as

expressoes acima ¢ possivel particularizar para o caso de um guia retangular.

Escolheu-se um guia de onda retangular com as dimensoes descritas conforme a
Figura 8 com a > b e utilizando as equagoes 4.7 e 4.8, pode-se escrever o campo elétrico

transverso total, para os dois modos, ou seja;

k k
Ep = —i 5 x VH, + i (4.7)
kT sz

De forma semelhante, para o campo magnético (equagdes 4.2 e 4.4), obtém-se:

k ko
T = Z%Z X, +1 k% VHZ (48)

Referencia: [30].

Escolheu-se um guia de onda retangular com as dimensoes descritas conforme a
Figura 8 com a > b. Utilizando as equagoes acima em coordenadas cartesianas é possivel
encontrar os campos elétricos e magnéticos com as devidas condi¢oes de contorno para

cada modo. Para o caso TE, temos [51],
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k
Eon = —z'Amnk%cnle coS (m;rm) sin (m;y)j (4.9)
Eypn = z’Ang%CWZT sin <m;m:) Ccos <mbry)’ (4.10)
Hypn = _Z‘Amn%m sin (mm) cos <my> (4.11)
kip a a b
. k., nm mrx\ . [/nmy
Hyppn = —zAmnk%—uT cos < - ) sin (b) (4.12)

comm=20,1,2,....n=0,1,2,... e A,,,, uma constante a ser determinada e possui unidade

de campo magnético. E preciso lembrar que k2 = k2 + k2, ou melhor,

mm\ 2 nm\%2 27 Winn
]{?Tmn: \/(a) + (b) = Amn = - s (413)

e consequentemente,

2 2 2
@ZJ(M)—mﬂKmﬂ>+<mv]. (4.14)
c a b
Note que a expressao krp,, = % permite determinar o comprimento de onda

maximo, ou seja, o modo dominante [51].

Fazendo uma analise detalhada dos modos ¢é possivel verificar que o modo de mais

facil construcao seria os modos T Ey,, e T E,,o, com as seguintes expressoes respectivamente:

ikep \ nm . /nTYN .
E, = H, (k% ) —, sin (b ) e'k=z (4.15)
thep\ mm . (MTY\
@:%<%>amﬂa>w. (4.16)

Escolhendo o modo T'EFyg e com as equagoes acima é possivel encontrar campo

elétrico dentro do guia. As Figuras 9 e 10 mostram esta distribui¢ao do campo.

Assim, para o modo T E}y o comprimento de onda longitudinal é dado por:

- @)

O excitador que utilizamos é um diodo Gunn [30], que trabalha com uma frequéncia

(4.17)

centrada em f = 8,2 GHz, isto corresponde a um comprimento de onda A\ = 3,66 cm.
Como A\, = 2a > \ = 3,66 cm, isso nos leva a ter a > 1,83 c¢m. Assim, escolhendo

a = 2,26 cm, por questoes construtivas do guia e usando a equagao acima, o comprimento
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Figura 9 — Distribuicao do campo elétrico associado ao modo T'Ejy na secao reta do guia.

0 a/?2 a

Referencia: [30].

Figura 10 — Distribuicao do campo elétrico associado ao modo T'Ey na secao longitudinal

do guia.
-z
. rd o P 4 . i ol V. ol I ol /
[ /r« A L P |
& i AT il R il il il ral =~ ST YT
" f 3 vista lateral

Referencia: [30].

longitudinal serd A\, = 6,23 em. A frequéncia de corte serd f. = ¢/2a = 6,63 GHz.
Fazendo b = a/2 = 1,13 c¢m, isto permite determinar o tamanho do guia retangular, ou
seja, o guia sera feito de aluminio com: z = 22,6 mm, y = 11,3 mm e com um comprimento
proximo de z = A\, = 66,3 mm, como ilustra a Figura 11. Na realidade o comprimento do
guia longitudinal sera ajustado por uma cavidade que servird de ajuste fino. A localizagao
do excitador deve estar posicionada na regiao de maior maximo do comprimento de onda
transversal e longitudinal. Na parte transversal serd z. = A\, /4 = a/2 = 11,3 mm e na
posigao longitudinal z, ~ A, /4 = 15,6 mm. O motivo de ser um valor aproximado é que
existem varios fatores que podem entrar neste calculo, principalmente ao tentar acoplar
o guia a uma antena do tipo corneta. Para realizar o casamento de impedancia entre
o guia e a antena, utiliza-se uma parede movel, que pode ser ajustada até se conseguir
o casamento correto, gerando um valor aproximado para o valor de z.. Com relacao a

altura da antena (L.) é evidente que deve ser menor que b, mas seguindo a referéncia [32],
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dados empiricos mostram que L., ~ 0,14P, onde P é o perimetro da se¢ao reta do guia,
no caso, L, ~ 9,5 mm. Este valor também precisa ser ajustado conforme a impedancia
da cavidade. A Figura 11 mostra um desenho geral do guia de onda para o modo T F1q ja
com o posicionamento do excitador. No desenho a parede a esquerda da Figura 11 é mével
e isto permite encontrar a posi¢cao que possa gerar a maior intensidade de propagacao do

campo eletromagnético.

Figura 11 — Posicao que deve ficar o diodo Gunn no guia.

excitador

L35,

Referencia: [30].

Sobre as perdas de energia na propagacgao da onda no guia é possivel ser calculada.
Os célculos podem ser encontrados na referéncia [30] e o resultado é que para o caso do
guia ser feito de aluminio (condutividade elétrica do aluminio o = 3,4 x 10"S/m) e com

comprimento de 6, 6cm a perda fica na ordem de 1%.

O proéximo passo ¢ acoplar ao guia a uma antena do tipo corneta. Os calculos
envolvendo antena do tipo corneta podem ser encontrados na referéncia [33]. Existem
varias formas de corneta, mas serd considerado um formato semelhante ao que esta na
Figura 12. Partindo das equagoes de Maxwell, sem o termo de fonte, em coordenadas
i

cilindricas, com a parte temporal do tipo e~** e fazendo a separacio para cada componente,

encontramos as seguintes equacoes [30]:

iwppH, = (9;;3 - 8(552>, (4.18)
iweppy = s OloH) (4.19)

¢ dy
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%E; - %E;?’ = iwpHs, (4.20)
0H, O0Hs;
—_—— = E 4.21
O e, (421
_ d(pks) OF;
iwppHs p 96 (4.22)
—iwepEs = 8('((;[;3) - @a]j, (4.23)

onde as componentes (F1, Ey, E3) e (Hy, He, H3) sdo fungoes somente da parte espacial
(p, @, z). Estas equagoes podem ser resolvidas com as devidas condigoes de contorno e,

portanto, as solugoes dos campos sao [30]:

Figura 12 — O desenho mostra a corneta com seus eixos de simetria cilindrica.

¢ =+%/,

y=0a

Referencia: [30].

E, = Bcos (mv)H ) (2mp/\), (4.24)
my
H,=B i HY) (2mp/\ 4.25
P Zw,up Sln<my¢) mu( ﬂ-p/ )7 ( )
Hy, = —Bi\/gcos (mve)H,\D(2mp/N), (4.26)
0
onde (') é a derivada com relagdo ao argumento da funcao de Hankel e my = %, com m

inteiro. Com os valores dos campos é possivel encontrar a poténcia irradiada pelo cone. A

expressao para a poténcia é:

/

rea € Qb a !
pret IIBH?ﬁ k) N () = N () s (k)] = 1B

E%CL/\
p 4m?’

(4.27)

onde identifica-se que, a expressao entre paréntese é justamente o Wronskiano de .J,,, e

Ny, referéncia [29].
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Na Figura 13 ¢é ilustrado as dimensoes do guia de onda e da antena. Nota-se o
posicionamento do excitador (diodo Gunn) na cavidade e o sistema para ajuste fino do
comprimento da cavidade, muito importante para calibragao do sistema de transmissao e

recepcao.

Figura 13 — Desenho do guia de onda acoplado a corneta com suas dimensoes para sustentar
uma frequéncia de 8 2GHz.

DIMENSOES DA ANTENA

a=226mm
* b=9%, =113 mm

fe =€/p, = 6,63 GHz (frequéncia de corte)
, z = A, = 66,3 mm (comprimento do guia)

z / by = 70,39 mm
a; = 81,98 mm
/ compgne = 73,46 mm
G = 15 dB (ganho da antena)
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Referencia: [30].

O casamento de impedancia entre o guia e a corneta é feita por um sistema RLC,

conhecido como iris [30]. A Figura 14 mostra a proposta de construgao de todo o sistema.

Figura 14 — Vista em corte do projeto do guia de onda e da corneta, ilustrando o acopla-
mento do excitador (diodo Gunn).
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Referencia: [30].

Conforme descri¢ao acima, foi construida um guia e uma corneta para transmitir
uma frequéncia de 8,2GHz. A Figura 15 mostra o resultado da construcao do guia ja

acoplado a corneta.
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Figura 15 — A foto mostra o resultado da construc¢ao do guia ja acoplado a corneta.

Referencia: [30].

Assim, com um transmissor de micro-ondas construido, iniciamos algumas medidas
para verificar se ha realmente uma radiacao sendo propagada da corneta com frequéncia
de 8,2GHz. Uma das medidas é o diagrama de radiacao horizontal da antena, onde este
pode ser visto na Figura 16. Para construirmos este diagrama de radiacdo, nés ligamos o
excitador (diodo Gunn) da antena corneta de 8, 2GH z, e a 85cm de distancia da antena
corneta, nos temos uma antena do tipo Yagi, onde esta capta o sinal e manda para um
analisador de espectro. E assim noés variamos em 180° a frente da antena corneta, de modo

que possamos detectar todo sinal de intensidade que chega nesta regiao do espaco.

Figura 16 — Diagrama de radiacao da antena corneta de 8.2G H z, feita no Laboratoério de
Fisica Aplicada [34] a 85¢m do detector.

Diagrama de radiagdo para antena de 8.2GHz
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Fonte: Autoral
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A Figura 16, nos mostra em detalhes o diagrama de radiagao produzido pela antena
corneta fabricada no laboratério de Fisica Aplicada [34]. Nela podemos ver que a radiagio
produzida pela corneta de 8.2G H z possui uma distribui¢do de sinal bem simétrica, para

uma distancia de 85cm da antena receptora ligada ao analisador de espectro.

Na execucao do experimento também utilizamos uma antena corneta ja fabricada,
que opera em 9.6GHz (Fig. 17), porem o extrator, foi fabricado por nés, no laboratério
de Fisica Aplicada [34]. Esta antena, diferente da produzida no Laboratério de Fisica
Aplicada, necessita de um gerador de RF para emanar micro-ondas pelo espaco aberto.

Na Figura 17 é possivel ver a antena corneta de 9.6G H z ligada ao gerador de RF.

Figura 17 — Antena Corneta de 9.6GH z, usada para a realizagao do experimento.

Fonte: Autoral

Assim como fizemos o diagrama de radiagdo da antena corneta de 8, 2G H z, também
fizemos o diagrama de radiacdo da antena corneta (antena emissora) de 9.6GHz (Fig.
18), porém esta estava a uma distdncia de 1.73cm da antena receptora que é ligada ao
analisador de espectro. A Figura 18, nos mostra a caracteristica do sinal emitido pela
antena corneta de 9.6G H z, nele e possivel ver que apesar de possuir alguns ruidos (em
que estes podem ser atribuidos ao fato de que no laboratoério temos a presenca de muitos
materiais de aluminio), seu diagrama de radiagdo possui uma simetria, e uma melhor

resposta de sinal para longas distancias.
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Figura 18 — Diagrama de radiacao da antena corneta a 1.73cm do detector.

Diagrama de radiacdo para antena 9.6GHz

Fonte: Autoral

Para a realizagdo das medidas experimentais, optamos por usar a antena corneta
de 9.6GH z ja fabricada, pois a longas distancias do analisador de espectro o diagrama de

radiacao desta antena apresentava uma melhor resposta.

E importante ressaltar que a escala dos graficos de intensidade de radiacio estd em

uma escala dBm, onde esta é apresentada com mais detalhes no Apéndice D.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secao apresentaremos o setup experimental tal como seu procedimento pratico
para a obtencao das medidas.Os resultados numéricos serdo provenientes das equacoes
exatas que calculamos analiticamente (Capitulo3) para o espalhamento devido um cilindro
infinito quando uma onda plana é incidente perpendicularmente ao eixo do cilindro. Todos
os calculos numéricos sao feitos a partir de um coddigo em Fortran seguindo as referéncias
[1, 21]. Introduziremos o método FDTD (Finite Diference Time Domain), que serd muito

bom para comparacao dos nossos resultados teoricos e experimental.

5.1 SETUP EXPERIMENTAL

No laboratério de Fisica Aplicada [34] da UFJF realizamos o teste experimental para
medicao de espalhamento de Micro-ondas por um cilindro infinito, a fim de desenvolvermos
um novo método de medir as propriedades fisicas (como sua permissividade magnética
por exemplo) de diversos materiais. No Laboratério ha disponibilidade de um gerador
de micro-ondas da Keysight, PSG - Hight Power Signal Generator E825710 (10M H z
até 20GHz) Fig.19a onde geramos uma RF com 9.6GHz de frequéncia e —10dBm de

amplitude.

Figura 19 — Gerador de micro-ondas da Keysight, PSG - Hight Power Signal Generator
E825710 (10MHz até 20GHz).

(b)

AV KEYSIGHT PSG High Power Signal Generat

Fonte: Autoral

Este sinal é emitido por uma antena corneta. Do outro lado da mesa, temos uma
outra antena corneta receptora, onde esta capta o sinal e envia para um Analisador de
espectro também da Keysight /Agilent, Handheld Spectrum Analyzer N9344C' Fig. 20.
O analisador esta programado para operar em uma frequéncia central de 9.6GHz e tem

como referencia —20dBm de Amplitude.
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Figura 20 — Analisador de espectro também da Keysight/Agilent, Handheld Spectrum
Analyzer N9344C

KEYSIGHT

N9344C  1miz-200GH:
Handheld Spectrum Analyzer

- Agilent Technologies

13:46:36 2019.10.14

o

Fonte: Autoral

O experimento consiste em duas etapas. Inicialmente, e gerado uma frequéncia
de saida 9.6GHz com —10dBm de amplitude, pelo gerador de RF o qual emite essas
micro-ondas através da antena corneta emissora. Esta onda serd propagada pelo espago
livre até a antena corneta receptora, que esta localizada a 1.73c¢m de distancia a frente da
corneta emissora. A corneta receptora é mével, e ela varre o espago em um transferidor
que vai de um angulo ¢ = 0° até ¢ = 180°, o sinal que chega na corneta receptora é
coletado no analisador de espectro, onde esta coleta é feita em ¢ de 1° em 1° da posicao
do transferidos. O analisador de espectro esta programado para operar em uma frequéncia
central de 9.6GH z com —20d Bm como amplitude de referéncia. Assim temos uma varia¢ao
de intensidade do sinal coletado em todo o espaco a frente. A Figura 23b, nos mostra
este esquema experimental, enquanto que na Fig 21 é possivel ver a caracteristica do sinal

obtido nesta primeira etapa do experimento.
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Figura 21 — Curva da variacao da intensidade descrita no texto acima para a primeira
parte do experimento. O eixo vertical informa poténcia em mW enquanto
que o eixo horizontal informa o angulo de varredura do sistema de detecgao.
Medida realizada sem a presenca do cilindro.
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Angulo [Grau®]
Fonte: Autoral

Na segunda etapa do experimento colocamos um cilindro macig¢o de Teflon com
3.5cm de diametro e 48.0cm de comprimento que esta a 95.0cm de distancia da corneta
emissora e a 78cm da corneta receptora. Repetimos o mesmo procedimento, porém agora
teremos o espalhamento do sinal devido o cilindro. Novamente, na Fig 22 podemos ver a

caracteristica do sinal coletado pelo analisador devido o espalhamento do cilindro.
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Figura 22 — Variacao da Intensidade espalhada devido um cilindro maci¢co de Teflon,
descrito na segunda etaoa do experimento. O eixo vertical informa poténcia
em mW enquanto que o eixo horizontal informa o angulo de varredura do
sistema de detecgao.
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Fonte: Autoral

As imagens abaixo (Figura 23a e 23b) mostram o setup experimental montado.

Figura 23 — Série de medidas com o cilindro.

(a) Foto real do stap experimental. (b) Esquematizagdo do experimento.
| i c

Fonte: Autoral

Analisando a Figura 21, vemos que em ¢ = 90° temos uma maior pico de intensidade,
e esperavamos ter nesta regidao um frente de onda plana. Nas proximas sec¢oes discutiremos
mais sobre esta caracteristica do sinal obtido sem a presenca do cilindro. Na Figura
22, vemos que o sinal espalhado pelo cilindro possui uma caracteristica bem simétrica

(espelhada) se compararmos o primeiro quadrantes que vai de ¢ = 0° até ¢ = 90° com o
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segundo quadrante, que vai ¢ = 90° até ¢ = 180°, por esta razao faremos nossas analises
numéricas utilizando apenas a metade relacionada ao segundo quadrante. Feito isto, agora

temos que analisar os dados.

5.2 IMPLEMENTACAO NUMERICA PARA INCIDENCIA NORMAL

Com a ajuda das referéncias [1, 21|, desenvolvemos um programa para gerarmos
os resultados numéricos provenientes das expressoes tedricas exatas que calculamos ao
longo desta dissertacao. Para uma radiacao com incidéncia normal ao eixo do cilindro, os
coeficientes de espalhamento terao uma forma mais facil. Porém, os coeficientes a,, e b,
das Eqs.3.53, ainda néao estdo escritos de uma forma computacionalmente adequada para

os calculos. Introduzimos a derivada logaritmica,

D, (mz) = = : (5.1)

n—1 1
D,_ = — , 5.2
1(me) max 2+ Dy (max) (52)
e usando a relagao de recorréncia
’ n
Z(x) = Zyp_1(x) — EZn(I)’ (5.3)

onde Z, é qualquer funcao de Bessel. Escrevemos os coeficientes de espalhamento como,

(Belms) g2 () — Jnoa(2)

Ay, = (Dng% n %) ]_L(Il)(x) _ H,sl_)l(x)7 (5.4)
b — (mDn(mx) + %) Jo(x) — T () -

(mDy(ma) 4 2) H () — H ()

Contudo, os coeficientes 5.4 e 5.5 ainda nao estao adequados para os céalculos, os
indices para um programa em Fortran tém que ser obrigatoriamente niimeros inteiros.

Para isso vamos definir G,, = D,,_; onde (n = 1,2,...). Cuja relagdo de recorréncia seja,

n—2 1
mx =4 Gy (ma)

(5.6)

Usando a rela¢ao Z, = (—1)"Z,, os coeficientes ag e by podem ser escritos como,
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— G1(mx)BJi(x)/m + BJy(x) (5.7)

*™ Gy(mx)BH,(z)/m + BHy(x)’ '

_ mGi(mx)BJy(z) + BJy(v)
bo = mG1(mz)BH,(z) + BHy(z) (58)
onde definimos BJ,, = J,_1 e BH,, = ,(11,)1 paran # 0

o = 1Gnrr(ma)/m + n/a] Blui(x) — BJu(z) (5.9)

" [Gpyr(maz)/m +n/z) BH,y(z) — BH,(x)’ '
b — (MmGpi1(mz) +n/z| By () : BJ,(z (5.10)

ImG,1(mx) +n/x] BH,1(z) — BH,(z)

Os calculos numéricos para as fungoes de Bessel sdo um procedimento padrao para
os calculos de espalhamento. Célculo das fungoes de Bessel (J, e Y;,) apresentam mais
problemas computacionais do que a derivada logaritmica. Algoritmos para estes calculos
foram publicados nas referéncias [1, 35, 36] e adotamos este mesmo procedimento nesta
dissertacao. Testes de valores computacionais para varios n e « das fungoes de Bessel (J,,(x)
e Y, (z)) foram comparados com valores tabelados na Ref. [37, 54]. Também foi comparada
a derivada logaritmica com valores calculados a partir das func¢oes de Bessel tabeladas.
Conseguimos obter bons resultados, havendo concordancia com tantas casas decimais
quanto as dadas nas tabelas presentes na referéncia [54]. O que nos dé alguma confianca
no algoritmo, mostrando que ele faz o que foi projetado para fazer. Pelas referéncias
22, 38], também é possivel compararmos os resultados dos coeficiente de espalhamento,
assim como, as eficiéncias de extingao e espalhamento. Em todos os casos, houve 6tima

concordancia entre nossos dados e dos dados publicados.

Empregamos como limite superior Nma = Max(N stop, |mzx|) + 15, com o trunca-

mento da série sendo feito apds o termo Nstop = x + 4x'/3 + 2 [1, 21].

Temos tudo o que precisamos para a comparagao dos dados tedricos e experimentais,
porém nao sabemos qual o indice de refragdo (m) do Teflon para a frequéncia de micro-
ondas (na faixa de 9.6GHz). O intuito deste trabalho de dissertagdo de mestrado é
exatamente este; tendo a curva experimental, variamos o indice de refragdo na simulacao
computacional. Comparamos estes dados (Experimental e Tedrico), e o melhor indice de
refracdo que casar as duas curvas, este sera o indice de refracdo do material que estamos

estudando, no nosso caso o Teflon.

Em um primeiro instante obtivemos as seguintes curvas tedrica é experimental
(Figura 24), para m = 1.45 e m = 1.50.
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Figura 24 — Comparacao das curvas de simulacao teérica (para m = 1.45; 1.50) e experi-

mental.
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Fonte: Autoral

Claramente, nossos resultados tedricos ndo sao compativeis com os resultados
experimentais. Podemos atribuir isso ao fato de que a teoria de espalhamento foi feita
em cima do fato de termos uma onda plana, porém este nao é o nosso caso. Contudo o
programa esta condizente com a teoria pois foi possivel reproduzir os valores do artigo
[40], onde o experimento é feito na faixa do visivel. O espectro da onda emitida no nosso
experimento é visto pela Fig. 21 onde é possivel ver que de fato nao temos uma frente
de onda plana. A fim de resolvermos este problema aumentamos a distdncia da corneta
emissora para 2.23m, e o tamanho do cilindro para 88.10cm.E possivel ver uma pequena
melhoria na frente de onda, tendo agora um pequeno alargamento na regiao central (entre
80° e 100°) contudo néo é o suficiente para nos adequarmos a teoria. O resultado pode ser

visto na Fig.25.
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Figura 25 — Sinal de Intensidade captado pelo analisador. A melhoria da frente de onda
pode ser visualizada pelo alargamento do pico da curva.
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A fim de termos uma certa seguranca no experimento, realizamos a medida de
intensidade do sinal que chega até o analisador trés vezes, tiramos a média e com isso
temos uma boa ideia do desvio padrao do experimento, Fig. 26. Na Figura 27, é possivel
ver estes mesmos dados das Fig. 26 porém todos juntas, e assim termos uma ideia do qual

preciso estao nossos dados.

Figura 26 — Série de medidas sem o cilindro .

(a) 1° Medida Experimental. (b) 2° Medida Experimental(c) 3° Medida Experimental.
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Fonte: Autoral

A tabela 1 nos mostra os valores da média varidncia e desvio padrao destas medidas

(Figura 26 e 27) sem o cilindro.

Os resultados que tivemos do espalhamento a essa nova distancia também sao

dados pela Figura 28.

Novamente, realizamos estas medidas trés vezes e tiramos a média Fig. 29. Assim

como fizemos para medida sem o cilindro, também apresentamos na Figura 30, os dados
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Figura 27 — Grafico sem o cilindro, com a série de trés medidas, junto com a média. A
curva em amarelo representa a 1° medida, a curva em azul representa a 2°
medida e a curva em roxo representa a 3° medida, ja a curva preta representa
a média destas trés medidas.
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Tabela 1 — S/ Cilindro [mW]
Medida ‘ Média Variancia Desvio Padrao

1| 1.15E-06 2.56806E-12  1.60252E-06
2 | 1.16645E-06 2.61142E-12 1.61599E-06
3 | 1.1449E-06  2.49026E-12 1.57806E-06

da Fig. 29 todos juntos, e novamente garantimos a estabilidade do nosso experimento.

A tabela 2 nos mostra os valores da média, varidncia e desvio padrao destas medidas

do espalhamento com o cilindro.

A construcao e execucao da parte experimental estd de acordo com o que es-
peravamos, fizemos uma série de medidas e a margem de erro que tivemos da média
(Fig. 27 e 30, curva em preto, para medida sem e com o cilindro respectivamente) foi de
D,ss =~ 1.57 x 1076, para medidas sem o cilindro e D,cs ~ 1.95 x 1076, para medidas

com o cilindro.

Outras maneiras de resolvermos este problema seria introduzirmos lentes para micro-
onda [41]de modo que possamos "expandir o feixe". No entanto este passo do experimento
ainda estd em fase de estudos, e usando o método das Diferencas Finitas no Dominio
do Tempo (FDTD - Finite Diference Time Domain), que é um dos diversos métodos

computacionais que tem como intuito resolver numericamente as equacoes de Maxwell,
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Figura 28 — Medida experimental com o cilindro a = 1.75cm.
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Figura 29 — Série de medidas com o cilindro.

(a) 1° Medida Experimental. (b) 2° Medida Experimental(c) 3° Medida Experimental.
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Tabela 2 — C/ Cilindro [mWV]

Medida ‘ Média Variancia Desvio Padrao
1| 1.14E-06 3.76825E-12 1.9412E-06
2 | 1.19E-06 4.02075E-12  2.00518E-06
3| 1.15658E-06 3.85255E-12 1.96279E-06

descrevendo a propagacao, transmissao e espalhamento das ondas eletromagnéticas em um

meio qualquer e que na maioria dos casos estao submetidos a condigoes de contorno [42].
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Figura 30 — Grafico com o cilindro, com a série de trés medidas, junto com a média. A
curva em amarelo representa a 1° medida, a curva em azul representa a 2°
medida e a curva em roxo representa a 3° medida, ja a curva preta representa
a média destas trés medidas.
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5.2.1 Método FDTD

O FDTD, foi criado em 1966 por Kane Yee [43], onde este apresentou um modelo de
discretizacao das equagoes de Maxwell no dominio do tempo. Seu trabalho foi baseado no
método ja existente, conhecido como método das diferencas finitas (FDM- Finite Diference
Method) criado por Thom e Lima ( [44, 45]). Para uma regiao do espago que nao possui
fonte de corrente elétrica ou magnética, mas podendo conter materiais que absorvem
energia dos campos elétrico ou magnético, temos as equacoes de Maxwell descritas no 2.1.

Onde podemos reescrever as equagoes 2.3 e 2.4 como,

oH 1

— === E A1
OE 1 1

Em coordenadas cartesianas teremos um sistema de seis equagoes diferenciais
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agm _ ,i (6;;3, _ aa%) | (5.13)
a;iy _ /i (88% B 8@%) ’ (5.14)
agz _ ; (aab; ~ 85) 7 (5.15)
aaEtx _ i (a;;z _ aazy . E) 7 (5.16)
a;;y :i (a;im - 85% _ UEy) ’ (5.17)

onde este sistema forma a base do algoritmo numérico FDTD para interagao de ondas
eletromagnéticas. Estudando as equagoes de Maxwell na forma diferencial, verifica-se
que a mudanca no campo E no tempo depende da mudanga no campo H no espago. O
que leva a relagao béasica de tempo do FDTD, ou seja, em qualquer ponto do espago, o
valor atualizado do campo E no tempo depende do valor armazenado do campo E e da

ondulac¢do numérica da distribuigao local do H campo no espaco [43, 46].

Semelhantemente, dividimos o campo H em etapas. Em qualquer ponto do espaco,
o valor atualizado do campo H no tempo depende do valor armazenado do campo H e da

ondulacao numérica da distribuicao local do campo E no espaco.

Como os campo E e H estao em constante atualizagoes, suas interacoes resultam em
um processo de marcha no tempo, onde os dados das ondas eletromagnéticas continuas sob

consideracao se propagam em uma grade numérica armazenada na memoria do computador.

A Figura 31 ilustra uma célula Yes cartesiana padrao usada para FDTD, sobre a
qual componentes vetoriais de campo elétrico e magnético sao distribuidos. Interpretamos
como um vortex cubico , os componentes do campo elétrico formam as bordas do cubo, e os
componentes do campo magnético formam os normais para as faces do cubo. Uma estrutura
espacial tridimensional consiste em uma multiplicidade dessas células Yee. Uma estrutura
de interacao de onda eletromagnética é mapeada na estrutura espacial, atribuindo valores
apropriados de permissividade a cada componente do campo elétrico e permeabilidade a

cada componente do campo magnético [46].

O artigo Yee, de 1966 [43], propunha escalonar espacialmente os componentes
vetoriais do campo E e do campo H sobre células unitarias retangulares de uma grade
computacional cartesiana, de modo que cada componente vetorial do campo E esteja
localizado no meio do caminho entre um par de componentes vetoriais do campo H, e
vice-versa. Esse esquema é conhecido como grade de Yee. Alem disso recomenda-se um

esquema de avanco para marchar no tempo, em que as atualiza¢oes dos campos E e H sao
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Figura 31 — Representacao 2D e 3D de uma célula Yes.

TE ™ Grade Yee 3D
Ex

Ez t

® Hz Ey ® Ez Hy Ey o /

Hy

Hx

Fonte: Autoral

escalonadas para que as atualizagoes dos campos E sejam conduzidas no meio do caminho
durante cada intervalo de tempo entre sucessivas atualizagoes dos campos H e vice-versa
[43, 46]. Como ponto positivo, esse esquema explicito de escalonamento no tempo evita
a necessidade de resolver equagoes simultaneamente. No entanto, como ponto negativo,
esse esquema exige um limite superior no intervalo de tempo para garantir a estabilidade
numérica [47]. Como resultado, certas simulagoes podem exigir muitas milhares de etapas

para serem concluidas, tornando o tempo computacional cada vez maior.

Para usarmos este método, temos que implementar uma solucao FDTD das equagoes
de Maxwell, isto é, temos que estabelecer um dominio computacional. Um dominio

computacional nada mais é do que a regiao fisica sobre a qual a simulacao serd realizada.

Os campos E e H sao determinados em todos os pontos do espaco, assim como
o material de cada célula dentro do dominio computacional. O material pode ser o
espaco livre (ar), metal ou dielétrico. Qualquer material pode ser usado desde que a

permeabilidade (1), a permissividade (¢) e a condutividade (o) sejam especificadas.

Definido o dominio computacional e os materiais da grade, agora temos que
estabelecer uma fonte. O tipo de fonte pode ser, corrente em um fio, campo elétrico
aplicado ou onda plana pulsante [48]. Estamos interessados no iltimo caso, onde o FDTD
pode ser usado para simular o espalhamento da onda eletromagnética em um objeto de

forma cilindrica.

Realizando os testes, com um algoritmo ja escrito na biblioteca do Python (Meep)
[48]. Os resultados que encontramos foram muito satisfatérios, Fig.32. A Ref. [39], usa
uma outra técnica de medida de indice de refracao na faixa de micro-ondas para o Teflon.

Tendo como base este artigo, variamos o indice de refracao, m, de 1.35 a 1.52.
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Figura 32 — Comparacao dos dados tedrico computacional usando o método FDTD para
varios indices de refragdo com os dados experimentais.
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Fonte: Autoral, feito em colaboragido com o aluno Joao Paulo.

Na Figura 32, fizemos uma variagdo no indice de refracao e é possivel ver que o
método tedrico computacional (FDTD) casa com muita precisao com a parte experimental,
sendo que as melhores curvas sao, a curva verde que esta relacionada com m = 1.52, é a
curva vermelha com m = 1.435, veja Figura 33 . Onde a curva relacionada a m = 1.435,
possui um melhor resultado. Tirando a diferencga entre a curva experimental e a tedricas
(relacionada a m = 1.435) uma boa estimativa para o indice de refracdo do teflon é:
m = (1.435 £ 7.8 x 1072).

Figura 33 — Comparacao dos dados tedrico computacional usando o método FDTD com
os dados experimentais para os indices de refragao m = 1.435 e m = 1.52.
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6 CONCLUSAO

Em um primeiro instante, apresentamos nesta Dissertacao de Mestrado, uma
abordagem de aspectos relevantes para uma formulagao tedrica basica, capaz de resolver
qualquer problema de espalhamento, lembrando que nosso intuito foi resolver o problema
de espalhamento para um cilindro infinitamente longo. Discutimos sobre a interacao de
uma onda eletromagnética com um meio material, e como seu formato (onda plana ou
nao plana) pode interferir na teoria. Determinamos o conceito de se¢do transversal e
vimos qual é a sua relagdo com a poténcia eletromagnética. Os harmonicos vetoriais foram
estabelecidos, mostramos seu significado fisico e sua aplica¢ao na representacdo do campo
eletromagnético. Ilustramos a solucao para o problema de espalhamento por um cilindro
infinito, e foi calculado todas as expressdes analiticas para os campos elétrico e magnético,
incidente, espalhado e internos. Também efetuamos os calculos para os coeficientes de

extingao, e espalhamento.

Propomos uma anélise do espalhamento de micro-ondas por um cilindro infinito,
a fim de compararmos os resultados tedricos, experimental e computacional e assim
desenvolvermos um novo método de medir as propriedades fisicas de diversos materiais na
faixa de micro-ondas. A construcao e execucao da parte experimental estd bem elaborada,
diversas medidas foram feiras e tivemos uma margem de erro de D,gs ~ 1.57 X 1076,
para medidas sem o cilindro e Dycs &~ 1.95 x 1079, para medidas com o cilindro. O
préximo passo a ser feito na execucao das medidas experimentais serd automatizar o
braco do detector, e assim refinarmos o intervalo entre as medidas. As comparagoes entre
a formulacao tedrica e a parte experimental foram feitas. Vimos que a formulacao da
teoria de espalhamento nao é adequada para onda nao plana, e a fim de corrigirmos este
problema, em colaboracao com o laboratorio de Simulagao Computacional, introduzimos o
formalismo do método computacional FDTD, o qual foi relativamente importante no nosso
trabalho, assim podemos determinar o indice de refracio do Teflon (m = 1.43547.8 x 1072)
para frequéncia de micro-ondas, que estd em concordancia com a referéncia [47]. Todo
nosso intuito foi mostrar que somos capazes de determinar indices de refragao de diferentes
substancias desconhecidas na regiao de micro-ondas, ja que temos diversas aplicagoes
da teoria de espalhamento na faixa do visivel e de infravermelho. O espalhamento por
micro-ondas traz uma aplicacdo enorme em diversas dreas. Na drea medicas [13], por
exemplo podemos nos perguntar; qual seria o indice de refracdo dos érgaos internos dos
seres humanos para fins de estudos avaliativos do impacto desta radiacdo em frequéncia de
micro-ondas nos tecidos biolégicos. Em telecomunicagoes, a frequéncia de celulares é em
micro-ondas, como por exemplo, transferéncia de dados por Bluetooth. Temos também
aplicagdo de micro-ondas na producao e refino de petréleo [12]. Em radares [10], na
area de mineracao e em outras infinitas areas. FExiste uma demanda muito grande de

conhecer os indices de refragdo e os coeficientes de extingao nesta faixa de frequéncia de
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micro-ondas. A técnica de espalhamento descrita neste trabalho também pode ser muito
util no desenvolvimento de novos metamateriais na regiao de micro-ondas. Com isso,
estamos desenvolvendo uma técnica interessante, simples e barata capaz de determinar
estes indices de refracao, real e imaginario. Ainda existe muito trabalho a ser feito, mas
em um primeiro instante estamos satisfeitos com nossos resultados. Um préximo passo,
seria aprimorar a técnica e expandir nossos estudos para o espalhamento de micro-ondas
devido multiplos cilindros (centro espalhador), abordando a regido de ressonancia, o que

pode nos trazer resultados e aplicacoes interessantes.
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Veremos em detalhes como obter uma base adequada para expandirmos os campos

(incidente, interno e espalhado), e assim resolvermos o problema de espalhamento

da inicio apresentando os potenciais e anti-potenciais.

A.1 Potenciais e Anti-Potenciais

A partir das equagoes de Maxwell com o termo de fonte, tem-se:

V- D(I‘,t) = p(I‘,t),
V-B(r,t)=0

V x E(r,t) = ———=,

OD(r, 1)
ot

que para meios homogéneos, isotropicos e lineares é possivel mostrar que:

V x H(r,t) = J(r,t) +

2
VxVxH(r,t)%—uea};g’t):VxJ,

O?E(r, 1) 0J
VXVXE(I‘,YS)—F[LET: ,uat

As equagoes A.5 e A.6 sdo conhecidas como equacao de onda vetorial. A

destas equagoes vao depender das condigoes de contorno, [28]. Note que o termo

deve ser especificado para encontrarmos a solucao da equagao de onda vetorial.

agora restringir o nosso sistema a estados harmonicos no tempo do tipo e™

seguinte simbologia,

C(r,t) = Re{C,,(r)e ™"},

Assim, as equacoes de Maxwell podem ser escritas como:

. Iremos

(A.5)

(A.6)

solugao
de fonte

Vamos

wt o adotar a
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Antes de iniciar qualquer analise é importante definir o que vem a ser dualidade. Se
as equacoes que descrevem dois diferentes fendmenos possuem a mesma forma matematica,
a solucao delas terao a mesma forma. Isto é chamado de dualidade. Duas equacoes de
mesma forma matematica sao chamas de equagao dual. Vamos mostrar que em uma regiao
livre de corrente (J = 0), as equagoes de Maxwell passam a ter uma certa dualidade entre

E e H. Vamos definir dois novos vetores:

E = i\/ﬁH, (A.12)
g

H = q:fE, (A.13)
ol

entao substituindo as equagdes A.12 e A.13 nas equagdes de Maxwell acima (Equagoes

A.1 a A.4), livre de fonte encontramos:

VxH = —iwuE (A.14)
V x E = +iwuH (A.15)
V-H =0, (A.16)
V-E =0, (A.17)

onde, por simplicidade de notagao, adotamos C,, = C'. Vemos que as equagoes A.14, A.15,
A.16 e A.17 sao semelhantes as equacoes A.8, A.9, A.10 e A.11. Esta dualidade pode
ser estendida para regides contendo correntes, empregando artificios matematicos como
a criacao de carga magnética e corrente magnética. Assim, vamos partir da equacao de
Maxwell com fonte, mas para isso, precisamos definir o vetor densidade de corrente de

magnetizacao Jy, e a densidade de carga magnética p,, como:

Jm = ]F\/z]’ (A.18)
P = ﬂ/fp, (A.19)

com isto podemos escrever as equagoes de Maxwell generalizadas como:

VxE=-Jy+iwuH, (A.20)

VxH=J—iweE, (A.21)

v-H="m (A.22)
i

V.E:

M1

. (A.23)
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Note que fazendo p,,, = J, = 0 recuperamos a equagao de Maxwell original. Com
isto, fazendo a transformacao dual envolvendo o campo, veja equagoes A.12 e A.13, e a

transformacao dual para as fontes, ou seja:

’ 19
T =+ =T, A24
ﬁ o

/ €
"
P =T gfn (A.27)
encontramos os campos duais,
VXE =-J_ +iwuH (A.28)
VxH =J —iweE, (A.29)
' P
V-H = (A.30)
"
F_p
V-E =" (A.31)

Assim, para cada campo E, H produzido por uma corrente elétrica e densidade de

carga eléltrica J, p existe um campo dual E', H produzido por uma corrente magnética e

densidade de carga magnética ficticia J,,, p;n.

De acordo com o teorema da partigdo de Helmholtz [49], o campo pode ser separado
em uma parte irotacional e uma parte solenoidal, ou melhor, o campo vetorial é determinado
conhecendo seu rotacional e divergente. Vamos partir do caso em que os termos de fontes
sao a densidade de corrente elétrica J, e a densidade de carga elétrica p.. Assim, para
o caso especifico do campo eletromagnético a natureza solenoidal de B gera a seguinte

relacgao:

B=VxA,. (A.32)

Esta relacao envolve somente o rotacional de A, e deixa livre o divergente de
A,,. Isto significa que nao ha restricao do divergente de A,,, e isto permite escolher
arbitrariamente a melhor forma do divergente. Algo semelhante acontece com o campo

elétrico onde temos que:

E=—V¢. + iwAm. (A.33)
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Manipulando estas equagoes é possivel mostrar que:

VA, + kA, = —uJ. + V[ V- A, —iwpee.] , (A.34)
V26, — iwV - A,y = —g. (A.35)

Como ja comentado anteriormente o V - Ay, é arbitrario e portanto, podemos
escolher de forma mais conveniente. A escolha mais adequada é fazer a escolha que

desacople as equagoes acima. As duas melhores escolhas poderiam ser:

V- AL = —pﬁa;;e = HIWUEP,, (A.36)

conhecida como Gauge de Lorentz, e
V- -An=0, (A.37)

conhecida como Gauge de Coulomb. Escolhendo o Gauge de Lorentz teremos:

v2¢e + k2¢e = _%7 (A38)
VA, + K AL = —pd.. (A.39)

As equagoes acima sao exatamente as equagoes de Helmholtz. Note que o Gauge
de Lorentz é conveniente para desacoplar a equacao entre os potenciais vetores e escalares,
mas neste Gauge o campo elétrica nao é completamente particionado. Se desejamos uma

particao completa é preciso usar o Gauge de Coulomb, pois neste Gauge teremos:

Vi, = L=, (A.40)

€
VAL, + K AL = —pd, — iwpVé., (A.41)

e como pode se ver na Equacao A.41 ainda continuamos com um acoplamento. Para
desacoplar vamos escrever J, como sendo a soma de um J; irotacional (V x J; = 0) e
de um J; solenoidal (V - J; = 0), ou seja, estamos utilizando o teorema de partigao de
Helmholtz. Assim, J. = J; + J, e agora vamos escolher uma fungao escalar ¢ de tal forma

que seu gradiente seja justamente J;, ou seja, J; = V4 e com isto, temos:

V- J; =V, (A.42)

que combinando com a equag¢ao da continuidade encontramos:

V-J.=V-[J,+J)] =iwp, (A.43)
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ou melhor,

V21, = iwp, (A.44)

que comparando com A.40 vemos que:

e = —lweQ,, (A45)

e, portanto,

Ji= V¢e = —iWV¢e, (A46)

e voltando na equacao A.41 temos que:

VAL + KA, = —ud,. (A.47)

Assim, no Gauge de Coulomb A,, é determinado desde que se conheca a parte da
densidade de corrente solenoidal. Para ¢. é necessario conhecer a parte da densidade da

corrente que seja irotacional.

Podemos agora realizar as mesmas andlises feita anteriormente, mas agora utili-
zando a particao do campo eletromagnético gerado por uma densidade de corrente de
magnetizagao J,, e uma densidade de carga magnética p,,. Neste caso fazendo J. = p. = 0,
e partindo das equagoes A.20, A.21, A.22 e A.23, temos:

V xH = —iwD, (A.48)
VXE=-J,+iwB, (A.49)
V-D=0, (A.50)
V-B=pp,. (A.51)

Note que v, ¢ o dual de ¢, e a unidade de J., = [A/m?], J,, = [V/m?], A,, =
[V'S/m]v A= [C/m]> Pm = [V'S/ms]a Pe = [V] e Pm = [C/S] = [A] Da equacao A.48 e

A.50, temos respectivamente:

H=-V¢, +iwA,, (A.52)
D=-VxA,, (A.53)
onde A,, e ¢. sao chamados de potencial vetor magnético e potencial escalar elétrico,

enquanto A, e ¢,, sao chamados de potencial vetor elétrico e potencial escalar magnético.

Em muitos livros estes dois tltimos potenciais sdo chamados de anti-potenciais.
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Assim, conhecendo os termos de fontes J,,, J., pm € pe é possivel encontrar os

campos E e H em funcdo dos potenciais (A,,, ¢.) e anti-potenciais (J¢, ¢,,), ou melhor,

1
E= V. +iwA, — _Vx A, (A.54)

1
H=—V¢, +iwA, — ;v x A, (A.55)

onde os potenciais e anti-potenciais devem satisfazer as equagoes:

VA, + KA, = —J,, (A.56)
VA, + KA, = —udes, (A.57)
1
VZ2hm = ——Pm, (A.58)
il
1
Vide = ——pe. (A.59)

O grande problema agora é encontrar os potenciais e anti-potenciais. Os potenciais vetores
sao solucoes das equacoes de Helmholtz, veja equagoes A.56 e A.57. Estes dois potenciais

vetores estao relacionados aos chamados potenciais de Hertz e a defini¢do é a seguinte:

oIl

A, = A.
oIl

A, = pe—= A.61

onde IT, é chamado de potencial vetor de Hertz elétrico e I1,,, é chamado de potencial

vetor de Hertz magnético. Utilizando a equagao A.60 na equacao A.36 encontramos,

;[V-Hm+¢m] =0=V -II,, = —¢m, (A.62)

e de forma semelhante

V- 11, = —¢.. (A.63)
Assim, substituindo as equagoes A.60 e A.61 nas equagoes A.56 e A.57 obtemos:
VI, + KL, = —— 0, (A.64)

wit

VL, + KL = ——J., (A.65)
we
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onde admitimos que os potenciais vetores de Hertz sdo fungoes harmonicas no tempo do

tipo e~ (Caso contrario teremos:

V2L, — pe = —wzu.]ms, (A.66)
11 i
’1I, — c=_——J... A.
VII, — ue 52 —oJes (A.67)

Se nao tivermos os termos de fontes (J,,s = Jos = 0) temos:

V211, + k*TI,, = 0, (A.68)
V21, + K*TI, = 0. (A.69)

Utilizando as equagoes A.62 e A.63 nas expressoes dos campos dadas nas equagoes
A.54 e A.55 podemos escrever os campos apenas como fungoes dos potenciais vetores de

Hertz, ou seja,

E:VxVxHe—qua&D;ﬂ, (A.70)
11
H=V xV xII, + ¢V x a@te' (A.71)

Na referéncia [50] (capitulo 3, problema 1), as equagoes acima sao obtidas com a

diferenca que:

A =F
A, = A, (A.72)

e também devemos lembrar que a parte temporal niao é do tipo e ! e sim e/“*.

No caso em que a fase temporal é do tipo e”™* e com ajuda da equacdao A.60 e
A.61, temos:

M, = — Ay, (A.73)
O = — A, (A.74)

e, portanto, utilizando A.66 e A.67, podemos escrever:

VZA, + KA, = =], (A.75)
V2A,, + kA, = —ud s, (A.76)
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que sao exatamente as equagoes 3.25 e 3.14 da referéncia [46], respectivamente com a
relacao de que J,,s é a fonte da parte magnética, ou seja a magnetizacao M e J.s a fonte

elétrica ou seja a densidade de corrente elétrica J.

A solugao das equagoes A.75 e A.76 sao:

L eik-R

A, (r)= y Jes(r") 7 d*r’, (A.77)
c 6ik-R

Ar) = o= [ Juld) md (A.78)

onde R =r — 1/, sendo r o vetor posicao da origem até o ponto que queremos calcular o

campo e r’ o vetor posicao da origem até onde estd a fonte do campo.

Assim, conhecendo os potenciais vetores Il, e I, é possivel encontrar os campos
elétricos e magnéticos, bastanto utilizar as equacgoes A.70 e A.71. Vale lembrar que as
unidades dos campos e potenciais vetores sao: H = [A/m], E = [V/m], II, = [V -m] e
1L, = [A-m].

Outro dado importante que devemos chamar atencdo é que os potenciais veto-
res de Hertz elétrico (II.) e magnético (II,,) estdo associados aos modos TM e TE,

respectivamente e isto fica claro ao observar as equagoes A.70 e A.71, ou seja,

E =Ery + Erg,
H=H;y +Hpg. (A.79)

Redefinindo a equacao A.63 como:

V-IL = —1),, (A.80)

e algo semelhante para o potencial vetor magnético,

V-IL = —t,. (A.81)

Onde os potenciais escalares 1. e 1, sdo conhecidos como potencias de Debye
elétrico e magnéticos, respectivamente. Alguns livros textos chamam de potenciais de
Debye-Hertz elétrico II, e magnético II,,. Note que as unidades dos potenciais de Debye

elétrico e magnéticos sao respectivamente [Volts| e [Ampere].
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APENDICE B - Procedimento para funcées de onda vetorial

No decorrer desta dissertacao, introduzimos os harmonicos cilindricos vetoriais M
e N, os quais aqui suas solugoes serao apresentadas detalhadamente. Seja a equagdo de

onda escalar,

(V2 + k) = 0. (B.1)

Que nas coordenadas cilindricas,

1o (o 1% v\ .,
a(a gt T azr) TRY=0 (8.2)

Utilizando o método de separagao de variaveis ¢ (r, ¢, z) = R(r), ®(¢), Z(z):

dii (22) — MZ(2) =0, (B.3)
dzj;(;b) N /\2(I)<(b> =0, <B4)
i (22) < () ] = 53

Fazendo uma mudanga de variavel em r (p = rvk? + A2, vemos que esta é

exatamente a Equagao diferencial de de Bessel de ordem m.

2P 1dP P
oy 12 p=o. B.6
dp? * p dp * [ 02] (B.6)

Assim temos a solucao da equacao de onda escalar,

Un(p, ¢, 2) = Zn(p)ein¢eihz> (B.7)

onde n € Z, h é um parametro a ser determinado, p = r\ﬂkQ — h?), e por fim Z,(p) é

qualquer fun¢ao de Bessel cilindrica.

Tendo a solucao de 1) podemos explicitar os harmonicos cilindricos vetoriais, como:
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= |in e n
T T
P in ~ ! A i(n z
=200, - Zien| et (B3)
rvk* —h? [in . / i(ndhz
= DS 7 e~ 2yl | et

14 . n N P A i(n z
== lthn(p)pZn(p)ed) + TZn(p)ez] pi(né+hz) (B.9)

Vk? — h? / Zn ,
= T [thn(p)ér — nhp(/))é¢> +VEk2 — hzZn(P)éz] ez(n(ﬁ-i—hz)'

B.1 Orotgonalidade de M,, e N,,

Usando a ortogonalidade de M,, e N,,, temos:

2m m p m p 2
MaM;do = (0 (s = 20002 ) - (=20t = 2 ()i ) [ e,
wdd = () = L (0)0s ) - (=) = L (p)ea) [
(B.10)
Onde a solucao da integral é :
2 0
| medg = 2md, {  mFEn (B.11)
0 1, m=n.
ou seja,
2T
M, M do = 0, (B.12)
Param # n .
MM dé = 2X (02, () 27 (p)J. B.13
wMiudd = =5 (02 0(p)Ju(p) + p° 1, (0) 1 (0)] (B.13)

Param =n .
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Assim como,

2m . thp . . Jn(p) . 2 Ta(p) .
—th ’ 5 Jm(p) ~ )072Jm(p) ~ /Zﬂ- i(n—m)¢
( o I (p)ér —mh o 0 + el ; e , (B.14)
2m
N,N; dop = 0. (B.15)
Param # n .
2m % 2 ’ ’ p2
NuNudo = 55 lhz (2 (p) Jup) + P> (p) T () + P 5I(0)ulp)| - (BI6)
Param =n .
E por fim,
2m % mn N / N
MNodo = (20— 2000
—th ’ R Jm(p) N p2 Jm(p) PN /27r i(n—m)¢
< . J,(p)é, —mh 1 o + T e (B.17)
2m
M, N do = 0. (B.18)
Param # n .
2m . nhp /
M, N;.,do = dm—J.(p)J,(p). Param =n .

kr2 "
B.2 Coeficientes A4, e B,

[gualando as equagoes do campo elétrico incidente, para o caso I, temos:

Eo(sin (&, — cos (&, )e thrsinceostzcost) > {AnMEll) + BnNg)} . (B.19)

n=—0oo

Temos que encontrar A, e B,. Onde a funcdo geradora é: ¢ = J,(p)e"+h2),

Usando a relacao de ortogonalidade descrita no Apéndice B.1, temos:
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2T . . s 27
g Eo(sin (o, — cos (e, )e rsinceosotzcost) Nz — §~ / do {AnMﬁll)JanNﬁll)} NEWY,
0

n=—oo

(B.20)

Vamos resolver o lado esquerdo primeiro.

27T . . ! 2 .
\/O d¢ [EO(SinCéz _ COSCéz)efzk(rsm(Cos¢+ZCOSC)] A 7th‘]nl';7§ﬂp)ér 7 mhc]nl;?(np) é¢ o %J'/Zi?(ﬂp)éz efz(mzzﬁszcos().

(B.21)

usando a relagao,

é, = cos ¢pé, + sin ¢é, (B.22)

€y = — SIN P&, + Ccos Pé,,

e fazendo algumas manipulacoes algébricas, teremos:

27 27 27
ih ’ . h . 2 i
Eo [lkrp‘]m(p) COSC/ e~ (métpcos) cos Cdgp — %Jm(p) cosC/ e~ (metpcosd) gin ¢dgp — kp?Jm(p) sin(/ e~ Hmotpcosd)gy |
0 0 0

(B.23)
Temos as seguintes integrais,
I = /27r e~ Undtpeosd)d g (B.24)
0
27 .
jrgz) _ / e~ ndtpcosd)d o5 hdp, (B.25)
0
2 .
O = / e~ inétpcos))b g bl (B.26)
0
Sendo que a representacao integral de Bessel é dada por:
y—n 27 .
Tu(p) = — / e—i(nd+pcosd)d g (B.27)
2w Jo

Assim, identificamos

IO = 2m(=i)" T (p),
2 = 27i(—i)"J. (p), (B.28)
Y = 2w<—i>"’;Jn<p>,

N
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Logo,

—fﬁ%( i)" lz (mQJm(p)J (p) + p*J..(p) .. (p )) cos(—l—p—smCJ (P)Jm(p)| . (B.29)

Agora, resolvendo o lado direito

Z /%d(b AMY + B,NY] N, (B.30)
S [a [ / MO . N*D e + B, QWN dgb} (B.31)

n=—oo

Quando m = n, d,,, = 1. Portanto,

A B / ’ p4
2 ) 0) + 27 |12 (2 ) n0) 4 25,01 (0)) + )|
(B.32)
Comparando os lados esquerdo e direito, finalmente encontramos
An =Y,
Eo(—i)"
B, = : ) B.33
ksinC ( )
Semelhantemente para o caso II, encontramos
B, =0,
Eo(—4)"
A, =— B.34
ksinC (B.34)

Lembrando que agora o campo elétrico inicial estd polarizado na direcao é,.
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APENDICE C — Componentes dos campos elétrico e magnético para o

cilindro homogéneo

As expressoes para os campos elétrico e magnético (E, H) sdo expressas em termo
dos harmonicos cilindricos vetoriais M e N, os quais estdo descritos no Apéndice B. Neste
Apéndice, apresentaremos cada componente (7, ¢, z) dos campos elétrico e magnético,
incidente (E;, H;), espalhados (E,, Hy) e internos (E;, H;) para o espalhamento devido
a um cilindro homogéneo, para as polarizagoes T'M e T'E que podem ser conferidos nas

referéncias [18, 51, 52] em especial iremos usar a notacao simplificada da referéncia [25].

—ikz cos
Y= E0€ ¢ ;

D.(6) = ()" cos(ng), (1)

C.1 Caso I: Polarizagao TM

Como vimos no 3.2, temos os coeficientes das expansoes all), b)) e d\D) (Equa-
goes 3.34 a 3.37) dos campos eletromagnéticos em temo dos harmonicos cilindricos vetoriais
M,, e N,, para o caso I, onde Ei(I) ||zz. Lembrando que estes coeficientes foram encontrados
a partir das condigbes de contorno das componentes tangenciais dos campos na superficie

do centro espalhador em r = a

e Campo elétrico e magnético incidente (EEI), HEI)):

Regiao r > a, atras do cilindro.

B = —ivcos (400 + 23 800,00 ) &
n=1

EEI) Ei([) = 2iycos ( Z @n(¢)an(P)é¢ (C.2)
n=1

B = ysin¢ (JO(P) f2y <1>n<¢>Jn<p>> é..
n=1
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(I) 21k X n N
H;, Y —0,(0)Jn(p)é;
W nE:lp (@)Jup)
H ! o0 ik‘ C.3
HY = 2 () +2 2 0,001, 00) ) 26 (©9)
HY = 0e..

Lembrando que p = krsin(. No desenvolvimento destas equagoes utilizamos a
relacio (J_, = (=1)"J, = (—4)*"J,) das funcdes de Bessel de modo que tenhamos um

somatoério que se inicia em n = 1.

e Campo elétrico e magnético espalhado (E), H):

Regiao r > a, a frente do cilindro.

ED) =4 [Z cos CbéI)H(;(l)(p) +2> ®,(9) (z cos (DD H W (p) + Za( )H(l)(p)ﬂ er

E{) EiQ——sz@ ( H“><p>+z'cosc”bg”HS><p>) ¢
P

D - vsm<< B >+2z@n<¢>ba”ﬂs><p>) .

(C.4)
HO 2ik & 4 I ' (1) Ry () 5
7729 ) | icosCay H,V(p) — =by, Hy,  (p) | ér
o P
k !
B0 = o T 25 0,00 (Beon ol 1) + 00
Wi P
2ik
Hg) = —fysmCZ@ I)H(l)(/)) €.
Wit
(C.5)

e Campo elétrico e magnético interno (Egl)7 Hgl)):

Regiao 0 < r < a, dentro do cilindro.



99

7 ’ & ’ n R
B =~ o o el o) + 23 80(0) (coscelf 1) = m ) )

n=1 1

21
E(I) gl _ =%
1 16 mV

30,6 (L coscel ) =m0 ) &
n=1

P1

EY = k’frv (cé”Jo(m) +23 %(sb)c&”Jn(pl)) é..

n=1

QZk e n / N
HY = =243 0,(0) (mpcwn(pl) — cos CdD Jn<pl>) é

mwpr 5 1

ik ’ e / n N
H {HY) = — [mCEI)Jo(m) +23 ®,(0) (mCS)Jn(pl) — — cos ¢d\)) Jn(pl)ﬂ €

mowi n—1 P1

[e.9]

2 R
= LS 0,(3)dD T, (p)e.

winr

(C.7)
Neste caso temos p; = kry/m? — cos?( onde m = y/e1p1/ep, que é o indice de

refragdo relativo entre os meios.

C.2 Caso II: Polarizacao TE

Semelhantemente, para o modo TE temos os coeficientes das expansdes al/!), /D) (1)

e dUD (Equagdes 3.38 a 3.41) dos campos eletromagnéticos onde E™ | 22,

e Campo elétrico e magnético incidente (EZ([I), HEII)):

Regiao r > a, atrés do cilindro.

EMD =2y S @nw);jjn(mér
n=1

/

EID = iy (Jo(p) +2 i q)n(gb)Jn(p)> és (C.8)

EUD — e,



ik
HID = ! —cos( [JO —i-QZQ)
Wi
2ik
HZ(H) Hi(;]) _ _77 cos ¢ Z @ Jo(p
k
-
Wit

e Campo elétrico e magnético espalhado (E|

() + 23 Bu(0) (o

EUD, HUD

100

)

E

s

Regiao r > a, a frente do cilindro.

D=2y3"0,() (cos ¢ H, M (p) —
n=1

(un _
Egy

7[ (D (1) +2Z<I> ( cosﬁb”
0

EUD — 2wsmCZ O, ( JHW (p)eé..

(1)

Hy( +2Zq> (
P

k
= —7 [—z coS (a
wit

H!UD { H H) —”y i O, ( <Z Ccos Cﬁaff”Hg
n=1 P
gun — k sin ¢ < H(l) +QZ(I) (H)H
sz ,U,y 0

e Campo elétrico e magnético interno (E;

iU g
p

'(p) — ng)H;(l)(P)>

(ID) HgII)

n

(p>>

HO(p) — il <p>)] 2

n

(C.10)

A

o st ).

A

€o

A~

1><p>)

(C.11)
):

Regiao 0 < r < a, dentro do cilindro.
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Z O ( ( P dnH)Jn<pl> — COS CC;H)J;(MO ér
1

) / 0 / n N
By = mW [md(()m Jo(p1) 23 () (md;”) Jn(p1) — P ¢l Jn(m))] e

n=1

P
ElZ - 2 kl’r Z @ (pl)
(C.12)
ik 7 e 7 n N
g — [ A T o) + 23 Ba(9) ( A 7 () — m el Jn<p1>)] ..
LI SN ( cos (D T, (p1) — mel!" J;<p1>> e
T 2
gih - 1 (dg” Jo(pr) + 2 Z @, (¢)d"D 1, (,01)>
wpar| =
(C.13)

C.3 Construcao do sistema para os modos TM e TE

Utilizando as condi¢bes de contorno na interface de separagao entre dois meios

(Equagao 3.31), e tendo em mao as expressoes explicitas dos campos incidente, interno e

espalhado (Apéndice C.1),podemos escrever para cada estado de polariza¢ao (modo TM e

modo TE) dois sistemas com quatro equagoes algébricas, com os coeficientes a,, by, ¢, e

dp.

e Caso I: Modo TM: Construindo as equacoes relacionadas ao campo elétrico.

Emr = a,

(E;i + E; — Ey) x é, = 0. (C.14)

Primeiro, vamos construir o sistema para o modo TM. Substituindo em C.14 as

equagoes C.2, C.4 e C.6 encontramos
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[2ivcos¢ Y MO

n=1

Fysing (Jo<p> roy <1>n<¢>Jn<p>) e,

+ (—ysing) (bé”Hé”<p> S q>n<¢>z);f>H,21><p>) ‘. (C.15)
(

n=1

- /217*7 (Cél) Jo(or) +2 3~ @a(@)c! Jn<m)> & x &, =0,

n=1

lembrando que em r = a, temos x = ka que é o nosso parametro de tamanho e p = krsin

— & = xsin( enquanto que p; = kry/m? — cos?> ( — n = xy/m? — cos? (, e k; = km logo

{2in 3 6.(0) [imn€all) H,™D(€) — man cos (b HD (€) — &n.cos (el T, (n)
n=1

gl T, (n) + map os ¢ 1 (€)]
+ [ysin¢ (mgJo(€) — meby” HP (&) = ne” Jo(n)) (C.16)

295 Y B(0) (m () — meW HIO(E) — el () e} x & =0,
n=1

fazendo o produto vetorial entre, é4 x &, = —&, e €, X &, = &, ¢ igualando a zero,

encontramos o primeiro par de equagoes para o modo TM,

(i) imngall H,M (€) —mincos O H (€) — €ncos Cell T (n) +mnéd. T, (n) = —mmn cos (1 (€)
(i6) mebs! HY (€) + nell Tu () = mE T (©).
(C.17)
Construindo as equagoes relacionadas ao campo magnético.
Emr = a,
(Hi+ Hs — H;) x é,. = 0. (C.18)

Agora, substituimos C.18 em C.3, C.5 e C.7
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+ (—2];7 sin C) Z 0, (¢)all H(l)(p) (C.19)
ﬂV [mc(()])Jé(Pl) +2 Z ) <m05f)<];(/01) — 2 cos¢ Jn(Pl)ﬂ €y
mwjt = P

20 S 0,(6)0 upr)é] % 8 = 0.
w2

Assim como foi para o campo elétrico, em = = a, temos,

(=22 (men (&) + men () = men2 e Jy(m)

wit

2;],7 > B, (m&yJ,;(S) + imnn cos CalD HIV (€) (C.20)
n=1

— ménbD ﬂ@?@ﬁ(()%fchmm

lm sin ¢ Z On( (imfag)H,(Ll)(ﬁ) +Zn Jn(n))] éz} x & =0,

>

¢

onde & = \/ue1 /e é a impedancia intrinseca do meio, e mais uma vez fazendo o produto
vetorial entre, €, X €, = —€, e €, X €, = €4 e igualando a zero, encontramos o segundo par

de equacoes para o modo TM,

(i73) imnn cos @5?}15,”(5) - mfnbg)H;L(l)(f) mfn.@”rn () 4+ EZncos T (n) = —mmed, (€)
(iv) im&ai H () + Znd. ! Tu(n) = 0.

(C.21)

De modo que temos o primeiro sistema de equagoes para os coeficientes de Lorentz-Mie.
zmn{a(I)H (1)(5) mnn cos Cb I)H(l)(f) — &ncos C(:$71>Jn(77) +mnéd,) J () = —mnn cos CJ, (€)
mebi! HD (€) 4+ nes) Ju(n) = mE (€)

immn cos Call H®Y (€) — menpD BV (€) — men 2l T, () + € Zncos ¢ T, () = —mmé T, (€)

szamH(1 (&) + Znd,. J.(n) = 0.

(C.22)
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Seguimos exatamente os mesmos procedimentos para encontrar o segundo sistema

de equagoes, relacionado ao modo TE.

e Caso II: Modo TE: Construindo as equagoes relacionadas o campo elétrico.

Emr = a,

(Ei + Es — Eq) x é, = 0. (C.23)

Agora, vamos construir o sistema para o modo TE. Substituindo em C.23 as

equacgoes C.8, C.10 e C.12 encontramos

[W<JO +2§:<1> ) ey

+ 0é,
+ [zaé H )+ 2 Z D, ( <n cos b HWD (p) — z'agl)H;(l)(p)ﬂ s
p
T 2isin ¢ Y. O HD (o). (C.24)
n=1

) ’ s ’ n R

Ly [m To(o) 423 B (0) <m Ta(p) = - cos g(/.glmjn(m)ﬂ g
n=1

— 9 PN 0,(0) ()] x & =0,

analogamente ao anterior, em r = a, temos x = ka que é o nosso parametro de tamanho

e p=Fkrsin( — £ = xsin( enquanto que p; = kry/m? — cos®>( — n = xy/m? —cos?(, e
k1 = km logo

{iv[mng J5() + mngal™ HyD (€) — mngd " Jy(n)

£25° 0,(6) (Mg JL(€) — i cos O HID(E) — mngaVH () (C.25)
T T ye— 00um)]és

#2732 0,(0) (mel! V) +in" 1) 2.} x & =0,

fazendo o produto vetorial entre, é4 X é, = —€, e €, X €, = &4 e igualando a zero,

encontramos o primeiro par de equagoes para o modo TE,

(i) mncall HM (€) + imnn cos b HNY (€) = encos ¢l T (n) +mmed T, () = mn T (€)

(i) mebI D HD (€) + incl! ! T (n) = 0.
(C.26)
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Construindo as equagoes relacionadas ao campo magnético.

Emr = a,

(H; + Hy, — Hy) x &, = 0. (C.27)

Agora, substituimos C.27 em C.9, C.11 e C.13

{—mjvcosﬁz —0,(0)Jn(p)éy

k . > R
- TLvsmC (Jo<p> 2y <1>n<¢>>Jn<p>) ‘.
n=1
#2052 6,00) (iconc Ll HD ) - 1O D)) (C.29)
n=1

kj oo
+ L sing (aéf”Hé”(p) s ¢n<¢>agff>ﬂél><p>) e,
n=1

(- 21) 52 0t - conc )~ met )
1

mwp | ) =

_ <_ p1 7> ( Jo(p1) +2§:q>n(¢> Jn(p1)> 8] x & =

Wi =

Assim como foi para o campo elétrico, em z = a, temos,

{ii/le i O, () [ — mnn cos CJ, (&) + mmn cos CallD HM (€)
n=1
+ sznb(ﬁ (5) + &% ncosC Jn(n) — mfnﬁf((” (77)}% (C.29)

ko
+ o sne| = meo() +meag Hy () + Znd " o)
220 () (~mgdn(€) + malVHDE) + 20 Tu(m) e} x e =0,
onde 2 = \/ue1/pie é a impedancia intrinseca do meio, e mais uma vez fazendo o

produto vetorial entre, €, X &, = —€, e €, X &, = €4 e igualando a zero, encontramos o

segundo par de equagoes para o modo TE;,

(731) mnn cos Car, D g H &) + im{nbg,,H)H;L(l)(g) - mfnfcg,,[[)J,/L(n) +&ZncosC Jn(n) = man cos (J,(§)

() méay VH®M (€) + 2 T () = mE T, ().
(C.30)
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De modo que temos o segundo sistema de equagoes para os coeficientes de Lorentz-Mie.

gt H Y () + iman cos Ol HI () — encos (il g (n) + mngdl ) T (n) = mng T, (€)
meby " HD (€) + il Tu(n) = 0
mnmn cos Ca(H)H(l)(&) + imfnbgl)H;l(l)(g) ménZc Dy (1) + EZncos( JIn(n) = mnn cos (J,, ()

méal!VHD () + 2 1 (n) = mESa(©).

(C.31)
C.4 Solucgao do sistema
Vamos resolver cada sistema de equagoes C.22 e C.31, separadamente.
e Solucao do sistema C.22, referente ao modo TM:
Resolvendo a equacao (iv) de C.21 para ,
(i) imé&a) HV(€) + Znd, [ Ju(n) = 0
(C.32)
_imeHY(©) (1)
Znda(n) M
Resolvendo a equacdo (ii) de C.17 para '/,
(i7) m&LL) HM(€) +nefl) o (n) = mEJu(€)
(C.33)

ol = Amé (.(€) — bV HM ().

Resolvendo a equacdo (i) de C.21 para b\/),

(idi) imnn cos Cal) HSD (€) — menpl HiV (€) — men2 el T, (n) + € Zncos ¢l T () = —mné J, (€)

wﬁ—@ﬁ%ﬁﬂm%¢@+mWww@?mP@—m@%#wmwffmmc Tu(m)) -
(C.34)

Substituindo em b)) C.34, os coeficientes c!/) C.33 e C.32

1
7 X
¢(me2 g, () HD (&) =nJn () H M (€))

(C.35)
€ (me2 T, 1) = nu()T1()) + imcos CnJu(m)H(E) (5 — 1) o],
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e fazendo
B = € [mZET, (0)Jn(€) = nJu(0) T (6)] (C.36)
9, = neoscut (e 5 1), (C.a7)
Vo =& mZET,(HP () —nJu(m)H,D ()], (C.38)
assim
b0 = ;n (% +i2aall) . (C.39)

Resolvendo a equacio (i) de C.17 para a'l),

() imngat H,( (&) — man cos o HP (€) — encos Cell) T (n) + mngd ! T, (n) = —mam cos CJn ()

i cos CJn (&) — ig cos CHy(Ll)(ﬁ)bS,,D — i €OS CJn(n)(:w +iJ,,(n) }

(C.40)

) _ 1
T W e

Substituindo em a'!) C.40, os coeficientes b\/) C.39,c!/) C.33 e C.32

2

o) (z‘& [ E (€)= BT H @] + incos et () (5 - 1) o

mZ ], (M HL (€)=ntn () H,D (€)]

ncoanJn,(n)Hfll)(f)(%_l) )

E[mzed,, (n)Jn(©)—nIn(m),,(6)]
g[mzes, mud ©-nsnmH.D )]’

= ncos (1) 1a(8) (5 = 1) = neosCndumHAV(€) (5~ 1)

onde identificamos %,,, Z,, e ¥, e fazendo

G, = ncos(nJ,(n)J.(§) (f; — 1) , (C.41)
W= i€ [T HD ) - TT VO] (C.42)

temos

a([) o %L(gn - @n@n

Desta maneita encontramos
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—2iméW,

(1) — n 4

(/n T [/Vn% _'_ Z.@%] ) (C 5)
_ i (C.46)

X W +iD2

onde e necessario usarmos o Wronskiano (H,®(2)J,(z) — J,(z)H{Y (z) = 2) em ) e

Semelhantemente a solu¢ao para o segundo sistema é descrita abaixo.
e Solucao do sistema C.31, referente ao modo TE:

Resolvendo a equagao (iv) de C.30 para ,

() maf[VH () + Znd [ Ju(n) = m&Ju(€)

(C.47)
= Fia™é (n(&) = alVHD(©)).
Resolvendo a equacdo (i) de C.26 para c!/1)
(11) m&b/VHM (&) + inc D T, (n) =0
(C.48)

D) — imé Hy(©) y (1)
’ n o Jn(n) 0

Resolvendo a equacdo (4ii) de C.30 para b!/")

(#i7) mnncos@an I)H(l)(g) —|—im§77b57,H>HT/L(1)(§) m{nff(ul)J () +&ZncosC In (1) = mamn cos (Jp(§)

I = e (000 - 25 HO©al” + 27,00 - Zam g, )i ).
(C.49)
Substituindo em b!/!) C.49, os coeficientes c//) C.48 e C.47
00 ¢ (mez g, D © = ndamHD(©) |
(C.50)

— [n <08 (1T (1) T (€) (f}— - 1) — ncos Cpdn () HS (€) (g— - 1) aﬁz”)}

e fazendo
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2
©,, = ncos(nJn(n)Jn(§) (f;? - 1) , (C.51)
Dy = ncos () HO(€) (i - 1) | (©52)
V=& [mZET,(HD ) = nJu(mHD ()], (C.53)
assim
D = ; (Znall) —€,) . (C.54)

n

Resolvendo a equacio (i) de C.26 para a{!!)

n )

(i) mngal™ H (&) + imnn cos ¢ HY (€) — encos ¢ell D T, (n) + mngd [ T (n) = mne g, (€)

II / in cos 1 I7 n cos 17 !
Ch(z ) = H;l(})(é) |:Jn(§) - TCHr(L )(f)bSL ) + ant]n(n)c'gz ) - Jn(n) }

(C.55)
U .48 e C.47

rn

Substituindo em a{/?) C.55, os coeficientes b{/!) C.54

g[mzer,mud ©-ntnm)H ()]

an” ((—z‘)z‘f (1 ED () = e, ED (©)] + (remcrnini©(5-1)) )

n2

mZ &, (M HL (€)—ndn () HLD (€)]

ncos (nJy (n)Jn (&) (i—l)

b

= = (D [FET 0 (€) ~ a1 ()] + neoscndamH©) (1) o7

onde identificamos %, Z,, e ¥,, e fazendo

iy = i€ | eI ) In(O) = () T(6)| (C:56)
W= i€ (1 H,O(€) = ST HD(E)] (C:57)

temos

GV — 1D,
([]):_ n’n n%n
" Ihy+iT2 (C.58)

a

Desta maneita encontramos
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9t + 19,6,
b = —i A T (C.59)
—2mé 9,
(1) _ n
-2
me sy (C.61)

TR VW + i)

onde e necessario usarmos o Wronskiano (H,(V(z).J,,(z) — J, (z)HM () = 2) em /) e
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APENDICE D -~ Medidas de intensidade e poténcia de uma radiagio

eletromagnética

Vamos comentar sobre as medidas de intensidade e poténcia de uma radiacao
eletromagnética, lembrando que unidade de intensidade de radiagao eletromagnética no
sistema MKS é W/m? Muitos paises utilizam unidades que nio seja o MK S e para
contornar este problema uma proposta interessante ¢é utilizar uma quantidade que normalize
e a0 mesmo possa alcancar grandes diferencas de magnitudes (um exemplo é a intensidade
sonora). Uma quantidade interessante para expressar uma grandeza fisica é o decibel (dB).

Assim, propoe-se a seguinte defini¢ao:

Xou
dB = 10log,, ( = t) , (D.1)

onde X,,; e X;, representam as grandezas fisicas de entrada e saida, respectivamente.
Geralmente X, é a grandeza de referéncia. Note-se que dB pode ser positivo ou negativo.
Positivo significa que X,,; > X;, e isto representa um ganho, caso contrario, uma perda.
Se X representa a tensao, dB estara associado a uma tensao, se X representa corrente,
dB estara associado a corrente, e assim por diante. Mas se o intuito for associar dB a
poténcia elétrica, é preciso tomar um certo cuidado para manter-se a coeréncia. Se o
intuito é encontrar a razao entre poténcia de saida (P,,;) com poténcia de entrada (P;,) e

ainda manter a definicdo de dB para tensao e corrente, pode-se escrever:

P out Vo2ut R
-Pin Rout V2 ’

onde R;, e R, sdo as resisténcias de carga de entrada e saida do circuito elétrico,

(D.2)

respectivamente. Multiplicando o 10log,, em ambos os lados da expressao acima (Equagao

D.2) e tomando R;, = Ryu, por questao de facilidade de célculo, tem-se:

POU ‘/;U 2 ‘/ou
1Olog10(P t) :101og10(vt> :2Olog10(vt>. (D.3)

m

Com isto, vé-se que o melhor é definir o ganho ou perda de tensao e corrente
como sendo 20log,,, e nao como 10log,,, pois desta forma nao teremos inconsisténcia e,

portanto, pode-se definir:

e

dB = 101og, ( "t) , (D.4)
ou ) , (D.5)

dB = 20log,, ( 7 t) : (D.6)

n

g
3

~+

dB = 20log,, (

g
3
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E comum definir os valores de referéncia como, por exemplo, uV' e mV e, portanto,

usa-se a seguinte notagao:

Vou
Pup,,, = 20log, (1,“‘;) ) (D.7)
V:)ut
B, = 20log] () . D.8
v 0g 10g; mV ( )

Assim, para o caso de poténcia, tem-se:

POU/
PdB,uW = dBl" = 10 loglo ( 1/3({;[;4/)> 9 (Dg)
P = dB. — 101 Pout(mmw) D.10
dB,,w — m Ogl(] 1mW . ( . )

Assim, em muitos casos os dados experimentais a poténcia medida de um transmissor
de micro-ondas sera dada em dB,, e, portanto, utilizando a expressao acima é possivel

encontrar a poténcia de saida em W.

Com as apresentagoes gerais descritas acima, passaremos agora a descrever sobre o

formalismo envolvendo o espalhamento eletromagnético.



