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RESUMO

Apresentamos uma introdugao as dindmicas Hamiltoniana e Lagrangiana. Apés,
nos concentramos no estudo de Lagrangianos de Mané em variedades compactas, para os
quais nés apresentamos exemplos, algumas propriedades bésicas, seu valor critico de Mané

e o conjunto de Aubry projetado.

Palavras-chave: Lagrangiano. Hamiltoniano. Lagrangiano de Mafié.



ABSTRACT

We present an introduction to both Hamiltonian and Lagrangian dynamics. Then,
we focus on the study of Mané’s Lagrangians on compact manifolds, for which we exhibit

examples, some basic properties, their Mané’s critical value, and the projected Aubry set.

Keywords: Lagrangian. Hamiltonian. Mané’s Lagrangian.
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1 INTRODUCAO

A dindmica Lagrangiana surge do estudo na Fisica do formalismo Lagrangiano, o
qual foi introduzido no comego como uma reformulagao da mecanica classica para depois
ser um objeto de estudo em outros campos como mecanica relativista e eletromagnetismo.
Por exemplo, o formalismo Lagrangiano permite obter a segunda lei de Newton e as
equacoes de Maxwell através das equagoes de Euler-Lagrange (ver Defini¢ao 3.1.4) de um

Lagrangiano especifico.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e T'M seu fibrado tangente.
Um Lagrangiano é simplesmente uma funcao continua L : TM — R. Mas, ficar restritos
somente nessa condicdo nos impediria de fazer um estudo dinamico, esta razao nos faz
definir o que é um Lagrangiano de Tonelli (ver Defini¢do 3.1.2). A dindmica Hamiltoniana
pode ser vista como um estudo analogo a dindmica Lagrangiana mas feita agora no fibrado

cotangente T*M aproveitando a estrutura simplética deste.

O assunto principal desta dissertacao é o Lagrangiano de Mané, o qual foi intro-
duzido por Mané em (1). E um tipo de Lagrangiano, que é associado a um campo X,
definido em M, da seguinte maneira: Ly : TM — R, Lx(x,v) = ||[v — X (z)[|2. Além de
ser fonte de procura de contraexemplos, esse Lagrangiano tem sua propria importancia de
estudo. O préprio Mané, em (1) ja utilizou esse Lagrangiano para contraexemplo, no caso

em que o Lagrangiano também depende do tempo.

O valor critico de Mané de L pode ser caracterizado de varias maneiras, uma delas
usando o Hamiltoniano associado a L (ver (2), (3), (4)). Em (4), o Teorema 4-4.1 permite
ver o valor critico de L como o infimo dos k € R para os quais H!(—oc, k) contém um
grafico Lagrangiano exato. A Teoria KAM fraca, em que Albert Fathi é pioneiro no seu
desenvolvimento e divulgacao, nos permite dar um tratamento do assunto Lagrangianos e
Hamiltonianos do lado de Analise, ao contrario do tratamento classico de Lagrangianos e

Hamiltonianos pelo lado de métodos variacionais ou mesmo de teoria ergddica.

Agora, vamos descrever a distribuicdo dos assuntos deste trabalho por capitulo. No
Capitulo 2 (Preliminares), nés fixamos algumas notagoes e fazemos uma breve revisao de
conceitos bésicos de geometria e equacoes diferencias, tais como: variedades diferenciaveis,
fibrados vetoriais, campos vetoriais, érbitas e fluxos. No Capitulo 3 sdo introduzidas
as dinamicas Lagrangianas e Hamiltonianas mostrando a conexao desses conceitos dada
pela transformada de Legendre (ver Teorema 3.3.6). Também sao dados exemplos de
Lagrangianos de Tonelli como o Riemanniano, mecanico e magnético. Por tltimo, fazemos
uma breve revisao de conceitos basicos de geometria simplética. No Capitulo 4, na primeira
segdo, nos vamos definir o valor critico de Mané ¢(L) junto com a agao potencial de Mané.
Na segunda sec¢ao, vamos definir a equacao de Hamilton-Jacobi, a Barreira de Peierls a

qual permite caracterizar o conjunto de Aubry, as solugoes KAM fracas e sua relacdo com
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as solucoes de viscosidade. Além disso vamos mostrar uma caracterizacao do valor critico
de Mané usando o Hamiltoniano associado a L. No Capitulo 5, nés damos a defini¢ao e
apresentamos alguns exemplos e propriedades de Lagrangianos de Mané. Nos mostramos
que o valor critico de Mané do Lagrangiano de Mané numa variedade compacta é zero,
um resultado ja conhecido. Também apresentamos o seguinte resultado, devido a (5): Se
Ly satisfaz a condicao de desconexao de Mather, entao o conjunto de Aubry projetado
é o conjunto recorrente por cadeias do fluxo de X em M. No Apéndice A, damos uma

interpretacao geométrica das transformadas de Fenchel e Legendre na reta.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo vamos dar os resultados basicos de variedades diferenciaveis, campos
vetoriais, fluxos, érbitas e homotopia baseando-nos em (6), (7) e (8) e apresentando

exemplos focando principalmente na esfera e no toro.

2.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS, FLUXOS E ORBITAS

2.1.1 Definicao de variedades diferenciais e exemplos

Seja M um espago topolégico. Dizemos M é uma variedade topoldgica, de
dimensao n, quando M ¢ localmente Euclidiana de dimensao n, isto é, para todo p € M,
existem abertos U C M, com p € U,W C R"™ e um homeomorfismo ¢ : U — W. Nesse

caso, o0 homeomorfismo ¢ : U — W é chamado sistema de coordenadas ou carta, as vezes
denotada por (U, ¢).

Um atlas em M é um conjunto ou familia de cartas

tal que a familia (U;);ec; é uma cobertura de M.

Dada M uma variedade topoldgica de dimensao n, as vezes denotada M", e um
atlas A em M, dizemos que duas cartas (U, ¢), (V) sdo compativeis de classe C" quando

UNV =0 ou quando a funcao, chamada mudanca de coordenadas,
Yoo tipUNV) — p(UNV)

é um difeomorfismo de Classe C.

Figura 1 — Mudancga de coordenadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Denotamos por U" (M) o conjunto de todos os atlas de classe C" em M, munido

da relacao de ordem parcial dada pela inclusao de conjuntos.

Definicao 2.1.1
1. Um atlas A € Y"(M) é dito maximal quando para todo atlas A € U"(M) tal que
AC A, tem-se A = A.
2. Uma estrutura diferenciavel, de classe C", em M é um elemento maximal de U"(M).

3. Uma variedade diferenciavel, de classe C", é um par (M, D), onde M é uma

variedade topoldgica e D é uma estrutura diferencidvel de classe C" em M.

Teorema 2.1.2 Seja M uma variedade topoldgica. Se A € U"(M), entao eziste uma
tnica estrutura diferencidvel A € UT(M) tal que A C A.

Prova. Ver (6). [ |

Exemplo 2.1.3 e Para cada inteiro positivo n, o espagco Fuclidiano R™ é uma n-
variedade diferencidavel de classe C™° com a estrutura determinada pela unica carta
(R™, Idgn).

o A esfera S* com a topologia induzida do R™™ é uma variedade diferencidvel de

dimensao n e de classe C°.

Teorema 2.1.4 (Variedade Produto) Sejam M, .., My, variedades de dimensao ny, ..., ny,
e classe C™ ... C™  respetivamente. O espaco produto M = M X ... x My tem uma es-
trutura natural de variedade diferencidvel, de dimensdo nqy + ... + ny e classe C", onde

r=min{ry, .., Tk}
Prova Ver (6), pagina 29. |

Exemplo 2.1.5 (n-Toro) Para n positivo, o n-toro € o espago produto T" = S! x ... x S*.
Pelo teorema anterior T" € uma n-variedade diferencidvel de classe C*°. O 2-toro é

chamado simplesmente de toro.

2.1.2  Aplicagoes diferencidveis, subvariedades e fibrados.

Vamos definir aplicagoes diferenciaveis entre variedades. Seja M™ e N™ variedades

diferenciaveis e f : M — N. Dizemos que f é diferenciavel, de classe C", r > 1 se, para
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cada ponto p € M, existem cartas (U, ¢) em M, p € U e (V,1) em N, com f(p) € V, tais
que

Vo fog i g(U) — (V)

é de classe C'". Nao ¢ dificil provar que isto nao depende da escolha das cartas.

Figura 2 — Aplicacao diferenciavel.

pofog™

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em particular, uma curva « : (—¢,€) — M, é diferenciavel se 1) o o : (—€,€) —>
R™ é diferenciavel, onde (¢, U) é uma carta de M, com a(—¢,e) C U. O vetor tangente a
a em p = «(0) é definido como o conjunto das curvas diferenciaveis 3 : (—e, e) — M tais
que 5(0) =pe (Yo B)(0) = (o) (0). Essa definicao nao depende da escolha da carta
(¢,U). O espacgo tangente a M em p, T,,M, é o conjunto dos vetores tangentes a curvas
diferencidveis passando por p. Segue- se que 7,M tem uma estrutura natural de espaco

vetorial de dimensao m.

Se f: M — N é uma aplicacdo diferencidvel entre variedades com f(p) = g,
definimos df : T,M — T,N como a aplicagdo que ao vetor tangente em p a curva
o : (—€,€) — M associa o vetor tangente em ¢ & curva foa : (—e€) — N. B facil
ver que essa definicao nao depende da escolha da curva a e que df,, ¢ uma transformacao

linear.
Definicao 2.1.6 Dizemos que uma aplicacao f : M — N, de classe C", r > 1, é

1. Imersdo se df, € injetora para todo p € M.

2. Mergulho se é uma imersao injetora f : M — N que tenha uma inversa continua
1 f(M) — M.

Defini¢ao 2.1.7 (Subvariedade) Seja M uma variedade diferencidvel. Uma subvari-
edade mergulhada de M ¢ um subconjunto S C M que é uma variedade diferencidvel
com a topologia induzida por M, e dotado de uma estrutura diferencidvel com a qual a

inclusao 1 : S — M ¢ uma imersao.

Defini¢ao 2.1.8 (Fibrado Tangente) Seja M uma variedade diferencidvel. O fibrado

tangente de M é o espagco T'M definido como a uniao disjunta dos espacos tangentes a M,
™ = || T,M = |J {p} x T,M ={(p,v) :pe M, veT,M}
peEM peEM

Denotamos por m: TM :— M a aplicagao, sobrejetora, definida por w(p,v) = p,

chamada projegao sobre M.

Teorema 2.1.9 Se M ¢ uma variedade diferencidvel, de classe C", r > 1, e dimensdo m,
entdo o fibrado tangente TM tem uma estrutura diferencidvel natural, de classe C™"1 e

dimensdo 2m. Além disso, com essa estrutura w: TM — M € de classe C"71.
Prova. Ver (6). [ |

Defini¢ao 2.1.10 (Fibrado Cotangente) Seja M uma variedade diferenciavel de di-

mensdo m. Para cada p € M, denotamos por TyM o espago dual (T,M)*, chamado
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espago cotangente em p. Os elementos w € TyM sao chamados covetores em p.
Dado um sistema de coordenadas (U, ¢) em M, ¢ = (x',..,2"), consideremos a base
coordenada By = {£, ..., 2=} de T,M. A base de Ty M, dual a By é denotada por

..y a_m

B) = {dz',...,dz™}.

O fibrado cotangente de M ¢é o espago T*M definido como unido disjunta dos
espacos cotangentes a M,
"M = | | TyM = U {»} x oM = {(p,w) :p€ M,weT;M}.
peEM peEM
A aplicagio ™ : T*M — M, tal que w(p,w) = p, V(p,w) € T*M, é a projecio

natural definida no fibrado cotangente.

Teorema 2.1.11 O fibrado cotangente de uma variedade M de classe C" e dimensdo
m, tem uma estrutura de espaco topolégico e de variedade diferencidvel de classe O™+
e dimensao 2m. Além disso, a aplicagio 7 : T*M — M com essa estrutura é uma

aplicacdo de classe C"71L.
Prova. Ver (6), pagina 276. [ |

2.1.3 Fluxos e drbitas

Definicao 2.1.12 Uma aplicacio X : M — TM diferencidavel é dita um campo de
vetores em M se mo X = Iy, O conjunto dos campos de vetores de classe C" em M ¢é
denotado por X" (M).

Defini¢ao 2.1.13 Uma curva integral de um campo X € X"(M) passando por um ponto
p € M é uma aplicacdo de classe O™ o : I — M, onde I é um intervalo contendo 0, tal
que a(0) =p e /() = X(a(t)), para todo t € 1. A imagem da curva integral é chamada

de 6rbita ou trajetoria.

Se f: M — N um difeomorfismo de classe C"*! e X € X" (M), entao Y = f. X,
definido por Y (¢q) = df,X(p) com ¢ = f(p) é um campo de classe C", pois f,.X =
df,o X o f~'. Se a: I — M é uma curva integral de X, entdo foa : I — N é uma
curva integral de Y. Em particular, f leva trajetoria de X em trajetoria de Y. Assim, se
¢:U — U C R" é uma carta local, Y = ¢, X é um campo de classe C” em U. Com
essas consideragoes, os teoremas locais sobre existéncia, unicidade e diferenciabilidade de

solugoes estendem-se a campos em variedades.

Definicao 2.1.14 (Fluxos) Dado um campo vetorial X € X"(M), um fluxo local de
X, de classe C", € uma aplicagio ¢ : D = {(t,p) € Rx M :t € I,} — M, tal que
P(0,p) =p et (t,p) = X(W(t,p)). Se D =R x M dizemos que ¥ é um fluxo global de X.
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Teorema 2.1.15 Seja M uma variedade compacta e X € X"(M). Existe em M um fluzo
global de classe C" para X.

Prova. Ver (7), pagina 23. [ |

Corolario 2.1.16 Sejam X € X"(M) ety : Rx M — M o fluzo de X. Para cadat € R,
a aplicagio Xy : M — M, Xi(p) = ¢(t,p), € um difeomorfismo de classe C". Além disso,
Xo =tdentidade, X;,s = X; 0 Xy para todo t,s € R.

Prova. Ver (7), pagina 23. [ |

Sejam X € X" (M) e X;,t € R o fluxo de X. A érbita de X porp € M é o
conjunto o(p) = {X;(p) : t € R}. se X(p) = 0, a érbita de p se reduz a p. Nesse caso

dizemos que p é uma singularidade de X.
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2.2 HOMOTOPIAS
2.2.1 Definicao de homotopia e exemplos

Definicao 2.2.1 Sejam X, Y dois espacos topologicos. Duas aplicacoes continuas f, g :

X — Y dizem-se homotdpicas se existe outra aplica¢do
H:Xx[0,1] —Y

tal que H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(x), Vo € X. A aplicagio H é chamada de Homoto-
pta entre f e g. Nos usamos a notagio f ~qg ou H : f ~ g.

Para cada t € [0,1], a homotopia H : f ~ g. define uma aplica¢io continua
Hy: X — Y, com Hi(x) = H(t,x). Assim, nds podemos pensar uma homotopia como
uma familia (Hy)iepo) de aplicagoes continuas de X em Y. Onde Hy = [ e Hy = g; ou

seja, a familia (Hy)ieo,1) comega em f e termina em g.
Exemplo 2.2.2 .

e SejaY C E, onde E é um espago normado. dadas f,g : X — Y, suponha que
para cada x € X, o segmento [f(x), g(x)] estd contido em Y. Entdo f ~ g. Com
efeito, € suficiente definir H(t,z) = (1 —t)f(z) + tg(x). Esta homotopia é chamada

de homotopia linear.

e Quaisquer dois aplicagoes f,g: X — Y, com Y um espago normado, sao homoto-

picas. Isto € verdade pelo item anterior e porque todo espago normado € convexo.

e Para n par, a aplica¢io antipoda h : S" — S™, h(x) = —x ndo é homotdpica a

aplicagao identidade. Ver (8), pdgina 8.

Proposicao 2.2.3 Sejam X, Y dois espacos topolégicos. A relacao de homotopia f ~ g

¢ uma relagdo de equivaléncia no conjunto das fungoes continuas de X em Y .

Prova. Ver (8), pagina 5. [ |

A classe de equivaléncia da relacao de homotopia é chamada de classe de homo-

topia. A classe de homotopia de uma funcao f: X — Y é denotada por [f].

Proposigao 2.2.4 Sejam f,f' : X — Y e g,9 :' Y — Z aplicagoes continuas. Se

f~fegrg entiogof =g of. E dizer, a composicio preserva homotopias.

Prova. Ver (8), pagina 6. [ |

Uma aplicacao f : X — Y é chamada de equivaléncia homotdépica quando

existe uma aplicacao continua g : Y — X tal que fog ~idy e go f ~ idx. Quando isto
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acontece, nos dizemos que g é a inversa homotoépica de f e que os espacos topolégicos
X e Y tém o mesmo tipo de homotopia. Nesse caso, escrevemos X =Y ou f: X =Y.

Esta relagao é uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 2.2.5 A esfera unitdria S™ tem o mesmo tipo de homotopia de R™™ \ {0}.
Com efeito, considere a aplicag¢io inclusdo i : S" — R" i(z) = x, e a projegio radial
r iR\ {0} — 87, r(y) = 4. Nds temos 1 oi = idsn.

Agora vamos considerar um caso particular de homotopias, a homotopia por

caminhos.

Seja I = [0, 1]. Nés dizemos que dois caminhos a,b : I — X sao homotépicos com

pontos fixos se existe uma aplicacao continua H : [ x I — X tal que

para todo s,t € 1.

Figura 3 — Homotopia por caminhos com pontos fixos.

' %1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em particular, os caminhos fechados a,b : I — X sdo homoto6picos quando existe

uma aplicagao continua H : I x I — X tal que, tomando a(0) = a(1l) = z¢ € X, temos
H(s,0) = als), H(s,1) =0b(s), H(0,1)=H(1,t) =z

para cada s,t € I.
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Figura 4 — Homotopia de caminhos fechados.

' Ix 1

]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2.6 Considere um subconjunto convexo X de um espaco vetorial normado.
Se a,b: I — X sdo caminhos que tém o mesmo ponto final, entdo a ~b . E suficiente
considerar a homotopia linear H : I x I — X, H(s,t) = (1 —t)a(s) +tb(s).

2.2.2 O grupo fundamental

Sejam a,b : I — X caminhos tais que a(1) = b(0). Isto é, o final de a coincide

com o inicio de b. O produto ab é o caminho ab : I — X definido por

a(2s) se s € [0, 3]
b(2s — 1) se s € [3,1].

Figura 5 — Produto de caminhos.

(a,b) — ob

ao) ab(0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O caminho inverso de a: I — X, é por definicdo, o caminho a™' : [ — X

dado por
a”'(s) =a(l —s), Vs € ]0,1].
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Nés vamos denotar por e, o caminho constante, tal que e,(s) = z para cada

s € [0,1]. Sua classe de homotopia é denotada por €, = [e,].

Dado um espaco topoldgico X, o conjunto dos caminhos em X munido com o
produto de caminhos ndo tem uma estrutura de grupo. [Ver (8), pagina 29]. Nao obstante,
podemos obter uma estrutura de grupo considerando as classes de homotopia. Indo nessa

diregdo apresentamos o seguinte resultado, no caso em que a(1) = b(0).

/ —1

Proposicio 2.2.7 Sea~a', b~V entio ab~a't ea™! ~ ()

Prova. Ver (8), pagina 30. [ |

Num espacgo topolégico X, considere a classe de homotopia o de um caminho que
tem origem no ponto x € X e final no ponto y € X, junto com a classe de homotopia (3
de um caminho que tem origem no ponto y € X e final no ponto z € X. Nos definimos
o produto aff = [ab], em que a € a e b € 5. Por defini¢do, [a][b] = [ab]. Pela proposi¢ao
anterior, o produto af nao depende da escolha dos representantes, isto é, o produto esta
bem definido.

De forma similar, nés definimos a! = [a7!], onde a € a. . A classe a~! é chamada
de inverso de a.

A seguinte proposi¢do nos da a estrutura que procuramos.

Proposicao 2.2.8 Considere os caminhos a,b,c: I — X tais que cada um deles comega
no ponto onde o outro termina. seja o = [a], = [b], v = [c] suas classes de homotopia,
x=a(0), y =a(l), e ey, e, 0s caminhos constantes nesses pontos. Se €; = [eg], €, = [e,].

Nos temos:
-1 _ ..
1. aa™ = €,
—1 .
2. a7 = €y
3. €00 = a0 = QEy;

4. (aB)y = a(By).

Prova. Ver (8), pagina 32. |

Num espacgo topolégico X, o conjunto das classes de homotopias com extremos
fixados, munido com o produto antes definido, ¢ chamado de grupéide fundamental
de X e é denotado por II(X).

Consideremos o par (X, zg), onde xg € X é chamado de ponto base do espaco
topoldgico X. O caminho fechado a : (1,01) — (X, zo) ¢ chamado de caminho fechado

baseado no ponto z;. As homotopias que nds vamos considerar vao ser relativas a 1.
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Pela Proposigao 2.2.8, o subconjunto 71 (X, zg) do grupéide fundamental de um
espaco topoldgico X que consiste das classe de homotopias de caminhos fechados baseados
em 1z, € um grupo. Ele é chamado de grupo fundamental do espago topolégico X

baseado no ponto g

Proposicao 2.2.9 Se xq e x1 sdo pontos de uma mesma componente conexa por caminhos

de X, entao m (X, zo) e m(X,x1) sao isomorfos.
Prova. Ver (8), pagina 33. [ |

Corolario 2.2.10 Se X ¢ um espago topoldgico conexo por caminhos, entao m (X, zo) e

m (X, z1) sdo isomorfos para quaisquer xo, T1 € X.

Proposicao 2.2.11 Se dois espagos topoldgicos conexos por caminhos X, Y tém o mesmo

tipo de homotopia, entdo seus grupos fundamentais sdo isomorfos.

Prova. Ver (8), pagina 39. [ |

Em virtude da Proposicao 2.2.11, nos espacos conexos por caminhos podemos falar

do grupo fundamental do espago sem fazer mencao do ponto base.

Definicao 2.2.12 Nds dizemos que um espago topologico X é contrdtil quando ele tem o

tipo de homotopia de um ponto.
Corolario 2.2.13 O grupo fundamental de um espaco contrdtil tem um unico elemento.
Prova. Segue-se da Proposicao 2.2.11. [ |

Proposicao 2.2.14 O grupo fundamental de um produto cartesiano X XY € isomorfo

ao produto cartesiano dos grupos fundamentais de X e Y.
Prova. Ver (8), pagina 45. |

2.2.3 Conjuntos simplesmente conexos

Chegamos a uma das defini¢oes principais da segao.

Definicao 2.2.15 Um espaco topologico diz-se que ¢ simplesmente conexo se X ¢

conezo por caminhos e m (X, xg) = {0} para cada xy € X.
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Exemplo 2.2.16 Os sequintes sdo espagos simplesmente conexos

e Os espagos contrdteis;

e Os espagos R", n > 1.
Proposicao 2.2.17 Sen > 2, a esfera S™ € simplesmente conezxa.
Prova Ver (8), pagina 43. |

Exemplo 2.2.18 Se n > 3, R"\ {0} € simplesmente conexo. De fato, R™ \ {0} tem o

mesmo tipo de homotopia de S" 1.

Proposigao 2.2.19 O grupo fundamental do circulo S' é isomorfo ao grupo aditivo 7

dos inteiros.
Prova. Ver (8), pagina 57. |

Corolario 2.2.20 O grupo fundamental do toro T?> = S' x St € isomorfo ao grupo aditivo
7 X 7.

Prova: Segue-se da Proposicao 2.2.14 e a Proposigao 2.2.19. ]

Por ultimo, uma das defini¢gdes mais importantes da sec¢ao.

Definicao 2.2.21 (Espacgos e aplicagoes de recobrimento) Sejam X e X espagos
topolégicos. Uma aplicacio p: X — X é chamada de aplicacdo de recobrimento se

para cada x € X, existe um aberto contendo x tal que

P_l(v) = U Us
ael
¢ uniao de conjuntos disjuntos dois a dois U, tais que, para cada o, a restri¢ao
plu, : Uy — V' € um homeomorfismo. O espago X ¢ chamado de espago de recobri-
mento de X, o conjunto p~*(x) € chamado de fibra sobre x. As vezes, X ¢ chamado

de base do recobrimento.

Observagao 2.2.22 As vezes nds s6 vamos nos referir ao espaco X, omitindo a aplica¢do

P X — X, quando falamos do espago de recobrimento de um espaco X.
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Figura 6 — Aplicagdo de recobrimento.

p—H(U)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2.23 A aplicagio p: R — S dada por
p(x) = (cos2mx, sen2mx)

¢ uma aplicacao de recobrimento. Podemos representar p como a aplica¢iao que envolve a

reta real R em torno do circulo S' e, no processo, aplica cada intervalo [n,n + 1] sobre S*.

Exemplo 2.2.24 A aplicacdo produto p x p: R x R — St x St = T? € uma cobertura

do toro pelo plano R?, onde p é a aplicagio de recobrimento do exemplo anterior.

A prova desse fato € feita em (9), pdgina 385.

Definicao 2.2.25 Seja X um espago topologico conexo por caminhos. Dizemos que um

recobrimento X de X € um recobrimento universal, se X é simplesmenle conexo.

Teorema 2.2.26 Dois recobrimentos universais de um espaco topolégico X sdo homeo-

morfos.
Prova. Ver (8). |

Observacao 2.2.27 Pelo teorema anterior, em caso de existir um recobrimento universal,

nos dizemos que ele € o recobrimento universal de X.

Exemplo 2.2.28 O espaco Euclidiano R? € o recobrimento universal do toro T?.
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3 DINAMICA LAGRANGIANA E HAMILTONIANA

Neste capitulo vamos dar as defini¢oes e resultados basicos da dindmica Lagran-
giana e Hamiltoniana tomando como principais referéncias (2), (4), (10). Na segao de
Hamiltonianos, nés vamos usar alguns conceitos e resultados de calculo sobre formas

diferencidveis. Nessa parte, as referéncias aconselhadas sao (6) e (11).
3.1 LAGRANGIANOS

Definigao 3.1.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta e co-

nexa. Um Lagrangiano em M ¢é uma aplicacao continua L : TM — R.

Definicao 3.1.2 Nds dizemos que L é um Lagrangiano de Tonelli de classe C",r > 2,

se satisfaz:

1. Convexidade: O Hessiano
0*L

8v¢8vj

calculado em coordenadas lineares sobre a fibra T,M, é uniformemente positivo

definido para todo (p,v) € TM, ou seja, existe A > 0 de modo que w - L, (p,v) -w >
Allw|? para todo (p,v) € TM ew € T,M.

2. Superlinearidade:

. L(p,v
llm||v||p—>oo (p ):+OO

o]l

uniformemente em p € M.
Observacao 3.1.3 .

o A sequinte € uma condig¢ao equivalente a condicao (2) acima: Para todo A > 0 existe
B >0 tal que L(p,v) > Allv||, — B, para todos (p,v) € TM.
Com efeito, se A € R, pela hipotese existe By > 0 tal que,

L(p,v) = Alfvll,, se [[v]l, > Bo. (%)

Seja R = miny,|,<p, L(p,v), R existe pois M é compacta e L é conlinua. Vamos
tomar B = ABy + |R).

— Se||v[lp > Bo, por (x), L(p,v) = Allv|l, = Alv| — B.
— Se ||v||, < By, como L(p,v) > —|R| e A(||v||, — Boy) < 0 temos,

L(p,v) = Allvll, = ABo — |R| = A|v]|, — B.
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Reciprocamente, seja A > 0. Por hipdtese, existe By > 0 tal que

L(p,v)
o],

B
> 24— —2 sew # 0.
[1v]

L(p,v)
v,

B
Se tomamos os v € T, M tais que ||v||, > IO obtemos > A e pela arbitrarie-

dade de A oblemos
L(p,v)

im
[ollp—=+oo [|v]],

= 4-00.
[ |

e A partir de agora nés vamos considerar L como um Lagrangiano de Tonelli de classe

C? pelo menos.

Definicao 3.1.4 Seja v : [0, T] — M uma curva diferencidvel e absolutamente continua.

A agdo de vy € definida por

A = [ D0, 4(0) d

Um dos problemas principais do cdlculo variacional é encontrar as curvas que

minimizam a ac¢do. Vamos denotar C*(qy, qo;T) o conjunto das curvas C¥ -diferencidveis

tais que 7(0) = q1 e Y(T) = qo.
A equagao de Euler-Lagrange associada a L (em coordenadas locais) é

3_L( .)_18[/
oz T

dt%(

T, T)

Teorema 3.1.5 Se a curva © € C*(q1, q2;T) é um ponto critico da agdo funcional sobre

C*(q1,q2;T), entdo x satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange

d . :
S Lo(@(t), 2(6)) = Lu(a(t), &(1))

em coordenadas locais. Consequentemente, esta equacdo nao depende do sistema de

coordenadas.

Prova: Vamos escolher um sistema de coordenadas (z1, ..., z,) sobre x(t). Seja h(t) uma
curva diferencidvel tal que h(0) = h(T") = 0. Entao para cada e suficientemente pequeno a

nova curva Y, = x + eh € C*(qy, qo; T') estd contida no sistema de coordenadas. Seja

g(€) = Ar(ye)
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definida numa vizinhanga pequena do zero. Nossa hipdtese é equivalente a dizer que a

funcdo g tem um minimo no zero e, portanto,

_ 'T . 7 _ .
o) = g(0) T L ke g dh) — (o)
e—0 € e—0 Jo €

. .
 lim eL.h+ eL,h+ o(e) 0
e—0./o €
T .
=lim [ (L,h+ L,h)dt
e—0 /o
=lim T[(L _4 )h+(iL h+ L,h) dt
Ce0Jo BT At dt " ’
Ctim [ (2 — Lron+ Lnony at
Ces0Jo T AT At
“tim [ (Lo — LL)hdt + LobfT
—tiny [ (L — S L )+ L]
T d
=tliny | (L, — L),
Assim,
0=1 TL dL hd
— i o — —L)hdt
50 Jo ( dt )
para qualquer i € C*(0,0;T). Isto vai implicar £ L, (z(t), #(t)) = L. (z(t), i(t)). |

Definicao 3.1.6 A equacao de Fuler-Lagrange é uma equagdo diferencial de sequnda
ordem sobre M, mas a convexidade do Lagrangiano L implica que ela pode ser vista como

uma equacao de primeira ordem sobre T'M.

Fazendo a mudanga * = v e usando a regra da cadeia,

vy = 2% oy = Loy s T )
9z 0" T @ o0 " T Bran VT Gz Y

/ 2 7/ . / .
Como L € convexo, o operador %(x, v) € invertivel. Assim,

. [orL s 0°L
0= [W(x,v)] [a—x(x,v) - %(x,v) v}

O campo que define a equagcao diferencial
T =v
. [oL oL &L
v= lw(xav)] [%(%U) - m(%v) ’U]

¢ dito campo de Fuler-Lagrange e é denotado por X e seu fluxo, o Fluro Lagran-

giano, é denotado por oL .
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Observacao 3.1.7 Para garantir a existéncia do Fluxo Lagrangiano, o campo Xy, deveria

ter pelo menos classe de diferenciabilidade C*. Vamos ver que é suficiente que L seja de
classe C? (Coroldrio 3.3.8).

A Funcao Energia do Lagrangiano L é E : TM — R é definida por

E(x,v) = g—fj(T, v) v — L(x,v).

Observe que se z(t) é uma solugao da equagao de Euler-Lagrange, entao

d d
—E(z,i)=|—L,— L, | -i=0.

Entdo F : TM — R é uma integral (aplicagdo invariante) pelo fluxo de Euler-Lagrange
oL e seus conjuntos de nivel, chamados de niveis de energia sio invariantes sob ¢F.

Notemos que pela condicao de convexidade de L existe A > 0 tal que

d
£E(x,sv) =+ Lyy(2,50) - v+ Ly(3,50) - v — Ly(z,50) v = v+ Lyy(w,50) -v > s AlJv]|2.

Logo,

follz
E(x,v) =E(z,0) —|—/0 EE (:E,Sﬁ) ds
1]l
ZEI ‘l‘/ s Ads
0
1
>y + S Al (%)

onde Fy = min{E(z,0) : z € M}, o qual existe ¢ ¢ finito, pois M ¢ compacta.
Teorema 3.1.8 O Fluxo Lagrangiano é completo.

Prova: Seja xy € TM. Suponha que o intervalo maximal da solucio ¢ (xg) é (a,b). Como
E é invariante pelo fluxo de Euler-Lagrange, existe k € R tal que E(¢F(zg)) = k, Vt €
(a,b). Como ¢L(xg) tem a forma (y(t),%(t)), por (**) temos que

3Ol < 2k = Ev), VE € (a,b).

Logo, ¢F(xg) esta contido no conjunto compacto

{(z,v) € TM : [Jv]]s < /2(k — Ex)}.

Isto implica, pela teoria de equagoes diferenciais, que (a,b) = R. |
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3.2 HAMILTONIANOS

Seja M uma variedade diferenciavel de classe C*°, denotemos por 7* : T*M — M
a projecao candnica no fibrado cotangente e dr : TT*M — T'M sua derivada. Nos
vamos definir a 1-forma de Liouville, o, que leva (x,p) € T*M na aplicacdo linear
Azp) : Tlapy(T*M) — R da forma seguinte:

(g p) (5) = p[d(m,p)ﬁ*(£>]7 V€ € T(a:,p) (T*M)
Esta aplicagao estd bem definida porque di 7™ @ Top(T*M) — T, M ep :
.M — R.

Uma carta local (xy,...,z,) de M induz uma carta local em T*M da forma
(1, .oy Ty D1, -, P ), tal que para cada (z,p) € T*M, temos p(z) = >0 pi(z)dz;. Como
*(x,p) = x, segue-se que nessas coordenadas

Oé(va) = Z:‘lzl pzdeZ (*)

Em particular, o é de classe C°.
Definicao 3.2.1 A forma simplética canoéonica em T*M ¢é definida por Q2 = —da.
Lema 3.2.2 A forma simplética candnica tem as sequintes propriedades:

1. Numa carta local (x4, ..., %y, p1, ..., Pn), tem a forma

Q(x)p) = Z de7 N dpi

i=1
2. E fechada.

3. E nao-degenerada.

Prova:

(1) Segue de (*).

(2) Por definicio, d2 = d(—da) = —d*a = 0.

(3) Vamos provar que Q) (&, ) # 0 se § € T(, ) (T*M) ¢é nao nulo.

Com efeito, em coordenadas locais temos

n 0 n 0

=> Xi— Pi—

§=2 Xig 42 Py
Assim, Qi) (&,-) = Yin, Xidp, — >ty Pidx;. Portanto, Q) (§,-) = 0 implica que
X, =P, =0,isto ¢, £ =0. [ |



29

Definigdo 3.2.3 Uma estrutura simplética (2-forma simplética) numa variedade C*-
diferencidvel N é uma 2-forma, C*-diferencidvel e fechada w definida sobre N tal que,
para cada x € N, w, : T,N X T,N — R € ndo degenerada. O par (N,w) é dito uma

variedade simplética.

Como um exemplo simples de variedade simplética, citamos (R**, ), em que R*"

com coordenadas (T1,...,Tn, D1, Pn) € Qap) = 2oveq dx; A dp;.

Teorema 3.2.4 (T*M,€)) é uma variedade simplética, em que ) € a forma simplética

canonica em T*M .

Prova: Segue-se do Lema 3.2.2. [ |

Um Hamiltoniano C” definido em uma variedade simplética (IV, () é uma aplica-
¢ao H : N — R de classe C", r > 2.

Noés vamos considerar somente os Hamiltonianos definidos no fibrado cotangente.

O campo Hamiltoniano X associado a H ¢é definido por

Q(Xp,-) = dH(:).

Como H é de classe C" e  é de classe C*°, temos que Xy é de classe C"71. Se
r > 2, podemos garantir a existéncia do fluxo local associado a Xg. Este tultimo é chamado

de Fluxo Hamiltoniano e é denotado por ¢.
Em coordenadas locais, o campo Hamiltoniano define o sistema de equacoes
diferenciais parciais
t=H,
p=—H,
onde H, e H, sdo as derivadas parciais de H com relacao a p e z. Seja (x(t),p(t)) uma

curva integral do campo Hamiltoniano.

© H(x(t),p(t)) = (Ha# 4+ Hyp) = 0.

E dai, H é invariante pelo Fluxo Hamiltoniano ¢. O Fluxo Hamiltoniano preserva a
forma simplética, (¢7)*Q = Q.

Com efeito, por definicio £[(¢f7)* Q] = Lx, 2, onde Ly, ¢ a derivada de Lie de
2 a0 logo de Xp. Por outro lado, usando a formula de Cartan (ver (11, p. 74) temos
Lx,Q =ix,dQ+ dix,
=ix, (0) +dQ(Xg, )
=0
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em que ixw = w(X,-), e dai %[(qth)* Q] = 0. Por tltimo, como (¢4 )* ) = €, obtemos
(¢7) Q) = Q.

3.3 A TRANSFORMADA DE LEGENDRE

Nés vamos trabalhar com Hamiltonianos da forma

H(z,p) = sup {pv— L(z,v)}.

VET M

Esta forma particular de H ¢é obtida considerando a transformada de Fenchel de L
(ver (2, p. 11), O que nos permite herdar propriedades importantes do Lagrangiano tais

como superlinearidade e convexidade.
Teorema 3.3.1 O Hamiltoniano H é convexo e superlinear.

Prova: Ver (4), pagina 13. [ |
Observacao 3.3.2 Como L ¢é superlinear e p é limitada

pU L(z,v)
lolle vl

E dai pv — L(x,v) — —o0 quando ||v||, — 00 € 0 mdzimo em v serd atingido num

— —00 quando ||v||; —

compacto de T, M. Isto implica

H($7p) - vrenTax}]%f{p,U - L(:Ea U)}

Lema 3.3.3 H(x,p) = pvg — L(x,vg) se, e somente se, p = L,(x,vy) para algum vy €
T.M.

Prova: Seja (z,p) € T*M e suponhamos que H(z,p) = pvy — L(x,vy), para algum
vg € T, M. Pela definicdo de H, para qualquer outro v, € T,

H(x,p) > pvy — L(x,vy)
= pvy < H(z,p) + L(x,vy)
= pv; < L(z,v1) — L(x,vg) + pug
= p(v; — ) < L(z,v1) — L(x, vp)

Tomemos v; = vy + ew, se € > 0

L - L
pw < (2,00 + ew) (z, %) — L,(z,v9)w quando € — 0.
€
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Portanto, pw < L,(x,v9)w. Analogamente, tomando e < 0, obtemos pw > L,(x,vg)w.
Entao p = L,(x, vp).

Reciprocamente, pela convexidade de L obtemos

L(IE, U) - L(IE, UO) ZLv(xv UO)(U - UO)

= L,(x,v0)vg — L(x,v9) >Ly(z,v9)v — L(z,0)
Esta inequacao é valida para cada v € T, M. Assim,
Ly(z,v0)vg — L(x,v9) > H(x, L,(z,v0)).

E daf,
Ly(z,v0)vg — L(z,v9) = H(x, Ly(z,v0)).

[ |
Definigao 3.3.4 A transformada de Legendre ¢ a aplicagcio L : TM — T*M tal
que
L(z,v) = (z, Ly(x,v)).
Observacao 3.3.5 Notemos que, pelo lema anterior,
E=HoL.
Com efeito, seja (x,v) € TM.
H(L(z,v)) = H(z, L,(z,v) = L,(z,v)v — L(x,v) = E(x,v)
[ |

O seguinte é o resultado principal do capitulo que relaciona as dindmicas Lagrangianas e

Hamiltonianas.

Teorema 3.3.6 A transformada de Legendre L é uma conjugacao entre o Fluxo Lagran-

giano ¢F e o Fluro Hamiltoniano ¢f.

Prova:

L é um difeomorfismo de classe C" !': Em coordenadas locais, temos

I, 0
DL(z,v) = [va<x,1}) Lw(%v)] '

Pela convexidade de L, o operador L,,(x,v) é invertivel e, portanto, DL(z,v) é um
isomorfismo. Em virtude do teorema da func¢ao inversa, £ é um difeomorfismo local.

Vamos provar que DL ¢ injetiva. Se L,(z,u) = L,(x,w), definimos & por

§(t) = Ly(x, tu+ (1 — t)w)(u — w).
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Pelo Teorema do Valor Médio,
0=2¢(1) = &£(0) = (u— w) Ly (u”) (u — w).

Da convexidade de L, u = w. Por tltimo, £ é sobrejetora. Com efeito, se (z,p) € T*M,
existe v € T, M tal que H(x,p) = pv — L(x,v) e pelo Lema 3.3.3, p = L,(z,v). Dali,
(z,p) = L(z,v).

L é uma conjugagao entre ¢- e ¢: Se (z,p) = (z, L,(x,v)). Pelo Lema 3.3.3,

Hy,(z,p) = v. Além disso,

H(x,p) =p- Hy(x,p) — L(z, Hy(v, p)).

Derivando com relagao a x,
H,(z,p) = —L,(z,v).

Pela equacao de Euler-Lagrange,

d
— Ly(z,v)

& =v = H,(z,p).

Portanto,
v

L,

I, 0
DL X, = L _
va va Lm; <L$ — L’U.’,U’U)

DL - Xi(z,v) = Xg(L(x,v))

E assim,

Por defini¢do do fluxo, Xy = 4¢{T ¢ X, = L6} Dal, L(¢{ o L) = 4(Lo ¢f) ¢, por

tltimo, £ o ¢F = ¢F o L. [ ]
Corolario 3.3.7 O Fluzo Hamiltoniano é completo.
Prova: O Fluxo Lagrangiano é completo e conjugado ao Fluxo Hamiltoniano. |

Corolario 3.3.8 O Fluzo Lagrangiano € de classe C™™1. Em particular, se v = 2, o Fluzo

Lagrangiano estda bem definido.

Prova: Seguindo a demostracao do teorema anterior, temos que £~ o ¢ o L é de classe

C1le i
a(C_IO@{{O,C) :D[,_IOXHO,C:XL.

Dai, mesmo que r=2, temos que o fluxo Lagrangiano existe e

¢r =L o o L.
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Exemplo 3.3.9 Vamos apresentar alguns exemplos bdsicos de Lagrangianos.

O Lagrangiano Riemanniano: Dada uma métrica Riemanniana g = (-, -), sobre T M,

o Lagrangiano Riemanniano sobre M ¢é dado pela energia cinética
1 9
L) = 5 lell®
A equacao de Euler-Lagrange é dada pela equagdo geodésica de g:
Dt .T - O
E o Fluxo Lagrangiano ¢ o Fluxo Geodésico. Seu correspondente Hamiltoniano é
1 2
H(z,p) = 5llplls"-

O Lagrangiano Mecanico: Também chamado Lagrangiano natural, o Lagrangiano

mecanico é a energia cinética menos o potencial U : M — R,
1 2
L(,0) = 5lloll* ~ Uta)
A equacao de Euler-Lagrange é dada pela equacao:
Dt T = —VU(i),

em que D, é a derivada covariante e VU ¢é o gradiente de U em relacdo a métrica
Riemanniana g, ou seja,
d,U-v=(VU(x),v),.

A Fungao Energia e o Hamiltoniano estao dados por
Lo
B(z,v) =5 |lo]}2 + Ue),

1
H(z,p) =5 lpll2 + U(e).

Teorema 3.3.10 Se L : TM — R € um Lagrangiano, seja L=L+w, onde w ¢ uma 1-

forma diferencidvel fechada. Entio L e L tém o mesmo fluzo de Euler-Lagrange.

Prova. Passando a coordenadas locais temos
n .
Wek = Zwij:’.
i=1

Observe que para cada k € {1,...,n} obtemos



34

Portanto,

do(L—-1) oL-1L) —an Owy  Ow;
it oit o 2\ o

Como w é fechada, o termo %’f gxk ¢ zero para todo i, k € {1,2,...,n}. Portanto,

as equacoes de Euler-Lagrange de L e L sao as mesmas. |

O Lagrangiano Magnético Generalizado: Para g = (-,-), a métrica Riemanniana,
w uma 1-forma nao-fechada, ou seja, dw # 0, e U : M — R uma aplicacdo suave, o

Lagrangiano magnético generalizado é da forma
Lz, v) = —|| 17 + wav) + Ula).
A equacao de Euler-Lagrange é dada pela equagao
Dy =VU(7) +Y,)(v) (),
em que VU : M — TM é o campo gradiente de U, ou seja, o inico campo vetorial tal que
9:(VU(z),v) = d,U(v),V(z,v) € TM,
eY :TM — TM é o homomorfismo do fibrado tangente tal que

dw,(u,v) = g(Yz(u),v), Vo € M, Yu,v € T, M.

O operador Y é chamado de Forca de Lorentz. As solugoes da equagao de
Euler-Lagrange de um Lagrangiano Magnético Generalizado sao chamadas de geodésicas

magnéticas.

Neste texto, algumas vezes omitiremos a palavra "generalizado'da expressao "La-

grangiano magnético generalizado".

A Funcao Energia é a mesma do Lagrangiano mecanico, mas o Hamiltoniano

associado muda:
1
B(w,0) =3|loli2 - U (@)
1
H(z,p) =§|Ip — we|[3 — U(x).

Vamos provar que a equacao de Euler-Lagrange do Lagrangiano magnético tem de

fato a forma de (*).
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Suponhamos dimM = 2 e seja 7 : [a,b] — M uma curva e (V,¢) um sistema de
coordenadas com (t) € V,Vt € [a,b]. Seja By = {0x',02°} o referencial mével associado

ao sistema de coordenadas e
9i;(p) = g,(05(p), 027 (p)), 4,5 = 1,2

wi(p) = w, (92" (p)), i = 1,2,
os coeficientes de ¢ e w respetivamente no sistema de coordenadas. Se a(t) = ¢(y(t)) =

(ul(t),u?(t)) para t € [a,b], temos que

Com estas consideragoes, temos

1
L("}/,’y 2 Z gz]u uj +U +Zw7
1,7=1

Supondo que a curva v é uma solugao da equacao de Euler-Lagrange

oL 2 ,
our o !

d OL é?gjk
i 21 o *ngﬂ”*z@“

h,j=

Reorganizando os indices, temos

ia_L_l agﬂk L J 691% L] j 0wy, ]
dt@u’f_QWZ: Bui +228] +ngyu +Z i

Por outro lado,

OL _ 1§ 0gy s DU SRy
ouk 2;::1 duk * Ouk 3uk“‘
a_L . 1 i agi] Zu]—i—aka( ) 2 800] J
auk z] 1 8 k 8 k
Comparando as igualdades
T = I it 32, Wil - i) £ 0 ()

Ow W . g
+ Z?ZI{Bui gu;? }u]
0q.: 8gi; Cied Ow; w i
T - Gk P + 0 U () + T {5 — Gk,
Essa ultima igualdade é verdadeira para cada k. Multiplicando ambos lados da igualdade

por g'*,

2 , 13 g, 0 ow;  Ow
Ik g 1k ik OYij OGri - j ko k Ik J k J
E i1l — E ) + +g or (7 _|_ —
j——lg & 24 g { out ouk } i Z {8uk ou’ }
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Movendo k, obtemos

2 1, =5 __ 1 2 111 99, 9g; dg1i 119,.1 11y Ow; ol .
Zj=19 gl = —3 Zj:lg {—aﬁ - 81;1] 91 }U W + g"ox U(y) + Z] 19 { t— a_‘;ﬁ}uu

2 2 . 1 —2 11 1 99;2 9g; g2 129,..2 2 12  Ow; ol
Zj:l 9= go ) = —3 Zj:l g { I ﬁ ajg }u w + g-ox U( ) + E]’:l g {ﬁ - a_?g}uj

Somando essas igualdades e fazendo | = k temos

12 0g;s 0g;; 0g ow; Ow
nk ks Js v 5’4 z ] ksa U ks et} 5
! Z.JZ:JQSEQ Do~ au T ow 11T 2970 +szl Ju  owl
Ou, equivalentemente,
ks s ks aw] aws -
i +ZF uuj—Zg 0z°U (y Z ———.}uj. (3.1)
1 s=1 1 ut Ou
ij= 5,j=
Portanto,
2 i 2 ks g, .s awj aws - k
Zu—l—ZFou@x—ZZg 0x°U (7)o" +ZZ {5 — 7)oz
k=1 i,j=1 k=1 s=1 k=1 s,j=1 au au]
e, finalmente,
Dy =VU(7y) + Yy () (3.2)

E importante enfatizar que podemos obter o mesmo resultado, quando dimM > 2,

fazendo um raciocinio analogo.

Por ultimo, vamos mostrar que o Hamiltoniano associado ao Lagrangiano magnético

generalizado tem a forma acima.

Sabemos que a métrica g induz um isomorfismo § de TM em T*M tal que para
caddarxe Mevel,M,

v G (V)
em que §,(v)(u) = g.(v,u) para cada u € T, M.
Para cada u € T, M, vamos denotar v’ = §,(u) € Ty M. Seja X (z) € T, M tal que
wy = X°(z). Assim,

L, 0) =50u(0,0) + ga(X(2),0) + U(2)
—50(0) + X(2)(0) + U(e).

Entao,
Ly(z,v) =" + X"(z).
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— L,(x,v) — X’

Logo,

1
Ly(x,v)v — L(xz,v) = aul’(v) — U(x).
Pelo Lema 3.3.3, existe vy € T, M tal que

H(z,p) = ~ub(vy) — U(x).

2
Por outro lado, da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos ﬁ:ﬁj <|Jvl|s e, como TI';(ITZ =
l|v]|2, temos
V() = [[0°]13 = 1| Lug (2, v0) = X" (@)][7 = [Ip — wall5.
Portanto,

1
H(z,p) = 5llp — wellz = U(2).
3.4 SUBVARIEDADES LAGRANGIANAS

Definicao 3.4.1 Seja V' um espaco vetorial de dimensio m e w : V x V. — R uma
forma bilinear. Dizemos que w € ndo-degenerada se para cada v € V', existe u € V tal que
w(v,u) #0. O par (V,w), em que w é uma forma bilinear nao-degenerada, é dito espago

vetorial simplético.
Se (V,w) é um espago vetorial simplético e S C V' é um subespago vetorial de V', dizemos
complemento simplético de S, denotado por S+, ao subespaco vetorial

St ={veV:wwu) =0 para cada u € S}.

A seguinte propriedade lembra o complemento ortogonal de um subespaco dado por algum

produto interno no espago vetorial V.

Teorema 3.4.2 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Se S C V é um subespago

vetorial, entdo dim S + dim S+ = dim V.

Prova. Ver (6). |

Teorema 3.4.3 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Se S C V' um subespago linear
de V entio (St)t = S.

Prova. Ver (6). [ |

Umas das principais diferencas entre os espagos simpléticos e os espacos normados
é a seguinte: Se S =< v > é um subespaco vectorial de dimensao 1, pelo fato de que w é
alternante w(v,v) = 0. Portanto, S C S*. Isto diz, por exemplo, que S N S+ # {0}.
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Definicao 3.4.4 Seja (V,w) um espago vetorial simplético e S C V' um subespago vetorial.

Dizemos que S €

1. Simplético se SN S+ = {0}.

2. Isotrépico se S C S+.

3. Coisotrépico se St C S.

4. Lagrangiana se S = S+.
Proposicao 3.4.5 Seja (V,w) um espago vetorial simplético, e S C V um subespago
vetorial de V.

1. S é simplético se, e somente se S é simplético.

2. S € simplético se, e somente se w|s € nao-degenerada.

3. S éisotropico se, e somente se w|g = 0.

4. S € coisotrépico se, e somente se ST € isotrépico.

5. S € Lagrangiana se, e somente se w|s =0 e dz'mS:% dimV.

Prova. Ver (6), pdgina 566. [ |

Vamos lembrar a definigdo de variedade simplética dada na segao anterior.

Definicao 3.4.6 Seja N uma variedade diferencidvel. Uma 2-forma nao-degenerada sobre
N € uma 2-forma w, tal que w, € nao-degenerada para cada p € N. Além disso, se w é
uma forma fechada, dizemos que w é uma 2-forma simplética. O par (N,w), em que

w € uma 2-forma simplética, é dito uma variedade simplética.

Se (N1,wq) e (Ny,wsq) sdo variedades simpléticas, um difeomorfismo f: Ny — N
tal que f*w, = wy é dito de simplectomorfismo. (O estudo das propriedades invariantes

pelos simplectomorfismos é chamado de Geometria simplética.)

Seja (N,w) uma variedade simplética. Uma subvariedade S C N é dita uma
subvariedade simplética, isotrépica, coisotrépica, ou Lagrangiana se 7,5 tem a
propriedade correspondente para cada p € S. Mais geralmente, um mergulho f: L — N
tem alguma destas propriedades sc o subespaco df,(T,N) C Ty, L tem a correspondente
propriedade para cada p € N. Entao uma subvariedade é simplética (isotrépica,...) se, e

somente se, a aplicagdo inclusdo tem a mesma propriedade.
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Exemplo 3.4.7 Sabemos da se¢io anterior que (T*M,$2), onde Q € a forma candnica
simplética de T*M, é uma variedade simplética. Podemos identificar M como

Yo ={(p,0):€ T*M : p e M}, que é uma subvariedade de T*M de dimensao m. Além
disso, como a 1-forma de Liouville é zero em g, temos que §) também € zero restrita a

Yo. Portanto, M (sua representacio ¥g) é uma subvariedade Lagrangiana de T*M.
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4 O VALOR CRITICO DE MANE E A EQUACAO DE HAMILTON-
JACOBI

As referéncias usadas neste capitulo sao (2), (3) e (5).

41 O VALOR CRITICO DE MANE

Na presente se¢do vamos supor que todas as curvas sado absolutamente continuas.

Para cada x, y € M, seja
Cr(z,y) ={y:[0,T] — M[I"> 0, 4(0) = 2, »(T) = y}

e seja

C(l‘,y) = U CT(aj?y)'

>0

Para cada k € R vamos definir a agdo potencial ®; : M x M — RU {—o0}, por

Op(z,y) = inf Api(y),

vEC(z,y)

em que Ap,, ¢ a agdo Lagrangiana definida em 3.1.4.

Proposicao 4.1.1 Se existe uma curva fechada v com agdio L + k negativa, entdo

Oy (z,y) = —o0 para quaisquer x,y € M.

Prova. Seja y(0) = v(T) = xo. Definimos 7, = y*y*---xv :[0,nT] — M a curva
[ S —

n—uvezes

que percorre img(7y) n-vezes. Sejam x.y € M, vamos considerar dois casos.

Figura 7 — Colando as curvas.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1. y ¢ img(y), consideramos como no desenho (1) duas curvas ay, s tais que a;(0) =
zea(T)=xzpe a(0) =zpe a(T) =y. A curva agy, a2 : [0,(n+2)T] — M

que resulta de colar as curvas como em (1) da figura acima é tal que

Apyr(on v o) =Arik(ar) + Apie(vn) + Arsr(ag)
=Apii(ar) +nApk(y) + Arye(ag).

Logo, ®x(z,y) < Apnlon) + nArie(y) + Apsr(az). Como Apik(y) <0, fazendo n

tender ao infinito, temos que @y (x,y) = —o0.

2. Se y € img(7y), podemos supor que y = xg e fazendo um procedimento andlogo ao

caso anterior obtemos ®y(x,y) = —0c0. [ |

Vamos definir os conjuntos
D, = {k € R| 3y fechada com A x(7) <0} e Dy ={k € R| Ap+x(7y) >0, Vv fechada}.

A aplicagdo k — Apy é crescente. Além disso, pela superlinearidade, L é limitada
inferiormente. Portanto, existe k € R tal que L+ k > 0. Dai, D; é limitado superiormente
e portanto existe sup D; = inf D = inf Ds.

O numero ¢(L) = sup D; é chamada de valor critico de Mané de L.

4.2 A EQUACAO DE HAMILTON-JACOBI

Vamos considerar o Hamiltoniano H associado a um Lagrangiano de Tonelli L. A

equacao de Hamilton-Jacobi de H esta dada por
H(z,du) = c, (4.1)

em que ¢ € R. Uma solucdo classica de 4.1 definida num aberto U de M é uma funcao
u: U — R de classe C*' tal que H(z,d,u) = c, para cada x € U. Para nossos propositos é
preciso obter solugoes globais de 4.1, mas isto nao é sempre possivel. Isto nos leva a definir
solugoes desde um ponto de vista mais geral com as quais podemos garantir a existéncia

global.

A seguinte nocao de solugao de uma equacao diferencial foi dada pelos mateméaticos
Michael G. Crandall e Pierre-Louis Lions no ano 1983.

Definicao 4.2.1 (Solugao de viscosidade.) Uma fung¢io u: V — R sobre um aberto
VCMéuma

1. Subsolugdo de viscosidade de H(x,d,u) = c, se para cada fungao ¢ : V — R
de classe C* e todo ponto xg € V tal que u — ¢ tem um valor mdzimo em xgy, temos
que H(xg,d,,¢) < c.
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2. Supersolucdo de viscosidade de H(x,d,u) = ¢, se para cada fungiop : V — R
de classe C* e todo ponto xg € V tal que u — ¥ tem um valor minimo em xg, temos
que H(xg,dy,0) > c.

3. Solugdo de viscosidade de H(x,d,u) = ¢, se é uma subsolugao e supersolugio

de viscosidade.

O seguinte resultado nos diz que que o conceito de solugao de viscosidade ¢é de fato

uma extensao do conceito de solucao classica.

Teorema 4.2.2 Uma fungio u:V — R de classe C' € uma solugio de viscosidade de

H(x,d,u) = ¢, se, e somente se é uma solugdo cldssica.

Prova. Como u é uma solucao de viscosidade, em particular, é uma subsolucao de
viscosidade. Como u é de classe C', podemos tomar ¢ = u, pois para cada x € V
u — u tem um maximo em x. Dai, H(z,d,u) < ¢ para cada = € V. Analogamente,
H(z,d,u) > ¢, para cada x € V. Reciprocamente, se u é uma solugio de H(x,d,u) = ¢,
para cada 79 € V e ¢ : V — R de classe C! tal que u — ¢ tem um valor méximo em g,
temos que dy,u = dg ¢ e H(xg,dy,¢) = H(xo,dyu) < c. Entdo, u é uma subsolugao de

viscosidade. Analogamente, u é uma supersolucao de viscosidade. |

Definicao 4.2.3 Seja u: U — R uma funcao, e seja ¢ € R uma constante, onde U € um
subconjunto aberto de M. Dizemos que a curva v : I — U (continua), de classe C* por

partes, definida no intervalo I C R € (u, L, c) calibrada, se para cadat < t' € I, temos

u(#) (1) = [ L(3(5),5(6) ds + et 1)

Definicao 4.2.4 Seja u : U — R uma funcdo definida no conjunto aberto U C M. Se
c € R, dizemos que u é dominada por L 4+ c em U, o qual denotamos por u < L + ¢, se

para cada curva 7y : [a,b] — U continua, de classe C' por partes temos

u(3(1) ~u(1(a)) < [ L(3(5),5(s)) ds + b — a).

a

Se U = M, vamos dizer simplesmente que u € dominada por L + c.

Defini¢ao 4.2.5 Uma solugio KAM fraca de tipo negativa (resp. de tipo positiva)

¢ uma funcdao u : M — R para a qual existe ¢ € R tal que:

1. A fungdo é dominada por L + c.
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2. Para cada x € M podemos encontrar uma curva vy : (—oo,0] — M (resp. [0, +o00) —
M) (u,L,c) calibrada da classe C* com «(0) = .

Denotamos S (resp. Sy ) o conjunto de solugoes fracas KAM de tipo negativa (resp.

positiva,).

A expressao KAM vem dos nomes dos matematicos Andrey Kolmogorov, Vladimir

Arnold e Jiirgen Moser, para uma teoria mais geral do que somente a tratada aqui.

Defini¢ao 4.2.6 Seja ¢(H) =inf{c e R|Fu: M — R, u < L+ ¢}. O valor real c(H) é
chamado de valor critico de Mané de H.

Teorema 4.2.7 O valor critico de Mané de H € finito.

Prova. Tomando ¢ > ¢(H) existe u : M — R tal que v < L +c. Sejax € M e
v :[0,1] — M a curva constante y(t) = =, Vt € [0, 1]. Logo,

0 = u(z) — ulz) < /01 L(z,0)dt + ¢ = L(z,0) + ¢,

e assim ¢ > —L(x,0) para cada x € M. Entao vale ¢ > inf,cps —L(x,0) e tomando infimo

para ¢ obtemos ¢(H) > —L(z,0). O resultado segue da continuidade de L. [

Teorema 4.2.8 (Weak KAM.) Existe u_ : M — R uma solugao KAM fraca de tipo
negativa com ¢ = c(H). Além disso, ¢ = ¢(H) € o unico valor para o qual existe uma KAM

solugao fraca.

Prova. Ver (2), pagina 153. [ |

Teorema 4.2.9 Toda solu¢io KAM fraca de tipo negativa v € S € uma solugdo de
viscosidade de H(x,d,u) = c(H).

Prova. Ver (2), pagina 220. [ |

Observagao 4.2.10 Em (3) (pdgina 62), obtemos que ¢(L) = c¢(H), em que H € o

Hamiltoniano associado ao Lagrangiano L.

Definicao 4.2.11 Para cada t > 0, vamos definir a fungdo hy : M x M — R dada por

la.y) =t [ L3(5),7/(9)ds,

para cada x,y € M, em que o infimo é tomado sobre o conjunto das curvas absolutamente

continuas v : [0,t] — M com v(0) =x e y(t) = y.



44

A Barreira de Peierls ¢ a funcio h : M x M — R definida por
h(z,y) = tli}m inf{hy(x,y) — c(H)t}.

Como M € compacta, a fungio h € finita para quaisquer z,y € M. Ver (2), pigina

190. Definimos o conjunto de Aubry projetado como

A={x e M|h(z,z) = 0}.

Definigao 4.2.12 As subsolugoes de viscosidade que satisfazem 4.1 com ¢ = ¢(H) sdo

chamadas de subsolugoes criticas. O conjunto das subsolucoes criticas € denotado por

SS.

Defini¢do 4.2.13 Se v : M — R é uma subsolugio critica, denotamos por Z(u) o

subconjunto de TM dado como
I(u) = {(z,v) € TM : Yz € (u,L,c(H)) calibrada},
em que Yz € a curva definida sobre R por
V) (t) = 7} (z,0).
Teorema 4.2.14 O conjunto de Aubry A ¢é dado por

uESS

Prova. Ver (5). [ |

Definigao 4.2.15 Seja (X,d) um espaco métrico compacto com métrica d. Seja ¢ :
R x X — X um fluro e sejam x,y € X. Dadose > 0 e T > 0, uma (¢,T)-cadeia
de x ay é um par {xg,...,xpi1} € {to,...,tx} de conjuntos finitos de pontos tais que
ro =, 51 =Y, t; > T e d(p(t;,x;),xi1) < &, para todo i =0,..., k. Dizemos que x é
recorrente por cadeia quando para quaisquer e > 0 e T' > 0 existe uma (¢,1")-cadeia
de v a x. O conjunto dos pontos x € X que sao recorrentes por cadeia € chamado o

conjunto recorrente por cadeia do fluzo ¢.

Definicao 4.2.16 O Lagrangiano de Tonelli L em M satisfaz a condi¢io de desconexidade

de Mather se para cada par ui,us € S__, a imagem (u; — uz)(A) € totalmente desconeza.

Lema 4.2.17 Suponha que L satisfaca a condi¢io de desconexidade de Mather. Para
cada uw € 8§, o conjunto de pontos em f(u) que € recorrente por cadeias para a Testri¢do

qz')ﬂj(u) ¢ precisamente o conjunto de Aubry A.
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Prova. Ver (5). [ |

Teorema 4.2.18 Se L satisfaz a condi¢io de desconezidade de Mather, entdo as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

1. O conjunto de Aubry A, ou o conjunto de Aubry projetado A, é conexo.
2. O conjunto de Aubry A € recorrente por cadeias para a restricio do fluzo oF| 1.
3. Qualquer par de solugoes KAM fracas diferem por uma constante.

4. O conjunto de Aubry A € igual ao conjunto de Maiié N = Uycss Z(w).

Prova. Ver (5). [ |
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5 O LAGRANGIANO DE MANE

No presente capitulo, o principal deste trabalho, vamos usar principalmente as
referéncias (1) e (2).

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) compacta e de classe C, e um campo
vetorial X : M — T'M de classe C*°, o Lagrangiano de Maiié associado a X ¢é a
aplicagao Lx : TM — R, tal que

1
Ly(p,v) =5llv = X(p)II
1 1
=+ SIX @R~ (X()v), V(p.v) € TM.
Observe que a aplicagio escalar U : M — R dada por U(p) = || X (p)||2 ¢ de classe C*
e o termo (X (p),v) define uma 1-forma diferencial £ € Q*(M) tal que v = —(X (p), v).

A forma da equacao de Euler-Lagrange de Lx vai depender do campo X.

Proposicao 5.0.1 Seja X : M — T'M um campo vetorial de classe C™ e Lx : TM —

R seu Lagrangiano de Mané associado.

1. Se||X(p)|| = k, para cadap € M e d§ =0, entdo a equagio de Euler-Lagrange de Lx

tem a mesma forma da Equagdo de Fuler-Lagrange de um Lagrangiano Riemanniano.

2. Se || X (p)|| € ndo constante e d§ =0, entdo a equagio de Euler-Lagrange de Lx tem

a mesma forma da Equagdo de Fuler-Lagrange de um Lagrangiano mecanico.

3. Se ||X(p)|| € ndo constante e d§ # 0, entdo a equagio de Euler-Lagrange de Lx
tem a mesma forma da Equagio de Euler-Lagrange de um Lagrangiano magnético

generalizado.

Prova. E imediato do Teorema 3.3.10. [ |

Observagao. Na proposicao anterior, o item (1) tem hipdteses que nem sempre sao
possiveis de obter em algumas variedades compactas. Por exemplo, sabemos que em qual-
quer esfera de dimensao par é impossivel obter um campo de vetores sem singularidades
(ver (9), pagina 417). A condicao (1) pode ser obtida no toro de revolugdo e isto vai ser

exemplificado mas para frente na secao.

Proposicao 5.0.2 Seja Lx uwm Lagrangiano de Mané. As segquintes afirmagoes sao

satisfeitas:

1. Lx(p,v) >0,V(p,v) € TM e Lx(p,v) =0 se, e somente se v = X(p).
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2. As curvas integrais do campo X sao minimizantes da a¢do Lagrangiana.
3. As curvas integrais de X sdo solugoes da equacio de Euler-Lagrange.

4. O conjunto
E={(p,X(p): pe M}

¢ invariante pelo fluxo de Fuler-Lagrange. Além disso, o sequinte diagrama é

comutativo.

Figura 8 — Comutatividade.

T
o

graf(X) graf(X)

grag(x) I grap(x)

WM @ ——— M
b

Fonte: Elaborada pelo autor.

5. O conjunto 3 da parte anterior é uma subvariedade Lagrangiana de T M.

6. Lx é um Lagrangiano de Tonelli.

Prova:
(1) Segue-se pelas propriedades da norma Riemanniana.
(2) Seja vy : [0, T] — R uma curva diferenciavel, v € C*(q1, q2; T), tal que 7/(t) = X (y(t)).
Dai,
Lx(v(t),7'(t)) =0

e A (v) =0. Portanto, v é uma curva minimizante da agdo em C'*(qy, qo; T).

(3) Segue-se da parte (2) e do Teorema 3.1.5.

(4) Seja (xo,v9) = (po, X(po)) € X. Pela unicidade das solugoes da equagao de Euler-
Lagrange e o fato que as curvas integrais de X sio solucoes da equacao de Euler-Lagrange,
®F (po,vo) tem a forma (y(t),'(t)), em que v ¢ dada como em (2) acima. Dai, ¢ (pg,vg) =
(v(t), X(v(t)) € £, Yt € R.

(5) Como % é uma variedade difeomorfa a M, dim¥ = m = 1dimTM. Seja
Q=L0

dado por Q(M) (u1,u2) = Qrpw) (dLpw) (U1), dL(pw) (u2)) para cada (p,v) € TM e
Uy, Uy € Tip)(TM). A 2-forma () ¢ chamada de pullback de ) para TM por meio da
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transformada de Legendre £. (Para mais detalhe sobre o pullback, ver (6), pagina 360.) €
¢é nao-degenerada pois §2 é ndo-degenerada e £ é um difeomorfismo. Por outro lado, como

o operador pullback e a derivada exterior sdo comutativos entre eles (ver (6), pagina 366),
dQ = dL*Q = L7 = L0 = 0.

Assim, Q) é fechada e, portanto, (T M, Q) ¢ uma variedade simplética. Como £ é um
simplectomorfismo, ¥ vai ser Lagrangiana em (T'M, Q) se £(X) é Lagrangiana em (T M, 2).
Notemos que

LX) ={(p, Lo(p, X(p)) € T"M :p € M}.

Passando a cartas locais (x1, ..., x,), temos

n

Lp,v) = Y (vi — Xi)(vj — X;) 95,

i,j=1

em que v =y, vi% eX=>",X 9

1 9xt
Portanto,
Ly, (p,v) = (v = X;)gr; + 2(ve — X) G-
jk
Dai,
Ly(p, X(p)) = 0.
Assim,

L(X)={(p,0) €eT*M :pec M}.

Pelo Exemplo 4.3.7, £(X) é uma subvariedade Lagrangiana.

(6) Estritamente convexo nas fibras: Note que Ly = foh, onde f(y) = 3y e

h(p,v) = ||lv — X (p)||. Sejam u,w € T, M. Pela desigualdade triangular, temos:

[t + (1 = t)w — X(p)|

—[[tu+ (1 = thw — tX (p) — (1= X (p)]]
<tJu— X(P)|| + (1 = ][] — X(P)]I

Como f é nao-decrescente e convexa,
Lip,tu+ (1~ ) =g+ (1 - w — X ()]
<3l = X@)I+ (1=l = X1
<tllu= XO)I + 50 - Blle = X@)IP

=tL(p,u)+ (1 —t)L(p, w).

Lx é superlinear: Seja p € M. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (—X(p),v) >
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—[[X ()| e, assim,

LIXmI* v

1
—ar =3Il + > ol <X(P)am>
>2 Il - 11X @)

Dali,

— 00, quando ||v|| — oo.

Observagao 5.0.3 Na prova do item (5), obtemos uma representagdo local da transfor-

mada de Legendre associada ao Lagrangiano de Mané.

Teorema 5.0.4 O Hamiltoniano associado ao Lagrangiano de Mané tem a forma
Lo
Hx(z,p) = Sllpll; +p(X(2)).
Prova. Segue-se da pagina 36 do capitulo anterior que
1 . 2
Hx(2,p) = Sllp + (X (@), )allz = 511X (@)]"
Se p = (p”,),, entdo

1P+ (X (), )ell2 =1(p" + X (2), )22
=|lp* + X (2)II2
=lp*I[7 + 20", X (2))s + IX ()12
=lIpllz + 2p(X (2)) + [ X (@)]]3

Portanto,
1
Hiz,p)x = 5lIpl2 + p(X (@),
|

Exemplo Seja M =T e X : T — T T. Vamos calcular a equagao de Euler-Lagrange do

Lagrangiano de Mané Ly em uma carta local do toro.

Seja ¢ : (0,27) x (0,27) — T? dada por
o(u,v) = ((a + rcosu) cosv, (a + rcosu) sinv, rsinu)

coma>r.

(6= ¢((0,2m) x (0,27)) é um sistema de coordenadas local no toro T? e



Logo,
g1 = (Pus Pu)
= ((=rsinu cosv, —rsinu sinv, rcosu), (—rsinu cosv, —rsinu Sinv, rcosu))
= ’]"2
di2 = <¢u7 ¢v>
= ((—rsinu cosv, —rsinu sinv,rcosu), (—(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv,0))
=0
g22 = <¢'w ¢v>
= ((—(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv,0), (—(a + rcosu) sinv, (a + rcosu) cosv,0))
= (rcosu + a)?
Dai,
r? 0
(9ij) = 2
0 (rcosu+ a)
e, portanto,

Oy = (—rsinu cosv, —rsinu sinv, rcosu)

¢n = (—(a+ recosu) sinv, (a + rcosu) cosv,0).

(97" = 6) = [g ? ]

(rcosu+a)?

Og11

v _ Lo, 09u | Ogn Ogn 12,0912 | Og12
e LA eyl A A TR
_Llin 9912 | Og12  Ogu

=0

1 8912 n agn 8912 8922 a912

ov

912

)]

1 _temn B 12 _
T =3l (50 20 79 u T
Loy 9922 0912 Oguz
=0

71
_FQI

ov

)]
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p _Log % @ _ % 12,0922 | 0922 _ 9912
T2 —2[9 ( ov * v 8u) ( ov * v ov )
1u _ gy
= 51"+ 0 22) 4 g% (0)
_ 1 19
N 2g ou
_ 1=2(rcosu + a)rsinu
2 r2
 sinu (rcosu + a)
N r
1 0922 022 092 092 0912 0912
[2 —2[,22 _ 12 _
2 2[g ( ov Ov Ov ) +g Ov + ov ou )

S N =

0922 012 _ 0912

(¢ (040 —0) +0( +

ov ov ou

)]

2 1, 95,0912  0goz  Ogn 12,0911 Ogiz 9912
F2l:§[ (é?v 8u_8v)+ (8v+6u_
= Sl G -0+ T - T
~ 12(rcosu + a)(—rsinu)
T2 (rcosu + a)?
_ rSiNU
- _rcosu +a
= P%l

8912 6912 8911

8911 3911

ou

Og11

2 L9 B 12
=5l (G B~ 5. T G T

O N

8911 8911 8911

)]

[9*2(04+ 0 —0) + 0( - —

ou ou ou

No sistema de coordenadas, X tem a forma

Assim,
U =

X = $1¢u + l’ngv.

N[—= D=

(X, X)

_1,2,2 1.2 2
i1+ ja5(reosu + a)

ou

)]

)]

ol
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Wo(uw) = —T17°du — 2(rcosu + a)?dv.

Vamos seguir a prova do final da se¢ao anterior onde calculamos a equacao de Euler-

Lagrange de um Lagrangiano magnético.

oU 61’1 2 8372

U %xg(rcosu + a)? — @3(rcosu + a)(rsinu)
ou 90 9,
5 :%xlrz + %xg(rcosu + a)?
Dy = (u N sinu(rcosu + a) 1_)2) 6o+ (v Ly rsinu m_}) "
r rcosu + a
0 0 0 . 9]
% — % S (%(rcasu +a)? — 2x5(rcosu + a)(rsinu) — %72)

Por 3.2, obtemos que a equacao de Euler-Lagrange tem a forma:

' 1[0 0
+ smu(rc;su +a) . =3 (—;ulxlrz + —89;2 xo(reosu + a)2 — :Ug(rco,su + a)(rsinu))
1 (0 0.
3 (%(rcasu +a)? — 2x5(rcosu + a)(rsinu) — %ﬁ) 0

s 1 921 2 4 0T ( +a)’
- v 117 + ——xa(rcosu +a
rcosu + a (rcosu+a)? \ dv ' 5y 2
1 o 5
(rcosu + a)? ( 822 (rcosu + a)* — 2xq(rcosu + a)(rsinu) — %7»2) i

As contas feitas continuam valendo se trocamos o dominio de ¢ por (=3,7) x (=5, 5),

desta forma estariamos cobrindo o toro todo.

Vamos considerar outros exemplos interessantes.

1. Seja X = ¢,. O campo X é paralelo aos meridianos (que sdo geodésicas do

toro). As equagoes de Euler-Lagrange tém a forma:

sinu(rcosu + a) .,

v° =0
r
. rsinu ..
V—2—uv =10
rcosu + a

que sao precisamente as equagoes das suas geodésicas. Isto acontece pois, pela Proposicao
5.0.1, como X é unitario e a forma induzida por X é fechada, o Fluxo Lagrangiano tem a

forma de um fluxo de um Lagrangiano Riemanniano.
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Figura 9 — O campo X = ¢, no toro.

z

-

T

Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Vamos considerar o campo X = ¢,. E claro que esse campo é tangente aos
paralelos do T? e que o circulo maximo e o minimo (entre os paralelos do toro) sio as
Unicas geodésicas que sao curvas integrais de X. Nos vamos provar que essas sao as Unicas
geodésicas que satisfazem a equagdo de Euler-Lagrange. Substituindo na equacao geral de

cima temos que a equacao de Fuler-Lagrange do Lagrangiano associado ao campo X é

; 1
i+ sinu(reosu + a) * = = (rcosu + a)(sinu) (20 — 1)
r r
2rsinu . . 2rsinu
V— —— Uy = ——1U
rcosu + a rcosu + a

Esta equacao ¢ um caso particular de
Dey = VU()) + Yoy (7). (5.1)

Se [ é uma geodésica magnética, entao

2rsinu

Y (B'(t)) = (%(rcosu + a)(sinu)v, —mu> :

Quando S nao é um paralelo, a segunda componente da Forga de Lorentz Y é diferente do
zero. Isto quer dizer que o "campo magnético esta torcendo' em relacao aos paralelos do
toro de tal forma que sua curvatura geodésica fica diferente do zero (pois D;3" # 0). Dal,

£ nao é uma geodésica.

3. Seja X : S — T'S? o campo vetorial na esfera dado por
X(z,y,2) = (—2z, —yz,1 — 27).

X é o campo obtido ao projetar o vetor (0,0, 1) no plano tangente de cada ponto da esfera.
Além disso, X é tangente aos meridianos da esfera tirando os pontos N = (0,0,1) e S =
(0,0, —1). Para mostrar isso, é suficiente ver que para cada ponto (g, yo, 20) € S?\{N,S} o

vetor X (o, Yo, 20) estd no plano I, que passa pelos pontos (g, Yo, 20) , (0,0,1) e (0,0,0). A
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Figura 10 — O campo X = ¢, no toro.
2

......

Fonte: Elaborada pelo autor.

equagao cartesiana desse plano é (z,vy, z) - (—yo, o, 0) = 0. Dai, é facil ver que X (g, yo, 20)

estd em II.

Considere a parametrizacio da esfera ¢ : (0,1) x (0,27) — S? dada por
P(r,0) = (rcosb,rsind, V1 —1r2).

Logo,
T

i)
Wy(r,0) =(—r sinb, r cosd,0).

(1, 0) =(cosb, sinb,

E o campo vetorial X, nesta carta, fica da forma
X(r,0) = (—rV1 —r2cosh, —rv/1 — 12 sind,r%) = —rv/1 — 12 - 9,

O campo X é precisamente o gradiente da funcao altura (f(z,y, z) = z) na carta
. De fato, seja v = v, + vatly € Ty, 0)S? Dal,

r

dfp(re) - v = —’U1ﬁ

1 r
X = —orvV1=r2|[Y | = —vrv1 -2 R 1
(X(r,0), v) v 2| [y ] ur T2 >

Portanto, dfy(.g) - v = (X (r,0), v), para cada v € Ty(.9S?. Portanto, Vf = X na carta
1.

Deste ultimo, obtemos:

(i) A 1-forma &, induzida por X, é fechada: Como £ = df, temos que d§ = d(df) =
2(f) = 0.
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(ii) A funcdo potencial U, induzida por X, é ndo-constante: Por definigdo,
U(r,0) =1 X(r,0)[[* = (rvV1 —12)* ¢y - th =17

De (i) e (ii), pela Proposi¢ao 5.0.1, o Lagrangiano Ly, tem associado um fluxo de

um Lagrangiano mecanico na parametrizagao 1.

Figura 11 — Projecao da funcao altura na
esfera.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Proposicao 5.0.5 As funcoes constantes sio solugoes da equacao de Hamilton-Jacobi
Hx(z,d,u) = 0. Mais ainda, c(Hx) = 0.

Prova. Se u : M — R é uma funcao constante, entao d,u = 0 para cada x € M.
Portanto, Hx(z,d,u) = 0 e pelo Teorema 4.2.8 (Weak KAM) temos que ¢(H) =0. ®

Observagao 5.0.6 O conjunto > = graf(X) da Proposicao 5.0.2 € tal que graf(X) =
Z(0). Com efeito, seja v : R — M wma curva integral de X. Logo,
to to
0= 0(+(t2)) = 0(x(12)) = [ *Lx(5(t),7/(®)dt = [ 0dt =,
1 L1
para cada ty, ty € R. Assim, v é (0, Lx,0)- calibrada. Como (~(0),~'(0) = (7(0), X (v(0)),
temos que (7(0), X (7(0)) € Z(0) e pela arbitrariedade de v(0), temos que graf(X) C Z(0).
)-

Por iltimo, como Z(0) pode ser visto como wm grdfico continuo, graf(X) = Z(0

Teorema 5.0.7 Seja Lx : TM — R o Lagrangiano de Mané associado ao campo vetorial
X de classe C*, k > 2, sobre M. Suponha que Lx satisfaz a condicio de desconexidade

de Mather. Entdo temos o sequinte:

1. O conjunto de Aubry projetado é o conjunto recorrente por cadeias do fluro de X
em M.

2. As constantes sdo as unicas solucoes KAM fracas se, e somente se, cada ponto de

M ¢é recorrente por cadeias sob o fluxo de X.

Prova.

1. Pelo Lema 4.2.17, o conjunto de Aubry A é o subconjunto de I(0) = graf(X)
recorrente por cadeias da restricao do fluxo ¢f|sap(x). Pelo item (4) da Proposigao
5.0.2, Tl|graf(X) conjuga a ¢F|graf(X) e ¢X. Portanto, M|yarx)(A) = A é o

conjunto recorrente por cadeias do fluxo de X sobre M.

2. Se as constantes sao as unicas solucoes KAM fracas, entao elas diferem por uma
constante. Pelo Teorema 4.2.18 temos que A = A e como A C Z(0) € N temos
que Z(0) = graf(X) = A e, portanto, A = 7(A) = 7(graf(X)) = M. Assim, A é
conexo e pelo Teorema 4.2.18 A é recorrente por cadeias para a restricio do fluxo
®¥| 4 e repetindo o raciocinio da parte (1) obtemos o desejado. Reciprocamente, se
M é recorrente por cadeias do fluxo de X, isto obriga que A = M e pela conexidade
de M temos pelo Teorema 4.2.18 que as solugoes KAM fracas sao todas constantes.
|

Definicao 5.0.8 Um campo vetorial X sobre M € dito tipo-gradiente se podemos en-

contrar uma funcio f: M — R de classe C' tal que
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1. Para cada x € M, temos X - f(z) = d,f(X(x)) <0,

2. Para cada x € M, temos X - f(x) =0 se, e somente se, X(x) = 0.

Como exemplo de um campo vetorial tipo-gradiente, podemos tomar X = —V f,
onde f : M — R é de classe C' e seu gradiente é tomado em relacio & métrica

Riemanniana sobre M. Neste caso

Teorema 5.0.9 Seja X um campo vetorial tipo-gradiente de classe C*. Se k > 2dimM —2

entdo Lx satisfaz a condi¢io de desconexidade de Mather.

Prova. Ver (1). [ |

Teorema 5.0.10 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e Ly : TM — R o Lagran-
giano de Mané associado ao campo vetorial X. Se existe uma curva integral de X que é

uma curva fechada ou se M é compacta, entdo c(Lx) = 0.

Prova. Suponhamos que X tem uma curva integral fechada. Observemos que para cada

kE > 0 e cada curva fechada v temos

A = [ {100 = XO)IE + K} e 2 0 (52

Logo, ¢(Lx) < 0.

Seja k < 0. Pela hipotese, existe o, uma curva integral de X fechada e

Aper(y) = /OT {Io’(t) = X (o (t)I|2 + k} dt = /OT kdt = kT < 0.

Portanto, ¢(Ly) = 0. Suponhamos agora que M é compacta. Pela Proposi¢ao 5.0.5 temos

que ¢(Hyx) = 0. Conforme a Observagao 4.2.10 segue-se que ¢(Lx) = c¢(Hx) = 0. |
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertagao, o objetivo principal foi trabalhar com o Lagrangiano de Mané.
Apresentamos alguns exemplos, algumas propriedades e alguns resultados conhecidos.
Durante o nosso trabalho, vimos que existem muitos problemas abertos no assunto. A
intencao é continuar a investigacao nesse assunto, a fim de resolver alguns desses problemas,

a0 menos parcialmente.
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APENDICE A — Interpretacio geométrica das transformadas de Legendre e

Fenchel na reta

Figura 12 — Tlustrando a Transformada de Fenchel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Geometricamente, a transformada de Fenchel de uma funcao convexa L é aquela
que para cada valor p atribui a longitude maxima que pode ter um segmento de reta

vertical secante para a regiao delimitada por L e px.

Exemplo Seja L : R — R, L(z) = %xQ, Vo € R. Vamos calcular a transformada
de Fenchel de L.
Por definigao, H(p) = max,ecr{pr — L(x)}. Derivando a funcao g(x) = px — L(z)

g(@)=p—uz

Portanto, g tem um valor méximo em z(p) = p. Dai, H(p) = p* — 3p* = $p*.



