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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo ser um instrumento para agregar recursos que proporcione
um processo de ensino e aprendizagem dos Numeros Complexos eficaz para alunos do
Ensino Médio. Assim, a presente proposta consiste em diluir o estudo dessa tematica nos
trés anos do Ensino Médio respeitando os pré-requisitos pertinentes a cada série. Além
disso, para ampliar a visao dos discentes no que diz respeito as diversas aplicagoes dos
Complexos e orientar os docentes do seu papel na construgao desse saber, sao sugeridas:
uma forma de introducao a tematica que utiliza a Historia da Matematica como um objeto
de contextualizagao; a definicdo geométrica que atribui significado aos Nuiimeros Complexos;
atividades diferenciadas e comentadas; além de trazer uma associacdo dos Numeros
Complexos com a Trigonometria — através de demonstragoes de féormulas trigonométricas
fundamentais e da féormula de De Moivre. Cabe destacar que a motivacao principal
das propostas existentes nessa dissertacao é oferecer aos estudantes a oportunidade de
desenvolver um conhecimento acerca desse assunto dentro de um tempo habil para que os
alunos possam vislumbrar o potencial aplicativo dos Nimeros Complexos nao s6 dentro

da Matemaética, mas nas ciéncias afins.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Ensino Médio. Ensino Diferenciado.



ABSTRACT

This work aims to be a tool to add features that provide a teaching and learning process of
Complex Numbers effective for secondary school students. Thus, this proposal is to dilute
the study of this theme in the three years of secondary schoolrespecting the requirements of
each year. In addition, to extend the vision of students regarding the various applications
of Complexes Numbers and guide the teachers of their role in the construction of this
knowledge are suggested: a form of introduction to the theme that uses the history of
mathematics as a context object ; the geometric definition that assigns meaning to Complex
Numbers; driven differentiated activities; moreover to bring an association of the Complex
Numbers with Trigonometry - through demonstrations of basic trigonometric formulas
and De Moivre formula. It should be noted that the main motivation of the proposals
in this dissertation is to offer students the opportunity to develop an understanding of
this subject in a timely manner so that students can glimpse the potential application of

Complex Numbers not only in mathematics, but in similar sciences.

Key-words: Complex Numbers. Secondary School. Differentiated Education.
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1 INTRODUCAO

Para iniciar o presente trabalho e apontar um cenario que foi o motivador da
elaboracao dessa discussao, é necessario recorrer a Histéria da Matematica para entender
o inicio do que se tornou um fator primordial no caminho que tomou a construcao do

processo de ensino dos Numeros Complexos no Ensino Médio das escolas brasileiras.

Como parte dessa Historia aparecem os Numeros Complexos, cujo proprio nome ja
anuncia o quanto foi “complexa” sua evolugao dentro desse processo, pois nao se pode
esquecer que a Matematica se desenvolveu na busca por resolver problemas concretos, algo
que inicialmente nao é inerente a esses ntimeros. Nasce, assim, junto com os primeiros
aparecimentos dos Complexos, uma resisténcia que durante séculos retardou ainda mais o

desenvolvimento de uma estrutura algébrica para esse novo objeto.

Encontra-se, nas notas histéricas de Carvalho (p. 109-110, apud CARMO, MOR-
GADO e VAGNER, 2001), grandes mateméticos que contribuiram de forma direta ou
indireta para a estruturacao da Teoria dos Numeros Complexos, mas, mesmo assim,
construiam junto dessa teoria um estigma de que esse assunto era um complemento — sem

o sentido real — que justificava a construgao de outros conhecimentos.

Uma fala que traduz essa ideia sao as palavras de Girard “pode-se perquntar: para
que servem essas solugoes impossiveis (raizes complezas). Eu respondo: para trés coisas —

para a validez das regras gerais, devido a sua utilidade e por nao haver outras solucoes”.

Em suma, como serd mostrado adiante no capitulo 2, no que se refere a histéria
desses nimeros, sabe-se que essa teoria levou cerca de dezenove séculos para ser desenvolvida
— em sua maioria quase sempre vinculada aos estudos das equagoes polinomiais — sendo
que a verdadeira importancia da utilizacao desses niimeros s6 veio a ser destacada no final

desse periodo por Gauss.

Pensando no ensino tradicional dos Numeros Complexos, o que se percebe é que o
estigma historico negativo teve mais peso na construgdo do processo atual de ensino dessa

tematica do que o que foi iniciado por Gauss e outros grandes matematicos.

Recorrendo a Carneiro,

quem consultar os livros do Ensino Médio ou ouvir os testemunhos
de professores e alunos, vai constatar que a maneira mais comum de
introduzir os niimeros complexos é por meio da seguinte defini¢ao:
“Um nimero complexo é um objeto da forma a+bi, onde {a,b} C R
ei=+/—1, e permanecem vilidas as leis da Algebra” [...]. Dois
comentéarios sobre a defini¢do citada. Em primeiro lugar, depois
que nos realmente entendermos o que é um ntmero complexo,
sabemos que esta definicdo ndo contém nada de errado. Todavia,
introduzir os complexos por esta definicdo é andlogo a introduzir

a
as fragoes, [...] “uma fracdo é um objeto da forma 7 onde a e b
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sao inteiros (sendo b # 0), com % = 2 < ad = be, e que seguem
p a c ad+bc a c ac

as seguintes leis da Algebra: — = - ———e¢ - — & —
& & b d bd b d bd

Em seguida, passamos aos exercicios [...]. Também nao haveria
absolutamente nada de errado com esta definicao e ela também

permitiria resolver todas as contas usuais com fragoes (2004, p. 2).

Ao final dessa explanacgao, o referido autor se questiona se alguém, em plena posse
do seu bom senso e com um minimo de compaixao com seus alunos, faria essa barbaridade.
Pois, acredita ele, que é mais ou menos isto que é feito com os Numeros Complexos.
Em outras palavras, se esta diante de um ensino que conduz o aluno a um processo

excessivamente algebrista, mecanico e de repeticao de conhecimento.

E relevante trazer o que foi destacado por Teles (2004, apud BRUM, 2013),

se houve um desenvolvimento tardio da Algebra registrado na His-
téria da Matematica e na propria estruturacao do saber cientifico,
parece dar indicios para o estudo em Educacdo Matematica da
existéncia de dificuldades conceituais importantes, subjacentes a
construcao deste campo do conhecimento matematico. Se houve
esta dificuldade na histéria da Matematica, muita chance existe
que haja também para o aluno (p.07).

Esse pensamento diz respeito ao desenvolvimento da Algebra como um todo no
passar do tempo. Agrega-se a isso o que ja foi relatado até o momento sobre os Complexos,
e, assim, comeca a ficar claro a realidade que se passa nas escolas no que diz respeito a
construgao desses conhecimentos que tem ido na contramao de um processo de ensino e

aprendizagem ideal.

Dessa forma, para concretizar o cenario atual do ensino do assunto em questao,
agrega-se o fato de esse ser dado no ultimo ano do Ensino Médio, ficando, portanto,
compartimentado e com o foco principal de ser pré-requisito para o ensino de polinémios.
Dessa maneira, o aluno nao tem um suporte correto do processo de ensino e o agravante
de nao ter um tempo habil para se construir um conhecimento de qualidade. Associado a
isso, observa-se que algumas universidades ja retiraram o conteido em questao de seus
programas e, até mesmo, nao se observa nas provas do Exame Nacional do Ensino Médio

(ENEM) a presenca de questoes que incentivem os alunos a estudarem Numeros Complexos.

Assim, questiona-se como despertar o interesse por um assunto que ja vem rotulado
com o nome de “Numeros Complexos”; que possui uma parte imaginaria (passando uma
ideia prematura de que nao pode ser usada na vida real) e que precisou de séculos para
ser desenvolvido? Como atingir um processo de ensino e aprendizagem que alcance um
indice satisfatério e que proporcione ao discente um entendimento “real” (e nao imaginério)
do assunto? Como possibilitar que o aluno tenha uma visao da necessidade de agregar

esse novo conhecimento e nao simplesmente associa-lo como um pré-requisito para a
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aprendizagem de polindmios? Pois sabe-se que é exatamente assim que a maioria dos
docentes e livros didaticos conduzem o ensino dos Numeros Complexos, apresentando-o de
forma isolada, com um objetivo maior de criar um pré-requisito para respaldar o estudo de
polinomios. Esse fato é respaldado por meio de uma analise feita pelo autor no capitulo
dois de importantes livros didaticos que aparecem nas bibliografias dos principais concursos

€ exalmes.

A proposta do presente trabalho é tentar responder a esses e outros questionamentos,
nao de forma estatica, criando apenas métodos alternativos que contextualizem e atraiam
mais a atencao dos alunos — sem aqui menosprezar a importancia e a necessidade dos
mesmos, pois de acordo com os proprios PCN’s — Parametros Curriculares Nacionais —
esta registrado que

a aprendizagem significativa pressupoe a existéncia de um refe-
rencial que permita aos alunos identificar e se identificar com as
questoes propostas. Essa postura ndo implica permanecer apenas
no nivel de conhecimento que é dado pelo contexto mais imediato,
nem muito menos pelo senso comum, mas visa a gerar a capaci-
dade de compreender e intervir na realidade, numa perspectiva
autdénoma e desalienante (BRASIL, 1997, p.22).

Além disso, pode-se encontrar nos PCN’s que a aprendizagem na area de Ciéncias
da Natureza, Matematica e suas Tecnologias indica a compreensao e a utilizacao dos
conhecimentos cientificos para explicar o funcionamento do mundo, bem como planejar,

executar e avaliar as agoes de intervengao na realidade.

A presente proposta, portanto, diz respeito a introducao do ensino dos Nuimeros
Complexos antecipadamente. Ou seja, nas séries iniciais do Ensino Médio, claro que de

forma responsavel, respeitando todos os pré-requisitos necessarios.

Sendo assim, tal proposta serd apresentada na integra no terceiro capitulo que, em
suma, consiste em: no 1° ano, trazer uma introducao contextualizada através da Historia
da Matematica; um significado concreto para os Complexos através de uma abordagem
geométrica e a formalizacao da temética em questao através da forma algébrica. Ja no 2°
ano, trabalhar a forma trigonométrica até a férmula de De Moivre — em que é apontada a
grande afinidade existente entre a propria Trigonometria e os Nimeros Complexos. E no

3° ano acontecera a culminancia desse processo.

Cabe destacar que sera trabalhado um roteiro diferenciado de ensino, com a
apresentacao inicial historica e, em seguida, a introducao geométrica do assunto para
dar significado aos Numeros Complexos, e em cada etapa (séries) serdo apresentadas
demonstragoes e atividades com sugestoes de resolucao e comentarios do autor que servirao
como roteiro para que os docentes construam um processo de ensino e aprendizagem que

faca jus ao universo de aplicagoes dos Complexos.
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Por sua vez, no capitulo seguinte — Consideragoes Finais — sdo apresentadas

conclusoes, sem a intencao de esgotar a discussao do tema em questao.

Ressalta-se que o interesse do autor pela tematica estd associado a sua longa expe-
riéncia de docéncia a partir da qual vem observando que os alunos perdem a oportunidade
de usufruir da teoria dos Numeros Complexos na resolucao de diferentes problemas, além

do fato de saber sua importancia nao s6 na Matematica, mas em outras ciéncias afins.

Com base nesse panorama, fica evidente a necessidade de uma mudancga na meto-
dologia de ensino, ansiada pelo autor em virtude da sua experiéncia enquanto professor,
que venha possibilitar uma desmistificacdo do assunto e, por consequéncia, que seja
proporcionado um processo de ensino e aprendizagem ideal, através de uma proposta

diferenciada.
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2 DA HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS AO PROCESSO DE
ENSINO CONTEMPORANEO

2.1 0S NUMEROS COMPLEXOS E SUA HISTORIA

Existem evidéncias arqueologicas que registram que o processo de contagem ja
existia ha cerca de cinquenta mil anos a. C., pois a motivagao era causada por necessidades
praticas como, por exemplo, a nocao de maior ou menor quantidade no que diz respeito
ao rebanho (VIEIRA E SOUZA, s/d, pg).

Com base no que foi citado acima, pode-se concluir que a concretizagao do estudo
dos Numeros Complexos vem num processo de evolucao de milhares de anos sendo efetivada
por volta do século XIX e XX, através da Geometria, que sera utilizada nas propostas
dessa dissertacao, e da Algebra com base na evolugao da Teoria dos Conjuntos, em que
através de métodos axiomaticos, os conjuntos dos nimeros naturais (N), dos nimeros
inteiros (Z), dos ntimeros racionais (Q), dos nimeros reais (R) e dos Nimeros Complexos

(C) passam a ficar bem definidos.

Em suma, recorrendo a Algebra, sabe-se que o conjunto dos niimeros naturais
N é fechado para as operagoes de adicao e multiplicacao, sendo ambas associativas e
comutativas, em que a multiplicacao é distributiva em relagao a adi¢do. Além disso, possui

o 1 como elemento basico, onde n + 1 # n, Vn € N.

Ja o conjunto Z estende N, fechando a operacao de subtracao — dado um par de
nimeros naturais, a operagao de subtragao resulta em um nimero positivo ou negativo.
Por sua vez, o conjunto Q amplia Z, fechando a operagao de divisao — dado um par de
nimeros inteiros, o quociente resulta em um numero racional. No que diz respeito ao
conjunto R, pode-se defini-lo como um corpo que amplia e fecha o conjunto dos racionais,

segundo a operacao de radiciacao®.

Para reforcar o entendimento de que R é um corpo, tem-se que

R é corpo porque estao definidas as quatro operagoes: adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao, com todas as suas propriedades.
E um corpo ordenado por que existe a relacio de ordem z < v,
estd interligada com a adicdo e a multiplicacdo. E finalmente,
é completo, pois estd em relagdo bijetiva com a reta real. E a
completude de R que garante a existéncia de {/a e, mais geralmente,
de a® para todo a > 0 e todo x € R (Lima, 2006, p. 58).

Fechando, assim, esta pequena explanacgao sobre os principais conjuntos numéricos,

o sistema numérico dos Numeros Complexos C amplia o corpo R, dando solu¢ao para a

I Neste momento, vale a pena citar o axioma da completude que diz que toda subsequéncia

limitada de ntimeros racionais converge para um nimero real.
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equacao 2 + 1 = 0.

O diagrama da figura 01, muito utilizado nos livros didaticos, proporciona uma

ideia mais concreta e simplificada do que foi resumido acima.

im erosC omplex os

Niim eros R eais

Hiim eros Raciona s

Niim eros Inteiros

Figura 1 — Diagrama representativo dos conjuntos numéricos

Sabe-se que o desenvolvimento do conceito de niimero nao ocorreu na ordem citada
acima. Segundo Carvalho (p.109, apud CARMO, MORGADO E WAGNER, 2001), quando
Gauss divulgou a sua interpretagdo geométrica dos Niimeros Complexos no século XIX

ainda existiam matematicos que discutiam a existéncia dos niimeros negativos.

O intuito de proporcionar uma visao geral dos conjuntos numéricos e de expor a
evolugao conceitual, conforme aparece em varias referéncias textuais (niumeros naturais,
inteiros, racionais, reais e, por fim, complexos), é reforcar a ideia de que todos os nimeros
conhecidos sao Numeros Complexos e que existem Numeros Complexos que nao sao reais.
Pois é sabido, para um publico significativo, que quando se classifica um ntimero como
Numero Complexo, esses individuos interpretam erroneamente que o niimero em questao

tem que possuir, necessariamente, parte imaginaria.

A partir desse momento, pode-se destacar que o foco histérico que sera dado
adiante permeara principalmente os nimeros que completam o corpo dos reais. Ou seja,
aqueles que possuem parte “imaginaria”, palavra esta, que junto com o titulo “Numeros
Complexos” sao estandartes que anunciam aos estudantes do Ensino Médio um estigma
negativo atribuido a esse assunto tao importante para a concretizacao dos conhecimentos

matematicos e das ciéncias a ele interligadas.

Assim, iniciando nossa trajetéria pela histéria, recorre-se a Lorenzato (2006) para
dizer que a propria historia da matematica
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mostra que a matematica surgiu aos poucos, com aproximagoes,
ensaios e erros, nao de forma adivinhatéria, nem completa ou
inteira. Quase todo o desenvolvimento do pensamento matematico
se deu por necessidade do homem, diante do contexto da época. Tal
desenvolvimento ocorreu em diversas culturas e, portanto, através
de diferentes pontos de vista (p. 107).

Dessa maneira, ¢ importante destacar que dentro da Histéria da Matematica os
primeiros registros de utilizacao de equagoes estavam associados a resolucao de problemas
praticos, reais, ou seja, concretos, como esta registrado em documentos arqueolégicos da

Mesopotamia, milhares de anos antes da era crista.

Devido a um grau de simplicidade significativo dos problemas existentes naquele
periodo, em que eram utilizadas as equacoes, e a falta de um estudo mais aprofundado,

tais civilizagoes nao consideravam solugoes com radicais de nimeros negativos.

Heron (10 d.C. - 70 d.C.), famoso nos livros de Matematica do Ensino Médio
pela formula utilizada no calculo da area de triangulos em func¢ao das medidas dos seus
lados que levou seu nome, proporcionou historicamente o primeiro exemplo registrado da

negacao a tentativa de operar com raizes negativas.

De acordo com Silva (2011, p.80), ao calcular /81 — 144, calculo esse que foi
necessario devido ao desenho de uma piramide que aparece em sua obra intitulada
Estereometria, Heron simplesmente troca o calculo por /144 — 81 = 1/63 e apresenta o

resultado como, aproximadamente 7 6

Mais adiante, segundo Eves (2004), aproximadamente no ano 275 d.C., Diofanto,

no livro Arithmetica, considera o seguinte problema:

“Um tridngulo retangulo tem area igual a 7 e seu perimetro ¢ de 12 unidades.

Encontre o comprimento dos seus lados.”

Figura 2 — Tridngulo Retangulo que esquematiza o problema de Diofanto
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Resolucgao:

catetoy - catetoq
2 Y
x
se em ?y =7, onde y = — (i). Pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se 2% +y* = (12 —z —y)?
T

43 — /—167

(ii). Substituindo i por ii, obtém-se 242% — 172z + 336 = 0, cujas raizes sio —————— e

12
43 + +/—167
12 '

Através da formula de area de um triangulo retangulo A = chega-

2
Mas Diofanto escreveu que essa equacao teria solucao se (T>2 > 24-336 , o
que em linguagem atual é o mesmo que afirmar que A > 0, pois, sendo A = b* — 4ac,
tomando a = 24, b = 172 e ¢ = 336, entdo, A = 1722 — 4 - 24 - 336, se A > 0, implica

em 1722 > 4-24 - 336. Como ambos os membros da desigualdade sao positivos, pode-se

172 172
dividi-los por 4, e substituindo e por (7)2 no primeiro membro, verifica-se o que foi

registrado por Diofanto, deixando concluir que ele acreditava que a solugao desta equagao

estava associada & raizes reais.

Ainda no primeiro milénio da era crista, alguns grandes matemati-
cos contribuiram para que houvesse uma evolu¢do nos conceitos
trabalhados por Diofanto. A matematica ndo era produto apenas
da Europa, j4 que a India também produziu grandes matemdticos,
como Brahmagupta (cerca de 630 d.C.) e Bhaskara (1114-1185).
O nome desse tltimo é conhecido até hoje, mesmo por qualquer
aluno da Educacao Bésica, por ter uma féormula conhecida para
resolver equagoes do segundo grau. No entanto, essa formula geral
foi encontrada cerca de um século antes de Bhaskara, pelo matemé-
tico hindu Sridhara (cerca de 991 d.C.), e publicada em uma obra
que nao chegou até nés. Bhaskara percebeu a necessidade de obter
duas raizes a partir de uma equacao do segundo grau, em que o
discriminante é positivo, mas o problema das raizes quadradas de
nimeros negativos continuou sendo um obstaculo: “O quadrado de
um afirmativo é afirmativo; e a raiz quadrada de um afirmativo é
dupla: positiva e negativa. Nao ha raiz quadrada de um negativo;
pois ele nao é um quadrado” (SILVA, 2011, p. 81).

Continuando com os registros histéricos, destacam-se a partir desse momento
alguns dos principais matematicos que contribuiram na construgao da teoria dos Numeros

Complexos, segundo a linha do tempo? indicada pela figura 3.

2 Camargo (2012, s/p.)
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Figura 3 — Linha do tempo

Geronimo Cardano nasceu em Pavia, Italia, e faleceu em Roma. Apesar de ser um
grande matematico da época, era médico de profissao. Entre as suas obras destaca-se a
Ars magna, primeiro grande tratado em latim consagrado unicamente a Algebra. Nessa
obra, é apresentado o famoso problema que se estuda na historia dos Nuimeros Complexos
e que se tornou o primeiro registro histérico de uma operacao realizada com Ntumeros

Complexos nao reais. A descrigdo do problema seria a seguinte:

" Dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes, tal que o produto delas

seja igual a 40".
Resolucgao:

Tomando uma parte do segmento com medida x e a outra de 10 — z, obtém-se a
equacdo z(10 — z) = 40, entdo, 2 — 10x + 40 = 0. Completando quadrado tem-se que
(r —5)*—25+40 = 0, donde (z —5) = ++/—15, 0 que leva as raizes 5++/—15 e 5 —/—15.

Recorrendo novamente a Carvalho, o autor traz um dizer de Cardano que, apds

encontrar as raizes indicadas acima, afirmou que

deixando de lado toda tortura mental envolvida, multiplique (5 +
v/—15) por (5 —+/—15). O produto é 25 — (—15) =40 (...). Assim
progride a sutileza aritmética cujo objetivo, como afirmado, é tao
refinado quanto inutil (p.109-110, apud CARMO; MORGADO;
WAGNER, 2001).

Neste instante deve-se destacar que, através de registros historicos, tendo como
referencial o periodo de Heron, quando se depara com a primeira oposicao de operar com
raizes negativas, diversos matematicos também o fizeram e permaneceram sustentado
essa linha de raciocinio, direta ou indiretamente — destacando aqui Diofanto (275 d.C.),
Sridhara (cerca de 991 d.C.), Bhaskara (1114-1185), Omar Kahyyam (1044-1123), Fibonacci
(1170-1250) e Pacioli (1445-1517).
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Dessa forma, uma lacuna de mais de mil e quinhentos anos se estendeu adiante,
nao permitindo que a teoria dos niimeros que existe nos tempos atuais se fechasse, adiando
o importante papel que viria exercer nas conquistas dos conhecimentos matematicos e

suas aplicagoes.

Faz-se necessario trazer para essa discussao a famosa disputa entre os italianos
Cardano (1501-1576) e Niccolé Fontana (1499-1557) — apelidado como Tartaglia — no que
diz respeito as conquistas das resolucoes das equacoes de 3° grau. E nesse momento que se
percebe a insuficiéncia dos conjuntos dos Nuimeros reais para o desenvolvimento algébrico

em questao, criando a necessidade de destinar maior atencao e trazer o status de “nimero’

aqueles que seriam chamados de Ntumeros Complexos.

Para se entender melhor essa rixa, deve-se recorrer ao ano de 1510 quando o
matematico Scipione Del Ferro deduziu uma férmula geral de resolver equacoes do tipo
2% + pxr + ¢ = 0, mas, por ironia do destino, ele faleceu sem publicar a sua descoberta. Seu
aluno, Maria Fior, que conhecia o trabalho, apoderou-se da conquista de seu mestre e,
com o intuito de ganhar respeito entre os seus, resolveu propor um desafio a Tartaglia que
na época ja era um matematico em ascensao. Tartaglia, mesmo nao tendo conhecimento
do método de resolucao desse tipo de equagao, aceitou o desafio e, além de deduzir um
método para encontrar a solucao das equacoes da forma 22 + pr + ¢ = 0, ele também
achou a forma de resolver as equacoes do tipo x® + pz? + ¢ = 0, humilhando Fior e se

destacando ainda mais como um grande matematico.

Antes de continuar com a histéria que levou a disputa épica introduzida nos
paragrafos anteriores, cabe recorrer aos conhecimentos algébricos populares até a atualidade
para se entender melhor o processo de resolugdo das equacoes de 3° grau da forma
2® + pxr + ¢ = 0, obtido por Tartaglia.

Recorrendo & forma geral de uma equacao do 3° grau az® +bx? +cx +d =0 e

s , c d
dividindo ambos os seus membros por a, obtém-se 2® + —z? + —x + — = 0.
a a a

b b b b
Tomando a = 1 cr=y-—g, entao, (y—§)3+b(y—§)2+c(y—§)+d:0, ou
. b, 20°  be ) . 5
seja, y +(C—§) y+2—7—§+d: 0 que é uma equacao da forma z°> 4+ pxr + ¢ = 0,
justificando assim o estudo das equacoes dessa forma.

Para sua resolugao basta considerar x = A+ B, dando (A+ B)?+p(A+ B)+q = 0,
entdao, A% + B3 + 3A%B + 3AB? + p(A + B) + q = 0 que ap6s alguns arranjos pode ser
escrita como A® + B3 + (3AB +p)(A+ B) + ¢ = 0.

Compete, agora, mostrar que x = A + B é raiz da equagdo, para isso tem-se que

encontrar os valores de A e B.

Observa-se que A3+ B3> = —qe A- B = —g, o que implica que A% + B3 = —q e
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3
A3 =L
27
=
Como A? e B3 sdo raizes da equacdo do 2° grau 3% + qy — — = 0, entdo, pela

féormula de Bhaskara, A3 = — \/ - —i— e B3 = \/ — —i— 2—7 o que conduz a
2 3
_ 1 ¢ . P _4_ v
- \/ SRR T \/ \/
q p
Dessa forma, pode-se concluir que v = A+B = \/—— + \/ — —|— 27+\/—— —1/ Z o7

¢ uma raiz da equacao x> + pr + ¢ = 0.

Agora, com o objetivo de ampliar o presente estudo, sera discriminado o radicando

2
das raizes quadradas acima como A = € + p Nessa etapa, sera mostrado que se A > 0,

4 27
a equacao possui uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas, se A = 0, a equagao
possui trés raizes reais, sendo uma repetida e se A < 0, a equacao possui trés raizes reais
distintas. Para tanto, se recorrera ao Calculo.

Se for considerada a funcao f(z) = 23 +pr +q = 23(1 + % + %)

, definida nos

reais, e observar que lim f(x) = —ocoe lim f(z) = +o00, e ndo descartar o fato de que
T——00 T—+00

essa funcao é polinomial, o que implica que ela é continua, pode-se concluir que f possui

pelo menos uma raiz real.

Respaldando-se no Teorema Fundamental da Algebra — que garante, nesse caso, a
existéncia de trés raizes — e o Teorema das Raizes Imaginérias — que garante a existéncia de
uma segunda raiz com parte imaginaria, caso exista outra, também com parte imaginaria,
em que esta segunda serd a conjugada da primeira — sera utilizado o teste da derivada

primeira e o teste da derivada segunda para se analisar a natureza dos zeros dessa funcao.

Tomando a derivada primeira de f, tem-se [’ (x) = 32% + p, sendo assim, se p > 0,
entdo, f (x) > 0, o que implica que f é crescente para todo o seu dominio. Concluindo,

dessa forma, que existe uma raiz real e duas complexas e conjugadas.

Por outro lado, se p = 0, entdo, a equacao é equivalente a 23 + ¢ = 0, em que se
q # 0, tem-se uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas, e se ¢ = 0, implica em

uma equagao e que o zero é uma raiz real tripla.

Agora falta considerar o caso em que p < 0. Se for tomado p = —3k?, com k > 0,
f'(£k) = 0. Recorrendo a derivada segunda, onde f" (z) = 6z, entdo, x = —k é ponto de
maximo e x = k é ponto de minimo. Sendo assim, se f (—k) - f (k) > 0, tem-se uma raiz
real e duas complexas e conjugadas, se f (—k) - f (k) = 0, tem-se trés raizes reais, sendo
uma delas dupla e, por fim, se f' (—k) - f (k) < 0, pode-se concluir que x° + pxr +¢ = 0

possui trés raizes reais simples.
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’ ! 4
Sendo f (k) - f (—k) = (¢ — 2k*)(q + 2k3) = ¢* — 4k° = ¢* — ﬁp?’ = 4A, onde foi
2 .3

considerado p = —3k2. Portanto, A, definido no inicio desse estudo como A = 4 + b a0

. L . R 4. 27
assumir valores positivo, nulo ou negativo pode, de inicio, ja definir a natureza das raizes

das equacoes de 3° grau da forma z® + px + ¢ = 0.

A partir do estudo encerrado acima, pode-se dar continuidade aos relatos histéricos

presentes nesse capitulo.

Assim, apés saber do feito de Tartaglia, Cardano o procurou diversas vezes pedindo
que ele revelasse a forma de resolucao dessas equagoes do 3° grau, mas Tartaglia tornava-se
resistente a essa revelagao, pois pretendia publica-la em uma obra de sua autoria. Porém,
Cardano, apés muita insisténcia e sob o juramento de somente publici-la atribuindo-lhe
a autoria, fez com que Tartaglia revelasse o seu feito e agindo de maneira desonesta —
peculiar a seu carater, segundo a histéria — a publicou em sua famosa obra Ars magna

(1545), sem atribuir o mérito ao verdadeiro autor.

O destaque desse episddio é que, a partir desse estudo da resolucao de equagoes
de 3° grau, os matematicos famosos passaram a entender a necessidade de um estudo
adequado para atingir uma formalizacdo matematica no que diz respeito aos nimeros

“sofisticos”®.

Segundo Cerri e Monteiro (2001), o que levou os matematicos a descoberta dos

Numeros Complexos foi o problema a seguir:

Qual a medida x, comum a aresta de um cubo e a altura de um paralelepipedo com

base 15 unidades de drea, sabendo que a diferenca entre seus volumes é de 4 unidades?

A resolucao desse problema gerou a seguinte equacido: z° — 152z — 4 = 0 que
aplicando a férmula de resolugao de Cardano (na verdade, Tartaglia), chega-se a solugao
T = {’/ 24+ v—121+ {’/ 2 —y/—121. Cardano interpretou que essa equacao nao tinha raizes

reais, pois o nimero encontrado envolvia a raiz quadrada de um ntimero negativo, além

da complexidade desse niimero fazer parte do radicando de uma raiz cibica.

Recorrendo ao nosso estudo prévio para a continuacgao dessa historia, observa-se

que

S (=42 (-15)°
1 + 57 5 <0

2
q
A=L
Tt

[\Dl’@
3

Sendo assim, a partir desse momento, se deparou com uma equacao que possui

trés raizes reais simples, constatado acima pelo valor negativo de A, e que para obté-las é
3

Numeros sofisticos é a terminologia utilizada inicialmente por Bombelli (1526-1572) para se
referir aos nimeros que apresentavam raizes quadradas de niimeros negativos.
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necessario trabalhar com raiz quadrada de niimeros negativos e raiz ctibica desses niimeros

desconhecidos.

Realmente esse fato teria que servir como um gatilho, como assim o foi, para que
estudos mais sérios sobre os Nimeros Complexos fossem acontecendo, como serd mostrado

a partir de agora.

Raphael Bombelli (1526-1573), discipulo de Cardano, foi um matematico que fez

histéria no que diz respeito ao desenvolvimento do estudo dos Niumeros Complexos.

Bombelli observou algo que seu mentor nao havia observado. Ele notou que
43 —15-4 —4 = 0, ou seja, que 4 era uma raiz real da equacio x> — 152 — 4 = 0. Segundo
Silva (2011), motivado por essa verificagao, ele imaginou a existéncia de dois nimeros
nas formas a + by/—1 e a — by/—1, tal que (a + by/—1)> =2+ /=121 e (a — by/—1)? =
2 — /=121, a > 0 e b > 0. Sendo assim, através da propriedade do oposto, concluiu que

r=24++v—-1214+2 —/—121 = 4.
Nas palavras do préprio Bombelli (FELTRINELLI, 1966, apud MILIES, 1993)

encontra-se o seguinte

Fu achei uma espécie de raiz ciibica muito diferente das outras,
que aparece no capitulo sobre o cubo igual a uma quantidade e
um numero... A principio, a coisa toda me pareceu mais baseada
em sofismas que na verdade, mas eu procurei até que achei uma
prova... Isto pode parecer muito sofisticado, mas, na realidade, eu
tinha essa opinido, e ndo pude achar a demonstragdo por meio de
linhas [i. e. geometricamente], assim, tratarei da multiplica¢ao
dando as regras para mais e menos (p. 8-9).

Percebendo a importancia de sua descoberta, aprofundou-se no estudo e, segundo

o autor supracitado,

ele utilizou a expressao piu di meno para se referir ao que conhe-
cemos hoje como +i, a unidade imaginaria, e meno di meno, para
—i. Como se nao bastassem todas essas novas e revoluciondrias
contribuic¢des, também enunciou regras operatoérias criadas por ele

(p- 9).

Deve-se concluir, portanto, que Bombelli foi o primeiro a concretizar regras para
trabalhar com os Complexos. Dessa forma, cabe a ele o mérito de contribuir de forma

efetiva para o seu desenvolvimento.

O que foi referido na citacdo acima estd resumido em seguida.?

4 Tabela disponivel em http://www.educ.fc.ul.pt, acessado em 10/01/2015.
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REGRAS OPERATORIAS CRIADAS POR BOMBELLI LINGUAGEM ATUAL

Fiu via pit di meno, fa pid di meno +(#H)=+1i
Meno via pit di meno, fa meno di meno — [#)=—I
Piu via menc di meno. fa meno di meno +(—i)=—i
Meno via meno di meno. fa pid di meno —(—i)y=+
Pid di meno via pit di meno, fa meno [+ (+) = -1
Fiu di meno via meno di menc, fa pid (+) (=i} = +1
Meno di meno via pid di meno, fa pid {(— 1) (+) = +1
Meno di meno via meno di meno, fa meno (=) (=i)=-1

Figura 4 — Tabela das Regras Operatorias formalizadas por Bombelli

Entra-se, entdo, numa fase da Histéria da Matematica que, apesar de muita
resisténcia por parte de grandes matematicos, os Numeros Complexos comegam a ocupar
o seu lugar no desenvolvimento dos conhecimentos matematicos. Como descreve bem

Carneiro,

este sucesso levantou a suspeita de que talvez estes monstros exis-
tissem mesmo. Que eram tteis, ja se comegava a perceber. Mas
fariam sentido? Durante muito tempo, trabalhou-se com ntimeros
complexos, permanecendo sobre eles esta nuvem de obscuridade.
Os complexos eram usados de forma envergonhada, e acompa-
nhados de nomes ofensivos, que permaneceram até hoje na nossa
nomenclatura - como “imagindrios” - mas ainda assim eram cada
vez mais utilizados (2004, p.4).

Leonhard Euler (1707-1783), um dos grandes matematicos de todos os tempos,

desenvolveu muito a algebra dos Complexos. Foi ele que representou v/—1 por ¢, estudou

ntimeros da forma z = a + bi , onde a e b sdo ntimeros reais e 12 = —1. Formulou, ainda, a

igualdade e = cosx + isenz. Contudo, apesar de toda essa dedicacdo, ndao contribuiu

muito para esclarecer o sentido desses niimeros, aparentemente “imaginarios”.

Recorrendo novamente a Carneiro, pode-se relembrar que na virada do século XVIII

para o século XIX,

(...) um agrimensor noruegués, Wessel (1798), e um obscuro mate-
mético suigo, Argand (1806), foram, aparentemente, os primeiros
a compreender que os complexos nao tém nada de “irreal”. Sao
apenas os pontos (ou vetores) do plano que se somam através
da composicdo de translacdes, e que se multiplicam através da
composicao de rotagoes e dilatagdes (na nomenclatura atual) (2004,

p.4).
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Entretanto, como o préprio autor aponta, as agoes empreendidas por Wessel e
Argand nao ecoaram. Todavia, dentro desse mesmo periodo histérico, Gauss (1777-1855)
— com toda sua exceléncia no dominio do conhecimento matematico — captou o uso dos
Numeros Complexos na obtencao de diversos resultados acerca da Geometria Plana e
sobre os niimeros inteiros, inclusive, fazendo a assimilagdo do conjunto dos Complexos
com o plano. Ademais, foi Gauss — a quem se referiam como o “Principe da Matematica”
— que determinou dentre os poligonos regulares quais eram possiveis ser construidos com
régua e compasso e, até mesmo que nimeros inteiros podem ser escritos como soma de
dois quadrados. Dentre grandes descobertas de Gauss, se atribui a ele o correspondente
ao Teorema Fundamental da Algebra, a partir de sua demonstracio geométrica — partindo
da utilizacao do plano complexo — de que todo polinémio de coeficientes reais pode ser

decomposto em fatores de grau maximo dois.

A partir dessa sintese da Historia da Matematica, verifica-se, portanto — no que diz
respeito a concretizagdo dos Nuimeros Complexos — que essa histéria veio se desenvolvendo
de forma lenta por séculos devido a dificuldade dos estudiosos que a construiram de enten-
derem esse “novo nimero” e, principalmente, perceberem que esse poderia proporcionar

uma relevancia real nas conquistas de novos conhecimentos no campo cientifico.

Por fim, cabe destacar nesse momento que Gauss, na busca por dar “sentido” aos
Numeros Complexos, desenvolveu trabalhos de relevancia mateméatica que foram além do
simples estudo desses nimeros. Sendo assim, fica aqui resgitrado, fato que nao apenas
a Historia da Matematica confirma e sim a Historia da Humanidade, que a busca por
respostas sempre foi a motivagao da evolucao humana e que essa busca vai além dos
objetos motivadores, desenvolvendo assim uma sequéncia de construgao de respostas —

conhecimentos — que é a esséncia do desenvolvimento de todas as areas cientificas.

Avanca-se, portanto, para o item a seguir em que se pretende abordar de maneira
suscinta acerca do ensino contemporaneo dos Numeros Complexos no Ensino Médio nas

escolas.

2.2 0 ENSINO CONTEMPORANEO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Inicialmente é importante ter ciéncia de que o ensino do contetdo em questao
ocorre no 3° ano do Ensino Médio na maioria das escolas, ou seja, no ultimo ano do Ensino

Basico.

Para se ter um maior alcance do que sera relatado, recorrer-se-a aos autores Carneiro

e Wanderley (s/d) que apontam que

permanece como maneira mais comum de introduzir os niimeros
complexos a abordagem puramente algébrica e formal: “Um nt-
mero complexo é um objeto da forma a + bi, onde a e b sdo reais,
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i> = —1, e permanecem validas as leis operatérias basicas da Al-

gebra”. Esta defini¢cdo (correta) permite comecar logo a operar
com numeros complexos sem dificuldade, mas este enfoque perde a
magnifica oportunidade de apresentar os complexos imediatamente
como entes geométricos, e a experiéncia de aula nos mostra que
muitas vezes esta oportunidade nao se recupera, mesmo quando,
mais tarde, aparece a “forma trigonométrica”. O iniciante perma-
nece com uma visdo excessivamente formal e algebrizante, e nao lhe
ocorre aplicar conhecimentos de nimeros complexos a problemas
de Geometria, como se faz desde Gauss. (p.67).

Atualmente, se vive em um periodo em que o conhecimento é globalizado, o acesso a
internet se torna cada vez mais facil e escolas que nao imaginavam a possibilidade de possuir
um laboratério de informatica em funcionamento ja estao vislumbrando isso acontecer.
O acesso a novas tecnologias associado, inclusive, com o incentivo governamental, pode
proporcionar aos professores — tal como o autor do presente trabalho — a oportunidade
de se qualificarem e produzir pesquisas que estao modificando o processo de ensino e

aprendizagem respaldados pelos proprios PCN's.

Contudo, na contramao desse processo, existe ainda, na maioria das institui¢oes
de Ensino Médio, a necessidade de recorrer aos livros didaticos de forma quase exclusiva.
Isso ocorre devido ao fato de que o livro ja estd compartimentado de forma conveniente
com todos os contetudos e com os respectivos exercicios envolvendo questoes de Enem e
vestibular de diferentes institui¢oes. Deste modo, é facilitado para que o conjunto docente

e discente consiga abordar o maximo de contetidos cobrados nesses exames.

Sendo assim, o processo de ensino e aprendizagem fica refém dos autores de tais
livros, no que diz respeito a maneira de se apresentar e direcionar a construgao do

conhecimento.

Para corroborar com esse argumento, as Orientagoes Curriculares para o Ensino
Médio, no volume que se destina a tratar sobre “Ciéncias da natureza, matemaética e suas

tecnologias”, afirmam que

percebe-se que a escola de hoje nao pode ficar mais restrita ao
ensino disciplinar de natureza enciclopédica. De acordo com as
Diretrizes Curriculares para o Ensino Médio, deve-se considerar
um amplo espectro de competéncias e habilidades a serem desen-
volvidas no conjunto das disciplinas (BRASIL, 2006,p.69).

Para sintetizar o que foi tratado até o momento e afunilando novamente para a
tematica a que se destina este trabalho, é proposta uma breve analise dos livros didaticos
de trés grandes autores que frequentemente sao citados em bibliografias para concursos de
Ensino Médio. E, além disso, mostrar a estagnacao no tocante a apresentacao do conteido

dos Numeros Complexos nesses livros. Para tanto, serdo analisados trés livros, fazendo um
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panorama de dez anos, sendo eles: uma versao de Luiz Roberto Dante (2003) — Matematica,
Contexto e aplicagoes, Volume 3; outra de Manoel Paiva (2010) — Matematica, Volume 3;

e a terceira de Gelson lezzi (2013) — Fundamentos de Matemética Elementar, Volume 6.

Em relacao ao livro didético de Dante (2003), o autor inicia o capitulo afirmando
que os Numeros Complexos podem ser somados e multiplicados e, também, possibilitam a
extragao da raiz quadrada de nimeros negativos. Afirma, como algo légico, que o conjunto
dos ntimeros reais precisa ser um subconjunto desse novo conjunto, pois as operacoes de
adicao e multiplicacao nos reais devem ser as mesmas no conjunto dos Complexos para
que o conjunto dos reais seja um subconjunto dos Complexos. Percebe-se que o primeiro
contato do aluno com esse novo conteiido é meramente impositivo, obviamente se nao
houver uma intervencao qualitativa do professor. O autor chega no paragrafo seguinte
a citar Gauss alegando que uma boa forma de entender a ideia de Niimeros Complexos

seria imagina-los como um conjunto de pares ordenados de niimeros reais em que estao

definidas:
e [gualdade: (a,b) = (¢,d) @ a=ceb=d
e Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
e Multiplicagao: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Nesse momento, o autor perde a oportunidade de apresentar os Numeros Complexos
geometricamente — apresentacao essa que demorou centenas de anos para ser desenvolvida
e que proporcionou um entendimento concreto dos Complexos — permitindo que o aluno

venha a ter uma ideia equivocada da teoria “apadrinhada” por Gauss.

Num préximo passo, as propriedades operatérias sao definidas. Em seguida, ja é
apresentada a forma algébrica. Numa etapa seguinte é mostrado o plano de Argand-Gauss
com o foco na defini¢do de afixo, conjugado, modulo, argumento, forma trigonométrica
e todos os complementos conteudistas que a envolve e termina com a apresentacao da

férmula de De Moivre.

Agregado a esses contetdos existe um universo de 115 (cento e quinze) exercicios,
muitos com letras, incluindo também os testes de vestibulares. Nesse volume de atividades
9 (nove) envolvem resolugao de equagoes reduzidas a uma equagao de 2° grau e apenas 4
(quatro) com aplicagoes mais praticas que tiram o foco algebrista e de pré-requisito para

resolucao de equagoes polinomiais.

J& no que concerne a obra de Paiva (2010), observa-se na sua esséncia as mesmas
abordagens de Dante (2003) no decorrer da deliberagdo do contetido. O que se deve

destacar, como um ponto positivo, é que o autor inicia a sua abordagem ao assunto em
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questao evitando uma interpretacdo equivocada de um entendimento histérico. O autor
introduz o assunto, utilizando a Histéria da Matemaética, citando nomes como Tartaglia,
Cardano e Bombelli, mostrando que a motivacao para o estudo dos Numeros Complexos

nao partiu do desenvolvimento das equagoes do 2° grau e, sim, das equagoes de grau 3.

Um dos pontos negativos é que o livro, de inicio, ja apresenta a matéria argumen-
tando sobre a insuficiéncia dos reais e, sendo assim, de acordo com o livro, os matematicos
ampliaram o conceito de nimeros, definindo o niimero 7, que sera chamado de unidade
imagindria, onde 72 =i -i = —1 e define Ntimero Complexo como todo ntimero da forma

a + bi onde {a,b} C R e i é a unidade imaginéria.

Dessa forma, o autor ja introduz a forma algébrica e prossegue com o assunto
produzindo um processo de ensino e aprendizagem quantitativo, proporcionando agoes
meramente “mecanicas” por parte do aluno. Portanto, nao cria condi¢oes favoraveis para
que este construa um conhecimento verdadeiro e que possa, futuramente, subsidia-lo nas

resolugoes de problemas.

E, por fim, Tezzi (2013) que inicia a sua abordagem com um capitulo denominado
“Operagao com pares ordenados” em que traz a igualdade, a adigdo e a multiplicacao de
pares ordenados apresentadas no livro de Dante (2003). Em seguida, no capitulo seguinte
j& apresenta o conjunto dos Nuimeros Complexos como um conjunto de pares ordenados de
nimeros reais para os quais estao definidas as operagoes relacionadas acima. A partir dai,
a apresentacao do assunto ¢ muito semelhante a dos dois livros anteriores — principalmente
ao de Dante — dando énfase excessiva a parte algébrica, e em nenhum momento recorrendo
a abordagem geométrica como um instrumento que explique de forma efetiva os conceitos
iniciais dos Ntumeros Complexos, o que poderia tornar a aprendizagem da continuidade
do assunto mais significativa e produtiva, de acordo com o que o autor desta dissertacao

acredita.

Logo, conclui-se — como ja foi apontado inicialmente e respaldado pela analise dos
livros dos renomados autores — que os Numeros Complexos sao apresentados, de forma
geral, conduzindo a um algebrismo excessivo, o que implica um processo de ensino e
aprendizagem em que o discente passa a ser um repetidor do que estd sendo cobrado.
Além disso, também é apresentado de maneira isolada, tendo como foco principal a funcao
de pré-requisito para a aprendizagem de polindomios no que diz respeito as suas raizes

complexas.

Portanto, pode-se afirmar que a geracao de estudantes que esta sendo criada possui
uma formagcao demasiada algebrista da tematica em questao, e ndo tem o alcance necessario
para entender acerca do verdadeiro significado e utilizacao dos Ntumeros Complexos, tal
como sua aplicagao nos problemas relacionados a Geometria, ndo apenas no campo
matematico, mas também em outras areas cientificas que necessitam da contribuicao desse

conhecimento para seu desenvolvimento.



29

3 O ENSINO DOS NUMEROS COMPLEXOS: UMA ACAO EFETIVA
PARA UMA PROPOSTA DIFERENCIADA

A partir do cendario descrito até esse instante em que se procurou mostrar a real
atmosfera que permeia o ensino dos Numeros Complexos no Ensino Médio das escolas
brasileiras, onde se esta diante de um “carma” histérico que teve um desenvolvimento
registrado de mais de dezoito séculos — indo de Heron a Gauss, e outros apos este ultimo —
em que a heranca maior associada a essa teméatica é sua destacada utilizagao nas equagoes

polinomiais.

Tal associacao criou uma limitacao no processo de ensino desenvolvido pelos
educadores ao longo de décadas que ¢ aplicado no Ensino Médio, onde a grande maioria
das escolas do nosso pais, guiada pelo sistema educacional, apresenta a seus discentes esse
conteido apenas no 3° ano do Ensino Médio ja com o intuito de que ele cumpra o seu

“estigma historico” para respaldar o ensino dos polinomios.

Portanto, este assunto fica isolado, compartimentado, por conta da metodologia de
ensino atual que nao cria subsidios para que os estudantes possam utilizar os Nimeros
Complexos como um facilitador na resolucao de problemas, permitindo-os apenas recorrer

a eles para cumprir tal “estigma’”.

Sendo assim, o autor desta dissertacao que também é professor de matematica de
todas as séries do Ensino Médio, motivado por sua inquietude e incentivado pelo processo
de qualificagao, vem se ajuntar a fileira de educadores para propor um método e atitudes
que auxiliem no processo atual de ensino dos Niumeros Complexos que proporcionem
aos alunos uma captacao desse conhecimento de tal forma que possam enxergar novas

aplicagoes para o mesmo.

Pois, como se 1é em Faro,

o ensinar e o aprender caminham juntos. Mais do que ensinar
conteudos, ser ensinante estd atrelado a abrir caminhos. Nao se
transmite conhecimento, mas, sim, sinais deste, para que o outro
possa fazer uso dele e transformé-lo de forma subjetiva (s/d, s/p.).

Para tanto, tal metodologia serd respaldada nos conhecimentos do que ja foi
desenvolvido até o momento; em pesquisas e referéncias para a apresentacao dos Numeros
Complexos; e, inclusive, nas ideias dos PCN’s — no que diz respeito a contextualizagdo e
aplicacoes que sejam facilitadoras para que o aluno se encontre inserido no universo do

qual faz parte.

Para reforcar tal argumentacao, as Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio

afirmam que
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de acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional
(Lei n® 9.394/96), o ensino médio tem como finalidades centrais
nao apenas a consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos
adquiridos durante o nivel fundamental, no intuito de garantir a
continuidade de estudos, mas também a preparacao para o trabalho
e para o exercicio da cidadania, a formacao ética, o desenvolvimento
da autonomia intelectual e a compreensao dos processos produtivos

(BRASIL, 2006, p.69).

Assim, a presente proposta ndo é uma mudanca estatica. Na verdade, além de
propor uma abordagem embasada na Historia da Matematica, menos algebrista e de
aplicagdo mais ampla e contextualizada no trato com o assunto em questao - através
da apresentagao de atividades diferenciadas, dando uma atencao especial aquelas que

envolvem Geometria - propoem-se diluir o ensino dos Niumeros Complexos nos trés anos
do Ensino Médio.

A proposta é ministrar todo o contetido de Nimeros Complexos no 1° e 2° anos do
Ensino Médio, tendo no 3° ano alunos j4 com uma ideia formada da temética. E nesse ano
que o discente e o docente irdo culminar o processo de ensino e aprendizagem do conjunto
dos Numeros Complexos, podendo o professor se disponibilizar a trabalhar esse assunto
de forma mais profunda, otimizando, assim, a absorcao do conhecimento por parte dos

alunos.

Da-se inicio, portanto, a apresentacao do que esta sendo proposto pelo autor.

3.1 1° ANO DO ENSINO MEDIO: A INTRODUCAO DOS NUMEROS COMPLEXOS
— DA ABORDAGEM HISTORICA E GEOMETRICA A FORMA ALGEBRICA

No primeiro ano do Ensino Médio ¢é revisada a teoria de todos os conjuntos numé-
ricos, quando tradicionalmente termina-se no conjunto dos reais falando sobre a relagao
biunivoca de seus elementos com os pontos de uma reta e reforcando a ideia da reta numé-
rica. A partir dai, parte-se para o estudo de intervalos reais e suas operagoes, introduzindo
em continuidade a ideia de fungoes e prosseguindo com os contetidos obrigatoriamente

ministrados nesse referido ano.

Sabe-se que no Ensino Fundamental, entre outros conteidos, os alunos devem
ter contato com os seguintes contetudos, quais sejam: as propriedades de potenciacao e
radiciagao; operacoes com polinomios; resolucdo de equagoes polinomiais do 1° e 2° graus,
incluindo as biquadradas, as irracionais e algumas de grau maior que dois que podem
ser reduzidas através da fatoracido a equagoes quadraticas; além de sistemas lineares e
aqueles que envolvem equagoes quadraticas; pares ordenados, sistema de coordenadas
cartesianas; incluindo, também, um conhecimento significativo de Geometria e as relagoes

trigonométricas no tridngulo retangulo.
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Baseando-se no fato de que os alunos ja tenham tais pré-requisitos, propoem-se a
abordagem a seguir, imediatamente apds serem ministrados os assuntos relacionados ao

conjunto dos reais.

Em um primeiro momento o professor fara uma breve explanacao histérica do
surgimento dos Numeros Complexos dando énfase ao momento da histéria em que surgiram
os primeiros estudos sobre os Complexos, que aconteceu durante o estudo das equagoes do
3° grau da forma 3 + pz + ¢ = 0. Assim, ndo pode deixar de citar os nomes de Tartaglia,
Cardano e Bombelli. Ainda nesse momento o professor devera apresentar a férmula para

encontrar solucoes de equagoes da férmula apresentada acima.

2 3 2 3
_ ¢4 KNI T B S O S
x_\/ 2+\/4+27+\/2 Vit

Assim, o professor deve sugerir a resolucao de algumas equacoes, da forma 23+ pz +

q = 0, que aceitem solugoes reais e que durante o processo resolutivo nao apareca Numeros
Complexos, de tal modo que os alunos utilizem a férmula mencionada anteriormente.
Nesse momento aconselha-se, de preferéncia, que a turma esteja disposta em pequenos

grupos.

Abaixo alguns possiveis exemplos a serem usados.
Atividade 1:

Encontre um numero real que seja solugao das equacoes de 3° grau, que estao relacio-

2 3 2 3

. . ) . q lq  p° 3 q lq¢ p

das ab tilizand l Iutiva: © = o — = 4 . F B & S
naaas aovairo, uttizan oaformuaresouwa X \/ 2 —+ 4 —+ 27—|—\/ 2 4 —+ 27

a)r® — 3wz — 2 = 0; Resposta: Tomando p= —3 e q= —2, tem-se x = 2.

b)x® + 4x = —39; Resposta: Tomando p =4 e q = 39, tem-se v = —3.

Em seguida, deve-se apresentar aos alunos o suposto problema que motivou Bombelli

a iniciar a primeira formalizagdo dos Nimeros Complexos.
Atividade 2:

Qual a medida x, comum a aresta de um cubo e a altura de um paralelepipedo com

base 15 unidades de drea, sabendo que a diferenca entre seus volumes € de 4 unidades?”

a) Elabore uma equagio de 3° grau reduzida que represente a situagao problema

acima.
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Resposta: Os alunos deverdo encontrar a equacio x3 — 152 — 4 = 0.
b) Mostre que x = 4 € a solugao da equagdo.

c¢) Aplique a férmula de Cardano/Tartaglia e verifique que a solugio fornecida pela

formula é: © = /2 + /=121 4+ /2 — v/—121.

d) Discuta com seus colegas o que parece estar errado nessa solugao.

Com essa atividade, recorrendo mais uma vez a Histéria da Matematica, o professor

comecara a introduzir a ideia dos Numeros Complexos, como sera visto abaixo.

Apdbs um tempo julgado necessario para que os alunos resolvam as questoes, o
professor deve iniciar a corregao, sempre os estimulando a participarem com as suas

conclusoes.

Com esse exercicio eles poderdo perceber, com o auxilio do professor, que 4 é uma
solucao real da equacgao encontrada, mas a féormula criada por Tartaglia conduz a uma raiz
quadrada de niimero negativo e, até aquele momento, esse tipo de nimero nao existira
para eles, pois o universo maximo de niimeros conhecidos pelos mesmos é o conjunto dos

numeros reais.

Para completar este estado de inquietude que devera ser gerado nos estudantes,
caso nao seja trazido por eles proprios, o professor deve dizer que ainda tem um agravante
para tornar esse nimero mais estranho, ou seja, a raiz quadrada de um ntimero negativo
constando dentro dos radicandos de duas raizes cibicas que fazem parte de uma soma.
Além do mais, os alunos, através das atividades anteriores, ja saberao que a férmula

funciona, mas que para esse exercicio ela nao estava sendo satisfatoria.

Com essa atmosfera favoravel, o professor deve agregar a discussao a ideia de Rafael
Bombelli e destacar mais uma vez que foi a partir dai que, historicamente, o conjunto dos

Numeros Complexos passou a tomar forma.

Destaca-se nesse momento uma Algebra mais detalhada que retrata a ideia em
questao que nao foi mostrada na parte histérica do capitulo 1 e que devera ser apresentada

aos alunos.

Um processo que descreve a ideia em questao e que é muito utilizado para a

obtencao da raiz 4 consiste em:

Tomando (v/2 + /—121)% = (a + by/—1)3 = a3+3a*/—14+3ab?(v/—1)2+b*(v/—1)3,
entdo, 2 + \/—121 = a(a® — 3b2) + b(3a® — b*)y/—1. Trabalhando, a principio, que
V=121 = /(—1) - 121 = 11/—1, tem-se que a(a* — 3b*) = 2 e b(3a® — b*) = 11, consi-

derando a e b 1ntelros, 1mphca que o possivel valor para a é 1 ou 2 e para b é 1 ou 11.
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Portanto, os valores, apds facil verificagao, sao a = 2 e b = 1. Conclui-se, entao, que
Y24+ V/—I2l=2++v—Te /2 — /=121 =2— /1. Logo, x = 2++/—1+2—+/—1 = 4.

E nesse momento que o professor aproveitard esse terreno fértil para chegar a uma
definicao geométrica de Ntiimeros Complexos, explicando para os alunos que tal definicao
demorou séculos para ser desenvolvida através da contribuicao de grandes matematicos,
como Wessel, Argand e Gauss. Sendo essa a definicdo que realmente deu um verdadeiro

sentido para os Numeros Complexos.

Antes da apresentacao da definicdo é necessario que se faga algumas observagoes:

1 — A forma a + by/—1 veio sendo trabalhada por outros matematicos, sendo Euler
quem deu a forma final, substituindo v/—1 por %, ficando formalizada a forma z = a + bi,
com {a,b} C R, forma esta que é trabalhada até os dias de hoje e que recebe o nome de

forma algébrica, como sera visto mais a frente.

2% — As operacoes adicao e multiplicagdo obedecem as mesmas propriedades co-
nhecidas nos reais, pois ja se percebe que esses numeros formam uma extensao dos reais,

como serd demonstrado nesse momento.

3* — O professor pode recorrer a Geometria dindmica, proporcionada por programas
como o Geogebra ou o Régua e Compasso, caso a escola tenha um suporte digital adequado,
como um laboratorio de informética viavel ou um datashow e um computador que possa ser
levado para sala de aula. Dessa forma, as representagdes geométricas que serao mostradas

abaixo ficarao muito mais atraentes para os discentes.

Recorrendo a Tezzi (2013), a definigdo em questao diz que o conjunto dos Niimeros
Complexos, o qual é representado por C, é um conjunto dos pares ordenados de ntimeros

reais para os quais estdo definidas as operacoes abaixo:
e [gualdade: (a,b) = (¢,d) ©a=ceb=d
e Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
e Multiplicagao: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Cabe, nesse instante, esclarecer aos alunos que é mais uma forma de escrever os
Complexos, mas que tem uma ligacao direta com a forma algébrica, pois basta entender
que z = a + bi = (a,b). Além disso, as operagdes mostradas sao facilmente verificadas

quando se trabalha na forma algébrica e serdo esplanadas mais a frente.

Para explicar a grandeza dessa definicdo, o docente relembra aos estudantes um

assunto que ja terd sido visto pouco antes, ou seja, a relagao entre os elementos dos
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conjuntos dos niimeros reais e os pontos de uma reta, onde para cada ponto dessa reta
estd associado um tnico nimero real e vice-versa (relagao biunivoca). Essa associacao cria

a reta numérica ou reta real, conforme a ilustragao da figura 5.

|

Figura 5 — Reta numérica

A partir dai, cada ntimero passa a ser a coordenada de um ponto dessa reta, onde
o ponto que esta associado ao zero serda chamado de origem da reta real e que essa visao

geométrica é unidimensional.

Apbs essa pequena revisao, o professor devera fazer a seguinte pergunta para a

turma:

“Se pensarmos em duas dimensoes, bastaria um niumero real para representar as

coordenadas de um ponto?”

Depois de um tempo, com a orientacao do professor, e baseado no fato que eles ja
estudaram plano de coordenadas cartesianas no Ensino Fundamental II, a resposta sera
nao, pois seriam necessarias duas coordenadas para representar esse ponto no plano. Por

exemplo, imaginando-se a reta real como o eixo x do sistema de coordenadas cartesianas,

11
os pontos associados aos niimeros —3, 1, v/2 e — teriam que ser representados pelos pares

11
ordenados (—3,0), (1,0), (v/2,0) e (Z’ 0), respectivamente, e o ponto que representa a
origem que tinha a coordenada 0 passaria a ter essas coordenadas representadas pelo par
ordenado (0, 0).

Chega-se, entao, a hora certa de passar aos estudantes a ideia de que da mesma
forma que existia uma associagdo entre os pontos de uma reta e os niimeros reais quando
se pensa em uma dimensao, baseada na definicao apresentada do conjunto dos Niimeros
Complexos, pensando-se em duas dimensoes, a associacdo agora sera que para cada Nimero
Complexo, pode-se associar um tnico ponto de um plano e vice-versa. Essa associagao
traz um entendimento concreto dos Complexos e recebe o nome de plano de Argand-Gauss
que nada mais é do que o plano cartesiano, onde o eixo das abscissas recebe o nome de

eixo real e os das ordenadas, de eixo imaginario, conforme ilustracao da figura 6.
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0

Figura 6 — Plano de Argand-Gauss

Destaca-se que o vetor que aparece na figura com extremidades na origem e no
ponto no qual z representa sera utilizado futuramente para definir diversos conceitos sobre

a tematica em questao.

Agora, o proximo passo deve ser dado para explicar aos alunos que quando forem
trabalhar na forma algébrica com o niimero ¢ = 0+41-%, que dentro da defini¢cao apresentada,
consiste no par ordenado (0, 1) — que serd utilizada com mais frequéncia nesse ano letivo
— ird aparecer uma afirmacgao que vai na contramao do conhecimento que os mesmos
possuem até entao no que diz respeito ao conjunto dos reais, em que é considerado que

toda poténcia de base real e expoente par representa um nimero positivo.

Essa afirmacdo a que se faz mencao ¢ que i2 = —1. Portanto, seré utilizada agora
a representacao geométrica para concluir que cada vez que se multiplica um Numero
Complexo por i, o novo nimero obtido, ou seja, iz, passa a representar um ponto que é
uma das extremidades de um novo vetor perpendicular ao vetor anterior, confirmado pela
aplicagao da regra de multiplicacdo explicitada acima, onde considerando-se z = (a, b),

tem-se iz = (0, 1) - (a,b) = (—b, a), conforme a representacao grafica da figura 7.

1Y

Figura 7 — Rotacdo ocorrida apds a multiplicacdo de um Complexo z por i
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Repetindo o processo com o nimero ¢z obtém-se novamente um Ntumero Complexo,

2

ou seja, 1~ z, que sao as coordenadas de um ponto que é extremidade de um terceiro vetor

perpendicular ao segundo, conforme a figura 8.

Figura 8 — Rotacdo ocorrida apés a multiplicacio de um Complexo z por 72

Nesse instante fica claro para os alunos que i> = —1, pois i’z = i -i-2 =

(0,1) - (=b,a) = (—a, —b) = —z = —1- z, sendo assim, pode-se concluir que i* = —1.

Enfatiza-se, novamente, que o que foi apresentado acima tera um efeito mais
“intenso” na proposta em questao se for utilizada uma Geometria dindmica, como foi

indicado outrora.

Além disso, é sensato reforcar que uma das criticas dessa dissertacio diz respeito
a uma abordagem algébrica excessiva que se vé no ensino dos Numeros Complexos —
em hipotese nenhuma, desmerecendo o importante papel do desenvolvimento algébrico

desempenhado nessa tematica.

Baseado nisso, com muita seguranca da clareza, a proposta é que seja trabalhado
apenas com a forma algébrica no 1° ano do Ensino Médio, por ser uma abordagem mais
simples e que estd extremamente mais préxima da Algebra trabalhada até o momento.
Dessa forma, acredita-se que o processo de ensino e aprendizagem ocorrera de forma mais

natural.

Sendo assim, o proximo passo dado pelo docente é apresentar para a turma outra

definicao para Numeros Complexos que envolve a forma algébrica, como elucidado por
Paiva (2010)

a insuficiéncia dos nimeros reais se revela na radiciacdo: nao
existem, em R, raizes quadradas, quartas, sextas, ... de niimeros
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negativos. Para que a radiacdo seja sempre possivel, os matemati-
cos ampliaram o conceito de niimero, definindo o niimero ¢, ndo real,
que chamaram de unidade imaginaria e, que satisfaz a seguinte
condicdo: 32 =i-i = —1. A partir da unidade imaginaria, define-se
Numero Complexo como todo o nimero de forma a + bi, em
que {a,b} C R e i é a unidade imaginéria [...] O conjunto dos
Ntmeros Complexos é indicado por C, isto é C = {a+bi;a,b € R}
(p. 237-238).

Por conseguinte, ao enfatizar para o aluno que a y/—1 foi substituida por ¢ —
conforme fez Euler em seus estudos — o aluno podera associar essa nova definicdo como
uma evolucao da ideia apresentada por Bombelli. Cabendo destacar que a forma algébrica

a + bt possui a como a parte real e b como a parte imaginaria.

A partir dai, o professor explica que todos os niimeros reais podem ser escritos

nessa forma, considerando b = 0, utilizando exemplos como os que se seguem.
a)—2=-2+0i
T T
b)==—-+W
) g =30
V2 =2 +0i

Apoés os exemplos — que é uma forma de enfatizar a definicdo que esta apresentada
na citacao acima — é interessante que o professor apresente o diagrama trabalhado no

primeiro capitulo para se ter uma visao do que esta acontecendo.

Neste momento, o professor pode apresentar as operagoes elementares, destacando
que elas foram definidas como extensoes das operagoes em R, desse modo, sdo conservadas
as propriedades operatérias em R. Tais operagoes sao adi¢do e multiplicagao em que sao

conservadas as propriedades distributivas de multiplicacao em relacao a adigao.

Considerando z = a + bi, com {a,b} C R, tem-se:
I. Adicao:

e Elemento neutro é o nimero 0, ou seja, 0 + 0Oz.
e Oopostode z=a+bi é —z=—a — bi.

I1. Multiplicagao:

e Elemento neutro é o nimero 1, ou seja, 1 + 0.
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1
a-+bi

eOinversode z=a+bi é 27! =

A propriedade distributiva, tomando z; = a4+ bi e 2z = ¢ + di, com {a,b,c,d} C R,

aponta que:

e 21+25 = (a+c)+(b+d)i Observa-se que fica claro o porqué (a,b)+(c,d) = (a+c, b+

d) e, analogamente, o terceiro tépico justifica a operagao (a,b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc).
ez —z=(a—c)+ (b—d)i
® 21 - 29 = (ac — bd) + (ad + be)i

oz1+22:z1-i,com227é0
22
O professor deve aproveitar o ensejo e ja definir que z; = 25 se, e somente se, a = ¢
e b = d. Ainda para fechar o ciclo, ja se fala em conjugado de um Numero Complexo
z = a+ bi, como Z = a — bi. Destacando o fato que quando um ntmero é real, tem-se
b =0, logo este nao possui conjugado. Isso pode ser mostrado utilizando exemplos como

0S que se seguemn.
a) 7+ 3i tem como conjugado 7 — 3i;
b) —2i tem como conjugado 2i;
¢) 5 nao tem conjugado.

A partir desse momento, o professor deve formalizar o contetido no que se refere a
forma algébrica, como as propriedades dos conjugados e as poténcias da forma ", onde
n € N, para que os alunos consigam entender que os valores obtidos variam entre —i, —1,

e 1.

Como um primeiro estagio e de forma gradativa, o professor apresentard aos
estudantes — baseando-se na sua experiéncia e no perfil da turma — exercicios de aplicacao
direta de contetidos, sem cometer o erro do exagero, para tirar o foco algebrista tdo comum

no ensino dessa matéria.

E importante deixar claro que, apesar do detalhamento feito até o momento, devido
a preocupacao do autor com a introdugao do conteido no 1° ano do Ensino Médio, seguindo
as diretrizes preconizadas nesse trabalho, o objetivo nao é criar um material semelhante

a uma apostila ou a partes de livros didaticos, e, sim, apontar caminhos que levem aos
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discentes uma aprendizagem realmente ampla da tematica, como ja vem sendo referenciada

em todo o contexto dessa dissertacao.

Sendo assim, como segundo estagio, no que diz respeito as atividades, sugere-se
que o docente ofereca aos seus alunos um conjunto de exercicios que os faga recorrer
a conhecimentos que nao estao ligados diretamente com a matéria, como as atividades

sugeridas abaixo.
Atividade proposta 1 (Iezzi, 2011):

Os Numeros Complexos z e seu conjugado, tais que z +7zZ =4 e z-Z = 13 sdo
representados no plano de Argand-Gauss, respectivamente, pelos pontos A e B. Qual € a

area do triangulo AOB, sendo O a origem do plano?

Resolucgao:

Considerando z = a + bi, {a,b} C R, tem-se:

Sendo z +7Z = (a+ bi) + (a — bi) = 4, entdo, 2a = 4, o que implica a = 2. Por
outro lado, z - Z = (a + bi) + (a — bi) = 13, entdo, a®> + b* = 13, o que implica b = +3.
Assim, z =2+ 3i e A(2,3) ou z=2—3i e B(2,-3).

Dessas informagoes obtém-se o grdfico da figura 9: Sendo assim, conclui-se que a

area procurada é A op = - = 6 UA.
Im A
3 _______
0 2 Re
_3 ——————— Bl-

Figura 9 — Tridngulo AOB com os vértices na origem do Plano de Argand-Gauss

Observacao 1: Essa atividade fixa a ideia de conjugado — mostrando que a soma e

o produto de um complexo com o seu conjugado (quando existir) resulta em um nimero real
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— e do plano de Argand-Gauss. Conduz a oportunidade de revisar sistemas que envolvem
equagoes quadraticas; produto notavel; distancia de pontos que possuem a mesma ordenada
que forma um segmento paralelo ao eixo das ordenadas (eixo imaginario), sendo assim,
perpendicular ao eixo das abscissas (eixo real); distdncia de pontos que possuem a mesma
ordenada; e, por fim, area de tridngulo que foi obtida pela férmula tradicional, sendo que

a altura em questao s6 pode ser obtida baseada na perpendicularidade citada.
Atividade proposta 2:
Considere a equacdo v*+4x+5 = 0 e determine o seu conjunto solucao considerando:
a) o seu conjunto universo sendo o conjunto dos reais;
b) o seu conjunto universo sendo o conjunto dos complexos;

Resolucao do item b:

=c=2+1

44+ /-4 44 4/(-1) -4 4++i%-4
R e R T m

Logo, o conjunto solugio procurado é S = {2+ 1,2 —i}.

Observacao 2: E importante calcular o descriminante da equacio separadamente
para que os alunos entendam que no item a, onde o universo ¢ o conjunto dos reais, impera
a regra que caso ele seja positivo, nulo ou negativo, a equagao possuira, respectivamente,
duas raizes reais distintas, duas raizes reais iguais ou nao possuira raizes reais. Nesse
caso, a solucao é um conjunto vazio. Ja no item b, como o universo é o conjunto dos
Complexos, essa regra mudara, pois quando o discriminante for positivo ou negativo, a
equagao possuird duas raizes complexas distintas e quando o discriminante for nulo, a

equacao possuira duas raizes reais iguais.
Atividade proposta 3:

Do estudo de espelhos planos na disciplina de Fisica sabe-se que o angulo de
incidéncia e o angulo de reflexdo de um raio luminoso sobre um espelho plano sao iguais
em relacao a uma reta perpendicular ao espelho no ponto onde o raio incide. Considerando
um espelho plano E contido em um eixo vertical, e a reta normal ao espelho no ponto de
incidéncia N coincidente em um eixo horizontal, pode-se usar um plano complexo com
origem no ponto de incidéncia, onde o eixo vertical passa a ser o eixo imaginario e a reta

horizontal sendo o eixo real. O raio refletido aparece como o simétrico do raio incidente



41

em relacao a normal. As diregoes dos raios incidente e refletido sao dadas pelos vetores

determinados pelos Numeros Complexos z e Z, no plano indicado na figura 10.

bk Imix)

1 I rake incidente

raie refletido
Li

Figura 10 — Reflexdo no espelho E (Fonte: Caon, 2013.)

Com base nas informacoes que podem ser obtidas acima, se for considerado o

Nimero Complexo z = (3,2), qual serd a forma algébrica de Z e 2%

Resolucgao:

Fica a critério do professor.
Os Numeros Complexos procurados sao z =3 — 2i e 22 = 3 + 2i.

Observacao: Um dos pontos importantes dessa atividade é trazer para o aluno que
essa teoria pode ser aplicada em outras disciplinas, mostrando uma das varias aplica¢oes
concretas dos Numeros Complexos. Redirecionando novamente com a Matematica, nesse
momento, pode-se fazer a resolucao utilizando congruéncia de triangulos — que foi estudado

no 8° ano do Ensino Fundamental.

3.2 2° ANO DO ENSINO MEDIO: DA FORMA TRIGONOMETRICA AS FORMULAS
DE DE MOIVRE

No 1° ano do Ensino Médio os alunos terdo tido o primeiro contato com os
Numeros Complexos, quando se pretende destacar a Historia da Matematica, trazer uma
introducao tedrica do assunto de forma geométrica e apresentar a forma algébrica como a

maneira inicial de se manipular os Complexos. Lembrando que esse processo consiste em



42

proporcionar, ja no inicio dessa etapa, maneiras de utilizd-los em problemas que pedem
aplicacoes diretas e em outros em que podem ser mais um caminho para se alcancar a

solucao.

A seguir, no 2° ano do Ensino Médio, apés esgotar todo o contetido de Trigonometria
que deve ser trabalhado até essa série, o professor dara continuidade a tematica do conjunto
dos Ntmeros Complexos. E nesse tempo, pautado no material didético que este ird
construir para orientar suas aulas, que iniciara a jornada para mostrar aos alunos qual é
o significado de afixo, médulo e o argumento desses nimeros. E, a partir dai, deduzir a
forma trigonométrica e prosseguir com todo o processo de ensino até as férmulas de De

Moivre.

Cabe destacar a importancia de se iniciar nessa série, e no momento sugerido, essa
parte da teoria dos Ntimeros Complexos, pois esta sendo criada a oportunidade de mostrar
aos alunos como os conhecimentos matematicos se “entrelacam” e que essa ciéncia, de

maneira nenhuma, pode ser estudada de forma compartimentada.

Todo educador Matematico tem a missao de produzir um processo de ensino e
aprendizagem que proporcione ao discente a capacidade de entender e de efetuar a verdade
que “conhecimento gera conhecimento”, entao, tudo que se aprende em sala de aula de

um ano para o outro esta interligado.

Aproximando novamente da discussao em questdo, ja se destaca uma premissa que
respalda de forma concisa a necessidade de ensinar a parte trigonométrica de Ntimeros
Complexos nessa etapa supracitada, pois esses assuntos estao extremamente interligados,
mas nao em um unico sentido — Trigonometria para Nimeros Complexos — como se vé no

ensino atual, mas sim uma “via de mao dupla” em que uma teoria autentica a outra.

Retomando o caminho almejado e com o objetivo de concretizar o que foi escrito
acima, destacando-se também o fato de acrescentar mais subsidios ao professor para a
construcao de suas estratégias de aula, o autor percebe a necessidade de agregar a essa

discussao uma interpretacao geométrica da operagao de multiplicagdo de Complexos.

Para isso recorre-se a Carmo, Morgado e Wagner (2001) que oferecem um caminho

diferenciado do significado dessa operacao.
Inicialmente trés observagoes devem ser destacadas:
1? - Serd considerado |z| = r.
2*- Quando se referir a Complexo unitério, serd aquele que possui médulo 1, sendo
assim a sua forma trigonométrica serd (cosf + i - send).
T

T
3% - Se x é um numero qualquer, lembre-se que cos(z + 5) = —senx e sen(x+ 5=

CoS ).
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Em primeiro plano é mostrado o significado da multiplicacdo de um Complexo
unitario por ¢, dando mais um caminho, agora trigonométrico, além do que ja foi abordado

anteriormente.

I- Sendo w = cosf + i - senf, entdo, i -w =i - (cosf + i - send), o que implica

i-w=—senf +i-cosfh = cos(f + g) + i - sen(f + g) Mostrando, assim, que multiplicar

, e s .y ~ ™ .
um Numero Complexo unitario por ¢ é efetuar no ponto w uma rotacao de 5 10 sentido
anti-horario, onde o ponto encontrado pertence a mesma familia de pontos que constituem

uma circunferéncia unitaria.

II- Segue-se tomando dois Complexos unitarios, w; = cosf; + i - senf; e wy =
cosfy + i - senfy, entdo, wy - wy = (cosby + i - senby) - w; = cosbrwy + senby - jw;. B
importante observar que w; - wy resulta na extremidade de um vetor que é a soma dos
vetores perpendiculares (diagonal do paralelogramo) cosfsw; e senfs - iw; — recorrendo a
I, percebe-se que sao perpendiculares, pois sao multiplos de w; e 1wy, respectivamente.
Assim, tomando um sistema de coordenadas adequado (plano de Argand-Gauss) xOy,

onde wy, € Oz, obtém-se que o angulo de wy; com w; - wy ¢é Oy.

Conclui-se de II, que multiplicar dois Complexos unitarios consiste em dar a um
deles uma rotacao no sentido anti-horario de um angulo cuja medida equivale ao argumento

do outro.

Seguindo o que é proposto, no caso dos Numeros Complexos nao serem unitarios
e tomando z; = riwy e zg = ry - Wwe, €Ntao, 21 - 29 = 17y - Wiws (0s vetores definidos por
21 - Z3 € wiwy sdo multiplos), ou seja, o produto de dois Complexos quaisquer é obtido

pelo produto de dois Complexos unitarios correspondentes pelo ntimero real 7.

Essa explanagao sobre o significado geométrico da multiplicacao de dois Complexos

pode ser bem ilustrada pela figura 11.

Figura 11 — Processo de multiplicacdo de Niimeros Complexos
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A partir dessa interpretacdo geométrica demonstram-se formulas importantes da

Trigonometria e a formula de De Moivre, como serao vistas a seguir.
¢ Formulas da adicao de arcos

Sendo dois nimeros reais « e 3, tal que {«, 5} C [0, 27]. Prove que sen(a + ) =

sena cos B + senf cosa e cos(a + ) = cosacos f — senasenf.
Demonstracgao:

I. Tomando dois Numeros Complexos z; = r1(cosa +1i - sena) e zo = ray(cosf 41 -

senf3), com ry =ry = 1, tem-se que z129 = [cos(a + () + isen(a + ()]

II. Mas, por outro lado, 2125 = (cosa + i - sena)(cos 5 + i - senf3), entao, apos
alguns arranjos do sequndo membro dessa igualdade, chega-se em z1zo = (cosacos 3 —

sena cos 3) + i - (sena - cos f + senf - cos ).

De I e II, obtém-se:

cos(a+ ) +isen(a+ ) = (cosacos f— senacos 3)+i-(sena-cos S+ senf-cos ).

Logo, pela propriedade da igualdade de dois Numeros Complezxos, sen(a + ) =

sena cos § + senficosa e cos(a + ) = cosacos f — senasenf.

Uma observacao importante é que essa regra ¢é valida para qualquer « e [ reais.
Considerando o + 2km = x e 5 + 2tm = y, com {k,t} € Z, tem-se sencv = senz, cos a =

cosx, senfl = seny e cos 3 = cosy.
Logo sen(x + y) = senzcosy + seny cosz e cos(r + y) = coST Cosy — senx seny,

para todo x e y pertencentes ao conjunto dos reais.

Uma féormula de grande relevancia que é estudada durante a aprendizagem dos
Numeros Complexos é a Férmula de De Moivre que é apresentada como 2" = |z|"[cos(nx) +

i - sen(ny)], com n € Z.

Essa formula é uma consequéncia imediata da interpretacao geométrica da operagao
de multiplicacdo de dois Niimeros Complexos, mostrada anteriormente. Com isso, tomando-

se um Complexo unitario, podem-se demonstrar facilmente as férmulas de arco duplo.
¢ Formula do cosseno e o seno do arco duplo

Sendo x um nimero real, prove que o sen2r = 2 SenT cOST € COS2T = COS> T —

SEN"T.
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Demonstracao:

Tomando-se um Complexo unitario z = cosx + 1 - senx e recorrendo a formula de

De Moivre, obtém-se:

(2)? = (cosx + i - senz)? = cos> z + 2i - cosz - senz — sen® = cos(2x) + i - sen(2x) =

cos2x + 1 - sen2z = (cos? x — sen?x) +i-2cosz - sent.

Logo, pelo principio da equivaléncia de Niumeros Complexos, mostra-se que cos 2x =

cos?x — sen’xr e sen2xr = 2 senx cos .

Destaca-se que, tomando um Complexo unitario, podem-se demonstrar facilmente
as formulas de arco duplo, e estendendo o raciocinio, as férmulas da forma cos(nx) e
sen(nzx). Dependendo da complexidade do produto notével envolvido, pode-se recorrer a

teoria do Binomio de Newton.

Uma das utilizacoes da féormula de De Moivre é na radiciagdo de Numeros Complexos
¢ Formula de De Moivre para trabalhar na radiciacdo de Complexo

Encontre, através da formula de De Moivre, as raizes n-ésimas do Numero Complexo
z=a+bi, {a,b} CR. Em sequida, verifique que os argumentos desses nimeros formam
uma progressao aritmética. Por fim, conclua que as n raizes de z sao vértices de um

poligono regular inscrito em uma circunferéncia de raio {/|z|.
Demonstracao — Adaptado de Paiva (2010):

Primeiro escreve-se na forma trigonométrica, o que implica z = |z|(cos a+i- sena).
Deseja-se encontrar um Complexo w = |w|(cos o +1i- senar), tal que (w)™ = z. Como, pela
férmula de De Moivre (w)"™|w|[cos(na) +i- sen(na)], entao, |w|™[cos(na’)+i- sen(nar)] =
|2|(cosa +i - sena), implica que |w| = {/|z| e na = a + 2km, o que implica |w| = /]2 e
= M. Logo, a férmula desejada é wy, = W[COS % +i- senOth—le], com

n
k pertencendo aos inteiros nao-negativos.

I - Os possiveis valores de k sao:

a a
o wy = {/|z|[cos — +i- sen—]
n n

o 2m . a 2
o w = Y |z|[cos(5 + 7)2 - sen(— + —)]
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® w2 = W[Cos(g + 4—7T)z Sen(% + 4%)]
o o = §/Flleos(% + 20T, o (@ 2oLy

o wn = /Tlfeos(S + 20 - sen( %+ 2] = ¢/[elcos( D) - sen( )]

n

Sendo assim, k € {0,1,....n — 1}. Logo, todas essas n raizes representam Nimeros
Complexos cujos afixos fazem parte de uma familia de pontos que pertencem da uma

circunferéncia de raio {/|z|.

II — Observando o topico I, é facil constatar que os arqgumentos dos Complexos
que representam as n raizes n-ésimas formam uma progressao aritmética de n termos,

L e’ 2w
onde o primeiro termo é — e a razao € —.
n n

De I e II conclui-se que os pontos nos quais as raizes n-ésimas de z no plano
complexo sao vértices de um poligono reqular de n lados inscrito em wma circunferéncia

de raio {/|z| e centrada na origem desse plano de Argand-Gauss.

Im A
e @} (¢ ., 360°)
w‘[n +3-=y T”&F 2 = J
\‘\ | o 350=]
[E - _3‘5_[]“\. ,,-;‘_:’m . “\n n
L i n )I ,/'5{ (N
f N \\\\ f o
w (@ . .. 360°) / | o A"l3)
g F - : n _;; ____.,-r""-# i A _
A 0 N Re
W {i + 6 360 J % s .I-l"-.
£ ” i f,/ %
= _'_-';"”[i+{n _I 1}.38'3‘:]
n m

Figura 12 — Representacao geométrica das raizes de um Numero Complexo

A préxima demonstragao foi retirada de Carmo, Morgado e Wagner (2001) com

algumas adaptagoes do autor da presente dissertagao.
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¢ Lei do Cosseno

Prove que em um tridngulo A, B, C' qualquer, a*> = b* + ¢ — 2bc - cos A, onde a, b

e ¢ sao as medidas dos lados opostos aos vértices A, B e C, respectivamente.
Demonstracgao:
Primeiro € importante tomar o plano de Argand-Gauss de forma adequada, tal que

o vértice A do triangulo coincida com a origem desse sistema de coordenadas, conforme a

tlustracao 13.

11-.12

o

t=Ig
h7
B=z,

Figura 13 — Demonstragao da Lei do Cosseno

E importante, nesse momento, relembrar, geometricamente, que a subtracdo de
dois Numeros Complexos produz um terceiro Complexo que compoe um vetor que € o
resultado da diferenca vetorial dos vetores correspondentes aos dois numeros que formam

essa subtragdo, conforme figura 11 desse capitulo.

Sendo zy = ¢ e zy = |z|(cosa + i - sena), onde |zo| = b. Conforme o que foi

relembrado acima, |2, — z| = a, entdo, |21 — 22|* = a?, dessa forma obtém-se:

21—22‘2:(21—2’2)(31—32) :Zl'314—2’2'?2—(2’2'31‘{—21'32)

Como z1-Zy =%, 29 Zo = 2> =0, |21 — »|> =a® € 25 - Z1 + 21 - Zo = 2cos A,

logo a®> = b% + ¢ — 2bc - cos A.

A segunda parte dessa etapa diz respeito as sugestoes de modelos de atividades,
como foi feito na secdo 2.1. E nesse momento que o presente trabalho busca trazer para o

docente mais algumas diretrizes, no que diz respeito ao conjunto de exercicios que serao
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selecionados para a turma, de tal forma que as ideias sugeridas nessa dissertacao nao se

percam no momento de efetivacao do processo educativo em questao.
Atividade proposta 1 — Dante (2003)

Dado AB, lado de um triangulo equildtero ABC, com A(2,1) e B(6,3), obtenha

as coordenadas do vértice C' desse triangulo, sabendo que ele pertence ao 1° quadrante.
Resolucgao 1:

Observe a figura 14.

)E(E, 3)

680"
A2, 1)

Figura 14 — Tridngulo equildtero de Vértices denominados ABC

E necessdrio que se faca uma rotacio do lado AB em torno de A, girando-se 60°

no sentido anti-hordrio para se obter o ponto C'. O Complexo unitdrio responsdvel por

1 3
essa rotagao € cos60° + 7 - sen60° = 3 + gz

Se forem consideradas as coordenadas de A como o Numero Complexo z;y =2+ i
e as coordenadas de B como zo = 6 + 3i, o Numero Complexo z3 que corresponde as

coordenadas procuradas de C, pode ser calculado da sequinte forma:

Lembrando o que foi destacado na terceira demonstracdo, o Complero w que

representa AB € dado por z — z = (6 + 3i) — (2 + i), entdo, w = 4 + 2i. Sendo
V3

1
assim, para efetuar a rotagao desejada, basta fazer a operag¢io w = (4 + 22)(5 + 72) =
(2 —3) + (23 — 1)i.

Logo, as coordenadas de C' procuradas sio dadas por z3 =z +w = (4 — \/3) +

(2v3 +2)i = (4 —/3,2V3 +2).

Observacao 1: O que se percebe nesse problema é algo de extrema relevancia

para se ampliar o conceito de Numeros Complexos. Se estd diante de uma situacao que,
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se for bem demonstrada para o aluno, ele podera entender que problemas que envolvem
coordenadas de um ponto podem ser trabalhados, se for conveniente, com os conceitos
aprendidos na teoria dos Numeros Complexos. Esse problema, além da geometria, reforca
um importante papel que a multiplicagdo de Nimeros Complexos exerce que se refere a

rotacao de coordenadas no plano.

Nessa atividade é necesséario deixar claro o roteiro abaixo para facilitar o entendi-
mento por parte dos alunos quando a rotacdo acontecer sob um segmento ou vetor que

nao possuem a sua extremidade na origem do plano cartesiano (plano de Argand-Gauss).
1°- com a medida do angulo de rotacgao, definir o vetor unitario.

2°- com o vetor unitario definido, obter um Complexo que é o produto desse unitario

com a diferenca dos Complexos que representam as extremidades do segmento ou o vetor.

3°- somar o Complexo obtido com o produto descrito acima com a extremidade

oposta aquela que foi a base da rotagao.
Atividade proposta 2:

Utilizando a teoria dos Niumeros Complexos, deduza uma formula para sen3zx e

cos 3x, em funcdo de senx e cosx, sendo x um numero.
Resolucgao 2:

Tomando-se um Complexo unitario z = cosx + 1 - senx e recorrendo a formula de

De Moivre, obtém-se:

I- (2)3=(cosz+i- senz)®

IT - Pela férmula de De Moivre, tem-se (2)® = cos(3xz) + i - sen(3z).
Igualando os sequndos membros de II e I, chega-se em:

cos(3x) +isen(3x) = (cosx +isenx)® = cos® z + 3 cos® x - i senx + 3 cos x - i sen’x +
i3 senx, entdo, cos(3x) +1i- sen(3x) = (cos®x — 3cosx - senz) +1 - (3 cos? wsenx — sen’z).
Logo, pelo principio da equivaléncia de Numeros Complexos, mostra-se que x e

3 3

cos3x = cos® x — 3cosz - senx e sen3zr = cos® xsenx — sen’z.

Observacao 2: Nessa atividade fica claro de que forma os Numeros Complexos

podem ser utilizados, como um facilitador, nos problemas de Trigonometria. Estreitando
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a analise, esse exercicio mostra uma aplicagdo mais ampla e menos mecanica da férmula
de De Moivre.

Atividade proposta 3:

Considere um hexdgono reqular inscrito em uma circunferéncia cujo centro O possui
as coordenadas (0,0) em um plano cartesiano. Sabendo que os vértices desse poligono sdo
representados pelas raizes sextas de um Numero Complexo z, responda:

m . ™ L. .
a) Se w = 3(cos 9 +i- seng), quais sao as outras raizes sextas de z?

b) Qual é o valor do apstema desse hexagono?
c) Qual € o valor do perimetro e da drea desse hexdgono reqular?
Resolucgao 3:

a) Sabe-se que os argumentos dos Complexos procurados formam uma P.A. de

. . . . m . . -
seis termos, onde pode considerar o primeiro termo como 9’ que € uma 1* determinacgdo

. L . 2r 2r 0w

positiva do primeiro quadrante, e a razdo — = — = —.
n 6 3

Por outro lado, todos possuem o mesmo argumento igual a 3. Sendo assim, as

raizes sextas procuradas sao:

wo = 3(005% +- seng)
wy = 3(cos ?W +1- Sen%r)
wy = 3(cos ?ﬂ +1- Sen%r)
w3 = 3(cos 107# +i- SeanW)
wy = 3(cos 137# +i- SGHBTW)
ws = 3(cos 16{ +i- seanTW)

Dos dados acima, obtém-se a figura 15 a sequir.
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Im &

Figura 15 — Representagdo das raizes sextas do Plano de Argand-Gauss

b) Em primeiro lugar conclui-se que as raizes sextas em questio representam uma
familia de pontos que constituem uma circunferéncia de raio 3 unidades de comprimento,
pois o modulo das raizes é 3. O hexdagono estd inscrito nessa circunferéncia e os seis

triangulos equildteros da forma w,_oOw,_1 possuem lados com a mesma medida do raio

V3 )

dessa circunferéncia. Com isso, pode-se concluir que o apotema mede m = — que é

altura de um triangulo equildtero.

c) Com o que foi relatado no item b, conclui-se que o perimetro procurado é

66 3v3

2p = 5 = 18 w.c. e a darea, trabalhando com a formula A=p-m, é A = 9-7 =273

u.a.

Observagao 3: A resolucao desse problema conduz a um verdadeiro entendimento
da férmula de De Moivre utilizada na radiciacao. Para ampla compreensao do item a, o
aluno tem que entender todo processo de construcao da demonstracao dessa férmula feita
anteriormente. No que diz respeito aos itens b e ¢, a turma tem a oportunidade de revisar
topicos de geometria plana que sao pré-requisitos para a geometria espacial — assunto que

é trabalhado no 2° ano do Ensino Médio.

3.3 3° ANO DO ENSINO MEDIO: REVENDO E APRIMORANDO OS CONCEITOS
DE NUMEROS COMPLEXOS

Chega-se a etapa final da presente proposta. Nesse momento, o professor regente
dessa série estara diante de uma turma que, em sua maioria, ji conhece a teoria dos

Numeros Complexos que tem que ser estuda no Ensino Médio.

Diante dessa realidade, os estudantes estarao com pré-requisitos basicos para que

o regente possa trabalhar atividades que conduzam a um “polimento” do conhecimento
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previamente adquirido por eles e, quem sabe, dentro da realidade do grupo, o docente

possa somar novos conhecimentos a seus instruidos.

Inicialmente, o professor farda uma revisao de todo o contetido, trazendo para os
seus alunos um conjunto de atividades com graus diferentes de dificuldades, mas que
continuem promovendo uma visao ampla das aplica¢oes dos Complexos, para que a turma
nao perca, em seu ultimo ano de Ensino Médio, o que tera sido construido até aquele

momento.

Ja em outra fase, apds a revisao do contetido, o docente aproveitara a otimizacao
que foi dada ao tempo — que era destinado para ministrar esse conteiido nos moldes
tradicionais — para trabalhar atividades que concretizem a capacidade dos alunos de
utilizarem esse conhecimento a seu favor e que essa geragao nao veja mais os Niumeros
Complexos como um assunto initil e “complexo”, mas, sim, como um objeto matematico

poderoso que pode ser utilizado na resolucao de problemas variados.

A partir de agora, como foi proposto para as etapas do 1° e 2° anos do Ensino
Médio, serao apresentadas, também, atividades e uma demonstracao que possam auxiliar

o professor a entender o que se pretende construir até esse momento com o trabalho.
Atividade proposta 1:

(IME 79/80). Um velho manuscrito descreve a localiza¢io de um tesouro enterrado:
Hda somente duas darvores, A e B, em um terreno plano, e um canteiro de tomates. A € uma
mangueira, e B é uma jabuticabeira. A partir do centro K do canteiro, meca a distancia
em linha reta até a mangueira. Vire 90° a esquerda e percorra a mesma distancia até o
ponto C'. Volte ao centro do canteiro. Mega a distancia em linha reta até a jabuticabeira.
Vire 90° a direita e percorra a mesma distancia até o ponto D. O tesouro estd no ponto
médio T" do segmento C'D. Um aventureiro achou o manuscrito, identificou as drvores,
mas como o canteiro desapareceu com o passar do tempo, nao consequiu localizd-lo, e
desistiu da busca. O aluno Sd Bido, do IME, nas mesmas condicoes, diz que seria capaz
de localizar o tesouro. Mostre como vocé resolveria o problema, isto é, dé as coordenadas
de T em fungdo das coordenadas de A(5,3) e B(8,2).

Resolugiao 1 — Proposta por Almeida (2013):
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De acordo com os dados, tem-se a figura 16.

A
HH
““-n,ﬁ_‘_ah
- B
\f-f
K
* T

Figura 16 — Esquematizacao geométrica da atividade proposta 1 — Segédo. 3.3

O ponto A(5,3) do plano é uma representa¢io do Niumero Complezo 5+ 3i. Jd o
ponto B(8,2) representa o Numero Complexo 8 + 2i. Considere o sistema de coordenadas
como um plano complexo. Da perpendicularidade e o sentido de rotacdo dos vetores,

pOd@—S@ escrever:

KA i=AC = (A—K)-i=C—A=C=A1+i)—k-i

KB (—i)=BD = (K—B)-(—i)=D—B=D=B(1+i)+k-i.

O manuscrito diz que T € o ponto médio de C' e D. Entao, das expressoes acima,
pode-se escrever:
C+D A+ —k+B(1—d)+k-i  A(l+1i)+ B(1—1)

T

2 2 2

Observa-se que a posicao de T nao depende de K, sendo assim,

(5+3i)(L+4) + (8+2¢)(1 + 1)
2

T = =6+1.

Logo, o tesouro tem coordenadas (6,1) no mesmo referencial de A e B.

Observacao 1: Nessa atividade é revisado o sentido da multiplicagdo de um
Numero Complexo por i, trazendo a ideia que essa rotacao passa a ser horaria quando essa

operacao ¢ feita com —i. Cabe destacar que o exercicio proporciona a oportunidade de
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revisar o sentido da operacao de subtragao de Numeros Complexos que pode ser associada
a subtragao de vetores, além do fato de mostrar novamente que esse segmento orientado

nem sempre possui a sua origem na origem do plano cartesiano (plano complexo).
Atividade proposta 2:

(Dante, 2003). Na Engenharia Elétrica, a utilizacio de circuito de corrente alter-
nada, como, por exemplo, as elétricas residenciais, as grandezas elétricas sao analisadas
com o auxilio dos Numeros Complexos, o que facilita muito os cdlculos. A relagio U = Ri,
estudada na fisica do Ensino Médio em que se utilizam os nimeros reais, tornou-se U = Z1,
em que U € a tensdo, Z é a impedancia e i é a corrente elélrica, sendo que essas gran-
dezas passam a ser representadas através de Numeros Complexos. Para que nao haja
confusao entre v, simbolo de corrente elétrica, e v, unidade imagindria, os engenheiros
elétricos determinaram j como unidade imagindria na representacao algébrica a+0bj. Além
disso, usam a notag¢do |w| < 6 para a forma trigonométrica |w|(cos @ + i senf) do Nimero

Complezo w.

Baseado no texto acima, resolva o problema a sequir:

Uma fonte de tensao de valor eficaz 110 < 0° fornece uma corrente de i = 11 < 60°

para alimentar uma carga. Qual é a impedancia Z dessa carga?

Resolucgao 2:

Tem-se que U = Z1i, entao, Z = L. Para efetuar essa divisao é melhor que ambos
estejam na forma trigonométrica, sendo assim, como ja se tem U = 110 < 0°entdo,
U =110 < 0° = 110(cos 0° + sen0°) e i = 11 < 60° = 11(cos60° + sen60°). Dessa forma,

U 110
Z = - = F[COS(OO — 60°) + 7 - sen(0° — 60°)] = 10[cos(—60) + 7 - sen](—60) ,tem-se
1
Z=10(; - ‘/73') — 5 5V3i.

Logo, deve-se concluir que a impeddncia dessa carga é 10 < —60° ou 5 — 5v/3i.

Observacao 2: O problema mostra uma contextualizacao dos Numeros Complexos
sobre um assunto que é estudado em Fisica no 3° ano. Além disso, cria-se uma oportunidade
de revisar a divisao de Numeros Complexos na forma trigonométrica, sendo que essa
operacao ¢ facilmente resolvida na forma algébrica, escrevendo os Complexos no formato
Y

de uma fracao e multiplicando ambos pelo conjugado que se encontra no “denominador’

dessa “fracao”.

Um dos objetivos desse trabalho, como ja foi intensamente reforgado, é proporcionar

aos estudantes do Ensino Médio uma visao mais ampla das aplicacoes dos conhecimentos
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que estao associados aos Numeros Complexos. Assim, nesse momento, tem-se a tran-
quilidade de estimular o docente, de acordo com o seu planejamento, a apresentar uma
demonstragao de um teorema muito importante dentro do estudo dos polinémios que ¢é
intitulado como Teorema das raizes imaginarias de uma equacao polinomial. Além do
mais, os discentes terdo subsidios para entendé-la e poderao compreender que tal aplicagao

vird para agregar ao conhecimento até entao adquirido.

O teorema em questao é:

Se o numero imagindrio z = a + bi, com {a,b} CR e b # 0 é uma raiz de uma
equagdo polinomial p(x) = 0, com coeficientes reais, entdo, o conjugado de z, ou seja,

Z = a — bi, também € raiz dessa equacao.
Demonstracgao:

Considerando um polindmio p(z) = a, 2"+ @y 12" +a, o2 2+ - +agx® + a1z’ +
ag, onde a,, G,_1, Gp_a, ..., Az, a1, ag sao coeficientes reais. Tomando o Numero Complexo
z = a+bi como uma das n raizes de p(x), ou seja, p(z) = 0. Sendo assim, tem-se a igualdade
A"+ Q12" Q92"+ Fagz® F a1zt Fag =0, onde ap, an 12", ap_02" 72, ...,

2 1 . d d f C 1 . . . d . . b 7’
azz”, a1z, ag e, partindo do fato que Complexos iguals tem conjugados iguais, tambem
pode-se considerar a igualdade a,z™ + @, 12" + ap_02"2 4+ -+ + a92? + a2 + ag = 0.

Recorrendo-se a propriedade do conjugado de um Nimero Complexo, onde z; + 25 = Z1+723,

obtém-se:

Un2" + Ay 12" Va0 2+t a2 a2zt +ag =0

Das propriedades az = a-Z e @ = a, sendo a um numero real, tem-se:

Gp 2"+ 02" VA, - 2" 24 @ 2242+ G =0

4

Up 2"+ pq - 2" Pt Apyg 2" 2+ Fag- 22+ a2t +ag=0

Tomando a propriedade z™ = 2", chega-se em: @, 2" + @y, 12" " + Qp_9Z" 2 4 -+ +
asZ? + a1Z' + ag = 0, ou seja, p(z) = 0, entdo, Z = a — bi, com {a,b} C R, é uma raiz do

polinémio p(z), como se queria demonstrar.
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Cabe-se destacar que é uma oportunidade do professor trazer para os alunos uma
aplicagao concreta do conjugado de um Nimero Complexo em um teorema tao importante

para o estudo dos polinémios.

Com o intuito de trazer um fechamento para essa etapa, importa frisar que ao
alcangarem essa série os alunos ja terao tido um contado solido com um foco diferenciado
do tradicional durante um periodo de dois anos, possibilitando o aparecimento de um
conjunto de fatores necessarios para que o processo de aprendizagem seja amadurecido e,
dessa forma, os discentes consigam utilizar esse novo conhecimento como uma ferramenta
efetiva na resolucao de problemas que envolvem diversas dreas da Matematica, como

Geometria, Trigonometria e outras ciéncias.

Assim, acredita-se que estudos como esse que possam comprovar a eficacia de
métodos “nao tradicionais” serdo alavancas que poderao despertar nos educadores a
motivacao para reverem suas praticas pedagogicas em prol de mudancgas. Sao agdes como
essas que irao gerar frutos em um futuro proximo, pois estarao sendo preparadas geracoes

de seres pensantes e nao reprodutoras de conhecimento.

De acordo com Brum (2013, p. 17),

visualiza-se nos PCN a direcao apontada com o intuito de promover
uma Educacdo Matematica de qualidade, um “ensino” que faca
com que os conhecimentos adquiridos pelos nossos jovens cumpram
o seu verdadeiro papel, que é proporcionar a esses a capacidade de
compreender, interferir e contribuir com a evolu¢do do universo no
qual se inserem.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Durante o processo de construcao desse trabalho, verificou-se ao final de cada etapa

a viabilidade da aplicacao da presente proposta.

Na etapa do 1° ano do Ensino Médio foi proposto que o primeiro contato dos alunos
com a tematica se dé através de uma contextualizagao, utilizando um problema retirado
da Historia da Matematica que motivou Bombelli a dar inicio a estruturacao algébrica
desse objeto matematico. Dessa forma, acredita-se que a mesma motivacao histérica pode

ser recriada dentro de sala de aula.

A partir dai vem a busca por um significado concreto para os Numeros Complexos,
em que se recorre a uma definicdo geométrica — plano de Argand-Gauss — sendo mostrada
de forma contextualizada e concreta a necessidade de se ampliar o conjunto dos nimeros

reais.

Seguindo o processo, ¢ introduzida a defini¢ao algébrica, deixando bem especificada
sua ligagao direta com a definicdo geométrica. Repare que, a partir desse momento, a
turma estara pronta para trabalhar problemas que envolvem coordenadas de plano e
Geometria, além do fato de poder introduzir a resolucao de equacoes do 2° grau com
discriminante negativo, pois estara significativamente bem definida a possibilidade de

trabalhar com raiz quadrada de ntimero negativo.

Percebe-se, portanto, que nao esta sendo proposto nada que nao seja viavel para
essa série, pois os requisitos estarao sendo respeitados e, ao mesmo tempo, sera ofertado

mais um conhecimento para a resolucao de problemas.

Conclui-se, a partir do que foi relatado, que por meio dessa mudanca ja é possivel

construir uma nova visao desse conteudo por parte dos alunos.

Ao chegar no 2° ano, a proposta é apresentar os Numeros Complexos de uma forma
interligada a Trigonometria. Nesse momento sao sugeridas atividades que, através dos
Complexos, demonstram-se formas trigonométricas que por caminhos tradicionais ficariam
mais “complexas”. Além do fato de desmistificar e incentivar a aplicacao da férmula de De
Moivre nessas resolugoes trigonométricas e também na sua demonstracao e aplicagdo na

potenciagao e na radiciacao de Ntimeros Complexos.

Percebe-se, entao, mais uma vez que se esta diante de algo extremamente viavel,
pois fica claro nessa construcao, e na experiéncia do autor em sala de aula, que o que
estd sendo apresentado aos alunos através da teoria dos Numeros Complexos é mais
um instrumento facilitador para seu desenvolvimento dos conhecimentos matematicos e

também em outras areas de conhecimento que possibilite a aplicacao desse assunto.

Por sua vez, ao chegar ao 3° ano, todo educador sabe que quando tem a oportunidade

de trabalhar com um contetido com o qual a turma ja teve um primeiro contato e, nesse
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caso, com o foco na busca pela ampliacdo do conhecimento adquirido, torna-se mais
eficaz desenvolver um processo de ensino de qualidade, pois terd tempo e pré-requisitos
para aprofundar no assunto e conduzi-lo de acordo com a sua necessidade. Nesse caso,
mostrando o quanto é importante conhecer verdadeiramente os Nimeros Complexos, assim
como qualquer outro contetido apresentado, haja vista que tudo esta interligado, portanto,
reforgar-se a ideia de que nao se pode compartimentar o processo de ensino, como ja

apontado neste trabalho.

E importante destacar que o autor, como professor de escolas publicas e particulares,
tem consciéncia de que ha diversas realidades em que existem variagoes de turmas com
excelente rendimento e outras que possuem uma deficiéncia significativa no que concerne

aos pré-requisitos necessarios para um desempenho satisfatorio nessa etapa.

Com base no que foi supracitado, acredita-se que todo o modelo de ensino pode (e
deve!) ser adequado dentro de cada realidade, o importante é que a esséncia seja mantida

para que as mudangas possam ocorrer.

Conclui-se, portanto, embasado em tudo o que foi construido até esse momento,
que o autor acredita que a proposta de adequacao, fracionando o ensino dos Numeros
Complexos nas séries do Ensino Médio, juntamente com uma abordagem que proporcione
um alcance real acerca da importancia desse contetdo, é extremamente viavel, pois tudo

que foi apresentado aqui estd acessivel ao conjunto discente e docente.

Ademais, sem otimismo demasiado, acredita-se que quando existem mudancas
concretas que aperfeicoem o processo de ensino e aprendizagem pode-se contribuir na
criagdo de uma geracao formadora de conhecimentos — fato este que foi um dos motivadores

que levou a construgao desse trabalho.
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